ARTICULOS

Variacion y Representacion:
Del Nimero al Continuo

Resumen

En este articulo estudiamos algunas de las circunstancias centrales que
hicieron posible el transito de la Matematica elemental a la Matematica
superior. Esta ultima comienza con el estudio matematico del movi-
miento. Hay dos hechos que pueden considerarse basicos para el ana-
lisis que nos ocupa: (i) la identiticacion del nimero con un continuo
geométrico y (i) la construccion matematica de la variacion. La pri-
mera de ellas esta animada por la introduccion del concepto de na-
mero de Stevin en 1585, que cambid por completo el panorama arit-
meético desarrollado en la matematica griega desde la perspectiva
aristotélica. Las- represenraciones geométricas del movimiento hi-
cieron posible urfa base de reglas operatorias que, a su vez v mediante
un proceso de abstraccion y descontextualizacion, dieron lugar a la
Matematica de las Cantidades Variables.

A
Introduccion

Hay dos circunstancias que fueron fundamentales para el desarrollo del estudio
matematico del movimiento:

1) la identificacion del niimero con un continuo geometrico, y
11) la construccion matematica de la variacion.

Con respecto a la primera, iniciaremos nuestro analisis estudiando el cambio
drastico que sufrio el concepto de namero, al pasar de la concepcion euclidiana al
nuevo concepto introducido por Stevin en 1583.
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Se ha escrito (véase [1] y [2]) que el concepto euclidiano de niimero proviere
de Pitagoras y de Aristoteles. Hay dos caracteristicas de tal concepcion que resul-
tan sorprendentes para el lector actual:

1) El 1 no es un nimero
ii) El numero sélo puede aplicarse al estudio de las colecciones discretas.

En otras palabras, no hay una nocion de continuidad asociada al concepto de
namero. Es a causa de estas caracteristicas que podemos considerar como un
problema relevante e/ tratar de encontrar cudndo el nimero y la magnitud conti-
nua se integran en un mismo concepto. Recordemos que Aristoteles “‘resolvio’ la
paradcja de la flecha diciendo que el tiempo no puede estar hecho de momentos,
y que las lineas no pueden estar hechas de puntos, lo que es una forma de decir
que la categoria de la Cantidad tiene dos componentes disyuntas: la discreta
(nlmero) y la continua (magnitud).

Estas componentes se reflejan en las matemaéticas como el estudio de la mag-
nitud y del nimero, es decir, como el estudio de la geometria y de la aritmética.
Para Aristoteles, la continuidad puede caracterizarse como la divisibilidad indefi-
nida, de lo cual es posible concluir que la linea no puede estar compuesta de pun-
tos. Las lineas y los puntos pertenecen a estratos matemdticos distintos.

El continuo geométrico aparece como una abstraccion del continuo fisico.
Debido a la caracterizacion de la continuidad es posible concluir que el continuo
no esta hecho de indivisibles.

Este escenario cambio de manera radical con el trabajo de Simoén Stevin. El
concepto griego de nimero se habia desarrollado como resultado de un proceso
de abstraccion aplicado a un mundo material. Stevin cuestioné este punto de vista
debido a necesidades practicas. Sin embargo, las concepciones euclidianas esta-
ban tan profundamente enraizadas que Stevin encontr6 necesario argumentar en
contra de esta tradicion tanto desde un punto de vista practico como desde lo que
consideraremos un punto de vista epistemoldgico. No se trataba solo decir que
“‘el uno era un numero’’ sino de producir un argumento sustancial para justificar
tal aserto.

Vayamos ahora a un tratamiento mas sistematico de la matematica griega, ne-
cesario para comprender la atmodsfera conceptual dentro de la cual Stevin de-
sarrollo su trabajo.

El concepto griego de Cantidad

Aristoteles introduce la cantidad como una de las ocho categorias esenciales del
pensamiento [Categorias 1°, 25, [9] | a las cuales corresponden expresiones no
compusstas, es decir, que no ‘‘...involucran ern si mismas una afirmacioén’ [Ibid.,
2a., 5], ni se pueden calificar como falsas o verdaderas; por ejemplo, ‘2 pies”,
expresion de cantidad, no es —en si misma—, ni falsa ni verdadera.
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La divisibilidad es la operacion fundamental que permite la clasificacion vy de-
finicion de las cantidades: una magnitud es una cantidad divisible ad infinitun;,
su caracteristica definitoria es el ser continua. Un niimero es una cantidad divi-
sible solo un numero finito de veces: su caracteristica definitoria es el ser discreto.
En palabras de Aristoteles:

“Quantum’ significa aquello que es divisible en dos o mas partes ali-
cuotas de las cuales cada una es por naturaleza un “unc™ y un "esto’.
Un “*quantum’ es una pluralidad si es numerable, una magnitud si es
mensurable. “Pluralidad” es lo que es divisible potencialmente en
partes no-continuas; “magnitud” lo que es divisible en partes conti-
nuas... , pluralidad limitada es numero, fongitud limitada es recta...
[[9], Metafisica, 1020a, 5].

Las cantidades continuas v las cantidades discretas forman clases disyuntas ¢
independientes y, en consecuencia, sus respectivos estudios son ajenos e irreduc-
tibles. Siguiendo la tradicion platonica, la &eometria se ocupa de estudiar las
magnitudes, mientras que la Aritmetica lo hace de los niimeros. Estas dos ciencias
no tienen, en principio, ninguna conexion, excepto en el caso particular de las
magnitudes conmensurables en donde pueden aplicarse los resultados de la arit-
meética ya que estas magnitudes pueden ser pensadas como ntmeros. La siguiente
cita muestra lo anterior:

Los axiomas que son premisas de demostracion pueden ser idénticos
en dos 0 mas ciencias, pero en el caso de dos diferentes “genera’ ta-
les como la Aritmeética y la Geometria no se pueden aplicar demostra-
cicnes aritméticas a las propiedades de magnitudes, a menos que las
magnitudes en cuestion sean como numeros [ [9], Analiticos Poste-
riores, 75°, 5]

El uso de la palabra ‘‘genera’ (pronunciada ‘‘génera’’) en este parrafo de los
Analiticos Posteriores, que podemos entender como la clase de objetos que com-
parten ciertas caracteristicas de generacion, deja ver como para Aristoteles las di-
ferencias en la naturaleza o el orizen de los objetos matematicos determina el mo-
do de operar con ellos: aunque se tengan proposiciones anatogas y las mismas
reglas de la logica, éstas no pueden aplicarse indistintamente a objetos con génesis
diferentes.

Euclides mantiene una separacion entre Aritmeética v Geometria analoga a la
de Aristoteles [cf. [1], Jones, 1987, p 377]. En Los Elementos, los libros I al VI
v XI al XIII son geometricos, mientras que los libros VII al IX son aritméticos.
En ninglin momento, con excepcion del libro X, los términos numero y magnitud
aparecen en un mismo libro. La proposicion X §, sin embargo, hace uso de la li-
cencia otorgada por Aristoteles cuando afirma:

* X 5: Las magnitudes conmensurables estan en la misma razon que
dos numeros
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Haremos algunos comeniarics sobre la epistemologia aristotélica que son ne-
cesarios para nuestro estudio de las magnirudes.

La epistemologia aristotélica

La filosofia aristotélica es empirista, pues sostiene que el origen del conocimiento
cientifico esta en el mundo material. Para Aristoteles los conceptos estan en la na-
turaleza y de ella heredan sus propiedades vy relaciones. Para acceder al conoci-
miento, es necesario observar cuidadosamente la naturaleza y abstraer de ella los
conceptos de la ciencia. Consistentemente con esta posicion, el nimero y la mag-
nitud, son conceptos extraidos del mundo material, como se aprecia en la siguien-
te cita:

Todas estas objeciones y otras del mismo estilo, hacen entonces evi-
dente que numero y magnitudes espaciales no pueden existir separa-
dos de las cosas [Metafisica, 1085b, 30].

Adicionalmente, la matematica griega es una ‘‘matematica realista’’ en el sen-
tido de que en el acto de conocer, implicita o explicitamente, se excluye la activi-
dad del sujeto como un factor que determine las caracteristicas del objeto de estu-
dio, esto es, para los griegos lo que es susceptible de conocerse esta en una reali-
dad externa a quien conoce € independiente de él. [cf. Piaget [7], cap. I1I, “‘Sobre
Conocimiento Matemaético y Realidad”’].

Tal posicion epistemologica permite la construccion de una solida estructura
teorica y metodologica, pero impone una serie de restricciones a los objetos mate-
maticos. Para nuestros propositos nos detendremos en aquellas restricciones que
se manifiestan en los conceptos de nlmero y magnitud, y en las relaciones entre
€stos.

Nimero y magnitud en los griegos

El ntmero griego esta conceptualizado a partir de multiplicidades o colecciones
de objetos concretos, individuales e indivisibles, identificados, cada uno de ellos
con una unidad abstracta:

Unidad es aquello de acuerdo con lo cual cada cosa es llamada uno
(subrayado nuestro) [Elementos, Def Vii-1].

Un numero es una multitud compuesta de unidades [Elementos,
Def VIi-2].

Estas definiciones, asi comosla definicion de cantidad de Aristoteles que cita-
mos anteriormente, nos remiten a un concepto de unidad y de niimero vinculado
al proceso de contar, como la actividad de ‘“‘leer cifras’ en las cosas: decir que
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Una cosd €s un uno o un esto, evoca la accion de reconocer v entonees, de senalar
(con el indice) cada uno de los objetos que se estan contando.

El dominio numeérico griego tienc la estructura basica que se deriva del modo
de generar la serie numérica v del modo de operar con sus elementos manteniendo
un referencial externo. Una vez determinada la naturaleza de los conceptos, como
reflejo de una realidad fisica externa, la metodologia que se debe emplear para
operarlos queda automaticamente definida.

La unidad, principio generador del namero, es el concepto que resulta al abs-
traer de las “‘cosas’’ (de cada cosa) los rasgos que conciernen exclusivamente a su
singularidad; de aqui que no tenga ningin sentido, pensar en la division de la uni-
dad, sin que ésta pierda su esencia ——de la misma manera gue una cosa (un
hombre, un caballo) no puede ser dividida sin que pierda su esencia.

La imposibilidad de dividir la unidad numérica encierra la esencia de la canti-
dad discreta tal como la define Aristoteles: las subdivisiones de una cantidad
discreta no se pueden continuar mas alla de la unidad y, en consecuencia, sélo es
posible llevar a cabo un numerc finito de estas divisiones (el mismo realismo
griego excluye a las cantidades in7initas). La unidad es el principio generador del
numero v su indivisibilidad lo caracteriza.

Por otra parte, las magnitudes geométricas —prototipo de cantidades conti-
nuas— forman un dominio heterogéneo. A €l pertenecen longitudes, areas y vo-
lumenes. Comparten la propiedad de ser divisibles potencialmente ad infinitum v
comparten los métodos para establecer entre ellas (si son de la misma especie) ra-
zones y proporciones. Sin embargo, no se puede hablar de una estructura que las
aglutine, analoga a la estructura del dominio numeérico. Los segmentos, por
ejemplo, forman un agregado de elementos abstractos, aislados e independientes
entre si; es posible, dados dos segmentos, operar con ellos, compararlos, orde-
narlos, pero esto no implica que pierdan su individualidad y, por asi decirlo, su li-
bertad. La recta, en la geometria griega, es uno de estos segmentos que puede ser
prolongado indefinidamente, pero no ocupa el lugar privilegiado que tiene en
nuestra matematica como contirente, en el cual se ordenan y confunden los seg-
mentos y que hace posible su estructuracion.

[.as comparaciones entre magnitudes ¢n términos de sus razones —que es un
primer nivel cualitativo del proceso de medir— dan lugar a la clasificacion de las
magnitudes en conmensurables ¢ inconmensurables. Sin embargo, esta clasifica-
cion, asi como las que resultan de todas las comparaciones que se establecen entre
magnitudes, son relaciones binasias; es decir, se establecen tomando solo dos ele-
mentos a la vez. No definen **clases de equivalencia’ en el sentido que damos ac-
tualmente a estos términos.

L.a divisibilidad esta en la raiz de la definicion de conmensurabilidad e incon-
mensurabilidad: si es posible encontrar una magnitud tinita que *“mida’ (es decir
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que divida exactamente) de modo simultaneo a dos magnitudes dadas, estas dcs
son conmensurables. Si, por lo contrario, la busqueda de esta ‘‘magnitud
unidad” nos conduce a tomar magnitudes mas v mas pequefias en un proceso de
divisior potencialmente infinito, las magnitudes son inconmensurables. En el pri-
mer caso, cuando las magnitudes son conmensurables, las razones entre ellas
tienen un comportamiento analogo al de las razones numéricas. En consecuencia,
pueden ser tratadas como estas Gltimas, como nos dice la proposicion X 5 de Los
Elementos que citamos anteriormente. De lo contrario, no hay vinculaciéon po-
sible entre magnitud y nimero.

La matematica griega considera la existencia de una unidad de magnitud no
solo necesaria para las practicas de medicion, sino tedricamente indispensable pa-
ra la caracterizacion conmensurable-inconmensurable. Consistentemente con la
epistemologia realista, una unidad métrica no puede tener el estatus de ‘‘absolu-
ta’’ que tiene la unidad aritmética, puesto que la primera no tiene una ‘‘realidad”
externa. Elegir una magnitud-unidad, equivaldria a privilegiar una magnitud con
atributos impuestos por el sujeto y no “‘leidos’’ en la propia realidad; la eleccion
de una magnitud-unidad no se puede, entonces, independizar de la actividad del
sujeto.

Sin embargo, la magnitud-unidad que resulta de comparar dos magnitudes
conmensurables (su ‘‘maximo divisor comin’’) es una unidad intrinseca a las dos
magnitudes comparadas y, por tanto, independiente del sujeto que lleva a cabo la
comparacion. Esta unidad tiene las caracteristicas tedricas que impone la mate-
matica griega, pero también el inconveniente de no ser nica, puesto que varia al
cambiar el par de magnitudes comparadas.

Aceptando que la unidad aritmética y la unidad de las magnitudes correspon-
den a ‘‘genera’ diferentes, hagamos, no obstante, una descripcion de sus com-
portamientos:

La unidad aritmética no es un nimero, y la unidad geomeétrica es una magni-
tud. La unidad aritmética es unica; la geométrica depende de las magnitudes que
se “midan’’. La unidad aritmética es el principio de generacion del dominio numé-
rico, pero la unidad geométrica no puede ser un principio puesto que no es Unica.

Las diferencias entre los dominios que acabamos de enlistar hacen imposible
el establecimiento de una identificacion, ni siquiera en un nivel operatorio, entre
numeros y magnitudes en la matematica euclidiana.

Antes de pasar al estudio del trabajo de Stevin sobre el concepto de numero,
discutiremos algunas ideas acerca de las formas de representacién de los concep-
tos matematicos y cOmo organizamos en primera instancia nuestro conocimiento
matematico en lo que llamaremos organizaciones locales. Estas ideas seran de uti-
lidad en la parte final de trabajo.




B Pax 18 B EDUCACION MATEMATICA Vol 7-No. 1-Abril 1965 B € GEl ®

Nociones mateméaticas y representaciones

La historia de las matematicas, en particular la del Calculo, nos permite afirmar
que durante la evolucion de una disciplina se forman nicleos conceptuales alrede-
dor de los cuales se lleva a cabo la actividad matematica. A estos nucleos los lla-
maremos organizaciones locales; por ejemplo, los problemas de maximos y mini-
mos (en el contexto suministrado por la geometria analitica) fueron identificados
con el trazado de las tangentes a curvas que podian ser representadas por
ecuaciones. Estas representaciones hicieron posible la ampliacion del universo de
las curvas a las que se podia trazar tangentes. Las representaciones son las formas
que toman nuestras intuiciones y conceptualizaciones (transitorias) de un conoci-
miento que estd siendo construido. Por ejemplo, cuando se construye el concepto
de funcion, la grafica, la tabla de valores, la formula, son tipos diferentes de
representaciones que se usan para manejar el concepto. Son ejemplos de las de ti-
po externo. Existe una fuerte interaccion entre representaciones mentales y repre-
sentaciones externas. (Este tema ha sido desarrollado en extenso por J. Kaput.
Véase, por ejemplo [11].) Podriamos decir que lo que es de interés no es la repre-
sentacion mental en si, sino la accion que se apoya en ella. De una u otra forma,
es asi con todo concepto matematico. Las representaciones visuales de la geo-
metria elemental juegan el mismo papel. En ambos casos el razonamiento es casi
imposible en ausencia de estas representaciones externas. Describamos con mas
detalle lo que es una organizacioa local. Hagamoslo a traves de un ejemplo toma-
do de la historia: para explorar la nocion de recta tangente fue necesario una or-
ganizacion local que incluyese:

* una curva representada por una ecuacion

* un campo operatorio, que consistiera en esencia en ‘‘derivar’’ (1. e., hallar
la linea tangente en un punto particular) la ecuacion e igualar a cero esta
‘“‘derivada’

Esta organizacion local esta anclada al contexto que suministra la geometria
analitica; generaliza el problema del trazado de la tangente usando como herra-
mienta la nueva representacion del objeto geométrico que va a ser manipulado.
Es asi como el campo operatorio hace posible la exploracion del “‘objeto tangen-
te’”. En este momento no se tiene ain una definicion rigurosa de derivada como
acostumbramos ver en los textos modernos, pero esto no es un obstaculo para ini-
ciar la exploracion de la tangente en términos muy generales. Podemos concebir
las organizaciones locales como estructuras intermedias entre las concepciones y
el objeto lingiiistico que conocemos como un concepto formal.

El proceso de refinamiento de una organizacion local es algo que puede ser
descrito en términos de asimilaciones y acomodaciones (véase [6] para una discu-
sion de la Teoria de la Equilibracion, de Piaget.)
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Dentro del contexto de las representaciones pasemos ahora al trabajo de Ores-
me con el proposito de preparar una perspecriva de lo que sigue {véase en [4]} una
presentacion completa de este trabajo). En Oresme encontramos un ejemplo muy
importante de organizacion local: el estudio de la variacién en un contexto
geométrico: la idea de una cantidad que fluye. Oresme introdujo figuras geoms-
tricas para representar el comportamiento de una cualidad. Segln este investiga-
dor, el estudio de un cuerpo puede realizarse desde dos puntos de vista: un punto
de vista extensional —por ejemplo, el peso de un cuerpo—; y desde un punto de
vista intensional, —por ejemplo, la temperatura de un cuerpo—. En este caso la
medicion es puntual. Leyendo el capitulo sobre la continuidad de la intensidad
(véase [4], Parte L. i, 165-169) encontramos la concepcion euclidiana del namero
alli donde Oresme dice que cualquier cosa medible excepto el niimero, puede ser
representada por una magnitud. Es decir, “‘a la manera de una cantidad conti-
nua’’. Esto explica por qué cuando habla de intensidades nos dice que “‘los pun-
tos de una linea’’ son una ficcidn necesaria utilizada para representar un lugar
sobre €l cuerpo estudiado. Cada medicién intensional (p. 167) que se hace sobre
un cuerpo se representa mediante un segmento. El cuerpo mismo también se
representa mediante un segmento. Oresme considero al conjunto total de intensi-
dades como la puerta de entrada al estudio de la variacion. Este conjunto se deno-
mina una superficie de latitudes, y contiene toda la informacion acerca de la va-
riacion de la intensidad. Aqui aparece un cambio en sus concepciones puesto que
la superficie de latitudes se usa para estudiar la variacion de la forma transfor-
mando su trabajo en uno de naturaleza cualitativa. Consideremos ahora su estu-
dio de la velocidad. Este concepto se imagina como una cualidad adquirida por
un cuerpo en movimiento. A continuacion se introducen los términos uniforme'y
uniformemente diforme, para denotar una cualidad que, en el primer caso, no
cambia en el tiempo y, en el segundo, con una latitud variable que posee una ra-
z6n de cambio constante. Estos son los ejemplos centrales que més adelante va a
considerar Galileo, aunque desde un marco conceptual diferente. Debe men-
cionarse que Oresme considerd aun otras posibilidades. Por ejemplo, considerd
superficies de latitud diformemente diformes. Hay una total autonomia de estos
estudios con respecto a restricciones fisicas; podriamos decir que todo este traba-
jo esta hecho para clasificar por medio de la herramienta o utensilio de represen-
tacion.

La forma en que Oresme considera la variacion provee a su modelo represen-
tacional de la posibilidad de estudio del movimiento, en términos geométricos.
Encontraremos este punto de vista en el trabajo de Galileo Didlogo de dos Nue-
vas Ciencias, aunque aqui, como ya hemos sefialado, el marco conceptual es muy
diferente. Consideremos un ejemplo tomado de Galileo (véase Struik, [7], 208-
209):

Teorema | (Proposicion |)

El tiempo en que se recorre un espacio mediante un cuerpo que parte
del reposo y que esta uniformemente acelerado, es igual al tiempo en
que tal espacio seria recorrido mediante un cuerpo que se desplaza con
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velocidad uniforme iguai 2 la mitad de la maxima velocidad que alcan-
za el primer cuerpc.

Podemos hallar una proposicién analoga en Oresme (véase [4], p.409). Alli el
enunciado es como sigue:

Toda cualidad, si es uniformemente diforme, es de la misma canti-
dad que lo seria la cualidad que esta de acuerdo con el grado del pun-
to medio(de la intensidad correspondiente).

Resulta revelador leer lo que nos dice Clagett ([4], pp. 13-14) al respecto de es-
ta proposicion que se conoce como la Regla de Merton.

“{Oresme] no aplica la regla de Merton... descubierta en Oxford hacia
1330, al problema de la caida libre, como hizo Galileo casi trescientos
afos después, aunque Oresme conacia esta proposicién y, de hechao,
dic la primera demostracion geométrica en otro trabajo, De Configu-
rationibus, pero la aplicod en abstracto y no al estudio de la acelera-
cion natural de los cuerpos en caida libre”.

Esto establece, con claridad meridiana, que el contexto dentro del cual traba-
jo Galileo, era distinto al de Oresme. Para este ultimo, el interés se hallaba en el
estudio general de las intensidades v configuraciones. Galileo, por su parte, esta-
ba interesado en el caso, muy particular, de la caida libre.

La cantidad en Stevin

[a obra matematica de Simon Stevin que contiene sus mayores aportaciones teo-
ricas es L’Arithmetique, publicada en 1585. En esta obra Stevin presenta una
extension del concepto de niamero que solo es posible mediante [a ruptura explici-
ta con la concepcion euclidiana. A través de este nuevo concepto de namero, Ste-
vin busca dar una fundamentacion de los procedimientos del c&lculo aritmético
con su recién introducida representacion decimal.

Stevin inicia su tratado con las definiciones siguientes:

Definicion 1: La aritmetica es la ciencia del numero

Definicion 2: El numero es aquello por lo cual se revela la cantidad de
cada cosa

La Definicion 2 encierra el gran cambio que Stevin introduce en la concepcion
de nimero con respecto a la mazematica euclidiana. Recordemos que para Aris-
toteles el niimero es una cantidad (una clase de ellas), mientras que, de acuerdo
con la definicion de Stevin, el nimero es el medio para hacer evidente la cantidad
(que es una propiedad de las cosas). Resaltemos esta diferencia: para ambos la

——
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cantidad es un concepto que se abstrae en un primer nivel de representacion ¢z
ciertas propiedades de los objetos materiales (su ‘‘ser cuantitativo’’), perc
mientras que Aristoteles sit@ia al nimero y a la magnitud en este primer nivel, Ste-
vin pasa a un segundo nivel de representacién en el cual el nimero ‘‘habla’ del
nivel precedente.

El nimero de Stevin se refiere no solo a la cantidad “‘numerable’ sino tam-
bn a la ‘“‘medible”’, esto implica un cambio en las acciones asociadas al namero:
no solo se emplea para contar sino también para medir.

A este nuevo concepto de nlimero, cuyo objetivo es establecer una identifica-
cion en el tratamiento de cantidades continuas y discretas, Stevin tiene que agre-
gar —explicitamente—, diferencias importantes respecto al niimero griego:

a) La unidad (numérica o geométrica, ahora identificadas) es un nimero.
b) La unidad es divisible ilimitadamente.
¢) Las partes de la unidad son, a su vez, nimeros.

De estas tres premisas Stevin obtiene, de manera directa, una ampliacion del
dominio numérico que incluye ahora tanto a la unidad, como a las fracciones de
ella. Pero ésta no es la (inica ampliacion que introduce Stevin, ya que generaliza
la cerradura limitada de las operaciones aritméticas griegas a la operacion de
extraccion de raices, incorporando asi a los niimeros radicales (racionales e irra-
cionales) y a todos aquellos numeros que son resultado de operaciones al-
gebraicas con nimeros positivos.

En segundo lugar, Stevin borra la dicotomia continuo-discreto de la cantidad,
al negar la ‘“discretez”’ del numero como una caracteristica de su esencia: E/
numero no es una cantidad discontinua [Stevin, en Jones, 1978, p. 239]. El nime-
ro, como entidad aislada, es ‘‘continuo’’ en el sentido aristotélico, ya que es po-
sible dividirlo indefinidamente y, en todo caso, hereda la caracteristica de conti-
nuidad o discretez de la ‘‘cosa’ (su cantidad) que esta cuantificando. Por
ejemplo, si se habla de 1 caballo, el nimero uno es discreto, mientras que si
hablamos de 1 yarda, el nimero uno resulta ser continuo. Con ello, continuo y
discreto dejan de ser categorias ontologicas; la discusiéon sobre este punto se cir-
cunscribe al campo de la matematica, en donde éstas son propiedades circunstan-
ciales de los objetos cuantificados.

En tercer lugar, la unidad deja de tener el caracter privilegiado que tiene en la
matematica griega, como principio generador del nimero. Con ello, Stevin debe
renunciar a la posibilidad de tener un principio de generacion absoluto, con lo
que se ve obligado a buscar para su concepto de nimero una sustentacion extra-
logica. Es decir, externa a la matematica, situada en el contexto fisico: la cantidad
de cada cosa.
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La matematica de Stevin

Imbuido en la tendencia empirista de la época, Stevin extrae st concepto de
numero de la experiencia, basandolo en la practica generalizada de la medicion.
En este momento la frontera establecida per los griegos entre la matematica teori-
cay la matematica aplicada parece desvanecerse y las necesidades précticas deter-
minan el tipo de matematica que se debe desarrollar.

Stevin, como afirma Jakob Klein (véase [2]):

..pone su experiencia en la practica comercial, financiera y de inge-
nieria al servicio de sus preocupaciones ‘“‘tedricas” e inversamente,
su “'teoria” se pone en marcha dentro de su “actividad practica”

Para dar una fundamentacion teorica de las actividades matematicas coti-
dianas, era necesario buscar mecanismos agiles para operar los resultados de me-
diciones que, ademaés, pudieran ser objeto de una formalizacion de acuerdo con
los esquemas griegos. Stevin resuelve el aspecto operatorio en una publicacion an-
terior a L’Arithmetique llamada La Disme, en donde presenta una sistematiza-
cion, con ciertas innovaciones, de la notacion decimal que, aunque en esta eépoca
ya era conocida, su uso distaba mucho de ser generalizado. En tanto que el segun-
do punto Stevin lo resuelve en el tratado tedrico de £L’Arithmetique, a partir de la
identificacion de magnitud y numero, atribuyendo propiedades numéricas a las
cantidades continuas y propiedades de continuidad a los nimeros.

La obra deé Stevin esta marcada por el predominio del campo operatorio para
dar realidad al namero. Hay varios momentos en su obra —no dentro de su expli-
citacion de principios sino en sus argumentaciones adyacentes— en donde es po-
sible apreciar este hecho. Resaltaremos estos momentos:

La esencia del nimero esta en sus operaciones

El primer indicio de que el nimero de Srevin esta condicionado por las opera-
ciones que se pueden realizar con €l, lo encontramos en un pasaje de L ’Arithmeti-
que en donde Stevin argumenta a favor de la division de la unidad, afirmando
que negar la divisibilidad de la unidad es limitar la naturaleza del niimero, la esen-
cia de la cual se manifiesta en ‘‘/as operaciones aritméticas que muchos autores
realizan dividiendo la unidad (como lo hace Diofanto)’’ [cf. L’ Arithmetique, ci-
tado por Jones 1978, p. 235].

La afirmacion anterior da al nimero una existencia operatoria, es decir, son
las operaciones que podemos realizar con los numeros las que determinan su na-
turaleza.
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Cerradura del dominio numérico respecto
a las operaciones algebraicas

Un paso muy importante hacia la ampliacion del dominio numérico es la consi-
deracion de que los resultados de operaciones algebraicas realizadas con niime-
ros, son a su vez nimeros. Stevin tiene dos formas de argumentar sobre este pun-
to. La primera, basada en la practica de la medicién, consiste en exhibir magnitu-
dés geometricas que se puedan asociar a dichos resultados. La segunda forma de
argumentacion, usada repetidamente por Stevin, tiene caracter extralogico y fue,
en su tiempo, duramente criticada. Veamos esta segunda forma de argumenta-
cion en su primera exposicion, cuando Stevin afirma que la unidad es un nimero:

La parte es de la misma materia que su todo.

La unidad es una parte de la multitud de unidades.

Entonces, la unidad es de la misma materia que la multitud de unida-
des.

Pero la materia de la multitud de unidades es namero.

Entonces, la materia de la unidad es namero.

[L’Arithmetique, p.1]

Esta argumentacion presenta una clara ambivalencia en cuanto a su nivel de
abstraccion. La primera premisa: La parte es de la misma materia que el todo, ha-
ce referencia a objetos materiales, en tanto que la segunda: La unidad es parte de
una multitud de unidades, se refiere a objetos matematicos y, por lo tanto, abs-
tractos. El paso de un nivel a otro evidencia el soporte normativo que da la reali-
dad fisica al concepto de nimero de Stevin.

Ya hemos dicho que Stevin sustenta su concepto de namero sobre la base de
las operaciones que es posible realizar con €l, y éstas, en las acciones que €s po-
sible realizar sobre la materia (en tanto cuantificable). Tales acciones, cuyos re-
sultados no alteran la cantidad total de materia que interviene en el proceso y que,
por lo tanto caracterizan su conservacion (en el sentido piagetiano), se reflejan,
en el nivel de los objetos matematicos, como operaciones que caracterizan, a su
vez, la cerradura del conjunto.

La eleccion de la unidad

La divisibilidad de la unidad est4 contextualizada en los procesos de medicion,
mediante los cuales se asocia un nimero a una magnitud. Stevin propone una
estructuracion tedrica basada en la sistematizacion de esa practica. El punto fino
en esta propuesta esta en el hecho de identificar una unidad ‘‘natural”’ —Ia nu-
meérica— con una unidad ‘‘arbitraria’’ —la métrica. Creemos que Stevin sustenta
esta identificacion en la ‘‘generalidad de la arbitrariedad’” que caracteriza la elec-
cion de la unidad meétrica. En otras palabras, el concepto de unidad numérica re-
sulta de la abstraccion de una propiedad comtn a todos los objetos fisicos —su
singularidad—, en tanto que la unidad de medida resulta de la abstraccién de una
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caracteristica comun a toda actividad de medir —elegir arbitrariamente una mag-
nitud como patron.

Stevin no argumenta a favor de una unica unidad de medida: de hecho, reco-
mienda que se tome la unidad usual en cada region y que, sobre ésta, se generalice
la practica de tomar subdivisiones decimales. La siguiente cita resalta lo que aca-
bamos de mencionar:

...se partiran todas las medidas, ya sea de longitud, liquidos, secos,
monedas, etc., por las anteriores progresiones de décimos, y gue ca-
da una de estas famosas especies se llamara Commencement, por
ejemplo el Marco, Commencement de pesos, por el cual se pesan el
oro y la plata: la Libra, Commencement de otros pesos comunes: la
Libra Gruesa de Flandes, la Libra Esterlina en Inglaterra, el Ducado en
Espafa, y asi cada Commencement de monedas. [La Disme, p. 221].

Stevin llama Commencement a cada una de las unidades de medida, no im-
porta su naturaleza o dimension, y es a este Commencement que va a asociarle la
unidad numeérica.

Si se tiene el namero trescientos sesenta y cuatro, éste se llamara trescientos
sesenta v cuatro Commencements, escribiendolo de la siguiente manera 3640 . A
lo largo de La Disme, Stevin deja claro como establece, a través de la practica de
medir, la equivalencia entre cada una (y todas) de las unidades métricas con una
finica unidad natural numerica.

La unidad de Stevin es entonces el resultado no sdlo de una abstraccion reali-
zada sobre los objetos en tanto cantidades, sino —principalmente-, de una abs-
traccion realizatla sobre las acciones coordinadas que se efectuan en el proceso de
medir estos objetos.

Los procesos infinitos

Stevin no niega la existencia tedrica de expansiones décimales infinitas; de he-
cho, da un método (mediante el algoritmo de la division) para aproximarlas in-
definidamente [La Disme, p. 210]. Sin embargo, hay una predominancia de
aquellos objetos que pueden ser alcanzados (construidos) a traves de la opera-
cion. La siguiente cita, referente a las magnitudes inconmensurables, describe la
posicion epistemologica de Stevin:

Pero, aunque este teorema es verdadero, nosotros nunca podremos
conocer por tal experiencia la inconmensurabilidad de dos magnitudes
dadas; primero, porque a causa del error de nuestros ¢jos y manos
(que no pueden ver o partir a la perfeccion) concluiriamos al fin que to-
das las magnitudes, tanto conmensurables como inconmensurables,
son conmensurables. Y en segundo lugar, aunque nos fuese posible
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susiraer por accién cientos de miles de veces la cantidad menor de
la mayor, y continuar asi cientos de miles de afios, siempre (si 10s nu-
meros dados son inconmensurables) se trabajara eternamente, per-
maneciendo ignorantes de lo que al fin se podria encontrar. Entences,
:sta manera de cognicién no es legitima, nos pone en una posicion
ce imposibilidad si queremos declarar en qué consiste realmente
la Naturaleza (subrayado nuestro) [La Practique de I'Arithmetique,
p. 215].

Pasaremos ahora al estudio de algunos aspectos de la transicion del pensa-
miento aritmeético al algebraico: Vieta.

Vieta y el Arte Analitico

La cita anterior muestra el predominio de la operacion en las concepciones de
Stevin. En su trabajo, él nos habla de ‘“‘n(imeros aritméticos’’ y de ‘‘niimeros geo-
métricos’’. Cuando no conocemos el valor numérico de un niimero geométrico,
nos dice Stevin, ¢l entra en los calculos como una cantidad indeterminada. Desde
nuestra perspectiva moderna, todavia no estamos en presencia de una genuina va-
riable algebraica, dado el caracter homogéneo que se desprende del lenguaje geo-
meétrico empleado. También, debido a que la cantidad indeterminada es un nume-
ro —aunque desconocido por nosotros. Es probable que éste sea ¢l caracter que
tiene la “‘incOgnita’ durante el periodo que recoge los esfuerzos de los matemati-
cos italianos para resolver las ecuaciones de tercero y cuarto grados. Podemos
apreciar un momento de transicion que da pie al punto de ruptura del nuevo len-
guaje algebraico. Resulta plausible decir que la primera manifestacion del algebra
es como una aritmética generalizada. Un enfoque diferente es el que presenta
Vieta en su Arte Analitico en 1591. En este libro, que es una de las piedras angula-
res del nuevo pensamiento algebraico, podemos leer:

La suprema y eterna ley de las ecuaciones o proporciones, que deno-
rminamos ley de hemogeneidad, puesto que se la concibe con respec-
to a magnitudes homogéneas, es ésta:

|. Solo es factible comparar entre si magnitudes homogéneas...
Puesto que es imposible saber como conjuntar magnitudes hetero-
géneas, y asi..., si una magnitud se multiplica por otra, el producto es
heterogéneo en relacion con ambas.

(Véase el Apéndice en [2], que contiene una traduccion al inglés del trabajo de
Vieta. Nuestra cita proviene del cap. IIl, p. 324 en esa traduccion).

En el trabajo de Vieta, el término ‘‘Magnitud’’ est4 usado de manera general.
No s6lo como magnitud geométrica. Cuando se intenta resolver una ecuacion, la
magnitud que se busca puede ser aritmética: un niimero. A este respecto vale la
pena citar a J. Klein ([2], p. 123):
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Lo que es caracteristico de esta magnitud genera! es su indetermina-
cion, de la cual y como tal, un concepto sélo puede formarse dentro
del ambito de un procedimiento simbolico... [la presentacion eucli-
diana] no realiza dos cosas que constituyen el nicleo de un procedi-
miento simbdlico: no identifica el cbjeto representado con su medio
de representacion, y no sustituye la determinacion real de un objeto
con la posibilidad de hacerlo determinado, tal como quedaria expre-
sado mediante un signo, 1o cual en vez de hablar de un objeto determi-
nado, nos habla de una posible determinacion.

Esto constituye ya un gran paso hacia una matematica simbolica; sin embargo
Vieta no se ha liberado atn de Ia ley de homogeneidad. Podemos asegurar, empe-
ro, que como en Stevin, el trabajo de Vieta es el resultado de un proceso de abs-
traccion reflexiva. En cierto sentido podriamos decir que los conceptos de la
“‘nueva ciencia’’ han sido obtenidos mediante un reflejamiento del contexto total
del concepto, en un nuevo nivel de representacion. En el nuevo nivel, los concep-
tos tienen un caracter esencialmente simbolico. Posiblemente el trabajo de Vieta
es el primero de esta nueva disciplina.

En su libro Rules For The Direction Of The Mind, Descartes considera el
problema de multiplicar dos magnitudes ¢ y b por una tercera magnitud ¢. Para
que esto sea posible, nos dice Descartes:

El producto ab debe ser concebido como una linea

Esto aparece como la regla XVIII; la liberacion de las cantidades de su prision
geomeétrica es posible debido al caracter abstracto del simbolismo empleado. Las
cantidades involucradas en la actividad operatoria son abstracciones de las figu-
ras geomeétricas, no las figuras mismas. La identificacion del nimero con el sim-
bolo utilizado para representarlo lleva a una conceptualizacion del nimero como
una enridad mental, alejada ya del Arithmos griego, que servia para contar colec-
ciones de objetos materiales. Conclusion: el algebra de Vieta se transforma en un
algebra decididamente simbolica en manos de Descartes. En términos de la episte-
mologia genética ([5], pp. 142-143) podremos decir que se ha entrado a una etapa
de caracter inter-objetal. Ya lo hemos observado —pero hallamos necesario re-
cordarlo ahora— el paso a esta nueva etapa es posible gracias a que esta presente
un proceso de abstraccion reflexiva.

Variable y variacion

Ellenguaje simbolico del algebra hizo posible la construccion de modelos —en un
nivel superior de representacion. Gracias a las posibilidades de manipulacién de
los simbolos —y al campo operatorio propio—, se podia ahora establecer rela-
ciones simbélicas nuevas entre aquellos. Nos parece que el establecimiento de este
tipo de relaciones fue importante para arribar al estudio consciente de las fun-
ciones como modelos mediante los cuales se podian estudiar sucesiones de esta-
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dos. La tabla de valores es un ejemplo caracteristico de estos modelos. Lo que
Guiza es mas importante de esta actividad es el empleo de lizerales como algo que
tiene la capacidad de portar valores numéricos y por ello, variar dentro de un
substrato numérico.

La geometria analitica abrio la posibilidad de pasar de una representacion
analitica (la ecuacion) a una representacion geométrica. El estudio de la geome-
tria se vio enriquecido por la interaccion entre estas formas de representacion; se
generaron las condiciones para profundizar en los conceptos involucrados. Cuan-
do se establecen nuevas conexiones entre los conceptos, se generan, COmo conse-
cuencia, nuevos significados. El encuentro de las representaciones visuales y ana-
liticas en la nueva version de la geometria, hizo posible la transtormacion del es-
tudio del movimiento, tal como habia sido iniciado en manos de Oresme v la es-
cuela escolastica. Finalicemos: fue la concepcion de un espacio geometrizado lo
que resultd crucial para la emergencia del Calculo Infinitesimal.

Presentemos una observacion sobre una conexion posible entre el desarrollo
del lenguaje algebraico y el estudio del movimiento en el contexto geométrico. En
la proposicion de Galileo/Oresme que ya discutimos resulta crucial que la distan-
cia recorrida por un movil pueda ser representada mediante un drea. Hay una co-
nexion entre este hecho (conceptual) v la linealizacion de las magnitudes en
manos de Descartes. La ley de homogeneidad de Vieta se ubica entre estos dos
momentos. La ley de homogeneidad resultd un obstaculo para el desarrollo del
pensamiento algebraico. Su rebasamiento —es decir, colocar todas las magnitu-
des en la misma categoria— fue crucial para las concepciones de los modelos
geometrico-dinamicos del Calculo.

Esto queda resumido en el diagrama siguiente:

Fendémeno
(movimiento)

Y .,
Representacion

v
Extraccion de reglas operatorias de un contexto fisico

particular

\
Generalizacion de las reglas operatorias
(des-contextualizacion)
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