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12. Grupos de simetria de los poligonos: el
caso del triangulo equilatero y el pentagono
regular

Diana Isabel Quintero Suica'

Resumen

En el presente articulo se aborda la construccion de
los grupos de simetria del tridngulo equilatero y del
pentagono regular, a partir de las simetrias axiales
y rotaciones de estos. También se verifican las
propiedades de grupo para la operacion composicion
definida en el conjunto de simetrias y algunos otros
elementos de estos grupos como, por ejemplo, los
subgrupos normales.

Palabras claves: Grupo, operacion composicion,
subgrupo, subgrupo normal.

Introduccion

En el campo de la teoria de grupos se puede estudiar
un ejemplo particular de construccion de estos por
medio del conjunto de rotaciones y simetrias axiales
de los diferentes poligonos regulares existentes, y la
operacion composicion definida en dicho conjunto.
En este caso, se trataran los grupos construidos
a partir del triangulo equilatero y el pentagono
regular, los cuales muestran algunas bases para la
generalizacion de cualquier poligono regular.

Para iniciar con el estudio de estos grupos, vale
tener presente algunas definiciones como las de
grupo, rotacion y simetria axial. Pérez (2008) indica
que sobre un conjunto no vacio G una operacion
definida sobre G determina una estructura de grupo
si: es asociativa, existe en G un elemento neutro y
todo elemento de G admite un inverso para esta
operacion, es decir que:

. Yabc EGla=blsc=a=(b#*c)
. dle e talqueVa EL:a*e=¢e%a=u
. vaet,Aaa*a '=al=sa=¢
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Se puede notar que la propiedad clausurativa no se
encuentra explicita alli debido a que, al hablar de
operacion, se sobrentiende que ésta es cerrada en el
conjunto en el que se encuentra definida.

Caro, Obonaga y Pérez (1987) definen una rotacion
como el movimiento de una figura respecto de un
punto fijo, sobre un plano. Dicho punto fijo recibe
el nombre de centro de rotacion y esta se efectia
teniendo en cuenta un angulo determinado.

Una simetria axial se define como aquella en la que
un poligono al ser rotado 180 respecto de una recta,
éste se superpone a si mismo. A la recta respecto de
la cual se efectaa la rotacion se le denomina eje de
simetria (Caro, Obonaga & Pérez, 1987).

Triangulo equilatero

El triangulo equilatero posee unos vértices a los
que se nombraran con los tres primeros nimeros
naturales. Se denominaran /, m y n a las bisectrices
de cada uno de los angulos del tridngulo y se
denominard P al punto de interseccion de las
bisectrices, como se muestra a continuacion.

A partir de lo anterior se construye el conjunto de
rotaciones del tridngulo, teniendo en cuenta un
angulo de 120° cada vez. Las tres rotaciones se
muestran a continuacion:
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En la tercera fila de la tabla anterior se representaron
las rotaciones con una notacion particular. Para
entenderla se tomarda por ejemplo la rotacion
.Alefectuarla, todos los vértices del triangulo rotaron
un angulo de 120°. El vértice que se habia bautizado
con el numero 1 (primer nimero de la primera fila)
es ahora el vértice denotado con el nlimero 2 (primer
numero de la segunda fila). El vértice denominado
como numero 2 (segundo niimero de la primera
fila) ocupa ahora la posicion del vértice nimero 3

Respecto de la recta /
/1 2 3 1
5=(G 5 1) 2=

A partir de lo anterior, el conjunto que determinara
el grupo de simetrias del tridngulo equilatero se
conforma con y . Se requiere, entonces, definir la
operacion en este conjunto con la cual se tendra
un grupo. La operacion sera la composicion de
elementos de este conjunto y se denotara con el
simbolo .

Para efectuar la composicion de dos elementos de
este conjunto se tendra en cuenta, como analogia,
la forma de composicién de funciones. Es decir,
por ejemplo, las rotaciones y . El resultado de la
operacion sera entonces:

Respecto de la recta m

(segundo numero de la segunda fila). Por ultimo, el
vértice nombrado como nimero 3 (tercer nimero de
la primera fila) es ahora el vértice denotado con el
numero 1 (tercer nimero de segunda fila).

Para construir las simetrias axiales, se va a rotar el
tridngulo respecto de cada una de las bisectrices,
de forma que siempre quede superpuesto. A
continuacion se muestran dichas simetrias:

Respecto de la recta n
_ {1 2 3
5=(; 3 2)

En larotacion el vértice denominado con el nimero
1 es ahora el vértice nimero 3, pero en la rotacion
el vértice denominado con el niimero 3 es el mismo.
Algo similar sucede con cada uno de los vértices
del tridangulo, por lo cual la composicion da como
resultado la rotacion.

2 3
13)

Efectuando cada una de las operaciones con cada
pareja de elementos del conjunto y se obtiene la
siguiente tabla:




En la tabla anterior se pueden confirmar que las
propiedades para un grupo algebraico se cumplen.
Por ejemplo, el elemento idéntico es la rotacion
. Para la rotacion y la simetria su inverso es si
misma. El inverso de la rotacion es , y viceversa.
Lo mismo sucede con las simetrias y : el inverso de
una es la otra. Por ultimo, es facil verificar que para
cada terna de elementos la operacion es asociativa.

También se puede observar que, en general, la
operacion no es conmutativa. Por ejemplo,

013 = 13 °0

Pero
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Por lo cual se concluye que el grupo no es un grupo
conmutativo o abeliano.

Pentagono regular

En el pentagono los vértices se nombran con los
numeros naturales del 1 al 5. Para efectuar las
rotaciones, esto se hara con un angulo de 72°.
Ademas, se trazaron las rectas /, m, n, oy p a cada
uno de los puntos medios de los lados de éste, como

se ilustra en las siguientes imagenes.

<>
./.,\

0

A continuaciéon se muestran las rotaciones y
simetrias axiales con las que se conforman el
conjunto necesario para construir el grupo:

Rotaciones

Rotaciéon 72°

Rotacion 144°

Rotacion 216°

| 1 2 3 5
”‘=G§igi) fz:(;igig) r3=(451‘2‘3)
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Rotacion 288° Rotacion 360°
/1 2 3 4 5 /12 3 4 5
r“'(s 1 2 3 4) 5‘(1 2 3 4 5)

Simetrias axiales

-

Respecto a la recta / Respecto a la recta m Respecto a la recta n

a=(t 23145 (L2345 53=(12345

"1 5 43 2 273 2 1 5 4 5 4 3 2 1

Respecto a larecta o Respecto a la recta p
/12345 /12345
5= 154 3) ( )

=4 3215




Teniendo los diez elementos del conjunto y , utiliza
la misma operacion del conjunto de simetrias del
tridngulo equilatero, obteniendo la siguiente tabla:

o ¥ ¥y Ny Vs 5 | Sp 83 | 84 Sy
Ty V3 Ty Vs Ty |Sp Sy Sy S5 S

Py |1y Ty (Vg |1y Ty [ Sy 5S4 S5 5 53
Py |y s iy Ty Ty
g Vg 0y ¥p T3 Ty S5 5 S 83 5
Fg |1y (Vg (T3 Ny | T5 5 Sz 83 54 5
S5) 85 84 |83 & 5 Ny n ¥z pon
Sp 5 S5 S4 83 S N Vg B Bz 1
§3 S 5 S5 | Sy Sy |Fy F V5 Iy Ty

g | S5 51 | Sy 53

Sg |83 |52 |5 | S5 S (N3 | | |[¥g 1y
S5 | Sq 83 Sy | 5 85 Ny Wy N K Ts

Esto es un grupo cuyo elemento idéntico es la
rotacion . También es facil verificar los elementos
inversos y verificar que la operacion definida
es asociativa. En general, tampoco se cumple la
propiedad conmutativa, por lo cual no es un grupo
conmutativo o abeliano.

Subgrupos y subgrupos normales

Un subgrupo de un grupo G es un subconjunto que
se comporta como grupo algebraico para la misma
operacion de G (Pérez, 2008). Ademas, un subgrupo
H de un grupo G es un subgrupo normal si para todo
y para todo , los conjugados (Pérez, 2008).

Un ejemplo es el triangulo equilatero. En la tabla
construida anteriormente se puede observar que las
rotaciones forman un grupo con la misma operacion
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en el conjunto de las simetrias del tridngulo
equilatero. El elemento idéntico de este subgrupo es
. Los inversos de, y son, y, respectivamente. La
operacion es asociativa y ademas conmutativa, por
lo cual este subgrupo es ademas abeliano.

o I I's | T3 | 5 52 | 53

1|13l 53|85
Fp | T3 |1y [Ta | 53|57 | 52
|l s s s,
S| S35 8 |13 1min
Sp |51 |Sa|sa|h (3|12
Sy [ Sz |5 [Sz |t ™| M

Este subgrupo # = {r. 12,75} también es normal. Esto
se verifica facilmente efectuando las operaciones.

nenen=n, REH nemen=En, nEH nespemEn, REH
Rofen= nEH nesen=n, nElH nesens=n REN
fesen=h REH megen=n REH nResen=n el

Un analisis similar se puede hacer con el grupo
de simetrias del pentdgono regular. En este caso
el subgrupo normal estara conformado por los
clementos H = {ry. 1y, 13, 14,75}

A partir de todo lo anterior se espera que el lector
interesado pueda generalizar el procedimiento para
poligonos regulares diferentes y verificar algunas
otras propiedades. Ademads, puede estudiar el
caso de poligonos como el tridngulo isosceles y el
rectangulo, definiendo, en caso de ser posible, una
operacion que, con el conjunto resultante de las
rotaciones y simetrias (o algiin otro movimiento en
el plano) de estos poligonos, sea alguna estructura
algebraica conocida.
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