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Resumen

Aprovechando la variedad de herramientas del programa Geogebra, se sugieren dos construcciones: una sobre el limite de una
funcidn real y otra, acerca de la construccidn de una curva paramétrica.

Palabras Clave: Limite, intervalo abierto, epitrocoide, epicicloide, hipotrocoide, nefroide, cardioide.

Abstract

With an adequate selection of different GeoGebra features, it will be posible perform two exercices: the observation about a
limit of a real function (an example) and, the construction of a parametric curve.

Key words: Limit, open interval, epitrochoid, epicycloid, nephroid, cardioid.

INTRODUCCION

El desarrollo del taller "Limite de una funcién" comprende dos aspectos el primero presenta algunos conceptos
fundamentales relacionados con limite de una funcion real, un ejemplo y algunas visualizaciones de éste en el
software libre GEOGEBRA. La segunda parte corresponde a curvas paramétricas, se comenta sobre las trocoides
como curvas obtenidas a través de puntos asociados a una circunferencia que rueda sobre otra, se presenta el caso
particular denominado epicicloides, por ultimo se hacen observaciones que permiten la construccidn del caracol de
Pacal y la cardioide.

Limite de una funcién real

El programa Geogebra permite visualizar facilmente una gran variedad de funciones de valor real. Gracias a sus
herramientas geométricas y analiticas, se pueden realizar construcciones donde de manera sencilla se cambian
valores o condiciones, sin necesidad de rehacer todo el proceso.

Sea funa funcién definida en cada nimero de algun intervalo abierto que contiene a a, excepto posiblemente en
el nimero a mismo. El limite de f(x) conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe como

lim f(x) =1L

X—=a

si la siguiente proposicidn es verdadera (Leithold L.,1998):

163

Uptc Facultad Seccional Duitama-Boyaca
2011



[MEMORIAS ENCUENTRO NACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA Y ESTADI'STICA] 8y 9 de Septiembre

Dado cualquier real £ = [, no importa cudn pequefio sea, existe un real & = 0 tal que

si0<l|x—al <Gentonces 0 < |f(x)—Ll<z |

EJEMPLO

Si se considera la funcion

PR
flxd =+z—b x=5h
y se desea evaluar el limite en un valor a>b, en cuyo caso L>0vy se espera
-

L=+a—h.

Al seguir la proposicion anterior, en la busqueda del valor o valores adecuado(s) para el real positivo §, al revisar la
desigualdad correspondiente a [f(x)-L[<e se encuentra

[Wr—b-—-Ll<ets—c<yx—-b-L<g

Y sumando L, aparece
L—es=+x—-b=l+s:

Surgen dos opciones: £2Ly e<L. Considerando la segunda, resulta
(L—&Y=x—b=(L+a)>

Modificandola convenientemente se obtiene
(L—z)+b—a<rx—a=<(L+:z)"+b—a

Desarrollando los cuadrados
LP—2el 4+ +bh—asx—a<i*+ 2L+ 4+bh—n

y por larelacién de L con ay b se reduce a
-2l v x—a = 2:L + 5

Puesto que
—2:L — &% —2:L + &5

entonces se tiene
|x —a] < 2eLl + &5

a partir de la cual, se puede proponer que el real positivo 6 tome el valor (o menor) de
& = 2zl + &7

Sin embargo, puesto que el intervalo de centro a y radio & debe ser subconjunto del dominio de la funcidn, se
requiere entonces tener presente la condiciéon: & = @ — k. Este hecho serd suficientemente visible cuando en
Geogebra se desarrolle la construccion.

164

Uptc Facultad Seccional Duitama-Boyaca
2011



[MEMORIAS ENCUENTRO NACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA Y ESTADI'STICA] 8y 9 de Septiembre

0 1 2 3 4 5 x

—_—

Figural. f(x)} =+x—1

Observacion

El valor de 6 depende no sdlo de €, por supuesto influye el punto a en donde se analiza el valor del limite L.

Visualizacion en Geogebra

Si se propone un primer calculo para observar sobre la Figura 1, por ejemplo cuando b=1, los respectivos intervalos
para el caso a=2y €=0.5, junto con el valor de L y tomando el valor maximo
§=2:zL +:5= 2,

2
controla eFvalor del radio £

J \
0.5 e \\«‘

] S S

=& + L %&?

contrala el valor del centre a
2 .

Figura 2. Centros a, Ly radios €, 6

Como un recurso visual, para apreciar las imagenes de los puntos del intervalo de centro ay radio 6, se agregan
cuatro segmentos buscando el intervalo de centro L y radio &, es decir estableciendo la relacién [f(x)-L[<e:

165

Uptc Facultad Seccional Duitama-Boyaca
2011



[MEMORIAS ENCUENTRO NACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA Y ESTADI'STICA] 8y 9 de Septiembre

2| 21|

Entrada: | segmento[{0,a{a+b_1)){a+d_1.0{a+d_1))]

Instriiccidn pee trazar los
segmenios oie permiten
visuafizar las imdgenes del
intervalo de centro

Figura 3. Imagenes de puntos del intervalo de centro a y radio 6

Se puede obtener una funcién discontinua, con ayuda del condicional "Si". De tal manera que si a la funcién
inicial se agrega otra, se puede apreciar el resultado en la Figura 4 y continuar manejando los intervalos
respectivos. Naturalmente se deben revisar los calculos para mantener la existencia de limite, en aquellos puntos
donde exista. Se espera que la inexistencia del limite en el punto del salto, pueda apreciarse facilmente.

En general no se espera que una vez hallado el valor de 6 para un cierto €, este radio § continue siendo
satisfactorio si se modifica el valor del punto a. Cuando tal hecho sucede, y ademas si la funcién es continua, se
presenta el caso de la continuidad uniforme.

En el siguiente grafico, se agrega una funcion sencilla a partir del valor k, definido por un deslizador con la
finalidad de tener un grafico que pueda cambiarse segun la curiosidad del interesado:

42 controla el punte donde se

05 -
@ Puede presemior un seelfte

Il
"“-\‘ k

Figura 4. Nueva funcion mediante el condicional "Si"

Una Curva Paramétrica

Las trocoides son curvas obtenidas a través de puntos asociados a una circunferencia que rueda sobre otra
circunferencia. Las epitrocoides son curvas generadas cuando la circunferencia movil rueda por la parte exterior de
la fija. El caso particular de que el punto generador P esté sobre la circunferencia mavil las curvas obtenidas se
denominan epicicloides (Castro L, 2010).
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L

Figura 5. Epitrocoide

Con el fin de describir la curva resultante en el plano cartesiano xy, se facilita iniciar con los centros de las dos
circunferencias sobre el eje horizontal, quedando el centro de la circunferencia fija en el origen vy, el centro O'de la
circunferencia movil en la parte positiva del eje x. Ahora, se propone el punto P sobre el eje x pero, a la izquierda
del centro O'. La circunferencia movil gira en sentido antihorario, de tal forma que el punto de tangencia describe
arcosﬂiguales; asi, siguiendo la figura 5 se tiene

E"=Ei_.£.-

w

9 |

Figura 6. Nefroide: a=2b

Si se asume que el punto donde inicia el movimiento se encuentra sobre el eje x en su parte positiva, la
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relacidn anterior permite obtener las ecuaciones para el punto P, en funcién del pardmetro ¢:

x(y) = (a + blcosy — Abcos (a bt,n!-');

+ b
y() = (a + B)semp — Absen (a g nﬂ:];

donde A>0 determina la distancia del punto P al centro O'. Cuando A=1 se genera la epicicloide, como se indicé
antes. SiA<I se denomina epitrocoide acortada y, el caso A>1 corresponde a la epitrocoide alargada.

Observacion

Si la epitrocoide es cerrada al cabo de una vuelta, entonces @ /& es un entero. Sila epitrocoide es cerrada

después de varias vueltas, entonces a/b es un racional positivo, pudiendo ser un entero (Castro L, 2010).

Por el momento, se desea revisar la construccion en Geogebra, sin acudir a las respectivas ecuaciones
paramétricas, que dependen de ¢ (el parametro).

Los radios de las dos circunferencias se pueden proponer a través de la herramienta "deslizador", con el fin de
modificarlos para obtener diferentes epitrocoides en la misma construccién. El uso de la relacién entre & y ¢
posibilita trasladar el valor del dngulo ¢ de la circunferencia fija sobre la circunferencia mavil, y asi registrar
correctamente la huella o el lugar geométrico que describe el punto P.

Ademas de la nefroide la cual fue estudiada por Huygens y Tschirnhausen alrededor de 1679, otra epitrocoide es el
caracol de Pascal que se genera cuando a=b. La cardioide, un caso especial del Caracol, fue usada primero por De
Castillon (1708-1791).

CONCLUSIONES

La versatilidad del programa Geogebra, en sus herramientas y manejo, permite desarrollar diversos temas ya sea
de tipo analitico o de tipo geométrico.

El seguimiento de puntos, o de ciertos conjuntos en las gréficas construidas, seguramente resolvera vy
fortalecera los conceptos pertinentes.
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Programa Geogebra. Disponible en: <http://code.google.com/p/geogebra/downloads/list>
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