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2.Descripcion

Este trabajo de grado esta ligado al interés profesional del estudiante, con el cual se
busca proporcionar a los maestros en formacion un recurso bibliografico sobre una
tematica antigua y que ha sido descuidada pero sigue siendo vigente “Los 15 Lemas de
Arguimedes”. Este recurso contiene, para cada uno de los lemas, la explicacion,
demostracion y una propuesta de taller para su ensefianza. En los talleres se hace uso
del software de geometria dinAmica GeoGebra.
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4.Contenidos

Capitulo 1: Este capitulo trata sobre una breve resefia historica de Arquimedes, ademas
se incluyen datos sobre sus obras mas representativas.

Capitulo 2: En este capitulo aparecen los lemas de Arquimedes y se desarrollan las
explicaciones y las demostraciones de cada unos de los lemas.

Capitulo 3: en este capitulo se proponen 15 talleres para la ensefianza de los lemas de
Arguimedes.

5.Metodologia

Luego de realizar la respectiva consulta y estudio sobre los lemas de Arquimedes, se
procedié a realizar las demostraciones de cada una de las proposiciones, elaborar las
construcciones dinamicas utilizando software GeoGebra, luego, se disefiaron los talleres
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y finalmente se almacena todo el producto del trabajo en un CD ejecutable.

6.Conclusiones

& El objetivo se logré debido a que se conformdé un recurso bibliogréafico que recoge
los 15 lemas de Arquimedes con explicaciones detalladas, representaciones
dindmicas, demostraciones y propuestas de talleres.

& Los aportes del trabajo son:

1. Explicaciones detalladas y demostraciones de los 15 lemas con su
respectiva representacion dindmica.

2. Una propuesta de talleres para la ensefianza de los lemas de Arquimedes,
haciendo uso de software de geometria dinamica.

3. Un CD interactivo en donde el usuario tiene al alcance todo el trabajo
organizado por los enunciados de los lemas, explicaciones,
representaciones dinamicas (Applets), demostraciones y talleres.

& Esta es una propuesta para que en los cursos de geometria se pueda retomar el
estudio de trabajos antiguos no muy conocidos y se puedan abordar con
herramientas actuales como lo es la utilizacibn de software educativo de
matematicas.
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INTRODUCCION

Este trabajo fue motivado por el interés de los autores en proporcionar a la comunidad
un recurso bibliografico organizado y detallado sobre los 15 Lemas de Arquimedes, el
cual es una tematica antigua que ha sido descuidada pero que sigue siendo vigente
por su densidad en contenidos y propiedades de los objetos geométricos planos

implicitos en cada lema.

Consideramos que este trabajo es pertinente y necesario para la comunidad de
estudiantes y docentes de geometria por cuanto su contenido abarca tdpicos
interesantes de la geometria plana como las tangencias, la solucion al problema de la
triseccion del angulo, el estudio del Salinon, las propiedades de los circulos gemelos y

los Arbelos de Arquimedes, entre otros.

Por otro lado, el presente trabajo contiene dos capitulos; el primer capitulo, trata sobre
una resefia histérica del gestor de los lemas y de las diferentes proposiciones
establecidas. En el segundo capitulo, se desarrollan las diferentes proposiciones,
presentando una breve explicacién de cada lema, sus demostraciones y finalmente se

propone un taller para la ensefianza de dicho lema.

Teniendo en cuenta que el uso de software de geometria dinamica es importante en la
visualizacion de los objetos mateméaticos y mayor comprension de sus propiedades, se
incluyen Applets que faciliten el desarrollo de los talleres y con esto el aprendizaje de

los lemas.
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OBJETIVOS

General

Disefiar un recurso bibliografico en formato (electrénico-digital), en cuyo contenido

(explicaciones, demostraciones, talleres y Applets) se retome y se proponga

actividades para la ensefianza y aprendizaje de los Lemas de Arquimedes.

Especificos

Reorganizar y relacionar la informacion recogida en la revision de la bibliografia,
la realizacion de las demostraciones y la construccion de los Applets, para
obtener como producto del trabajo un recurso bibliografico en formato digital

sobre los lemas de Arquimedes.

Construir Applets (pequefia aplicacibn componente de software que es escrita
en Java) que faciliten la visualizacion de cada uno de los Lemas de

Arquimedes.




Capitulo 1

RESENA HISTORICA

1.1.Breve biografia de Arquimedes

Arquimedes nace en la ciudad de Siracusa, en la isla de Sicilia, hacia el afio 287 a.C.,
se piensa que era hijo de un astrénomo llamado Fidias. De la vida temprana de
Arquimedes y de su familia se sabe muy poco. Algunos creen que Arguimedes debid
pertenecer a la nobleza de Siracusa, lo cual le permitiria acceder y dedicarse al
estudio.

Cuenta la historia que los romanos comandados por el general Marcelo, querian
invadir la ciudad de Siracusa en el afio 212 a.C. por tal motivo Arquimedes, una de las
mentes brillantes por esa época, ayudé a su ciudad a protegerse, inventando
artefactos que pudieran bloquear la arremetida de los romanos, por eso cred
catapultas de diferentes alcances, maquinas que incendiaban barcos, también para los
barcos romanos que se encontraban muy cerca de los muros de la ciudad, disefo
unas pértigas movibles.

Sin embargo, en un descuido de la ciudad de Siracusa, cuando celebraban sus fiestas,
en este caso era la fiesta de la diosa de la caza llamada Diana, en ese momento los
romanos entraron a la ciudad siendo esta saqueada, ademas el general Marcelo habia
dado la orden a sus soldados de no matar a Arquimedes quien conocia de todas sus
capacidades, no obstante surgié un mal entendido con esa informacion y Arquimedes
murié a manos de un soldado romano en acontecimientos que realmente no son bien
conocidos. Para hablar un poco mas de la historia que rodea a Arquimedes, se toma
como referencia a (Parra, E, 2009) y (Boyer, C, B, 1999).

Otra historia cuenta que durante el mando del general Marcelo por las tropas romanas
en Siracusa, Arquimedes utilizé parte de sus inventos para detener la flota romana. La
muerte de Arquimedes fue en el 212 a.C., cuando Siracusa fue tomada por los
romanos después de un largo sitio, Arquimedes estaba resolviendo un problema
sentado en el suelo, cuando de pronto un soldado romano se acercé a él y le ordend
levantarse e irle a presentar sus respetos al general romano Marcelo. Arquimedes,
muy molesto porque el soldado habia pisado su dibujo, le grité enfadado “No pises mis
esferas” la reaccion del soldado fue inmediata, pues este lo asesin0. Marcelo, quien
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habia ordenado no matar a Arquimedes, pues conocia de su fama de gran virtuoso y
sabio, encarg6 que le hicieren un funeral de honor y esculpié es su lapida la frase
“Arquimedes el genio de Siracusa” y un grabado con una esfera dentro de un cilindro,
uno de sus tratados geométricos.

Este personaje trabajo en diversos temas de matematicas como la aritmética,
geometria, astronomia, estatica e hidrostética. Fue en particular la incorporacion al
saber cientifico de estas dos ramas de la fisica la circunstancia que explica la
extraordinaria influencia de los escritos de Arquimedes sobre los hombres del
renacimiento y la edad moderna, convirtiéndose asi en una de las mas grandes figuras
de la historia de la ciencia.

Fue una figura muy célebre entre sus conciudadanos de Siracusa. Tal vez por sus
méritos cientificos o por sus excentricidades y grandes inventos que le atribuyeron o
por su vinculacion, quiza por su parentesco con la familia real. Sin embargo hoy esa
vida se ha podido reconstruir sobre los datos, no muy abundantes de varios
historiadores en especial de los que se ocuparon de las guerras punicas. Es por ello
gue el hecho de su muerte, se sitla en el saqueo que sufrié Siracusa en manos de los
romanos en el 212, y este dato combinado con otro, segun el cual Arquimedes habria
vivido 75 afos se obtiene el afio de nacimiento.

Sin duda las actividades de su padre quien era astrénomo fueron las que motivaron e
influenciaron a Arquimedes en su vocacion y formacion cientifica. En sus inicios
Arquimedes viajo hacia Alejandria para estudiar alli, en este lugar conocié a
Eratostenes de Cirene, director del museo de Alejandria. Con el cual pudo
intercambiar ideas y opiniones cientificas. De estos encuentros, mas que todo por
correspondencia se conoce el Método. Alli en Egipto fue donde logro hacer su primer
gran invento, el tornillo de Arquimedes, este consistia en una especie de maquina que
servia para elevar las aguas y regar ciertas regiones del rio Nilo, donde no llegaba el
agua por las inundaciones.

Después de este viaje Arqguimedes regres6 a su ciudad natal. Se cuenta que él
dedicaba la mayor parte del tiempo en la investigacién, a tal instante que no le
importaba si no se bafiaba, creia que perdia tiempo en ello. Era tanto su interés y
concentracion por su estudio, que se encuentra una anécdota muy conocida la cual
relata el arquitecto romano Vitruvio, es la famosa “Eureka” (Que traduce “lo encontré”
en griego). Cuenta la leyenda que el rey Her6n Il de Siracusa le habia dado una cierta
cantidad de oro a un orfebre para que hiciere una corona de oro puro. Cuando le
hicieron entrega de tal corona, el rey desconfio y se preguntaba si en realidad la
corona estaba hecha de solo oro. Este rey le planted la duda a Arquimedes y él
gustoso se dio a la tarea de resolver el misterio. La cuestion era que Arquimedes
estaba tomando un bafo, y estaba sumido en el problema de la famosa corona y
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cuando se meti6 a la tina que estaba llena de agua hasta el tope, se dio cuenta que la
cantidad de agua que se derram0 estaba relacionada con cantidad de su cuerpo
sumergido en el agua. Con su cara llena de satisfaccion y alegria, salié de la tina y
desnudo se fue por las calles gritando “Eureka! Eureka!”.

Otra de sus populares anécdotas era que solia enviar a sus amigos de Alejandria los
trabajos que escribia, y en ocasiones solo los enunciados de los resultados que
obtenia pero sin la demostracion, costumbre que en algin momento le permitié hacer
una observacién de los profesores alejandrinos. En efecto, el advertir en una ocasion
que los enunciados remitidos eran falsos, sin que ninguno de los profesores
alejandrinos hubiera sefalado el error, pudo asegurar Arquimedes “... aquellos que
pretenden haber resuelto todos los problemas, pero sin dar la demostracion quedan
refutados por el hecho mismo de haber declarado que demostraron algo imposible”
poniéndolos asi en ridiculo.

Arquimedes se consideraba gedmetra y no por nada es en las matematicas donde
mas demostraciones y teoremas ha dejado. Pero también era un virtuoso en aplicar
principios fisicos y matematicos para la construcciéon de sus inventos mecanicos.
Algunos de estos inventos fueron palancas, catapultas, poleas, espejos ardientes,
entre otros.

Se puede pensar que todas las anécdotas de las que se hablan no sean mas que
meras recreaciones, pero la fama que tuvo y ha tenido no es debido a ello sino por su
importante estudio y progreso de la ciencia.

1.2.Los trabajos de Arquimedes

No es facil establecer un nexo logico cronoldgico entre los escritos de Arquimedes, en
parte por el distinto contenido que se refiere a matematicas, a astronomia y a fisica,
sin olvidar que probablemente algunos de sus escritos se han perdido.

Se cuenta que Arquimedes desarroll6 mas de diez obras en mateméaticas, donde
trabaj6é areas como geometria plana, geometria en el espacio, hidrostatica, mecanica,
aritmética y astronomia, siempre resaltando el descubrimiento hacia nuevos
conocimientos, es por eso que se enumeraran las obras desarrolladas por él.

A continuacioén se describe las principales obras de Arquimedes, para ello se toma del
libro (De la Torre, A, 1997):

——
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1. Primer libro de los equilibrios:

En este libro se plasma la parte de encontrar los centros de gravedad, también habla
sobre los paralelogramos y los triangulos.

2. Segundo libro de los equilibrios:
En este libro se desarrollan los centros de gravedad de los segmentos de parabola.

Estos escritos sobre los equilibrios, especificamente equilibrios de los planos, esta
construido a la manera euclidea con definiciones, postulados y teoremas,
comprendiendo el primer libro las condiciones de equilibrio de la palanca y la
determinacién de los centros de gravedad de alguno poligonos, mientras que en el
segundo libro se llega a determinar el centro de gravedad de un trapecio parabdlico, es
decir: la porcion de parabola comprendida entre dos cuerdas paralelas.

3. Cuadratura de la parabola:

Aqui trata de la cuadratura de cualquier segmento parabdlico. Arquimedes brinda dos
soluciones a este problema, una de ellas es geométrica y otra es mecanica. En este
tratado, Arqguimedes di6 una primera demostracion mecéanica de la cuadratura de la
parabola (proposiciones 1-17) mas larga que la que presenta en el método, basada en
los postulados de la Estética extraidos del tratado Sobre el Equilibrio de los Planos y
previa a la demostracidon geométrica por exhaucion (proposiciones 18-24), la cual es
desarrollada posteriormente en el mismo tratado y en la que utiliza la suma de los
términos de una progresion geométrica indefinida de razén ¥ para llegar a un
resultado geométrico equivalente a la férmula

De aqui consigue finalmente el resultado principal: “la equivalencia entre el segmento
de pardbola y los cuatro tercios del triangulo inscrito con el mismo vértice y altura que
la pardbola”. Se trata del primer ejemplo en la historia de la matematica de la
cuadratura de una figura mixtilinea. Arquimedes diferencia segun que el diametro sea
perpendicular o no a la base del segmento (proposiciones 14 y 15), pero en ambos
casos la solucion es la misma.
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4. Sobre las esferas y el cilindro:
Los siguientes tres items son tomados textualmente de Collette (1985).

a) La superficie de una esfera es cuatro veces la del gran circulo;

b) La superficie de un segmento de esfera es igual a un circulo de radio igual a
un segmento de recta trazado desde el vértice del segmento al punto sobre
la circunferencia de la base;

c) Si un cilindro esta circunscrito a una esfera y su altura es igual al diametro
de la esfera, entonces, 1) el volumen y 2) la superficie son las bases del
cilindro son una vez y media el volumen y la superficie respectivamente de la
esfera.

5. Sobre las espirales:

Es uno de los escritos mas dificiles de comprender por sus largas demostraciones,
debido a que la concision del texto se presentan muchas relaciones intermediarias, la
aplicacién de expresiones en forma geométrica de la suma de términos en progresion
aritmética o de sus cuadrados, etc. Todo esto, hace su lectura nada facil, circunstancia
gue explica que en los siglos XVII y XVIII hubo matematicos que desistieron de
entender el escrito y hasta quienes frente a sus dificultades, prefirieron considerar
erroneos estos resultados.

En este caso se reconoce esta obra con el nombre de la espiral de Arquimedes.
También trata sobre el estudio de las tangentes y de las areas generadas por el radio
vector.

6. Sobre los conoides y los esferoides:

Se presenta el estudio de los volumenes generados por las elipses y parabolas que
giran alrededor de un eje de simetria, también por las hipérbolas que giran alrededor
de un eje transversal. En €l se estructuran las propiedades métricas de los solidos de
Arquimedes designados con el nombre de concoides (hoy en dia nuestro paraboloide
y rama del hiperboloide de dos hojas de revolucion) y esferoides (hoy en dia nuestro
elipsoide de revolucion).
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7. La medida del circulo:

Es uno de los escritos mas importantes de Arquimedes, pues en él no solo demuestra
la equivalencia de los problemas de la rectificacion de las circunferencia y el de la
cuadratura del circulo, sino que al dar una solucién aproximada de esos problemas,
con un valor bastante comodo para el numero m, aporta interesantes cuestiones
aritméticas.

Concretamente se realiza una especie de tratado que se compone de tres
proposiciones; la primera es la demostracion de los problemas de la cuadratura y la
rectificacion; la segunda demuestra que el circulo es once catorceavos del cuadrado
circunscrito si la longitud de la circunferencia es tres veces el diametro mas un
séptimo; y finalmente la Gltima proposicion es que el perimetro del circulo es menor
que los tres mas un séptimo del diametro, porque es superior a los tres mas diez
setenta y unavos de este diametro.

8. El Arenario:

Este es un sistema de numeracion, donde estan incluidos nimeros muy grandes, con
el fin de denotar un nimero mas grande, al nUmero de granos de arena que posee
todo el universo.

En este escrito se encuentra un parrafo importante desde el punto de vista historico,
pues establece la Unica alusion conocida al sistema heliocéntrico de Aristarco de
Samos, concepcion del universo que Arguimedes no comparte, pero que toma por
cuanto sus dimensiones eran mayores del universo que ordinariamente pensaban los
astronomos de la época.

9. Los cuerpos flotantes:

Se compone de dos libros donde se habla del equilibrio de un segmento de
paraboloide en revolucion que flota en un liquido, este caso se conoce como el
principio hidrostatico de Arquimedes. En este escrito se dan cientificamente las
condiciones de equilibrio de los cuerpos sumergidos parcialmente, se manifiesta el hoy
llamado “principio de Arquimedes” y se estudian las aplicaciones del principio al caso
de un casquete esférico y de un segmento paraboloide de revolucion. Una de las
cosas de interés que se puede apreciar en este escrito es que en la forma dada por
Arquimedes los problemas de hidrostatica se pueden reducir a problemas de estética,
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solo que algo mas complicados, esto lo hace interviniendo la razon entre los pesos
especificos del cuerpo y del fluido.

10. Tratado del método:

En esta obra comenta como descubrié algunos teoremas referentes a la curvatura y a
la cuadratura, donde se basa en métodos geométricos rigurosos. También se comenta
gue Arquimedes nombraba que los procedimientos mecanicos servian para explorar
los teoremas mas no para demostrarlos, en €l explota todas las propiedades de la
palanca y de los centros de gravedad.

Aungue en este escrito figuran varias determinaciones mecanicas de equivalencias y
centros de gravedad, su finalidad fue la de hacer conocer dos curvaturas especiales,
la ufia cilindrica y la doble boveda cilindrica.

11.Los Lemas:

El estudio de los Arbelos ha sido conocido por los trabajos de Arquimedes en el afio
(287-221 a.C.), la palabra Arbelos procede del griego y significa cuchilla del zapatero.
La mayoria de las propiedades de los Arbelos aparecen en el tratado Los Lemas de
Arquimedes. La copia mas antigua y conocida proviene de una traduccién al arabe de
Thabit ibn qurra. Algunos aseguran que no fue escrito por él, ya que en el mismo
tratado aparece él citado varias veces; pero también puede ser una insercion posterior
por el traductor. El libro consta de 15 proposiciones principalmente independientes,
con la primera proposicion se refiere varias veces en los teoremas siguientes. Tres de
los lemas (proposiciones 4, 5, 6) describen algunas propiedades de Arbelos. Su
abundancia de caracteristicas es, probablemente, sélo igualado por un tridngulo. La
proposicion 8 presenta la solucion de la triseccion del angulo. La proposicion 14
introduce otra forma notable, el Salinon, que consta de cuatro semicirculos.

En el libro, el hecho de que las alturas de un triangulo se intersecan en un punto esta
siendo utilizado muy habitualmente. Esto es curioso porque una declaracion en este
sentido no se encuentra en alguna parte de los Elementos de Euclides.

Aunque se dice no ser de su autoria, Los Lemas pueden tener facilmente origen
arquimediano, sobre todo las proposiciones que tratan de Arbelos, el Salinon y la
proposicién 8 que habla sobre la triseccién de cualquier angulo.
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Capitulo 2

LEMAS, EXPLICACIONES Y DEMOSTRACIONES

En el siguiente capitulo se presentan los quince lemas de Arquimedes, los cuales se
desarrollan de la siguiente manera: en primer lugar se escribe el enunciado del lema,
seguidamente una explicacion detallada del mismo y por ultimo se encuentra la
respectiva demostracion. Para la explicacion y la demostracion se utilizan
representaciones graficas que permitan al lector visualizar los lemas y asi lograr una
mayor comprension de los mismos.

Por otro lado, los talleres propuestos para la ensefianza de los lemas, se han
elaborado para que sean desarrollados con el apoyo de un software de geometria
dinAmica como GeoGebra o Cabri. Estos talleres estan dirigidos a estudiantes de
primeros semestres donde se estudie geometria plana. El objetivo de los talleres es
gue el estudiante haga algunas conjeturas y al final concluya con la formulacion
correcta de los Lemas de Arquimedes.

2.1 LemaN?21

2.1.1 Enunciado

Caso 1:

Sean dos circunferencias C; y C, de didmetros CD y EF (CD < EF) respectivamente, se
tocan en el punto A internamente, y si CD y EF son didmetros paralelos entonces los
puntos A, D y F son colineales.

Caso 2:

Sean dos circunferencias C; y C, de diametros DC y EF (DC < EF) respectivamente, se
tocan en el punto A externamente, y si DC y EF son diametros paralelos entonces los
puntos D, A y F son colineales.

2.1.2 Explicaciéon

El Lema N° 1, caso 1, establece que si se tienen dos circunferencias tangentes
internamente (siendo una de mayor diametro) de tal manera que sus diametros sean
paralelos, entonces al unir los extremos de los diametros con el punto de tangencia
estos puntos seran colineales. Esto se evidencia de mejor manera en la Figura 1.
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Figura 1: Lema 1, Caso 1

El Lema N° 1, caso 2, establece que si se tienen dos circunferencias tangentes
externamente (siendo una de mayor didmetro) de tal manera que sus diametros sean
paralelos, entonces al unir los extremos de los diametros con el punto de tangencia
estos puntos seran colineales. Esto se evidencia de mejor manera en la Figura 2.

Figura 2: Lema 1, Caso 2

2.1.3 Demostracion

Caso 1

Sean G y K los centros de las circunferencias C, y C, respectivamente.

11
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Figura 3.

Ahora, se dibuja un segmento DH de tal manera que sea paralelo y de igual medida
que el segmento GK, con H que pertenezca al segmento EF.

Figura 4.

Se tiene que GD = GAy AK = FK, por ser radios de una misma circunferencia.

Como los segmentos DH y GK son paralelos, de igual forma lo son los segmentos GD y
KH, por lo tanto el cuadrilatero GDHK es un paralelogramo, por lo cual sus lados
opuestos son de igual medida.

De este modo se concluye que
KH = GD = GA

En la figura 4 se observa que AK = AG + GK y KF = HF + KH, ademas AK = FK
entonces GK = HF. Por lo tanto se puede decir que GK = HF = DH.

12
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Figura 5.
Por otro lado, los triangulos AGD y DHF son isésceles, entonces se tiene que

msGAD = msGDAY mcHFD = m£HDF.

Figura 6.

Ademéas, mzAGD = m<AKF por ser angulos correspondientes entre paralelas y
m<AKF = m«DHFpor la misma razén, entonces mzAGD = m«DHF

Ahora, como la media de los &ngulos interiores de un triangulo es igual a 180 grados,
se tiene las siguientes ecuaciones que para los tridngulos isosceles AGD y DHF.

Para el triangulo AGD se tiene que m£AGD + m«GDA + m«GAD = 180° entonces
msAGD + 2m«GDA = 180° ()
Para el triangulo DHF se tiene que m«DHF + m£HFD + m«£HDF = 180° entonces

m«DHF + 2m<HFD = 180° (In)

13
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Igualando las ecuaciones () y (ll) se tiene que
msAGD + 2msGDA = m«DHF + 2m£HFD
Como el angulo mzAGD = m«DHF entonces
msAGD + 2msGDA = m£AGD + 2m£HFD
2msGDA = 2m2HFD
msGDA = m£HFD

Ahora, como m£AGD = m«DHF y m£GDA = m«HFD entonces m4GAD = m£HDF,
ademas m«GDA = msGAD = m«HFD = m«<HDF debido a que los triangulos son
isosceles.

Luego, el angulo m£GDH = m«DHF por ser angulos correspondientes entre paralelas
y m£HFD = m«GDA, ademas en el tridngulo DHF se tiene que

m«DHF + m«<HFD + m«<HDF = 180°
Por lo tanto
m<GDH + mz2zGDA + m«HDF = 180°

Entonces los angulos m«GDH,m<GDAy m«HDF forman par lineal, por lo tanto
A — D —F es decir los puntos D, A y F son colineales.

Caso 2:

Sean dos circunferencias C; y C, de diametros DC y EF (DC < EF) respectivamente, se
tocan en el punto A externamente, y si DC y EF son didmetros paralelos entonces los
puntos D, A y F son colineales.

Figura 7.
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Demostracion:

Sean G y K los centros de las circunferencias C; y C, respectivamente.

o
e

F

Figura 8.

Ahora, se dibuja un segmento DH de tal manera que sea paralelo y de igual medida
gue el segmento GK, con H que pertenezca al segmento EF.

También se dibuja un segmento AP de tal manera que sea paralelo y de igual medida
que el segmento DG, con P que pertenezca al segmento DH

Figura 9.

Se tiene que GD = GA 'y AK = FK por ser radios de una misma circunferencia.

Como los segmentos DH y GK son paralelos, de igual forma lo son los segmentos GD,
PA 'y KH, por lo tanto los cuadrilateros GDHK 'y GDPA son paralelogramos, por lo cual
sus lados opuestos son de igual medida.

15
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De este modo se concluye que
DG =PA=DP =GA

Por otro lado, los triangulos DPA y AKF son isdsceles, entonces se tiene que:

msLPDA = msPAD y meKFA = msKAF

Figura 10.

Ademas, m«zDPA = m«DHF por ser angulos correspondientes entre paralelas y
msAKF = m«DHFpor la misma razén, entonces mzDPA = m2AKF

Ahora, como la medida de los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°, se
obtienen algunas relaciones entre las medidas de los lados de los triangulos isésceles
DPAy AKF.
Para el triangulo DPA se tiene que

msDPA + msPAD + m£ADP = 180°
entonces,

msDPA + 2msADP = 180° (1)

Para el triangulo AKF se tiene que

msLAKF + msKFA + msFAK = 180°
entonces,

m¢AKF + 2msFAK = 180° (In)

Igualando las ecuaciones (I) y (1) se tiene que
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msDPA + 2msADP = ms£AKF + 2msFAK
Como m«DPA = m£AKF entonces, 2m£ADP = 2m«FAK, es decir que
msADP = msFAK

Ahora, como msDPA = m£AKF y msADP = msFAK, entonces msPAD = msKFA,
ademas, mzADP = msFAK = m£PAD = m«ZKFA debido a que los tridngulos son
isosceles.

Luego, msPAK = m«AKF por ser angulos correspondientes entre paralelas y
m«PAD = m«KFA, ademas, en el triAngulo AKF se tiene que

msLAKF + mKFA + msFAK = 180°

Por lo tanto m«PAK +msPAD + msFAK = 180° entonces, los angulos
2PAK,2PAD y £FAK forman par lineal, por lo tanto se cumple que D — A — F es decir
los puntos D, Ay F son colineales.

2.2 LemaN<22

2.2.1 Enunciado

Sea AB el diametro de una semicircunferencia S; y el punto D que pertenece a la
semicircunferencia S;. Sean dos tangentes a la semicircunferencia S;, una que
contenga el punto D y otra que contenga el punto B de tal manera que se intersequen
en el punto C. Si se traza DE 1 AB y si la interseccion entre AC y DE es el punto F,
entonces F es el punto medio de DE.

2.2.2 Explicacion

El Lema N° 2, establece a partir de una semicircunferencia de diametro (AB). Se
construye una tangente a la semicircunferencia por el extremo B del didmetroy una
tangente por cualquier punto (D) de la semicircunferencia distinto a los extremos del
diametro. Si (C) es el punto de interseccion de las tangentes y (DE) una perpendicular
al diametro (AB), dado que el punto F es la interseccién del segmento AC con el
segmento DE, entonces F es punto medio del segmento DE. Esto se evidencia de
mejor manera en la Figura 11.
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I=

E B
Figura 11: Lema 2
2.2.3 Demostracion

Sea M el centro de la semicircunferencia S,, prolongar los segmentos AD y BC, siendo
L la interaccion de estas dos prolongaciones.

I=
m

M E

Figura 12.

Luego, trazar los segmentos MC y DB, sea K el punto de interseccién entre los dos
segmentos.

A 1] E B

Figura 13.

18
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Como MDCB es un cuadrilatero, los segmentos MD y MB son lados consecutivos y
congruentes porque son radios de la semicircunferencia S;, ademas los segmentos DC
y BC son lados consecutivos y congruentes, porque son segmentos tangentes a la
semicircunferencia, entonces el cuadriladtero MCD es una cometa.

L

A 1 E B

Figura 14.

Ahora, las diagonales de una cometa son perpendiculares, es decir que MC es
perpendicular a BD, por lo tanto el angulo MKB es recto, asi mismo el angulo ADB es
recto porque esté inscrito en una semicircunferencia.

De lo anterior se puede concluir que el segmento AD es paralelo con el segmento MC.
Por lo tanto, por ser &ngulos correspondientes entre paralelas se tiene que

msBLD = m«ZBCK

Ahora, utilizando el teorema de Thales se puede afirmar que

BC _ BK

CL KD
Como las diagonales de una cometa se bisecan, entonces BK = KD; reemplazando en
la anterior ecuacion se tiene que

BC BK

CL  BK

Luego,
BC
CL

19
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Por lo tanto,
BC = CL

Ahora, se tiene que DE es paralelo a BL debido a que el segmento BL es
perpendicular al segmento AB, y DE es perpendicular al segmento AB.

En la figura 14 se observa que los triangulos ALC y ADF son semejantes porque DF y
LC son paralelos, por lo tanto
CL _ AC
FD . AF 0
De igual manera, en la figura 14 se observa que los triangulos ACB y AFE son
semejantes porque FE y CB son paralelos, por lo tanto

BC _ AC

= Il
EF AF Q)
Por las ecuaciones (I) y (ll) se tiene que
CL _BC
FD EF
Luego,
EF _BC
FD CL
Como BC = CL entonces:
EF'__BC
FD BC
Luego,
EF__1
FD
Por lo tanto,
EF =FD

Como setieneque E — F — Dy EF = FD entonces F es punto medio del segmento ED.
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2.3 LemaN<23

2.3.1 Enunciado

Sea C cualquier punto de una semicircunferencia S de diametro AB y de centro O, y
CD 1 AB, D pertenece a AB y un punto E en AB talque AD = DE, sea F un punto en CB
de modo que CF = AC, entonces BF = BE.

2.3.2 Explicacion

El Lema N° 3 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB, un
segmento DC perpendicular a AB con D que pertenece al diametro y si localizamos un
punto E que pertenece al diametro tal que AD = DE y un punto F en el arco CB tal
gue el arco CF sea de igual medida al arco CA, entonces la medida del segmento
BF es igual a la medida del segmento BE. Esto se evidencia de mejor manera en la
Figura 15.

L
D

I=

E B

Figura 15: Lema 3

2.3.3 Demostracion

Se trazan los segmentos AC, CE, CF y FE
C

o
D

m

E
Figura 16.




En adelante se usara 2L para representar un angulo de 180 grados y 1L para
representar un angulo de 90 grados.

Como se tiene que mCF = mAC entonces AC = CF.

Por otro lado, como €D = CD, m«£CDA = m«CDE (ya que los dos son angulos rectos) y
AD = DE, entonces por el teorema LAL" se tiene que AACD = AECD.

Asi mismo, por definicion de congruencia de triangulos, se tiene que m£CAE = m«CEA
y CA = CE.

Como AC =CE y CA = CF entonces CE = CF, es decir que el triangulo CEF es
isésceles y entonces la medida de los angulos CEF y CFE son iguales.

En la figura 16 se observa que los puntos A, C, F y B pertenecen a la
semicircunferencia S por lo tanto el cuadrilatero ACFB esta inscrito en la
semicircunferencia S, por tal razon

msCAB + msCFB =1L
Como el &ngulo CAB es igual al angulo CAE'y m«CAE = m«CEA entonces:

m£CEA + m4CFB = 1L (1)
También se tiene que por par lineal

msCEA + msCEB = 1L (1)
Ahora, igualando las ecuaciones (1) y (Il) se tiene que:

msLCEA + m4CFB = m«CEA + m«CEB

simplificando,

msCFB = m«CEB

Se puede observar en la figura 16, que la m£CFB = m4CFE + m£EFB y m«CEB =
msCEF + m4FEB

Como m«CFB = m«CEB entonces

1 Teorema de congruencia de triangulos Lado Angulo Lado (LAL)
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msCFE + mcEFB = m«CEF + m4FEB

También se tiene que m«CEF = m«CFE entonces
mLEFB = m«FEB

Por lo tanto en el triangulo BEF como m«ZEFB = m«FEB entonces por el teorema
reciproco del triangulo is6sceles BF = BE

2.4 LemaN2%4

2.4.1 Enunciado

Sea C cualquier punto de una semicircunferencia S; de didmetro AB, y sea CD 1 AB,
donde D pertenece a AB. Si se inscriben dos semicircunferencias S, y S; de diametros
AD y DB respectivamente en la semicircunferencia S;. El area de la figura
compendiada internamente por el semicirculo S; y externamente por los semicirculos
S, y S5 es llamada Arbelos?, entonces el area de los Arbelos es igual al area del circulo
C, con diametro CD.

2.4.2 Explicacion

El Lema N° 4 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB, se
construye un segmento perpendicular CD con el punto D que pertenece al diametro,
ademas se construyen dos semicircunferencias inscritas a la semicircunferencia de
diametro AB estas semicircunferencias con didmetros determinados por el punto D,
entonces el area de los Arbelos es igual al area del circulo que tiene por diametro CD.
Esto se evidencia de mejor manera en la Figura 17.

C
"'-..-"'u Sl

1 - -~
(|f, =
# b
b
o L)

-

S

@ St > @
A

Figura 17: Lema 4

2 El 4rea de la figura es llamada Arbelos Segtin Arquimedes.
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2.4.3 Demostracion

En primer lugar se describen las areas de los diferentes semicirculos y del circulo:

A, = Area del semicirculo S, con diametro AB.
AB 2

. . AB , T — T
Sielradiode S; esry = —, entonces su area es A = 22 - A = EABZ
A, = Area del semicirculo S, con diametro AD.

AD 2

. . AD , T Ty T 2
Sielradiode S, es 1, = — entonces su area es A, = i A, = EAD
As; = Area del semicirculo S; con diametro BD.

BD 2

. . BD , T T T 2

Sielradiode S; es 13 = —, entonces su area es Az = S Az = EBD

A, = Area del circulo C, con diametro CD.

2
: : cD , cD n
Sielradiode C, es 1, = — entonces su area es Ay =m 5 Ay = ZCDZ

Ahora, se nombra a A como el area del Arbelo, por lo tanto el &rea del Arbelo es

C/qul_Az_Ag

Figura 18.

Si se remplaza A,, 4, y A; en la ecuacion (I)

T T T
A = gABZ - §AD2 - §BD2
luego al factorizar g se obtiene
(2]

(1



Jl=§ AB? — AD? — BD? |

En la figura 18, se puede observar que: AB = AD + BD entonces

T
A= 3 (AD + BD)? — AD? — BD?
Luego,

T
a‘l=§ AD? + 2AD - BD + BD? — AD? — BD?

al simplificar se obtiene:
A = g 2AD - BD
Entonces,
A= g AD - BD ()

Ahora, utilizando la media geométrica para el segmento CD se tiene que

CD>*=AD-BD 6 CD= AD-BD

_ 2
Si se reemplaza CDen la ecuacion A, = %CD2 entonces A, = % AD - BD Porlo

tanto,

(1)

Figura 19.

Como las ecuaciones (Il) y (Ill) son iguales, entonces el area del Arbelo A es igual al
area del circuloC,.
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2.5 LemaN25

2.5.1 Enunciado

Sea D cualquier punto de una semicircunferencia S; de diametro AB y una recta CD
perpendicular al segmento AB, D pertenece a AB. Si se inscriben dos
semicircunferencias S, y Sz en la semicircunferencia S;, que tienen a AC y CB como
diametros respectivamente, ademas, existen dos circunferencias S; y S, inscritas en
los Arbelos, talque una circunferencia S; sea tangente a la recta CD, y a las
semicircunferencias S; y S,, también sea una circunferencia S, tangente a la recta CD,
y a las semicircunferencias S; y Ss, entonces el &rea del circulo S; es igual al &rea del
circulo S,.

2.5.2 Explicacion

El Lema N° 5 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB, se
construye un segmento perpendicular CD con el punto C que pertenece al diametro, se
construyen dos semicircunferencias inscritas a la semicircunferencia de didmetro AB
estas semicircunferencias con didmetros determinados por el punto C, ademas se
construyen circunferencias con centros 0, y 0, tal que sean tangentes (externamente)
a las semicircunferencias determinadas por el punto C respectivamente y también que
estas sean tangentes al segmento CDy a la semicircunferencia de diametro AB
(internamente) , entonces el area del circulo de centro 0, es igual al &rea del circulo de
centro 0,. Esto se representa en la Figura 20.

Figura 20: Lema 5

2.5.3 Demostracion

Sea E el punto de tangencia entre la circunferencia S, y la recta CD.

——
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Sea E el punto de tangencia entre la circunferencia S; y la recta CD, y se traza el
segmento HE que es diametro de la circunferencia S;.

Figura 21.

Se tiene que el segmento HE es perpendicular a la recta CD, por que la recta CD es
tangente a la circunferencia con centro en S;, ademas, como CD es perpendicular al
segmento AB, entonces HE es paralelo al segmento AB.

Ahora, sea F el punto de tangencia entre la circunferencia S; y la semicircunferencia
S5, luego se trazan los segmentos FH, HA, FE y EB.

Figura 22.

Por la proposiciéon | parte | se tiene que F—H—-A y F—E — B, debido a que el
segmento HE es paralelo al segmento AB.

Sea G el punto de tangencia entre la semicircunferencia S, y la circunferencia S, por la
proposicién | parte Il se tiene que C — G — H.
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Figura 23.

Sea D; en punto de interseccion entre la recta CD y la prolongacion del segmento AF.
Sea I el punto de interseccion entre la prolongacion del segmento AE y la
semicircunferencia S

Figura 24.

Los angulos AFB y ACD, se intersecan en el punto E. Como el &ngulo AIB esté inscrito
en la semicircunferencia S; entonces el segmento AE es perpendicular a segmentos
BD, y BI, por lo tanto B — I — D, son colineales.

Figura 25.
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Como el &ngulo AGC es recto, entonces el segmento CH es paralelo a BD,.

Ahora, por el teorema de Thales podemos decir que

AB _ AD; |
CB  D;H 0
Ademas, los triangulos ACD, y HED; son semejantes, porque los angulos
D,HE y D,EH son congruentes con los angulos D,AC y D,CA respectivamente. Por lo

tanto se tiene que:
AC _ AD,; _ CD,

= = (”)
HE D{H CE

Por la ecuacion (1) y (I) se obtiene que

AB _AC
CB HE
Es decir,
AC*CB
HE == (an

Ahora, se realiza un procedimiento similar para la circunferencia S,, donde su didametro
es H,E,, siendo H,es el punto de interseccion con la recta CD y S,, F,es el punto de
interseccion de la circunferencia S, y la semicircunferencia S;.

Figura 26.

Se tiene que el segmento H,E; es perpendicular a la recta CD, por que la recta CD es
tangente a la circunferencia con centro en §,, ademas, como CD es perpendicular al
segmento AB, entonces H, E, es paralelo al segmento AB.

Tracese los segmentos F,E;, E;B, F;H; y H,A
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Figura 27.J

Por la proposicion | parte | se tiene que F; —H; —A y F; — E; — B, debido a que el
segmento H,E,; es paralelo al segmento AB.

Sea G, el punto de tangencia entre la semicircunferencia Ss y la circunferencia S,, por
la proposicion | parte 1l se tiene que C — G, — E;.

Figura 28.

Sea D, en punto de interseccién entre la recta CD y la prolongacion del segmento BF;.
Sea I; el punto de interseccion entre la prolongacion del segmento BH; y la
semicircunferencia S;.

Figura 29.
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Los &ngulos BF;A y BCD, se intersecan en el punto H;. Como el angulo BI;A esti
inscrito en la semicircunferencia S; entonces el segmento BH, es perpendicular a los

segmentos AD, y Al;, por lo tanto B — I; — D, son colineales.
D

2

s B

Figura 30.
Como el &ngulo BG, C es recto, entonces el segmento CE, es paralelo a AD,.
Ahora, por el teorema de Thales podemos decir que

AB _ BD,
AC  DyEq

(V)

Ademas, los triangulos BCD, y E;H{D, son semejantes, porque los &ngulos
D,E,H, y D,H,E, son congruentes con los angulos D,BC y D,CB respectivamente. Por
lo tanto se tiene que:

CB _ CD, _ BD;
H,E; HD,  D3E V)
1+~1 1+2 251
Por la ecuacion (IV) y (V) se obtiene que
AB _ CB
AC  H,E,
Es decir,
AC*CB
H,Ey =22 (V1)

Entonces, por las ecuaciones (lll) y (VI) se tiene que

HE = H,E,
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Siendo HE el diametro de la circunferencia S; y H,E; el didmetro de la circunferencia
S,, por tal motivo, el area de las circunferencias S; y S, son iguales.

2.6 LemaN2%26

2.6.1 Enunciado

Sea AB el diametro de una semicircunferencia S, donde el AB se divide en un punto C,
AC p . . .. .
de tal manera que = ademas, se inscriben dos semicircunferencias S; y S, en la

primera semicircunferencia S, que tienen a AC y CB como didmetros respectivamente,
y sea DE el diametro de una circunferencia C; que es tangente a las

r

.. . DE
semicircunferencias S, S; y S,. Entonces — = ——
AB  rZ+4r+1

2.6.2 Explicacion

El Lema N° 6 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB, se
. ., AC 2
localiza un punto C que pertenece al diametro AB tal que = ademas se

construyen dos semicircunferencias inscritas a la semicircunferencia de diametro AB,;
estas semicircunferencias con diametros determinados por el punto C, y si se
construye una circunferencia que sea tangente a las dos semicircunferencias
determinadas por el punto € y también sea tangente a la semicircunferencia de

r

diametro AB, entonces %z En la Figura 31 se ilustran los objetos que

r2+r+1’
intervienen en las premisas de este lema.

Y

A C B
Figura 31: Lema 6
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2.6.3 Demostracion

Inicialmente se hace que el diametro DE de la circunferencia C; sea paralelo al
diametro AC de la semicircunferencia S.

Figura 32.

Sean los puntos F, G y H, puntos de tangencia entre la circunferencia C; y las
semicircunferencias S, S; y S, respectivamente.

Figura 33.

Se trazan los segmentos AD, DF, FE y BE.

Figura 34.
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Utilizando la proposicion 1 parte 1 para la circunferencia C; y la semicircunferencia S,
se tiene que los puntos A, D y F son colineales, igualmente los puntos F, E y B.

Ahora, se trazan los segmentos AG, GE, CG y GD.

Figura 35.

Utilizando la proposicion 1 parte 2 para la circunferencia C, y la semicircunferencia S;
se tiene que los puntos A, G y E son colineales, igualmente los puntos D, G y C.

Ahora, se trazan los segmentos BH, HD, CH y HE.

Figura 36.

Utilizando la proposicion 1 parte 2 para la circunferencia C; y la semicircunferencia S,
se tiene que los puntos B, H y D son colineales, igualmente los puntos E, Hy C.

Sea el punto | el punto de interseccion entre el segmento AF y la semicircunferencia
S;. Sea el punto J el punto de interseccibn entre el segmento BF y la
semicircunferencia S,.
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Figura 37.

Se trazan los segmentos CI y CJ

Figura 38.

Sea K el punto de interseccion entre los segmentos AE y CI. Sea L el punto de
interseccion entre los segmentos BD y C]J.

Figura 39.

Prolonguese el segmento DK de tal manera que se interseque con el segmento AB en
el punto M. Prolénguese el segmento EL de tal manera que se interseque con el
segmento AB en el punto M. Luego se trazan los segmentos DM y EN.

——
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Figura 40.

Los angulos AIC y AGC son rectos por estar inscritos en la semicircunferencia S,, por lo
tanto los segmentos CI y AG son alturas del triangulo ADC. Como el punto K es la
interseccion entre las alturas del triangulo ADC entonces el segmento DM es altura del
triangulo ADC, por lo tanto el segmento DM es perpendicular al segmento AB.

Los angulos BJC y BHC son rectos por estar inscritos en la semicircunferencia S,, por
lo tanto los segmentos €] y BH son alturas del triangulo BCE. Como el punto L es la
interseccion entre las alturas del triangulo BCE entonces el segmento EN es altura del
triangulo BCE, por lo tanto el segmento EN es Perpendicular al segmento AB.

Como DM y EN son perpendiculares al segmento AB entonces los segmentos DM y
EN son paralelos.

Como los angulos AIC y AFB son rectos por estar inscritos en las semicircunferencias
S1 Yy S respectivamente, entonces los segmentos CI y BF son paralelos.

En adelante se utilizara el teorema de tales entre paralelas para definir algunas
proporciones.

Debido a que el segmento CI es paralelo con el segmento BF y teniendo en cuenta los
segmentos AB y AE se tiene que

AC _ AK
B KE )
Debido a que el segmento DM es paralelo con el segmento EN, y teniendo en cuenta
los segmentos AN y AE se tiene que
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AM _ AK

= Il
MN  KE (I
Igualando las ecuaciones (1) y (Il) se tiene que
AC _AK _ AM
CB KE MN
AC AM
— = — (1
CB MN

Ahora, como los &ngulos AFB y CJB son rectos por estar inscritos en las
semicircunferencias S y S, respectivamente, entonces los segmentos CJ y AF son
paralelos.

Debido a que el segmento CJ es paralelo con el segmento AF, y teniendo en cuenta los
segmentos AB y DB se tiene que

AC DL
— = — (V)
CB LB

Debido a que el segmento DM es paralelo con el segmento EN, y teniendo en cuenta
los segmentos MB y DB se tiene que

MN _ DL
NBE 1B V)
Igualando las ecuaciones (IV) y (V) se tiene que
AC DL _ MN
CB LB NB
AC MN
— = (V1)
CB NB

Como el cuadrildtero DENM es un paralelogramo, entonces sus lados opuestos son
congruentes, por lo tanto DE = MN

En la figura 40 se puede observar que

AB = AM + MN + NB (V1)
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Ahora, en la ecuacion (lll) se despeja AM

AM =25 MN (V1)
CB

Ahora, en la ecuacion (VI) se despeja NB
NB = uMN (IX)
AC

Ahora, reemplazando en la ecuacion (VIl), las ecuaciones (VIII) y (IX) y teniendo en
cuenta que g = r se obtiene que

AC CB
AB =— MN + MN +— MN

~CB AC
AB = MN AC+1+CB
N CB AC
AB = MN 1+AC+CB
N CB AC

1
AB = MN 1+7‘+;

r+r2+1
r

AB = MN

AB r+r2+1

MN T

MN T

AB  r+r2+1

Como MN = DE, entonces

DE_ r
AB  r4+7r2+41
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2.7 LemaN27

2.7.1 Enunciado

Sea un cuadrado ABCD inscrito en una circunferencia C; con centro O y una
circunferencia C, con centro en O inscrita en el cuadrado ABCD, entonces el area del
circulo C, es igual a dos veces el &rea del circulo C;.

2.7.2 Explicacion

El Lema N° 7 establece que si se tiene una circunferencia con centro O y se inscribe
un cuadrado en esta y ademas se inscribe en el cuadrado una circunferencia de centro
O, entonces el area del circulo mayor es dos veces el area del circulo menor. Esto se
representa de mejor manera en la Figura 41.

Figura 41: Lema 7

2.7.3 Demostracion

Dendtese por: r; = Radio del circulo C;
r, = Radio del circulo C,

A, = Area del circulo de radio 1y
A, = Area del circulo de radio 1,

. ., , AB
Entonces, si el segmento AB es el diametro del circulo C,, entonces r; = 0 luego,

——
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2
AB T
A1—7T —2 —ZABZ

es decir,
44, = w AB? (1)

Ahora, usando el T.P.® se puede mostrar que la diagonal del cuadrado ABCD es
BD = 2AB que a su vez es el diametro del circulo C,.

Figura 42.

Como BD? = AB? + AD? por T.P., a su vez AB = AD, entonces BD? = 2AB?, por lo
tanto BD = 2AB.

BD 2AB
Entonces, 1, = - = — por lo tanto,

A, =m =224B? =% AB?
2 4 2

es decir,
24, = m AB? (I

Reemplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (II), se tiene que

24, = m AB? = 44,, entonces

3 Teorema de Pitagoras.
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2A, = 44, por lo tanto,
A, = 24,

Asi se concluye que el area del circulo C, es igual a dos veces el area del circulo C;.
28 LemaN28

2.8.1 Enunciado

Sea el segmento CD cualquier cuerda de una circunferencia C; con centro en 0, y sea
A un punto en la recta CD talque C—D—-A y AD =r, siendo r el radio de la
circunferencia C;. Si B es un punto de de la circunferencia C; talque A— 0 — B,
entonces m«BOC = 3m«BAC.

2.8.2 Explicacion

El Lema N° 8 establece que si se tiene una circunferencia con centro en 0 y se traza
una cuerda CD, si localizamos un punto A en el rayo CD talque C—D—-Ay AD =,
siendo r el radio de la circunferencia con centro en 0 y sea B el punto de interseccion
entre la circunferencia y el rayo A0, entonces la medida del angulo BOC es igual a tres
veces la medida del angulo BAC. Este lema esté relacionado el problema antiguo de la
trisecciéon del &ngulo. Esto se ilustra en la Figura 43.

D

' c

Figura 43: Lema 8
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2.8.3 Demostracion
En adelante se usara 2L para representar un angulo de 180 grados.

Como los puntos B,C y D son puntos de C;, entonces OB = OC = 0D = AD por ser
radios de C;

Tracese el segmento DO y considérense los triangulos ADO y CDO, los cuales son
isosceles y por lo tanto m£DAO = m£AOD y m£0ODC = m£0OCD.

Figura 44.

Ademas, como el £0DC es el &ngulo externo del AADO, entonces m£0DC = m«DAO +
m«<£AOD, luego

ms0ODC = 2m£A0OD. Dado que m£DAO = m£AOD

Como m«COD +ms0ODC +m£0OCD =21, entonces msCOD =2 —mz0ODC —
m<£0CD y como m£ODC = m«£0OCD entonces,

msCOD =21 —ms0ODC —ms0ODC
msCOD = 21 —2mz0DC
Ahora, como m«£0DC = 2m£AOD, entonces,
msCOD =21 — 2 2m£AOD
msCOD =21 — 4mzAOD (1)
En la figura 44, se puede observar que:
msBOC + msCOD + ms2AOD = 2L (1

Reemplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (II) se tiene que:
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msBOC + 2L —4msAOD +mzsAOD =21
Entonces, reduciendo términos, se tiene que:
msBOC — 4m2AOD + m£AOD =0
ms£BOC — 3ms£AOD =0
ms£BOC = 3m£AOD

Asi se concluye que la medida del angulo BOC es igual a tres veces la medida del
angulo A0D.

2.9 LemaN<29

2.9.1 Enunciado

Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia con centro en 0, son perpendiculares y
su intercepcion es el punto P, entonces mAC + mBD = mDA + mCB.

2.9.2 Explicacion

El Lema N° 9 establece que si se tiene una circunferencia con centro O, se construyen
dos cuerdas perpendiculares y estas cuerdas determinan cuatro arcos en la
circunferencia, entonces la suma de las medidas de dos arcos (no consecutivos) es
igual a la suma de las medidas de los otros dos arcos (no consecutivos). Esto se
evidencia de mejor manera en la Figura 45.

C

o
Figura 45: Lema 9
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2.9.3 Demostracion

En adelante se nombraran los diferentes arcos de la figura 46 en sentido de las
manecillas del reloj.

Tracese una cuerda EF paralela a la cuerda AB por el punto 0.

o
Figura 46.

Como EF es el diametro de la circunferencia entonces los arcos ECF y FDE son
congruentes por ser semicircunferencias.

Ahora, como las cuerdas EF y CD son perpendiculares, entonces mDE = mEC y
mCF = mFD. De igual manera, Como las cuerdas AB y EF son paralelas entonces los
arcos satisfacen mEA = mBF.

En la figura 46, se puede observar que mFDE = mFD + mDE y como mDE = mEC y
mEC = mEA + mAC entonces

mFDE = mFD + mEA + mAC

Luego, como mEA = mBF se tiene que mFDE = mFD + mBF + mAC y como mBD =
mBF + mFD entonces

mFDE = mBD + mAC 0]

En la figura 46, se puede observar que mECF = mEC + mCF y como DE =EC y
mCF = mCB + mBF, entonces
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mECF = mDE + mCF
mECF = mDE + mCB + mBF

Luego, como mEA = mBF se tiene que mECF = mDE + mCB + mEA y como mDA =
mDE + mEA entonces

mECF = mDA + mCB (1)
Como FDE = ECF y por las ecuaciones (1) y (I) entonces
mAC + mBD = mDA + mCB

Asi se comprueba que la suma de los arcos opuestos en una circunferencia son
iguales.

2.10 LemaN210

2.10.1 Enunciado

Sean B, C y D puntos de la circunferencia C;, y dos rectas tangentes a esta
circunferencia C;, una que pase por el punto B y otra que pase por el punto C de tal
manera que estas se intersequen en el punto A, donde AD corta a la circunferencia C;,
ademas, si se traza una paralela a AD por el punto C se obtiene la cuerda CE, y BE se
interseca con AD en el punto F. Si FG se traza perpendicular al CE y G pertenece a CE
entonces CG = GE.

2.10.2 Explicacion

El Lema N° 10 establece que si se tiene una circunferencia, se ubica un punto exterior
Apor el cual se pasan dos tangentes a la circunferencia en los puntos B y C,
determinando asi los segmentos AB y AC. D y E no estan en el arco determinado por
los puntos By C, también se traza el segmento AD y el segmento EC tal que éste sea
paralelo a AD, ademas se traza el segmento BE y este se interseca con el segmento
DA en el punto F, por ultimo se traza un segmento FG perpendicular al segmento EC
con G que pertenece al segmento EC, entonces la medida del segmento CG es igual a
la medida del segmento GE. Esto se ilustra de mejor manera en la Figura 47.
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Figura 47: Lema 10

2.10.3 Demostracion

Inicialmente se demuestra que el &ngulo ABC es congruente con el angulo BEC:

Se tendra en cuenta la figura 48 para la demostracion:

B

Figura 48.

Sea el punto 0 el centro de la circunferencia:

Figura 49.

46

——
| —



Se traza el didmetro CK:

Figura 50.

Luego, se trazan los radios BO y OE y los segmentos BK y EK:
A

Figura 51.

Se nombran los diferentes angulos con letras mindsculas a,b,c,d,g,h,i,j de la
siguiente manera:

Figura 52.
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Utilizando el teorema del triangulo isésceles se tiene que:
En el triAngulo BOC la m4c = myj
En el tridngulo EOC la mszh = mzi

En el triangulo BOE la msb = msg

También se tiene que en angulo KBC es recto por estar inscrito en una
semicircunferencia, es decir KBC mide 90°. Por lo tanto

msa + msb + mszc = 90° 0]

Ahora, como BA es tangente a la circunferencia, entonces BA es perpendicular al radio
OB. Por lo tanto:

msc +med = 90° (1
Igualando las ecuaciones (1) y (Il) se obtiene
msa + msb + msc = msc + mad
msa + msb = msd (1
Ahora, en el triAngulo EBC se tiene que la suma de los angulos interiores es igual a
180° por lo tanto
msb +msc+msj +msi + meh +meg = 180°
Teniendo en cuenta que msc = msj, meh = msi 'y msb = m£g entonces
msb + msc +msc +mseh + meh + meb = 180°
2msb + 2msc + 2msh = 180°

2 msb + mszc+mesh = 180°

180°
msb + msc+ msh = >
Entonces,
msb +msc +msh = 90° (V)
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Igualando las ecuaciones (1) y (IV) se obtiene:
msa +msb + mszc = mseb + msc+msh
msa = msh
Como mza + msb = msd, msza = mehy el meb = meg entonces
msa + msb = msd
msh + msb = msd
msh +msg = msd

Como el angulo d es el angulo ABC y m«h + mzg es igual a la medida del angulo BEC
entonces: el &ngulo ABC es congruente con el angulo BEC.

Teniendo demostrado que el angulo ABC es congruente con el angulo BEC, se inicia
con la demostracién de la proposicion 10.

Se trazan los segmentos BC, FC y el punto H es la interseccién entre los segmentos
BCy AD,

Figura 53.

Ahora, AB = AC por ser tangentes a una circunferencia por un punto exterior, es decir
el triangulo ABC es isOsceles por tanto

msABC = m£ACB ()
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También se tiene que mzAFC = m«FCE por ser angulos alternos internos entre
paralelas.

Ademads, se demostro que
msABC = m4BEC ()

Como 2BFA'y «£BEC son angulos correspondientes entre paralelas entonces m«BFA =
m«BEC, por lo tanto mzABC = m4BFA

Ahora, AABF y AAHB son semejantes, porque mzABC = m«BFA y los triangulos
comparten el angulo BAF, luego por definicion de triAngulos semejantes se tiene que

AH AB

AB ~ AF
Como AB = AC se tiene que

AH AC

AC ~ AF

Entonces los triangulos FCA y CHA son semejantes, por eso se tiene que:
msAFC = msACB
Como ms£AFC = m£ACB y m2AFC = m«FCE entonces
msACB = msFCE (n
Por las ecuaciones (I) y (ll) se tiene que
msACB = ms4BEC (V)
Por las ecuaciones (lll) y (IV) se tiene que
msFCE = m4BE

Como msFCE = m«BEC entonces FE = FC por teorema reciproco del triangulo
isésceles.

m<EFG = m«CFG porque si en dos triangulos dos angulos correspondientes son
congruentes entonces el tercer angulo es congruente.
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Ahora, como FE = FC, m«EFG =m«CFG y FG =FG entonces, los triangulos
ABF y BAC son congruentes por el teorema LAL, entonces, por definicion de
congruencia de tridngulos EG = GC.

2.11 LemaN<211

2.11.1 Enunciado

Sean dos cuerdas AB y CD en una circunferencia S; de radio r se cortan en angulo
recto en un punto P, no siendo el centro, entonces AP? + BP? + CP? + DP? =
(didmetro)?

2.11.2 Explicacion

El Lema N° 11 establece que si se tiene una circunferencia de radio r, y se trazan dos
cuerdas AB y CD (distintas al diAmetro) que sean perpendiculares, siendo el punto P
su interseccion, entonces la suma de los cuadrados de las medidas de los segmentos
determinados por el punto P es igual a la medida del didmetro de la circunferencia al
cuadrado. Esto se ilustra en la Figura 54.

C

D
Figura 54: Lema 11

2.11.3 Demostracion

Se traza CE como diametro de la circunferencia.
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D

Figura 55.

Luego constrayanse los segmentos AC,CB,AD y BE.

Figura 56.

Ahora, m«CAP = m«CEB porque subtienden al mismo arco, también mzAPC =

m<EBC por angulo recto, es decir que mzACP = m«BCE. Entonces AACP y AECB son
semejantes.

Del mismo modo, mzZADC = m<ABC porque subtienden al mismo arco, también
msAPD = m«CPB por angulo recto, es decir que mszDAP = m«BCP. Entonces

AAPD y ACPB son semejantes.

Como AAPD y ACPB son semejantes se tiene que
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AP _AD _DP

CP~ CB BP
Entonces,
AP _ AD
CP  CB

Como AACP y AECB son semejantes se tiene que

AP _CP _AC
BE CB CE
Entonces,
AP _ BE
CP CB

Ahora, se reemplaza la ecuacion (1) en la ecuacion (1) se obtiene

AD _ BE
CB  CB
Es decir que:
AD = BE

Por teorema de Pitdgoras para el AAPD y ACPB respectivamente se tiene que

AD? = AP? + DP?
BC? = CP? + BP?

Sumando estas dos ecuaciones resulta
AD? + BC? = AP? + DP? + CP? + BP?
Luego, por (lll) se sabe AD = BE entonces se tiene que
BE? + BC? = AP? 4+ BP? + CP? + DP?
Por teorema de Pitdgoras para el triangulo CEB se tienen que
CE? = BE? + BC*

Luego, la ecuacion (IV) se reemplaza por la ecuacion (V) y se obtiene
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AP? + BP? + CP? + DP? = CE?
Y como el segmento CE es el diametro de la circunferencia entonces

AP? + BP? + CP? + DP? = (diametro)?

2.12 LemaN212

2.12.1 Enunciado

Sea AB el diametro de una semicircunferencia S;, y los puntos D y E que pertenecen a
la semicircunferencia S;. Sean dos tangentes a la semicircunferencia S;, una que
contenga el punto D y otra que contenga el punto E de tal manera que se intersequen
en el punto C. Si AE se interseca con BD en el punto F, entonces CF 1 AB.

2.12.2 Explicacion

El Lema N° 12 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB y un
punto C exterior a esta, se construyen tangentes por el punto exterior C a la
semicircunferencia obteniendo los segmentos DC y CE, y si ademas el segmento DB y
AE se intersecan en F, entonces el segmento CF es perpendicular a diametro AB. Esto
se representa en la Figura 57.

Figura 57: Lema 12

2.12.3 Demostracion

Inicialmente se demuestra que el angulo CDB es congruente con el angulo DAB.
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Se tendra en cuenta la figura 58 para la demostracion.

C

Figura 58.

Sea el punto 0 el centro de la semicircunferencia.
[

. 4
]

Figura 59.

Se trazan el radio DO.

0 B

Figura 60.
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Se nombran los diferentes 4ngulos con letras mindsculas a,b,c,d de la siguiente
manera:

Figura 61.

Se tiene que el angulo ADB es recto por estar inscrito en una semicircunferencia, es
decir ADB mide 90°. Por lo tanto

msb + msc = 90°. ()

Ahora, como CD es tangente a la semicircunferencia, entonces CD es perpendicular al
radio OD. Por lo tanto

msc +med = 90° (I
Igualando las ecuaciones (1) y (Il) se obtiene que
msb + msc = msc +mad
msb = mzd ()

Como 0D = 0A por ser radios de la semicircunferencia, entonces el triangulo AOD es
isdsceles, por tanto

msb = mzsa (V)

Igualando las ecuaciones (Ill) y (IV) se obtiene que

msd = msa
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Como el angulo d es el angulo CDB y el angulo a es el angulo DAB entonces, el angulo
CDB es congruente con el angulo DAB.

Igualmente se puede demostrar que el &ngulo CEA es congruente con el angulo EBA.

Ya demostrado que el angulo CDB es congruente con el angulo DAB, se inicia la
demostracién de la proposicion 12.

Se trazan los segmentos AD y BE

Figura 62.

Se construye un segmento FG de tal manera que este sea perpendicular al segmento
AB.

Figura 63.

En adelante se usara 2L para representar un angulo de 180 grados y 1L para
representar un angulo de 90 grados.

En el triangulo ABD, m£ADB + m«DAB + m«DBA = 2L porque la suma de la medida
de los angulos de un tridngulo es igual a 180 grados.
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Como £ADB es un angulo inscrito en una semicircunferencia entonces él LADB es
recto, luego,

1L + msDAB + msDBA = 2L

simplificando,
m«DAB + ms£DBA = 1L 0)

Ahora, en el triangulo AEB, m£AEB + m£EAB + m£<EBA = 2L porque la suma de la
medida de los angulos internos de un triangulo es igual a 180 grados, y 2ZAEB es un
angulo inscrito en una semicircunferencia entonces €l LAEB es recto, luego,
1L+ mzEAB + m£EBA = 2L

simplificando,

mLEAB + m£EBA =1L
Como m<AEB = 1L, y teniendo en cuenta la ecuacion (I) se tiene que

m«DAB + msDBA = m£AEB (I
Si se suma a ambos lados de la ecuacion (1) el ZDBE se obtiene

msDAB + mzDBA + msDBE = msAEB + msDBE (1

En la figura 63 se observa que, mzEBA = m«DBA + m«DBE y como el angulo DFE es
externo al triangulo FEB entonces m«DFE = m£AEB + m4DBE.

Como m«EBA = m«DBA + m«DBE se reemplaza en la ecuacion (Ill) se obtiene que:
msDAB + m£EBA = msAEB + msDBE (V)
Como m«DFE = m<AEB + m«DBE se reemplaza en la ecuacion (IV) se tiene que
msDAB + m£EBA = msDFE
Por lo tanto, como se demostré anteriormente
msCDB = m«DAB V)

msCEA = mzEBA (V1)
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Al sumar las ecuaciones (V) y (VI) se obtiene que
msCDB + msCEA = meDAB + m2EBA (VII)
Como, mzDAB + m£EBA = m«DFE se reemplaza en la ecuacion (VII) se tiene que
msCDB + msCEA = meDFE (VIl)

Ahora se construye el segmento CO en el rayo DC talque CO = CE, luego, se trazan los
segmentos OE y CE.

Figura 64.

Se tiene que, m£ZCEO = m«DOE porque el tridngulo CEO es isOsceles debido a que
CE = (CO.

Ahora, se considerara el cuadrilatero DOEF, se comparardn sus angulos opuestos y
finalmente se sumaran los angulos opuestos.

Se inicia con los angulos m«DFE + m«DOE, como msDFE = msCDB + m4CEA
(ecuacion VIII) se reemplaza y se tiene

msDFE + meDOE = msCDB + msCEA + msDOE (IX)

Con los angulos m£FEO + m«CDB, en la figura 64 msFEO = m£CEA + m£CEO luego
se reemplaza y se obtiene
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m4LFEO + m4CDB = m4CEA + m4CEO + m4CDB X)
Como m«CEO = m«DOE reemplazamos en la ecuacion (X),
msLFEO + m£CDB = m4CEA + msDOE + m«CDB
organizando la ecuacion se tiene que
msLFEO + m£CDB = m4CDB + m£CEA + msDOE XD
Al igualar las ecuaciones (IX) y (XI) se obtiene lo siguiente
MmsLDFE + msDOE = m4CDB + m£CEA + msDOE = msFEO + m4CDB

es decir,
msDFE + msDOE = msZFEO + m«CDB

Entonces, los angulos opuestos del cuadrilatero al sumarlos son iguales, esto quiere
decir que el cuadrilatero se encuentra inscrito en una circunferencia.

Como el cuadrilatero DOEF esta inscrito en una circunferencia, entonces los puntos
D,0,E y F pertenecen a la circunferencia y CD = CO = CE = CF por ser radios de la

circunferencia.

Como el tridngulo CDF es is6sceles, entonces m«CDB = m«CFD, ademas se tenia
que m«CDB = m«DAB por lo tanto

msDAB = m4CFD.

Ahora, en la figura 64 se puede observar que en el triangulo AFG se tiene que
msFAG + m£AFG + m£AGF = 21, como £AGF es un angulo recto, entonces

mLFAG + msAFG + 1L =21
msFAG + mzAFG = 1L (X11)
También se puede observar que en el triangulo ADF se tiene que m«DAF + m2ADF +

m«DFA =21, pero <ADF es un angulo recto, porque esta inscrito en una
semicircunferencia, entonces
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msDAF + 1L + msDFA = 21
msDAF + msDFA = 1L (X1
Ahora se suman las ecuaciones (XIl) y (Xlll) y se obtiene que
msFAG + m2AFG + msDAF + msDFA =1L + 1L
msFAG + m£DAF + m£AFG + msDFA = 21

Como la medida del angulo FAG mas la medida del angulo DAF es igual a la medida
del angulo DAB, ademas m«DAB = m«CFD entonces

msDAB + mZAFG + mzDFA = 2L
msCFD + m£AFG + msDFA = 21

Es decir, los angulos 2CFD, £AFG y «£DFA forman par lineal, por lo tanto se cumple
que C — F —G.

Como el segmento FE es perpendicular al segmento AB y se tiene que C — F — G
entonces el segmento CG es perpendicular al segmento AB.

2.13 LemaN213

2.13.1 Enunciado

Sea un AB el didmetro de una circunferencia que corta a una cuerda CD (distinta al
didmetro) en el punto E, ademas, los puntos M y N pertenecen a CD y si AM L CD y
BN L CD entonces CN = DM.

2.13.2 Explicacion

El Lema N° 13 establece que si se tiene una circunferencia, se traza un diametro AB y
se construye una cuerda distinta a otro diametro esta se intersecan en el punto E,
ademas se localizan puntos M y N que estén contenidos en CD y si los segmentos AM
y BN son perpendiculares a €D, entonces la medida del segmento CN es igual a la
medida del segmento DM. Esto se muestra en la Figura 65.
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c

Figura 65: Lema 13

2.13.3 Demostracion

Sea 0 el centro de la circunferencia, tracese el segmento BM y una rectal
perpendicular a CD por 0, tal que esa interseccion sea H. Llamese K el punto de
interseccion entre el segmento BM y la recta L.

Figura 66.

Ahora, como DH = HC, debido a que la perpendicular a cualquier cuerda desde el
centro siempre biseca la cuerda. También se tiene que A0 = OB, por ser AB diametro
de la circunferencia 'y A0 y OB radios.
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Figura 67.

Como los segmentos AM, HK y BN son perpendiculares a la cuerda DC, entonces los
segmentos AM, HK y BN son paralelos entre si.

Ahora, por el teorema de Thales entre las paralelas AM y HK se tiene que

A0 MK
OB KB
Pero AO = OB luego,
A0 MK
AO KB
Es decir,
KB = MK (1)

Utilizando nuevamente el teorema de Thales entre las paralelas HK y BN se tiene que

MK _MH
KB HN
Pero por (I) como KB = MK luego,
MK _ MH
MK~ HN
Es decir,
HN = MH 0

Ahora,como D — M — HYy H — N — C se tiene que
DH=DM+ MH y HC = HN + NC.

Como DH = HC entonces se tiene que
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HC = DM + MH (n
HC = HN + NC (IV)
Igualando las ecuaciones (l1l) y (IV) se obtiene
DM + MH = HN + NC
Luego se sabe que por (Il) HN = MH,

DM + MH = MH + NC
Entonces,
DM = NC

Se concluye que el segmento DM es igual al segmento NC.

2.14 LemaN?14

2.14.1 Enunciado

Sea AB el diametro de una semicircunferencia S; y O el punto medio de AB, donde los
puntos C y D pertenecen a AB y E pertenece a la semicircunferencia S;, con AC = DB
si y solo si AC < A0, si se inscriben dos semicircunferencias S, y S; en la
semicircunferencia S;, que tienen al AC y BD como diametros respectivamente. Sea
una semicircunferencia S, del lado opuesto a las semicircunferencias S, y S; que tiene
por didmetro CD y sea F un punto de la semicircunferencia S,. La figura comprendia
entre las cuatro semicircunferencias (figura 68) es llamada “Salinon”, y si se traza una
perpendicular a AB por O se tiene EO, OF y EF, entonces el area de Salinon es igual al
area del circulo Cs de didmetro EF.

2.14.2 Explicacion

El Lema N° 14 establece que si se tiene una semicircunferencia de diametro AB y
centro 0, y se localizan puntos C y D que pertenecen al diametro AB tales que
AC = BD teniendo en cuenta que AC < A0 y se traza un punto E que pertenece a la
semicircunferencia, también si se inscriben dos semicircunferencias con diametros AC
y DB respectivamente en la semicircunferencia de diametro AB y ademas se construye
una semicircunferencia de diametro CD externa a la semicircunferencia de diametro
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AB, donde F pertenece a la semicircunferencia de didmetro CD y por ultimo se traza
una perpendicular al didametro AB por O se tienen los segmentos EO, OF y EF,
entonces el area de Salinon es igual al &rea de la circunferencia con diametro EF. Esto
se evidencia de mejor manera en las Figuras 68 y 69.

F
Figura 68: Lema 14, Salinon Figura 69: Lema 14 circulo Cs

2.14.3 Demostracion
En primer lugar se describen las areas de los diferentes semicirculos y del circulo:

A, = Area del semicirculo S; con diametro AB.

2
. . AB , TL' % s 2
Sielradiode S, esy; = — entonces su area es A = - A = EAB
A, = Area del semicirculo S, con diametro AC.
Ac 2
. . AC . T T 2
Sielradiode S, es1, = — entonces su area es A, = — A, = EAC
As; = Area del semicirculo S5 con diametro BD.
BD 2
Sielradio de S; es 13 = —, entonces su area es A; = S A; = EBD
A, = Area del semicirculo S, con diametro CD.
cp 2
. . CD , 2 T 2
Sielradiode S, es 1y, = —, entonces su area es Ay = 7 Ay = ECD
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As = Area del circulo Cs con diametro CD.
Ahora, se nombra a § como el &rea del Salinon, por lo tanto el area del Salinon es

S:Al_AZ_A3+A4 (I)

Figura 70.

Si se reemplaza A,, 4,, A; y A, en la ecuacion (I) se tiene que

/A

s s s
§ =—AB* —=AC* —=DB? + =(CD?

8 8 8 8

luego al factorizar g se obtiene

s
§ == AB* — AC?* — DB?* + CD?

8
Como AC = DB
A
S =3 AB? — AC? — AC? + CD?
S = g AB? — 2AC? + CD? (I

En la figura 70 se puede observar que: AB = AC + CD + DB, entonces AB = 2AC + CD
se reemplaza en (Il) obteniendo

VA
5=§ 2AC + CD % — 2AC? + CD?
Se resuelve el binomio al cuadrado 2AC + CD 2
T
S = § 4AC? + 4AC.CD + CD? — 2AC? + CD?

reduciendo términos se obtiene
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T
S = § 2AC? + 4AC.CD + 2CD?
factorizando un 2 en 2AC? + 4AC.CD + 2CD?

21
S =? AC? + 2AC.CD + CD?

T
S = 7 AC? + 2AC.CD + CD?
Como AC? + 2AC.CD + CD? es un trinomio cuadrado perfecto se obtiene
5=§AC+CD2 (1

Ahora, en la figura 71 se puede observar que EF = EO + OF siendo EF el diametro del
circulo Cs.

E

F
Figura 71

Como EO0,A0 y BO son radios de la circunferencia S; que tiene a AB por diametro
entonces EO = AO = BO
E

F
Figura 72.
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Como C0,DO0 y FO son radios de la circunferencia S, que tiene a CD por didmetro
entonces CO = DO = FO

Como EF = EO + FO, también EO = A0 y DO = FO entonces
EF = A0 + DO
Ademas, en la figura 72 se observa que A0 = AC + CO, entonces,
EF = AC + CO + DO
Pero, como CD = CO + DO se obtiene
EF =AC+ CD
Es decir que AC + CD es el radio de la circunferencia Cs que tiene a EF como diametro.

A continuacion se halla el area del circulo Cs

., ] . AC+C
Como el diametro del circulo Cs es AC + CD, entonces el radio de Cs es 15 = D
lo tanto su area es
Lo ACHCD ?
5 =T >
Aszg AC +CD ? (IV)

Ahora, de la ecuacion (lll) y (IV) se puede concluir que el area del Salinon § es igual al
area del circulo Cs.

2.15 LemaN?215

2.15.1 Enunciado

Sea AB el diametro de una circunferencia C,, sean los puntos C y D que pertenecen a
la circunferencia C;, ademas, el segmento BC es un lado de un pentagono regular
inscrito en la circunferencia, D es el punto medio del BC, las rectas AB y CD se cortan
en el punto £ y BC y AD se cortan en F. Si G € AB, de tal manera que FG 1 AB,
entonces el segmento EG es igual al radio de la circunferencia C;.
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2.15.2 Explicacion

El Lema N° 15 establece que si se tiene una circunferencia de diametro AB, si AC es
un lado de un pentagono inscrito en la circunferencia, se localiza el punto D que es el
punto de medio del arco AC, también se tiene que las rectas AB y CD se intersecan en
el punto E, los segmentos AC y BD se intersecan en F, si se construye el segmento FG
perpendicular a AB, entonces el segmento EG tiene igual medida que el radio de la
circunferencia de didametro AB. Esto se muestra en la Figura 73.

c

Figura 73: Lema 15

2.15.3 Demostracion

En adelante se usard L para representar un angulo de 90 grados, es decir un angulo
recto.

Sea 0 el centro de la circunferencia C,, luego se traza el segmento CA.

Figura 74.

Se sabe que CD = DB porque D es el punto medio del CB, es decir CD = DB por lo
tanto m£CAD = m«BAD, es decir m2CAF = m£GAF.
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El angulo ACB es recto porque esta inscrito en una semicircunferencia, ademas el
angulo AGF es recto, es decir que m2ACB = m£AGF, es decir mzACF = m£AGF.

En el triangulo ACF la suma de los angulos interiores es
msCAF + m2ACF + msCFA = 21 0)
En el triangulo AGF la suma de los &ngulos interiores es

m2GAF + mzAGF + msGFA = 21 (In)

Igualando las ecuaciones (1) y (Il) se obtiene que
msLCAF + m£ACF + msCFA = msGAF + m£AGF + m4GFA
y como msCAF = m£GAF, m£ACF = m£AGF, por lo tanto
msLCAF + m£ACF + msCFA = msCAF + m£ACF + m4GFA
msCFA = msGFA

Ahora, los triangulos BCF y BGF son congruentes, porque AF = AF y todos los angulos
son congruentes segun correspondencia.

Ahora, los triangulos BCF y BGF son congruentes por el teorema ALA* porque
BF = BF, m£CAF = m£GAF y m£CFA = m4GFA.

Por definicién de triangulos congruentes se tiene que AC = AG.

Luego, se trazan los segmentos DG y DB.

Figura 75.

4 Teorema de congruencia de triangulos ALA (4ngulo lado dngulo).
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Como AC = AG, msCAD = mzBAD y AD = ADentonces por el teorema LAL® los
triangulos ACD y AGD son congruentes.

Por definicién de triangulos congruentes CD = DG, pero CD = DB por lo tanto
DB = DG (1

Ahora, se trazan los segmentos 0D y OC

Figura 76.

Debido a que el segmento CB es un lado de un pentagono regular inscrito en una
circunferencia, entonces la m«B0OC = 72°, es decir la m«BOD = 36° porque D es el

punto medio del BC.
Como lamsB0OC = 72° y m£AOC + m£BOC = 180° entonces m£AOC = 108°

Ahora, como CD es una cuerda de la circunferencia C;, AB es el diametro y las rectas
CD y AB se intersecan en el punto E entonces utilizando la proposicion 8 se tiene que:
mz2AOC = 3msCEO

Pero m2£AOC = 108° entonces
108° = 3m«CEO

108°

3 = m«CEO

5 Teorema de congruencia de tridngulos LAL (lado dngulo lado).
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m«CEO = 36°
Por tanto
msCEO = m4£B0OD
también
m«DEG = m«DOB

Figura 77.

Como m«CEO = m£BOD, entonces DO = DE por el reciproco del teorema del triangulo
isésceles. También m«£OBD = m«DGE porque el triangulo DGB es isOsceles.

En el triAngulo ODB la suma de los angulos interiores es
m«DOB + msOBD + msBDO = 21 V)
En el triAngulo EDG la suma de los angulos interiores es
msDEG + msDEG + m£GDE = 21 (VI)
Igualando las ecuaciones (1) y (Il) se obtiene que
msDOB + m£OBD + m£BDO = m4DEG + m4DEG + m4GDE
y como ms«DEG = m«£DOB, m£0BD = m«DGE, por lo tanto

msDEG + m2ZDGE + m£ZBD0O = mzDEG + m«DGE + m2GDE
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msBD0O = m£GDE.

Finalmente, como m«BDO = m«GDE, DO = DE y m«DEG = m«DOB, entonces los
triangulos DBO y DGE son congruentes. Por lo tanto por definicibn de tridngulos
congruentes se tiene que OB = GE.

En la figura 77, se observa que el segmento OB es el radio de la circunferencia C;, es
decir que el segmento GE es igual al radio de la circunferencia C;.
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Capitulo 3

TALLERES PROPUESTOS

En este capitulo se presentan quince propuestas de talleres, uno por cada lema. En
éstas propuestas se deben utilizar programas de geometria dindmica como GeoGebra
o Cabri; se requiere que el estudiante maneje conceptos basicos de geometria plana,
como lo es el estudio de propiedades que se cumplen en las semicircunferencias y
circulos.

Ademas, lo mas importante es que el estudiante explore y desarrolle sus habilidades
en geometria por medio de construcciones usando alguno de los programas antes
nombrados y asi pueda establecer algunas conjeturas y por qué no, pueda abstraer
ideas para la demostracién de los mismos lemas.

Los talleres estan dirigidos a estudiantes de primeros semestres de matematicas o de
cursos donde se estudie geometria plana, y en general tiene como objetivos que el
estudiante, con la ayuda de algun software de Geometria dindmica, plasme las
premisas de cada lema en una pantalla y luego de realizar algunos arrastres y
movimientos logre formular una conjetura, para finalmente concluir el lema.

En las siguientes paginas se presentan quince talleres, los cuales so6lo constituyen un
primer acercamiento a propuestas para la ensefianza de cada uno de los lemas,
obviamente que requieren un proceso de depuracion, pilotaje, implementacion y
validacién, lo cual no es objetivo de este trabajo.

Estos talleres estan disefiados bajo un enfoque constructivista mediado por la
tecnologia, en el que se pretende que el estudiante institucionalice los Lemas de
Arquimedes mediante una serie de preguntas, construcciones Yy actividades
organizadas en quince talleres.

Cada taller tendra la siguiente estructura:
e Una serie de pasos que guia la construccién de unos objetos geométricos

¢ Una serie de preguntas que lleven al estudiante a realizar algunas conjeturas
e Una serie de preguntas que lleven a generalizar y formular el Lema respectivo.

——
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3.1 TallerNo 1 (Lema No 1)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinamica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 1.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencias tangentes, diametros paralelos y colinealidad entre puntos.

&

&

Traza dos segmentos CD y EF tales que CD < EF.
Construye dos circunferencias, una con diametro CD y otra con diametro EF.

Arrastra las circunferencias, de tal modo que hagan contacto en un punto
(Ilamese A a este punto).

¢,Describe como te fue?

¢Es posible mantener el punto de contacto aun si arrastrase a una de las
circunferencias?

¢ & & ¢

Ahora, realiza la construccién de tal manera que al arrastrar alguna de las
circunferencias, el punto de contacto se mantenga (sugerencia: iniciar con el
punto de contacto y la circunferencia de diametro mayor)

Construye la(s) circunferencia(s) que satisfacen el diametro menor.

Dibuja el diametro €D en la circunferencia de diametro menor.

Traza las rectas AE y AF.

¢Los puntos E, C y A son colineales?
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¢ & & ¢

@

¢Los puntos F, D y A son colineales?
¢Los puntos C, Ay F son colineales?
¢Los puntos D, Ay E son colineales?

Arrastra el didmetro menor, de tal forma que se cumpla la colinealidad expuesta
en las preguntas anteriores

Que condicién debe cumplir los diametros CD y EF, para que se cumpla las
anteriores colinealidades.

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢,Cual es el antecedente?

¢, Cual es el consecuente?

Reconstruye considerando como objetos iniciales los elementos planteados en
el antecedente.

Mueve el diametro EF ¢Qué observas?

Reformula si es necesario tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.

——
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3.2 Taller No 2 (Lema No 2)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 2.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, diametro, rectas tangentes, rectas perpendiculares e igualdad
entre segmentos.

& Construye una semicircunferencia de diametro AB.

& Construya dos rectas.

& Arrastre esas dos rectas, de tal manera que sean tangentes a la
semicircunferencia, nombra C el punto de interseccion entre esas dos rectas.

& _Es posible mantener el punto de contacto C aun si arrastras a la
semicircunferencia?

& Ahora, realiza la construccion de tal manera que al arrastrar la
semicircunferencia, el punto de contacto C entre las rectas se mantenga y
ademas que una de las tangentes contenga el punto B.

& Define a D como uno de los puntos de tangencia.

& Construye un segmento DE, donde E pertenezca al segmento AB y el angulo
BED sea recto.

& Traza el segmento AC.

@ Arrastra el punto D ¢Qué relacién se mantiene entre los segmentos AC y DE?
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¢En el item anterior encontraste algun objeto?

& Ese objeto némbralo con la letra F.

¢ Qué relacion existe entre los segmentos DF y FE?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢,Cual es el antecedente?

¢, Cual es el consecuente?

Reconstruye considerando como objetos iniciales los elementos planteados en
el antecedente.

Reformula si es necesario tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.3 Taller No 3 (Lema No 3)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 3.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, diametro, rectas perpendiculares e igualdad entre arcos y
segmentos.

&

&

Construye una semicircunferencia con diametro AB.

Construye un segmento CD, arrastra ese segmento de tal manera que sea
perpendicular al segmento AB.

¢, Describe como te fue?

Construye una perpendicular al diametro AB que contenga a C, donde C es un
punto de la semicircunferencia. Traza el segmento CD, donde D es la
interseccion de la perpendicular con el segmento AB.

Localiza un punto E en el segmento AB, de tal manera que el segmento DE y
AD tenga la misma medida.

Ubica un punto F en la semicircunferencia.
Arrastra en punto F de tal manera que el arco AC sea igual al arco CF.

¢Al arrastrar el punto € se mantiene la propiedad del item anterior?

Ahora, realiza la construccién de tal manera que el arco AC sea igual al arco CF.

& Al arrastrar el punto C ¢qué relacion existe entre los segmentos EB y BF?
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Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢,Cual es el antecedente?

¢, Cual es el consecuente?

Reconstruye considerando como objetos iniciales los elementos planteados en
el antecedente

Reformula si es necesario tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion
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3.4 Taller No4 (Lema No 4)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 4.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,

semicircunferencia, circulo, semicirculo, didmetro, rectas perpendiculares e

igualdad entre areas.

& Construye una semicircunferencia con diametro AB

& Construye una perpendicular al diametro AB que contenga a C, donde C es un
punto de la semicircunferencia. Traza el segmento €D, donde D es la
interseccion de la perpendicular con el segmento AB.

& Construye dos semicircunferencias inscritas en la semicircunferencia de
diametro AB una con didmetro AD siendo D el punto de interseccion entre la
perpendicular y el didmetro AB y otra con didmetro DB.

@ Arrastra el punto C, ¢las semicircunferencias de diametros AD y AB son fijas?

& ;Describe como te fue?

@ Ahora construye una circunferencia de diametro DC.

& _Es posible mantener la circunferencia aun si se arrastrase el punto C?

& La figura que se forma en el interior de la semicircunferencia de diametro AB y
el exterior de las semicircunferencias de diametros AD y DB del lado donde
esta la circunferencia de diametro AB es conocida como Arbelo (que traduce del
griego cuchilla del zapatero )
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Qué relacion existe entre el circulo de diametro DC y el arbelo?

¢, Qué pasa con las areas de las figuras anteriormente mencionadas?

& Arrastra el punto C, y corrobora tu respuesta anterior.

¢, Qué condicion debe cumplir DC, para que se cumpla la relacion que existe
entre el circulo de diametro DC y el arbelo?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢,Cual es el antecedente?

¢, Cual es el consecuente?

Reconstruye todo considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicién.
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3.5 Taller No5 (Lema No 5)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 5.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, circulo, semicirculo, diametro, rectas perpendiculares,
tangencia entre objetos geométricos e igualdad entre circulos.

& Construye una semicircunferencia con diametro AB.

& Construye una perpendicular al didmetro AB que contenga a C, donde C es un
punto de la semicircunferencia. Traza el segmento CD, donde D es la
interseccion de la perpendicular con el segmento AB.

& Construye dos semicircunferencias inscritas en la semicircunferencia de
diametro AB una con didmetro AD siendo D el punto de interseccion entre la
perpendicular y el didmetro AB y otra con didmetro DB.

@ Arrastra el punto C, ¢las semicircunferencias de diametros AD y AB son fijas?

& ;Describe como te fue?

& Ahora, construye una circunferencia que sea tangente al segmento CD, a la
semicircunferencia de didmetro AC y a la semicircunferencia de didmetro AB.

& ;Describe cémo te fue?

& Si lograste construir esa circunferencia, arrastra el punto C y verifica que se
mantiene la tangencia de esos objetos mencionados en el item anterior.
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Si se mantiene la relacion nombrada anteriormente, especifica los pasos y
construcciones que utilizaste para lograrlo.

De la misma manera que construiste la anterior circunferencia, ahora, construye
una circunferencia que sea tangente al segmento CD, a la semicircunferencia de
didmetro CB y a la semicircunferencia de diametro AB.

¢, Qué relacién existe entre las dos circunferencias construidas anteriormente?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion.

¢, Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?

Reconstruye todo considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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@ Si no lograste construir una circunferencia que fuese tangente al segmento €D,
a la semicircunferencia de diametro AC y a la semicircunferencia de diametro
AB, entonces realiza lo siguiente.

& Dibuja el centro de la semicircunferencia de diametro AC, nombra ese punto K.

& Traza una circunferencia con centro en K y radio BK. Nombra como P al punto
de interseccion de la circunferencia de radio BK y la recta que contiene a los
puntos Cy D.

& Traza el segmento AP.

@ Nombra como H al punto de interseccion entre el segmento AP y la
semicircunferencia de didmetro AB.

& Traza el segmento BH. Nombra como | al punto de interseccion entre el
segmento CD y el segmento BH.

& Traza una recta perpendicular m al segmento CD por el punto I.

@ Nombra como L al punto de interseccion entre la perpendicular m y al segmento
AP.

& El segmento LI es el diametro de la circunferencia que es tangente al segmento
CD, a la semicircunferencia de diametro AC y a la semicircunferencia de

didmetro AB.

& Ahora, construye una circunferencia que sea tangente al segmento CD, a la
semicircunferencia de didmetro AC y a la semicircunferencia de didmetro AB.

& Luego, construye una circunferencia que sea tangente al segmento CD, a la
semicircunferencia de didmetro CB y a la semicircunferencia de diametro AB.

& . Qué relacion existe entre las dos circunferencias construidas anteriormente?

& Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:
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¢,Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?

Reconstruye considerando como objetos iniciales los elementos planteados en
el antecedente

Reformula si es necesario tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion

——

86

'



3.6 Taller No 6 (Lema No 6)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 6.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, circulo, semicirculo, didmetro, tangencia y proporcionalidad
entre objetos geométricos.

Sigue los siguientes pasos para la construccion:

&

&
&
&

@

Construye una semicircunferencia de diametro AB.
Ubica un punto C entre el punto Ay B.
Construye dos semicircunferencias de diametro AC y CB.

Dibuja el centro de la semicircunferencia de diametro AB y ndmbralo como el
punto 0;.

Dibuja el centro de la semicircunferencia de didmetro AC y nombralo como el
punto O,.

Dibuja el centro de la semicircunferencia de didametro CB y nombralo como el
punto Os.

Traza una perpendicular [ al segmento AB por C.

& Nombra como G a la interseccién de la recta [ con la semicircunferencia de

diametro AB.
Traza una perpendicular m al segmento AB por B.
Traza una perpendicular n al segmento AB por 0,.

Nombra como H a la interseccidon de la recta n con la semicircunferencia de
didmetro AC.
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& Traza una perpendicular p al segmento AB por 0s.

Nombra como [ a la interseccidon de la recta n con la semicircunferencia de
diametro CB.

Ahora traza una circunferencia C;con centro en el punto H y radio HC

& Traza una circunferencia C,con centro en el punto I y radio IC

Nombra como ] a la interseccion entre las circunferencias C;,C,Yy la
semicircunferencia de didmetro AB.

Nombra como Ka la interseccibn de la circunferencia C, con la
semicircunferencia de didmetro AC.

Nombra como La la interseccibn de la circunferencia C; con la
semicircunferencia de didmetro CB.

Teniendo en cuenta estos tres udltimos puntos que encontraste /,K y L. Traza
una circunferencia que los contenga.

¢, Como te fue?

& Verifica que al arrastre la circunferencia que construiste contenga siempre los

puntos /Ky L.
Si no lograste, una sugerencia es utilizar los puntos medios de los segmentos

KJyl].
Teniendo la circunferencia de didmetro DE que contiene los puntos J,K y L.

Realizas siguientes comparaciones de segmentos, mediante el arrastre y la
medicion de los mismos.

SiAB = 12cmy AC = 1/2 AB, ¢ Cuanto mide DE?

SiAB = 12cmy AC = 1/3 AB, ¢Cuanto mide DE?
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@ SiAB = 12cmy AC = 1/4 AB, ¢{Cuanto mide DE?

@ SiAB = 12cmy AC = 1/4 AB, ¢{Cuanto mide DE?

@ SiAB = 12cmy DE = 1 cm, ¢Cuanto mide AC?

@ SiAB = 12cmy DE = 2 cm, ¢Cuanto mide AC?

@ SiAB = 12cmy DE = 3 cm, ¢Cuanto mide AC?

& Si AB = 12cm y DE varia de 0 a 12 cm, ¢Cudl es la méaxima longitud que
alcanza DE?

& Si x es la distancia entre A yC, ¢Existe una medida x para el cual DE/AB
alcanza su maximo valor? ¢su minimo valor?
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& A medida que se desplaza C sobre el segmento AB, ¢qué lugar geométrico
describe el centro de la circunferencia de didmetro DE?

& . Qué relacion se mantiene entre los segmentos AB y DE?

& Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion y de las
comparaciones de medida que se hicieron anteriormente :

& ;Cudl es el antecedente?

& ;Cudl es el consecuente?

@ Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

@ Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.7 Taller No 7 (Lema No 7)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 7.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
cuadrado, circunferencia, circulo, figuras geométricas inscritas y circunscritas.

&

&
&
&

@

Traza un segmento AB.
Construye una circunferencia con diametro AB.
Construye un cuadrado.

Arrastra la circunferencia de tal manera que la circunferencia este inscrita en el
cuadrado.

¢ Es posible mantener inscrita la circunferencia en el cuadrado al arrastrar la
circunferencia de diametro AB?

&

Ahora, realiza la construccién de tal manera que al arrastrar la circunferencia de
didmetro AB se mantenga inscrita en el cuadrado (sugerencia: Traza rectas
perpendiculares al diAmetro AB que contengan a los puntos A, B y al centro 0)

Traza un segmento CD.

& Construye una circunferencia de diametro CD.

&

&

Arrastra la circunferencia de didmetro CD de tal manera que la circunferencia
este circunscrita en el cuadrado.

¢Es posible mantener circunscrita la circunferencia de diametro CD en el
cuadrado al arrastrar la circunferencia de didmetro CD?
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& Ahora, realiza la construccion de tal manera que al arrastrar la circunferencia de
didmetro CD se mantenga circunscrita en el cuadrado.

& ¢ Qué puedes decir acerca de las areas de las circunferencias de diametro AB y
CD?

& Compara el area de las circunferencias de didmetro AB y CD.
& Reduce y aumenta el diametro AB.

& . Qué puedes decir acerca de la relacion que encontraste en el item anterior?

& Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion.

& ;Cual es el antecedente?

& . Cudl es el consecuente?
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& Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

& Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.8 Taller No 8 (Lema No 8)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 8.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencia, rectas, segmentos, cuerdas, angulos.

&

&

Traza un segmento AB.
Construye una circunferencia.

Arrastra la circunferencia de tal forma que el segmento AB sea una cuerda de la
circunferencia.

SAl arrastrar la circunferencia es posible que el segmento AB siempre se
mantenga como una cuerda?

Ahora, realiza la construccion de tal manera que al arrastrar la circunferencia el
segmento AB se mantenga como una cuerda (sugerencia: encuentra el punto
medio del segmento AB y luego el centro de la circunferencia, a este punto
[lAamese 0).

Construye el rayo AB y localiza un punto C de tal manera que cumplaC — A — B
con CA = r, siendo r el radio de la circunferencia.

¢, Describe como puedes encontrar un punto D en la circunferencia de tal forma
que C — 0 —D?

Compara la medida de los angulos BOD y BCD.
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& Reduce y aumenta el radio de la circunferencia.

¢, Qué puedes decir acerca de la relacion que encontraste en el item anterior?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion.

¢,Cual es el antecedente?

¢, Cual es el consecuente?

Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.9 Taller No 9 (Lema No 9)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 9.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencia, cuerdas perpendiculares e igualdad entre la suma de arcos.

&

Construye una circunferencia.

& Traza dos segmentos AB y CD.

Arrastra los segmentos AB y CD, de tal manera que sean cuerdas de la
circunferencia construida.

¢Es posible que los segmentos AB y CD se mantengan como cuerdas al
arrastrar la circunferencia?

Ahora, realiza la construccién de tal manera que al arrastrar la circunferencia los
segmentos AB y CD se mantengan como cuerdas.

Arrastra las cuerdas AB y CD de tal forma que se intersequen en un punto
(Ilamese P este punto).

Escribe los arcos de la circunferencia que se determinan, teniendo en cuenta la
condicién anterior.

¢, Qué relacién deben tener las cuerdas para que la suma de dos pares de arcos
no consecutivos sea igual?
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Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion.

¢,Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?

Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.10 Taller No 10 (Lema No 10)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 10.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencia, rectas tangentes, rectas paralelas, rectas perpendiculares, igualdad
entre segmentos.

&

Construye una circunferencia.

& Construya dos rectas.

& Arrastre esas dos rectas, de tal manera que sean tangentes a la circunferencia,

nombra A el punto de interseccion entre esas dos rectas.

¢Es posible mantener el punto de contacto A aun si arrastras a la
circunferencia?

Ahora, realiza la construccion de tal manera que al arrastrar la circunferencia, el
punto de contacto A entre las rectas se mantenga.

Define a By a C como puntos de tangencia.

Ubica un punto D en la circunferencia de tal manera que se encuentre en el
arco AB mayor.

& Traza el segmento AD.

Traza un segmento con extremos C y E (donde E pertenece a la circunferencia),
de tal manera que la recta AD y la recta CE no se intersequen.

¢,Describe como te fue?
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& Traza en segmento BE.

& Arrastra el punto 4 ¢Qué relacion se mantiene entre los segmentos BE y AD?

& (En el item anterior encontraste algin objeto?

& Ese objeto némbralo con la letra F.

& Traza un segmento FG, donde G pertenezca al segmento CE de tal manera que
el angulo CGF sea recto.

& Arrastra el punto 4 ¢qué relacion existe entre el segmento EC y el punto G?

& Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion.

& ;Cual es el antecedente?

& . Cual es el consecuente?
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& Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

& Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.11 Taller No 11 (Lema No 11)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 11.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencia, cuerdas perpendiculares, diametro, segmentos e igualdad.

Actividad 1.

Considérese una circunferencia de diametro CE, y dos cuerdas CD y AB
perpendiculares entre si, que no sean diametros de la circunferencia y que se corten
en un punto P, como se muestra en la siguiente figura. ¢Qué relacion hay entre los
segmentos AP, PB, CP, PDy CE?

D

& Construye los segmentos AC, CB, AD y BE.

& Descubre porque los triangulos ACP y ECB son semejantes (sugerencia,
recuerda que los angulos que subtienden a un mismo angulo son congruentes).

& Escribe cuales son las tres parejas de angulos congruentes?
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De igual forma Descubre porque los triangulos APD y CPB son semejantes
(sugerencia, recuerda que los angulos que subtienden a un mismo angulo son
congruentes).

¢ Escribe cuales son las tres parejas de angulos congruentes?

Como los triangulos APD y CPB son semejantes entonces completa la igualdad
(utiliza la definicion de triangulos semejantes).

AP _AD
cP
Como los tridngulos ACP y ECB son semejantes entonces completa la igualdad

(utiliza la definicion de triangulos semejantes).

AP _BE
CP

¢, Qué puedes concluir de las dos proporciones anteriores?**

Si utilizas el teorema de Pitagoras para los triangulos APD y CPB su resultado
seria:

= +DP?
+BP?
Si se suman las dos anteriores ecuaciones se obtiene:
= +DP? + +BP?

Reemplaza el resultado obtenido en ** en la ecuacién anterior. ¢ Qué resultado
obtuviste?
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& Se sabe que en el triangulo CEB por teorema de Pitdgoras se tiene que
CE? = BE? + BC?> reemplaza esta ecuacion en el resultado obtenido
anteriormente Qué puedes concluir sobre ¢Qué relacion hay entre los
segmentos AP, PB, CP, PDy CE?

Actividad 2.

& Segun la relacion obtenida en la Actividad 1, resuelve los siguientes problemas:

1. Si AP =3cm, BP = 5cm, CP = 6cm 'y DP = 8cm ¢,Cuanto mide el radio?
2. SiAP =5m, CP = 2m, DP = 7my BP = 4m ¢Cuanto mide el diametro?
3. SIiCE =12cm, CD = 10 cmy AP = 3cm, ¢,Cuanto mide PB?

4. Si PD = 6cm, PB =7cmy CE = 12cm, ¢, Se puede conocer AP y PC? Justifica.
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3.12 Taller No 12 (Lema No 12)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 12.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, rectas tangentes, segmentos perpendiculares.

&

Construye una semicircunferencia de diametro AB.

& Construya dos rectas.

Arrastre esas dos rectas, de tal manera que sean tangentes a la
semicircunferencia, nombra C el punto de interseccion entre esas dos rectas.

¢Es posible mantener el punto de contacto C aun si arrastras a la
semicircunferencia?

Ahora, realiza la construccion de tal manera que al arrastrar la
semicircunferencia, el punto de contacto C entre las rectas se mantenga.

Define a E y a D como los puntos de tangencia.

Traza los segmentos AE y BD.

& . Qué pasa con estos dos Gltimos segmentos que se construyeron? Arrastra el

punto C, ¢qué es lo que se mantiene con respecto a los segmentos AE y BD?

&

&

Ahora traza una recta que contenga al punto C y al punto que encontraste en el
item anterior, este punto némbralo F.

¢,Describe como te fue?
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¢Este punto F siempre se mantiene o en algun caso desaparece?

¢Larecta que contiene al punto C y F interseca al diametro AB?

¢ Qué relacion existe entre la recta que contiene al punto C y F, y el diametro
AB? sugerencia (comprueba las propiedades de estos dos objetos matematicos)

Arrastra el punto C ¢se mantiene la relacion que encontraste en el item
anterior?

¢, Qué condicién se debe cumplir los segmentos AE y BD para que la relacion
gue encontraste exista?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢, Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?
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& Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

@ Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.13 Taller No 13 (Lema No 13)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 13.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
circunferencia, diametro, cuerda, rectas perpendiculares e igualdad entre
segmentos.

& Construye un segmento AB.

& Construye una circunferencia siendo AB el diametro.

& Construye un segmento que tenga como extremos dos puntos C y D que
pertenezcan a la circunferencia.

& Ubique los puntos M y N sobre el segmento CD de tal manera que el angulo
DMA y CNB sean angulos rectos.

& ;Describe cémo te fue?

& Arrastra los puntos € o D ¢qué condicion es necesaria entre los segmentos CD
y AB para que los dos angulos DMA y CNB sean rectos?

& Segun la respuesta anterior, realiza una construccion con los pasos anteriores
donde se cumpla la condicién que es necesaria.

& . Describe como te fue?
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Segun la construccidon que realizaste ¢ Qué relacion existe entre los segmentos
DMy CN?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢, Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?

Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.

——
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3.14 Taller No 14 (Lema No 14)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 14.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,
semicircunferencia, circulo, semicirculo, igualdad entre diametros, igualdad de
areas.

&

Construye una semicircunferencia con diametro AB.

Dibuje el centro de la semicircunferencia y némbrelo 0.

& Construye una semicircunferencia de didmetro AC de tal manera que AC sea

¢ & & ¢ ¢

menor que el radio AO.

Construye una semicircunferencia de diametro BD de tal manera que BD sea
menor que el radio A0 e igual a AC.

Construye una semicircunferencia de didmetro CD de tal manera que se
encuentre en el lado opuesto de las semicircunferencia de diametro AC y BD

La figura comprendida por el interior de la semicircunferencia de diametro AB'y
CD y por el exterior de la semicircunferencias de diametro AC y BD es llamada
Salinon.

Ubique un punto E en la semicircunferencia de diametro AB.

Trace una recta [ que contenga a E y interseque el segmento AB.

Tenga en cuenta que la recta [ contiene el punto 0.

Ademas, el angulo AOE es recto.

¢, Qué observa entre la recta [ y el segmento AB?
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& Nombre como F al punto de interseccion entre la recta [ y la semicircunferencia
de didmetro CD.

& . Qué relacion existe entre el circulo de diametro EF y el Salinon?

& Arrastre el punto C entre Ay 0 ¢se mantiene la relacién encontrada en el item
anterior?

& Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

& Cudl es el antecedente?

& ;Cudl es el consecuente?

& Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

——
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& Reformula, si es necesario, tu conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.
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3.15 Taller No 15 (Lema No 15)

Objetivos:

Desarrollar en el estudiante una habilidad geométrica por medio de herramientas
tecnoldgicas, utilizando software de geometria dinAmica como GeoGebra o Cabri
para formular una proposicion correspondiente al lema 15.

Aplicar conceptos basicos de geometria y sus propiedades, entre los cuales estan,

circunferencia, igualdad entre arcos, didmetro, radio, igualdad entre segmentos.

& Construye un poligono de cinco lados de tal manera que todos sus lados sean
iguales.

@ Inscribe ese poligono en una circunferencia.

& ¢Describe como te fue?

& Ahora, construye una circunferencia de didmetro AB, donde BC es un lado del
poligono que dibujaste.

& Construye una cuerda CD de tal manera que D sea el punto medio del arco BC.
& . Como puedes hallar un punto E de tal manera que ese punto sea exterior a la

circunferencia, donde el punto E sea la interseccibn de dos cuerdas de la
circunferencia?

& Ahora, trace el segmento AD y nombre como F a la interseccion entre el
segmento CB y el segmento AD.
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¢ & ¢ ¢

Ubique un punto G sobre el segmento AB.
Trece el segmento FG.
Tenga en cuenta que el &ngulo AGF es un &ngulo recto.

¢, Qué relacion existe entre el segmento GE' y el radio de la circunferencia?

Plantea una conjetura a partir de la anterior construccion:

¢, Cual es el antecedente?

¢,Cual es el consecuente?

Reconstruye todo lo anterior considerando como objetos iniciales los elementos
planteados en el antecedente.

Reformula, si es necesario, ti conjetura y escribe de manera formal una
proposicion.

——
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CONCLUSIONES

A continuacién se presentan dos grupos de conclusiones, las primeras relacionadas
con los objetivos del trabajo, y las ultimas relacionadas con los productos de este
trabajo.

) Sobre los objetivos:

& La bibliografia encontrada para la realizacion del presente trabajo aporté a la
formacion como docente, ya que si se indaga acerca de la temética a estudiar,
se conoce su historia y se estudian trabajos que se han realizado y estan
relacionados en torno a este topico, se puede dar mas significado y
comprension para la ensefianza del tema; por tal motivo se puede adquirir un
mayor dominio para disefiar propuestas de ensefianza para el estudio del
contenido en particular. Ademas contribuye para futuros trabajos en geometria
plana o trabajos de un estudio similar.

& La construccion de los Applets con el software de geometria dinamica
GeoGebra proporciona elementos para una mayor comprension de los lemas de
Arquimedes, debido a que la interaccion con éstos facilita la deduccion de
propiedades geométricas y permite visualizar relaciones que no son faciles de
ver en imagenes estaticas y que por tanto ayudan en la realizacion de las
demostraciones.

& Estas propuestas de taller son un complemento para la ensefianza de los lemas
de Arquimedes, ya que con las preguntas orientadoras que alli se plantean, se
genera una mayor comprension para el estudio de esta teméatica, porque el
estudiante no solamente seguird unos pasos, si no que por medio de este taller
el estudiante imagina, deduce y propone caminos orientados hacia la conjetura,
verificacion y una posible demostracién de los resultados que obtienen.

& La realizacion de las demostraciones de cada lema aportd de gran manera a la
formacién como docentes, ya que a través de la indagacién se evidencié que se
desconocian varias propiedades y teoremas relacionados con las
circunferencias. Esto permitié un enriquecimiento en el marco matematico y
facilitd el disefio de las propuestas de taller para la ensefianza de los lemas de
Arquimedes.
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1)) Sobre los productos finales:

& El objetivo se logré debido a que se conformd un recurso bibliografico que
recoge los 15 lemas de Arquimedes con explicaciones detalladas,
representaciones dinamicas, demostraciones y propuestas de talleres.

& Los aportes del trabajo son:

4. Explicaciones detalladas y demostraciones de los 15 lemas con su
respectiva representacion dinamica.

5. Una propuesta de talleres para la ensefianza de los lemas de Arguimedes,
haciendo uso de software de geometria dinamica.

6. Un CD interactivo en donde el usuario tiene al alcance todo el trabajo
organizado por los enunciados de los lemas, explicaciones,
representaciones dinamicas (Applets), demostraciones y talleres.

& Este trabajo se realizd con el fin, de que los maestros y estudiantes de la
licenciatura en mateméticas, puedan hacer uso de un recurso bibliogréfico, el
cual recopila una tematica antigua de geometria plana que no se encuentra
facilmente o que no se ha trabajado lo suficiente. Es una propuesta para que
en los cursos de geometria se pueda retomar el estudio de trabajos antiguos no
muy conocidos y se puedan abordar con herramientas actuales como lo es la
utilizacion de software educativo de matemaéticas.
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