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2. Descripcion

Se realiza un estudio a las secciones conicas y cuadricas, por medio de la matriz de coeficientes
bien sea simétrica 0 no simétrica que se asocia a cada una de ellas. En donde se analizan
problemas propios de la geometria analitica y se estudian operaciones basicas del algebra lineal,
en cada parte del estudio se realiza un acompafiamiento visual por parte del software Geogebra.

3. Fuentes

Poole, D. (2011). Algebra lineal Una introduccién moderna. Mexico: CENGAGE Learning.

Vian, J. A. (1997). Algebra Lineal Formas Cuadraticas. Espafia: Universidad de Valladolid.

Lehman, C. (1989). Geometria analitica. Editorial Limusa, S.A. de C.V.

Mufios, A. (2015). Curvas conicas desde su origen hasta sus aplicaciones en la actualidad (Tesis de maestria).
Universidad de Valladolid, Espafia.

Rosales, A. (2009). Evolucion historica del concepto de matriz. Revista digital Matematica, educacion e interned.
Vol.9, N° 1.pp. 1-10

4. Contenidos

El objetivo del presente trabajo de grado es realizar el estudio a las secciones conicas y cuadricas a
partir de una matriz cuadrada simétrica 0 no simétrica que se asocia a cada una de estas
superficies, para este fin se realizaron cinco capitulos que se describen a continuacion.

e En el capitulo uno se tratan contenidos teodricos preliminares en donde se ilustran los
aspectos mas relevantes de las secciones conicas a través de la historia, algunas
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definiciones y resultados basicos tanto de la geometria analitica como del algebra lineal.
También se abordan expresiones equivalentes de la ecuacion general de segundo grado a
partir de la representacion de matriz simétrica y ampliada a matrices no simétricas que
seran el pilar de estudio para el desarrollo de las secciones restantes.

e En el capitulo dos se realiza una adaptaciéon de los dos problemas fundamentales de la
geometria analitica planteados por Lehmann, los cuales permiten realizar el primer
acercamiento al objeto de estudio. Sin embargo, ambos problemas estan estrechamente
relacionados, como se menciona en su libro “Geometria analitica”, estos problemas son
esencialmente inversos entre si y que juntos constituyen el problema fundamental de toda
la Geometria Analitica.

e En el capitulo tres se abordan las propiedades algebraicas propias de las matrices de
coeficientes, con las cuales se realizan célculos y operaciones sujetos a las reglas del
algebra de matrices, como son la adicion de matrices, multiplicacion por escalar,
multiplicacion, potencia, transpuesta e inversa de matrices. Estas operaciones matriciales
juegan un papel significativo en el estudio debido a que emitird una perspectiva a lo que se
Ilamaréa operacion entre conicas.

e En el capitulo cuatro se realiza un estudio especifico de las cuadricas y como la
interseccion de estas generan conicas en el espacio, las cuales tendran, una matriz asociada
de 4x4.

e En el dltimo capitulo se presentan las conclusiones generales obtenidas en el desarrollo del
estudio, donde se establece el cumplimiento de los objetivos propuestos al inicio del
trabajo; de modo que se explica que a partir de transformaciones en la matriz asociada a
una cénica como varia el comportamiento grafico y algebraico de estas.

5. Metodologia

Se analizé primero la expresion equivalente a la ecuacion general o candnica de una conica
cualquiera, de donde se pudo observar el comportamiento de las conicas al efectuar cambios a la
matriz.

Posteriormente se estudian y adaptan los dos problemas fundamentales del algebra lineal
planteados por Lehmann para poder deducir los términos analiticos de las conicas y cuadricas.
Para finalmente estudiar operadores y operaciones con las matrices para asi deducir el
comportamiento de las cénicas.

6. Conclusiones

La presente investigacion se ha dedicado al estudio de las secciones conicas a partir de su matriz
asociada. Se ha utilizado software académico (Geogebra) para analizar de manera gréfica como se
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transforman las conicas y cuédricas al realizar transformaciones y operaciones propias de
matrices.
En el desarrollo del trabajo de investigacion que ha dado lugar a la presente tesis se han alcanzado
los objetivos inicialmente planteados en cuanto a:
e Determinar como se altera el comportamiento grafico y algebraico de las cénicas al aplicar
transformaciones en la matriz asociada a la conica.

¢ Visualizar mediante el software Geogebra como se representan las trasformaciones en un
espacio bidimensional y tridimensional.

e Establecer una analogia entre el método algebraico con los métodos usuales para generar
las canicas mediante: excentricidad, analiticos y lugar geométrico.

En la investigacion se ha realizado una clasificacion de las secciones conicas y cuadricas respecto
a su matriz asociada tanto de manera canonica como de manera ordinaria al igual que en matrices
simeétricas y no simétricas, dicha clasificacion ha sido el pilar de estudio en la investigacion debido
a que facilito el trabajo con las conicas y cuadricas, esta clasificacion se decidid hacerla debido a
que en la bibliografia estudiada no encontramos nada similar.

Del andlisis de los aspectos teoricos encontrados en la bibliografia que tratan sobre el estudio de
conicas a partir de su matriz se concluye que se realizan pequefios avances sobre el tema ademas
de que el todo el estudio es realizado con matrices simétricas y que aportan muy poco en el
aspecto de cuadricas y conicas en el espacio.

En la investigacion se abordan los dos problemas fundamentales de la geometria analitica
planteados por Lehemann, donde se hace uso de cdnicas degeneradas para brindar la solucion a
uno de ellos donde se concluye que dada una conica sin importar la conica se podra calcular la
matriz a la que se le asocia ademas de que esta matriz sera irreductible, con lo que se establece la
primera conjetura del estudio.

Al realizar el estudio con las operaciones propias del algebra lineal se establece lo que serian
familia de matrices equivalentes al multiplicar por un escalar, demostrando que se cumplen las
propiedades reflexiva, simétrica, transitiva tanto en matrices simétricas como no simétricas y que
dichas familia de matrices equivalentes se asocian a una sola conica, con lo que se concluye que a
una conica o cuadrica no se le asocia una Unica matriz sino una familia de matrices, idea que
complementa la habia surgido al reconocer que cada conica y cuadrica tenia dos matrices asociada
la simétrica y la no simétrica.

La importancia de Geogebra en el estudio fue ayudar a determinar el comportamiento de las
conicas. Al momento de sumar, restar y multiplicar matrices Geogebra nos ayudé a determinar los
puntos en los cuales se cortaban las cénicas, puntos que fueron importantes para determinar el
resultado de dichas operaciones. Lo anterior mente nombrado surge como proposicion del estudio.
De la multiplicacion de matrices surge la idea de la potencia de una matriz con lo que se descubri6
que cuando la potencia de una es par esta curva no tendra representacion real, por lo que se trabaja
con las potencias impares y examinar particularidad con cada una de las conicas, con lo que se
observd como se alterd cada una de las conicas cuando su potencia era impar negativa y positiva.
Idea similar al trabajar con la inversa de una matriz.
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Por ultimo, al trabajar con cuadricas se identificd que al intersectar dos de estas se generarian una
conica en el espacio y se trabajaron las conicas en el espacio la cual tendria una matriz asociada de
4 X 4, se resalta que se trabajaron las intersecciones de cuadricas cuando esta interseccion era
paralela a alguno de los ejes.

Se realizaron los siguientes aportes

¢ Se ha sistematizado las definiciones y teoremas relacionados con la matriz asociada a una
conica.

Se ha realizado una clasificacion de conicas y cuadricas tanto con matrices simétricas como
no simétricas, que facilitara futuros estudios referentes al tema.

Se formularon proposiciones que pueden generar bases para futuros estudios.

Se ha determinado por medio de ejemplos la variacion o deformaciones de las cénicas al
aplicar potenciacion de matrices, transpuesta e inversa.

Todas las operaciones marciales fueron realizadas por medio de un programa disefiado en
geogebra, el cual estard en Geogebra.org, donde al introducir las matrices pueden escoger
las operaciones a realizar y brinda como resultado las conicas que se generan.

Se brindan los primeros avances de las conicas en el espacio con su respectiva clasificacion.

Una vez concluida la tesis, se considera interesante investigar otros aspectos relacionados con las
matrices y se propone:

o Extender los estudios expuestos en esta tesis al estudio de las conicas en el espacio.

e Examinar cémo se comportan las conicas| y cuadricas al trabaja con eingevalores y
eingevectores.

e Se podria establecer un trabajo para desarrollar en los colegios, con el fin de ensefiar todo

lo relacionado con las secciones conicas a partir de una representacion no usual, como lo
es su representacion matricial.

Elaborado por: Arandia Ayala, Wilmer Fernando; Garcés Bravo, Jonnathan Andrés.
Revisado por: Carranza Vargas Edwin

Fecha de elaboracién del
Resumen:
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Introduccion

El presente trabajo de grado muestra un estudio de las secciones conicas y cuadricas a
partir de su representacion matricial, para ello se inicia exponiendo la correspondiente
justificacion y el interés que motivo a abordar, desarrollar e indagar sobre este tema.
Después, se identifican los objetivos que se trazaron al inicio de este proceso con el fin

de guiar el desarrollo de la monografia.

En el capitulo uno, se tratan contenidos tedricos preliminares en donde se ilustran
los aspectos mas relevantes de las secciones conicas a través de la historia, algunas de-
finiciones y resultados basicos tanto de la geometria analitica como del algebra lineal.
También se abordan expresiones equivalentes de la ecuacion general de segundo grado
a partir de la representacion de matrices simétricas y ampliado a matrices no simétricas

que seran el pilar de estudio para el desarrollo de las secciones restantes.

En el siguiente capitulo, se realiza una adaptacion de los dos problemas fundamen-
tales de la geometria analitica planteados por Lehman, los cuales permiten realizar el
primer acercamiento al objeto de estudio. Sin embargo, ambos problemas estan estre-
chamente relacionados, como menciona en su libro, estos problemas son esencialmente
inversos entre si y que juntos constituyen el problema fundamental de toda la Geome-

tria Analitica.
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En el tercer capitulo, se abordan las propiedades algebraicas propias de las matrices
de coeficientes, con las cuales se realizan calculos y operaciones sujetos a las reglas del
algebra de matrices, como son la adicién de matrices, multiplicacién por escalar, mul-
tiplicacion, potencia, transpuesta e inversa de matrices. Estas operaciones matriciales
juegan un papel significativo en el estudio debido a que emitird una perspectiva a lo

que se llamara operacion entre conicas.

En el dltimo apartado se presenta un estudio de las cuddricas y de la interseccion de
estas y de como generan conicas en el espacio con una matriz 4 x 4. En la presentaciéon
de cada resultado se introducen ejemplos de diversa indole para su mejor comprension
y visualizacion. También, se plantean una serie de proposiciones y las correspondientes

demostraciones segtn el respectivo caso.

Finalmente, se presentan las conclusiones generales obtenidas en el desarrollo del estu-
dio, donde se establece el cumplimiento de los objetivos propuestos al inicio del trabajo;
de modo que se explica que a partir de transformaciones en la matriz asociada a una
cOnica como varfa el comportamiento grafico y algebraico de estas y para culminar se

presenta la bibliografia empleada en el desarrollo del trabajo.



Justificacion

Este trabajo de grado se enmarca en uno de los problemas surgidos en el curso de
geometria analitica de la Licenciatura en Matemaéaticas de la Universidad Pedagobgica
Nacional. Se pretende estudiar este problema, con el objetivo de contribuir al desarrollo
en la linea del algebra y geometria de la universidad, especificamente en la rama de la
geometria analitica, aportando insumos para futuros trabajos de grado. Sumado a esto,
se plantea la posibilidad de implementarse en algunas de las asignaturas del ciclo de

fundamentacién matemaética tales como geometria analitica.

La teoria algebraica en las secciones cOnicas es importante en la geometria analitica, de-
bido a que las lineas y figuras geometrias se estudian mediante la aplicacion de técnicas
béasicas del algebra y analisis matemético en un determinado sistema coordenado. Esto
se logra generalmente por medio de representar las lineas y figuras geométricas median-

te ecuaciones polinémicas de segundo grado y el estudio de sus propiedades algebraicas.

Se han encontrado diversos estudios donde se encuentran algunos aportes sobre el tema,
pero dichos estudios se realizan utilizando matrices simétricas debido a sus propiedades.
Un asunto que interes6 a los estudiantes del curso de geometria analitica en el semestre
2016-2 fue representar las secciones conicas con una matriz no simétrica y analizar como

se alteran las secciones conicas, estudio que no se complet6 en dicho curso.

15
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Por lo tanto, se propone retomar el estudio y determinar los comportamientos gra-
ficos de las secciones conicas al realizar procesos algebraicos con matrices simétricas y
no simétricas, a su vez se plantea compilar los aportes més importantes encontrados en
un solo documento y abrir la posibilidad de realizar un estudio similar con las superficies

cuadricas.



Objetivos

Objetivo general

Establecer relaciones entre las secciones conicas y cuadricas con la expresion matricial

que se asocia a cada una de ellas.

Objetivos especificos

= Determinar como se altera el comportamiento grafico y algebraico de las conicas

al aplicar transformaciones en la matriz asociada a esta.

= Visualizar mediante el software GeoGebra como se representan las transformacio-

nes en un espacio bidimensional y tridimensional.

= [stablecer una analogia entre el método algebraico con los métodos usuales para

generar las conicas mediante: excentricidad, analiticos y lugar geométrico.

» Generar un documento escrito en el cual se evidencien los resultados obtenidos

en la exploracion del trabajo realizado.

17



Capitulo 1

Marco Teo6rico

A continuacion se encontraran los referentes teéricos que se usaran a lo largo del trabajo
de grado, el cual contiene tres secciones: la primera contiene una recopilacion histérica
del tratamiento de las secciones conicas hasta llegar a matematicos como Arthur Cayley
y James Sylvester, quienes fueron los primeros en trabajar las secciones conicas con
una representacion matricial; la segunda habla de algunas definiciones de las secciones
conicas segin Lehmann y de otros autores sobre los sectores cuadricos; por ultimo, la
tercera seccion desarrolla los conceptos de la representaciéon matricial de las conicas con

matrices simétricas y no simétricas.

1.1. Historia

Cuenta la leyenda que las secciones conicas surgen en Atenas aproximadamente en el
ano 430 a.C a la par de la peste que sacudi6 a Atenas; su creencia en los dioses los llevd
a uno de los problemas clasicos de la antigiiedad.

El ordculo de Apolo (dios de la medicina) en Delos les dijo a los atenienses que para
poder librarse de la peste debian duplicar el altar cubico dedicado a Apolo. Los griegos

conocian la manera de cuadrar un rectdngulo, es decir si el rectangulo tiene por lados a

18



1.1. HISTORIA 19

v b, encontrar un cuadrado cuya area es ab; por otro lado, dedujeron que, si duplicaban
los lados del altar, este no se duplicaria si no que seria 8 veces de la inicial.

Fue Hipocrates de Quios (470 a.C - 410 a.C) quien reconoci6 la analogia que existia
entre el problema de cuadrar el rectangulo y de duplicar el cubo. El problema de cuadrar
el rectangulo equivalia a verificarse la siguiente proporcion:

a

b
Hipocrates de Quios, intentd interpolar dos medidas entre a y b, es decir:

a

_y_

y
b

Mencion6 que resolver este problema era equivalente a resolver la duplicacion del cubo.
Menecmo (380 a.C - 320 a.C) descubre que existen curvas con la propiedad deseada;
se baso en la construcciéon de puntos de las curvas al intersecar un cono con un plano;
aunque las curvas buscadas para resolver el problema eran lo que hoy conocemos como
parabolas o hipérbolas; también surgieron las elipses.

Arquimedes (287 a.C - 212 a.C) en su escrito la cuadratura de la pardbola a su
amigo Dositeo presentd 24 proposiciones; en una de ellas Arquimedes logra cuadrar un

segmento de parabola, es decir:

Dada una pardbola y un segmento parabolico el drea por debajo del segmento serd cuatro
tercios del tridngulo inscrito. Dicho tridngulo formado con los puntos de interseccion y

el vértice de la pardbola (figura 1.1).

\

Figura 1.1: Cuadratura de un segmento parabdlico



20 CAPITULO 1. MARCO TEORICO

Por otra parte, en su libro: Sobre conoides y esferoides, en la proposicién 4 Arquimedes
calcula el 4rea de una elipse utilizando poligonos regulares inscritos en la elipse y la
circunferencia que se forma utilizando el semieje mayor. Por todo, su conocimiento so-
bre la conicas y sus propiedades era posible creer la leyenda de que Arquimedes utiliz6
las propiedades de las parabolas para ganar la batalla de Siracusa, quemando las naves
enemigas mediante espejos reflectores, aunque estudios actuales desmienten la hazana.
Sin duda alguna, uno de los matematicos de la antigiiedad que centré gran parte de su
estudio a las conicas fue Apolonio de Perga (262 a.C - 180 a.C); esto lo demuestran
sus ocho libros “Coénicas”. El cual no solo incorporaba los conocimientos sobre el tema,
hasta el momento, sino también ampliaba y sistematizaba el mismo.

Apolonio fue el primero en probar que cualquier corte de un plano con un cono cual-
quiera siempre va a generar una conica, es decir, no es necesario un cono recto, agudo
u obtuso como lo menciono Menecmo. Asi pues, de cualquier cono se pueden obtener
las tres secciones conicas, solo se debe variar la inclinacién del plano que realice el corte
con el cono.

Fue Apolonio quien defini6 el cono de dos hojas, definicion que se ha conservado hasta
el momento. Después de esta definicién la hipérbola se convirti6 en una curva de dos
ramas, esto con el fin de dar soluciéon a lo que los gedmetras de la antigiiedad relacio-
naban con dos hipérbolas.

Los pitagoricos griegos ya habian utilizado los vocablos ellipsis (deficiencia), e hyperbola
(exceso) asociado a la resolucion de ecuaciones cuadraticas mediante areas, y Arqui-
medes utilizo el vocablo parabola para referirse a la seccién de un cono rectangular.
Apolonio fue quien utiliz6 estos nombres haciendo alusion a la técnica pitagorica de la
aplicacion de areas que se cumple en las tres secciones cuando se considera el "latus-

rectum”,l, que las caracteriza :

y?> =lx  pardbola; y?> > Iz  hipérbola; y? <lx  elipse



1.1. HISTORIA 21

Uno de los ultimos matematicos griegos de la antigiiedad fue Pappus de Alejandria
(290 d.C - 350 d.C) quien realiza una compilacién matemaética, en la que presenta un
panorama historico de la matemaética clasica y se comentan los trabajos de Euclides,
Arquimedes, Apolonio, Ptolomeo entre otros e incluye algunas demostraciones alterna-
tivas y nuevas proposiciones geométricas; gran parte de esta obra esta conservada hasta
la actualidad excepto el primer libro y parte del segundo en el cual se introducia la
nocion de foco de una parabola y la directriz de una seccioén conica.

Un mateméatico que trabajé con las secciones conicas al comienzo del siglo XVI fue
Johann Kepler (1571-1630); se hace evidente al analizar las leyes de Kepler. En la
primera ley de Kepler, demostré que las érbitas de los planetas alrededor del sol son
trayectorias elipticas y que él solo esta situado en uno de los focos. En su segunda ley,
demostré que el radio vector que une a un planeta y el sol recorre areas iguales en
tiempos iguales; por dltimo, en su tercera ley Kepler demuestra que, para cualquier
planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente proporcional al cubo de la
longitud del semieje mayor de su orbita eliptica.

Kepler fue el primero en establecer una multiplicidad o como él lo llamo el principio
de continuidad, que establece que dada una conica formada por dos rectas cuyos focos
coinciden con la interseccion de dichas rectas, si alejamos uno de los focos de manera
gradual se obtiene una familia de hipérbolas y cuando el foco llega hacia el infinito se
obtendra una parabola, si se hace de cuenta que se puede traspasar la linea del infinito
y el foco que hemos estado moviendo comienza a acercarse al otro pero por el lado con-
trario se obtendra un conjunto infinito de elipses, cuando los focos vuelven a coincidir
se obtiene una circunferencia. De esta manera Kepler tiene en cuenta cinco tipos de

conicas (figura 1.2), las cuales se conocen hasta la actualidad.
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1.Circunferencia

3.Parabola

4.Hipérbola

5.Rectas

Figura 1.2: Coénicas plano Euclideo

A pesar de los avances en cuanto a las secciones conicas no se habia presentado un do-
cumento formal desde Apolonio, hasta el siglo XVI cuando Girad Desargues presenta
un documento, traducido al espanol, Practica de la linea de prueba, en el cual expone
la idea que es pilar en la geometria proyectiva, la cual plantea que:

Dada una curva conica esta sigue manteniendo su condicion de conica independien-
temente de la perspectiva bajo la que se observe y que dichas propiedades permanecen
wvariables bajo tales cambios.

Para probar lo anterior Desargues introduce conceptos tales como puntos del infinito,
los cuales le permitieron una sucesion continua de correspondencia entre cénicas y re-
ducir las secciones cilindricas a un caso particular de las conicas.

Rene Descartes (1596 - 1650) en 1637 presenta un libro llamado “La geometria”, en
el tomo 2 de dicho libro realiza un tratamiento de las lineas curvas en donde reduce
el estudio y los problemas geométricos de las conicas a un tratamiento algebraico. A
la par de Descartes trabajo Pierre de Fermat (1601 - 1665) quien también utiliza el
lenguaje algebraico para estudiar las curvas que se pueden expresar como ecuaciones de
primer y segundo orden; en su libro Introducciéon a los lugares planos y solidos Fermat
demuestra la relacion existente entre las ecuaciones de primer orden con las rectas y las

de segundo orden con las conicas.
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Un alumno de Desargues sigue sus pasos en la geometria proyectiva y elabora un ar-
ticulo donde presenta el teorema del hexadgono mistico o lo que hoy se conoce como el
teorema de Pascal (1623 - 1662):

Si se inscribe un hexdgono en una conica, los puntos de interseccion de los pares de

lados opuestos estdan alineados.

Figura 1.3: Hexagono inscrito en elipse

Isaac Newton (1642 - 1727) retoma los estudios de Kepler sobre el movimiento de los
cuerpos celestes para establecer la ley de Gravitacion universal, expuesto en su libro
titulado “El movimiento de los cuerpos” donde demuestra que la 6rbita de un cuerpo
alrededor de una fuerza de tipo gravitatorio es siempre una curva conica.

Por tltimo, a partir del siglo XIX después de la aparicion del calculo matricial Arthur
Cayley y James Sylvester brindan el lenguaje matricial para representar y estudiar
las secciones cOnicas. Este lenguaje matricial surge del problema de encontrar las raices
al intersecar dos secciones conicas de tal forma que se forme un cuadrangulo.

Cayley expone que existen cinco casos de interseccidon y solo tres tipos de multiplicidad
de raices: tres raices simples, una doble y una triple y es Sylvester quien al dar solucion
llega a la representacién matricial de las conicas quien en 1851 expone, es fantastico que

una teoria de tal pureza analitica encuentre su origen en especulaciones geométricas.
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1.2. Definicion de conicas

En este apartado se hara una clasificacion de las conicas a partir de sus distintas defi-

niciones y de sus caracteristicas propias. Entre estas definiciones estan:

* Definicién como seccion conica: En esta definicion

las conicas son las curvas determinadas mediante

diferentes secciones de un plano con respecto a
un cono circular recto (Figura 1.4). Si el plano de .
seccidén que corta al cono no pasa por su vértice \

se obtiene una conica no degenerada.

Figura 1.4: Secciones coénicas

% Definicion como lugar geométrico: En esta definicion las conicas son los puntos de
curvas que verifican una determinada relacion de distancias. A partir de dicha rela-
cion, es posible estudiar las cénicas también como casos particulares de ecuaciones

de segundo grado:
ar? +by? + cry+dr+ey+ f =0

x Definicion por excentricidad: En esta definicion las conicas se distinguen por el co-
ciente entre la distancia focal (c) y el eje real (a) y se representa generalmente por la

letra e. Tal que:

e=—
a

Todas estas definiciones equivalentes de conicas no degeneradas que se han mencionado,
se relacionaran de manera particular a lo largo de esta seccion. Asi mismo se describiran

sus ecuaciones analiticas, partiendo de su definicién como lugar geométrico; finalmente

se mencionaran algunas de sus propiedades métricas.
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1.2.1. Circunferencia

Como seccion conica (Figura 1.5a), la circunferencia es generada cuando un plano y un

cono se cortan y dicho plano es paralelo a la base del cono.

2= =y

(a) Seccién conica (b) Lugar geométrico

Figura 1.5: Circunferencia

Una circunferencia es el lugar geométrico determinado por todos los puntos del plano
que equidistan de un punto fijo de ese plano (Figura 1.5b). El punto fijo se llama centro
de la circunferencia y la distancia constante se llama radio.

La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) y de radio r > 0 se expresa analitica-

mente, por la siguiente ecuacion ordinaria:
(o= P+ (g — k) =1
Al desarrollar los cuadrados, trasponer y ordenar los terminos se obtiene:
2?2 +y? —2xh —2yk + h2 + Kk —r? =0
La cual se puede reescribir como la ecuaciéon de segundo grado:

2> +y*+Dr+Ey+F=0
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En donde, D = —2h; E = —2ky F = k* + h%? — r?
Ahora bien, cuando el centro de la circunferencia coincide en el origen (0,0), se dice

que tendra como ecuacion candnica:

2 +yt=r

1.2.2. Parabola

Si el plano de seccion es paralelo a una tnica generatriz del cono circular (Figura 1.6a),

la conica que se determina en la interseccion de ambos es una parabola:

)

1
1
1
:
(a) Seccion conica (b) Lugar geométrico

Figura 1.6: Parabola

Una parédbola es el lugar geométrico determinado por los puntos del plano que equidis-
tan de un punto fijo F, llamado foco, y de una recta fija [, llamada directriz (Figura
1.6b). La recta punteada sera llamada a, la cual se considera como el eje de la parabola

y esta es perpendicular a la recta directriz que pasa por el foco.
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La parabola con vértice (h,k) y eje de la parabola paralelo al eje y es expresada

analiticamente por la siguiente ecuacién ordinaria:
(z —h)* = 4p(y — k)

Donde p es la distancia del foco al vértice. Si p > 0, la pardbola es concava o con ramas
hacia arriba, por otra parte, si p < 0, la parabola es convexa o con ramas hacia abajo.

Luego al desarrollar el cuadrado, trasponer y ordenar términos se obtiene:
22 — 2hx — 4py + h? + 4pk = 0
La cual se puede reescribir como la ecuaciéon de segundo grado:
2>+ Drx+Ey+F=0

Con D= —2h; E=—4py F = h% + 4pk
Ahora bien, la ecuacién de una parabola de vértice en el origen y con el eje de la

parabola que coincide al eje y, se dice que tendra por ecuacion canoédnica
22 = 4py

Reciprocamente la parabola con vértice (h, k) y eje de la parabola paralelo al eje x, se

expresa analiticamente por la siguiente ecuacion ordinaria:
(y — k)* = 4p(z — h)
y por ecuacién candnica
y? = 4px

Finalmente se llama excentricidad de una parabola al cociente entre la distancia focal

y el eje real, el cual debe ser 1 en todos los casos.

e=-=1

Cc
a
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1.2.3. Elipse

Cuando un plano de secciéon corta a todas las generatrices de una hoja del cono y dicho

plano no es paralelo a la base del cono (Figura 1.7a), dicha interseccién determina una

elipse.
1(0,b)
1 4
1
1
1
I
1
) o
(-a,0) Distancia ¢ 1(h,k) (a,0)
—_—— = - o -
| Distancia a
\.t\.’ Y 1
2 1
I
1
1
®
1(0,-b)
(a) Seccion conica (b) Lugar geométrico

Figura 1.7: Elipse

Una elipse es el lugar geométrico determinado por todos los puntos del plano de tal
manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos de la
elipse, es igual a un constante mayor que la distancia entre los dos focos (Figura 1.7b).
La elipse de centro (h, k) y eje focal paralelo al eje = se expresa analiticamente por la

siguiente ecuacion ordinaria:

(= WP = kP _

a? b2 1

Al reducir la expresion, desarrollar denominadores, los cuadrados, transponer y ordenar

términos se obtiene:
b a? + a®y? — 20°hx — 2a%ky + b?h? + a?k? — a®b? = 0
La cual se puede reescribir como la ecuacion de segundo grado:

Az  + By +Dx+Ey+ F =0
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Donde, A = b* B =a? D = —2b*k; E = —2a%*k y F = b?h? + a?k* — a®b?
Ahora bien, la ecuaciéon de una elipse con centro en el origen y con el eje focal que
coincide al eje x, se dice que tendra por ecuacién canonica:

2 2
S,
a b?

Reciprocamente la elipse de centro (h, k) y eje focal paralelo al eje y, se expresa anali-

ticamente por la siguiente ecuacion ordinaria:

(ﬁ—m2+@—kf_

b2 a? =1

y por ecuacién candnica

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor y a > b > 0.
Se define por excentricidad una elipse, cuando el cociente entre la distancia focal y el
eje real menor a 1, en dado caso que el cociente sea igual a 0 la conica que se determina

es una circunferencia.
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1.2.4. Hipérbola

Si el plano de seccidon corta ambas hojas del cono, la conica que se determina en la

interseccion de ambos es una hipérbola (Figura 1.8a):

-
-
"

-
o

-
-
»
»
L]
LJ
¥

(a) Seccién conica (b) Lugar geométrico

Figura 1.8: Hipérbola

Una hipérbola es el lugar geométrico determinado por todos los puntos del plano de tal
manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del
plano, llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que

la distancia entre los focos (Figura 1.8b).

La hipérbola de centro (h, k) y eje focal paralelo al eje = se expresa analiticamente por
la siguiente ecuacién ordinaria:
(z—h)?* (y—k)? _

a? B b2 =1

Al reducir la expresion, desarrollar denominadores, los cuadrados, transponer y ordenar

términos se obtiene:

b a? — a?y? — 2b%ha + 2a%ky + b2h? — a?k? — a?b* = 0
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La cual se puede reescribir como la ecuaciéon de segundo grado:
A2 + By +Dx +Ey+F =0

Donde, A = b%; B = —a? D = —2b’k; E = 2a’k y F = b’h® — a?k? — a®b?
Ahora bien, la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen y con el eje focal que

coincide al eje x, se dice que tendra por ecuaciéon canodnica:

2 2
2y
a? b2

Reciprocamente la hipérbola de centro (h, k) y eje focal paralelo al eje y, se expresa

analiticamente por la siguiente ecuaciéon ordinaria:

(y= kP (o= hy?

a? b2

y por ecuaciéon candnica

Donde a es la longitud del semieje transverso y b la del semieje conjugado, con a,b > 0
Se define por excentricidad una hipérbola, cuando el cociente entre la distancia focal y

el eje real es mayor a 1.
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1.2.5. Conicas degeneradas

Las conicas degeneradas son las curvas determina-
das mediante diferentes secciones de un plano con
respecto a un cono circular recto (Figura 3.15). Si
el plano de seccién que corta al cono pasa por su
vértice representa el lugar geométrico de un pun-

to, una recta, dos rectas paralelas o dos rectas se-

cantes. Estos casos particulares se llaman también

formas limite de las conicas. Figura 1.9: Secciones cénicas degeneradas

= Punto: Si el plano de seccion es paralelo a la base del cono por el vértice, la conica

degenerada que se determina en la intersecciéon de ambos es un punto.

= Recta: Si el plano de seccién contiene al vértice y es paralelo a una finica gene-
ratriz del cono circular, la conica que se determina en la intersecciéon de ambos es
precisamente la recta generatriz y la cual tendra por ecuacion general de segundo

grado:
dr+ey+ f=0

= Rectas paralelas: El par de rectas paralelas se representan mediante la ecuaciéon

general de segundo grado:
ax’+ey+f=0

= Rectas secantes: Si el plano de secciéon contiene al vértice y es perpendicular a la
base del cono, la conica que se determina en la interseccién de ambos son dos rectas
secantes. El par de rectas secantes se representan mediante la ecuacion general de

segundo grado:

ar’ +by* +dr+ey+ f=0
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1.3. Clasificacion de cuadricas

Definicion: Superficie Cuddrica, es la grafica de una ecuaciéon de segundo grado con

tres variables z, y y 2z de la forma
ar? + by + 2> +dry +exz+ fyz+gr+hy+iz+j=0

Donde a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j son constantes y a, b, ¢, d, e, f #0
La tabla que se presenta a continuacién muestra graficas de superficies cuddricas. Todas

las superficies resultan simétricas con respecto al eje z.

Superficie Ecuacién

Elipsoide

2 2 2
R VL
¥+—+C—2=1

Todas las trazas son elipses

Paraboloide eliptico

z

Las trazas horizontales son elipses

Las trazas verticales son parabolas
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Superficie

Ecuacion

Paraboloide hiperbélico

PR Y

c a2 b?

Las trazas horizontales son hipérbolas

Las trazas verticales son parabolas

Cono

22 .’L’Z y2

- = + =z
2 a2 b2
Dependiendo el plano de seccién se
determinan las distintas conicas

Hiperboloide de una hoja

z

2 2 2
x
22
a b2 2

Las trazas horizontales son elipses

Las trazas verticales son hipérbolas
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Superficie

Ecuacion

Hiperboloide de dos hojas

z

2 2 2
?oy 2
b2 2

a2

Las trazas horizontales en z = k son elipses

Las trazas verticales son hipérbolas

Esfera

4yt 422 =02

Todas las trazas son circunferencias

Cilindro hiperbélico

2 2
v
a b2

Las trazas verticales en y = k son
hipérbolas

Tabla 1.1: Clasificacién de cuadricas

Existen casos en los cuales una superficie a pesar que satisface las condiciones para
serlo no lo es. En tal caso se dird que la superficie es una de las siguientes superficies
degeneradas: Un plano, par de planos paralelos o par de planos que se cortan.
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1.4. Expresiones equivalentes
Una coénica se determina por la siguiente ecuacion general de segundo grado:
ar? +by?> + cxy+dr+ey+ f=0 cona,b c#0

Vian, J (1997) menciona otras expresiones equivalentes de la ecuacién de una conica o

cuédrica las cuales son:

= En funciéon de una tnica matriz simétrica que se llamard A, cuyos términos estan
determinados por los coeficientes de la ecuacion general de segundo grado, de la

siguiente manera:

c d

i a§§
(xyl)A y | =0 con A= < b £
L 25 S

Ejemplo:

La matriz de coeficientes simétrica asociada a la siguiente forma cuadrética:

2 g 2 _
8 z° =3y "+ 6 xy+_4 y+ ? 0
a b c e

Se observa que los coeficientes de los términos cuadrados estan sobre la diagonal de la
matriz, mientras que los coeficientes de los demés términos estan divididos por la mitad

y distribuidos de manera simétrica, situacion que nos lleva a

g ¢ % 8 3 0
A=1$§% 3 4 [=]3 -3 2
S 2 5 0 2 5
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De manera que tendra por ecuacién caracteristica

8§ 3 0 T
(:I:y1> 3 -3 2 y | =0
0 2 5 1

= En funcion de infinitas matrices no simétricas cuyos términos estan determinados de

la siguiente manera:

x a o p
(Q;yl)A Y =0 con A= q b r
1 s t f

Esto es,

ar? + by  + (o+qQry+(p+s)z+(r+t)y+f=0
S~—— —— S~——

c d e

Donde los coeficientes de los términos cuadrados van sobre la diagonal, mientras que
los términos con productos cruzados son: c=o0+¢q, d=p+sye=r—+1.
Ejemplo:

Tomando como referencia la anterior ecuacién de segundo grado:

2 o 2 _
8 x2° =3y "+ 6 zy+_ 4 y—+ ? 0
a b c e

Los coeficientes de los términos cuadrados van sobre la diagonal de la matriz, sin embar-
go, los coeficientes de los términos con productos cruzados resultan de la suma de otros
dos, situacion que nos lleva a determinar infinitas matrices de coeficientes diferentes

entre si, se ensefian dos matrices A; y Ay con A; # Ay a modo de ilustracion
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8 2 5
A = 4 -3 1
-5 3 5

Donde se verifica facilmente que c=2+4=6,d=5+(-5)=0ye=1+3=4.

La cual tendra por ecuacion caracteristica

8§ 2 5 x
<:Uy1> 4 -3 1 y | =0
-5 3 5 1

8 1 2
A= 5 -3 3
-2 1 5

Donde c=1+5=6,d=2+(-2)=0ye=3+1=4.

La cual tendra por ecuacion caracteristica

8 1 2 T
(xyl) 5 -3 3 y | =0
-2 1 5 1

» Los sectores cuadraticos estan determinados por la siguiente ecuacion general de

segundo grado:
ar? +by* + c2® +dry +evz+ fyz+gr+hy+iz+j=0 con a,b,c dye f#0

Anélogo a las secciones conicas, esta ecuacion se puede expresar en relacion a una matriz

A simétrica o no simétrica de coeficientes, con la diferencia que esta matriz seré de 4 x 4.
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d e
x a 5 3 3
d f h
y b f 8
<[L'yzl>A =0 con A= 2 2 2
e f 7
o 2 2 ¢ 2
h 1 .
1 5 2 3 J
» Finalmente expresadas en coordenadas homogéneas
\ Ecuacién homogénea Abreviada
_ x
Coénica (xyt)A y
t
X'AX =0
x
Cuadrica Y
(z Yy z t)A s
t

Tabla 1.2: Coordenadas homogéneas

39

Donde X representa el vector columna de coordenadas de los puntos de la conica y la
cuadrica respectivamente. De la cual se puede deducir que, en coordenadas homogéneas,
los puntos de la conica y cuadrica son vectores autoconjugados los cuales determinan

la matriz asociada A.



Capitulo 2

Problemas fundamentales

Como lo menciona Lehmann en su libro geometria analitica, existen dos problemas fun-
damentales de dicha area, los cuales se pueden extender al estudio de la representacion

matricial de las conicas y cuadricas.

I. Dada graficamente una curva o una superficie, determinar su ecuacién en funcion

de la matriz A asociada a la coénica o cuadrica.

II. Dada una ecuaciéon en funcién de la matriz A asociada a la conica o cuadrica

interpretarla geométricamente.

2.1. Primer problema fundamental

De acuerdo con Lehmann (1989) se define una curva o superficie como el lugar geomé-
trico descrito por todos los puntos y solamente de aquellos puntos, que satisfacen una
o méas condiciones geométricas dadas. De esta manera, el problema a desarrollar ahora,
es determinar la ecuacion en funcion de la matriz A que describe aquella conica al pasar

por una colecciéon de puntos. Retomando la ecuacion general de segundo grado:

ar? +by* +cry+dr+ey+ f=0

40
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Se observa que la ecuacién tiene 6 parametros a de-
terminar, sin embargo, si se garantiza que alguno
de ellos no es cero, se puede dividir y representar

una sola conica bajo esa representacion, por lo que

Pyalxgyq)

son b condiciones las que determinan a la ecuacion.
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Pa=Ryy)

Si los puntos son Pi(21,y1), Pa(z2,v2), P3(23,3),
Py(z4,y4) v Ps(x5,ys), basta con resolver el siguien-

te sistema de ecuaciones:

ax? + by} + cryyy +dry ey + f =0
ax3 + bys + crays + dry +eys + f =0
azi + by + crsys + deg +eys + f =0
azi +byd + crqys +deg +eys + f =0

ax? + by? + crsys + drs +eys + f =0

La cual tendra por matriz aumentada

22y} my oz oy 10
5”% Y5 TaYa T2 Y2 1]0
T3 Y3 m3ys x3 ys 1|0

T3 y? ways x4 ys 1]0

x% y?, Tsys T5 ys 1|0

Figura 2.1: Conica dados 5 puntos

Lo siguiente es reducir la matriz a la forma escalonada reducida, sin embargo, antes

de hacer el procedimiento como menciona Gonzilez (2009), existe otro método més

practico para resolver el problema, el cual es:

Considerando los puntos Pl(xh yl); P2(952>Z/2)> P3(9537y3)7 P4(334, y4) y P5(5U5, y5):
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170k y)
Py

P (v
P, y)

Figura 2.2: Cinco puntos distintos en el plano

= Lo primero es determinar las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos P, P;
y P, P, respectivamente, las cuales se denotaran con 0.

Opps = {(2,y) € R?|(y — o) — m(z — x2) = 0 con m = 55 — 32 (2.1)
5 42

Sppy = {(2,9) €R?(y — 1) — n(a —21) =0 con n = L7

2.2

p—— (2.2)

El producto de la ecuacion (2.1) y (2.2) determina la cénica degenerada C; que las
representa y la cual contiene a los puntos Py, P, Py y Ps:

Cy = 0p,p0np, = {(2,y) € R*|((y —y2) —m(z — 22))((y — 1) —n(x — 1)) = 0} (2.3)

0

15
St

4=
|
1
|
\
\
|
\
)
\
L
!
\
1
\

Figura 2.3:

Conica degenerada C:
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= Seguidamente se determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P P5 y

PPy
S, = {(xy) € Ry —p) —pla—o0) =Oconp= L=y (2
2 Ya — Y2
Or,py = (2,y) € R¥(y —2) — o —23) =0 con 0= ———>} (2.5)
4 — L2

Anéalogamente, el producto de la ecuacion (2.4) y (2.5) determina la conica degenerada

Cs que las representa y la cual contiene a los puntos Py, P, Py v Ps:

Cy = p,p0p,p, = {(2,9) € R?|((y — y1) — ple — 1)) ((y — y2) — o(x — z2)) = 0} (2.6)

Figura 2.4: Cénica degenerada C-

Al establecer la combinacion lineal entre C (2.3) y Cy (2.6) se determina la ecuacion

general de la conica C que se desea hallar:
C=MC1+X0,=0

La ecuacion (?7) determina todas las posibles conicas que pasan por los punto Py, Ps,

Py y Ps. Solo basta con determinar la conica que pasa por el punto P restante.

C(zs,y3) = MC1 4+ X0y =0
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Donde,

~ AaCh(x3,93)

MO =
i Cl(x37y3)

con Ay € R—{0}

Por lo tanto, A; depende del valor real que tome \,. Asi, la ecuacion de la conica que

pasa por los 5 puntos estard determinada por la ecuacién:

~ AaCh(x3,y3)

C p—
Ci(z3,ys3)

C1+ X0, =0

Finalmente, el proceso se reduce a determinar la matriz de coeficientes que describe

aquella conica al pasar por la coleccion de los 5 puntos, donde:

MO+ X0, =0
sustituyendo en la ecuacion C y Cs, se consigue
My —y2) —m(z —22))((y —y1) —n(x — x1)) + A2((y — y2) — o(x — 22))((y —v1) —p(x —21)) =0
Al distribuir, trasponer y ordenar términos, se obtiene la siguiente expresion:
(A +22)(y—y2)(y—y1) — (Arn+Aep) (y —y2) (z — 1) — (AMim+ A20)(y —y1) (z — z2) + (Armn+ Azop) (z — 1) (z —x2) = 0
a continuacion, se reduce la expresion en términos de las siguientes variables

a(y —y2)(y —y1) = by —y2) (@ — 1) — c(y —y1)(x — 22) +d(x — 21)(x — 72) = 0

Donde,

a = )\1 + )\2
b= /\m + )\2p
Cc = >\1m + )\20

d = A\ymn + Ayop
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Después de operar, transponer y ordenar términos se obtiene la ecuacion:

da? + ay® + (=b — c)xy + [bys + cy1 — d(z1 + x2)]x + [bry + cro — alyy + o)y + f =0

La cual tendra asociada la siguiente matriz de coeficientes simétrica:

d _(btd) byateyr —d(z1+22)
2 2
A= _ (bto) a bziteza—a(yi+ys2)
2 2
bys+eyr —d(z1+x2)  britcra—a(yi+y2) f
2 2

Con,

[ = ayiys — byax1 — cy172 + dr179
bys + cy1 — d(z1 + 22) = (Min + Aap)ya + (Aim + A20)yr — (Aimn + Asop) (1 + 22)

by + cxo — a(yr + y2) = (Min + Aap)1 + (Aim + A20)x2 — (A + A2) (1 + ¥2)

Conjetura

Sea

_)\202(1’37 3/3)

MO =
i Ci(z3,y3)

con Ay € R— {0}

La matriz de coeficientes sera irreductible si y solo si Ay = il con Cy(x3,y3) =

.| .

k
CQ(x37y3):7 donde ia j; k7 [ GR}’Z,]?AO
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2.2.

En esta seccion se aborda el segundo problema fundamental mencionado al inicio del
capitulo 2. Donde se espera establecer el tipo de conica y cuadrica que se genera al po-

seer una matriz de coeficientes sea simétrica o no simétrica, al satisfacer la estructura

CAPITULO 2. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

matricial presentada en la siguiente tabla.

Segundo problema fundamental

Canénica
Conica Natriz d fic Natriz d fic
Ecuacién atriz .e qona_ icientes atriz e.cqe |_c|ente5 no
Simétrica Simétrica
1 0 0 1 m 1
Circunferencia | x* +y* = r? 0 1 0 -m 1 o
0 0 —r? -n —o -1r?
0 0 —2p 0 m n
¥® = dpx ( 0 1 i} ) —m 1 o
—2p 0 0 —(d4p+n) —e 0O
Parabola
1 0 0 1 m 1
x2 = 4py (D 0 —ZP) (—m 0 o)
0 -2p O -n —(4p+0o) O
. . B2 o0 W] b? m n
x° oy 2 2
PEREY =1 0 a 0 —m a o
@ 0 0 —a’b? -n —o —a®b?
Elipse
x* oyt a‘* 0 0 a’ m n
—t+t==1 2 2
b* gt 0 b li] -m b o
0 0 —a?b? -n —o —a%b?
a 2 b2 0 0 b2 m n
X ¥ 2 2
== b_* =1 0 —a 0 —m —a o
“ 0 0 —ab® -n —o —a?b?
Hipérbola
y? 2 —-a? 0 0 —a’ m n
o=l 0o B 0 -m  b? o
a 0 0 —alh? —-n —o —a’b?

Tabla 2.1: Clasificacion de conicas a partir de la matriz candnica de coeficientes
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Ordinaria
Conica : =
Ecuacién Matrlzsdit:n%ct::‘?:lentes Matriz de coeficientes no Simétrica
1 (O —h 1 m n
Circunferencia | (x — h)* + (y —k)* =r® ( 0 1 ~k ) =m 1 st ..)
—h -k R*+k%2—1r? —(2h+n) =(2k+o0) h*+k~=r-
0 0 -2p 0 m n
(y—k)=4p(x—h) ( 0 1 -k ) ( -m 1 0 )
-2p -k k*+4ph —(d4p+n) —(2k+0) Kk*+4ph
Parabola
1 0 =h 1 m n
(x —h)* =4p(y — k) 0 0 —2p ( -m 0 L0 )
—h —2p h*+4pk —(2h+n) —(4p+0) h*+4pk
( B 0 —b"h) ( b? m n)
— 2 a2 0 a® -a%k —-m a o
"‘a—z"’ 4 bzk) - _b%h —a?k F ~@bh+n) -(2a%k +0) F
Con F = (ah)® + (bk)* — (ab)?
Elipse
( a? 0 —azh) ( a? m n)
- kY2 EER 0 bz —b:k -m b? []
& b:’) o a:" = -a*h -b*k F —-(2a*h+n) —(2b%k+0) F
Con F = (bh)* + (ak)® — (ab)?
( b 0 —b’h) ( b? m_ n)
- kN2 O 0 —G: ﬂzk :m :a“ (4]
& a:” L b:" = —b*h a®k F —(2b*h+n) 2a*%k—0 F
Con F = (bh)? — (ak)* — (ab)*
Hipérbola
(—az 0 a’h ) ( —-b? m n)
S 0 b*  —b%k -m a’ 0
4 a:" L b’h] =1 a*h -b’k F 2a*h—n —(2b°k+0) F
Con F = (bk)* — (ah)* — (ab)®
Tabla 2.2: Clasificacion de conicas a partir de la matriz ordinaria de coeficientes
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Canonica
Cuadrica = — = —
Eondicion Matriz de coeficientes Matriz de coeficientes no
Simeétrica Simétrica
B2 ) o0 A B m n p
2 2 2 S 2.2
Elipsoide | = 4% 4% e el RHLan
P Z + oE 1 a 0 a'b® o -n =g a°h? g
0 0 0 —afhiet - -g -5 —a®bi?t
be 0 0 0
0 a’c ] 0 b*c m n el
Paraboloide x y oz 5 5 a’h’ -m e’ o q
Eliptico = B TE -n -0 0 s
a’h -p = —{a?b*+5) 0
0 22 0 p - = )
b3 (1] 0
0 -ac 1] ] bic m n P
Paraboloide x ¥y oz a’b® —-m —a‘e o q
Hiverbéli LT o0 0 -
iperbolico aZ @ g2 2 -n =0 0 5
Zp2 = 5t —(alh? 0
0 o _ﬂ P q {a + 3]
2
hee2l D 0 0 e m n D
] 2 a - 2.3
cono | T r_Z s Lo mRE
CEEl T 0 o a?b® 0 -1 =0 =g°b s
0 i i] (1] _p _q - D
s b%c? 0 0 0 b%2 m n P
Hiperboloide | == y= z° 1 0 et 0 ] -m a®c® e g
deunahoja | g2 T pz 2 0 0 —a’k o -t =0 =—ab? g
] ] 0 —ath3c? -p —q —g —pihipt
-b%? 0 0 0 =hie!  m n P
Hiperboloide | x* y® z° 8 —a%® 0 0 S enEE T g
g = 232 712
de dos hojas R R 0 0 a'b 0 -1 —a  a‘h 5
o 0 0 -a’b*? -p - -5 =—a’bi
1 00 0 1 m n p
z 2 i 0 1 0 0 -m 1 a g
Esfera xS Et=T 5 6 1 & R :
0 0 0 -rt -p -q -s -r?

Tabla 2.3: Clasificacion de cuadricas a partir de la matriz canonica de coeficientes
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Tabla 2.4:

Clasificacion de cuadricas a partir de la matriz ordinaria de coeficientes

Crdinaria
Cuddrica
Ecuacicn Matriz de coeficientes Simétrica Matriz de coeficientes no Simétrica
[ pAge 8 fi b2 m P
=] atct T
. z o = . [T 1 |_|_ ) [&] || —f —n R
Elipsoide kel 4 - k) . [l =1 —hBPeE —knte? Ve[ 2hbe? & p)  =(2ka%e® & q) i F!
o 3 T
Son F = {heh)” + {ack)”™ + {abi) Inifu:-".
h [l i —hbkt
L] a“c (] —kacc i -5 m ] n
ip
R |
Farabaloids T=h7¢  (v=kV¥ _iz-1 S P
Eliptico r a? - +- hi L= [ 1 l'-._—ﬁn‘e‘c- —k® ——'ﬂ.: v ,.nl “o(2kbEc 1 p) {kafo 1 g (afBP0 2y B
Con F = b*ch® 4+ a*ck® + a*bi
b [ 1 —hb*c
0 —a’c o K ¢ b a o o
i a i - g_}'- m atc : q ]
. . 2 -n —a =
Faraboloide =R (F—K° _(s-10) ] \—[ThbECE BE_ o —falbiasy RS
| Eperbélice ot mbc kete 90 f (Zeb°c"+p) Bho'c"—gq —(a'b +s) F
Con F = bich® afck? | a?b%
{ B3 i i b2 ey b3t m n Y
i a*c? i —ka?c® m it o q ]
B : L g .- ] i —a*h®  [(gth* —f — — gt g
Cono l.i’—-"'l‘_'_l"l Eh‘:f——II‘ \ BEZo? kale?  ialhE Fo! \_=hblel 4 p}  —(2katc? 4 ) 2ath? —a) o
ﬂ.‘ " r.‘
Can F = {beh)* + (ack)® — (abi)®
[ e ] ] i L ! Py
] atzt ] @ g
. . . . i i —ath? E y
Hiperbolodde [ (x—R)® y=—kF (2= -1 EbE  —koic?  (oih? i \ a5 =
de una hoja o g FE— 9
Can I’ = {beh)™ + {ack)™ — I,u.b!l'—{nbc}"
b g i wbict —bc? m n P
o —a%c® 0 kate? J ] afe¥ @ q
= . . . o L] a“k" —io*h* —tt —a athd e
H||:E|t0bfh Az - v k¥ =i - ‘ab2c?  kolo® jolnd F 2hb?c® — p  2kalc? — g (2ralb® 5] F
de dos hajas a2 B? =
Con F = —{bek)® — (@ck)® + {ebi)* — [ﬂbﬂ‘)z




20 CAPITULO 2. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

Pertenece al plano x = m
Conica B?
Ecuacion Matriz de coeficientes Simétrica
0o 0 0 1/,
—k)F  (z—i) 0 11f: 0 _k}r:
Circunferencia | x + 0 "“ + Q: m+1 = 1 e
Sy = 0 0 fs: - lfs:
i,fg —kfs.: —if_g: k-f3:+f-f5:—[m+1}
0 0 0 0
0 1 0 —k
1
Pardbola mit(y—k¥+1==z o o0 0 -
0 -k —- mi+ki+1
[0 0 0 s \
1 S
Elipse O EelE R e 0 ./p_
pl = 0 0 lf‘rf _afr:
tklfz _kfpz - 2 k_}(p: + [.df",.:. - (m+1)
0 0 0 1, \
3 s o -1/, o kr
- -k -9 B P
Hipérbola x— — + —=m+1 :
H P e 0 0 1/1..: _if?.:
\1){2 kfpz _ifr: i‘fr:_[k‘fpz +m+1)

Estas tablas de clasificacion seran el pilar del estudio, debido que en el transcurso del
documento se estard haciendo referencia ala matriz de coeficientes simétrica o a la

matriz de coeficientes no simétrica de las diferentes conicas.



Capitulo 3

Operaciones matriciales

En esta seccion se hard un estudio en funcion de las matrices de coeficiente asociada
a las conicas por su propio valor. Dado que estas matrices estdn sujetas a propiedades

algebraicas que permite desarrollar calculos y operaciones con ellas.

3.1. Multiplicacion por escalar

Sea A una matriz de coeficientes de 3 x 3 de la ecuaciéon de una coénica y ¢ un escalar,
de manera que la multiplicaciéon por escalar corresponde a la familia de matrices de co-
eficientes equivalentes entre si, las cuales se llamaran matriz de coeficientes equivalentes

y son representadas de la siguiente manera
[A] = cA

Esto es, la familia de matrices que sean equivalentes a A, con a;; y ¢ € R tal que c serd

una constante de proporcionalidad. En términos de una relacién sera:

aA .
laij] = [bi;] si y solo si — = ¢ para cada a;; y b;; diferentes de cero
ij

Esto significa que

ol
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[A] = [B] o [[a;;]] = [[bi;]] st y solo si [ai;] = [bi;]; esto es, siy solo si % =c
ij

Esta relacién se comporta como una relacion de equivalencia, por lo cual cumple que

es:

1.

IT.

III.

Reflexiva

Para todo a;; € R se tiene que:

s
laij] = [ai;] ya que =L = 1; donde 1 es la constante de proporcionalidad

aij
Simétrica

Para todo a;; y b;; € R se tiene que:

st [ai;] = [bi;] entonces Y_ ¢

por propiedad de los reales se puede establecer que

b 1
L — k donde k = =

Qg5 C

donde % es la constante de proporcionalidad, por lo que se puede concluir que

[bi;] ~ [ay;]

Transitiva

Sea a;j, bij y cij € Ry [ag;] = [by] y [bi] = [eij]

Como [a;j] = [b;j| entonces S (3.1)
ij

Como [b;j] = [c;j] entonces =P (3.2)
ij

De la ecuacion (3.1) b;; se puede expresar como (LT], al reemplazar en la ecuaciéon

(3.2) se obtiene
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Aij .
7
Cij kCij

Resolviendo

Donde kp es la constante de proporcionalidad, por lo que se puede concluir que

[aij] = [ci].

Cada clase de equivalencia de esta relacion la cual ha sido llamada matriz de coeficientes

equivalentes corresponde al producto escalar y seran:

la]) = {1bi): 32

ij

= ¢, donde c es la constante de proporcionalidad }

[A] = cA = dla;;] = [ca;] = [b;] = B

a continuacion, se consideraran unos cuantos ejemplos para ilustrar la forma en que se

evidencia las matrices de coeficientes equivalentes tanto simétricas como no simétricas

Ejemplos

Matrices simétricas

_ 1 2 4 2 4 B8 4 8 16 8 16 32
2 35 =14 6 10 | = 8§ 12 20 | =1 16 24 40
4 5 7 § 10 14 16 20 28 32 40 56

- 3 7 10 6 14 20 9 21 30 1228 40
7 8 3 =1 14 16 6 =1 21 24 9 =1 28 32 12
10 3 13 20 6 26 30 9 39 40 12 52
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Matrices no simétricas
4 3 5 8§ 6 10 -12 -9 15 2 3
-2 1 6 = -4 2 12 |=( 6 -3 -18|=[-1 3
-5 -5 —4 -10 —10 -8 15 15 12 -2 3
1 5 —6 2 10 12 -3 —15 18 3 2 2
7 0 8 =14 0 16 |=-21 0 -24]=|Z% 0 3
3 -9 -7 6 —18 —14 -9 27 21 1 -3 —%

Proposicion 1

Sean Ay y Ay matrices de coeficientes. Si Ay y As € [A] entonces

misma conica.

Demostracion

Sean

Ai=1 2 b 2|y A=] 2 n 2
9N 35

Como A; y Ay € [A] entonces existe una constante de proporcionalidad k, tal que

&
d;

by
by

ai

a2

Cl—k'
-

C2

h
f2

el_k'
-

€2

= k; =k; =k; =k

luego

ay = kag; ¢ = keg; dy = kdy; by = kby; e1 = keg; fi = kfa.

se determina una

N Ot



3.1. MULTIPLICACION POR ESCALAR 95

Ahora A; tendra por ecuacion caracteristica.

at? + byt + ey +diz+ey+ f1 =0 (3.3)

remplazando términos, se obtiene

kasx? 4 kboy? + kcoxy + kdox + kesy + kfy =0

esto es

k(a2x2 + boy® + cory + dox + €2y + f2) =0

por lo tanto

a2 4 byt + cory + dot 4+ €3y + fo =0 (3.4)

Luego, como (3.3) y (3.4) son equivalentes entonces la conica que se determina sera la
misma.
Ejemplo

Sean dos matrices de coeficientes simétricas asociadas a dos conicas:

4 6 8 6 9 12
Ai=1] 6 14 12 y As=1 9 21 18
8 12 10 12 18 15

A tendra por ecuacién caracteristica

4a® + 14y* + 12zy + 162 + 24y +10 =0

Se observa que 2 es un factor comun de los términos, por lo tanto, al factorizar la
ecuacion se obtiene

222 + Ty* 4+ 62y +8r + 12y +5 =10



56 CAPITULO 3. OPERACIONES MATRICIALES

A, tendra por ecuacién caracteristica

62% + 21y + 18zy + 24w + 36y + 15 = 0

Se observa que 3 es un factor comun de los términos, por lo tanto, al factorizar la
ecuacion se obtiene

22 + Ty* + 62y + 8z + 12y +5 =0

2 3 4

En ambos casos la ecuacion determinada tendra por matriz de coeficientes A= | 3 7 6

4 6 5

De tal manera que A; y A, pertenecen a la clase de matriz de coeficientes equiva-

lentes A, esto es

2 3 4 4 6 8 6 9 12
3 7 6 =16 14 12 | = 9 21 18
4 6 5 8 12 10 12 18 15

Aunque el ejemplo se planted para dos matrices de coeficientes simétricas, el procedi-
miento es andlogo para infinitas matrices simétricas y no simétricas.

Por lo estudiado en esta seccion nace la nocién de matrices equivalentes que surge
de lo que se conoce como el factor comin de los términos de un polinomio, pero es

abordado desde una operacién propia de las matrices como lo es el producto escalar.
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3.2. Adiciéon y sustraccién de matrices

Sean A y B dos matrices de coeficientes simétricas asociadas a dos cénicas.

a § 4 95 3%
A= S b g y B= %hg entonces
25/ A
a s g 954 atg G2
C=]¢bp s |+ intk]|= (c:2ti) b+ h (e;k)
tsr) \iso) (92 e g

Esta es una operaciéon en la que partiendo de dos matrices de coeficientes se obtiene
una tercera matriz C la cual conserva la estructura de simetria por lo tanto se dird que
es cerrada bajo la operacion de la adicién y sustraccion y se podra asociar a la ecuacion
de una tercer conica X'CX = 0.

Ejemplo

Sean dos matrices de coeficientes simétricas asociadas a dos conicas:

10 0 1 3 2
A=101 0 y B=|3 3 5
0 0 16 2 5 —9

I. A tendra por ecuacion caracteristica

4y —16=0 (3.5)

1. B tendra por ecuaciéon caracteristica

224+ 3y> + 62y + 42+ 10y —9 =0 (3.6)
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Al realizar la suma de los polinomios (3.5) y (3.6) se obtiene.

22% + 4y* + 6y + 4z + 10y — 25 =0

2 3 2
La cual tendré asociada la matriz de coeficientes C' = | 3 4 5
2 5 =25
La cuél resulta asimismo de la siguiente operacion
10 0 13 2 2 3 2
C=A+B=101 0 [+[33 5 |=]34 5
0 0 —16 2 5 -9 2 5 =25

Aunque el ejemplo se plante6 para la suma de dos matrices de coeficientes simétricas
el procedimiento es analogo para infinitas matrices simétricas y no simétricas.
Su representacion grafica se muestra a continuacion como la coénica de color naranja en

(Figura 3.1).

1 0 0 1 3 2

0 1 0 + I3 3 5

0 0 -16 2 5 9
MatrizA MatrizB

A

Figura 3.1: Coénica asociada a suma de matrices



3.2. ADICION Y SUSTRACCION DE MATRICES 59

De manera analoga se puede establecer que la sustracciéon de matrices da como resultado
otra matriz, utilizando las matrices anteriores se obtiene graficamente la céonica de color

azul en (Figura 3.2).

1 3 2
— 3 3 5
2 5 9
MatrizB
i

Figura 3.2: Cénica asociada a resta de matrices
Proposicion 2

Sean A y B malrices de coeficientes simétricas asociadas a conicas y C = A+ B. si
A = B entonces las ecuaciones de las conicas asociadas a las matrices de coeficientes
A y C determinan la misma conica

Demostracion

Si A = B entonces C' = A + A por lo tanto C' = 2A.

Por definicion de matriz de coeficientes equivalentes A € [A] y 24 € [A] por lo tanto
C € [A]. Como Ay C € [A] por la proposicion 1 las ecuaciones asociadas a las matrices
de coeficientes A y C' determinaran la misma conica.

En general, si A es una matriz simétrica de coeficientes asociada a una conica, entonces

la suma de k términos de una matriz seré:

A=A+ A+A+. . +A

k terminos
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Como consecuencia de la proposicion anterior se deduce que kA € [A] y A € [A] por lo
tanto las ecuaciones asociadas a las matrices de coeficientes kA determinan la misma

conica que la matriz de coeficientes A.

3.3. Multiplicacién de matrices

Sean A y B dos matrices simétricas de coeficientes asociadas a dos conicas, entonces el

producto C' = AB sera la siguiente matriz:

a ¢ 4 g & 1 1 dag+ci+dj 2ai+2ch+dk 2aj+ ck+ 2dl
C=AB=1| ¢ b ¢ 5 h 5 [ =3 2it2g+ej 4bh+citek 20k +cj+ 2el
g ¢ f ik 2dg + ei + 2fi  di+2eh+2fk  dj + ek + 4f1

Se debe resaltar que la multiplicaciéon de matrices simétricas no es una operacion cerra-
da, inicamente la matriz C es simétrica y se puede asociar a la ecuacion de una conica
cuando A = B, lo cual con lleva al desarrollo de potencias de una matriz.

Sin embargo, si es una operacion cerrada cuando se asumen A y B como matrices no

simétricas, esto es:

a b c j k1 a’?+bd+cg ab+be+ch ac+bf+ci
C=AB=|d e f m n t | =| ad+de+fg € +bd+ fh cd+ef + fi
g h i o p q ag+dh+gi bg+eh+hi i>+cqg+ fh
Ejemplo
1 -5 4

L 22 +9y*—6xr—4y—10= X' 5 1 3 X=0

-10 =7 —-10
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1 —-10 -2
L 22+ — 122 +13y—8=X'"| 10 1 4 |X=0

-10 9 =8
1 -5 4 1 —10 -2 -89 21 —54
¢ = 5 1 3 10 1 4 |=] -15 —22 =30
—-10 -7 -—10 -10 9 =8 20 3 72
-89 21 —H4
Con ecuacién caracteristica X! | —15 —22 —30 | X =
20 3 72

Graficamente se determina la curva de color morado en (Figura 3.3)

1 -5 4 1 -10 5
A 5 1 3 X 10 1 4
10 7 -10 -10 9 -8
MatrizA MatrizB
C’
B

Figura 3.3: Conica asociada a la multiplicaciéon de matrices

61
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3.4. Potencia de una matriz

Sea A una matriz de coeficientes asociada a una conica, entonces la potencia de una

matriz sera

AP =AXxAxAx..xA

k factores

Ejemplo

a 3 % a 3 g 4a’ + 2 +d*> 2ac+2bc+de 2ad+ ce+ 2df

1

A? = 5 b 3 5 b 3 =1 2ac+2bc+de  4b2+c2+e>  2be+cd+2ef

4 ¢ f 4 ¢ f 2ad + ec+2df 2be+cd+2ef d% 4 €%+ 4f?

a b c a b c a>+bd+cg ab+be+ch ac+bf +ci
B=1|4d e f d e f|=1| ad+de+ fg e2+bd+ fh cd+ef + fi

g h 1 g h 1 ag+dh+gi bg+eh+hi i®+cg+ fh

Esta es una operacién en la que partiendo de una matriz de coeficientes se obtiene una
segunda matriz la cual conserva la estructura de simetria o no simetria respectivamente,
por lo tanto, se dird que es cerrada bajo la operacion potenciacion y se podra asociar a

la ecuacion de una segunda conica X'AX = 0.

Ejemplo

24y 4+ 20y + T +2y—3=X"| 14 1 |X=0

7
1 -3
7 7 7 7 169 681
11 1 11 7 11 2 T 6 14 338 611
A=1141 1 4 1 14 1 |=| 19 g5 17T [=¢] 338 680 274
7 7 7 681 137 333
71 -3 71 -3 71 -3 681 137 333 611 274 666
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La coénica que se asocia a la matriz A3 estara representada por la ecuaciéon caracte-
ristica X!A%X = 0, la cual graficamente estara representada por la curva de color verde

en (Figura 3.4).

1 1 35
1 4 1
35 1 -3
MatrizA
A
B

Figura 3.4: Coénica asociada a la potencia de una matriz

Al realizar el estudio de la potencia de matrices simétricas, se establecen ciertas parti-

cularidades que se cumplen con las conicas.

3.4.1. Particularidades de las potencias
Circunferenica

Sea A la matriz canénica de coeficientes de la circunferencia:

10 0
A=101 0
00 —r2
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a) Si las k potencias son pares, es decir:

2k
10 0
A* =101 o con keZ"
00 —r?
Entonces
2k
1 0 O 120 0 10 0
01 0 = 0 1% 0 =101 0
00 —r? 0 0 (—r?* 0 0 (r¥*)?
La cual tendra por ecuacion caracteristica:
IE2 4 y2 — —(T’Qk)Q (37)

La ecuacién (3.7) corresponde a una circunferencia imaginaria, por lo tanto, con poten-
cias pares no tendrd una representacion real.

b) Si las k potencias son impares, se tendria que:

2k+1
1 0 O
AL =1 0 1 o0 con keZt
00 —r?
Entonces
2k+1
1 0 0 12k+1 0 0 10 0
01 0 = 0 12k+1 0 =101 0

00 —r? 0 0 (—r?)*H 0 0 —(r¥+1)2
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La matriz de coeficientes corresponde a una circunferencia con ecuacién canoénica de

radio 7%*1 la cual tendra por ecuacién caracteristica:

SL‘2 + y2 — (r2k+1>2 (38)

2k+1 > ¢ por lo tanto las circunferencias determinadas por AF+!

Si r > 1 entonces r
tendran el radio mayor o igual a la circunferencia determinada por la matriz de coefi-
cientes A.
. 1 1 1
Pero si 0 < r <1 entonces  es de la forma r = — por lo tanto — > ——— entonces la
n n — n2ktl
circunferencia que se determinada por A%**! cuando el radio esta entre 0 y 1 serd de

radio menor a la circunferencia determinada por la matriz de coeficientes A.

(a) Radio mayor que 1 (b) Radio entre 0 y 1

Figura 3.5: Particularidad de la potencia en la circunferencia
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Parabola

Sea A la matriz canénica de coeficientes de la parabola:

2k
1 0 0
A* =10 o0 —2p con keZt
0 —2p 0
Entonces
2k
1 0 0 12 0 0 1 0 0
0O 0 —=2p = 0 0 (=2p)?* | =1 0 0 (2p)%
0 —2p 0 0 (—2p)* 0 0 (2p)* 0
La cual tendra por ecuacion caracteristica:
2+ 2((2p)*")y = 0 (3.9)

La ecuacion (3.9) corresponde a una elipse imaginaria, por lo tanto, con potencias pares
no tendra una representacion real.

b) Si las k potencias son impares, es decir:
2%k+1
A= g o 9 con keZ*

0 —2p 0
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Entonces
2k+1
10 0 12k+1 0 0 1 0 0
0 0 _2p = 0 0 (_2p)2k+1 — 0 0 _(zp)zk—i-l
0 —2p 0 0 (—2p)*+t 0 0 —(2p)*+t 0
La cual tendré por ecuaciéon caracteristica:
2? = 2((2p)* )y =0
por lo tanto
2
x
= 3.10
Y= A (310

Estiramiento y acortamiento vertical
Una trasformacion de funcion corresponde al estiramiento o acortamiento vertical de
las graficas, lo cual da como resultado que las funciones sean mas estrechas o amplias

respectivamente.

I. Si0 < 2p < 1 entonces 2p es de la forma %(Qp = %) con n > 2 por lo tanto

1

%W+l _
(2p)*"™ = g7

Al realizar la sustitucion en la ecuacion caracteristica (3.10), se obtiene:

- n2k+1) ,

v=g e

Dado que n?**! > n y n > 2 entonces por el principio de transitividad n?**! > 2

por lo tanto
(
n'2k + 1) > 1
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Sustituyendo se obtiene que

2(2p)2k+1 = 1

La coénica determinada por la matriz de coeficientes A%**! tendra un alargue ver-

tical por un factor de El resultado es la pardbola mas estrecha en la

2(2p)2k+1 ’
figura (3.6)

1 1
>
(2p)2k+1 2(2p)2k+1

Por definicion p > 0 luego 2(2p)P > (Op) % > 0 entonces,

Si 2p > 1 entonces (2p)?**1 > 1 tal que 1 >

1
1> —F— A1
> 2(2p)F >0 (3.11)

La conica determinada por la matriz de coeficientes A?**1 tendr4 un alargamien-

tolvertical por un factor de El resultado es la parabola mas amplia de

2(2p)2k+1 :

la figura (3.6)

Adcof1>2p> 0

A% con 2p > 1

Figura 3.6: Particularidad de la potencia en la pardbola
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Elipse

Sea, A la matriz canénica de coeficientes de la elipse cuando el eje focal de la elipse

coincide con el eje X:

0 0
A=1 0 a2 0
0 0 —a2b?

a) Si las k potencias son pares, es decir:

2k
v’ 0 0
A=1 0 a? 0 con keZt
0 0 —a%?
Por lo tanto
2k
v 0 0 b2k 0 0 (b2 0 0
A=l 0 a* 0 = 0 (a?)* 0 = 0 (a?)? 0
0 0 —a?b? 0 0 (—a2b?) 0 0 (a2)2(62)?
La cual tendrd por ecuacion caracteristica:
(6%)222 + (a2)2y? + (a2*)2(5%F)2 = 0 (3.12)

La ecuacion (3.12) corresponde a una elipse imaginaria, por lo tanto, con potencias
pares no habra una representacién real.
b) Cuando el eje focal de la elipse coincide con el eje y, entonces el procedimiento es

analogo al anterior con las k potencias pares, esto es:
a®> 0 0
A= 0 b 0

0 0 —a®?
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Con,
(a2k)2 0 0
A= 0 ()2 0

y tendra por ecuacion caracteristica

(a2k)2x2 4+ (ka)2y2 + (a2k)2(b2k)2 =0 (313)

La ecuacion (3.13) andlogo a la ecuacion (3.12) corresponde a una elipse imaginaria,

por lo tanto, con potencias pares no habra una representacion real.

c) Si las k potencias son impares y el eje focal coincide con el eje z, se obtiene que la

matriz candnica se pude expresar como:

2k+1
¥ 0 0
AL = | g 42 0 con keZt
0 0 —a??
Por lo tanto,
2k+1

b2 0 0 (b2)2k+1 0 0 (b2k+1)2 0 0

0 a? 0 = 0 (a?)2k+1 0 = 0 (a2k+1)2 0

0 0 _a2b2 0 0 (_a2b2)2k+1 0 0 (a2k+1)2(62k+1)2

Cuya ecuacion caracteristica estara expresada por:

2 2

T

Y

+ =1 (3.14)

<a2k+1)2 (b2k+1)2

La matriz de k potencias impares (A%%*1) pertenece a la matriz candnica de coeficientes

de una elipse con eje focal de la elipse que coincide con el eje X
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d) Si las k potencias son impares y el eje focal coincide con el eje y, entonces la matriz

canodnica se puede expresar como:

2%k+1
a2 0 0
A= 0 0 con keZ*
0 0 —a®?
Por lo tanto,
2k+1
a? 0 0 (a2 +1)2 0 0
0 v 0 = 0 (p2h+12 0
0 0 —a?? 0 0 (a2 )2 (p2ht1y2

Cuya ecuacion caracteristica estara expresada por:

1'2 y2
(b2RH1)2 + (a2FH1)2 =1 (3.15)

Donde la matriz de k potencias impares (A?**!) pertenece a la matriz canénica de

coeficientes de una elipse con eje focal de la elipse que coincide con el eje .

Casos

. Sia > b > 1 entonces a®**1 > v?**1 > 1 con a®**! > a y b**! > b. Luego la
ecuacion corresponde a una elipse con centro en el origen, con eje focal al eje X
y con la longitud del semieje mayor (a?**!) mas amplia a la longitud del semieje
mayor a y la longitud del semieje menor (b***1) mas amplia a la longitud del

semieje menor b (Figura 3.7).
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Figura 3.7: Particularidad de la potencia en la elipse, caso 1

I Sil > a > b> 0 entonces 1 > a?**! > 1 > 0 con a > a®*! y b > b2+l
Luego la ecuacién corresponde a una elipse con centro en el origen, con eje focal
al eje X y con la longitud del semieje mayor (a?**!) méds amplia a la longitud del
semieje mayor a y la longitud del semieje menor (b***!) mas angosta a la longitud

del semieje menor b (Figura 3.8).

Figura 3.8: Particularidad de la potencia en la elipse, caso 2

L Si b > a > 1 entonces b**! > a?**1 > 1 con b***! > by a®*! > a. Luego la
ecuacion corresponde a una elipse con centro en el origen, con eje focal al eje y
y con la longitud del semieje mayor (a?**!) mas amplia a la longitud del semieje
mayor a y la longitud del semieje menor (b***1) mas amplia a la longitud del

semieje menor b (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Particularidad de la potencia en la elipse, caso 3

Iv. Sil > b > a > 0 entonces 1 > b1 > %+ > 0 con a > a®**' y b > b2+
Luego la ecuacion corresponde a una elipse con centro en el origen, con eje focal
al eje y y con la longitud del semieje mayor (a?**!) mas angosta a la longitud del
semieje mayor a y la longitud del semieje menor (b**1) més angosta a la longitud

del semieje menor b (3.10).

A3

Figura 3.10: Particularidad de la potencia en la elipse, caso 4
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Hipérbola

Sea A la matriz canoénica de coeficientes de la hipérbola cuando el eje focal de la

hipérbola coincide con el eje x:

v 0 0
A=10 —-a* 0
0 0 —a??

a) Si las k potencias son pares, es decir que:

2%
¥ o0 0
A = o0 —a2 0 con keZ"
0 0 —a?b?
por lo tanto
2k
o0 0 (b%)2k 0 0 (2 0 0
0 —a? 0 = 0 (—a?)?k 0 = 0 (a?+)? 0
0 0 —a2b2 0 0 (_a2b2)2k 0 0 (a2k)2(b2k)2
La cual tendra por ecuacion caracteristica:
(bgk)szQ + (a2kz)2y2 + (a2k)2(b2k)2 =0 (316)

La ecuacion (3.16) corresponde a una elipse imaginaria, por lo tanto, con potencias
pares no tendra una representacion real.
b) Cuando el eje focal de la hipérbola coincide con el eje y, entonces el procedimiento

es analogo al anterior con las k potencias pares, esto es:

2k
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Con,
(a*)? 0 0
A% = 0 (b*)? 0
0 0 (a2k)2(b2k)2

Donde la matriz de coeficientes corresponde a una elipse imaginaria.
¢) Si las k potencias son impares y el eje focal coincide con el eje z, se obtiene que la
matriz candnica se pude expresar como:

2k+1
b2 0 0 (b2)2k+1 0 0 (b2k+1)2 0 0
0 —a? 0 = 0 (—a?)2k+1 0 = 0 —(a?k+1)2 0
0 0 _a2b2 0 0 (_a2b2)2k+1 0 0 _(a2k+1)2(b2k+1)2

La cual tendrd por ecuacion caracteristica:

22 2
W1\2  (p2k+1V2 1 (3.17)
(a2F+1)2 (b))

Donde la matriz de k potencias impares A%**! pertenece a la matriz canénica de coefi-
cientes de una hipérbola con eje focal de la hipérbola que coincide con el eje z.
d) Las k potencias impares cuando el eje focal de la hipérbola coincide con el eje v,

entonces el procedimiento es analogo al caso anterior, esto es:

2%k+1
—a? 0 0
AR — 0 b2 0 conk €7+
0 0 —a%?
La cual tendr& por ecuacion caracteristica:
2 2
Y x
(a2k+1)2 - (b2 H1)2 =1 (3.18)

Donde la matriz de k potencias impares A%**! pertenece a la matriz canénica de coefi-

cientes de una hipérbola con eje focal de la hipérbola que coincide con el eje y.
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Casos

1.

IT.

Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje z, tal que a > b > 1

entonces a®**! > a y b***!1 > b por lo tanto la longitud del eje transversal a?*+!

mayor que la longitud del eje transversal a y la longitud del eje conjugado b?++!

mayor que la longitud del eje conjugado b con k € Z* (Figura 3.11)

Figura 3.11: Particularidad de la potencia en la hipérbola, caso 1

Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje z, talque 1 > b >a > 0
entonces a > a?**1 y b > b**! por lo tanto la longitud del eje transversal a mayor
que la longitud del eje transversal a?**! y la longitud del eje conjugado b mayor

que la longitud del eje conjugado b***! con k € Z* (Figura 3.12)

X

Figura 3.12: Particularidad de la potencia en la hipérbola, caso 2
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3.5. Transpuesta de una matriz

Sea A una matriz simétrica de coeficientes asociada a una conica, la matriz A” se obtiene

cuando se intercambian los renglones y columnas de A. Esto es, la i-ésima columna de

AT es el i-ésimo renglon de A para toda i.

Casos:

1.

IT.

Sea A una matriz simétrica de coeficientes asociada a la ecuacidén de una conica.
La transpuesta de la matriz A de coeficientes sera igual a su propia transpuesta,

esto es, AT = A. De donde se deduce que:
XIAX = XTATX

Sea A una matriz no simétrica de coeficientes asociada a la ecuacion de una conica,

entonces:
a b c
A=1d e f
g h i

la cual tendra por ecuacién caracteristica:

ar® + ey’ + (b+d)zy+ (c+g)x+ (f +h)y+i=0
Luego, por la propiedad conmutativa de la suma de los niimeros reales se obtiene
que:

arr +ey2 4+ (d+b)xy + (g +c)v+ (h+ fly+i=0

Lo que significa que esta ecuacion general de segundo grado tendra asociada la
a d g
siguiente matriz de coeficientes no simétrica, B=| p e h

c f 1

Donde B resulta ser AT | por lo tanto
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XTAX = XtATX

Propiedad que se cumple para matrices simétricas y no simétrica.

3.6. Inversa de una matriz

Sea A una matriz simétrica de coeficientes asociada a una codnica de 3 x 3, la inversa

de A es una matriz A" de 3 € 3 con la propiedad de que:

AA =T y AA=1

Donde I = I3 es la matriz identidad de 3 x 3. Si tal A’ existe, entonces A se denomina

invertible y tendra una tnica inversa, esto significa que:

q ¢ d 4bf—e? —2cf+de —2bd—e?
2 2 dabf—ae2—bd?2—c2  4dabf—ae2—bd2—c? 4dabf—ae?—bd?—c?
c p e —2cf+de da.f+d? —2ae+cd =7
2 2 4abf—ae2—bd2—c?  4dabf—ae2—bd2—c? 4abf—ae?—bd?—c?
d e f —2bd—e? —2ae+cd 4ab—c?
2 2 dabf—ae2—bd?—c?  4dabf—ae2—bd?—c? 4abf—ae?—bd?—c?

Ejemplo
1 0 0
-y —dy—2=X"'[ o -1 -2 | X=0
0 —2 -2
1 0 0 1 0 0
SiA=1| 0 -1 —2 |entonces A'=| o0 1 _1 ya que
0 —2 -2 0 -1 3
1 0 0 1 0 0 1 00
AN =10 -1 =2 01 —1|=]010
0 —2 —2 0 -1 1 001
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La cual tendra por ecuacion caracteristica:

esto es una transformacion de la hipérbola de matriz de coeficientes A a una circunfe-

rencia con matriz de coeficientes A" (Figura 3.13).

Figura 3.13: Transformacién de hipérbola por medio de la inversa

3.6.1. Particularidades de la inversa
Circunferencia

Sea A la matriz candnica de coeficientes de la circunferencia:

10 0
A=101 0
00 —r?

Por lo tanto,
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10 0 10 0
A=lo1 0o |=]lo0o1 o
o0 -x) oo -u

La matriz de coeficientes corresponde a una circunferencia con ecuaciéon canoénica de

radio %, la cual tendra por ecuacién caracteristica:
2 1,2 _ (132
+y* = (;)

casos

i. Si r > 1 entonces r > % por lo tanto, '

. . . ’ ,
la circunferencia determinada por A sera
de menor radio respecto a la circunferencia

determinada por la matriz de coeficiente A.

Figura 3.14: Inversa circunferencia con r > 1

ii. Si 0 < r < 1 entonces % > r por lo

. . . /
tanto la circunferencia determinada por A

tendran el radio mayor o igual a la circun-
ferencia determinada por la matriz de coefi-

cientes A.

-15

Figura 3.15: Inversa circunferencia con 0 < r < 1
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Parabola

Sea A la matriz canénica de coeficientes de la parabola:

0 —2p 0
Por lo tanto,
1 0 0
A
A=1| 0 _QLP
0 —3 O

Luego,

Casos (estiramiento o acortamiento vertical)

1 1 1
i. Si p > — entonces p > —. Cuando p > =
4p 2 2
la grafica de la parabola se alarga vertical-

mente por un factor de p. El resultado es la

parabola mas angosta (Figura 3.16).

Figura 3.16: Parabola, caso 1
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82
o L 1
ii. Si o > p entonces 5 > p > 0. Cuando
1
5 > p > 0 la gréafica de la parabola se acorta
A

~ verticalmente por un factor de p. El resultado

es la pardabola mas amplia (Figura 3.17).
Figura 3.17: Parabola, caso 2
Elipse

Sea, A la matriz candnica de coeficientes de la elipse cuando el eje focal de a elipse

coincide con el eje z:

v’ 0 0
A= 0 «* 0
0 0 —a®b?
entonces,
5 0 0
A=l0 % o0
0 0 _a21b2

Por definiciéon de matriz de coeficientes equivalentes,

L0 0 @00 a> 0 0
[AT=a%| 0 &L 0 =] 0o <¥ o = 0 »® 0
0 0 —= 0 0 <t 0 0 -1
Luego,
a? 0 0
A=1 0 » o0 con a?b?® =1

0 0 -1
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.. ’ . L, . . .
Donde la matriz inversa A pertenece a la matriz canoénica de coeficientes de una elipse

con eje focal de la elipse que coincide con el eje y.

Casos
1

a

y b > L Luego la

1. Sia > b > 1 entonces a > .

ecuacion corresponde a una elipse con centro en el

origen, con eje focal al eje y y con la longitud del

semieje mayor y menor, mas estrecha respecto a la

elipse determinada por la matriz de coeficientes A

(Figura 3.18). Figura 3.18: Elipse, caso 1

i.Si1>a>b>0ent0nces§>ay%>b.Luego

la ecuaciéon corresponde a una elipse con centro en

el origen, con eje focal al eje y y con la longitud
del semieje mayor y menor, méas amplia respecto a
la elipse determinada por la matriz de coeficientes A

(Figura 3.19).

Figura 3.19: Elipse, caso 2

Sea A la matriz canonica de coeficientes de la elipse cuando eje focal de la elipse coincide

con el eje y:

A=10 v 0
0 0 —a®?
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Anélogo al procedimiento anterior, se puede concluir que,

% 0 0 a*> 0 0
AT=1 o L0 =| 0 2 0o |con a??=1
0 0 —=4 0 0 -1

Donde la matriz inversa A pertenece a la matriz canonica de coeficientes de una elipse

con eje focal de la elipse que coincide con el eje x.
Casos

15
iii. Si b > a > 1 entonces a > % yb> % Luego la 1

ecuacion corresponde a una elipse con centro en el

origen, con eje focal al eje x y con la longitud del

semieje mayor y menor, mas estrecha respecto a la
elipse determinada por la matriz de coeficientes A

(Figura 3.20).

Figura 3.20: Elipse, caso 3

A ! iv.Si1>b>a>Oentonces§>ay%>b.Luego
05 la ecuacién corresponde a una elipse con centro en

el origen, con eje focal al eje x y con la longitud

0.5 1 15

del semieje mayor y menor, méas amplia respecto a

la elipse determinada por la matriz de coeficientes A

Fi 3.21).
Figura 3.21: Elipse, caso 4 ( gura )
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Hipérbola

Sea, A la matriz candnica de coeficientes de la hipérbola, con eje focal que coincide

con el eje x, donde a es la longitud del semieje transverso y b la longitud del semieje

conjugado:
o0 0
A= 0 —-a* 0
0 0 —a%?

Entonces,
& 0 0
A= o0 —-% 0
O O _azle

Por definicién de matriz de coeficientes equivalentes,

L 0 0 a0 0 a® 0 0
[AT=a®*| 0 —L 0o |=| 0 <2 o |[=]0 - 0
0 0 —= o 0 % 0 0 -1
Luego,
a2 0 0
A= 0 -2 0 |con a®?=1
0 0 -1

De esta manera la matriz inversa A’ pertenece a la matriz canénica de coeficientes de
una hipérbola, con eje focal que coincide con el eje y, sin embargo, b es la longitud del
semieje transverso mientras que a la del semieje conjugado puesto que los términos se

intercambian.



86 CAPITULO 3. OPERACIONES MATRICIALES

Casos

I. Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje x, tal que a > b > 1
donde a es la distancia del semieje transverso y b la distancia del semieje conjugado
en A entonces en A', b es la distancia del semieje transverso y a la distancia de
semieje conjugado, como a > b entonces la distancia del semieje tranverso en A
sera mayor que en A mientras que la distancia del semieje conjugado en A’ sera

mayor que en A (Figura 3.22).

w

~

Figura 3.22: Inversa de la hipérbola, caso 1

11. Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje x, tal que 1 > b > a >0
donde a es la distancia del semieje transverso y b la distancia del semieje conjugado
en A entonces en A | b es la distancia del semieje transverso y a la distancia de
semieje conjugado, como b > a entonces la distancia del semieje tranverso en A’
serd mayor que en A, mientras que la distancia del semieje conjugado en A serd

mayor que en A (Figura 3.23).
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Figura 3.23: Inversa de la hipérbola, caso 2

Ahora sea A la matriz canoénica de coeficientes de la hipérbola, con eje focal que coincide

con el eje y, donde a es la longitud del semieje transverso y b la del semieje conjugado:

—a
A= 0
0
Entonces,
- 0
A = 0 a
0 O

0 0

b? 0

0 —a?b?
0

0 | con a®? =1

. . / . , . .
De esta manera la matriz inversa A pertenece a la matriz candnica de coeficientes de

una hipérbola, con eje focal que coincide con el eje y, sin embargo, b es la longitud de

semieje transverso mientras que a la del semieje conjugado puesto que los términos se

intercambian.
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Casos

I. Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje y, tal que a > b > 1
donde a es la distancia del semieje transverso y b la distancia del semieje conjugado
en A entonces en A', b es la distancia del semieje transverso y a la distancia de
semieje conjugado, como a > b entonces la distancia del semieje transverso en A

- ’ . . . . . . ! ,
serd mayor que en A mientras que la distancia del semieje conjugado en A serd

7
N

Figura 3.24: Inversa de la hipérbola, caso 3

mayor que en A (Figura 3.24).

11. Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje y , tal que 1 > b > a >0
donde a es la distancia del semieje transverso y b la distancia del semieje conjugado
en A entonces en A’ , b es la distancia del semieje transverso y a la distancia de
semieje conjugado, como b > a entonces la distancia del semieje tranverso en A’
serd mayor que en A mientras que la distancia del semieje conjugado en A serd

mayor que en A (Figura 3.25).



3.6. INVERSA DE UNA MATRIZ 89

7N

Figura 3.25: Inversa de la hipérbola, caso 4



Capitulo 4

Formas cuadraticas y conicas en el

espacilo

En esta seccion se hard un estudio a partir de la intersecciéon entre formas cuadraticas
las cuales determinan una cénica en el espacio, Donde se realiza una clasificaciéon de

cada curva segiin su matriz caracteristica.

4.1. Interseccion de esferas

3

(a) Interseccion dos esferas (b) Curva de interseccion

Figura 4.1: Esferas

90
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1 0 0 —hy 1 0 0 —ho
0 10 0 0 10 0
Sean F; = y By =
0 01 0 0 01 0
—h1 0 0 h% - 7’% —hg 0 0 h% — 7’%

las matrices de coeficientes de las respectivas esferas tal que

1 0 0 —h1 1 0 O —ho 0 0 0 7(h1 +h2)

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
B\ —E; = - =

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

—h1 0 0 h2-1r? —hy 0 0 hZ-r2 —(h1—h2) 0 0 h2—7r2—h2+47r2
Donde

h? —r? —h2+r2 24 h2—h2—12
m=— = (4.1)
2(hy + hs) 2(hy + hs)

Sea

s =12 — (hy — k)?

Por lo tanto, la curva de interseccion C, , corresponde a una circunferencia con matriz

de coeficientes:

0 0 0 !
Czosizo 0
' 00 % 0
10 0 —(m+1)
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4.2. Interseccién de paraboloides elipticos

(a) Interseccion dos paraboloides

Sean
bc 0 0
0 a’c 0

P =
0 0 0

—hib?c 0 —<¥

(b) Curva de interseccion

Figura 4.2: paraboloides

—h1b20

0

a
2

b’ch? — a’b%i

2b2

—hgbzc

0 0
a’c 0
0 0
0 —a?

2

las matrices de coeficientes de los respectivos paraboloides elipticos, tal que:

Pl—P2:

0
0
0

b26<h2 — hl)

0
0
0
0

0 B2c(hs — hy)
0 0
0 0
0 B2c(hy — hy)

Por definicién de matriz de coeficientes equivalentes,

o o o o
o o o ©

b2c(hg — h1)

o o o o

ha — h1

ho — h1

o o o o

o o o o

bchs — a*b*i

ha — h1

ho — h1
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Donde

12 _ 32 2 _ 12
m = hl h2 = h2 hl (42)
2(hy 4+ h2)  2(hy + ho)

Por lo tanto, la curva de interseccion C, , corresponde a una pardbola con matriz de

coeficientes:

0 0 0 0
0 a> 0 0
Cy, =
00 0 -1
0 0 —3 (bm+bh)?+1

En sintesis, se ha expuesto las ideas basicas de como generar la matriz asociada aun
curva Enel espacio. Curva que se genera al intersecar dos cuadricas, aunque se trabaja-
ron cuadricas de la misma naturaleza se puede extender a la interseccion de cuidricas

distintas.



Conclusiones

La presente investigacion se ha dedicado al estudio de las secciones conicas a partir de
su matriz asociada. Se ha utilizado software académico (GeoGebra) para analizar de
manera grafica como se transforman las conicas y cuadricas al realizar transformaciones
y operaciones propias de matrices.

En el desarrollo del trabajo de investigacion que ha dado lugar a la presente tesis se

han alcanzado los objetivos inicialmente planteados en cuanto a:

» Determinar como se altera el comportamiento gréafico y algebraico de las conicas al

aplicar transformaciones en la matriz asociada a esté.

= Visualizar mediante el software GeoGebra como se representan las trasformaciones en

un espacio bidimensional y tridimensional.

= Establecer una analogia entre el método algebraico con los métodos usuales para

generar las conicas mediante: excentricidad, analiticos y lugar geométrico.

En la investigacion se ha realizado una clasificacion de las secciones conicas y cuddricas
respecto a su matriz asociada, tanto de manera canoénica como de manera ordinaria
tanto en matrices simétricas y no simétricas, dicha clasificacién ha sido el pilar de es-
tudio en la investigacion debido a que facilito el trabajo con las coénicas y cuédricas,
esta clasificacion se decidié hacerla debido a que en la bibliografia estudiada no se en-

contro nada similar. Del anélisis de los aspectos teéricos encontrados en la bibliografia

94
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que tratan sobre el estudio de conicas a partir de su matriz se concluye que se realizan
pequenos avances sobre el tema ademas de que el todo el estudio es realizado con matri-
ces simétricas y que aportan muy poco en el aspecto de cuadricas y conicas en el espacio.
En la investigacion se abordan los dos problemas fundamentales de la geometria analista-
ca planteados por Lehmann, donde se hace uso de conicas degeneradas para brindar la
solucion a uno de ellos donde se concluye que dada una cénica sin importar la cénica
se podra calcular la matriz a la que se le asocia ademés de que esta matriz serd irre-
ductible, con lo que se establece la primera conjetura del estudio.

Al realizar el estudio con las operaciones propias del algebra lineal se establece lo que
serfan familia de matrices equivalentes al multiplicar por un escalar, demostrando que
se cumplen las propiedades reflexiva, simétrica, transitiva tanto en matrices simétricas
como no simétricas y que dichas familias de matrices equivalentes se asocian a una sola
coOnica, con lo que se concluye que a una coénica o Cuadrica no se le asocia una tnica
matriz sino una familia de matrices, idea que complementa habia surgido al reconocer
que cada conica y Cuadrica tenia dos matrices asociadas, la simétrica y la no simétrica.
La importancia de GeoGebra en el estudio fue ayudar a determinar el comportamien-
to de las conicas. Al momento de sumar, restar y multiplicar matrices, GeoGebra nos
ayud6 a determinar los puntos en los cuales se cortaban las cénicas, puntos que fue-
ron importantes para determinar el resultado de dichas operaciones. Lo anteriormente
nombrado surge como proposicion del estudio.

De la multiplicacién de matrices surge la idea de la potencia de una matriz con lo que
se descubri6 que cuando la potencia de una es par esta curva no tendré representacion
real, por lo que se trabaja con las potencias impares y examinar particularidad con cada
una de las cénicas, con lo que se observo céomo se alterd cada una de las con- cas cuando
su potencia era impar negativa y positiva. Idea similar al trabajar con la inversa de una
matriz. Por dltimo, al trabajar con cuadricas se identifico que al intersectar dos de estas

se generarian una coénica en el espacio y se trabajaron las cénicas en el espacio la cual
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tendria una matriz asociada de 4 € 4, se resalta que se trabajaron las intersecciones de
cuadricas cuando esta interseccion era paralela a alguno de los ejes.

Se realizaron los siguientes aportes:

= Se ha sistematizado las definiciones y teoremas relacionados con la matriz asociada a

una conica.

= Se ha realizado una clasificacion de conicas y cuédricas tanto con matrices simétricas

como no simétricas, que facilitara futuros estudios referentes al tema.
= Se formularon proposiciones que pueden generar bases para futuros estudios.

= Se ha determinado por medio de ejemplos la variaciéon o deformaciones de las conicas

al aplicar potenciacion de matrices, transpuesta e inversa.

= Todas las operaciones matriciales fueron realizadas por medio de un programa dise-
nado en GeoGebra, el cual estard en Geogebra.org, donde al introducir las matrices
pueden escoger las operaciones a realizar y brinda como resultado las conicas que se

generan.

= Se brindan los primeros avances de las conicas en el espacio con su respectiva clasifi-

cacion.

Una vez concluida la tesis, se considera interesante investigar otros aspectos relacionados

con las matrices y se propone:

» Extender los estudios expuestos en esta tesis al estudio de las conicas en el espacio.

= Examinar como se comportan las conicas y cuadricas al trabaja con eigenvalores y

eingevectores.

= Se podria establecer un trabajo para desarrollar en los colegios, con el fin de ensenar
todo lo relacionado con las secciones conicas a partir de una representacion no usual,

como lo es su representacion matricial.
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