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4. Contenidos

El presente documento esta dividido seis capitulos, inicialmente se presenta la introduccion,
justificacién y los objetivos del trabajo de grado. Exponiendo los motivos y propdsitos que




llevaron a realizar este estudio, considerando que existe libros con la misma temaética
(distribuciones de muestro) pero con objetivos diferentes a los nuestros.

En el segundo capitulo, es presentada la distribucion normal, comenzando con sus caracteristicas
como su forma acampanada y su funcion de densidad, es contada una breve historia de la
probabilidad desde sus primeros inicios: porque sin ella no fuera posible construir las
distribuciones, para después enfocarse en los documentos de Moivre (1756) sobre la
aproximacion de la distribucion binomial. Luego se describe contribuciones de autores sobre la
teoria de errores para finalizar con la deduccion de la funcién de densidad teniendo en cuenta la
justificacion realizada por Gauss.

En las demas secciones es derivado varias peculiaridades de la distribucién normal como los
estadisticos descriptivos de la distribucion por medio de la funcion generadora de momentos,
construir la tabla de probabilidad por medio de la serie de Taylor, serie asint6tica y el método
de Hastings, simular una distribucion normal en Excel mediante el método de la funcion inversa,
y las aplicaciones centrandose en el comportamiento del coeficiente intelectual de la poblacién.

En el tercer capitulo, se trata la distribucion chi-cuadrado iniciando con las caracteristicas de
esta distribucién como su forma y su relacién con la distribucion normal, luego se deduce
matematicamente la funcion de densidad teniendo en cuenta las aportaciones de Helmert (1876),
su primer creador, y para seguir con el redescubrimiento de esta funcion en el documento de
Pearson (1900). Similar al anterior capitulo, es derivado caracteristica de la distribucion como
sus estadisticos por medio de la funcion generadora de momentos, construir la tabla de
probabilidades, simular en Excel utilizando la relacién con la normal y el método de la funcién
inversa, y describir las aplicaciones dando hincapié al uso en la relacion del rendimiento
académico con los factores personales.

El cuarto capitulo, consiste en la distribucion t-Student descrita similar a los dos anteriores
capitulos: caracteristicas, historia, deducciéon de la funcion de densidad, derivacion de los
estadisticos descriptivos, creacion de tablas, simulacion y aplicaciones.

Por ultimo, en el quinto capitulo, se dan las conclusiones resultantes de una profunda
interpretacion de los textos investigados y conocimientos previos.

5. Metodologia

Para el desarrollo de trabajo primero se buscé documentos que describieran el enfoque historico,
la deduccion matematica, propiedades y aplicaciones de las distribuciones, luego de realizar una
lectura detallada para interpretacion y busqueda de relaciones entre ellos. Lo cual implico la
traduccion parcial de varios de ellos, ademas estudiar fuentes adicionales de conceptos
matematicos que se ameritaba para una mejor comprension.

Al final organizar de manera adecuada la informacion mediante resefias, redes tematicas e
historicas, demostraciones y simulaciones electronicas.




6. Conclusiones

El trabajo hace la presentacion de una cronologia del desarrollo histérico de tres de las
distribuciones maés relevantes de la inferencia estadistica implicadas en proceso muestreo y
aporta elementos de conocimiento de un profesor matematicas sobre su desarrollo e importancia.

El estudio de la Historia de las distribuciones de muestreo permite al profesor de matematicas
estudiar cuidadosamente distintas ideas, esto lleva a una interpretacion mas amplia de estas
distribuciones que en su momento seran de importancia y utilidad en la labor docente. Algunos
hechos relevantes de la historia es el origen de la distribucion normal esta ligada a la astronomia
para estimar los errores de las observaciones, luego al transcurrir varios afos es aplicada en otras
disciplinas; también las tres distribuciones fueron descubiertas de forma independientes por
varios autores, difiriendo en pocos en el afio de publicacion, asi con los conocimientos que se
tenia de la época permite llegar a esta distribucién independiente de la persona, debido que
varios individuos pueden tener un razonamiento parecido como se evidencia en la curva normal
que fue descubierta por Moivre, Laplace y Gauss; la Chi-cuadrado fue encontrada por Helbert y
Pearson; y la t-Student por Luroth y Gosset.

El estudio realizado describe procesos de simulacién asociados a cada una de las distribuciones
consideradas, que pueden ser tomadas por el docente como recurso para introducir o presentar
explicaciones ligadas al comportamiento estocastico del muestreo asociado a variables
aleatorias.

En esta monografia el lector puede encontrar métodos para generar tablas de distribuciones de
probabilidad con diferentes niveles de precision tales como los basados en series de Taylor, la
aproximacion de Simpson, entre otras.

Existen diversas aplicaciones en diferentes ciencias para cada distribucién, dos de ellas son,
hacer inferencias sobre una poblacion por medio de una muestra aleatoria y, describir el
comportamiento de un estadistico.

Las tres distribuciones presentadas estan relacionadas unas a otras, debido que para su deduccion
matematica es necesario tener en cuenta dos propiedades, la chi-cuadrado es el cuadrado de una
normal, la t-Student es una normal sobre una raiz de una chi-cuadrado. Es decir, no se puede
obtener estas dos distribuciones sin la distribucion normal debido a sus relaciones. Las dos
propiedades mencionadas anteriormente no solo permiten la deduccidn de las distribuciones sino
también es de ayuda para crear las simulaciones electronicas de estas.

Elaborado por: Lopez Gaitan, Carlos Alfredo

Revisado por: Ferndndez Herndndez, Felipe Jorge

Fecha de elaboracién del

: 7 15 2018
Resumen:




Contenido

I (=T T=Y o] = Tod o o E USSP 1
INEFOAUCCION ...t b e bbbttt b bbb anes 1
JUSTITICACION ...ttt sttt 1
(@] o] =] 1Yo SSSSPPSN 4

GBINETAL ...ttt bbbttt bbb enes 4
] 1= o 1 o0 LSRR 4

2. DistribuCion NOIMAL.........c.ooiiiiiiiiiee e e 4
oY 17 T o U 4
SUrgimIento Y CONSIIUCCION .....c.voueiuiiiiieiiitesieese ettt et 7
Derivacion de 10s estadisticoS deSCIPLIVOS .......cccovrereriririreeeesie e 21
CreaCion de tADIAS .........coveie et 24
R0 1101 = Ut T o OSSP 29
APIICACTONES. ...ttt b ettt nenne s 31

K B 113 1 101U o] 4 1 /USSR 32
oY ) - o [0 SR 32
SUrgimIento Y CONSIIUCCION .....c..oueiuiieieiiiie ettt 34
Derivacion de 10s estadisticos deSCPLIVOS ..........coveirerieirereeese e 41
CreaCion de tADIAS ......cveveie e 43
R0 [ 401 F=Uod o | o USSP 46
F AN o] Tor: o 0] 0 SO SUP PRSPPI 47

4. DIStrDUCION t-STUABNT .....ocveiiieiieieiee e et 48
PIESENTACION ....veeee ettt bbbt e st e s e et e e et st benreareens 48
SUrgimiento Y CONSIFUCCION ........ccveiiuieieiie ettt ettt re et ste e sre e e 49

Derivacion de 10s estadisticoS deSCHPLIVOS .........coveieeirieiieiie e 56



(O (=T (el [ A o [ =1 o] - LRI 58

SHMUIBCTON .o e e ettt et e e ettt e e e e e e e e et eaaaes 60
APIICACTONES. ...ttt ettt b e ene s 61
B CONCIUSIONES ..o 63

B.  BIDHOGrAfia......oieiicicicee e 65



Lista de tablas

Tabla 1. Presentacion de la distribucién normal con sus propiedades. ...........ccccovevevieinennns 6
Tabla 2. Interpretacion del coeficiente de la CUIOSIS. ........ccooveieiiieiicii e 23
Tabla 3.Radio de convergencia de la serie de Maclaurin para la distribucion normal......... 26
Tabla 4.Cuando la serie alterna es convergente dado la posicion de sus términos. ............. 26

Tabla 5.Coeficiente de los términos de la serie alterna para la aproximacion de la distribucién
010] 14 | USSP 27

Tabla 6.Comparacion entre el valor dado de la serie asintética y la funcion de Excel de la

dIStFIDUCION NOIMAL......c..oiiiece et renreeneene e 28
Tabla 7.Presentacion de la distribucion chi-cuadrado con sus propiedades...........c.cccveuenee. 33
Tabla 8. Solucion de integrales para deducir la distribucion chi-cuadrado.......................... 38

Tabla 9.Regularidad de la solucidn de integrales para deducir la distribucion chi-cuadrado.

Tabla 10. Comparacion entre el valor dado del método de Simpson y la funcion de Excel de
la distribucion Chi-CURAIAd0. ........c.cveieiieiieiie e 45

Tabla 11. Comparacion entre el valor dado del método y la funcion de Excel de la distribucion

(o001t T o [ o [o SR 46
Tabla 12. Valores observados entre nimero de comidas y rendimiento académico. ........... 47
Tabla 13. Valore esperados entre nimeros de comidas y rendimiento académico. ............. 47
Tabla 14. Presentacion de la distribucion t-Student con sus propiedades. ..........c.ccccceveneee. 48

Tabla 15. Comparacion entre el valor dado del método de Simpson y la funcion de Excel de
[a diStriDUCION T=STUENT. ......ocveiiceece e ereenes 60
Tabla 16. Comparacién entre las simulaciones de las distribuciones normal y t-Student ... 61
Tabla 17. Falta el nombre de esta tabla ............ccoooviiiiiieieie e 62



Lista de imagenes

Imagen 1. Graficas de distribuciones NOrMales..........cccocvvevveiiiiieiieese e 6
Imagen 2 Distribucion triangular diSCreta. ..........cceevvevieeiiiiiiieseere e 13
Imagen 3 DistribUCION CIFCUIAN ..........cviieieieece e 13
Imagen 4 Simulacion de la distribucion uniforme. ... 30
Imagen 5 Simulacion de la distribucion normal. ... 31
Imagen 6 Distribucion del coeficiente intelectual ..............ccooveviiieiieiicc e 32
Imagen 7. Graficas de distribuciones chi-cuadrado..............cccovveveiiiiiicicscce e 34
Imagen 8 Simulacion de la distribucion chi-cuadrado. ..........ccccceevviiiiiiecieiesese e 46
Imagen 9 Gréficas de la distribucion t-Student ...........c.coevvereieiiiie s 49
Imagen 10 Valor observado vs valor tedrico de la distribucién t-Student. ...............c.c......... 55

Imagen 11 Simulacion de la distribucion t-Student..............ccoevveieiiieie e 60



1. Presentacion
Introduccion

Las distribuciones normales, chi-cuadrado y t-Student, son funciones continuas importantes

para el estudio de distintas poblaciones.

El orden de presentacion de estas distribuciones esta dado por la escala cronoldgica de su
aparicion, cada una de ellas describe como surgen en diferentes ambitos, pues cada capitulo
contara con la presentacion de la distribucion, como y quien la construyo en la historia, la
justificacién matematica, deduccién matematica de los estadisticos, maneras de construir la

tabla de probabilidades, simulacion mediante Excel, y sus aplicaciones en diferentes ciencias.

En el inicio de los tres primeros capitulos se presenta una tabla en la cual se encuentran la
funcion de densidad, media, varianza, asimetria y curtosis, de la distribucion que se va a
tratar. Las dos secciones siguientes se justifica las propiedades encontradas en la tabla
anteriormente mencionada, en la segunda, la funcién de densidad es demostrada a partir de
los documentos de sus creadores y los comentarios de Hald (2007) sobre su contexto
histérico, y en la tercera seccion la derivacion de los estadisticos descritos en la tabla
mencionada anteriormente por medio de los momentos absolutos y propiedades
metamatematicas. En las ultimas tres secciones se realiza referente a la distribucion del
capitulo la construccion de la tabla de probabilidades, simulacion en Excel y aplicaciones

diferentes ciencias.
Justificacion

Desde los documentos del Ministerio de Educacién Nacional (2006), el desarrollo del
Pensamiento Aleatorio tiene como objetivo ayudar a tomar decisiones en momentos de
incertidumbre, de azar o de ambigliedad en donde hace falta informacion confiable. A su vez
la toma de decisiones bajo incertidumbre se apoya en teorias de la probabilidad que considera
distribuciones teoricas y de muestreo; las cuales se ensefian poco en la secundaria, en
contraste con su aparicion en curriculos de carreras universitarias. En ambos ambitos,

procurar una mejor comprension de este tema es un asunto que requiere atencion; por

1



ejemplo, aunque en libros de estadistica universitaria se presentan y se describen
distribuciones como la normal, t-Student y chi-cuadrado, no es frecuente que se explique su
origen y la manera como surgen desde los fendmenos estocasticos, sino que se enfatiza mas
en la exposicion de interpretaciones y aplicaciones a la solucién de problemas. En el mismo
sentido en textos escolares no es frecuente que se expliciten conexiones, fendmenos y el
origen histdrico de distribuciones como la normal. Es de suma importancia el contexto
historico para la comprension de objetos matematicos como rectifica Bell (1985) “ningtn

tema pierde tanto cuando se le divorcia de su historia como las Matematicas” (p.54).

A nivel universitario, autores como Herndn & Jiménez (2006) exponen la importancia de
realizar las demostraciones en los libros estadisticos y como estas demostraciones ayudan al
estudiante a dar validez a teorias cientificas. Aunque hay teoremas como el del limite central
que requieren conocimiento matematico muy exigente, Hernan y Jiménez (2006) aseguran
que la demostracion matemaética sirve como herramienta al estudiante para la formacion de
un pensamiento logico del individuo, cuando se proponen diferentes maneras de evidenciar

un hecho matematico demostrable.

En ese sentido este trabajo de grado pretende recrear el origen historico de las distribuciones
normal, t-Student y Chi-cuadrado e ilustrar métodos mediante los cuales se genera tales
distribuciones, mas que presentar demostraciones formales que expliquen cémo llegar a

éstas.

En este orden de ideas, el presente trabajo quiere aportar algunos elementos en los que se
recurre a la historia, para que el lector se entere de como la distribucion normal, t-Student y
Chi-cuadrado surgieron, en que contextos aparecieron, y como fue su apropiacion y
asimilacién en la comunidad cientifica y asi enriquecer el concepto de tales distribuciones
mas alla de su aplicacion rutinaria. Por ejemplo, como se muestra en el documento de Student
(1908), la distribucién para la media en pequefias muestras obtenidas de una poblacion no se
ajusta a la distribucién normal, hallazgo que respondio al problema de no poder hacer juicios
sobre la media en una muestra pequefia, pues se observo que el nivel de incertidumbre era
alto cuando se utilizaba la normal. Al respecto, la historia documenta que este autor plante6
una tabla de probabilidades modificada afios después por el mismo Student como narra

Lehman (1999), ademas Student, encuentra la funcion de densidad que describe el



comportamiento de la varianza conocida como la distribucion chi-cuadrado, y junto con la
distribucion normal obtiene la t-Student, mediante el cociente entre una variable normal y

raiz de una chi-cuadrado.

Actualmente, textos como Walpole (2012) muestran a partir de la funcion generadora de
momentos de la distribucién normal y el teorema de la unicidad, se obtiene la distribucién de

chi-cuadrado (ver colorario 7.1 de este texto).

Por otra parte, el trabajo también quiere aportar una mirada a la manera como pueden
aparecer estas distribuciones a partir de la generacion aleatoria de nimeros, tema el cual esta
relacionado con la simulacién de distribuciones con métodos como el de Montecarlo®. Por
ejemplo, se mostrara como puede obtenerse una distribucién normal con base en la
utilizacion de generadores aleatorios en programas como Excel. Esto puede ser de especial
utilidad para maestros que quieran mostrar ejemplos de simulaciones de distribuciones
estadisticas con métodos complementarios a los que provee Excel a través de complementos
como el de “Herramientas para analisis” o con base en formulas de generacién de numeros

pseudoaleatorios tales como: “=aleatorio ()”.

Finalmente, otro aspecto que suele llamar la atencion por la forma en que se termina
ensefiando es como efectivamente calcular probabilidades con estas distribuciones utilizando
tablas. Como es bien conocido, es comun el uso de tablas para estas distribuciones, dada la
complejidad de sus célculos directos, porque sus expresiones analiticas no se tienen

antiderivadas en términos elementales.

En este trabajo se quiere explicitar y aportar métodos que se utilizan en programacion, para
realizar tales célculos; en particular, los resultados de estos métodos pueden ser comparados
con los resultados que se pueden obtener con las formulas que tienen internamente en

software de Excel.

L El método de Montecarlo es un método basado en la generacion aleatoria de niimeros, usado para aproximar distribucion
estadisticas complejas y dificiles de evaluar con exactitud. Su nombre se atribuye al Casino de Montecarlo que era “la capital
de los juegos de azar”, tales como el juego de la ruleta.



Objetivos

General
e Elaborar una resefia comprensiva acerca del surgimiento de las distribuciones
Normal, Chi-cuadrado y t-Student que esboce su recorrido historico, presente
ejemplos de su aplicacion e ilustres métodos analiticos y de simulacion que las

generen.

Especificos
Esbozar un recorrido histérico de cada distribucion.

e Realizar procesos de simulacion para generar cada distribucion.
o Identificar y aplicar algoritmos de aproximacion que permitan el calculo de las
funciones de estas distribuciones.

e Proponer ejemplos donde se apliquen las diferentes distribuciones.

2. Distribucion Normal
Presentacion

La distribucién normal es la reina de las distribuciones por su importancia en diferentes
areas, también conocida como distribucion de Gauss o de Laplace-Gauss. Es una de
las distribuciones de probabilidad de variable continua que aparece con mas frecuencia en la

teoria y practica de analisis de datos y probabilidad.

Esta distribucion modela varios fenémenos naturales, sociales, fisicos, econdmicos y
psicoldgicos que provienen diferentes ciencias exactas, experimentales y sociales. Ademas,
se constituye en una herramienta de analisis inferencial por su gran utilidad para las pruebas
de hipétesis y la estimacion por intervalos de diferentes tipos de parametros, por ejemplo, los

asociados a métodos de regresion.

Para calcular la probabilidad de una variable aleatoria X cuyo comportamiento sea normal,
por ejemplo, x tome valores entre a y b, se debe encontrar la integral de la distribucién normal

entre dichos valores y resolverla. En términos simbdlicos esto es:


https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad#Distribuciones_de_variable_continua

b
1 _(e—p)?
Pla<X <b)= fe 202
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a
Como termina siendo conocido por los estudiosos de la estadistica, resolver esta integral es
imposible si se intenta encontrar una antiderivada de la funcion del integrando; teniendo en
cuenta que hasta la fecha no se ha encontrado su funcion primitiva. Este hecho, hace

necesario aproximar este tipo de integraciones por diversos métodos numéricos?.

En la préctica, el resultado de aplicar dichos métodos tiene como producto la tabulacion de
las areas asociadas o que representan probabilidades con base en tablas que se suelen
presentar en los anexos de los libros. En el caso de la Normal, realizar este tipo de tablas para
cada valor de n y o, no seria una tarea procedente, sin embargo, la solucion de este problema

es transformar todas las observaciones de la variable aleatoria normal X en un conjunto de

observaciones de una nueva variable normal Z, su transformacioén es Z = % esta nueva

variable Z tiene media u = 0 y desviacion estdndar o = 1, y es llamada distribucion normal
estandar o normal tipificada.

. . , Xn — ,
En particular, si X toma un valor x,, entonces el valor de Z sera z, = "U £ Asi, la

probabilidad al sustituir en la integral es:

P(x; < X<xy)= 202 dx=——= | e 2dz=P(z; <Z < Z)

V2r

Z1

X2
1 _x=w? 1 z?
f e
oV2m
X1

De esta manera solo se debe construir una tabla de la probabilidad de la distribucion normal

estandar para evaluar cualquier distribucién normal.

Una de las principales caracteristicas de un comportamiento normal, a veces resefiada como
regla empirica, es contener el 68,26% de los datos en intervalo (u — o, u + o), 95,44% de
los datos en el intervalo (u — 20, u + 20) y el 99,74% en el intervalo (u — 30,4 + 30) . En

otras palabras, es notar que el porcentaje de valores comprendidos en los intervalos de la

2 En un apartado posterior es comentado algunos de estos métodos.



forma (u — ko,u + ko), conk € R* se puede caracterizar de manera invariante para

cualquier valor de 'y o con esta distribucion.

En la tabla 1 se resume sus principales caracteristicas de centralidad, dispersion y forma:

Funcién densidad 1 _l(ﬂ)z
e 2\ o
oV
Esperanza U
Varianza o?
Coeficiente de asimetria 0
Curtosis 0
Funcion generadora de momentos a?t?
° M (t) = "2

Tabla 1. Presentacion de la distribucion normal con sus propiedades.

En cuanto a lo que se refiere al registro grafico, la funcién de densidad de la distribucion
normal tiene forma acampanada y es simétrica respecto la media u. Su curva es conocida
como “Campana de Gauss”. Por ser una distribucion simétrica en ella coinciden los valores
de la media, mediana y moda, es decir, tiene M, = uy M, = u . En laimagen 1 se muestran
cuatro funciones de densidad con diferente media y desviacion estandar, evidenciando su

comportamiento simétrico y acampanado.

0.9

Imagen 1. Gréficas de distribuciones normales



Surgimiento y construccion

La teoria de probabilidades y la teoria de estimacion de errores contribuyeron al origen de la
distribucion normal ya que estas dos teorias fueron utilizadas por Laplace y Gauss para llegar
a esta distribucion. En los siguientes parrafos se describe detalladamente algunos sucesos

relevantes.

La historia de la probabilidad tiene sus primeros inicios en las civilizaciones antiguas, como
en Mesopotamia que extraian y pulian el talon de los animales (astragalo) para hacer un dado
de cuatro caras. El imperio romano era muy dado a los juegos de azar; y también en la cultura
arabe se han tratado estos juegos como lo sugiere el uso de la palabra azar, que tiene sus

origenes etimoldgicos en arabe donde “al-zar” significa “dado”.

El estudio de la probabilidad surge con Pacioli 1494 con su obra “Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et proportionalita” (Suma de la aritmética, geometria, proporciones y
proporcionalidad) en el cual da una solucién sobre el problema de los tres puntos. Por otra
parte, Cardano escribe “Liber de ludo aleae” (libro de los juegos de azar) alrededor de 1620
que no fue publicada si no hasta 1663, estos dos escritos tratan sobre problemas de azar.
Pascal y Fermat en su correspondencia trataban de explicar estos mismos problemas como el
de los tres puntos, estas cartas fueron conocidas por Christian Huygens que fueron publicadas
en 1657 en su obra “Van rekeningh en spelen van gluck” (De los razonamientos en los juegos

de azar).

En la época de Jacobo Bernoulli (1654-1705) se entendia la probabilidad como la cantidad
de eventos favorables sobre el total de los eventos posibles (definicion clasica). Bernoulli
(1713) en “Ars Conjectandi” concluye que al realizar observaciones bajo las mismas
condiciones y reportarlas en una tabla de frecuencias relativas, este nimero de la frecuencia
relativas comienza a hacer estable con mayor cantidad de observaciones. El concluye dos
cosas importantes, primero, el modelo estadistico que representa la situacion es la
distribucion binomial, y segundo, se puede utilizar la teoria de probabilidad en otras ciencias

de manera que las frecuencias relativas sean estables.

Autores como Conde (2015) y Hald (2007) concuerdan que la primera aparicion de una

distribucion normal fue en los documentos De Moivre (1667-1754), donde él descubre esta



distribucion al aproximar la probabilidad de la media respecto un radio d con un
comportamiento binomial y la cantidad de ensayos es grande. Al calcular la probabilidad por
medio de la distribucion binomial es una tarea complicada, pues al ser varios ensayos el
namero combinatorio es demasiado grande y, por el contrario, un nimero menor a uno
elevado a un nimero grande su resultado es demasiado pequefio, y al multiplicarlos estos
resultados debe dar un resultado modesto. Moivre llega a una solucion a este problema, al

aproximar la distribucion binomial por medio de la distribucion normal.

np+d d
n 2 2ynpq 2
P@=pPlx-mlsd)= Y (O)pra-pres—= "
x=np-d x 2r 0

Moivre para encontrar la aproximacion comienza con una propiedad de la distribucion
binomial, al tener cualquier valor de p y el nimero de ensayos n es “grande”, entonces la
distribucion binomial tiende a ser simétrica. Asi que €l descarta la aproximacion para
cualquier valor p, y se centra solo en la distribucién simétrica, como se muestra a
continuacion.

1
b(x,n,p) = b (m +d, 2m,z)

0= (17,

El problema de aproximar la distribucién binomial se centra en aproximar el ndmero
combinatorio y como el nimero combinatorio esta conformado de factoriales, el problema
se traduce en aproximar el nimero factorial; por lo cual Moivre (1730) presenta una
estimacion en su documento Miscellanea Analytic que es una agrupacion de varios escritos
entre 1721 y 1730.

k! = V2rk - (k)ke =k

Hoy es conocida como la formula de Stirling, aunque Moivre para llegar a esta aproximacion
tuvo que hacer varios intentos y utilizar hechos de otros autores. Moivre (1730) describe la
aproximacion del méaximo valor de la binomial utilizando la binomial simétrica y la serie de

Newton del logaritmo, para concluir:



1
Inb(m) ~ (Zm - E) In(2m — 1) — 2mIn(2m) + 0.7739

Elevando al exponencial, se obtiene la aproximacion

2m
2m (1- Zin' )

b(m) = ( )2—m ~ 216821/
m 2m—1

Stirling en 1725 también trabaja con este problema y concluye que el valor verdadero de la
aproximacion de 2.168 que aparece en la anterior formula es e./2/m. En Stirling (1730) se

encuentra la aproximacion de Inn!, en el cual él identifica la constante v/2m para cualquier

valor n, esta es la razon por la cual la aproximacion del nimero factorial lleva su nombre.

En 1733 Moivre realiza un pequefio articulo titulado “Approximatio ad summan terminorum
binomii (a + b)™ in serien expansi” solo hay nueve de ellos y su circulacion es privada,
afortunadamente en The doctrine of chances de 1738 en la segunda y 1756 en la tercera
edicion se encuentra una copia de este importante documento. Moivre (1730) obtiene otra

aproximacion del término méaximo del binomio, utilizando propiedades de nimeros grandes

2m
como (1 - ﬁ) ~e,V2m—1~+/2m y ademas utiliza la constante encontrada por

Stirling en el cual él lo cita; por tanto, se concluye b(m) ~ 1/+/mm. Este resultado también

se observa con la formula de Stirling, al aproximar el nimero combinatorio.

(Zm) s2m _ 272m(2m)! V2m2m - (2m)?Mme—2mp—2m 1
m m!m! V2mm - (m)™me~™\/2mm - (m)™e™™ mm

La aproximacion de la distribucion binomial mediante la expansion asintotica encontrada por
Moivre en 1730, y la aproximacion por series del logaritmo natural descubierta por Newton
1660 que hoy es llamada serie de Mercator-Newton, él concluye mediante estas dos series la

aproximacion del cociente de dos binomiales simétricas. Como se observa Moivre (1756)
. 1 . . .. .
“Corolario 1... m o Snesuna cantidad infinitamente grande, entonces el logaritmo de la
razon, que es un término distante del medio por el intervalo [, hasta el término medio, es

—27”” (p.237). Escribiendo en notacion del documento 2m =n y Il = d?



b(m+d)  d?
b(m) = m

Aunque Moivre no describe detalladamente la prueba en Hald (1990) demuestra el resultado
utilizando la expansién de In(1 + X), en el cual, es basada en los hallazgos de Moivre.

Moivre en el corolario 1 no describe las condiciones de d, per si lo hace en el corolario 2,

. ., d
proporciona una relacion entre d y v/n, que es 7

Con la aproximacion obtenida del corolario 1 al despejar y aplicar la funcion exponencial en

. 1 . . . . .
ambos lados, y considerando b(m) =~ N determina la aproximacion de la binomial

simétrica para un valor m + d.
d2

1
b(m+d) = me_ﬁ

Al remplazar 2m = n y al sumar las probabilidades de una distancia d respecto al maximo

valor, se obtiene en notacion moderna:

1 4 [
b(x,n,—) ~ —f e~2y"/n
2 \V2m 0

|x—n/2|sd

En el corolario 8 de Moivre (1756) sin ninguna prueba determina el méaximo valor para una

distribucién binomial:

b (o) =

2 \2pqnm

Aungue Moivre no justifico esta parte, es posible argumentarla por medio de la formula de

Stirling, como se observa a continuacion.

ny oo 2nn-ne™" 1
(o) -
np 2nnp,/2nng np™Pe " "Pnqtde "4 2nnpq

En el corolario 9 determina la aproximacion del cociente entre dos binomiales, Moivre (1756)

p.242 dice "Si las Probabilidades de pasar y no estar en cualquier proporcion dada de

10



desigualdad, los problemas relacionados con la Suma de los términos del binomio (a + b) se
resolveran con la misma facilidad que aquellos en los que las probabilidades de pasar y fallar
estan en una relacion de igualdad” y continta definiendo la siguiente propiedad omitiendo la

prueba.

b(np + d) d?

In ~——
b(np) 2npq

1

J2nnpq’

Solucionando la ecuacion y sustituyendo a b(np) por se obtiene el resultado
esperado.

1 &
b(np +d,n,p) ¥ ———e 2704

\/ 2mpgn

Esta es la primera aparicién de la distribucién normal en su forma de aproximacion de la

distribucion binomial. Moivre también deduce la suma de las probabilidades de varios

eventos es calculada por medio de una integral definida.

d
24/npq o212

2
P(d) = P(Ix —npl < d) ~ Ef
0

du

A continuacién, se describe los sucesos que contribuyeron a la distribucién normal por medio
de la curva de errores. Galileo Galilei en su documento de 1632 llamado Dialogue
Concerning the two Chielf System of the world-Ptolemaic and Copernican, propone leyes
sobre los errores en observacion de cuerpos celestes como narra Hald (1990):

1. Solo una distancia que es verdadera

2. Hay error en los instrumentos de medicion, observador y otras condiciones
3. Las observaciones estan distribuidas simétricamente por el verdadero valor
4

Los errores pequefios son mas frecuentes que los grandes errores

Estas propiedades son base para la construccion de la teoria del error, aunque no se conoce

que las comunidades de astronomos compartian estos hallazgos; en Gauss (1809) escribe

11



estos principios y agrega que el mejor estimador de la distancia verdadera es la media

aritmética.

La estimacién de una curva que describa el comportamiento de los errores fueron propuestas
por Thomas Simpson (citado por Stahl, 2007) en el cual propone una distribucion uniforme
y otra triangular, en su documento de 1756 es una de las primeras discusiones sobre la curva

que modela los errores, y describe sobre el mejor estimador.

Es bien sabido por su Sefioria que el método practicado por los astrénomos, para
disminuir los errores que surgen de las imperfecciones de los instrumentos y de los
organos de los sentidos, tomando la Media de varias observaciones, no ha sido
generalmente recibido, pero que algunas personas, de nota considerable, han sido de
opinion, e incluso se han mantenido publicamente, que una sola observacion, tomada

con el debido cuidado, era tan confiable como la Media de un gran ndmero. (p.101)

El define que hay un limite respecto a las medias de las observaciones e identifica que es
proporcional a los errores respecto a la media, cuando son més distantes de la media
disminuye la probabilidad, cuando se acerca a la media tiene mayor probabilidad, teniendo
que las observaciones fueron realizadas con las mismas condiciones. Aungue, no grafico la

proporcion se puede interpretar la distribucién del error como:

12
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Imagen 2 Distribucién triangular discreta.

Luego, como narra Stahl (2007) Simpson un afio después, determino esta distribucién para

el intervalo continuo, teniendo el mismo comportamiento de la imagen 2.

Daniel Bernoulli (1700,1782) establecio que es universalmente aceptado la media aritmética
para estimacién de una observacion, el acepto que la curva del error deberia tener un limite,
el méximo punto la tangente debe ser horizontal y la tangente es casi vertical en los extremos
del dominio, asi que el introdujo la curva del error como una semielipse y luego lo remplazo

por una semicircunferencia.

Imagen 3 Distribucién circular

Laplace demuestra y generaliza el teorema sobre la aproximacion de la distribucion binomial
de Moivre en 1812 “Théorie analytiqgue des probabilitées” (Teoria analitica de
probabilidades) pero no compara estos resultados con la curva de los errores, por el contrario,

propone curvas de errores.

13



En la época de Laplace era comun que la media aritmética era el estimador del verdadero
valor, pero a un faltaba la formulacion con argumentos, uno de los intereses de él era
argumentar este hecho. En 1774 Laplace introduce dos curvas de errores, la primera es la

doble exponencial y la segunda utiliza el logaritmo natural.

) = oo

y=—In— —asx<a

Como narra Stahl (2007) esta ecuacion al tratar de utilizarlas tiene muchas operaciones
complejas y solo fue utilizada para estimar la orbita de Venus.

En la antigliedad se conocia la existencia de los planetas Mercurio, Venus, Tierra, Marte,
Jupiter y Saturno; en 1766 Daniel Titius plantea una hipotesis que relaciona la distancia de
los planetas con el sol y en 1781 fue descubierto Urano rectificando esta ley. Pero segun esta
ley se encontraba un planeta entre Marte y Japiter pero no se habia encontrado hasta que el
1 de enero de 1801 el astronomo Giuseppe Piazzi descubre un nuevo planeta llamado Ceres
(en la actualidad es llamado planeta enano), luego de seis semanas se esconde atras del sol
no permitiendo su observacion, varios cientificos de la época tratan de predecir donde y
cuando volvera a poder ser observado, el que logro la prediccion mas exacta fue Gauss
calculando la orbita del planeta, él utilizé el método de los minimos cuadrados y la curva de
errores. El interés de Gauss de obtener la distribucion normal no surge por la aproximacion
de la distribucion binomial, sino para estimar el error en las mediciones astronémicas y

justificar el método de los minimos cuadrados.

En varios documentos se discuten sobre el primero en llegar al método de los minimos
cuadrados; si fue Gauss o Lagrange, porque Lagrange utiliza este método para determinar las
cinco medidas de los arcos meridianos que componen el total del arco a través de Paris, y se

usa para determinar el medidor estandar, o Gauss para determinar las orbitas de los planetas.

Gauss publica su revolucionario libro de “Teoria del movimiento de los cuerpos celestes” en

1809 en la cual expone la demostracion de la ley de errores: la probabilidad de obtener un

14



s h — .7 4 [13 T
error ¢ es dado por la funcién ¢(e) = e (he)® También Laplace demostré en “Teoria

analitica de probabilidades™ de 1811 la probabilidad de los errores +t donde un elemento es
sensible proporcional a la exponencial e, pero en si le esta distribucion es atribuida a

Gauss.

Gauss utiliza el método de maxima verosimilitud para determinar la funcién ¢, en el cual
este método era conocido por matematicos de la época, aunque en ocasiones se suele
confundir que el primero en desarrollarlo fue Fisher, pero en realidad el publico fue su

definicion formal.

Los dos postulados esenciales para la deduccién matematica de la distribucion normal, son
formulados por Gauss (1809), que tiene una gran parecido a las leyes de Galileo de 1632

descritas en péarrafos preliminares.

e Primer postulado: la probabilidad de obtener un error de magnitud € es proporcional
a la magnitud del error. Asi existe una funcién que describe este comportamiento.
e Segundo postulado: a magnitud del error tiene la misma probabilidad de caer en

ambos costados.

Gauss adopto otra manera para decir el segundo postulado, pero él con el tiempo decidi6 el
anterior mencionado. A continuacion, se presenta el postulado, y la explicacién de su

equivalencia.

Obtenidos por observacion n valores distintos de una magnitud, siempre que todos hayan
sido obtenidos en las mismas circunstancias y con el mismo esmero, el valor mas probable

de la magnitud es la media aritmética de los valores observados.

La equivalencia de los dos postulados es justificada en los posteriores parrafos comenzando
con el segundo postulado que el error tiene la misma probabilidad de caer en ambos costados,
otra manera equivalente de decir esta afirmacion es que la suma de los errores observados es

cero, 0 en lenguaje matematico, si &; , &, ... €, valores observados, entonces:

£i=0

n
i=1
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Setiene 13,15, ..., L, las magnitudes de medir a [, que se han observado con el mismo método

y las mismas condiciones. El error se define como ¢; = [; — [ donde i € Z*

Se suma todos los valores

n n

Zi—lznl—Zli
[ i=1

i=1

Como consecuencia del segundo postulado Y, & = 0, se tiene

n

nl—Zli=0

i=1

n
| = &i=1 li
n
Como el error se define con la magnitud verdadera y nunca se podréa saber este valor, entonces
se utiliza el segundo postulado; diciendo que la media aritmética es el mejor estadistico para

estimar el valor verdadero.

Asi los errores observados respecto a los errores verdaderos poseen el mismo
comportamiento, aunque esto carece de rigurosidad matematica, es un hecho que en la

experimentacion se cumple.

Gauss define ¢ () como la funcion que modela la probabilidad del error, es diferenciable, es
simétrica y con unico maximo. La probabilidad de obtener dos errores seré el producto de las
probabilidades, porque los errores son independientes, esto se puede decir por la

experimentacion; en otras palabras, lo toma como una verdad.

P(e1 N &) = P(&1) - P(&r)

Al querer obtener la probabilidad del error en todo el intervalo, Gauss (1809) utiliza un
procedimiento analogo al de maxima verosimilitud, comenzando con multiplicar los errores

obtenidos de n observaciones.

g=9¢(NeN.Nngy) = Hqﬁ(li—l)
i=1
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Como no se sabe el error verdadero de [ es utilizado la media aritmética, se deriva la funcién
g respecto a [ utilizando la derivada de un producto de varias funciones y se evalla en la

media aritmética:

n

i=1 j#i
j=1

D)

Un truco utilizado comUnmente es la multiplicacion por 1, que en este caso 1 = 20D

al - H‘W _Z)qu(z -1)

Como se quiere determinar el maximo valor, se evalGa la derivada en cero y [T, ¢(l; — 1)
es diferente de cero, pues son las probabilidades de cualquier error y es diferente de cero, se

concluye:
z (L — T)
ol -
Gauss (1809) supone que los errores que comete en una observacion son iguales excepto uno,

en notacion matematica: [, y [, = I3 = --- = L, en el cual existe un namero real N, talque,

l,, = l; —nN, al hacer esta suposicion la media aritmética se convierte a

I + (n—=1)(l; —nN)

[ = =1, —(n—1N
n
¢ ;=D .
Al sustituir L en 1= VoD S obtiene

¢’ ((n—1N) N (n—1)¢’(-N)

N CE MO

Al despejar.

¢(n—DN) _ (n—1)¢'(=N)
¢((n—1)N) ¢(—N)

17



Como ¢ (&) es simétrica es lo mismo que una funcion par, ademas la derivada de una funcion
par es una funcion impar, y al utilizar estos dos hechos se obtiene la siguiente igualdad.
P -DN) _ &)
¢((n—1)N) ¢(N)
Por la igualdad obtenida se afirma que el cociente de ¢”y ¢ es una funcidbn homogénea,
pues una funcién homogénea es f(ax) = a’f(x) en el cual t representa el grado de

homogeneidad, en este caso es de grado uno.

Como es funcion homogénea de grado uno debe ser una funcién lineal y ademas es una

funcion continua por ser ¢ (¢) diferenciable, y ¢(g) = 0

¢'(e) _ e
¢(e)
Enelcual k e R
Se integra en ambos lados de la igualdad
¢'(e) f
-de = | ke-de
¢(e)
k- e?
ln(qb(e)) = 28 +D

b(e) = T
p(e) = C-e e’

La sustitucion de k por h, para escribir mejor la expresion y el k debe ser negativo porque

los errores grandes son cada vez menos probables que suceda. Donde C = eP y k = —2h?

Para determinar el valor de la constante C es encontrada con la caracteristica de una funcion

de distribucion que la suma de las probabilidades es igual a 1

f C-e"(ge =1

— 00

Solucionando la integral
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h
—_ _ _—(he)?
&)= e
¢ () e
Gauss deriva la distribucion de h suponiendo & = (&, ..., &,) ser independiedntes y las
variables normalmente distribuido con media cero y precision h, y sea h distribuida
uniformemente en [0, o)... concluye que mas probable valor de h es h = ’% yo= hiﬁ

Ademas, Hald (2017) dice que este método es equivalente al método de méaxima

verosimilitud, por tanto, se estima el pardmetro h por este método.

Las observaciones [y, [,, ..., L, en el cual se comete los siguientes errores respectivamente
€1,&2, ..., &y ; la probabilidad de obtener todos los errores sera multiplicarlos, recordando

que son independientes los errores

b |n| b () |n| h —h2¢g? h* Y (~he)? h* —-h2 Y &?
= E:) = —e | A— e<~i=1 = e 1=1
=1 =1 v v

Se quiere encontrar el maximo valor de los errores obtenidos, para determinarlo se deriva la

funcién respecto a h, en el cual, es la derivada de un producto.

d¢* hhn—l _pzyn . hn e 27} . < n )
= i=1€i . i=1¢) .| —=2h i
R (D DX

d¢)* nhn—l Caenm L _Zhn+lzﬂ= £ _pzvn o
e +( ok >( T

hn—l - n
= (\/_)n e N Liz&i . [ n — 2p2 Z &
T

i=1

Igualando a cero

hn—l b on n
(\/_)n e ML= 8i - | n — 2h? Z & =0
T

i=1
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Por ser los numeros reales con las operaciones usuales es un dominio de integridad, se tiene

dos soluciones

Primera
hn—l
- e_h22?=1£i — 0 ;
(Vr)
, hn—l
Como un numero elevado a la e no puede dar cero, entonces Ok = 0 lo cual se concluye
s

que h = 0y se descarta porque cancelaria la funcion de densidad.

Segundo

n

Tl—ZhZZEi:O

i=1

Despejando h

B = 1
V20
Encontrando la distribucion normal.
e 2
p(e) = ——e (o)
oV2am

Laplace en 1810 publica la demostracion del teorema del limite central, resaltando su relacion

con el documento Gauss (1809).

La distribucion normal solo fue utilizada por los astrbnomos hasta que Gosset aplica la
distribucion normal no para errores de observaciones astronémicos, sino para otros contextos

como sociales, politicos y econdémicos; ademas el utilizo el método de minimos cuadrados y
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nombro el método de regresion lineal. Gosset es un autor relevante en este escrito porque es
crucial para sentar las bases de la estadistica inferencial, como es mostrado en el siguiente

capitulo.
Derivacion de los estadisticos descriptivos

Para determinar los estadisticos descriptivos (media, varianza, asimetria y curtosis) de la
distribucion normal es utilizada su funcion generadora de momentos, por lo cual es lo primero
que se derivara. Ademas, se interpreta estos estadisticos con el comportamiento de la
distribucion

La funcion generadora de momentos se define como la esperanza de e*.

o

1 _G=w?
E(e*) = fext—e 202 dx
oV2m
—o0
Se aplica propiedades algebraicas.
[ee] [ee]
1 _x2—2xu+u2+xt 1 x2—2xpu—20%xt+u?
= e 202 dx = e 202 dx
oV2m oV2n
—oo — 00
[ee]
1 J x2-2x(u+o?t)+u?
= e 202 X
ovV2m
—0o0
2
1 ° (xz—(u+02t)) —(u+o?t) +p?
= fe 202 dx
oV2m
— 00

=e 202 202 dx

B R et e (5250)
e
o Zn;f

La integral corresponde a una distribucién normal, por lo tanto, su resultado es 1 y

simplificando es conseguida la funcion generadora de momentos.

2
_ =(p+o®t) +u? _ —uP—2pc?t—o*t?+u? 2uc?t+att? 4 02
=e 202 (1) =e 202 =e 202 = et 2

La media de la distribucion normal es el primer momento, es decir, la primera derivada de la
funcién generadora de momento e igualada t = 0.
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1 _ ﬂHﬂ 2
My(t) =e™" 2 (u+to?)
Mz(0) =e®(u+0)=pu

La varianza es conseguida con el segundo momento y la propiedad de la varianza relacionada

con los dos primeros momentos 2 = E(x?) — E(x)2.
Se determina el segundo momento por medio la segunda derivada de la funcion generador e
igualadat =0
o?t? o?t? o?t?
MZ(t) = e*™ 2 (u+to?)2 4+ ez (62) = etz ((u+to?)? +0?)
MZ(0) = e®(u® + 0%) = p* + o?
Aplicando la propiedad mencionada es obtenida la varianza
E(x?) —E(Xx)? =u?>+ 0% —u=o?
El coeficiente de asimetria de Fisher es definido y; = % donde u5 es el momento centrado

y o3 es la desviacion estandar elevada al cubo. Para hallar el momento centrado primero se
necesita tener el momento absoluto que es la tercera derivada de la funcion generadora de

momentos e igualada t = 0.
o2t? o2t?
M3(t) =" 2 (u+ta®)((u+ta®)? +02) + e 2 2u+ to?)o?)
et
=e¥" 2 (u+to?)((u+to?)? + 02 + 202)
et
=et" 2 (u+to?)((u+to?)? + 302)
Al evaluarlo en cero se obtiene el tercer momento absoluto.
M3(0) = u (u* + 30%)

El momento centrado se define como u; = E(x — u)3, al aplicar propiedades algebraicas,
propiedades de la esperanza y sustituir los valores de los momentos encontrados

anteriormente es comprobado el valor de p5
s = E(x®) =3E(x))p + 3pPE(x) — u® = p (u* + 30%) = 3u(u® + 0?) + 3p® — 3
=pu3+3uc? —3u® —3uc? +2u2 =0
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Al remplazar este valor en el coeficiente de asimetria es cero, comprobando la simetria de la

distribucién normal.

La curtosis describe la concentracion alrededor de su media, la siguiente tabla representa

como se interpreta sus valores.

Leptocdrtica, y, < 0 la concentracion es baja

Mesocurtica, y, = 0 la concentracién es

normal ,-’ T

Platicurtica, y, > 0 la concentracion es alta

Tabla 2. Interpretacion del coeficiente de la curtosis.

La curtosis se define matematicamente y, = % — 3, donde pu, es el momento central y o*es

la desviacion elevada a la cuatro. Para calcular la curtosis de la distribucién normal es similar

a los anteriores procedimientos, por medio de la funcién generadora de momentos.

o2t?
M) = "2 ((u+ta®)? + 0¥ ((u + to?)? + 30?)
o2t?
+ e 2 (u+ta?)(20%(u + ta?))
Cuando t = 0, es obtenido el cuarto momento.

Mz (0) = e®(u? + 02)(u? + 302) + e%u (20%pn) = u* + 4u?0? + 30* + 20%u? = u* +
6u’o? + 304

El cuarto momento central se define u, = E(x — u)*y se determina utilizando propiedades

algebraicas y estadisticas.
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Hy = E(x*) — 4uE (x*) + 6y°E (x?) — 4u°E(x) + p*
=pu* + 6pcc? + 30* — 4u?(u? + 30%) + 6p*(u? + 02) — 4p* + ut
=u* + 6pcc? +o* —4u* — 12u%0? + 6u* + 6u%0? — 4u* + u* = 30*

Se comprueba que la curtosis de la distribucion normal es cero, debido que esta distribucion

es de referencia para el estadistico.

Creacion de tablas

Al generar la tabla de probabilidades de la funcidn de distribucion normal estandar es
necesario utilizar métodos de aproximacién porque no se ha encontrado esta funcién en
términos elementales, por lo cual, en esta seccidn es presentado tres maneras para construir
esta tabla de probabilidad. Los dos primeros metodos (serie Taylor y serie asintotica) son
justificados y el tercero no, debido a su complejidad, aunque los tres métodos seran
comparados con los valores arrojados por Excel con la funcion “=distr.norm.estand.n

(Z,verdadero)”, con el fin de determinar el error del método o el error de la funcion de Excel.

El primer método para construccion la tabla de la distribucién normal estandar es por medio
de aproximacién polinémica conocida como serie de Taylor, el primer paso es tener un
polinomio que se aproxima a la funcion de densidad, luego obtener la aproximacion de la
funcion acumulada al integrar este polinomio y, por ultimo, evaluar en el resultado de la

integral.

Para determinar los coeficientes del polinomio que aproxima a la funcién de densidad es
utilizado la derivada de la funcion, en este caso la funcion de densidad esta conformada por
un exponencial que sera eje central para la aproximacién, ya que tiene varias propiedades

importantes.

Para la funcion f(x) = e* es derivable infinitamente y definida en R, pues % =e”*.

La serie polinomica de aproximacion centrado en un valor a de la funcion exponencial es:
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® a

e
ex:Zm@“‘“)"

n=o0

Se centra la serie en cero es llamada serie de Maclaurin y es de la forma:

(o]
=)
e’ = —

n!
n=0

Si se desea una aproximacion en los extremos de la distribucion es necesario utilizar la serie
de Taylor para centrarla en otro valor. En este caso se centr6 en cero y los valores extremos

tienen mayor error.

2

X
-4 . . . ., 1 - .
Como la funcion de densidad de la distribucion normal es o e( 2 ) al remplazar se obtiene

su aproximacion polinémica:
1 (-z2)_ 1 o (—1)2n
—e 2) =
V2m \/Znn=0 2"n!

Para encontrar la aproximacion de la funcion acumulada se considera la integral del normal

estandar desde su media a cualquier valor z y se evalla la integral.

fZ 1 had (_1)nx2n © (_1)11 <22n+1>
0

dx =
A2 ] 2™'n! i 2npl\2r\2n + 1

Antes de evaluar la aproximacion se comprueba su convergencia y se determina su radio de
convergencia teniendo en cuenta que es una serie alterna. Para realizar esta tarea se utiliza el

criterio de la serie alterna: Y.;>_o(—1)"a,, es convergente si el lim a, = 0 A a, > ap41.
n—-oo

La primera condicion del criterio es inmediata:

ZZn+1

lim =0
n-0o 20nlV2n(2n + 1)

Para la segunda condicion es definida la desigualdad

ZZn+1 ZZTl+3

>
V2rm2tn! (2n+1) V2r2"1(n+ 1)!(2n+ 3)
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Comoz > 0 An > 0 ladesigualdad no se cumple para todos los casos, por lo cual, aplicando

propiedades para despeje se obtiene los casos en que se cumple.

1 z2
nt 1) 2+ D2n+3)

2(n+1)(2n+ 3)
< 2n+1

A partir de esta desigualdad se concluye que a mayor sea n el radio de convergencia es mayor,
la serie comienza a converger teniendo en cuenta el valor de z y el termino del polinomio n,
los Unicos valores que comienza a converger desde el primer término son z < V6 =
2.449489743, en el cual se logra al remplazar en la desigualdad anterior por n = 0. Este

hecho también se puede observar en la siguiente tabla (Tabla 3).

vA 2,4 2,5
Primer 0,95746147 0,9973557
termino
Segundo | -0,91916301 |-1,03891219
termino

Tabla 3.Radio de convergencia de la serie de Maclaurin para la distribucion normal.

La distribucion normal en valores mayores a 4.5 es muy poca su probabilidad y muy rara vez
se considera mas alla de ese valor, es asi solo se necesita nueves términos para que comienza
a converger entre estos valores. Para determinar cuando comienza la serie a converger se
remplaza la cantidad de términos en la desigualdad anterior como se muestra en la siguiente
tabla (Tabla 2).

valores
z < 2.449489743
z < 2.581988897
z < 2.898275349
z < 3.207134903
z < 3.496029494
z < 3.765875487
z < 4.019184762
z < 4.258325179
z < 4.48527001

Tabla 4.Cuando la serie alterna es convergente dado la posicion de sus términos.

O INO OB WINIFP OIS
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Para determinar el error de una serie alternante es aplicado solo cuando es convergente, por
lo cual, se evalda el error cuando z € (0,v/6) pues converge desde el primer término. El

teorema de estimacion para la serie alternante se define:

|Rn| = |25 _pnl < bn+1

Donde R,es el error, p es el valor verdadero, p,es el valor aproximado y b,,; eseln +1
término de la serie. Es decir que el error es aproximadamente el siguiente coeficiente de la

serie. La siguiente tabla (Tabla 3) ejemplifica la afirmacion anterior sobre la serie alterna

cuando z € (0,V6)

Z 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
b, | 0.03989423 | 0.11968268 | 0.19947114 | 0.2792596 | 0.35904805
b, | -6.649E-05 | -0.00179524 | -0.0083113 | -0.0228062 | -0.04847149
b, | 9.9736E-08 | 2.4236E-05 | 0.00031167 | 0.00167626 | 0.00588929
bs | -1.1873E-10 | -2.5967E-07 | -9.276E-06 | -9.7782E-05 | -0.0005679
b, | 1.1543E-13 | 2.2721E-09 | 2.2546E-07 | 4.6582E-06 | 4.4722E-05
bs | -9.4447E-17 | -1.6731E-11 | -4.6116E-09 | -1.8675E-07 | -2.9638E-06
bg 0| 1.0618E-13 | 8.1295E-11 | 6.4525E-09 | 1.6928E-07
b, | -4.1227E-23 | -5.9156E-16 | -1.2581E-12 | -1.9573E-10 | -8.4882E-09

Tabla 5.Coeficiente de los términos de la serie alterna para la aproximacion de la distribucién normal

Como la serie alterna conseguida para aproximar las probabilidades fue centrada en cero,
cada vez que los valores de z se alejen de él aumentara su error, la tabla 5 de los coeficientes

de los polinomios muestra el comportamiento mencionado.

La aproximacion por serie asintotica de la funcion distribucién de la normal sirve para los
valores que se encuentra en sus extremos. Para obtenerla es utilizado el método por

integracion por partes.

V2w V2w X
L, 1 1 _x2 _x2
Sustitucion: u = - du = . dv = xe 2 vV=—e 2
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[e0] _Z _

1 [ 1 _xz_zl N 1 f°° 1 xZZd 1 e 2 .l'°°e 2 4
=— |——e¢e — —e X =— — X
V2m x 2 2 J, x* 21 Z . X2

2 x2
= —_— 2 = |- — 2 —
X X ] x3xe X x3e ) o x
2 2 2
® e 2 ®xe 2 1 22 ® o7
J. xz(n—l)dx:f x2n—1 dx = _x2n—1e z —(Zn—l)fz 2N

-Z

Al reiterar este procedimiento y encontrando la regularidad, es determinada la siguiente serie:

13 1-3-5
— +

1-3-5-7
LR -

79

o]
2

1 _z
)
2T £

=0

Z
(-D™(1:3:5..(2n— 1))

ZZn+1

En la siguiente tabla (Tabla 6) se muestra la aproximacion de la probabilidad con la serie
asintética utilizando 14 términos y su diferencia con la funcion de Excel. Al mirar los valores
cerca de cero son demasiado lejos de su valor verdadero y si es alejado de cero se consigue
una buena aproximacion, por lo cual este método es importante para aproxima la probabilidad

en los extremos de la curva normal.

Valor | Excel Asintotica Diferencia

2,4 -0,008197535924596160 | -7,81870760001919E+00 | 7,810510064094600000
2,6 -0,004661188023718730 | -5,25400571568335E-01 | 0,520739383544616000
2,8 -0,002555130330427980 | -3,78745372040865E-02 | 0,035319406873658600
3 -0,001349898031630100 | -2,04770634563037E-03 | 0,000697808314000268
3,2 -0,000687137937915860 | 3,78062277661267E-04 | -0,001065200215577130
3,4 -0,000336929265676855 | 3,06930552600139E-04 | -0,000643859818276994
3,6 -0,000159108590157553 | 1,56038891763255E-04 | -0,000315147481920807
3,8 -0,000072348043925086 | 7,20201744579101E-05 | -0,000144368218382996
4 -0,000031671241833120 | 3,16349968510836E-05 | -0,000063306238684204
4,2 -0,000013345749015903 | 1,33416317745196E-05 | -0,000026687380790422
4,4 -0,000005412543907735 | 5,41206628459866E-06 | -0,000010824610192333
4,5 -0,000003397673124739 | 3,39750944139531E-06 | -0,000006795182566134

Tabla 6.Comparacion entre el valor dado de la serie asintdtica y la funcion de Excel de la distribucién normal
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Tenga en cuenta si se agrega demasiados términos a la serie asintotica comienza a dar una

mala aproximacion.

El método de Hastings utiliza la siguiente formula

ZZ 2

1 (? 1 _z
— | e 2dx=1-——=e 2(bit + byt? + byt* + b,t> + bst>)
\/Zn.f_oo V2m

Enlacual: t = fpz p = 02316419 b, = 0.319381530

b, = —0.356563782 bz = 1.781477937 b, = —1.821255978 b5 = 1.330274429

Un ejemplo con z = 1.3, el valor dado por la aproximacion es 0.9031994506, mientras Excel
da 0.90319951541439 concluyendo gue es una buena aproximacion. Este método es bastante
sencillo, porque solo es remplazar los valores de la ecuacion sin la necesidad de sumar

demasiados términos.
Simulacién

Para simular datos que tengan una distribucion normal, se puede recurrir a diferentes métodos
como en recrear el teorema del limite central, obteniendo muestras de tamafio mayor a 30 y
calcular su media muestral, al realizar este procedimiento varias veces escribiendo las
frecuencias de las medias en una tabla o un grafico se consigue un comportamiento similar a
la distribucion normal. En este documento se realiza de otra manera, por medio de la funcion
inversa de la distribucion normal acumulada y numeros “aleatorios” dados por el software

Excel.

Lo primero es simular una distribucién uniforme con ayuda de la funcion “=aleatorio” de
Excel, los valores arrojado estan entre [0,1] que es interpretando como una probabilidad.
Estos valores no son completamente escogidos al azar, al existir una funcion que los
determina incumpliendo la definicién de aleatorio, sin embargo, dice (los compas) no son
aleatorios, pero simulan que lo son, por la manera en que los generan definiéndolos como

pseudoaleatorios.
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Al realizar el histograma de los 500 valores dados por la funcion “=aleatorio” se comporta
de manera uniforme (todos los valores tienen la misma probabilidad de salir), esta conclusién
se justifica por medio de oprimir la tecla F9 que actualiza nuevos nimeros pseudoaleatorios,
en todas las ocasiones el histograma mostraba el mismo comportamiento uniforme. La

siguiente imagen fue escogida al azar para ejemplificar lo mencionado.

Uniforme

70

60

50

40

30

Frecuencia

20
10

SO S - - S N S NS

\e ©
S VU R S

Valor "=aleatorio"

Imagen 4 Simulacion de la distribucién uniforme.

La funcion de distribucion de la normal estandar inversa acumulada F~1(z) determinar
valores de z, teniendo en cuenta que el software utiliza una aproximacién de esta funcion
pues no se conoce en términos elementales, como se manifesto en la seccion anterior para

encontrar F(z); asi la funcién y su inversa se debe obtener por medio de aproximaciones.

El comportamiento acampanado (Imagen 5) lo garantiza la funcion inversa gracias a su
naturaleza, como se representa en el siguiente histograma, para la construccion de este se

utilizo los datos de la distribucion uniforme de la parte de arriba.
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Imagen 5 Simulacion de la distribucién normal.

Por medio de la funcidn inversa es muy rapido simular una distribucion normal, en

comparacion en otros métodos que son muy elaborados.
Aplicaciones

Una de las aplicaciones mas importantes de distribucion normal es descrita en los siguientes
dos capitulos en los cuales se deduce las distribuciones chi-cuadrado y t-Student, porque, x?
esa suma de variables normales al cuadrado y t es una variable normal sobre la raiz de una
chi-cuadrado. Ademas, existe otras aplicaciones en diferentes ciencias como la psicologia,

eugenesia, fisica, astronomia y economia.

En la psicologia el coeficiente intelectual era medido con el test de Binet, en el cual
determinaba la edad mental del individuo y se dividia por la edad cronolégica multiplicada
por cien, pero insatisfecho Wechsler crea un nuevo test por medio de puntuaciones y observa
al graficar varias de estas puntuaciones tiene un comportamiento normal, él determina el
coeficiente intelectual se distribuye con una distribucion normal con media 100 puntos y una
desviacién estandar de 15 puntos. Se define varios rangos que determina la clasificacion de
las puntuaciones del coeficiente intelectual, en la primera desviacion respecto a su media se
encuentra la mayor parte de la poblacién el 68,26% de los datos, para los demas rangos se
resume en la imagen 6 tomada e editada de Stassen (2007).
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Distribucion teédrica de las puntuaciones de C.I.

Promedio
Desviacion 4, . » Desviacion

Aprendiz Lento ," \ Superior

Retraso Leve Dotado
Retraso Moderado Genio
a Grave 0,14% ) 0,14%
RE . S —

40 55 70 85 100 115 130 145160

S 2 5 0 1 42 3

Imagen 6 Distribucidn del coeficiente intelectual

Al tener una puntuacién de una persona es comparado con las puntuaciones dadas por la
distribucion normal, y se clasifica en su rango. La distribucién del CI varia durante los afios,

pues cada década aumenta en su media 3 puntos, este fendmeno es llamado el efecto Flynn.

Otras aplicaciones de esta distribucion en la estadistica inferencia es la aproximacién de una
distribucion binomial como se narré en secciones anteriores cuando Moivre llega a la primera
distribucion normal, en la regresion lineal es utilizada para estimar los parametros de la

funcién vy, es crucial para hallar el intervalo de confianza de la media aritmética.
3. Distribucion y?
Presentacion

La distribucion chi-cuadrado es una familia de funciones determinados por sus grados de
libertad, como se evidencia en su funcion de densidad. Esta distribucion describe el

comportamiento de la suma de variables normales independientes elevadas al cuadrado.

Una de sus aplicaciones es la estimacion de una varianza poblacional por medio de intervalos
de confianza y prueba de hipdtesis, teniendo en cuenta que el éxito de la prueba parte de tener
la normalidad en la muestra. Otra aplicacion de esta distribucion es el test chi-cuadrado,
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creado por Pearson (1900) en el cual se compone de prueba de independencia, bondad y
ajuste, y homogeneidad, estas pruebas tienen en comin el uso del pardmetro x? =

_—e))? ., .
ﬁ‘zl% (o;es observado y e; el esperado) y la comparacion de este pardmetro con el

i

valor arrojado de la distribucion chi-cuadrado teniendo en cuenta su grado de libertad y su

significancia, para asi aceptar o rechazar una hipotesis.

A continuacion, en la Tabla 7 se presenta la funcién de densidad de la chi-cuadrado y sus

estadisticos que describe su comportamiento.

Funcion de densidad 1 v, X
y = ﬂ X2 e 2
221 (3)
Parax >0
Valor esperado u=v
Varianza g2 =2v
Asimetria Y1 =+/8/v
Curtosis 12
V2 = W
. 7 v
Funcion generadora de momentos M(t) = (1 —26)2
Para2t <1

Tabla 7.Presentacion de la distribucidon chi-cuadrado con sus propiedades

Al aumentar los grados de libertad en la funcion de densidad se acerca a una distribucion

normal, como es evidenciado en el grafico.
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Imagen 7. Graficas de distribuciones chi-cuadrado.

Surgimiento y construccion

El primero en descubrir la distribucion chi-cuadrado fue Helmert en 1876, por medio de
encontrar la distribucién de la suma de errores elevados al cuadrado, que es exactamente la

distribucion chi cuadrado, después en el mismo afio en su segunda edicion menciona s? =

2

% y es un estimador de o2 . Concluye que y = e? = (n — 1)s?, esta distribuido como

a?y? con v =n— 1 grados de libertad. A continuacion, es presentado la deduccion de la
distribucion chi-cuadrado teniendo en cuenta las narraciones de Hald (2007) y Gorroochurn

(2016) sobre la demostracion que realizo Helmert.

Un teorema importante en estadistica inferencial es: la distribucion chi-cuadrado es la suma
de variables aleatorias normales independientes; en el cual va a ser esencial para toda
demostracién. Primero se tiene la funcién de densidad del error, y con ella determinar la

distribucion del error al cuadrado.
Sea y =¢?dondes =x—u

82
d(e) = \/%e_(m) ,parae € R
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Al sustituir €2 = y, y obtener su inversa ¢ = +,/y se logra dos eventos que cumple esta
condicion y ademas tienen la misma probabilidad. Para solucionar este problema se
multiplica por dos la funcién de densidad y se tiene en cuenta solo los valores positivos del
error. Al realizar esta sustitucion y determinar su diferencial, es derivado la distribucion chi-

cuadrado con un grado de libertad.

1
de = —=dy
2y
oy m 2l @) L L)
giy) = \V2mo Zﬁ_my

Definida para y > 0
En el caso que
y=et+ei=y+y,

Como se quiere evaluar la probabilidad de obtener un error y, se evalua la integral en

términos de y, pues y, = y — y, . Como son variables independientes se multiplican.

El limite de la integral se define por su dominio teniendo en cuenta la ecuacion Y =Y; + Y,

Py, y2) =) - p(y2)

Si y=y;+y, es una transformacion representando la suma de dos variables
independientes, al calcular su inversa y, = y — y;, por lo cual hacemos la sustitucién con su
funcién inversa Por el teorema 7.4 de Walpole sobe la sustitucion de variables en
distribuciones continuas.

1 0] _

S(¥1,y2) —
-1 1

1
(V1Y)

Al sustituir y, = y — y;, el jacobiano es

P,y —y1) =p1) p(y—y)- 1

Al determinar la marginal de y, debido al contexto de la situacion el maximo valor que toma

los limites de la integral entre 0 , y
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y
p(y) = f p(y1) Py — y1)dyy

El teorema de la convolucion consiste en hallar una distribucion de Y, en el cual esta variable
es la suma de dos variables aleatorias independientes Y = Y; + Y,. La funcion de densidad

es dad por la integral:
y
h(y) = f p1(y1) P2 (y — y1)dy,
0

Al utilizar la convolucion para determinar la suma de dos variables chi cuadrado con un grado

de libertad.

y o1 -(3) () 1 EA
gz(Y)ZJ;) Wyl e (ZG)W(y—yl) (2)3 (20 )

! 9_(2%) fy(y - y1)_(%)(y1)_(%) dy,
0

2ma?

Dejaremos la constante aparte, se centra en la solucién de la integral

y 1
Y
o Sy =y
7

- . . 1
Al sustituir u ==, y su diferencial du = ;——dy; 0 dy, = 2,y \/y.du

N
fy 20y
0o ¥y —yur/y

u

1
1
ZJ ——du = 2arcsen(u)
o 1—u

y
T
= 2arcsen(1) = 2 5=

Por tanto, la suma de dos variables independientes chi-cuadrado con un grado de libertad es

0

la misma distribucion, pero con dos grados de libertad.

IER
g2(y) =552€ 2°
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En el caso de sumar tres errores para obtener la funcion de distribucion es necesario realizar

la siguiente sustitucion, y = e + 2 + €2 = y; + y, + y3 = x + y3 siendo x = y; + y,.

Utilizando el teorema de convolucion, similar al caso de anterior suponiendo que x tiene una
distribucion chi-cuadrado con dos grados de libertad y, y — x tiene una distribucion chi-

cuadrado con un grado de libertad.

y
93(y) = f 92091 (y — ) dx
0

f<——><ﬁ—>r [y

Yy y
- 203\/_8 * zm] N m]o
1

= e 202
o3\2m Y

Una manera sencilla de obtener las distribuciones chi-cuadrado es utilizando g,(y), por

ejemplo, para obtener la distribucién de y = y; + y, + y3 + y, + ys, Se sustituye x = y; +
Y2 +y3 ; t =1y, +y,. Utilizando el teorema de la convolucion y la funcion de densidad de
t es g,(t), pues es la suma de dos errores al cuadrado independientes, y la funcién de

densidad de x es g;(x) ya que representa la suma de tres errores al cuadrado independientes.

y
9s(y) = j 939, (y — O)ddx
0

Al remplazar
y y 3
1 __x_ y=x 1 _y_ 1 1 _Y 2y2
J ( e 202\/_> (Fe 202) = = e 20?2 x2dx = 3 e 20?2 'i)’:
0 \g322 V7 ° o522\m 0 0522yn

Es la distribucion chi-cuadrado con cinco grados de libertad. Para obtener las demas

distribuciones, es utilizado la siguiente convolucion

y
In(y) = f In—2(x)g,(y — x)dx
0
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Dondey =y, +y,++y, ; x=y1+y,++Yn2 YY—X=Yn_ 1+

Tenga en cuenta al momento de determinar la distribucién solo se integra la variable X, y el
resto es una constante. La siguiente tabla (Tabla 7) muestra la integral respecto a x omitiendo

las constantes.

Grados de | Par Grados de | Impar
libertad libertad
y 5
6 [rae=gy | P dar2 2
0 3 5
0
8 1Y 11 9 2 2 (Y 5 22 27
— 2dx = ——v3 — 2 —_._.Z 2
zfoxx 23”7 35J0xdx 3577
10 L (7 sy 11 222fy%d_2222;
2-3), %% 357), 73579
1
— 4
2-3-47
12 1 fy ' 13 2222(7 3,
2-3-4), 7 357 9)
1 _2222 2 u
~2.3-4-57 3579117
: . — : - . —
n —f x2 %dx " (—)(—) ( >f x2 %dx
(2_2)!0 3/\5 n—4/J),
2 222 2 n,
_ 1 %_1 = ———... y?2
5 !

Tabla 8. Solucion de integrales para deducir la distribucion chi-cuadrado

La constante que surge a partir de dar solucidn a la integral, es posible escribirla como una

funcion Gamma, para ellos se define la funcion y las propiedades que cumple.
La funcion Gamma se define como: I'(t) = f0°° yt=leVdy
Las propiedades usuales de esta funcion son:

1. T'(n) = (n— 1)!Sinesunentero no negativo
2. T =x-DI'x-1D)=xx-1Dxx-2)I'(x—-2) = -

1=
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A partir de estas tres propiedades se deduce otras que van a hacer de ayuda para escribir las

constantes. En el caso que n sea par, por la propiedad 1 se tiene: T’ (2) = (2 — 1) !

1 3

Para n impar, se obtiene por la propiedad 2y 3, T (g) =+ (—) (—) (n—_z)

2 2 2

Escribiendo el resultado obtenido en la tabla X y agregando sus demas constantes, se obtiene:

Par Impar
1 21 1 222 2 n_, o_Y_

7 o a7
2207 (5 1)! 277 g357 (=2)

Tabla 9.Regularidad de la solucion de integrales para deducir la distribucion chi-cuadrado.

__y_
e 202

Utilizando las propiedades de la funcion Gamma mencionadas anteriormente, se obtiene la

distribucion esperada.

1 n y

nq, -
—Z%F(%)O_nyz e 202

En otro documento Helmert estudia nuevamente la distribucion de 2y llega a la misma
distribucion obtenida anteriormente pero con n — 1, el al llegado a tratar de decir los grados

_ (x—p)?

de libertad, y llegaque y = €2 = s2(n — 1) pues este hecho es verdadero porque s? = —

y €2 = (x — u)? en el cual s?(n — 1) esta distribuido como 622 con v = n — 1 grados de
libertad. Helmert utilizo transformaciones matrices y su transformacion, esta afirmacion se

puede observar mediante la siguiente sustitucion de la probabilidad obtenida g, (y) por

dy
o’y =y dyt ==
1 v _o2x? 1 v %
p(Xz) — z— (0-2)(2)5_19 202 0-2 — 7 (XZ)E—le——Z
ZZF(—Z) gV ZZF(—Z)

Este importante descubriendo no fue popularizado en la comunidad cientifica y otros autores

independientemente redescubrieron esta distribucion, como Karl Pearson en 1900.
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El redescubrimiento por parte de Pearson se remonta a su colega a Francis Galton familia de
Charles Darwin, en el cual compartian el mismo abuelo, los dos estaban interesados en la
evolucion, debido que Galton ley6 “El origen de las especies”, él publica varios libros sobre
este tema y es considerado el creador de la eugenesia (el mejoramiento de los rasgos

hereditarios humanos).

El interés de Galton de fue el estudio sobre las leyes de la herencia por métodos estadisticos,
ademas de realizar los estudios aporto a la estadistica el termino desviacion para decir el error
para variacion biologicas, aplico la distribucion normal a diferentes ciencias, introdujo y
utilizo los términos regresion y correlacion. En 1901 Galton, Pearson y Weldon fueron los
fundadores de la revista cientifica Biometrika, en el cual, tiene diversas publicaciones
revolucionarias para la estadistica. Galton ayudo financieramente a la revista, por eso Pearson

hizo una biografia de Galton después de su muerte.

Pearson también estaba interesado en la teoria de la evolucion, porque publico varios
articulos, por ejemplo, en 1898 “frequency constans” consolido la teoria de muestra de la
estimacion de una distribucion multivariable, en el cual lo presento con ejemplos de herencia
y biologia; también publica una familia de distribuciones debido que en la biologia no todo
tiene un comportamiento normal, invento un método de estas distribuciones para poder
ajustarlas por medio de los momentos y por Gltimo, construye un procedimiento para

comprobar si los datos siguen una distribucidn, el famoso ajuste chi-cuadrado.

Pearson (1931) escribe “desviaciones de las muestras de una gran poblacién normal parece
haber sido descubierta en siete ocasiones generales, sin duda de forma independiente, y por
autores posteriores atribuidos a varios investigadores”, en otro documento sugiere que se

Ilamara ecuacion de Helmert pues fue su primer descubridor.

En 1900 Pearson publica el test de la chi-cuadrado que se le atribuye, €l comienza con una
distribucion multinomial y la transforma en una distribucion chi cuadrado, determina el
comportamiento de y? en las primeras paginas luego utiliza las desviaciones de una

distribucion multinomial y otros hechos para llegar al comportamiento del estadistico:
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Es la base para del test en las pruebas de bondad y ajuste: independencia y homogeneidad.

Fisher realiza una correccion sobre su test, debido que no se utiliza en la distribucion la

cantidad de la muestra sino la cantidad de grados de libertad.

Gosset 0 Student publica una construccion de la distribucion chi-cuadrado por medio de los
momentos y la familia de distribuciones de Pearson, en su documento revolucionario sobre

la construccidn de distribucion t-Student.
Derivacion de los estadisticos descriptivos

Para determinar los estadisticos se realiza de manera similar al anterior capitulo por medio

de la funcion generadora de momentos, por lo cual se omitira algunas aclaraciones.

Funcion generadora de momentos

E(ext) = ] ext%x%—le_;dx = %'[ e_x(%_t)x%_ldx
o r(3)2 r(z)zz

. . -, 1 1 -
Se realiza la sustitucion de u = x (5 - t) ; du=>—ten la integral

1 J‘” e-u27 1zl 2
0

E(e*) = — ~ du
ny o 12t
r(7)22 (1—2t)z
1 ® n_,
E(e*) = — "f uz e %du
r (7) (1—2t)z 70

La integral definida es 1“(%) por lo cual se sustituye y se cancela con su equivalente,

encontrando la funcién generadora de momentos de la distribucion chi-cuadrado.

1

E(e™) = n
(1-20)72

Media es derivada con el primer momento.
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FA-207" (=)

n n
(1-2t)z""t (1—2t)zH

M) = —

t=0
M,(0)=n
Se concluye que los grados de libertad es su media.
Varianza es determinada por la propiedad de la varianza y los dos primeros momentos.

() (3+1)1-202-(-2)  am+2)

2 —
o= (1 —26)m (1 - 207+

El segundo momento

MZ2(0) = n(n + 2)
La varianza es doble de sus grados de libertad, 62 = E(x?) — E(x)? =n(n+ 2) —n? = 2n

El coeficiente de asimetria es determinado con la funcién generadora de momentos vy el

momento central.

n(n+2) (3+2) - 202 (-2) (2t 4)

3 = —
Mx (t) - (1 — Zt)n+4 (1 - Zt)%+3

M3(0) =n(n+2)(n+4)
Coeficiente de asimetria de Fisher

__ M3
V1—?

ps = E(x —p)® = E(x®) = 3E(x*)u + 3u*E (x) — pi®
=nn+2)(n+4) —-3(n(n+2))n+3n—n°
=n3+6n?+8n—3n%—-6n%+2n3=28n
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8n 4 8
'}/1 = = = —_—
(Vzn)’ V2n n
Como lo grados de libertad se encuentra en el denominador cada vez que sea mas grande
tendera a ser simétrica.
La curtosis es determinada por el cuarto momento central y la funciéon generadora de

momentos.

i+ D+ (3+3)A-2022(-2)  nn+2)(m+(n+6)
(1— 20)n+6 - (1 205+

M) = —

ME(0) =n(n+2)(n+4)(n+6)

py = E(x*) — 4pE (x®) + 6p2E (x?) — 4°E (x) + pu*
=n(n+2)(n+4)(n+6) —4n(n(n+2)(n+4)) + 6n%(n(n + 2))
—4n3(n) + n*
=n*+12n3 + 44n? + 48n — (4n* + 24n3 + 32n?) + 6n* + 12n3
—4n*+n*=12n(n+4)

12n(n+ 4 3n+ 12 12
Ha o _12n(n+4) o Gn+12) o

ot (m)“ n n

Como lo grados de libertad se encuentra en el denominador cada vez que sea mas grande

tendera a ser mesocurtica.
Creacion de tablas

La funcion de distribucién chi-cuadrado tampoco es encontrada en términos elementales, por
esto, es necesario utilizar aproximaciones. Por ejemplo, la regla de Simpson que permite
resolver una integral por método numérico en un intervalo comprendido por a y b, en cual

su férmula es:

[7 FQOdx = Z2[f () + 4F (xy) + 2 (x2) + 4f (x3) + = + 4f (xnos) + F(x)] donde

n €N
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La funcion por aproximar es la funcion de distribucion chi-cuadrado:

b b yk/2-1,-x/2
f f(x)dx = f ———dx
0 0 22r(k/2)

En este caso la regla de Simpson se convierte:

s )52 0]

n
Como f(x) tiene una constante de una funcion gamma y es necesario evaluarla para obtener

la aproximacion, por lo cual, es utilizada la siguiente propiedad que fue justificada es

secciones anteriores.

k
. ky kespar(z—l)!
B e (5@ -G1)
esimpar Vi |5 )5 ) 5
Por lo tanto, la formula para generar los valores de la tabla se divide en dos casos:

Caso de k sea par

bxk/2—1e—x/2
[,

k
o 22T'(k/2)

k b
bz 'e2

[,

Caso de k se impar
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b xk/2=1p-x/2
f r ¢ ix
2 22T(k/2)

k k
| s R
R KAt e twe ] e e
[ 22@(7) @)-G-1)) = EE)-G-1))
k
I/ (n_n_l)bf_le'(n;—v?b \ b tes ]

5006 ) a6

Se introduce esta funcion en Excel para generar valores de la funcién acumulada de la

distribucion chi-cuadrado. En la siguiente tabla muestra la aproximacion con 44 términos (si
se desea una mejor aproximacioén debe agregar mas términos) y la comparacion con el valor

de la funcién de Excel.

Grados | Valor | Probabilidad por | Probabilidad de Excel | Diferencia entre las dos
de de x | método de Simpson

libertad

8 7 0.4633671229651020 | 0.4633673320992150 | 0.0000002091341129
8 10 0.7349731891096840 | 0.7349740847026380 | 0.0000008955929541
11 10 0.469612873865362 0.469612848998959 | 0.0000000248664025
11 13 0.706674641132914 0.706674590583821 | 0.0000000505490930
16 8 0.0511336080181193 | 0.0511336157928474 | 0.0000000077747281
17 19 0.671467919771206 0.671467835695571 | 0.0000000840756346

Tabla 10. Comparacion entre el valor dado del método de Simpson y la funcién de Excel de la distribucion chi-cuadrado.

Para aproximar la probabilidad de una variable chi-cuadrado con un nimero grande en los

grados de libertad, se puede utilizar la siguiente formula, que fue encontrada en Jinn (1988):

1

joxk/z_le_x/z 1-= eO.8055(h)+(—0.9911)h2

parah <0

dx ~ 2
K X=1 1
»  220(k/2) Ee—1.2451(h)+(—0.6763)h2para h>0

Enelcual h = Vb — Vk. (p.3)
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La Tabla 10 compara el valor que da la formula con la funcién de Excel, en el cual se observa

que esta formula tiene una precision de dos decimales.

Grados | Valor | Probabilidad por el | Probabilidad de Excel | Diferencia entre las dos
de deb | método probabilidades

libertad

35 30 0.70989814 0.708130951 0.001767189

42 47 0.28507199 0.207614373 0.077457617

54 48 0.70082392 0.703819382 0.002995462

63 70 0.25862031 0.254367305 0.004253005

Tabla 11. Comparacion entre el valor dado del método y la funcién de Excel de la distribucion chi-cuadrado.

Simulacién

El teorema principal para deducir la distribucién chi-cuadrado matematicamente también

ayudara a simular esta distribucion, en el cual, consiste en la suma de v variables normales

elevadas al cuadrado tienen un comportamiento chi-cuadrado con v grados de libertad.

Lo primero es simular un comportamiento normal, esto ya se realizd en el primer capitulo

por medio de la funcidn inversa, luego con los valores obtenidos se elevan al cuadrado y se

suman de grupos de a v, en este caso se toma v = 11, al graficar el histograma 350 variables

se obtiene el comportamiento deseado.

80
70
60
50
40

Frecuencia

30
20
10

Chi-cuadrado

1

2 4 5 8

10

Imagen 8 Simulacion de la distribucién chi-cuadrado.

12 14 16
Valor de la suma

18

20

22 24 26
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Aplicaciones

Las aplicaciones de la distribucion chi-cuadrado son: prueba de hipoétesis e intervalos de
confianza con el fin de estimar la varianza de una poblacion, la prueba de bondad de ajuste
consiste en determinar si unos datos tienen una distribucion dada y las pruebas de

contingencia para inferir si dos variables son independientes.

A continuacion, se muestra un ejemplo de la prueba de contingencia sobre el rendimiento
académico de estudiantes de Licenciatura de Matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional que cursaron Aritmetica en el semestre 2017-2, teniendo en cuenta las cantidades

de comidas que consumen al dia.

H,: el rendimiento académico es independiente con la cantidad de comidas que consume al

dia el estudiante

H,: el rendimiento académico es dependiente con la cantidad de comidas que consume al dia
el estudiante

Valores observados

N° comidas\Nota del curso
1 3 1 5
2 5 18 25
3 4 3 10
6 12 22 40

Tabla 12. Valores observados entre nimero de comidas y rendimiento académico.

Valores esperados

N° comidas\Nota del curso

0.7 : 2.7
3.7 7.5 13.75
1.5 3 5.5

Tabla 13. Valore esperados entre niimeros de comidas y rendimiento académico.

_(1-07)?% (3-15)% (1-27)?% (37-2)? (75-5)? (13.75-18)?
07 + 1.5 + 2.7 + 3.7 + 7.5 + 13.75
(1.5-3)2 (3-4)2 (5.5—23)2
15 T3 *t 53

2

= 8.596689546
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El estadistico y3, = 7,77 con 4 grados de libertad con un nivel de confianza del 90%, lo
cual se acepta la hipdtesis alternativa, el rendimiento académico es dependiente con la
cantidad de comidas que consume al dia el estudiante. Se atreve a decir, las personas que
consume tres comidas diarias presentan mejor desempefio académico en el curso de

Aritmética.
4. Distribucion t-Student
Presentacion

La distribucion t es simétrica respecto a su media, y tiene un comportamiento acampanado
como la distribucion normal, una de sus aplicaciones son estimar la media de una poblacion
normal dado una muestra pequefia, en el caso la muestra se grande la distribucion t es similar
a la normal. Una de las razones de este hecho es porque esta distribucion nace por estimar la
media aritmética teniendo en cuenta la distribucion de la desviacion estandar. En algunos
documentos definen la distribucion t como una normal sobre la raiz cuadrada de un chi-
cuadrado. Otras aplicaciones de esta son en las pruebas de hipdtesis y determinacion de
intervalos de confianza para diferencias de dos medias de la poblacion o los parametros de

regresion lineal.

La distribucion t no es solo una, por el contrario, es una familia de distribuciones debido que
posee un parametro llamado grados de libertad, en la cual es representada con la letra v en la

Tabla X que describe su funcion de densidad y algunas propiedades de esta.

Funcién de densidad i (v _5 1) (1 . J;_2>_(%1)

fx) =

" (5) v

Valor esperado 0 para v > 1, indefinida para otro valor
Varianza usz para v > 2, indefinida para otro valor
Asimetria Oparav > 3
Curtosis v% parav > 4
Funcidn generadora de momentos No definida

Tabla 14. Presentacion de la distribucion t-Student con sus propiedades.
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Al aumentar los grados de libertad de la distribucion t se asemeja cada vez mas a la
distribucion normal estandar, ademas, una de sus diferencias es al disminuir los grados de
libertad de la distribucion t el ancho de sus colas aumentan en comparacion a la normal
estandar que sus colas son mas delgadas. Estas dos afirmaciones son observadas en el

siguiente grafico que representa varias distribuciones t con diferentes grados de libertad.

Imagen 9 Gréficas de la distribucion t-Student

Surgimiento y construccion

La distribucion t-Student aparece en el documento “The probable error of a mean” publicado
por William Sealy Gosset en 1908 con su seudénimo Student, su motivacion para llegar a
esta distribucion fue por su trabajd, consistia en mejorar el sabor de la cerveza para la

compafiia Guinness Bredwery.

En la preparacion de la cerveza existe momentos cruciales para determinar el sabor y color,
esto lo tenia en cuenta Gosset para variar la cantidad de enzimas, tiempo de tostado, y agregar
otros almidones; para luego tomar medidas, pero él no estaba seguro si tenia éxito en mejorar

el sabor de la cerveza, debido a las muestras eran tan pequefias.
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Antes de Gosset se habia descubierto la distribucion t como dice Hald (2007) por Jacob
Liroth en 1876 y Edgeworth en 1883. Luroth siguio el trabajo de Gauss sobre la regresion
lineal maltiple, y determino la distribucion de los coeficientes de la recta, llegando a una
distribucion t, aunque concluye que no difiere tanto de una distribucion normal. Edgeworth
no conocia el escrito de Luroth, él se plante6 una pregunta sobre cual se los limites del
intervalo de la media aritmética con una desviacion estandar desconocida, en el cual llega a

la distribucioén t.

El documento antes mencionado por Student (1908) comienza con el problema de estimar la
media de poblacional teniendo una muestra pequefia, Gosset estaba enterado del método con
la distribucién normal para muestras grandes, luego siguen 10 secciones describiendo,
justificando y aplicando la distribucion t-Student. En la primera seccion deduce la
distribucion chi cuadrado, diciendo que es una curva de Pearson tipo Ill, esta curva es
conocida en la actualidad como una distribucién Gamma, que en un caso especial es una

distribucioén chi-cuadrado.

El método para determinar una distribucion por medio de las curvas de Pearson que utilizd
Gosset consiste en encontrar: media, varianza, asimetria y curtosis, pues son primordiales
para determinar los parametros, sustituirlos y solucionar una ecuacion diferencial. Student
encontro los momentos de la desviacion estandar con el fin de determinar los estadisticos
mencionados, y dedujo que probablemente era una curva tipo Ill, cerro esta seccion con la

funcién de probabilidad de la desviacion estandar.

Teniendo en cuenta los comentarios y argumentos de Fisher (1925) sobre la distribucion t se
escribe en notacion moderna la varianza muestral y su distribucion.

?=1(xi - f)z

2
S
n—1

Si s? es la varianza muestral de una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién con
comportamiento normal y varianza o2 , entonces el siguiente estadistico se distribuye como

una distribucion chi cuadrado:
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_(n—1)s?

2
X
o2

La funcidn de probabilidad del estadistico y?2es:

60 =— | "ot 8ag
) 2% 0

v
r(z
Al sustituir y? a términos de s2, es decir

, (m—1)s* wvs?

a2 o?

conv = (n—1) que se define como grados de libertad
v
() = —d(s?)
v 2
1 ~ rb 1 — (S )(v)

G(SZ) — —v(i)zf (52)%_56 ( 202 >d(52)
a

TEE

Siguiendo con el documento de Student (1908), en la segunda seccion argumenta que la

media y la varianza no estan correlacionados, y con esto supone la independencia de estos
dos estadisticos, pero como menciona en Fisher (1925) esta no es una prueba rigurosa. Esta
afirmacion de la independencia de x y s? es verdadera como muestra Walpole justificando,
“Al obtener muestras de poblaciones normales se puede demostrar x y s? son independientes
y, en consecuencia, también lo son Z y V> (p.247). Helmert un autor importante en el capitulo
por ser el primero en deducir la distribucién chi-cuadrado, también argumento la
independencia de la media y varianza muestrales en el mismo documento que dedujo la
distribucidn, este trabajo no era conocido por Gosset pues si lo hubiera conocido, no

escribiria las dos primeras secciones que se estan narrando.

El comportamiento de la media aritmética se asemeja cada vez mas a la distribucion normal
cuando su muestra crece, es el teorema del limite central. La funcion de densidad que

representa el comportamiento de la media aritmética es la distribucion normal con media u
o

y desviacion =

su expresion algebraica:
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P(c<x<d)= vn fce_(n(%g)z)df
- am d
Al momento de estimar la media aritmética es utiliza la distribucién normal suponiendo que
la desviacion estandar es conocida, cuando no se conoce la desviacion estandar se utiliza el
estimador s. En muestras pequefias muy rara vez concuerda la desviacion estandar
poblacional con la desviacion estandar muestral, ademas no utilizar el valor verdadero de o
sino su estimador s, no asegurara que la media aritmética siga distribuyendo con un
comportamiento normal. La nueva variable para estimar la media aritmética es representada

con una la letra t:

Al multiplicar por ¢ y v se obtiene:

G _ (f—él)\/ﬁ

s 152
\jvaz

Por lo cual, la distribucidon de t es el cociente entre una distribucion normal y raiz cuadrada

de una distribucién chi-cuadrado:
A
VX?/v

Estas dos distribuciones son las dos implicadas para determinar la distribucion t, por lo cual,

T =

es determinado una funcion de densidad probabilidad p(x,s?) con los estadisticos
implicados. Anteriormente se mencionado la independencia de x y s2, la definicion de
Stewart (2012) para variables independientes “[...] si su funcion de densidad conjunta es el

producto de sus funciones de densidad individuales” (p.1010), es decir:
p(%,s%) = (0)g(s?)

Para evaluar la probabilidad de un evento dado los intervalos de la media y la varianza, se
determina por medio de una integral doble.
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P, s2) = ff F@g(sDd(s?)dx
A

Al sustituir por t = (k — u) % y; w = s?, para la sustitucion en integrales dobles se

determina el diferencial del volumen dv = ds?dx por medio del jacobiano.

8(%52) \/E d w
s(t,w) - no 2w | = n
0 1
por lo cual,
1 (525) L (YN it
P(t,w) = ff we \20%/. (w)z7"e \o?2/d(w)dt
=l g ) @ .

Como P(t,w) es su funcidn de distribucion, y p(t, w) es su funcién de densidad.

vs

(W)%_ 1 e _(0_22)

v
2

). ()

1
p(t,W)zo_m F(%) 2 52

Para obtener la probabilidad de t dado que ocurri6 el valor de w, se debe encontrar la
marginal de t. La distribucion marginal se define como h(t) = ffooo h(t,w)dw, teniendo en

cuenta que la varianza es positiva se modifica los limites de la integral y se procede a resolver
la integral.

v
2

h(t) = ﬁﬁjom se_(ngvzv) ﬁ(%) (w)%_le_(%)d(w)
2

1 v 7o (M) b
) [+ ot

Al multiplicar por 1 convenientemente con el fin de completar la forma de una funcion
Gamma.
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v+1

: ﬁ>‘<T> () (e +v>>”5le<w<;2:”)>d<w>

B T (%) \/E<1 + v 202 202

Al tener la forma de una funcién gamma, se realiza otra sustitucion para el diferencial.

w(t? +v) t2 +v
=— du =
202 20

v+1 0
1 v=1
O O m( ) f W e dw)

) ) v+1 0 o
F(Z)M< ) Of v 4

—d(w)

Laintegral es T ("zi)
_ v+1)

-5,
h(t) (2)\/%<1+t7> r(%)

Al aplicar propiedad conmutativa de la multiplicacion, se logra la distribucion t-Student de

su forma tipica.

B r (U-; 1) t2 _(UTH)
O el )

La esencia de la demostracion es considerar la distribucién del estadistico t, como la coalicion

entre las distribuciones normal y chi-cuadrado. Al multiplicar las dos funciones por ser
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independientes se realiza una sustitucion por el parametro t y por Gltimo se llega a la

distribucion marginal de t.

En las siguientes secciones se discute las dos curvas halladas chi cuadrado y t-Student, y
realiza una tabla para la distribucion t. Una parte de resaltar de estas secciones es como
obtiene inicialmente la distribucion antes deducir analiticamente, realiza experimentos
extrayendo muchas muestras de tamafio 5 de una poblacién normal, luego las dividia por su
desviacion estandar, obteniendo el comportamiento de una distribucion t, como se muestra
en la imagen de Student (1908).

60 T T ‘ [ 'pO

40 ! — /%—— 40

a0 3 ! 30
| ' \ /U

20| ‘ A 20
‘e / |

10 } s S — : 10
i A RN A‘/--[\‘Vpd/\ \]\&W\A—‘ /L

= -5 -4 3 =) = 0 (2 3 4 5 6.

Imagen 10 Valor observado vs valor teérico de la distribucion t-Student.

Al final del documento Student (1908) agradece a Pearson “[...] expreso mis
agradecimientos al profesor Karl Pearson sin cuyo constante consejo y critica este documento
no podria haber escrito”. Estos dos protagonistas de la estadistica moderna junto con Fisher
se conocieron porque estaban en la misma universidad de Londres, es aqui donde adquirieron
los saberes para trabajar en la estadistica moderna. Teniendo en cuenta que en ese momento

en la historia solo existia en el planeta el departamento de estadistica dirigido por Pearson.

Gosset y Fisher estuvieron hablando varios afios, se vio reflejado en el documento Fisher
(1925) “Aplicaciones de la distribucion de Student” en cual realiza comentarios sobre el
documento de Gosset en las justificaciones matematicas, en otras secciones presentaba
aplicaciones de esta distribucion para la diferencia de medias y los coeficientes de regresion.
Tiempo después estos dos personajes publican una nueva tabla de la t-distribucion utilizando
expansiones de la integral derivadas por Fisher. Ademas, Fisher inspirado por Gosset planteo

las bases para el andlisis de varianza y covarianza.
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Derivacion de los estadisticos descriptivos

En comparacion con los dos capitulos anteriores sobre la deduccion de los estadisticos en la
distribucion t-Student no se realiza por medio de la funcidon generadora de momentos, porque
no esta definida para determinarlos se utiliza propiedades de las funciones, y las definiciones

de momento absoluto y centrado.

Por la naturaleza de la distribucion t descrita en secciones anteriores es valido afirmar que el
maximo valor que toma la funcién de densidad de esta distribucion es su media, entonces
utilizando el método de encontrar maximo por medio de derivar la funcién de densidad e

igualarla a cero.

La siguiente expresion es la derivada de la funcion de densidad

v+3

2~ (7)
o2 P
o=

En el caso de igualarla a cero se obtiene como solucién cuando x = 0 y es un maximo, por
tanto, E(x) = 0.

Para determinar la varianza es utilizado la definicion de segundo momento y dos propiedades

importantes de la funcién Beta. Las dos propiedades son:

o x—1

u
By = [ e
_TIr»)
B(x,y) = Tx+y)

Es definido el segundo momento y sustituido la su funcién de densidad.

= [ epe0 = LD o x_>—
E(x)—f_oox flx) = et (n/2) _Oox 1+n dx

Como la funcién de densidad de la distribucion t-Student es par, se multiplica por 2 y cambia

sus limites de integracion.
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n+1

2I(n+1)/2) [ x2\ 2
E(x?) = « )/2) x? <1 + —> dx
vnrl'(n/2) Jo n
- _ ﬁ _ 2x _ T((n+1)/2)
Al sustituir por u = ~ du = ~ = Ttz
2 [ 13 _nt1
E(xz)zcif uznz(1+u)~ 2 du
0

Se aplican propiedades algebraicas para transformarla en una funcion beta.
3 (% 3., —2-1-n+2 3 (% 3, _(2+1) n-2
E(x2)=cn2f uz (1+u)” 2 du=cn2j uz (14+u)" 2 2 du
0 0

Como es una funcion beta es aplicado las dos propiedades mencionadas anteriormente.

3
3 3n—2 nfl‘(n+1)1‘(§)r("_2)
o) =ent 8 (.5 )zﬁr(nz/Z) r(2%+n§22)

Con las propiedades de la funcion Gamma I'(1 + z) = z['(z) ; T G) = g y cancelando

términos semejantes, es encontrado el segundo momento.

oarEHE(ED) .
E(x®) = n—2 n+1\ . /m-2 :n—2
rE=+)r(t=) 2(5%59)

La varianza se determina mediante la relacién del segundo momento y la esperanza.

n n
02=E(x*)—-E(Xx)?=——-0=
n—2 n—2

El coeficiente de asimetria de la distribucidn t es cero porque es simétrica, para justificarlo

se utiliza la definicién de funcion par y se tiene en cuenta que la variable x es elevada al

cuadrado.
v+ 1 (—x)? (%) v+1 x? (%)
r(*5 )(” v ) :F( 2 )(”7)
r(z)vor r(z)vom
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f(=x) = f(x)
Como la funcion de densidad es par es decir es simétrica, entonces su coeficiente de asimetria

esy,; =0.

La curtosis es encontrada por medio del cuarto momento, este procedimiento es analogo
como se obtuvo el segundo momento. Definiendo el cuarto momento y utilizando las

propiedades de la funcion beta, es determinado E (x*)

L I o B,
I [ e e B

Es definido el momento central como p, = E((x — E(x))*) = E(x*), porque, E(x) = 0. Al

escribir la expresion de la curtosis, sustituir por sus equivalencias y simplificarlo, es obtenido

su valor.
3n?
M, _0-)-d ,_30-2) o 3n-6-3n+l2 6
)/2—04 - ( n )2 = (n—4) = =2 =7
n—2

Creacion de tablas

El método de Simpson también es utilizado para resolver la integral de la distribucion t,

similar como se obtuvo la aproximacion de la distribucion chi-cuadrado.

La funcidn aproximar es:

v 2 )
e
NN

Como estan involucrada dos funciones gamma en la aproximacién y es necesario evaluarlas,
se define h(v):

58



h(v) se compone de dos funciones gamma, para obtener su valor en términos elementales es

utilizada propiedades mencionadas en el capitulo anterior, como:

F) =@ —-DINx—1) = —-Dx—-2)I(x—-2) =

Al aplicar esta propiedad h(v) se transforma:

Vm

=i h@)=73

Valida desde v > 3, enel cual h(1) = =

Cuando v es par

Cuando v es impar

Por tanto, la solucion de la integral por medio de la regla de Simpson es:

r (V2 1) (1 +9;_2)_(UT+1)
f m dx
) r(3)vom
g+ 40 () 200 () 400 () v 0 (B7F)
+ gv(b)l
En el cual
(1 +x_2>‘(v7+1)
v

gv(x) =h(v)- \/E



La Tabla 13 muestra varios ejemplos de la anterior aproximacion utilizando 44 termino y

comparados con la funcion de Excel.

Grados libertad | Valor | Probabilidad método | Probabilidad Excel Diferencia

b de Simpson
4 3 0.499937005674111 | 0.480029015964141 | 0.019907989709970
4 25 0.479345575659162 | 0.466616727594006 | 0.012728848065157
15 1.8 0.516284737174721 | 0.453998940897359 | 0.062285796277362
15 1.8 0.469375756724456 | 0.453998940897359 | 0.015376815827097

Tabla 15. Comparacion entre el valor dado del método de Simpson y la funcién de Excel de la distribucion t-Student.

Simulacién

La simulacion de la t-Student es por medio de la funcion inversa y los numeros

pseudoaleatorios similar al realizado en el capitulo 1. Al tener los 500 valores distribuidos de

forma uniforme se aplica la funcion inversa acumulada de la t Student con 5 grados de

libertad, Excel no arroja valores negativos porque su funcion inversa acumulada es calculada

respecto a su media y da el valor t de la cola derecha. La solucion de este problema es escribir

en la formula “=distr.t.inv(al5,$h$4)*si(aleatorio.entre(0,1)=0,-1,1)" en el cual convierte el

signo pseudoaleatorios.

El histograma (Imagen X) de los datos obtenido tiene

comportamiento acampanado como se muestra a continuacion.

120

100

80

60

Frecuencia

40

20

[ ——

t-Student

——

20 60 100 140 180 220 260 300 340 380 420 460 500 540 580

Valor

Imagen 11 Simulacion de la distribucion t-Student.
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Al comparar las simulaciones de las distribuciones normal y t-Student, los extremos de la
distribucion t se encuentra con mayor frecuencia, esto se puede corroborar con las siguientes

dos tablas de frecuencias de dos simulaciones.

20 0 20 1
60 1 60 7
100 |2 100 |6

140 |8 140 |5
180 |34 |180 |26
220 |35 220 |49
260 |79 260 |68
300 [83 |300 |92
340 [ 112340 |96
380 |80 |380 |64
420 |40 |[420 |48
460 |18 [460 |17
500 |6 500 |9
540 |0 540 |5
580 |1 580 |2

Tabla 16. Comparacion entre las simulaciones de las distribuciones normal y t-Student

Otra manera de simular la distribucidn t-Student es obteniendo muestras de tamafio menor a
30 y calcular su media muestral divida por su desviacion estandar muestral, al realizar este
procedimiento varias veces y escribiendo las frecuencias de las medias en una tabla o un
gréafico se consigue un comportamiento similar a la distribucion t-Student, este método fue

descrito en la segunda seccion del presente capitulo.
Aplicaciones

Las aplicaciones de la distribucién t-Student son en la estimacion de la media y diferencias
de medias para pequefias muestras, el comportamiento del coeficiente de correlacion y en los

parametros de regresion.

El siguiente ejemplo determina la distancia media en metros en que ha sido atrapada la regla

por el autor de este documento. El experimento consistio en atrapar entre el indice y la pulgar
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una regla marca Faber Castell de una longitud de 30 cm mientras estaba cayendo, cada ensayo

conto con la colaboracion de dos integrantes, uno que soltara la regla y otro que la atrapara.

Dado que el procedimiento se repitid 15 veces despreciando las medidas mas dispersas, se
asumird que la distribucion de los datos obedece una distribucién de T- Student, con

parametro k. Los datos obtenidos se representan en la Tabla 17.

0,294 0,216 0,218 0,104 0,163
0,25 0,19 0,222 0,197 0,212
0,231 0,184 0,271 0,135 0,223

Tabla 17. Falta el nombre de esta tabla

El promedio de la distancia recorrida es
Y =0,207333m ~ 0,207 m

Evaluacion de incertidumbre tipo A de la altura

15
1
s(y) = . 1Z(yi —0,20733)2 = 0.04887545 m ~ 0,049 m
i=1
s 0,049
ws(y) = sG) _ 0049 _ 0,01261958693 m ~ 0,013 m
Vn 15,0

Evaluacién de incertidumbre tipo B de la altura:

La evaluacién de incertidumbre tipo B asociada a la longitud de la regla es medio centimetro
(0,5 cm) lo que corresponde en metros a 0,005, luego:

ug(¥) =0,005m

Evaluacion de incertidumbre combinada de la altura:

1) = Va0 + s ()2

e (y) = /0,0126196 2 + 0,0052
te(y) = 0,013574 m ~ 0,013 m

Evaluacién de incertidumbre expandida de la altura, esta dada por:

Up =k *.uc(y)
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Donde u.(y) es la incertidumbre combinada de la altura y k puede ser el factor de cobertura
o el coeficiente de t-Student, dependiendo de la distribucion que determine el experimento,
en este caso comon = 15 < 30, es utilizada una distribucion t-Student y calculamos k a

partir de:
Grados de libertad:v = n-1; v = 15 — 1 =14

Y un nivel de confianza de 95 % asignado por el experimento, de aqui que:

1 —a =095
a = 0,05
a/2 = 0,025
1—E = 0,975
> )

Al buscar los valores correspondientes en la tabla de la distribucién T-Student se encuentra

que el factor de expansién es k = 2,145. Con lo que la incertidumbre expandida es:
U, = k * p(y) = (2,145  0,013) = 0,0291162 ~ 0,03 m

Luego la distancia promedio del autor para atrapar la regla es de ( 0,207 £+ 0,03) m con un

nivel de confianza del 95% basado en una distribucion de t-Student.

5. Conclusiones
El trabajo hace la presentacion de una cronologia del desarrollo histérico de tres de las
distribuciones mas relevantes de la inferencia estadistica implicadas en proceso muestreo y
aporta elementos de conocimiento de un profesor matematicas sobre su desarrollo e

importancia.

El estudio de la Historia de las distribuciones de muestreo permite al profesor de matematicas
estudiar cuidadosamente distintas ideas, esto lleva a una interpretacion méas amplia de estas
distribuciones que en su momento seran de importancia y utilidad en la labor docente.
Algunos hechos relevantes de la historia es el origen de la distribucion normal esté ligada a
la astronomia para estimar los errores de las observaciones, luego al transcurrir varios afios

es aplicada en otras disciplinas; también las tres distribuciones fueron descubiertas de forma
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independientes por varios autores, difiriendo en pocos en el afio de publicacion, asi con los
conocimientos que se tenia de la época permite llegar a esta distribucion independiente de la
persona, debido que varios individuos pueden tener un razonamiento parecido como se
evidencia en la curva normal que fue descubierta por Moivre, Laplace y Gauss; la Chi-

cuadrado fue encontrada por Helbert y Pearson; y la t-Student por Luroth y Gosset.

El estudio realizado describe procesos de simulacion asociados a cada una de las
distribuciones consideradas, que pueden ser tomadas por el docente como recurso para
introducir o presentar explicaciones ligadas al comportamiento estocastico del muestreo

asociado a variables aleatorias.

En esta monografia el lector puede encontrar métodos para generar tablas de distribuciones
de probabilidad con diferentes niveles de precision tales como los basados en series de
Taylor, la aproximacion de Simpson, entre otras.

Existen diversas aplicaciones en diferentes ciencias para cada distribucion, dos de ellas son,
hacer inferencias sobre una poblacion por medio de una muestra aleatoria y, describir el

comportamiento de un estadistico.

Las tres distribuciones presentadas estan relacionadas unas a otras, debido que para su
deduccion matematica es necesario tener en cuenta dos propiedades, la chi-cuadrado es el
cuadrado de una normal, la t-Student es una normal sobre una raiz de una chi-cuadrado. Es
decir, no se puede obtener estas dos distribuciones sin la distribucion normal debido a sus
relaciones. Las dos propiedades mencionadas anteriormente no solo permiten la deduccion
de las distribuciones sino también es de ayuda para crear las simulaciones electrénicas de

estas.
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