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Introduccion

El propésito inicial de este trabajo de grado era recurrir a las ecuaciones de Lanchester
para sugerir una estrategia militar desde el punto de vista matematico que fuera favorable
para la reduccién del gasto presupuestal en la cartera de defensa del gobierno de Colom-
bia. Sin embargo, dicho objetivo fue transformandose a medida que se profundizaba en la
consulta de diversos modelos matematicos de guerra y en la historia del conflicto arma-
do colombiano, acotandose a la modelaciéon de un solo enfrentamiento. Al trabajar en la
recolecciéon de la informacién basica que requiere un modelo matematico de guerra, como
lo es el pie de fuerza de cada ejército y la cantidad y tipo de armas utilizadas por cada
bando en el combate, se encontré no solo incongruencias en la informacién proporcionada
por distintas fuentes oficiales, sino que, en el caso de las armas, la informacién es nula.
Esta dificultad hizo que el trabajo de grado se reorientara hacia el estudio de los modelos
matematicos de guerra de Lanchester y una de sus variaciones propuesta por Deitchman,
desde una postura que no pretende poner en discusion el planteamiento de los sistemas
asociados a cada uno de estos modelos, sino demostrar afirmaciones que se encuentran
reportadas en la literatura y que no cuentan con una justificacién detallada.

Considerando lo anterior, se desarrollé el presente trabajo de grado y se organizé en
tres capitulos. En el primero, se presentan los modelos de guerra que son de interés en
este trabajo considerando aspectos relacionados con su surgimiento, implementaciéon y la
trascendencia que ha tenido el estudio de estos modelos matematicos de guerra para el
sector de defensa, seguido de la presentacién de los sistemas asociados a cada uno de estos.
Por otro lado, teniendo en cuenta que los autores de esta monografia no adelantaron estu-
dios relacionados con los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales en los espacios académicos
cursados durante la carrera, el segundo capitulo corresponde a la construccion del marco
matematico en el que se registran los conceptos que se consideran necesarios para el estudio
de los modelos de Lanchester y Deitchman. En él, se da a conocer la clasificacién a la que
pertenecen los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales que son objeto de estudio y se realiza
una recopilacién tedrica sobre su tratamiento analitico y cualitativo. La presentacion de
esta recopilacion estd dividida en dos partes, en la primera se expone de manera general
los tratamientos mencionados del tipo de sistema que abarca los tres modelos a estudiar
y se finaliza puntualizando sobre el tratamiento cualitativo y analitico del tipo de sistema
en el que fue catalogado uno de los modelos de guerra.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo se realiza el analisis de cada uno de los modelos por
separado, teniendo en cuenta la teoria expuesta en el marco matematico. En este se incluye
el calculo de las soluciones analiticas de cada sistema, la determinacién de la estabilidad
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de sus soluciones estacionarias y el diagrama de fases y el campo de direcciones asociado.
Adicionalmente, se proponen demostraciones para algunas afirmaciones realizadas en torno
a los modelos que estan relacionadas con el resultado final del combate.



Objetivos

Objetivo General

Fortalecer los conocimientos matematicos de los autores a través de un estudio, desde
el punto de vista matematico, de los modelos clésicos de guerra propuestos por Lanchester
para describir el combate convencional entre dos fuerzas y una variaciéon de estos para la
guerra de guerrillas propuesta por Deitchman.

Objetivos Especificos

= Fundamentar un marco matematico en el que se incluya teoria de los sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias respecto al estudio cualitativo y analitico de sus
soluciones.

= Deducir la relaciéon que existe entre las fuerzas combativas de los ejércitos para la
determinacion del ganador del combate bajo cada uno de los modelos a través de la
exploracion gréfica de las variables de estado.

» Verificar matematicamente las afirmaciones realizadas por Lanchester respecto al
principio de concentracién en cada uno de sus modelos.

11



Capitulo

Descripcion de los Modelos

En este capitulo se describen los tres modelos de guerra que son objeto de estudio en
este trabajo, a saber, las ecuaciones de Lanchester y una de sus variaciones propuesta por
Deitchman, los cuales estan asociados a modelos matematicos que se han concebido con
la intencién de estudiar conflictos armados entre dos grupos. En la primera parte, se da a
conocer en qué ambitos se hace uso de las ecuaciones de Lanchester, se mencionan algunas
de las batallas que han sido analizadas haciendo uso de estos sistemas y los pro y contra de
estas ecuaciones que han sido reportados en la literatura, seguido de la descripcion de cada
modelo en la que se presentan los sistemas de ecuaciones diferenciales y las caracteristicas
de los enfrentamientos que son susceptibles de ser modelados a través de dichos sistemas.
Para el caso de los modelos de Lanchester se dan a conocer las leyes a las cuales conducen
dichas ecuaciones.

Lepingwell (1987), afirma que el crecimiento del campo de la investigacién de opera-
ciones militares trajo consigo que los analistas en defensa se interesaran por encontrar
métodos para modelar enfrentamientos armados terrestres. En medio de la bisqueda, los
investigadores se encontraron con que en 1916 el reconocido ingeniero britanico Frederick
William Lanchester propuso dos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias basados
en escenarios de combate aéreo de la Primera Guerra Mundial, los cuales describen céomo
disminuye el ntimero de efectivos de dos fuerzas armadas opuestas durante un combate
simétrico [

El crecimiento de la tecnologia, como computadoras digitales a gran escala, ha per-
mitido no solo el uso de estos modelos con el objetivo de planificacién, sino también la
implementacion y diseno de modelos de combate convencional méas complejos, pero atn
fundamentados en los sistemas de Lanchester debido a que se consideran un prototipo sim-
ple para comprender la dindmica de ciertos tipos de enfrentamientos armados, gracias a
que de estos modelos se puede obtener informacién del combate de manera relativamente
facil (Lepingwell, 1987). Sin embargo, dicha simplicidad y la justificacién légica, pero no
cientifica, realizada por Lanchester para el planteamiento de sus modelos han sido tam-
bién base para las criticas que se le han formulado ya que sus detractores afirman que,
por ejemplo, no son adecuadas para describir el combate moderno debido a que ignoran
otros factores que inciden en el desarrollo del enfrentamiento convencional, tales como el
factor humano (la moral, el poder de cohesién, el miedo, entre otros), aspectos logisticos,

1Segtin Pinedo (2013) el combate simétrico se da cuando las dos fuerzas enfrentadas tienen similitud
en términos fisicos, doctrinales y ontoldgicos.

12
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la inteligencia del campo de batalla, procesos de decision tactica, efectos del terreno, las re-
posiciones de hombres, etc., y presentan deficiencias al considerar las fuerzas homogéneas,
los coeficientes de aniquilamiento constantes, entre otros (Taylor, 1980). Con respecto a
la falta de justificacion cientifica de estas ecuaciones Taylor (1980), quien cita a Bonder
(1974), menciona que esta falencia se presenta gracias a la falta de informacion en la base
de datos histérica ya que en ella no se encuentra informacién indispensable para poder
validarlas, tal como el nimero de efectivos de cada fuerza, sus pérdidas, el tipo de armas
usadas durante el combate, entre otros. No obstante, se ha utilizado informacion de en-
frentamientos, en su mayoria de la primera y segunda guerra mundial, y se han obtenido,
en algunos casos, resultados muy favorables a pesar de la informacién limitada, tal como
es el caso de las batallas de Iwo Jima y de Panzers Ruso-Germana de Kursk (Romero, 2011).

Cabe aclarar que, a pesar de las criticas y la falta de validacion, las ecuaciones de Lan-
chester han demostrado ser no solo importantes en la descripcion y comprensién de ciertos
tipos de intercambio militar, sino también ser 1tiles para esclarecer algunas caracteristi-
cas propias de los enfrentamientos susceptibles de modelar a través de dichos sistemas de
ecuaciones diferenciales (Deitchman, 1962).

Antes de describir cada modelo propuesto por Lanchester es importante tener en cuen-
ta que cuando se habla de las ecuaciones de Lanchester se hace referencia a modelos ma-
tematicos de combate analiticos deterministas, los cuales se caracterizan por su grado de
abstraccién, “pobre en el numero de variables explicitamente consideradas, pero rico en
facilidad de manipulacién y claridad de perspicacia” (Taylor, 1980, p. 18). Pese a esta ca-
racteristica, que conlleva a que no puedan ser usados para solucionar cualquier problema
operativo real especifico, son usados como un canal de comunicacion entre los analistas,
gracias a que permiten identificar posibles dificultades y areas problematicas, dilucidar un
principio general como el de la concentraciénﬂ , entre otros (Taylor, 1980).

Para la descripcion de cada uno de los modelos se tomara como supuesto que dos
ejércitos, X y Xs, se encuentran en un combate en el cual ninguno de los bandos tiene la
posibilidad de aumentar su pie de fuerza durante el enfrentamiento. El niimero de efectivos
del ejército X, en cualquier instante de tiempo E]t estd dado por x1(t) = x; mientras que la
fuerza numérica del ejército X, en cualquier instante de tiempo t estd dada por z5(t) = xs.
Por otro lado, el coeficiente de aniquilamiento, que corresponde al niimero de impactos que
son acertados en un intervalo de tiempo por cada efectivo, del ejército X; es S mientras
que el del ejército X5 es a.

En la mayoria de los documentos consultados no se presenta un procedimiento para el
célculo de los coeficientes de aniquilamiento, sin embargo, Ochoa (2009) advierte que estos
dependen de aspectos relacionados con la preparacién de las tropas, el tipo y calidad de
armas, la capacidad econémica, etc.

24la concentracién de todos los recursos de un beligerante con un solo propésito u objeto, y, consiguien-
temente, la concentracién de la maxima potencia de sus fuerzas, navales o militares, en un punto en el
campo de operaciones” (Lanchester, 1916, p. 39)

3Segiin Giordano, Fox y Horton (2013) el tiempo en los modelos de tipo Lanchester se mide normalmente
en horas o dias.
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1.1. Modelo Fuego Directo - Ley Cuadrada

Lepingwell (1987) afirma que Lanchester al observar que las armas de fuego permiten
la concentracion de este, determiné las siguientes suposiciones que se presentarian durante
el enfrentamiento en condiciones modernas:

1. El fuego es directo, ambos lados pueden apuntar y concentrar su fuego sobre objetivos
seleccionados y el fuego se distribuye uniformemente sobre los objetivos.

2. Los objetivos deben ser visibles y accesibles.

3. Las secuencias de fuego deben ser determinables de modo que después de que un
objetivo sea desactivado el fuego se cambiard inmediatamente a un nuevo objetivo.

4. Cada bando estd compuesto por fuerzas homogéneas, es decir, cada unidad tiene el
mismo tipo de arma y eficiencia en el combate.

Atendiendo a estos supuestos, Lanchester (1916) considera que en un enfrentamiento
entre los ejércitos X7 y Xs, la tasa de pérdidas del ejército X; serd proporcional a la fuerza
numérica de Xy, con constante de proporcionalidad igual a la efectividad « de cada unidad
de este, y viceversa. Lo anterior expresado matematicamente es:

dey

a (64 8))
dzo __
=P

Estas ecuaciones, segin Lanchester, quien es citado por Lepingwell (1987), conducen a
la denominada Ley Cuadrada, la cual establece que la medida apropiada de la capacidad
militar de una fuerza, denominada fuerza combativa, es el coeficiente de aniquilamiento
multiplicado por el cuadrado de su fuerza numérica. Esta ley permite conocer el resultado
del combate en términos del ejército vencedor, ya que un ejército gana cuando su fuerza
combativa es mayor que la de su contrincante y si las fuerzas combativas de los ejércitos
son iguales ninguno ganard. Adicionalmente, esta ley le permitiéo a Lanchester justificar
cuantitativamente el principio de concentracion (Lepingwell, 1987).

1.2. Modelo Fuego Indirecto o Fuego en Area - Ley
Lineal

Contrario a la ley anterior, Lepingwell (1987) seniala que, segtiin Lanchester, la ley lineal
descarta en las suposiciones que se presentarian durante un enfrentamiento, la concentra-
cion de fuego, ya que las armas, como espadas, en el combate antiguo no permiten que
varios soldados ataquen simultaneamente un mismo objetivo. Sin embargo, en condiciones
modernas se puede mencionar que la ley lineal puede estar presente en enfrentamientos en
los que se asumen las siguientes suposiciones:

1. El fuego es indirecto, es decir, al disparar no se cuenta con una linea de visién directa
entre el arma y el objetivo ya que no se conocen las posiciones del adversario.

2. El fuego se distribuye uniformemente a lo largo de una zona.
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3. Ningtin bando cuenta con informacién sobre el dano producido por el fuego y por
tanto no cambia a un nuevo objetivo cuando este es desactivado.

4. Cada grupo estd compuesto por fuerzas homogéneas, es decir, cada unidad tiene el
mismo tipo de arma y eficiencia en el combate.

Segun Lanchester (1916) en un enfrentamiento que se encuentra bajo estos supuestos, la
tasa de pérdida de una fuerza dependera no solamente de la fuerza numérica del contrario y
su coeficiente de aniquilamiento, sino también de la fuerza numérica propia que se encuentra
en el area bajo fuego. Matematicamente esto se expresa como:

dry __
= Taman
dxo
dt _Bxle

Como la tasa de pérdida de cada bando depende no solo de la cantidad de efectivos del
oponente y su coeficiente de aniquilamiento, sino también de las propias, se observa que,
al aumentar el pie de fuerza, se aumenta tanto la tasa de pérdidas del enemigo como el
nimero de objetivos en el drea que el contrincante puede aniquilar, es decir, aumenta la
propia tasa de desgaste (Lepingwell, 1987).

Por otro lado, las ecuaciones que describen este tipo de enfrentamiento, segin Lan-
chester, quien es citado por Lepingwell (1987), conducen a la ley lineal, la cual establece
que la fuerza combativa de un grupo armado es igual al coeficiente de aniquilamiento
multiplicada por su fuerza numérica. Al igual que en modelo anterior la fuerza combativa
determina el ganador del enfrentamiento, de tal manera que el ejército con mayor fuerza
combativa resulta vencedor y si dos fuerzas son iguales en esta medida, ninguna de las par-
tes ganara. A diferencia de la ley cuadrada, la ley lineal no proporciona ninguna ventaja
a la fuerza numérica, es decir, el principio de concentracion no es aplicable para ningin
ejército bajo este modelo (Lepingwell, 1987).

Los dos sistemas de ecuaciones anteriores se plantearon para modelar batallas conven-
cionales en las que cada fuerza conocia su contrincante y el lugar donde se desarrollaria el
enfrentamiento, es decir, se desarrollaba un combate transparente. No obstante, Deitchman
(1962) menciona que luego de la segunda guerra mundial ha sobresalido un tipo de com-
bate distinto a los que suelen modelar las ecuaciones de Lanchester denominado guerra de
guerrillas-contraguerrillas, en donde los enfrentamientos se desarrollan entre dos ejércitos,
regular e irregular. A partir de esta observacion este autor propone la siguiente variacién
de las ecuaciones de Lanchester en la que pretende capturar las caracteristicas de estos
enfrentamientos.

1.3. Modelo Guerra de Guerrillas

Deitchman (1962) afirma que en un conflicto armado que se encuentra bajo este tipo de
enfrentamiento, se puede dar la situacién en la que el ejército regular Xy cubre una zona
en la que considera que se encuentra un grupo guerrillero X al cual pretende atacar, dicho
ejército irregular hara ofensiva a través de una emboscada en la que dispara sobre el ejército
regular conociendo la localizacion de cada uno de sus opositores porque estan a la vista de
estos; por consiguiente, la tasa de pérdida del ejército regular es proporcional a la fuerza
numérica del ejército irregular x; y a la efectividad S de cada unidad de este . Como el
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emboscador, es decir, el grupo guerrillero esta oculto, el ejército regular devolverd el fuego
sin conocer las posiciones del oponente, simplemente direccionara el fuego al area que
ocupa el ejército irregular. De aqui se puede afirmar que la tasa de pérdida de la guerrilla
dependera tanto de la fuerza numérica del ejército regular x5 y su respectivo coeficiente de
aniquilamiento «, como de la fuerza numérica propia que ocupa el area en la que dispara el
ejército regular (Deitchman, 1962). Las ecuaciones que describen la situacién anterior son:

dxy

i — QT2

% = —fx1

Bajo este modelo la fuerza combativa de X; es Sz y la de X, es %x% Al igual que en
los modelos de Lanchester las fuerzas combativas permiten determinar de manera analoga
el ganador del combate.

Como se observd, una caracteristica del enfrentamiento que es susceptible de ser mode-
lado por el primer sistema de ecuaciones de Lanchester descrito, modelo de fuego directo,
es que los dos bandos tienen visibilidad de cada objetivo del enemigo, caso contrario al
modelo de fuego indirecto, en el que, como se expresd, se asume que cada grupo armado
no tiene ningun conocimiento de las posiciones de los efectivos del oponente, y en el caso
del modelo propuesto por Deitchman al ser una combinacién de los dos modelos de Lan-
chester, es evidente que se supone que mientras un ejército tiene visibilidad absoluta de
las posiciones de su contrincante, el otro grupo no tiene conocimiento alguno respecto a ello.

Como se describid, a medida que ha pasado el tiempo han ido surgiendo variaciones
de los modelos que son objeto de estudio en esta monografia, algunas de ellas buscan dar
solucion a algunas de las criticas que se le han realizado a los modelos iniciales. Entre las
adaptaciones mas recientes que se encontraron en la literatura se destaca el modelo pro-
puesto por Kress y Mackay (2013) quien generaliza el modelo de Deitchman considerando
que durante un combate la visibilidad del oponente puede variar.



Capitulo

Marco Matematico

Los modelos de guerra que son objeto de estudio en el presente trabajo se pueden cata-
logar como Sistemas Planos Auténomos [SPA], por tal razén, en este capitulo se presenta
una recopilacion tedrica de los conceptos y procedimientos que, a juicio de los autores de
esta monografia, son necesarios para el estudio de dichos sistemas. Es importante aclarar
que inicialmente, dadas las caracteristicas apreciadas mediante la observacion de los mode-
los a estudiar, la recopilacion fue acotada a la teoria correspondiente a los Sistemas Planos
Auténomos Lineales Homogéneos [SPALH] y a los Sistemas Planos Auténomos No Linea-
les Homogéneos [SPANLH]|, ademds de incluirse algunos conceptos de la teoria del Algebra
Lineal necesarios para el estudio de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales. No obstante,
dado que esta informacién se compilé de manera preliminar al andlisis de los modelos de
guerra, en dicho estudio no se hizo uso de todo lo reportado, asi que atendiendo a que el
proposito de la informacién consignada en este capitulo es contribuir al alcance del obje-
tivo general del trabajo, en este apartado se encuentra solamente la teoria que sustenta el
analisis de los modelos, mientras que la otra parte de la recopilacion se puede encontrar en
el anexo A. Pese a que dos de los sistemas que se pretenden estudiar en el presente trabajo
son SPANLH Degenerados, en este capitulo no se incluye informacién sobre el tratamiento
analitico ni cualitativo de estos, debido a que no se cuenta con una teoria general para
calcular las soluciones analiticas de Sistemas No Lineales, y el estudio de los puntos de
equilibrio degenerados de Sistemas No Lineales esta fuera del alcance del presente trabajo.

En este orden de ideas, el capitulo se dividira en dos secciones, la primera corresponde
a las generalidades de los SPA, en la cual se encuentra el desarrollo de los tratamientos
cualitativo y analitico de estos sistemas de manera general. La segunda seccion corresponde
a la informacion relacionada con el estudio analitico y cualitativo de los SPALH, iniciando
con la definicion y solucion general de estos sistemas, seguido de algunos conceptos del
Algebra Lineal (autovectores, autovalores y su respectiva clasificacién) y finalizando con la
solucion general de un SPALH No Degenerado ligado a los autovalores reales distintos de
la matriz de coeficientes constantes del sistema y el comportamiento de los distintos tipos
de soluciones de este, vinculado a los autovalores reales distintos de signos opuestos.

2.1. Generalidades

Sean 1 y o funciones desconocidas de una sola variable independiente ¢; las dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias simultaneas de primer orden siguientes forman lo que se

17
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denomina un sistema plano auténomo

zy = fi(z1,72)
(2.1)
vy = fa(w1, 22)

debido a que la variable independiente no aparece de manera explicita en el miembro
derecho de las ecuaciones que componen el sistema.

Nota: Si se consideran los vectores

w:(g) f<m>:(§lﬁii) “”:(i)

el Sistema Plano Auténomo ([2.1)) se puede escribir como:

2 = f(x) (2:2)
denominada notacion vectorial.

Definicién 2.1.1 (Solucion de un Sistema Plano Auténomo)[}: La solucién de
un SPA estd conformada por un par de funciones de clase C*, x1(t) = ¢1(t) y 22(t) = ¢o(t),
que satisfacen el sistema en un intervalo comtn /. En notacién vectorial se tiene:

cbl(t))
x(t) =

() <¢2(t)
denominado vector solucién en el intervalo 1.

De aqui en adelante se presentaran definiciones y conceptos matematicos necesarios para el
tratamiento cualitativo de los SPA. Es importante resaltar que el propdsito de este tipo de
tratamiento, es estudiar el comportamiento de las soluciones x;(t) y z2(t) del sistema
de manera sincronica a medida que va variando ¢, es decir, que para cada t del dominio

existe un vector tnico x(t) = (?EiD , solucién de 1} donde el subconjunto de R? dado
2

por los puntos (z1(t), z2(t)) es una curva solucion,trayectoria u orbita v en el plano
R?, asf que se puede pensar que 7y estd trazada por una particula en movimiento cuyo vector
posicién sobre 7y es x(t); la familia de todas las trayectorias del sistema se denomina
diagrama de fases , el cual permite observar en conjunto qué tipo de comportamiento
tiene el sistema.

Las trayectorias se clasifican en curvas cerradas simples, curvas abiertas simples y pun-
tos de equilibrio. La curva cerrada simple no se corta a si misma exceptuando en los
puntos inicial y final de su recorrido. Este tipo de curva corresponde a una solucién x(t)
del sistema @'(t) = f(x) para la cual existe T > 0 tal que x(t + T') = x(t) para todo
t, denominada solucion periodica. Cuando v no se corta asi misma, es decir, admite
una parametrizacién inyectiva se denomina curva abierta simple. El punto (771,73) se
denomina punto de equilibrio del sistema si el vector solucion estéd compuesto por

IM4s adelante se mencionard las condiciones necesarias para la existencia de las soluciones de un sistema
plano auténomo lineal homogéneo bajo condiciones iniciales
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funciones constantes x1(t) = 71, 22(t) = T3, es decir, si (t) es una solucion estaciona-
ria del sistema [2.2] Es importante resaltar que por cada punto en el plano de fases pasa
una Unica trayectoria.

Definicién 2.1.2 (Punto de Equilibrio no Degenerado): Un punto de equilibrio
(7T1,72) se dice no degenerado si la matriz jacobiana asociada al sistema ([2.2)) evaluada en
este punto es no singular.

Proposicién 2.1.1: Todo punto de equilibrio no degenerado es aisladd?

Nota: Si un punto de equilibrio (77, T3) en un SPALH,es no degenerado, entonces
(Z1,72) = (0,0) es el unico punto de equilibrio y el sistema se denomina No Degenerado.
En, los SPANLH No Degenerados se puede presentar més de un punto de equilibrio,
todos no degenerados.

Una manera de determinar los puntos de equilibrio de un sistema, es a través de la
intersecciéon de las nulclinales. Para el sistema la nulclinal x; es el conjunto de los
puntos (x1(t),z2(t)), donde fi(x1,x2) es cero, y la nulclinal z5 es el conjunto de puntos
(1(t), x2(t)) donde fo(x1,x2) es cero. Ademds de dar lugar a los puntos de equilibrio, las
nulclinales dividen el plano en diferentes regiones donde el vector tangente tiene la misma
direccion y sentido.

Los puntos de equilibrio aislados se pueden clasificar en estables, inestables o asintoti-
camente estables. Un punto de equilibrio aislado @ se dice estable si una curva solucién
~ que inicia lo suficientemente cerca de ® se mantiene cerca a @, es decir que

1i t) =177 11 t) =73
gpa=m v el =

Se debe tener en cuenta que si al menos una de las trayectorias que inicia lo suficien-
temente cerca de T se aleja del punto de equilibrio aislado &, se dice que este punto es
inestable.

Un punto de equilibrio aislado x se dice asintoticamente estable si es estable y,
ademas:
. To(t) — Ty
lim ———
t—oo I (t) — T
existe, o si este cociente se hace positiva o negativamente infinito cuando ¢ — oco. Lo
anterior implica que la trayectoria de toda soluciéon que comience suficientemente cerca de
un punto asintéticamente estable no solo debe permanecer cerca, sino que a la larga
converge al equilibrio .

Nota: Los SPALH se definen como estables, inestables o asintéticamente estables,
mientras que en los SPANLH quienes se definen como tales son sus puntos de equilibrio.

2(x1,T3) es un punto critico aislado, si existe € > 0 tal que la bola abierta con centro en (77, 73) y radio
€ no contiene puntos criticos distintos a (Z1,Zz).
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Es importante reconocer que las trayectorias que no permanecen constantes en el tiem-
po, es decir que no son puntos de equilibrio, no solo se pueden describir a partir de la
obtencién explicita de las soluciones del sistema, sino también se pueden determinar al
resolver la siguiente ecuacion diferencial de primer orden:

@ _ f2($17 Iz)
dz, fl(thz)

Denominada ecuacion diferencial de las trayectorias, debido a que dichas curvas
solucion la satisfacen.

Definicién 2.1.3(Campo de Direcciones): Sea D un conjunto de R% Un campo
de direcciones sobre R? es una funcién G que asigna a cada punto (77, Tz) en D un vector
bidimensional G(x) tangente a la trayectoria en dicho punto. Este vector tangente esta
definido como:

G(z) = z'(t)

Ahora bien, luego de abordar los conceptos que aportan tanto al estudio de los SPALH
como al de los SPANLH, se desarrollara parte de la teoria propia de los SPALH No Dege-
nerados.

2.2. Sistemas Planos Auténomos Lineales Homogéneos

Para abordar este tipo de sistemas se considera necesario definir en primer lugar un
sistema plano auténomo lineal, para luego abordar la teoria alrededor de los SPALH.

Si cada una de las funciones f; y f2 de (2.1) es lineal en las variables dependientes
y &9, entonces se dice que el sistema plano auténomo es lineal.

La forma general de un sistema plano auténomo lineal de primer orden es:

(2.3)

l’ll = ai1xr1 + a2x2 + b1
ZL’IQ = a3x1 + aq4x9 + bg
donde aq, as, as, aq, by, by € R.

Cuando b; = by = 0 se dice que el sistema lineal es homogéneo, en caso contrario es
no homogéneo.

Con este tipo de sistemas se puede usar la notacion matricial para escribirlo de

forma més compacta. Sea A la matriz cuadrada, de tamano 2x2, correspondiente a los
coeficientes de este sistema
ap G2
A=
az Q4

y sea el vector columna de variables dependientes
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entonces, la notacién matricial de un sistema lineal homogéneo es:

* = Ax (2.4)

La importancia de esta notacién en esta monografia radica en el hecho de que las solu-
ciones analiticas se determinaran a partir de la clasificacién de los autovalores asociados a
la matriz A.

Antes de hablar de la solucion general de un SPALH es necesario recordar la definicion
de matriz fundamental de soluciones y de exponencial de una matriz.

Definicién 2.2.1 (Matriz Fundamental de Soluciones): Dado un conjunto funda-

mental de soluciones [*{del sistema (2.4]) en un intervalo I, x;(t) = o y xa(t) = Tz
21 L22

la matriz:
& = T11 T12
To1 T22

es una matriz fundamental de soluciones del sistema ([2.4)).

Definicién 2.2.2(Exponencial de una matriz): La matriz exponencial de una
matriz A de tamaifio 2 x 2 se define comd’

A% A3 = Ak
A _ o = -
=Dt At =) o (2.5)
k=0
donde por convenio se asume que A° = I,.
De aqui, se expresa e/4 como una serie de potencias:
A% (3 A3
etA:IZ+tA+ 5] +T+"' (2.6)

Para cada valor de t, e!4 es una matriz de tamaifio 2 x 2, es decir, se considera e** como

una funcion de t € R cuyos valores son matrices 2 x 2.

Proposicién 2.2.1(Solucién General del Sistema): La matriz ' es una matriz

fundamental de soluciones del sistema plano auténomo lineal homogéneo de coeficientes
constantes ' = Ax, y la solucién general de este sistema, escrita en forma vectorial, es:

x(t) = ec (2.7)

siendo ¢ € R? un vector arbitrario de dos componentes.

3Es cualquier conjunto @1 (t), 2(t) de dos vectores soluciones linealmente independientes del sistema
(2.4) en un intervalo I.
*Se asume que la serie GD es convergente y define una tinica matriz que se denomina exponencial de

A.
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Demostracién (Proposicion 2.2.1): Inicialmente, se probard que:

d
_etA — AetA

dt

para ello se deriva la serie de potencias

d ., d 242 343
—eth = 2 [, +tA S .
at dt<2+ ot T
_ A tA?  ?AP A
S TR A RTINS
1242 343
= A(]2+tA+ 9] +T‘|‘"')

Reemplazando (2.6)) en lo anterior:

d i1a tA
—e't = Ae
dt
Asf se puede afirmar que ! es una matriz de soluciones del sistema x’ = Az. Ahora,
se debe mostrar que las columnas de la matriz e/ son linealmente independientes, es decir,
que el det(e1) # 0 para todos los valores de ¢t € R. Para ello, se necesita la siguiente

proposicion asociada a la exponencial de una matriz:

A

Proposicion 2.2.2. E|:Cualesquiera que sean la matriz A, n x n, y el escalar ¢ se tiene:

etAeftA — In

luego, la inversa de e es e,

Particularmente, considerando la proposicion anterior, se tiene que:

etAe—tA — 12

aplicando determinante a ambos lados de la ecuacién:

det (etAe_tA) = det(15)

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es el producto de
los determinantes y que det([,) = 1, se tiene que:

det(e)det(e™*) =1

De donde se concluye que el det(e4) # 0 para todo t € R. Como todas las columnas de
la matriz ' son soluciones del sistema &’ = Az y el det(e*!) # 0 se puede concluir que e
es una matriz fundamental de soluciones del sistema (2.4)) y, por ende, la solucién general
de dicho sistema es x(t) = ee, con ¢ € R? un vector arbitrario de dos componentes.

Nota: ¢, y co, componentes de ¢ quedan determinadas una vez se especifican las
condiciones iniciales.

SDemostracién en Apéstol (2002, p. 244).
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Definicién 2.2.3(Problema de Valor Inicial): Un problema de valor inicial para
el sistema (2.4]) es un problema de la forma:

' = Az x(ty) =b (2.8)

donde

con by, by € R.

Proposicién 2.2.3( Existencia y Unicidad de las Soluciones)ﬂ: Sean A la matriz
cuadrada, de tamano 2 x 2, asociada al sistema de ecuaciones diferenciales y b un vector
cuyas componentes constantes corresponden a las condiciones iniciales del mismo, entonces:

x(t) = elt"0)4p
es la tnica solucién del problema (2.8)) con condiciones iniciales.

A continuacién, se abordara en primer lugar la definiciéon, calculo y clasificacién de los
autovalores y autovectores asociados a la matriz A del sistema . Posteriormente, se
hallara la forma de la solucién general del sistema atendiendo a la clasificacién de dichos
autovalores y se determinard el comportamiento de las soluciones alrededor de los puntos
de equilibrio a partir del tipo de autovalor y su signo. Es importante aclarar que la clasi-
ficacién de autovalores que se presentara se da cuando el sistema es No Degenerado,
caso que es de interés en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.2.4( Autovector o Vector Propio): Un vector v € R? no nulo se dice
que es un autovector de la matriz A si existe un niimero real o complejo A tal que:

Av = v (2.9)
el niimero A se denomina autovalor de la matriz A asociado al vector v.
De , haciendo uso de propiedades del dlgebra matricial, se tiene que:
Av— v =0 (2.10)

como v = [v, reemplazando en ([2.10))

Av — \Iv) =0

(A= X)v=0 (2.11)

= (1)

si se hace

5Demostracion en Apéstol (2002, p. 273).
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entonces (2.11)) es igual a

(a1 — A)vy + agve =0

aszvy + (ag — N)ve =0 (2.12)

De aqui se puede afirmar que es un sistema homogéneo de dos ecuaciones alge-
braicas lineales con dos incégnitas, donde no es posible la solucién trivial v; = 0, v, = 0
dado que v debe ser un vector no nulo. Sin embargo, del dlgebra lineal se sabe que
tiene una solucion no trivial si y solo si

det(A — ) =0 (2.13)

Al desarrollar la ecuacion caracteristica de A, es decir, (2.13)), se tiene como resul-
tado un polinomio en A\ de grado dos, denominado polinomio caracteristico de A.

Ademas, se tiene que si v es un autovector correspondiente al autovalor A, entonces cual-
quier multiplo escalar cv también es un autovector para A. Para conocer si esta afirmacion
es verdadera, se verificard que A(cv) = A(cv), asi que, se parte de:

A(cv)

de aqui, haciendo uso de propiedades de las matrices se tiene:

A(cv) = ¢(Av)

como v es un autovector del autovalor A, por (2.9) se cumple que:

c(Av) = ¢(\v)

Ahora, usando la propiedad asociativa de la multiplicacién escalar de matrices y la
propiedad conmutativa de la multiplicacién de nimeros reales:

c(Av) = A(cv)

por transitividad:

A(cv) = Mew)

Por definicion de autovector se puede afirmar que cv también es un autovector asociado
a A. Por ende, dado un autovector v para el autovalor A, la linea entera de vectores que pasa
por v y el origen también son autovectores para A y se denominan linea de autovectores

de \.

Nota: A partir de la ecuacién (2.11]) se calculan los autovectores correspondientes al
autovalor .

Definicién 2.2.5(Autovalor o Valor Propio): A es un valor propio de A si y solo
si

p(A) =det(A—XI)=0 (2.14)
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en otras palabras, los autovalores de A son las raices de la ecuacion caracteristica.

Nota: Contando multiplicidades algebraicas, toda matriz de tamano n x n tiene
exactamente n valores propios, reales o complejos. En este caso los autovalores de la
matriz A son dos.

Una vez conocido qué son y cémo se calculan los autovalores de la matriz A y los auto-
vectores asociados a dichos autovalores, se dara a conocer como se clasifican los autovalores
para posteriormente determinar la solucion general de un SPALH y comprender el compor-
tamiento de los distintos tipos de soluciones de este sistema, ligado a dicha clasificacién.
Cabe aclarar que, tal y como se expreso al inicio de este capitulo, la teoria que no sustenta
el estudio de los tres modelos de guerra se encuentra en el anexo A, por lo que a pesar de
que se dé a conocer como se clasifican los autovalores, aqui solamente se profundizara en
los autovalores reales distintos, en particular, en los que son de signos opuestos.

Clasificacién de los Autovalores
Reescribiendo 2.14] se tiene:

N —tr(A)X + det (A) =0

donde tr(A) = a1 + a4 corresponde a la traza de la matriz A. Sus soluciones son:

% (tr(4) + (r(A)7 — 4 det(d) )

A partir de esto caben tres posibilidades asociadas al signo del discriminante d.
d= (tr(A))* — 4 det(A)

» Si d > 0 existen dos raices reales distintas (A; # A2) y se denominan Autovalores
Reales Distintos.

» Si d = 0 existe una raiz doble real (A\; = Ay = \) y se denominan Awutovalores
Reales Dobles.

» Sid < 0 existen dos raices complejas conjugadas (A = a +ib) y se denominan Au-
tovalores Complejos.

Awutovalores reales distintos. Haciendo uso de conceptos del dlgebra lineal se sabe
que si la matriz A cuadrada, en este caso de tamano 2 x 2, tiene dos autovalores reales
distintos A1 y A9, cada uno con multiplicidad algebraica y geométrica uno, es decir, que los
autovectores asociados a A1 y Ag son linealmente independientes, entonces se puede afirmar
que A es diagonalizable. Por definicién de matriz diagonalizable existe la matriz diagonal
D de tamano 2 x 2 semejante a la matriz A, definida como:

A0
D=
(3 )
Si V' es una matriz cuyas columnas son autovectores linelamente independientes de A,

entonces:

D=V1AV
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Antes de continuar, se demostrara, utilizando induccién matemética, que A = VD"V 1,
donde D es semejante a A.

Demostracién:

= Paran=1
Por definicion de semejanza de matrices

D=V1AV

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por V, a izquierda, y por V1. a
derecha, se tiene:

VD =VV AV
VD =AV
A=VDV!

Por tanto, se satisface la igualdad para n = 1.

= Hipétesis de Induccién

Se supone valido para n = k, es decir:

AF = VDV

= Se prueba paran =k + 1:

Por hipétesis de induccién A¥ = V D¥V =1 Multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por A, a derecha, se tiene:

APA=VD"V'A

AR = VDWW (VDY
AR = VDMV V) DY
AR = V(D' D)V

Ak+1 _ VDk+1v—1

Por ende, para todo n se cumple que:
A" =VD"V~!
Considerando el resultado anterior, de (2.6)) se obtiene:

P(VDVY) BV DIV
+ +

tA __ -1
e = I +t(VDV 1) + i o

= tF(VDFV Y
D P

k=0

thDEY\
—V<Z X )v

k=0
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De aqui se puede afirmar que:
e = VetPyt (2.15)

Por otro lado, se sabe que €' es una matriz fundamental de soluciones del sistema

(2.4)), pero no es la tnica ya que lo que se necesita para hallar una matriz de estas es un
conjunto fundamental de soluciones. Una forma de obtenerla es, en este caso, a partir de

V11 V12 . . . .
dos vectores v1 = (v ), Vg = (v linealmente independientes (autovectores asociados
21 22

a A1 y Ag respectivamente). Por lo tanto:
eV
ConV = <Ull U12> , es también una matriz fundamental de soluciones |'| del sistema 1}

V21 V22

Ahora, multiplicando a derecha por V' cada miembro de la ecuacion ([2.15)) se tiene:

eV = (Ve'PVhHv
eV =veP (V)

eV = Vel

desarrollando lo anterior se tiene:

At
A, (v vz (et 0
V21 V22 O e?

At Aot
tay _ (vne ovpge™
€ = At Aot

Vo1€ Voo

Por definicién de matriz fundamental de soluciones

CIJl(t) = e’\lt'vl Yy CI','z(t) = €>\2t’02

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema ([2.4)) y, por tanto, la solucién
general de un SPALH cuando la matriz A tiene autovalores reales distintos es:

A

x(t) = creMvy + cpetuy (2.16)

donde ¢; y co son constantes arbitrarias.

"Demostracién en Walter (1998, p. 176).
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Estas dos soluciones, x1(t) y x2(t), se denominan soluciones de linea recta,las cuales se
encuentran en el plano de fases sobre dos rectas distinguidas, en donde sus trayectorias se
dirigen hacia el punto (0,0) si A < 0 y en caso contrario, es decir, A > 0 se alejan en forma
directa del origen.

Ejemplo 2.2.1. [ Sea el sistema plano auténomo lineal homogéneo

, (22

En primer lugar, se calcularan los autovalores y autovectores asociados a la matriz

(? g), para ello se hara uso de las ecuaciones ([2.13)) y ([2.11]) respectivamente.
2 2 A0
((5)-63) =
2—-X 2

N —5A+4=0

A=4)(A=1)=0

2 2
1 3 son Ay =4y X\ = 1.
Ahora se hallard un autovector asociado a cada autovalor. Para A\; = 4 el autovector se
halla a partir de a siguiente ecuacion:

(56 9)==()
(2 2) () -)
(o) = (o)

De aqui se puede concluir que los autovalores de la matriz

CcOo1mo

—21)11 + 2@21 =0

vy — V91 =0

son ecuaciones redundantes entonces tomando la segunda ecuacién se puede concluir que

8Tomado de Blanchard, Devaney y Hall (1998, p. 258)
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V11 = V21

Es decir que todo vector en el que sus componentes son iguales es un autovector asociado

1
a \; = 4, asi que, sin perdida de generalidad, se considerara v, = (1)

Ahora para hallar el autovector vy = (212) asociado al autovalor A\, = 1 se realiza
22

un procedimiento analogo al ya descrito de donde se obtienen las siguientes ecuaciones
redundantes:

V12 + 2029 = 0
V12 + 2’022 = 0
De aqui
Vig = —2U2

Es decir que todo vector en donde la primera componente es el opuesto aditivo del doble
de la segunda componente es un autovector asociado a Ay = 1, sin perdida de generalidad

. , 2
se considerard en este caso vy = ( ok

Como ya se conocen los autovalores y autovectores asociados a dichos valores propios
se reemplazan estos en la ecuacién (2.16)) para determinar la solucién general del sistema

dado.
1 2
x(t) = cre* (1) + coel? (_1>

Luego de hallar la solucién general se grafica el campo de direcciones el cual se muestra
en la siguiente figura.

........

Figura 2.1: Campo de direcciones, nulclinales y linea de autovectores ejemplo 2.2.1.

En este campo las nulclinales coinciden con los ejes, dividiendo el plano en cuatro regio-
nes correspondientes a cada uno de los cuadrantes. Adicionalmente, se distinguen dos lineas
de autovectores, la linea de autovectores que se encuentra en el primer y tercer cuadrante
corresponde al autovalor A\; y la que se encuentra en el segundo y cuarto cuadrante es la
asociada al autovalor \s. En el campo de direcciones junto con el plano de fases (ﬁgura
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se comprueba lo expuesto previo al ejemplo respecto a que la trayectoria de una solucion
de linea recta se aleja del origen si el autovalor correspondiente es mayor a cero, en este
caso como los dos autovalores son positivos, entonces, como se observa en esta figura, las
trayectorias de las dos soluciones de linea recta se alejan del punto de equilibrio.

Figura 2.2: Campo de direcciones, lineas de autovectores y diagrama de fases ejemplo 2.2.1.

En este apartado se han identificado dos soluciones particulares que se presentan en
los SPALH con dos autovalores reales distintos, denominadas soluciones de linea recta, en
donde el signo de los autovalores es significativo para predecir el comportamiento de las
correspondientes soluciones de este tipo, ya que estas soluciones se encuentran sobre la
linea de autovectores asociados a A1 y Ay respectivamente; cabe resaltar que el conocer el
comportamiento de esta clase de soluciones, que estéa dada por el signo de los autovalores,
permitira predecir y comprender el comportamiento de las demés soluciones de un sistema
de este tipo, lo cual abordaremos a continuacién.

Como se menciond en las generalidades, los SPA presentan tres tipos de curvas solucion,
en el caso de SPALH con autovalores reales distintos de la matriz A, se tienen puntos
de equilibrio y curvas abiertas simples. Si los autovalores Aj,\; tienen signos opuestos
(A <0 < \y), el origen, es decir, el punto de equilibrio del SPALH, es un punto de silla

(figura[2.3).

Figura 2.3: Ejemplo grdfico de un punto de silla.

Las dos semirrectas que, junto con el origen, componen el autoespacio E()\;) son tra-
yectorias que se acercan al origen cuando ¢ — oo mientras que las que componen FE(\2)
se alejan de él. Las demas trayectorias son curvas de aspecto hiperbdlico que se acercan
asintéticamente a F(Ag) cuando t — oo y a E(\) t — —oo. Todo punto de silla es
inestable.
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Luego de realizar el tratamiento analitico y cualitativo de las soluciones del sistema
ligado a los autovalores reales distintos (de signos opuestos) de la matriz A, es importante
resaltar que el comportamiento a largo plazo de las soluciones puede determinarse, como
ya se menciond, a partir del signo de cada autovalor de A, ya que si A > 0 las trayectorias
de las soluciones que comparten region con la solucion de linea recta que se encuentra sobre
la linea de autovectores asociada a dicho autovalor se alejan del punto de equilibrio, en
caso contrario, las curvas solucion que se encuentran en la misma region que la solucion de
linea recta ubicada sobre la linea de autovectores asociada a A < 0 tienden al origen; esta
afirmacién se puede ratificar con la teoria complementaria presentada en el anexo A.



Capitulo

Analisis de los Modelos

En el presente capitulo se realiza el analisis de los modelos de guerra de Lanchester y
de Deitchman. Inicialmente se calculan las soluciones analiticas de cada modelo, pese al
caracter no lineal de dos de los sistemas. Para el caso del modelo fuego directo se grafican
sus soluciones en GeoGebra con el objetivo de deducir, desde el estudio de casos parti-
culares y la observacién, la relacién que existe entre los coeficientes de aniquilamiento,
el nimero de efectivos y el resultado del combate. Para los dos modelos restantes no se
desarrolla el mismo procedimiento, sino que se propone directamente una demostracion de
dicha relacion.

Adicionalmente, se realiza el tratamiento cualitativo de cada modelo, en el cual la es-
tabilidad del punto de equilibrio del modelo fuego directo se determina recurriendo a la
teoria expuesta en el capitulo 2, mientras que la estabilidad de los puntos de equilibrio de
los sistemas correspondientes a los modelos fuego en area y guerra de guerrillas, por ser
SPANLH Degenerados, se asume desde la observacion de su respectivo campo de direccio-
nes.

El analisis de cada modelo finaliza con la verificacién del principio de concentracion, es-
tudiando inicialmente casos particulares, para posteriormente presentar una demostracién
formal.

3.1. Modelo Fuego Directo

Como se mencioné en el primer capitulo, en este tipo de enfrentamiento la tasa de
pérdida de efectivos de un bando es directamente proporcional al nimero de efectivos en
el bando opuesto. Las ecuaciones que componen el sistema son:

dzy

i = — QX2

dza

dt = _61.1

Tomando 1(0) = z1, y 22(0) = xg,, como el nimero de efectivos al inicio del combate de
los ejércitos X7 y X, respectivamente. Se puede notar que este es un SPALH.

Se sabe que las variables de estado permiten describir el comportamiento de un sistema
en un determinado instante de tiempo t. En este caso, las ecuaciones que componen este

32
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sistema involucran variables de estado, z1(t) y x2(t), que representan el nimero de efectivos
en un momento dado durante el enfrentamiento.

Para determinar las variables de estado sujetas a las condiciones iniciales, en primer
lugar, se calcula la soluciéon general del sistema, para ello, considerando lo expuesto en el
capitulo 2, se determina el tipo de autovalores asociados a la matriz de coeficientes cons-

tantes del sistema, para conocer la estructura de su soluciéon general.

El sistema escrito en forma matricial es:

La ecuacion caracteristica asociada a la matriz de coeficientes constantes del sistema

es:
N—af=0
A partir de la ecuacién anterior se puede afirmar que los autovalores de la matriz son
A =vValb y Ay = —v/af, los cuales tienen asociados los siguientes autovectores:

s Para )\
~VaB —a ). (0
-8 —vag) " = \o
(V5 ) () - ()
-8 —vaB) \va) \0O
- \/@Un —avg =0
— Bun — \/@_51)21 =0

como estas ecuaciones son redundantes, tomando la primera se tiene que:

—%Un = V21

Tomando v1; = 1 un autovector correspondiente a A; es:
1
’U1 - B
“Voa

De manera analoga se determina que un autovector asociado a As es:

()

s Para A\
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Dado que « y [ son ntumeros reales positivos, A\; y Ag se clasifican como autovalo-
res reales distintos de signos opuestos y los autovectores asociados a cada autovalor son
linealmente independientes, la solucion general del sistema es:

1 1
x(t) = creVost <_ é) + cpeVort ( §>

donde ¢; y ¢ son constantes arbitrarias que quedan determinadas una vez se especifican
las condiciones iniciales.

A partir de la solucién general se puede afirmar que las variables de estado son:

x1(t) = c1eVoPt 4 ey Vol

xo(t) = creVest (—\/§> + oo VOBt ( é)
a a

Para determinar ¢; y ¢p se toma t =0 :

.171(0) = C -+ Co

22(0) = 4 (— g) + ¢ ( g)

Counsiderando las condiciones iniciales

T1, = C1 +CQ

SR

de donde:

Ccl =

(v y52)

L1y — Bl’go
1 «

Cy = 5 <I10 + \/%I‘QO)

Por tanto, las variables de estado sujetas a las condiciones iniciales son:

x1(t) = % (9010 - \/gxzo) eVert 4 % (9510 + \/gxzo) eVt (3.1)
zo(t) = % (xm - \/%9520) eVt (‘ g) +% (9510 + %1'20) emVor ( g) (3.2)

N | =
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A partir de estas soluciones es posible determinar el tiempo en el que finaliza el com-
bate, para ello se debe tener presente la condicién de terminacion del combate, que para
este caso se considera simple y poco realista si se atiende a la evidencia histérica, y es que
cada ejército luchard hasta que uno de los dos es aniquilado (o los dos en caso de empate).
Matematicamente, esto significa que, una de las tres situaciones siguientes se presentara al
finalizar el enfrentamiento.

Considérenseﬂ w1(ty) = 1, y 2a(ty) = wo,:
1. X, gana, es decir, x1, >0y xy, =0.

2. X, gana, es decir, xa, >0y x, =0.

3. Empate, es decir, z1, =0y 22, =0

» Para determinar el tiempo de duracién del combate cuando X; gana se toma en ({3.2))
T2 (t f) = 0.

0= % (mo - %1’20) eVoBts (— g) —i—% (1’10 + %mo) eVt < g)

e2VaB
L1y — %1'20
T, + \/;as%
2y afty =In
l’lo — %IQO
1 L1, -+ \/%3320
tf = In (33)
2\/ Oéﬁ l‘lo — %I‘QO

IEst4 notacién se tendra en cuenta a lo largo del documento.
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= Para determinar el tiempo de duracién del enfrentamiento cuando X, gana se toma

en (3.1) z1(tf) = 0.

1 a o 1 &) _JaBt,
b ) o )

Realizando un procedimiento anélogo al anterior se obtiene:

1 —X1y — \/%ZL'QO
(3.4)

2 V O(B L1y — \/%.’EQO

Notese que en este caso es posible determinar el tiempo de duracién de la batalla cuan-
do cualquiera de los dos ejércitos gana con (3.3) y (3.4) dado que estas expresiones son
equivalentes.

Cuando el enfrentamiento finaliza en empate el primer término de (3.1) y (3.2)) es cero
dado que como afirma Lepingwell (1987) las fuerzas combativas iniciales de cada ejército
son iguales, quedando reducidas las variables de estado a:

z1(t) = % (xlo + \/ng()) e~ Vabt (3.5)

xg(t):%(zlo—i— %x%) e-Wﬂt< g) (3.6)

Tanto (3.5) como presentan asintotas horizontales en z; = 0 y x5 = 0 respecti-
vamente, por lo que no es posible determinar de manera exacta el tiempo de duracién del
combate. En caso de que se quiera conocer el tiempo que ha transcurrido desde el inicio
del combate a partir del nimero de efectivos que conserva cada ejército, se igualan
y (3.6) a m; y ma, respectivamente, que representan el pie de fuerza que mantiene cada
ejército en el instante de tiempo que se desea conocer.

s Para X,

1 &} e
my = 5 (3310 + BLEQO) e Vapt

e_mt - 2m1

T1, + \/%-TQO
2
—VaBt=1In _fm

a
L1y + El’go

2m1

\% aﬁ L1, -+ %SL’QO
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s Para X5

Realizando un procedimiento analogo se tiene:

1 « s 15}
=g (s E)F< a)

VaB |V B, + Vo,

Ahora, considerando que a lo largo de su formacién académica los autores de esta mo-
nografia evidenciaron que a través de la observacion y del estudio de casos particulares
es posible deducir algunas propiedades matemaéticas, a continuacién, se desarrolla una ex-
ploracién grafica que tiene como objetivo principal deducir la relacion entre las fuerzas
combativas de los ejércitos X7 y Xs que segun Lepingwell (1987) permite determinar el
ganador del combate bajo este modelo.

t =

Con ayuda del software GeoGebra se grafican algunas situaciones variando los coefi-
cientes de aniquilamiento en el intervalo (0, 1] y la cantidad inicial de efectivos de cada
ejército. Cabe aclarar que los coeficientes de aniquilamiento se toman en el intervalo men-
cionado con el fin de facilitar la exploracién. Se considera importante no tomar cantidades
de efectivos al azar para iniciar la exploracion grafica, sino relacionar las cantidades de
efectivos de cada ejército ya que esto permite identificar un patrén con mayor facilidad, asi
que para el primer caso se tiene que el pie de fuerza inicial de X; es el doble de la cantidad
inicial de efectivos del ejército Xy, es decir, x1, = 2z, y para el segundo caso se supone
T1, = 3x9,. Para cada situacion, inicialmente se fija el valor de g y, se varia el valor del
coeficiente de aniquilamiento de X5 con el fin de identificar el valor que debe tomar este
parametro para que se dé el empate y, a partir de esto, conocer las condiciones en las que
cada ejército pueda ganar al aumentar o disminuir el valor de «.

Es importante resaltar que no se considera el caso trivial en el que los dos ejércitos
inician con el mismo numero de efectivos, dado que en este caso el empate solo se da si los
coeficientes de aniquilamiento son iguales y el ganador serd quien tenga mayor coeficiente
de aniquilamiento.

Para el primer caso se inicia tomando x;, = 500, o, = 250 y 8 = 0,25 y se varia el
valor de o hasta que el enfrentamiento quede en empate. Con dichos datos se obtuvo que
el resultado del enfrentamiento es empate cuando a = 1, tal y como se ilustra en la figura

BD.
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Nemers de ¢ fectivas

Teenga (1)

Figura 3.1: Situacion de empate bajo el modelo fuego directo cuando x1, = 500, x4, = 250,
6=025ya=1.

En la grafica se observan dos curvas, de forma logaritmica, que se acercan al eje del
tiempo, pero sin intersecarlo ya que los puntos A y B que corresponden a dichas inter-
secciones son indefinidos, dando la idea de que el combate se prolonga indefinidamente.
Sin embargo, como la cantidad de efectivos de cada bando es finita finaliza cuando los dos
ejércitos son aniquilados.

En la tabla (3.1]) se encuentran resultados de empate al fijar los valores de las condiciones
iniciales y de 3, y al variar el parametro a.

L1, = 23320
L1 p L2g o
500 0,25 250 1
400 0,05 200 0,2
300 0,1 150 0,4
100 0,2 20 0,8

Tabla 3.1: Registro de situaciones en las que el combate finaliza en empate cuando X
cuenta con el doble de efectivos inicial que Xs.

De la tabla anterior se presume que para que el resultado del enfrentamiento sea em-
pate cuando la cantidad inicial de efectivos de un ejército es el doble de la cantidad de su
oponente, el coeficiente de aniquilamiento del bando que tiene mayor pie de fuerza debe
ser la cuarta parte del coeficiente de su contrincante.

A partir de los valores de empate, se aumenta y disminuye el valor de v para conocer
en qué condiciones gana cada fuerza. Para ilustrar graficamente se toman los valores de la
fila 3 de la tabla (3.1)). En la figura se observa que al variar a « en el intervalo (0, 0,4)
el ejército X, finaliza el combate con cero efectivos, lo que significa que en este caso X;
es el ganador del combate cuando o < 0,4. En la figura se ilustra el caso opuesto al
de la figura , es decir que bajo los valores de las condiciones iniciales y del coeficiente
de aniquilamiento de X; de la fila 3 de la tabla , X5 es el ganador del enfrentamiento
siempre y cuando a € (0,4, 1].
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Tyt )

) I Tiempa (I}
i § H - ] 5 us u

Figura 3.2: Situaciones en las que X; gana al variar « en el intervalo (0,0,4) fijando

T1,,%2, Y B

En la figura se ilustran tres enfrentamientos obtenidos al variar el valor de a en
el intervalo (0,0,4). En estos enfrentamientos el ejército ganador es X y el nimero de
efectivos de cada ejército al finalizar el combate estd determinado por los puntos sobre
cada una de las curvas. Considerando las caracteristicas de los enfrentamientos que son
susceptibles de ser modelados bajo este sistema, la cantidad de efectivos que llega a tener
X1 luego de finalizado el combate no deben ser tenidos en cuenta.

Nimero de e fectivos
o

E .| 150

Tiempo (i)

Figura 3.3: Situaciones en las que gana Xs al variar o en el intervalo (0,4,1] fijando x1,,
T2y Y ﬁ

En la figura se ilustran tres enfrentamientos obtenidos al variar el valor de « en el
intervalo (0,4, 1]. En estos enfrentamientos el ejército ganador es X, y el nimero de efecti-
vos de cada ejército al finalizar el combate esta determinado por los puntos sobre cada una
de las curvas. Considerando las caracteristicas de los enfrentamientos que son susceptibles
de ser modelados bajo este sistema, la cantidad de efectivos que llega a tener X5 luego de
finalizado el combate no deben ser tenidos en cuenta.

En la tabla (3.2) se registran los resultados de las batallas al variar «, asociados a los
datos presentados en la tabla (3.1).
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T, = 2T2,

Z1, 15} Ta, o Ganador

500 0,25 250 o<1 Ejército X;
400 0,05 200 a<0,2 Ejército X;
400 0,05 200 a>0,2 Ejército Xo
300 0,1 150 a <04 Ejército X;
300 0,1 150 a>04 Ejército Xs
100 0,2 50 a<0,8 Ejército X;
100 0,2 50 a> 08 Ejército X5

Tabla 3.2: Variacion del valor del parametro o para determinar el ejército ganador del
combate, a partir de las condiciones de empate.

Atendiendo a los datos registrados en las tablas (3.1) y (3.2), se supone que dado

Ty, = 2T,
= Si 8= 7, entonces hay empate.
= Si 3 < ¢, entonces el ejército X, gana el combate.
» Si 3> 7, entonces el ejército X; gana el enfrentamiento.

Ahora, se consideraran las situaciones en las que el pie de fuerza inicial de un ejército
sea el triple de la cantidad inicial de efectivos de su oponente y se realiza un tratamiento
de los datos analogo al anterior.

L1y — 3.’,820
x1, 15} Ta, o
75 0,1 25 0,9
150 0,01 50 0,09

Tabla 3.3: Registro de situaciones en las que el combate finaliza en empate cuando X, tiene
el triple de efectivos que X.

Dado las condiciones de construccion en GeoGebra, al variar los parametros mediante el
deslizador, no se hallaron otros valores de los coeficientes de aniquilamiento para los cuales
se dé el empate, sin embargo, como se observa en los dos casos expuestos en la tabla ,
p = §, asl que se ingresa de manera manual en GeoGebra datos en los que se satisface
esta condicion para determinar si siempre en caso de empate se tiene esta relacién entre

los coeficientes (tabla [3.4)).

L1y — 3.’,820
T1, 15} Ta, o
900 0,05 300 0,5
Empate
855 0,08 285 0,8

Tabla 3.4: Registro de situaciones en las que el combate finaliza en empate al ingresar
manualmente valores para los parametros o y [ .
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Figura 3.4: Soluciones del sistema al considerar los datos de la fila 1 de la tabla (3.4).

Observando los datos de las tablas y (3.4)) se infiere que cuando la cantidad inicial
de efectivos de un ejército es el triple de la cantidad de su oponente y su coeficiente de
aniquilamiento es la novena parte del coeficiente de su contrincante, el combate finaliza
en empate.

Al variar en GeoGebra el valor de a a partir de los datos registrados en las tablas
(13-3) v (3.4), tal y como se realiz6 en el caso anterior en la tabla (3.2)), se prevé que dado

T1, = 3T,
» Si 3 = §, entonces hay empate.
= Si 3 < §, entonces el ejército X, gana el combate.
» Si 3> §, entonces el ejército X, gana el enfrentamiento.

A partir de los resultados anteriores se construye la siguiente hipdtesis:

Dado x1, = kxg,, con k € QT
» Si 8 = %, entonces hay empate.
» Si 8 < %, entonces el ejército Xy gana el combate.

» Si 8> %, entonces el ejército X; gana el enfrentamiento.

Notese que, si se dejan las expresiones anteriores en términos de las condiciones iniciales,
. €T .
es decir, se hace k = ¢ se tiene que:
0

1. Si la fuerza combativa inicial del ejército X; es mayor que la de X5, ﬁx%o > ax%o, el
ejército Xy es el ganador del combate.

2. Si la fuerza combativa inicial de X, es mayor que la del ejército X, fa3, < ax3 , el
ejército X5 es el ganador del enfrentamiento.

3. Silas fuerzas combativas iniciales de cada bando son iguales, Bm%o = oza:%o, el resultado
del enfrentamiento es empate.

Lo que coincide con lo expresado por Lepingwell (1987).
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Considerando que en ninguno de los documentos consultados se registra una justifi-
cacién matemdtica de la afirmacién realizada por Lepingwell (1987), a continuacién, se
propone una demostracion que se apoya en la ecuacién de las trayectorias.

La ecuacién de las trayectorias estd dada por:

dv, _ pn

dri  oxe
La cual corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria que se puede resolver por el
método de separacion de variables.

1 T2
B/ ridr; = a/ TodTo
T1g T2

0
By, — 1) = alws, — 73)

Dejando los términos constantes al lado derecho de la igualdad E| se tiene:

Bz} — azl = Br] — azl, (3.7)

Notese que la diferencia entre las fuerzas combativas de X; y X5 es constante a lo largo
del tiempo e igual a la diferencia entre las fuerzas combativas iniciales.

Se quiere probar que: Dado un enfrentamiento bajo fuego directo entre dos fuerzas
homogéneas,

1. Si faf, > ax3, entonces X; serd el ganador del enfrentamiento.

2. Si B}, < ax3, entonces X, serd el ganador del enfrentamiento.

3. Si B}, = a3, entonces el enfrentamiento finaliza en empate.
Demostracién:

» ftem 1: S Bat, > ax3 entonces Xy serd el ganador del enfrentamiento.

Asumiendo que ﬁ[E%O > aa:%o se puede afirmar que:

2 2
pry, —awy >0

Considerando la desigualdad anterior y (3.7 se tiene:

Bx? > ax (3.8)

A partir de (3.8) se puede afirmar que la fuerza combativa de X; es mayor que la
fuerza combativa de X5 en cualquier instante de tiempo durante la batalla, particu-
larmente se tiene:

ﬂxff > ang (3.9)

Teniendo en cuenta lo anterior, se estudian las tres posibles situaciones que se pueden
dar al finalizar el combate:

2Cada termino de esta ecuacién se conoce como “Ley Cuadrada” de Lanchester
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e Caso 1: Si X; es el ejército ganador, es decir, X; es aniquilado:

8a?, = 0

lo que por 1) implica que 0 > ax%f, pero esto no es posible dado que 0 < a < 1
y considerando la regla de terminacién del combate x5, > 0. Por ende, X3 no
puede ser el ejército ganador.

e Caso 2: Si el combate finaliza en empate

2 _ 0 2
pay, = 0= axj,

lo cual contradice a (3.9) y por consiguiente el enfrentamiento no termina en
empate.

Como los casos anteriores no pueden darse bajo las condiciones descritas, se
concluye que si la fuerza combativa inicial de X; es mayor que la de Xs, el
ejército X; gana el enfrentamiento (caso 3).

» ftem 2: S Bat, < axj, entonces Xy serd el ganador del enfrentamiento

Si la fuerza combativa inicial de X5 es mayor que la de su oponente se tiene que:

2 2
By, —ary, <0

esto implica que la fuerza combativa de X; es menor a la de X, durante todo el
enfrentamiento, especificamente al final de ella

5:c§f < omcgf (3.10)

Atendiendo a los posibles resultados que se pueden presentar al finalizar el combate
y considerando lo anterior se tiene:

e Caso 1: X es el ganador del combate, es decir, X, es aniquilado

2 _
axy, =0
Lo que implica que
2
By ;<0
Pero esta desigualdad no tiene sentido porque 3y 1, son valores positivos, por
tanto, no es posible que se dé este caso.

e Caso 2: La batalla finaliza en empate, es decir que tanto X; como X, pierden
la totalidad de sus efectivos

2 _ 0 .2
axy, = 0= fay,

Contradiciendo (3.10)). Por ende, el tnico resultado que puede darse bajo las
condiciones mencionadas es que X, sea el ganador del combate (caso 3).
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s Item 3: 5i Bxfo = ax%o entonces el enfrentamiento finaliza en empate.

En la situacion en la que las fuerzas combativas iniciales son iguales la diferencia
entre estas serfa igual a cero, lo que conlleva a que 3% = ax3 y como esto se cumple
en cualquier instante de tiempo de la batalla, en especial al final de esta

/Bxff = am%f (3.11)

Considerando las tres situaciones que pueden darse al finalizar el combate:

e Caso 1: X; gana el combate, es decir, X5 es aniquilado.

ar; ;=0
y por (3.11)) se tendria que:

5a3, =0

Como # > 0, entonces se debe cumplir que z1, = 0, pero esto contradice el
hecho que X; gana el combate.

e Caso 2: X, gana la batalla.

Razonando de manera analoga al caso anterior se concluye que no es posible
que X sea el ganador del enfrentamiento.

Debido a que los casos anteriores fueron descartados se puede afirmar que cuando
Bxt, = axj, el enfrentamiento finaliza en empate (caso 3).

Con lo anterior queda probada la afirmacién realizada por Lepingwell (1987), es decir,
se mostrd que el ejército que inicia el combate con una mayor fuerza combativa serd el
ejército ganador y si las fuerzas combativas iniciales son iguales el resultado del enfrenta-
miento sera el empate.

Por otro lado, haciendo uso de la teoria expuesta en el capitulo 1, se puede afirmar que el
tnico punto de equilibrio del sistema es (0,0), debido a que el sistema es lineal homogéneo
no degenerado, esto quiere decir que la tnica posibilidad de que el nimero de efectivos de
las dos fuerzas no presente cambios es cuando los ejércitos X; y Xs no tienen pie de fuerza.
Adicionalmente, dado que los autovalores asociados son reales distintos y de signo opuesto
el punto de equilibrio, el origen, se denomina punto de silla el cual es inestable (figura
3.5)), ya que las trayectorias correspondientes a las soluciones integrales del sistema que se
encuentran en las regiones donde esta ubicada la solucién de linea recta que se halla sobre
la linea de autovectores asociada al autovalor v/af3, es decir en los cuadrantes dos y cuatro,
se alejan del punto de equilibrio, mientras que las trayectorias ubicadas en los cuadrantes
uno y tres, en donde se encuentra la solucién de linea recta que esta situada sobre la linea
de autovectores asociada al autovalor —/a/3, se acercan al punto de equilibrio.
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(a) Campo de direcciones modelo fuego di- (b) Diagrama de fases modelo fuego directo
recto

Figura 3.5: Campo de direcciones y diagrama de fases asociado al modelo fuego directo.

Ahora que se conoce el comportamiento de las soluciones del sistema de manera sincréni-
ca a medida que va variando t, se continuard el estudio considerando el contexto a partir
de la ecuacion de las trayectorias, centrando el andlisis en el primer cuadrante debido a
que los ejes en este plano representan la cantidad de efectivos de cada bando al transcurrir
el tiempo del combate y por ello no tiene sentido considerar cantidades negativas. De
se tiene:

Bl arj
B:ﬁ%o — ozx%o Bx%o — am%o
Si la fuerza combativa inicial de X5 es mayor que la de X; se sabe que el denominador de
cada término es menor a cero y por ende se obtiene de .

=1 (3.12)

2 2
T T

2 B2  a,2 _ 2
'1:20_ xlo szo xlO

«

=1 (3.13)

Como ([3.13)) corresponde a la ecuacién de una hipérbola cuyo centro es el origen y su
eje real es el eje xy (figura [3.6)),

Figura 3.6: Representacion grdfica de la ecuacion (3.13).

se tiene que los vértices son los puntos de intersecciéon entre la hipérbola y dicho eje, pero
si se tiene en cuenta el contexto, solo se considera el primer cuadrante y por tanto solo el
punto de interseccién con la parte positiva de este eje, el cual es
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B
(O, x%o — Exi)

Este punto de interseccion representa la cantidad de efectivos con los que X5 termina
el combate, mientras X; es aniquilado; graficamente se tiene:

Ty
-

Figura 3.7: Trayectoria de una situacion en la que X; es aniquilado mientras que Xo atn
conserva efectivos bajo el modelo fuego directo.

Si la fuerza combativa inicial de X; es mayor que la de X5 se sabe que el denominador
de cada término es mayor a cero, obteniendo de (3.12)).

2 2

T T

P el .11
1o B 20 axlo - $20

Donde (3.14]) corresponde a la ecuacién de una hipérbola cuyo centro es el origen y su eje
real es el eje z; (Figura|3.8)).

Ly

Figura 3.8: Representacion grdfica de la ecuacion (3.14).

Razonando de manera analoga, el vértice ubicado en la parte positiva del eje £ permite
conocer el pie de fuerza final de X; mientras que X, es aniquilado. Este punto es:

<, [t — %x%O,O)

Graficamente se tiene:
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&
iy

Figura 3.9: Trayectoria de una situacion en la que Xo es aniquilado mientras que X; aun
conserva efectivos bajo el modelo fuego directo.

El caso en que las fuerzas combativas iniciales sean iguales se sabe que
Bt = ax}

de donde se obtiene la siguiente funcién lineal

En el plano x;x,, considerando solamente el primer cuadrante, se tiene:

'y
fL]

F
[

Figura 3.10: Trayectorias de una situacion en la que X1 y Xo son aniquilados bajo el modelo
fuego directo.

Ahora que se conoce la gréafica del comportamiento de las soluciones del sistema de
manera sincrénica para cada caso, se considera pertinente ilustrarlas en un mismo plano

(figura (3.11]).
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\

|t [

Figura 3.11: Representacion grdfica de las tres situaciones que se pueden presentar en un
combate bajo el modelo fuego directo.

Por otro lado, como Lanchester asegura que el principio de concentracion es aplicable
a los combates que son susceptibles de ser modelados bajo este sistema de ecuaciones di-
ferenciales, a continuacién, se verificara esta afirmacién. Este principio establece que es
aconsejable que un ejército retdna todos sus recursos para enfrentar al adversario en una
sola batalla, por tanto, se analiza qué pasa al dividir en n partes iguales el pie de fuerza
de un ejército, que ganaria si se lleva a cabo un solo combate, y se desarrollan n batallas
en las que se enfrentan la n-ésima parte del ejército dividido con el niimero de efectivos
restante del ejército adversario, asumiendo que cada efectivo mantiene su coeficiente de
aniquilamiento durante las n batallas.

Considérese una situacién en la que xy, = kxg, y a = pf, con k,p € Q. Se asume que
la fuerza combativa inicial de X; es mayor que la de X5, por lo que al enfrentarse en una
sola batalla el ejército ganador es X, sin embargo, se quiere estudiar en qué condiciones
X5 podria aniquilar en su totalidad a X; al dividirlo en n partes iguales y atacarlo secuen-
cialmente.

Por la ecuacion ((3.7)) se tiene:
2 2 2 2
Bry, — axy, = Py, — ary, (3.15)

= Situacién 1: Si X; es dividido en dos partes iguales se tiene que la fuerza combativa
inicial de este ejército para cada enfrentamiento es:

s(3) =5 (%) 10

Reemplazando (3.16) en (3.15]), para el primer enfrentamiento se tiene:

a (kx 2
20 2 2 2
— | =) —az; =0z —ax
P < 2 > 20 b Ly 2

Como el proposito es conocer las condiciones en las que X5 gana las dos batallas, se
asume que en los dos enfrentamientos X; finaliza con cero efectivos y, por tanto, la
fuerza combativa final de este ejército es cero.

2
a (kg 2 2

- — CE.I'QO - _OCxQ 1
p\ 2 !
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de aqui

para que la igualdad tenga sentido se debe tener que
/{52
——-1<0
4p

asi que

k* < 4p

49

(3.17)

De esta iltima desigualdad se entiende que X5 gana la primera batalla si esta se
cumple. Ahora, para conocer las condiciones que se deben cumplir al ganar X, el
segundo enfrentamiento, se halla la cantidad de efectivos con la que finalizo el primer

combate, para ello se despeja o, de (3.17]).

k2
ZEQfl = 1-— 4—p$20

Ahora reemplazando (3.18)) y (3.16]) en (3.15)

2

2 2
g kaO —a 1 — k_IZO — /81'% ,
p\ 2 4p !

Razonando de manera andloga

de aqui:

k2
——1<0
2p <

k* < 2p

(3.18)

2

(3.19)

De (3.19) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X5 es el ejército
ganador al finalizar la segunda batalla, es decir que X; es totalmente aniquilado.
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= Situacién 2: Si X; es dividido en tres partes iguales se tiene que la fuerza combativa
inicial de este ejército para cada enfrentamiento es:

(-5 6

Siguiendo un procedimiento analogo al descrito para la situacion 1 se tiene que

i 2
Q T2 2 2

- - O{:L’QO = —CYSL’Z 1
p\ 3 !

de aqui

ors (k_Z — 1) = —ax) (3.21)
20 gp - 2f1 .

para que la igualdad tenga sentido se debe tener que
2

k
— —1<0
9p

asi que

k* < 9p

Lo que significa que X, gana la primera batalla si se cumple esta desigualdad. De
(3.21) se sabe que X, inicia el segundo enfrentamiento con la siguiente cantidad de

efectivos
k2
ZEQfl = 1-— 9—p$20 (322)

por lo que se tiene

2k
oz, (— - 1) = —ozx%ﬂ (3.23)

de aqui
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9p
2_
k<2

Al X5 ganar la segunda batalla se debe cumplir la desigualdad anterior. Luego, de
(3.23)) se tiene que X5 inicia la tercera batalla con el siguiente pie de fuerza

2k2
$2f2 = 1-— %ZEQO

Reemplazando
) 2
o [ kxo 2k2
- ( 30) — ( 1— 9—x20> —51%3 OzngS
K 2k?
2 2
ot (5 -1+ 5) = o,
3k
a:cgo (% — 1) = —a:zzgfg
de donde
K 1<0
3p
k* < 3p (3.24)

Teniendo en cuenta (3.24]) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X5
es el ejército ganador al finalizar la tercera batalla, es decir que X; es totalmente
aniquilado.

Considerando las desigualdades y , y dejando k y p en términos del nime-
ro de efectivos inicial y los coeficientes de aniquilamiento, respectivamente, se plantea la
siguiente hipotesis:

Hipétesis 3.1.1: Dado x1, = kxg,, « = pf3, con k,p € Q, v X; es el ganador cuando
se enfrenta a X, en una sola batalla de todos contra todos. Si X5 divide el pie de fuerza
de X; en n partes iguales y se satisface

pat,

< azy, (3.25)

entonces X, aniquila al ejército X; en su totalidad en el n-ésimo combate.

Demostracién (Hipdtesis 3.1.1): Supéngase que X5 no aniquila al ejército X; en su
totalidad en el n-ésimo combate, esto quiere decir que X al ser dividido en n partes iguales
aniquila al ejército Xy en el n-ésimo combate o que el n-ésimo enfrentamiento finaliza en
empate. Si X; es el ejército ganador de la n-ésima batalla, la fuerza combativa inicial
de X; es mayor que la fuerza combativa inicial de X, para este enfrentamiento, pero si
esta batalla finaliza en empate las fuerzas combativas de cada ejército al iniciar el n-ésimo
enfrentamiento son iguales, esto se resume en la siguiente desigualdad
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T 2
5 ( O> Z axg()
n n
Como se sabe que la cantidad de efectivos con la que inicia X5 este enfrentamiento es

igual a la cantidad de efectivos con los que finaliza el combate inmediatamente anterior,
de la desigualdad anterior se tiene

() 2 (- E20)

Dado que «, 8 y n son positivos se tiene:

2

20

2
8 <&>2 > gt — oxs k 2(n— 1)
n n2p

2
pBai, > n’paxs — axy k” (n —1)

pﬁx%a > nonzmgo — am%o Kn + am%o K
Reemplazandok = % yp= % en la desigualdad anterior
0

22,2
n otry

p

2

2 2
ary, > — axyn+ oaxy,

n*o’x3,

10 > az3 (3.26)

Pero ([3.26]) no se puede dar ya que se sabe que la desigualdad ([3.25)) se cumple, lo que
quiere decir que el supuesto es falso y por tanto X, aniquila al ejército X; en su totalidad
en el n-ésimo combate.

En resumen, en un enfrentamiento bajo fuego directo en el que dos ejércitos homogéneos
conocen la posicion de cada uno de sus oponentes y pueden concentrar su fuego sobre
estos, gana en un solo enfrentamiento quien tenga mayor fuerza combativa (Bx% 0 ax%),
no obstante, el ejercito que pierde en una sola batalla en la que los dos bandos concentran
todos sus recursos, tiene la posibilidad de cambiar el resultado del combate si divide a su
contrincante en n partes iguales de tal manera que su fuerza combativa inicial sea mayor
que la n-ésima parte de la fuerza combativa inical de su oponente y lo ataca secuencialmente
en n batallas. Este dltimo resultado ratifica el hecho de que el principio de concentracién
es aplicable a batallas de este tipo.

3.2. Modelo Fuego Indirecto o Fuego en Area

A diferencia del modelo anterior, en este tipo de batallas el pie de fuerza de cada bando
disminuye directamente proporcional no solo al nimero de efectivos de su contrincante, sino
también a su propio pie de fuerza que se encuentra en el drea bajo fuego. Las ecuaciones
que componen este sistema son:
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dey __
dd_t = — QX9
T2
dat _ﬁxle

93

Tomando z1(0) = z1, y x2(0) = x5, como valores iniciales. Se puede observar que este

es un SPANLH.

A pesar de que este modelo es un sistema no lineal es posible obtener la solucién

analitica, la cual se puede calcular a partir de la ecuacion de las trayectoriasﬁ.

dxz_ﬁ

dr; o

Tl T2
/ Bdx, = / adxs
Zlo 120

B (1, — 1) = (T2, — T2)
Bxlo — QTgy = 5351 — Q2

c1 = Bry — axy
donde ¢; = Sz, — axy.

Despejando xs de (3.28))
p C1

Tog — —T1 — —
(6] (6%

Sustituyendo la igualdad anterior en la primera ecuacion del sistema se tiene

doy (B, _a
dt "o o

dx
d_tl = —B:c% + 11
1
———dx; =dt
—BI% + C1T1 !
1
dr; = dt
Ty (C1 - 5301) !
Fracciones parciales
A B _ 1
Ty — fr
A (Cl — Bl’l) + BIl 1

131(01 - 5371) - $1(Cl - 5551)

3Cada término de 1) se denomina “Ley Lineal” de Lanchester.

(3.27)

(3.28)
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A(cy — Bxy1) + By =1
—Aﬂl'l + ACl + Bl‘l =1

l’l(B—Aﬁ)—i—ACl:l

A=2Ly B=2£ entonces se considera
C1 C1

1 _ 1 < 1 n 15} )
ri(c1 — Bry) o\ ¢ — By
x1 1 1 t
[ i [
a1, C1 T C1 — ﬁIl to
1 A
Ly S P
€1 Jay, \T1 c1 — By
1 T r
— / (—) d:cl—i-/ Lalﬂltl =1
1 1, X1 1, 1 — ﬁxl

i (Inzy —Inzy, — (In(c; — Pay) —In(e; — Bry,))) =t

1

1 [(Inzy —In(c; — By)) — (Inxy, —In (e — Bry,))] =t

(&1
1
LG m) - o)) -
C1 1 — By G — 5%0
1 In BT =t
€1 611%(;610

c1—pxy _ 601t
T, -

c1—pz,

S S ( ) >eclt
c1 — Py C1 — ﬁxlo

7y = ( AN )eclt(cl . Bl‘l)

C1 — 51'10

X T
T = _ﬁxl ___—0 ) eclt + ¢ < 0 > ec1t
G — ﬁﬂho 1 — B%o

T gl
T + 6’7;1 (—0> eclt =C (—0) eclt
C1 — 53310 C1 — 53310
t cit
By, et 121, €
T <1 + 0 == 0

G — 53010 G — 55510

o4
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clac1oeclt

c1—PBx

T = ——————7
1 4 Br0ett

c1—PBx

01110681’5
c1—PBx

c1 7,6’:1:10+,Bm1oeclt
c1—PBr

c1x1,et (e‘clt)
T =
c1 — Bry, + Pry,ect \ et
121,

et (¢; — PBry,) + Py,

En (3.29) se observa que el valor de x; es indeterminado cuando ¢; = 0 por tal razén
se tendrd en cuenta esta condicién para definir a x4 (t) como una funcién a trozos. Cuando

c1 # 0 el valor de z;(t) estard dado por (3.29)). Ahora si ¢; = 0 se tiene:

T =

I =

(3.29)

dl‘l

e
1 1 t
———dxr; = / dt
\/:Elo 5'%‘% to
1 1
_— =1
Bry By,
1 - 1
By By,
1 . tﬁiElo +1
Bxl 61:10
o By,
Bxl a tﬁl’lo +1
g = —o
YT By, + 1

En resumen, z;(t) se puede definir como:

Zig ; _
Fer 71 st ¢ =0

C1%1g .
st c 0
o () = {“%%W%, 17

Por otro lado, al despejar x; de (3.28))

ﬂxl =] + axo

C1 aT9
T =— + —

g B

y al reemplazar lo anterior en la segunda ecuacion del sistema se obtiene:
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dxo &1 QT
&= (5+%5)

dl’g

dt

Al igual que en el caso previo, al resolver la ecuacién anterior se observa que se presenta

una indeterminacién cuando ¢; = 0, por ende, al realizar un procedimiento analogo se
consideran las dos situaciones:

= —CKL'% — C1T2

» Cuandoc; =0

Igo

Ty = —————
2 1+Oél'20t

= Cuando ¢c; # 0

drs
dt

= —CKIZ’% — C1T2

C1o e

T2 = _ —cit
Qxg, + €1 — Qxg,e

En resumen, x(t) se puede definir como

cm:goefcl’S .
— st 1 #0
_ axo,+c1—axg, e 1t)
(1) = _ ’ st c =0
1+axayt’ 1=

Noétese que tanto las dos funciones que componen la variable de estado z;(t) como las
que componen a To(t) presentan asintotas horizontales en z; = 0 y xo = 0, respectiva-
mente, cuando cada ejército es aniquilado, lo cual genera que no se tenga la posibilidad de
conocer el tiempo en el que finaliza la batalla. Sin embargo, si es posible conocer el tiempo
que ha transcurrido del combate a partir del nimero de efectivos que aun conserva cada
ejército en ese instante de tiempo.

Si se quiere conocer el tiempo de batalla a partir del pie de fuerza de X; que atn se
encuentra en combate (m;) se tiene:

» Cuandoc; #0

C1T1,
e=t (¢; — Bry,) + By,

mp =
my (efclt (c1 — Bry,) + ﬁ%o) = (171,

—cit —cit
—mycie” U+ myfry,e” N = myfay, — cxy,
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et (mlﬁxlo - mlcl) = my Bz, — c121,

—et my By, — 121,

(& ey
m15$10 —mic
m15$10 — 1T,
—Clt =1In
m1ﬁ3710 —mic
1 m15$10 — €17,
t=——1In
C1 mlﬁﬂho —mic
» Cuandoc; =0
m 1o
1
tﬁl’lo +1
x1
tﬂxlo +1= —
ma
L1, mi
tﬁl‘lo =
my
ZElO — M
= ———
mlﬁl‘lo

Para el caso de X5, sea mo el nimero de efectivos de X5 que permanecen en combate,
el tiempo que ha transcurrido de batalla estda dado por:

» Cuandoc; #0

1T €~ 1

ma = _ —cit
X, + €1 — aTy€

Mo (axgo +c — aazgoe_clt) = clxgoe_clt

—eit —eit
mo (g, + 1) = c1xa,e” M + moarg,e”

my (g, + ¢1) = e~ (a9, + maairsy,)

ms (axe, + ¢1)

—c1t —
(c19, + moauzy,)

e

mo (axe, + ¢1)
(129, + Mmocuzsy,)

—Clt =In

mo (axe, + ¢1)

1
t=——1In
(c129, + Mmocuzsy,)

C1
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» Cuandoc; =0

T,
myg = ———
1+ Oéxgot
Ho)
1+ Oé&?got ==
ma
Loy — M2
Oé&?got == =
ma
= ZEQO — Mo
Moy,

Como se menciond, con la exploracion gréafica de las variables de estado se esperaba
deducir la relacién entre las fuerzas combativas de cada ejército que determina el resulta-
do del combate en términos del ganador, sin embargo, se considera que esta exploraciéon
no es adecuada dado que estds variables estan definidas a trozos, lo que implica conocer
la relacién entre las fuerzas combativas iniciales para poder graficarlas. Por esta razén se
propone directamente una demostraciéon para la afirmacién hecha por Lepingwell (1987)
respecto a la comparacion entre las fuerzas combativas de cada ejército para determinar el
resultado final del combate.

Segun Lepingwell (1987) dado un enfrentamiento bajo el modelo de fuego en area entre
los ejércitos Xy v X, el ganador del combate estd determinado por:

1.
2.
3.

Si Bz, > axs, entonces X es el ejército ganador.
Si awg, > [x1, entonces X, es el ejército ganador.

Si fxy, = aug, entonces no hay ganador del combate, es decir, que la batalla finaliza
en empate.

Demostracion
Razonando de manera analoga al andlisis del modelo anterior se tiene:

» ftem 1: i Bx1, > axy, entonces X; es el ejército ganador.

Asumiendo que Sz, > axs, la diferencia en (3.27) es mayor a cero, lo cual implica
que

Bx1 > axy

Particularmente

Br1, > amy, (3.30)

Atendiendo a lo expuesto en el primer andlisis y a la desigualdad (3.30]) se puede
concluir que si la fuerza combativa inicial de X es mayor a la de X5, X es el ejército
ganador del combate.
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« ftem 2: 9 azy, > [y, entonces Xo es el ejército ganador.

Partiendo de que la fuerza combativa inicial de X5 es mayor a la de X; se tiene en
(3-27)) que la diferencia Sz, — axs, es menor a cero y, por ende

axy > [y

en especial

axg, > Bxlf

Lo que permite afirmar, considerando lo realizado para el primer modelo, que si la
fuerza combativa inicial de X5 es mayor a la de X;, X5 es el ejército ganador del
enfrentamiento.

= ftem 3: S axy, = a1, entonces el combate finaliza en empate.

Asumiendo que la fuerza combativa inicial de X5 es igual a la de X7 y teniendo en

cuenta (3.27)) se tiene

Br = oy

De aqui, al final del combate las fuerzas combativas son iguales, es decir
By § = 02,

A partir de esta igualdad, y atendiendo a lo expresado en el analisis del modelo de
fuego directo, se da la posibilidad de concluir que si la fuerza combativa inicial de X5
es igual a la de X, entonces la batalla finaliza en empate, es decir, ambos bandos
son aniquilados.

De esta manera se ha demostrado que el ejército con mayor fuerza combativa sera quien
gane el combate y en caso de igualdad entre estas fuerzas el enfrentamiento finaliza en em-
pate quedando los dos ejércitos aniquilados.

Por otro lado, los puntos de equilibrio de este sistema son aquellos que satisfacen
—axex; = 0y —fxix9 = 0, es decir, todas las parejas de la forma (77,0) y (0,73). Para
determinar cuales puntos son no degenerados se recurre a la matriz jacobiana asociada al
sistema correspondiente al modelo de fuego en area y se evalia en cada uno de los puntos

de equilibrio.
—Qxry —OXq
Df =
f <—5$2 —5331>

El determinante de la matriz jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio de la forma
(71,0) es:

DrEol= |50 o

|Df(z7,0)] =0
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El determinante de la matriz jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio de la forma
(0,73) es:

.\ |—am —04(0)
|IDf (0,73)| = 813 —ﬁ(O)’
|Df(0,72)| =0

En virtud de la definicién 2.1.2 se puede afirmar que todos los puntos de equilibrio de
este sistema son degenerados y por ende el sistema también lo es. Adicionalmente, cada
punto de equilibrio es no aislado, ya que, considerando la definicién de punto de equilibrio
aislado, para todo € > 0 la bola abierta con centro en (Z7,0) y radio € contiene al menos al
punto de equilibrio (Z1+ §,0), de manera analoga se determina que los puntos de equilibrio
de la forma (0,7z) son no aislados. Por tal motivo, las conclusiones de tipo cualitativo no
seran resultado de la aplicacién de una teoria general y establecida, sino que serdn conje-
turas surgidas desde la observacion gréfica.

Inicialmente, se observa en el campo de direcciones (Figura , generado en el pro-
grama Maple 14, que los puntos de equilibrio ubicados sobre la parte positiva de los ejes
son aparentemente estables, ya que el sentido de los vectores tangentes a las érbitas cerca
a cada punto de equilibrio senala a cada uno de estos, mientras que los puntos de equilibrio
ubicados sobre la parte no positiva de los ejes podrian considerarse inestables, debido a
que en todos estos los vectores tangentes a al menos una de las curvas solucion cerca a
cada punto de equilibrio senala en sentido opuesto al punto.

Figura 3.12: Campo de direcciones del sistema asociado al modelo fuego en drea.

Para graficar las trayectorias del sistema se despeja xo de la ecuacién (3.27]), obteniendo

2g= o 1 & (3.31)
(0% (8%

donde ¢ = awxy, — f1,.
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., , . , . ﬁ
Se observa que 1} es una funcién afin donde su pen(.ilente estd deﬁmd'a por |y su
ordenada cuando z; es cero estd dada por £. Ahora bien, si la fuerza combativa inicial de
X1 es mayor a la de Xy, es decir que X es el ejército ganador del combate, £ < 0, lo que
implica que en el primer cuadrante, el cual es el de interés por el contexto, la grafica de

la funcién interseca al eje x; en el punto <—§, 0>, que corresponde al niimero de efectivos

con los que finaliza el combate X; cuando X, es aniquilado (figura |3.13)).

3
T

- Tiy

Figura 3.13: Trayectoria de una situacion en la que Xo es aniquilado mientras que Xy aun
conserva efectivos bajo el modelo fuego en drea.

En caso de que el ganador del enfrentamiento sea Xs, la fuerza combativa inicial de
este ejército es mayor a la fuerza combativa inicial de su oponente, en consecuencia £ > 0,
es decir que en el primer cuadrante el punto de interseccién entre la representacion grafica
de y el eje x5 es (O, ﬁ), el cual indica el nimero de efectivos con el que finaliza el
combate X5 al ser aniquilado X7 (figura .

-
L2

Figura 3.14: Trayectoria de una situacion en la que X es aniquilado mientras que Xo aun
conserva efectivos bajo el modelo fuego en drea.

Finalmente, si el resultado de la batalla es empate, las fuerzas combativas iniciales de
cada bando son iguales y, por ende < = 0, quedando reducida a una funcién lineal
que, como se sabe, corta a los dos ejes en el origen. Este punto de interseccion indica que
los dos ejércitos pierden la totalidad de sus efectivos en el combate (figura .
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Iy
-

Figura 3.15: Trayectoria de una situacion en la que X1 y Xy son aniquilados bajo el modelo
fuego en drea.

Las trayectorias de los tres casos que pueden darse en el combate que es susceptible de
ser modelado bajo este sistema se ilustran en la figura (3.16)).

-
@y

=]

.

Figura 3.16: Representacion grdfica de las tres situaciones que se pueden presentar en un
combate bajo el modelo fuego en drea.

Continuando con el estudio, se quiere verificar la afirmacién realizada por Lanchester
respecto a que la ley lineal no proporciona ninguna ventaja sobre la fuerza numérica, es
decir, que el principio de concentracion no es aplicable a batallas que se puedan modelar
bajo este sistema.

Dado z1, = kxs, y o = pf3, con k,p € QT. Se asume que la fuerza combativa inicial de
Xy es mayor que la de Xy, por lo que al enfrentarse en una sola batalla el ejército ganador
es X1, sin embargo, se quiere estudiar en qué condiciones X, aniquila en su totalidad a
X, al dividirlo en n partes iguales y atacarlo secuencialmente. Al igual que en el modelo
anterior se considera que cada efectivo mantiene su coeficiente de aniquilamiento durante
las n batallas.

Por la ecuacién (3.27))se tiene:
Br1, — ax, = Bry, — axy, (3.32)

Se consideran dos situaciones que seran tratadas de manera analoga al desarrollo pre-
sentado para el modelo anterior.
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= Situacién 1: Si X es dividido en dos partes iguales se tiene que la fuerza combativa
inicial de este ejército para cada enfrentamiento es

T, _ o ("79320) (3.33)

2 P 2
Reemplazando (3.33]) en (3.32)), para el primer enfrentamiento se tiene:

a (kg
E ( 5 > — ay, = ﬁxlﬂ — aTy,,

Como el propdsito es conocer las condiciones en las que gana X, las dos batallas, se
asume que en los dos enfrentamientos X; finaliza con cero efectivos y por tanto, la
fuerza combativa final de este ejército es nula.

k
QaTa, <2_p - 1) = —amy,, (3.34)

Para que la igualdad tenga sentido se debe tener que

k < 2p

De esta ultima desigualdad se entiende que X, gana la primera batalla si esta se
cumple. Ahora, para conocer las condiciones que se deben cumplir al ganar X, el
segundo enfrentamiento, se halla la cantidad de efectivos con la que finalizé el primer

combate, para ello se despeja x5, de (3.34)).

k
Q?Qfl = T2, (1 — —> (335)

2p

Ahora reemplazando (3.35)) y (3.33)) en (3.32)

o (kxo k
E( 20>—Oé($20 <1—2—p)):5$1f2—04$2f2

Razonando de manera analoga

k ) =
QT2 ]—9 — = —CLIQf2

k<p (3.36)

De aqui

De (]3.36) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X5 es el ejército
ganador al finalizar la segunda batalla, es decir que X; es totalmente aniquilado.
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= Situacién 2: Si X, es dividido en tres partes iguales se tiene que la fuerza combativa
inicial de este ejército para cada enfrentamiento es

Ty, o kxo,
o (i) -

Siguiendo un procedimiento anélogo al descrito para la situacién 1 se tiene que:
ax ax .
% 3p 2n

Para que la igualdad tenga sentido se debe cumplir que:

k < 3p

Lo que significa que X5 gana la primera batalla si se cumple esta desigualdad. De
(3.38) se sabe que X5 inicia el segundo enfrentamiento con la siguiente cantidad de
efectivos

k
IQfl = Ty, (1 — —> (339)

Por lo que se tiene

2k
AT, (% — 1) = —awy,, (3.40)

De aqui

Al X, ganar la segunda batalla se debe cumplir la desigualdad anterior. Luego, de
(3.40)) se tiene que X5 inicia la tercera batalla con el siguiente pie de fuerza

2k
I2f2 = Ty, 1-— %

k
T, ]—9 —1) = —Qy,,

kE<p (3.41)

Reemplazando

De donde

Teniendo en cuenta (3.41)) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X5
es el ejército ganador al finalizar la tercera batalla, es decir que X; es totalmente
aniquilado.
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De ([3.36]) v (3.41]) se observa que sin importar el niimero de partes iguales en las que
se divida el ejército que inicialmente gana, se debe cumplir que k£ < p, o lo que es lo
mismo

Br1, < axy,

Sin embargo, no es posible que esta desigualdad se dé, dado que inicialmente se tomé
como ganador en un solo enfrentamiento a X; lo que significa que Sz, > axy,.

Atendiendo a los resultados anteriores, se considera que bajo este modelo el ejército
que pierde en un solo enfrentamiento no tiene la posibilidad de cambiar este resultado
dividiendo a su oponente en partes iguales, lo que significa que el principio de concentracion
no es aplicable para ningun ejército bajo este modelo. A continuacién se propone una
demostracion para esta afirmacion.

Demostracion: Supdéngase que existe algin n € N, tal que al dividir a X; en n
partes iguales, el ejército X, logra aniquilar a X; en el n-ésimo enfrentamiento, esto quiere
decir que la fuerza combativa inicial de X5 en el enfrentamiento n es mayor que la fuerza
combativa inicial de X; en dicho enfrentamiento, matematicamente se tiene

5%0

n

chQf(n_l) >

Cabe aclarar que en la desigualdad anterior se toma la fuerza combativa de X5 de esa
forma debido a que el pie de fuerza inicial de este ejército para la n-ésima batalla esta dado
por su cantidad de efectivos final en el enfrentamiento inmediatamente anterior. Asi que

Qaxa, (1 — (n— 1)k) > il

np n

dado que a, f y n son positivos se tiene

azy, (n—1)k - By,
np n

QTo, —

npars, — axse, (n — 1)k - By,
np n

npazxs, — axe, (n — 1)k > pfay,

Atendiendo a que p = % v k= %, se tiene
0

naes,

p

— axn + ary, > ATy,

na’zy,

B

> aziyn

ary, > By,

Lo cual contradice que X es el ejército ganador en una sola batalla, es decir que su
fuerza combativa inicial es mayor que la del ejército Xs. Por tanto, para todo n € N, tal
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que al dividir a X; en n partes iguales, el ejército X5 nunca logra aniquilar a X; en el
n-ésimo enfrentamiento.

Sintetizando, el estudio cualitativo del sistema asociado a este modelo estuvo limitado
dada las caracteristicas de sus puntos de equilibrio, los cuales resultaron ser degenerados
no aislados. Adicionalmente, se verificé el papel que desempenan las fuerzas combativas
en el resultado del combate bajo este modelo, determinando como ganador a quien cuente
con mayor fuerza combativa; si fr; > aws el ganador del enfrentamiento es X7, en caso
contrario el ganador es X, y si fx; = axs la batalla finaliza en empate. Por ltimo, se
comprobd matematicamente que el principio de concentracién no es aplicable a batallas de
este tipo.

3.3. Modelo Guerra de Guerrillas

Como se menciond en el primer apartado de esta monografia, este modelo se puede
entender como una combinacion de los dos anteriores, es decir, se ajusta a enfrentamientos
en los que uno de los bandos (X;) actia bajo fuego directo y su contrincante (X3) actia
bajo fuego en drea. Asi que, la tasa de pérdidas de X; es proporcional tanto al nimero de
efectivos de X5 como a su propio pie de fuerza en el combate, mientras que el nimero de
efectivos de X5 disminuye de manera proporcional solamente al nimero de efectivos de su
adversario. Las ecuaciones que componen este sistema son:

dzx
{d—tl = —QIoT]

d
=

Tomando x1(0) = z1, y 22(0) = x9, como condiciones iniciales. Nétese que este es un
SPANLH.

A pesar de que este sistema es no lineal si cuenta con solucién analitica. Asi que haciendo
uso de la ecuacion de las trayectorias se tiene

dry  oTe

dl‘g_ 5

1 2
/ Bdx, = / azxydxs
CElO IEZO

3 a3
B (1 — 1) 204<?2—70)

a o
By — Py, = sx5 — Sa3, (3.42)
2 2
e a
Bx = Exg — 5:1030 + Bz,
a e
xr, = 2—%% + L1y — %Qf%o

O 9
I1:—$2+Cl

26
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donde ¢; = 21, — 2,85”20

Reemplazando lo anterior en la segunda ecuacion del sistema

d;f = B( B:L'Z—l—cl)

¢ @ Vaben, et a
arctan | r = — arctan | r
2 Qﬁcl \/§ 20

Q ; ; « aﬁclt
x = tan | arctan [ x —
*\ 28¢, '\ 28¢, V2
206¢q ; ; Q ozﬂclt
To = an | arctan | 2o,/ —— | —
2 Q ORI P20 2Bc¢; 2

Asi que las variables de estado de este sistema son:

o (1) = ;; 2() + & (3.43)
To (t) — 260[01 tan (aI‘Ctan <(L’20 2;; ) _ aicl t) (344)
1

A partir de estas variables de estado solo es posible conocer el tiempo que dura el
combate cuando X; gana, ya que xs(t) no estd definida para ¢; < 0 (X3 gana o el enfren-
tamiento finaliza en empate). Para conocer el tiempo cuando X, es derrotado se toma en

) wa(ty) = 0.
2
0= i61 tan (arctan (:EQO /ﬁ) _ /Oé[;cl tf)
arctan (0) = arctan (93201 / ﬁ) —1/ aﬁch tr
t 2 t a
= arctan | xo,, [ ——
g afc » 2P

Dado las discontinuidades que presentan (3.43|) y (3.44)) al igual que para el segundo
modelo no se considera pertinente realizar una exploracion grafica con la intencion de de-

ducir la relacién que debe existir entre las fuerzas combativas para determinar el ganador
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del combate. Adicionalmente, su demostracion es en términos generales analoga a las ex-
puestas en los analisis anteriores, por ello se considera redundante incluirla en este apartado.

Por otro lado, al igual que el modelo anterior este sistema es degenerado debido a que
sus puntos de equilibrio (0, 7z) son degenerados, esto dado que la matriz jacobiana evaluada
en cada punto de equilibrio es singular.

—8 0

|Df(0,73)| =0

Por los argumentos expuestos en el modelo anterior, estos puntos de equilibrio se consi-
deran no aislados, razén por la cual se hace necesario recurrir nuevamente a la visualizaciéon
para conjeturar sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio. Observando el campo de
direcciones (ﬁgura se puede pensar que los puntos de equilibrio ubicados sobre la par-
te positiva del eje x5 son estables, ya que el sentido de los vectores tangentes a las orbitas
cerca a cada punto de equilibrio senala a cada uno de estos, mientras que los puntos de
equilibrio ubicados sobre la parte no positiva de dicho eje son inestables, debido a que en
todos estos los vectores tangentes a al menos una de las curvas solucién cerca a cada punto
de equilibrio senala en sentido opuesto al punto.

Df(0,75)| = \

—aT; —04(0)‘

Figura 3.17: Campo de direcciones del sistema asociado al modelo guerra de guerrillas.

Ahora que se conoce el sentido de las trayectorias en el primer cuadrante, para ilustrar
en el plano x1xs las tres situaciones que pueden darse en el combate se recurre a (3.42) de
donde se tiene:

(6
fL‘g = ﬁxl + 5{[’%0 — ﬂl‘lo

Q\ ST

« «
5%’2 = \//6.231 + 51’%0 — 53310
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2 «a
Ty = \/g\/ﬁxl + §x§0 — By,

Ty = \/g\/ﬁxl +c (3.45)

_ a2
donde ¢ = S35, — By,

Se observa que (|3.45)) es una funcién radical cuyo vértice se encuentra sobre el eje x1 y
su ubicacién depende del signo de ¢, ya que de (3.45) se tiene:

C

el vértice de esta funcién es (—%, O).

Si la fuerza combativa inicial de X; es mayor a la de X5, es decir que X; es el ejército
ganador del combate, ¢ < 0y por ende x; > 0, es decir, el vértice de la funcién se encuentra
sobre la parte positiva del eje x; e indica la cantidad de efectivos con la que finaliza X; el

combate (figura |3.18]).

I

Figura 3.18: Trayectoria de una situacion en la que X5 es aniquilado, mientras que X; aun
conserva efectivos bajo el modelo querra de guerrillas.

Si la fuerza combativa inicial de X5 es mayor que la de X7, es decir que el ejército Xo
es el ganador, ¢ > 0, por lo que de (3.46) se sabe que x; < 0, quedando el vértice sobre la
parte negativa del eje x; (figura|3.19)).

=

Figura 3.19: Grdfica de la funcion cuando ¢ > 0 .
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En este caso, considerando el contexto, el punto (—%, O) no proporciona informacion

relevante, sin embargo, en la figura (3.19)) se observa que la grafica de la funcién interseca
el eje xy. Para determinar este punto de interseccién se hace 1 = 0 en (3.45)), debido a
que se conoce que el ejército X; es el perdedor del combate, de donde se obtiene

2c
To = —
(6%

Por tanto, (O, v/ %) corresponde al pie de fuerza final de X5 cuando X; es aniquilado

(figura [3.20)).

Figura 3.20: Trayectoria de una situacion en la que X1 es aniquilado, mientras que Xo atn
conserva efectivos bajo el modelo guerra de guerrillas.

Cuando las fuerzas combativas iniciales de los dos bandos son iguales, es decir que la
batalla finaliza en empate, ¢ = 0 por lo que de (3.45)) se tiene que el vértice de la funcién
es (0,0).

(0, 0) x)

Figura 3.21: Trayectoria de una situacion en la que X1 y Xo son aniquilados bajo el modelo
gquerra de guerrillas.

Ahora que se conoce la grafica del comportamiento de las soluciones del sistema de
manera sincrénica para cada caso, se considera pertinente ilustrarlas en un mismo plano
(figura [3.22)). Cabe aclarar que solo se grafican las curvas solucién situadas en el primer
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cuadrante debido que para el contexto solo tienen sentidos valores no negativos para x; y
9.

(0,0) gt y

- R

Figura 3.22: Representacion grafica de las tres situaciones que se pueden presentar al fina-
lizar el combate bajo el modelo guerra de guerrillas.

Por otro lado, dado que este modelo es una combinacion de los dos sistemas anteriores,
es natural pensar que como el ejército X; tiene una tasa de pérdida asociada al modelo
de fuego en area, si este es quien gana en una sola batalla, X5 no tiene la posibilidad de
cambiar este resultado al dividir a X; en partes iguales. Por el contrario, si X5 es quien
gana en una sola batalla, al tener una tasa de pérdida asociada al modelo de fuego directo
se puede pensar que X; puede cambiar este resultado si logra dividir a su contrincante
en n partes iguales de tal manera que su fuerza combativa inicial sea mayor que la n-
ésima parte de la fuerza combativa inicial de X5. En resumen, se presume que aplicar el
principio de concentracion solo es favorable para el ejército X;. Al igual que en los modelos
anteriores se considera para las dos situaciones que cada efectivo mantiene su coeficiente
de aniquilamiento durante las n batallas.

» Situacién 1: Dado x;, = kxg, y @ = pf3, con k,p € Q. Se asume que la fuerza
combativa inicial de X; es mayor que la de X5, por lo que al enfrentarse en una sola
batalla el ejército ganador es X;.

Como se quiere estudiar en qué condiciones X5 aniquila en su totalidad a X; al divi-
dirlo en n partes iguales y atacarlo secuencialmente se toma inicialmente la ecuacion

(3.42), de donde se tiene

(07 «
Bxlo — 5%%0 = 61’1], — §$%f (347)

e Situacion 1.1: Si X, es dividido en dos partes iguales se tiene que la fuerza
combativa inicial de este ejército para cada enfrentamiento es

T _ @ (’&) (3.48)

2 P 2

Reemplazando ([3.48)) en (3.47)), para el primer enfrentamiento se tiene

a [ kxo a a
E( 20)_55’3202533”1_5%
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Como el propdsito es conocer las condiciones en las que gana X5 las dos batallas,
se asume que en los dos enfrentamientos X; finaliza con cero efectivos y por
tanto, la fuerza combativa final de este ejército es cero.

« k «
5 %2 (2—7 - 5520) = _§5L’§f1 (3.49)
Para que la igualdad tenga sentido se debe tener que

k < x90p

. x .
Teniendo en cuenta que k = ﬁ yp= % se tiene :
0

De esta ultima desigualdad se entiende que X5, gana la primera batalla si esta se
cumple. Ahora, para conocer las condiciones que se deben cumplir al ganar X,
el segundo enfrentamiento, se halla la cantidad de efectivos con la que finalizé
el primer combate, para ello se despeja 3, de (3.49)

k
x2f1 = \/1’20 (.1'20 — 5) (350)

Ahora reemplazando (3.50) y (3.48) en (3.47)

2

o (kx « k «
E ( 220> ) (\/513'20 (3720 - 5)) = 55€1fz - Engz

Razonando de manera analoga

a 2k a
572 o T2 | = 75 %2,

de aqui

L1, [0
2 S 4
3, B
De (3.51)) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X5 es el ejército
ganador al finalizar la segunda batalla, es decir que X es totalmente aniquilado.

2 (3.51)

e Situacion 1.2: Si X; es dividido en tres partes iguales se tiene que la fuerza
combativa inicial de este ejército para cada enfrentamiento es :

T, o [ kxy,
— = — 3.52
3 p ( 3 > (352

Siguiendo un procedimiento analogo al descrito para la situacién 1.1 se tiene
que:

k xo a
axry, (3_p — 7) = _§x2f1 (353)
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Para que la igualdad tenga sentido se debe cumplir que

T, 3 (a)
—_ < —_ J—
3 2\ fB

Lo que significa que X5 gana la primera batalla si se cumple esta desigualdad. De
(3.53) se sabe que X5 inicia el segundo enfrentamiento con la siguiente cantidad

de efectivos
x k
x2f1 = \/21‘20 <% - 3_p> (354)

2k = o
azxs, (— - ﬁ) = ——ngz (3.55)

T, 3 (a)
— < - J—
3, 4\p

Al X5 ganar la segunda batalla se debe cumplir la desigualdad anterior. Luego,
de (3.55) se tiene que X5 inicia la tercera batalla con el siguiente pie de fuerza

T 2k
LL’Qm = \/22720 (% — %>

Por lo que se tiene

de aqui

Reemplazando

de donde

xry, 1 (a)

—— < == 3.56

x%o 2\ B ( )
Teniendo en cuenta (3.56) se puede afirmar que, si se cumple esta desigual-

dad, X es el ejército ganador al finalizar la tercera batalla, es decir que X; es
totalmente aniquilado.

De (3.51)) v (3.56|) se observa que sin importar el nimero de partes iguales en
las que se divida el ejército que inicialmente gana, se debe cumplir que

& 2
ﬁiClO < 51’20

Sin embargo, no es posible que esta desigualdad se dé, dado que inicialmente
se tomo6 como ganador en un solo enfrentamiento a X; lo que quiere decir que
Bz, > %:Ego Asi que, bajo este modelo el ejército X5 no tiene la posibilidad de
cambiar este resultado dividiendo a su oponente en partes iguales ﬁ

4La prueba de esta afirmacién se encuentra en el anexo B.
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» Situacién 2: Dado xy, = kxo, y @ = pf3, con k,p € Q. Se asume que la fuerza
combativa inicial de X5 es mayor que la de Xy, por lo que al enfrentarse en una sola
batalla el ejército ganador es Xs.

Como se quiere estudiar en qué condiciones X; aniquila en su totalidad a X5 al
dividirlo en n partes iguales y atacarlo secuencialmente se razona de manera analoga
a la situacién anterior, tomando inicialmente la ecuacién (3.42), de donde se tiene

«
ZE%O = ﬁ{[‘lf — ECE’%f (357)

«

/Bxlo - 2

e Situacion 2.1: Si X, es dividido en dos partes iguales se tiene que la fuerza
combativa inicial de este ejército para cada enfrentamiento es

SR GN-2GE) ew

Reemplazando (3.58) en (3.57]), para el primer enfrentamiento se tiene

bxy,
s (1= 53) = 6, (3.59)

Para que la igualdad tenga sentido se debe tener que

L1, «
8= | >
()

De esta ultima desigualdad se entiende que X; gana la primera batalla si esta se
cumple. Ahora, para conocer las condiciones que se deben cumplir al ganar X,
el segundo enfrentamiento, se halla la cantidad de efectivos con la que finalizd
el primer combate, para ello se despeja z;,, de

X
P (1 - ]; ];;) (3.60)

Ahora reemplazando (3.60)) y (3.58) en (3.57))

ua

de aqui
Q@
52320 (361)

De (3.61]) se puede afirmar que, si se cumple esta desigualdad, X es el ejército
ganador al finalizar la segunda batalla, es decir que X5 es totalmente aniquilado.

2B(L’10 >

e Situacion 2.2: Si X, es dividido en tres partes iguales se tiene que la fuerza
combativa inicial de este ejército para cada enfrentamiento es

2
o %)Zﬁ(ﬂfzp_ﬁ iy 3.62
2 ( 3 2 \ 3k 2 \9k? (362)
Siguiendo un procedimiento analogo al descrito para el caso anterior se tiene
que



CAPITULO 3. ANALISIS DE LOS MODELOS 75

px
B, (1 - _181153) = Br1,, (3.63)

Para que la igualdad tenga sentido se debe tener que

AN «
8(—=]>=
(wgo) B
Lo que significa que X; gana la primera batalla si se cumple esta desigualdad. De

(3.63) se sabe que X inicia el segundo enfrentamiento con la siguiente cantidad
de efectivos

pxy
Ty, = @ (1 - 18kg) (3.64)
Por lo que se tiene
px
ﬁwlo (1 - 9]{120> - ﬁ$1f2 (365)

de aqui

Al X; ganar la segunda batalla se debe cumplir la desigualdad anterior. Luego,
de (3.65)) se tiene que X; inicia la tercera batalla con el siguiente pie de fuerza

x
- —
Reemplazando
px
de donde
3821, > %xgo (3.66)

Teniendo en cuenta (3.66) se puede afirmar que, si se cumple esta desigual-
dad, X, es el ejército ganador al finalizar la tercera batalla, es decir que X5 es
totalmente aniquilado.

Considerando las desigualdades (3.61]) y (3.66)), se presume que:
Dado 1, = kxa,, a = pf, con k,p € QF, y X3 es el ganador cuando se enfrenta a
X; en una sola batalla de todos contra todos. Si X; divide el pie de fuerza de X5 en
n partes iguales y se satisface

ngo

entonces X; aniquila al ejército X, en su totalidad en el n-ésimo combatdﬂ

5La prueba de esta afirmacién se encuentra en el anexo C.



CAPITULO 3. ANALISIS DE LOS MODELOS 76

En resumen, el sistema asociado a este modelo de guerra se puede catalogar de igual
forma que el anterior, lo que implica que la estabilidad de sus puntos de equilibrio se
conjeturd desde la observacion del campo de direcciones. Al igual que en los dos mode-
los anteriores, el resultado final del combate puede ser determinado por la comparaciéon
numérica de las fuerzas combativas de cada bando: cuando fx; > %$§, X, es el ganador
del combate, mientras que X5 gana si %x% > Px1; en caso de igualdad entre las fuerzas
combativas el enfrentamiento finaliza en empate. En cuanto la aplicacion del principio de
concentracion se verificd que en este modelo el ejército irregular, quien actiia bajo el modelo
de fuego directo, tiene la posibilidad de cambiar el resultado del enfrentamiento a su favor
al dividir al ejército regular, quien actia bajo el modelo de fuego en area, en partes iguales
para atacarlo secuencialmente, siempre y cuando la fuerza combativa inicial del ejército
irregular sea mayor a la n-ésima parte de la fuerza combativa inicial del ejército regular.
Por el contrario, esta estrategia de divisiéon no puede ser aplicada por el ejército regular
debido a su manera de operar (fuego indirecto).

Durante el analisis de cada modelo se determind, de manera matematica o intuitiva, que
sus puntos de equilibrio son estables teniendo en cuenta el contexto, es decir, su comporta-
miento en el primer cuadrante. Este resultado se ajusta a la imposibilidad de reposicion de
efectivos, ya que en caso de que se tuviera un punto de equilibrio inestable al menos una
trayectoria que se encuentra en el primer cuadrante y estd cerca a dicho punto se alejaria
de €1, lo cual en el contexto indicaria que en algin instante de tiempo t el pie de fuerza de
al menos uno de los ejércitos aumenta.



Conclusiones

Al realizar un contraste entre los objetivos planteados y el desarrollo de esta mono-
grafia se puede establecer que, en primer lugar, si bien el marco matematico construido
abarco algunos conceptos que no fueron usados durante el analisis, el haber realizado una
recopilacién tedérica amplia sobre los SPALH nos dio la posibilidad de aumentar nuestros
conocimientos matematicos en este aspecto; particularmente, comprender de manera ge-
neral el comportamiento de las trayectorias alrededor del punto de equilibrio y de esta
manera interpretar las curvas solucién de los modelos en el contexto, sin recurrir solamente
al uso de softwares para graficar el campo de direcciones. No obstante, atendiendo a que
en un trabajo de grado se espera que toda la informacion consignada contribuya al alcance
de los objetivos, se considera pertinente realizar en paralelo el analisis y la construccion del
marco matematico para de esta manera tener certeza sobre los conceptos que son realmente
indispensables.

En cuanto a la deduccién de la relacién que existe entre las fuerzas combativas con el
resultado final del combate a través de la exploracion, el objetivo no se cumplié a cabali-
dad, solo fue posible hacerlo para el modelo de Fuego Directo, puesto que las soluciones
analiticas de los modelos Fuego en Area y Guerra de Guerrillas estan definidas a trozos
o presentan discontinuidades. Sin embargo, la exploracién llevada a cabo para el modelo
Fuego Directo nos ayudo a ejercitar, desde el inicio del andlisis, procesos de discusion,
formulacién de conjeturas y comunicacion de ideas mateméticas. Adicionalmente, durante
los analisis apreciamos el papel que juegan las fuerzas combativas no solo en el resultado
del combate, sino ademas en la comprension y verificaciéon matematica del principio de
concentracion, debido a que la relacién entre las fuerzas combativas fue determinante para
el desarrollo de dicha prueba. Con relacién a esto ultimo, el verificar matematicamente
lo expuesto por Lanchester respecto al principio de concentracién conllevo a extrapolar el
procedimiento realizado para dicha justificacién matematica a la variacién propuesta por
Deitchman, en la que se logré comprobar la conjetura que surgia al ser este modelo una
mezcla de los de Lanchester.

En lo que refiere a nuestra formacién como Licenciados en Mateméticas, consideramos
que elaborar esta monografia contribuyé a nuestro ambito matematico, pedagogico y perso-
nal. En primer lugar, amplié nuestros conocimientos entorno a los Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y nos dio la posibilidad de recordar y poner en juego, en otro
contexto, conocimientos matematicos construidos durante nuestra formacién académica.

Adicionalmente, el realizar una consulta teérica profunda, formular hipétesis, estructu-
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rar argumentos para sustentar los resultados obtenidos a través de la exploracién grafica,
usar relaciones deducidas para explicar matematicamente otros hechos, traducir entre la
representacion analitica y grafica de la soluciones de cada sistema y elegir la representacion
de las soluciones de estos adecuada al propédsito de este trabajo, al mismo tiempo que se
interpretaba dicha representacion en el contexto, nos permite afirmar que la estructura
y el desarrollo del contenido de este trabajo de grado fortalecié nuestro conocimiento y
razonamiento matematico, asi como las competencias representativas y argumentativas de-
sarrolladas durante nuestra formacion docente.

En segundo lugar, realizar el analisis de los modelos desde la postura del estudiante,
iniciando con una exploracion grafica e ir utilizando teoria establecida a medida que se
desarrollaba dicho estudio, nos ratificé la importancia de hacer matematicas a partir de
la exploracién y la intuicion, lo cual generalmente es subestimado en el aula debido a que
es usual que el proceso de ensenanza de esta ciencia se centre, desde el inicio, en el rigor
matematico. En este orden de ideas, atendiendo a nuestro futuro rol docente consideramos
importante permitirle al estudiante que construya su conocimiento matematico de manera
personal a través de la experimentacion o la exploracién, para que posteriormente logre
comprender, por medio de la institucionalizacién, cémo dicho conocimiento le da sentido
al saber matematico. Adicionalmente, nos dio la posibilidad de reconocer que existen otros
modelos susceptibles de ser llevados al aula para trabajar Sistemas de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias, que pueden despertar un mayor interés por parte de los alumnos y que
se convierten en una alternativa a los modelos clasicos presentados en los textos académicos.

Respecto al tercer ambito, si bien en este documento no se reportan aspectos relacio-
nados con la indagacién asociada al conflicto armado colombiano, realizarla nos permitié
reconocer que ignoramos cémo el vivir en medio de una guerra repercute de manera nega-
tiva en lo social, econémico y afectivo, llevandonos a cuestionarnos acerca de cémo desde
nuestro rol docente podemos aportar a la formacion de ciudadanos que trabajen en pro del
bienestar de todos los actores de la sociedad.

Para finalizar, un aspecto que no fue abordado en este estudio, pero puede ser analizado
en trabajos posteriores, es identificar las caracteristicas que se deben cumplir para que al
dividir en partes desiguales al ejército que gana el combate en un solo enfrentamiento el
resultado cambie a favor del contrincante.
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Anexo A: Complemento Marco Matematico

En este apartado se encuentra el complemento de la recopilacion tedrica que se realizo
con el propdsito de promover una mejor comprension de los modelos de guerra que son ob-
jeto de estudio desde lo cualitativo y lo cuantitativo. Sin embargo, como se expresé al inicio
del marco matematico, dado que esta informacion no sustent6 el analisis de los modelos
matematicos de guerra estudiados los autores de esta monografia decidieron presentarla en
este anexo.

Como en el marco matematico no se abordd en su totalidad la descripcion del com-
portamiento de los distintos tipos de soluciones del SPALH ligado a los autovalores reales
distintos, este apartado inicia con ello, seguido de la solucién general de dicho sistema
vinculada al tipo de autovalor junto con el comportamiento de las soluciones de igual for-
ma relacionado a dicha clasificacién expuesta en el marco matematico. Posteriormente, se
encuentra teoria correspondiente a los SPANLH, que son susceptibles de ser linealizados,
iniciando con la definicion de SPANLH, luego se presenta el objetivo principal de la li-
nealizacion de un sistema, seguido del desarrollo del procedimiento de linealizacion de un
sistema y finalizando con un esquema en el que se puede apreciar, a modo de resumen, los
casos en los que el SPANLH no es linealizable y en los que si lo es; para este ultimo caso
se presenta el desarrollo del tratamiento cualitativo de las soluciones del sistema linealizado.

Clasificacion de Autovalores

= Autovalores Reales Distintos

Cuando los autovalores A\; y Ay tienen el mismo signo, se dice que el punto de equilibrio
es un nodo. Si A\, Ay < 0 todas las trayectorias se acercan al origen cuando t — oo
y se dice que el origen es un nodo estable (figura ). En esta figura se observa
que hay cuatro trayectorias especiales que son las semirrectas que componen F/(\;)
y E()\2) y las demés son curvas que entran en el origen tangentes (en el limite) a la
recta F(\1), con E()\2) jugando el papel de una suerte de “eje”. Si A1, Ay > 0 el origen
es un nodo inestable (figura ; aqui todas las trayectorias se alejan del origen
cuando t — oo (tienden a él cuando t — —o0), saliendo, excepto las dos semirrectas
que componen F(\;), tangentes a E(\y), y con F(\;) jugando el papel de “eje”.

Figura A. 1: Ejemplo grdfico de nodo estable
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Figura A. 2: FEjemplo grdfico de un nodo inestable

Nota: Se hace evidente que tanto en el caso expuesto en el marco matematico
como en este las trayectorias especiales que componen F(\;) y E()\2), son las
curvas correspondientes a las soluciones de linea recta.

= Autovalores Reales Dobles

El autovalor de una matriz A cuadrada de tamano 2 x 2, de multiplicidad algebraica
dos puede tener multiplicidad geométrica 1 o 2. Si se presenta el primer caso, se puede
enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 1 E]: Suponga que la matriz A cuadrada de tamano 2 x 2 tiene un

autovalor A\ de multiplicidad algebraica dos y geométrica uno. Sea v; = (ZH) un
21

V12

que satisface
V22

autovector correspondiente a A, entonces existe un vector vy = (

la ecuacién
(A — )\I)’Uz = U
denominado autovector generalizado de A correspondiente al autovalor \.

Ademas de lo anterior, se puede afirmar que A no es diagonalizable, sin embargo, se
realizard un procedimiento similar al desarrollado en la seccién de SPALH presentado
en el marco matematico con el propodsito de hallar la solucién general de un SPALH
con estas caracteristicas; para esto se hard uso de la siguiente proposicion.

Proposiciéon ﬂ: Suponga que A, A\, v1 v vy estan definidos como el la proposicion
anterior y sea V' la matriz cuyas columnas son v; y vq, entonces J = V1AV donde

J = (8 i\) es la forma canodnica de Jordan de A.

A partir de la ecuacién expuesta en esta proposicién, se multiplican ambos miembros
de la ecuacién por V. a izquierda, y por V!, a derecha.

5Demostracién Grossman y Flores (2012, p. 615.)
"Demostracién Grossman y Flores (2012, p. 617)
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VJVt=vvilavy!
VIV =WV hHAwvYh
A=VJv

Desarrollando un procedimiento analogo al realizado en el apartado para autovalores
reales distintos se obtiene que

A =V V!

Reemplazando lo anterior en ([2.6))

etA — VetJV_l

Ahora, multiplicando ambos miembros de la ecuacién anterior por V a derecha se
tiene

eV = Vet!

Desarrollando lo anterior

At At

tar, (v vi2) (e e
eV = A
V21 V22 0 e

At At At
V11€ v11te™ + vige
Ay — ( 11 11 12 )

1)21€>\t ’U21t€>\t + U226>\t

Dado que eV es una matriz fundamental de soluciones, por definicién

x1(t) =My ma(t) = M(tvy + v3)

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema (2.4)) y, por ende, la so-
luciéon general de un SPALH cuando la matriz A tiene un autovalor real doble con
multiplicidad geométrica 1 es:

a:(t) = cle’\t’vl + CQ@MG'UI + ’Uz) (A ].)

donde ¢; y ¢o son constantes arbitrarias.

Respecto al comportamiento cualitativo de las soluciones de este sistema se dice que
el origen, el punto de equilibrio, es un nodo impropio, estable si A < 0 (figura
3) e inestable si A > 0 (figura ; en el primer caso, todas las trayectorias tienden
al origen cuando t — oo y en el segundo, todas se alejan del origen cuando ¢ crece
(tienden a él cuando t — —o0). Aparte del origen, hay dos trayectorias especiales,
las dos semirrectas que forman el E()), es decir, la solucién de linea recta xq(t).
Las demds son curvas abiertas simples que, cuando A < 0 (respectivamente, A > 0)
entran (respectivamente, salen) en el origen tangentes a la recta E(\).
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Figura A. 3: Ejemplo grdfico de un nodo impropio estable

Figura A. 4. Ejemplo grdfico de un nodo impropio inestable

Por otro lado, si se presenta el caso en el que el autovalor de la matriz A tiene
multiplicidad algebraica y geométrica dos, la matriz A es de la forma

a 0
=)
Donde a = X. Como A es de multiplicidad geométrica dos entonces se puede afirmar

V21 V22
ciados a A. En este caso, todo vector no nulo es autovector asociado a A. Asi que,
considerando nuevamente que e!4V es una matriz fundamental de soluciones se tiene

t
tAy, _ e 0 V11 V12
€ - 0 at
e V21 V22
At
tAy, € 0 V11 V12
€ - 0 At
€ V21 V22

At At
tAy, v11€ U12€
€ = At At

que vy = (UH) y Vg = (1}12) son los autovalores linealmente independientes aso-

Como a = A

Vg1€ Vot

Por definicién de matriz fundamental

x1(t) = Moy Yy xa(t) = Moy
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forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema @’ = Ax, donde A tiene
un autovalor de multiplicidad algebraica y geométrica dos y, por tanto, la solucion
general de un SPALH con dichas caracteristicas es

w(t) = clekt'vl + 026)‘%2 (A 2)

donde ¢; y ¢o son constantes arbitrarias.

Nota: En este caso el origen o punto de equilibrio es un tipo especial de nodo que
se denomina punto de estrella, estable si A < 0 (figura |A. 5| e inestable si A > 0

(figura A 6).

Figura A. 5: Ejemplo grdfico de un punto de estrella estable

Figura A. 6: Ejemplo grdfico de un punto de estrella inestable

= Autovalores Complejos Conjugados

Dado que en este caso los autovalores de A son dos raices complejas conjugadas los
correspondientes autovectores tienen la misma caracteristica, es decir:

Proposicion 3: Sean \; = a + ib y Ay = a — ib autovalores de A. Si v; = By + iBs
es un autovector asociado a \;, donde By, By € R? vectores arbitrarios de dos
componentes, entonces vo = By — iB5 es un autovector asociado a \s.

Demostracion: Dado que v; es un autovector asociado a A;, por definicién de
autovector:
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A’Ul = )\1’01

Reemplazando
A(By +iB3) = (a+ib)(By +iB>)

Aplicando la ley distributiva se tiene

AB;[ + AZBz = CLBl + aiBz + bZBl — sz

Conmutando y asociando

ABl + AZBz = ((IBI — bB2) + i((lBg + bBl)

Como se sabe que dos nimeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales e
imaginarias son iguales entonces

AB; = (aB; — bBy) (A. 3)

Tomando (A. 4) y multiplicindola por —1

Sumando ({A. 3)) con (A. 5)

AB; — AiBy = (aBy — bBsy) — i(aBs + bBy)
A(B; — iBs) = aB; — bBy — iaBs — ibB,
A(By —iB3) = By(a — ib) — Ba(a — ib)
A(B; — iB3) = (a — ib)(By — iB2)

Reemplazando
A’UQ = )\2 Vo

Como Ay es un autovalor de A, por definiciéon de autovector se puede afirmar que
vy = By — iB5 es un autovector asociado a As.

Para hallar la solucion general del sistema para este caso, se considerara la
soluciéon general expuesta en el apartado Autovalores Reales Distintos, pero interpre-
tando y dando sentido al hecho de que la exponencial ahora es funcion compleja y a
que el autovector asociado a cada autovalor puede contener elementos complejos.

Asi que partiendo de

A

x1(t) = cre™vy Yy o(t) = e,y (A. 6)
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Donde A; y Ag son los autovalores complejos conjugados (puede ser a = 0) de la matriz
Ay vy y v2 los autovectores correspondientes a dichos autovalores, respectivamente.
La forma de los autovalores es

)\1:a+ib
)\Qza—z'b

Con a y b nimeros reales e i es el nimero imaginario. Considerando esto se tiene:

e/\1t _ e(aJrzb)t
6>\2t _ 6(a,—zb)t

Aplicando las propiedades de la potenciacién

At pat it
at
Aot €
et = —
ezbt
Usando la férmula de Euler
At at . e
et = e*(cos bt + isin bt) (A.7)
at
Aot — €

cos bt + i sin bt

Multiplicando la segunda ecuacién por el conjugado

Aot et cos bt — i sin bt
et —
cos bt + 1sin bt \ cos bt — i sin bt

B e (cos bt — i sin bt)
~ (cos bt + isin bt)(cos bt — isin bt)

e (cos bt — isin bt)
cos? bt + sin? bt

e (cos bt — i sin bt)
1

= e™(cos bt — isin bt) (A. 8)

Reemplazando (A. 7)) y (A. §)) en (A. 6)

x1(t) = cre™(cosbt +isinbt)(By +iBg) y a(t) = coe™(cos bt — isin bt)(By — iBsy)

Sumando las dos ecuaciones anteriores:

x1(t) + x2(t) = c1e®(cos bt + isinbt)(By + iBa) + coe™(cos bt — isinbt)(By — iBa)
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= e"[(c; + ¢)(By cosbt — Basinbt)] + ie™[(c; — ¢z)(By sin bt + By cos bt)]
= e"{(c1 + ¢9)[By cosbt — Basinbt] + i(c; — c3)[By sin bt + By cos bt]}

Donde ¢; y ¢3 son constantes arbitrarias y se tomara (c; + ¢2) = k1 v i(c1 — ¢2) = ko,
asi que:

x1(t) + T2 (t) = k1e™(By cos bt — By sin bt) + ke (B sin bt + By cos bt)

Siendo esta la solucién general del sistema ([2.4)) cuando A tiene autovalores complejos.

Con relacion al comportamiento cualitativo de las soluciones de este sistema se dice
que si los autovalores son complejos y su parte real no es nula (a # 0) el punto de
equilibrio es un foco o punto espiral. Si la parte real es negativa (a < 0) todas
las trayectorias se acercan al origen cuando ¢ — oo, y se trata de un punto espiral
estable (figura[A. 7). Pero, si la parte real es positiva (a > 0) todas las trayectorias
se alejan del origen cuando t — oo, siendo el origen un punto espiral inestable (figura

A 8.

Figura A. 7: Ejemplo grdfico de un foco estable.

Figura A. 8: Ejemplo grdfico de un foco inestable.

Por otro lado, si los autovalores son los nimeros imaginarios +ib (imaginarios puros)
el punto de equilibrio se denomina centro (figura , aqui las trayectorias son
curvas cerradas simples que rodean el origen, en general tienen forma de elipses, de
modo que ninguna trayectoria tiende a él cuando t — oo o t — —o00, es decir, dichas
trayectorias vuelven exactamente a sus condiciones iniciales en el plano y repiten la
misma curva cerrada una y otra vez. El origen se dice que es un punto de equilibrio
estable.
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/ A \
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\ Nl /;
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Figura A. 9: Ejemplo grdfico de un centro.

Una forma distinta de determinar la estabilidad del sistema es a través de la traza y
el determinante de la matriz de coeficientes constantes, como se enuncia en la siguiente
proposicion.

Proposicion 4: Dada una matriz real A de orden dos, notamos la traza de A como
tr(A) y el determinante de A como det(A). Entonces el sistema ' = Ax es:

» Inestable, si det(A) < 0 o tr(A) > 0.
» Asintéticamente estable, si det(A) > 0y tr(A) < 0.

= Estable, pero no asintéticamente estable, si

det(A) =0 y tr(A) <0 o tr(A)=0 y det(A) >0

En el caso en el que tr(A) = det(A) = 0 puede ser estable o inestable.

Sistema Plano Auténomo No Lineal Homogéneo

Previamente se realizé una breve recopilacién tedrica de los SPALH que permite com-
prender el comportamiento de las soluciones de dicho tipo de sistema tanto cualitativa
como analiticamente. No obstante, por lo general el tratamiento analitico de las soluciones
de los SPALNH no se puede desarrollar, pero se puede hacer uso de la teoria de los SPALH
para entender el comportamiento de las soluciones de dichos sistemas cerca de sus puntos
de equilibrio aislados a través de la linealizacion del sistema plano auténomo no lineal
homogéneo en dichos puntos.

Definicién 1:(Sistema Plano Auténomo No Lineal Homogéneo): Si al menos
una de las funciones f; y fo del sistema es no lineal en las variables dependientes x
v x9, entonces se dice que el sistema plano auténomo es no lineal.

Linealizacion del Sistema: El objetivo principal de desarrollar el procedimiento de li-
nealizacion, que se vera a continuacién, es hallar un sistema lineal que permita comprender
el comportamiento de las soluciones del sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio
aislado; alrededor de este punto las soluciones del sistema no lineal y su sistema lineali-
zado permanecen cercanas entre si, por lo menos en algin intervalo.En la mayoria de los
SPANLH la informacién que se obtiene al estudiar el sistema linealizado es suficiente para



ANEXO A 91

establecer el comportamiento a largo plazo de sus soluciones cerca del punto de equilibrio.

En primer lugar, se hallaran los puntos de equilibrio aislados de dicho sistema, debido
a que son los puntos en los que se realizara la linealizacion. Dado que los sistemas de este
tipo pueden tener mas de un punto de equilibrio se debe tener en cuenta que el origen
puede no ser el tnico, asi que, para el caso en el que el punto de equilibrio sea diferente
del origen, es decir, (a,b) # (0,0), se debe trasladar dicho punto al origen considerando las
siguientes variables,

U =21 —a (A.9)

Noétese que si 27 y xo estan cerca del punto de equilibrio (a, b) entonces u; y us tienden
a 0. Ahora bien, como a y b son constantes entonces

dui _ d(z1 —a)
e dt
d’LLQ o d(ZL‘Q — b)
dt — dt

Ya que la derivada de una diferencia es la diferencia de las derivadas y la derivada de
una constante es cero. Reemplazando (A. 9) y (A. 10)) en lo anterior

duy _ dw
dt — dt
dry _ duy
dt — dt

De aqui despejando a x1 y x2 de (A. 9) y (A. 10)), respectivamente, se tiene que

G — 4 — fi(uy + a,up + D)

A 11
%:dw—fg(m%—auz%—b) ( )

Este sistema trasladado tendré como punto de equilibrio (0, 0).

Antes de continuar con el procedimiento, es importante recordar que la linealizacién de
una funcién vectorial f(x,y) en un punto (zo,yo) esta dada por:

) = £ oy )+ 5 o) (o= 20) + S o) 0

Ahora linealizando las funciones f; y fy del sistema (A. 11)) en el punto de equilibrio
aislado, el cual, gracias a la sustitucién de variable anterior, es (0,0).

fi(uy +a, us +b) = f1 (0,0) + gfl (0,0) (u 1—0)+gf;(o 0)(uz — 0)
fo (ug + a, u2+b):f2(0,0)+%(0 0) (u 1—0)+g—£(0 0)(ugz — 0)

Por ser (0,0) el punto de equilibrio, las expresiones anteriores quedan reducidas a:
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_Of dfr

fi(w +a, ug+b) = a_m(oao)ul—f'a—m(oa())%
_0f E

f2 (Ul +a, us +b) = aUI (O, O) U + auz (0,0) U9

Por lo tanto, el sistema linealizado asociado al SPANLH en dicho punto es:

B — S0 (0,0) uy + 22 (0,0) uy

i G (A. 12)
Bz — 282 (0,0) uy + $2 (0,0) uy

El sistema ya es lineal, por ende, se puede aplicar la teoria cualitativa de los
Sistemas Planos Lineales para el andlisis del comportamiento de las soluciones en torno al
punto de equilibrio.

Tomando:

ofr of1
I U/ (U1 I (07 0) a_uQ(Ov 0)
v (u/> v (u) v Pr0.0= <§i (0,0) % (0,0)
el sistema (A. 12) escrito en notacién matricial es:

u' = Df(0,0)u

en donde la matriz de coeficientes, denotada en la secciéon anterior como A, corresponde a
la Matriz Jacobiana.

Nota: El proceso de linealizacién se debe repetir tantas veces como puntos de equilibrio
aislados tenga el SPANLH.

Definicién 2 (Puntos de Equilibrio Hiperbdlicos): Un punto critico del sistema
' = f(x) es hiperbdlico si la matriz jacobiana en ese punto es hiperbdlica E]

Proposiciéon 5 (Hartman-Grobman): Sea f de clase C' y T un punto de equilibrio
aislado hiperbdlico del SPANLH. Entonces hay una vecindad de 7 en la cual dicho sistema
es topolégicamente equivalente a su linealizacion u' = D f(0,0)w.

Ahora bien, como a través del proceso antes descrito se halla un sistema lineal asociado
al sistema no lineal, el tratamiento cualitativo de las soluciones del sistema linealizado se
desarrollara a partir de la clasificacion de los puntos de equilibrio descrita en la seccién
anterior, pero en este caso adicionalmente se considerara la definicién y teorema anteriores
para dicha distribucion y para dar a conocer los casos en los que comportamiento a largo
plazo de las soluciones cerca del punto de equilibrio del SPANLH y su sistema linealizado
es distinto, lo cual se describira en el siguiente esquema.

8Se dice que A es una matriz hiperbdlica si todos sus autovalores tienen parte real no nula.
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1

Figura A. 10: Esquema que resume los casos en los que el SPANLH es o no linealizable.
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Anexo B: Demostracion Principio de Concentracién en
el Modelo Guerra de Guerrillas Cuando X, Divide a X,

Dado un enfrentamiento bajo el modelo de Deitchman donde el ejército X; opera bajo
fuego directo y el ejército X, opera bajo fuego en area. Si al desarrollarse una batalla
de todos contra todos el ganador es X, el ejército X5 no tiene la posibilidad de cambiar
este resultado dividiendo a su oponente en partes iguales para atacarlo en enfrentamientos
secuenciales. Se asume que cada efectivo mantiene su coeficiente de aniquilamiento durante
las n batallas.

Demostracion: Supdéngase que existe algin n € N, tal que al dividir a X; en n
partes iguales, el ejército X, logra aniquilar a X; en el n-ésimo enfrentamiento, esto quiere
decir que la fuerza combativa inicial de X5 en el enfrentamiento n es mayor que la fuerza
combativa inicial de X; en dicho enfrentamiento, matematicamente se tiene

a 9 By
9 2%y T Ty

Cabe aclarar que en la desigualdad anterior se toma la fuerza combativa de X, de esa
forma debido a que el pie de fuerza inicial de este ejército para la n-ésima batalla esta dado
por su cantidad de efectivos final en el enfrentamiento inmediatamente anterior. Asi que

2
a e, k(n—1) By,
2 (\/2 (7 - p—n)> e

Atendiendo a que p = % y k= %, se tiene
0

z1,(n—1)

x20 T2 xlO
S il R
B

Dado que a, 8 y n son positivos se tiene

azj  afrya, (n—1) - By,
2 anTs, n

o?nxy — 20,2y, (n — 1) - By,

2anxa, n

23
a'nry, — 2narBrery, + 20812,11, > 201,71,
23
a‘nwy, > 2nafry, T,

(0%
EISO > 6.%‘10 (B 1)

Por otro lado, se tiene que X; es el ejército ganador si se desarrolla una sola batalla, es
decir que

@ 2
Bxlo > 5(]320

Pero como (B. 1)) contradice este hecho, se concluye que no existe un n € N, tal que
al dividir a X; en n partes iguales, el ejército Xy logra aniquilar a X; en el n-ésimo
enfrentamiento.
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Anexo C: Demostracion Principio de Concentracién en
el Modelo Guerra de Guerrillas Cuando X; Divide a X5

Dado un enfrentamiento bajo el modelo de Deitchman donde el ejército X; opera bajo
fuego directo y el ejército X, opera bajo fuego en area, x1y = kzg,, « = pfy Xs es el
ganador cuando se enfrenta a X; en una sola batalla de todos contra todos. Si X; divide
el pie de fuerza de X5 en n partes iguales y se satisface

a2
_:L‘20

By, > 2
n

(C. 1)

entonces X; aniquila al ejército X5 en su totalidad en el n-ésimo combate. Se asume que
cada efectivo mantiene su coeficiente de aniquilamiento durante las n batallas.

Demostracion: Supongase que X; no aniquila al ejército X5 en su totalidad en el
n-ésimo combate, esto quiere decir que X5 al ser dividido en n partes iguales aniquila al
ejército X7 en el n-ésimo combate o que el n-ésimo enfrentamiento finaliza en empate. Si
X5 es el ejército ganador de la n-ésima batalla, la fuerza combativa inicial de X5 es mayor
que la fuerza combativa inicial de X; para este enfrentamiento, pero si esta batalla finaliza
en empate las fuerzas combativas de cada ejército al iniciar el n-ésimo enfrentamiento son
iguales. Como el pie de fuerza inicial de este ejército para la n-ésima batalla esta dado por su
cantidad de efectivos final en el enfrentamiento inmediatamente anterior, matematicamente
esta situacion se resume en la siguiente desigualdad

o (T2
5 (5) =

@ ()" > g, (1 Py (- 1))

2\ n 2k2n2

dado que a, f y n son positivos se tiene

a [ To,\2 pry, (n—1)

5 () =, (1)

a(z3,) - 2k*n? By, — Bt p(n— 1)
2n? - 2k2n?

ak?3) > 2k*n?Bry, — Bal pn + Bl p

Reemplazando k = % yp= % en la desigualdad anterior
0

2 3
Oéan > M _05132 n+ax2
1o = 72 1o 1o
20
2 3
) 2n* Py,
ar]{.n =
0 ZL‘2
29
a2
=L
220
T > BIElO (C 2)

Pero (C. 2)) no se puede dar ya que se sabe que la desigualdad (C. 1)) se cumple, lo que
quiere decir que el supuesto es falso y por tanto X; aniquila al ejército X5 en su totalidad

en el n-ésimo combate.
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