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RESUMEN

Este trabajo de grado pretende presentar una propuesta de ensefianza y aprendizaje para
introducir la Transformada de Fourier (TF) en la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la
Universidad Pedagdgica Nacional (UPN), desde una adaptacion del modelo de Van Hiele (VH).
Para ello se plantea una secuencia de actividades las cuales estan disefiadas partiendo de los 4
primeros niveles de razonamiento de VH, y se apoyan en el uso de herramientas tecnoldgicas.
Posteriormente, se planea realizar un pilotaje en la licenciatura en matematicas; las actividades
irdn aplicadas segun las fases de aprendizaje que propone VH, y seguido a ello, se efectuard un
andlisis sobre el nivel de razonamiento en que se encuentra el curso con base en los resultados
obtenidos.

Palabras clave: Transformada de Fourier, niveles de razonamiento de Van Hiele, Secuencia
de actividades, herramientas tecnoldgicas, fases de aprendizaje y analisis matematico.

ABSTRAC

This degree work aims to present a teaching and learning proposal to introduce the Fourier
Transform (TF) in the Faculty of Science and Technology of the National Pedagogical University
(UPN), from an adaptation of the VVan Hiele (VH) model. For this, a sequence of activities related
to the first 4 levels of reasoning of VH is proposed, supported by the use of technological tools,
which allow a better development of the proposal. Subsequently, a pilot will be carried out in the
degree in mathematics; The activities will be applied according to the learning phases proposed by
VH, and after that, an analysis will be made on the level of reasoning in which the course is based
on the results obtained.

Keywords: Fourier transform, Van Hiele levels of reasoning, Sequence of activities,

technological tools, learning phases and Mathematical analysis.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado tiene como finalidad proponer una secuencia didactica para
abordar la transformada de Fourier en la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la Universidad
Pedagdgica Nacional. La propuesta nace como interés propio de los autores, debido a que este
concepto, que se encuentra en lo que se denomina el Analisis de Fourier, es uno de los ejes
temaéticos principales en carreras de ingenieria y afines; de igual modo se considera central e
indispensable que los licenciados en matematicas conozcan algunos elementos esenciales del
mismo y cuando menos algunas de sus aplicaciones, ya que permite integrar ciertos aspectos
conceptuales y procedimentales tanto de las matematicas denominadas como elementales y las que
se reconocen como parte integrante del Pensamiento Matematico Avanzado.

Ahorabien, en un rastreo preliminar se encontr6 que no es usual el desarrollo de actividades
que relacionen la presentacion de un concepto o proceso con los niveles de Van Hiele (VH) en
temaéticas asociadas al campo del Analisis Matematico, pues desde su presentacion a la comunidad
de educadores matematicos se asumi6 que el modelo, presentado por los esposos Van Hiele, se
limitaba exclusivamente al contexto de la geometria. Algunos autores como Rodriguez Pérez
(2015) y Jaramillo & Pérez (2001) han propuesto ampliar el campo de trabajo para ramas de la
matematica como el analisis. Asi, los autores del presente trabajo consideran que esta es una
oportunidad para presentar una secuencia didactica que ayude al desarrollo de los procesos
planteados por los Van Hiele, ain, y como se indicara oportunamente, se deben realizar algunas
modificaciones al mismo (pp 1- 3).

A continuacién, se detalla la estructura general presentada en el documento. En el primer
capitulo se aborda la justificacion, objetivos y antecedentes de este trabajo. EI segundo comprende
el marco matematico, el cual considera los preliminares necesarios para el aprendizaje de la

Transformada de Fourier (TF). Para ello se debi6 atender a fundamentos de la mateméatica como:
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conceptos de Algebra Lineal, Calculo, Variable Compleja, entre otras. Con estos preliminares se
procura presentar y cubrir los elementos esenciales para la comprension tanto de las series como
de la TF y algunas de sus propiedades basicas. Cabe destacar que esta fase fue de vital importancia
para los autores del trabajo ya que permitié afianzar, pero también cuestionar algunos
conocimientos disciplinares que eventualmente ain no se han formalizado en el proceso de
formacion experimentado. Posteriormente, en el capitulo tres, se presenta el marco didactico, en
este se dan a conocer los aspectos fundamentales a tener en cuenta en la ensefianza de las
matematicas, y en particular de los conceptos fundamentales de la TF bajo los modelos adaptados
de VH. En el capitulo cuatro, que corresponde al marco tecnoldgico, se alude a la importancia del
Software GeoGebra® y las herramientas tecnoldgicas en general para la comprension de la TF
particularmente asociado a los procesos de visualizacion. En el capitulo cinco se encontraré la
metodologia, en la cual se propone una secuencia didactica que estara orientada a los niveles de
VH, con el apoyo de una serie de actividades, en la cual tendrd la finalidad de alcanzar la
comprension de la TF atendiendo a la adaptacion de dicha propuesta de VH. En el capitulo seis, se
presenta el analisis realizado al pilotaje de la secuencia didactica en un grupo de estudiantes
pertenecientes a la linea de Profundizacion en Célculo de la Licenciatura en Matemaéticas de la
Universidad Pedagogica Nacional. En el capitulo final se dan las conclusiones, como logros
alcanzados en relacion con el objetivo general y los objetivos especificos, y se hace una breve
reflexion de los autores frente al proceso llevado en el desarrollo de esta.
CAPITULO 1: JUSTIFICACION, OBJETIVOS Y ANTECEDENTES
1.1 Justificacion

La motivacion para el desarrollo del trabajo parte del interés de los autores debido a que,
como Futuros Educadores Matematicos (FEM), evidenciamos que es pertinente dar una mirada

alternativa para la ensefianza y aprendizaje de la TF en la educacion superior, con la finalidad que
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los estudiantes y personas interesadas en su estudio puedan desarrollar procesos de argumentacion,
razonamiento y modelacién, que estan vinculados a procesos como la resolucion de problemas, la
comunicacion efectiva de la informacion, y la validacion de procedimientos y resultados entre
otros.

De manera general, se busca brindar un apoyo didéctico para los docentes interesados en
abordar los conceptos y procesos basicos asociados con la TF, mediante una serie de actividades
que permitan a los estudiantes adquirir competencias matematicas como ya mencionadas. Para ello
se opté por realizar una adaptacién del modelo VH enfocado en el uso de los 4 niveles de
razonamiento centrados en la tematica particular a desarrollar.

Cada actividad se justifica de acuerdo con las fases de aprendizaje que se requieren para
desarrollar los cuatro primeros niveles de razonamiento de VH adaptadndolos para la ensefianza y
aprendizaje de la TF, prestando atencion a las caracteristicas que deben estar presentes en el
desarrollo de las actividades, como son la recursividad con los objetos de estudio, la secuencialidad
entre las actividades y la especificidad del lenguaje en ellas.

1.2 Objetivos

Los objetivos que se esperan desarrollar en el presente trabajo de grado a través de las fases
de disefio e implementacion son los siguientes
1.2.1 Objetivo General

e Disefiar una propuesta bajo el modelo de Van Hiele para introducir la Transformada
de Fourier a estudiantes de nivel universitario.
1.2.2 Objetivos Especificos
o Identificar los elementos que componen la serie y transformada de Fourier.

e Evidenciar la relacion de las series de Fourier y la transformada inversa de Fourier.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

e Transformadas de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la

Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN




e Disefiar actividades bajo la adaptacion del modelo de Van Hiele para la
Transformada de Fourier.
e Analizar las respuestas a las actividades disefiadas bajo el modelo de Van Hiele.
1.3 Antecedentes
La Transformada de Fourier (en lo sucesivo TF) no es un concepto facil de comprender, al
igual que los procesos asociados al trabajo con sus propiedades y procedimientos, algunos de ellos
eventualmente pueden ser catalogados de algoritmicos y rutinarios, y quedan ocultos en medio de
los procesos de calculo o de sus aplicaciones. Para hacer un abordaje conceptual adecuado al
tratamiento de la TF se deben tener bases previas en distintas areas de las matematicas, que en
principio se pueden considerar tan disimiles como el analisis y el algebra lineal, sin dejar de lado
su articulacion en una estructura robusta como ocurre con muchos objetos matematicos. En las
ultimas décadas se han hecho propuestas de ensefianza y aprendizaje de la TF desde perspectivas
diferentes; un rastreo inicial lleva al trabajo de (Bobadilla, Gémez , & Bernal, 1999) de la Escuela
Universitaria de Informéatica y de la Universidad Politécnica de Madrid, en la tesis “La
Transformada de Fourier, una vision pedagdgica”, se propone una estructura para la ensefianza de
este concepto, desde un método para transformar sefiales que se encuentran en el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. El enfoque didéctico consiste en familiarizar al estudiante
dentro del proceso de aprendizaje desarrollando con los formalismos matematicos y desde alli
asimilar los procesos y conceptos fundamentales subyacentes a la TF.
La estructura propuesta por (Bobadilla, Gomez , & Bernal, 1999) se enfoca en 4 fases: La
primera trata una presentacion grafica de la TF y la descomposicion de un conjunto en sefiales
simples. Luego que el estudiante pueda identificar graficamente la TF, se pasa a la segunda fase,

en la que se hace una explicacion de los conceptos fundamentales de las matematicas en los que se
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fundamenta la TF, con la finalidad de ir introduciendo a los estudiantes desde ideas intuitivas hacia
unos conceptos fundamentales. La tercera parte se enfoca en el desarrollo de ejemplos préacticos,
los cuales se propone que sean explicados a detalle con el fin de afianzar los conceptos basicos ya
explicados. Por ultimo, en la cuarta parte, se hace énfasis en la formalizacién matemaética de la TF,
haciendo uso de los espacios de Hilbert, con la finalidad de proporcionar una estructura mas robusta
a lo que se ha abordado de la TF.

Landa & Sarasusa (2017) de la Universidad del Pais Vasco (UPV) a través de su tesis:
“Niveles de Razonamiento de Van Hiele para la Transformada de Fourier”, realizan una propuesta
para la ensefianza y aprendizaje de la TF. Esta propuesta se centra en el uso de los niveles del
refinamiento de razonamiento matematico que proponen los Van Hiele, en cual los autores
identifican, describen y caracterizan tedricamente los diferentes niveles de razonamiento
matematico en la TF, y proponen fases sobre el aprendizaje en una propuesta de actividades para
el apoyo del aprendizaje de los estudiantes.

Otra fase de la revision documental consistié en articulos donde se aborda el concepto de
la TF desde un enfoque aplicativo. En estos trabajos no se logro evidenciar la presentacion de una
secuencia didactica de su ensefianza o una propuesta para una secuencia de aprendizaje; por el
contrario, se evidencio que solamente se centran en la aplicacion de las herramientas tedricas de
esta, es decir, centradas en su uso, lo cual tampoco es de extrafiar pues es una tendencia muy
marcada en el campo de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas aplicadas.

Con esta revision y lo expuesto en los propositos, en este trabajo se pretende desarrollar
una secuencia de actividades que tenga en cuenta los 4 primeros niveles de VH aplicados a los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la TF, lo que en su momento se justificard. Estas se
realizaran de forma secuencial como lo indican las fases de aprendizaje que propone el modelo

VH.
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A continuacion, se presenta el Marco Matematico que fundamenta la propuesta y que sera

abordado de una manera global dada la complejidad intrinseca del concepto y sus relacionados.
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CAPITULO 2: MARCO MATEMATICO

En este capitulo se presentan los preliminares necesarios para comprender la transformada
de Fourier y algunas de sus propiedades. A continuacion, se abordan las definiciones y los teoremas
tomados de diversos autores como (Apostol, 1967), (Hwei, 1987), (Kreyszig, 2003), (Zill & Cullen,
2009), , (Hidalgo, 2006), (Acevedo, 2006), (Stewart, Calculo de una variable, 2008), (Larson &
Edwards, 2010) . (Grossman & Flores, 2012). Cabe destacar que la presentacion no se hace en
extenso ni con detalle dado que el concepto y sus relacionados incluyen una amplia gama de
conceptos, definiciones, procesos y algoritmos que, como ya se menciond, darian para textos
completos; asi, se abordan los elementos basicos y se invita al lector interesado a profundizar sobre
la parte formal del concepto en la bibliografia presentada o a la existente en este campo.

2 .1 Preliminares de Calculo.

El Célculo presenta herramientas que ayudan a resolver problemas dindmicos de la vida
real, modelando mediante ecuaciones diferenciales los fendmenos asociados al cambio; estas se
resuelven, en algunos casos, mediante transformadas y por ello tenemos en cuenta los siguientes
conceptos que se requieren para abordar la transformada desde el campo del andlisis y
particularmente la (TF).

2.1.1 Definicion de funcion.

Una funcion® £ es un conjunto de pares ordenados (x,y) ninguno de los cuales tiene el
mismo primer elemento.

Si f es una funcidn, el conjunto de todos los elementos x que apareceen como primeros

elementos de pares (x, y) de f se llama dominio de f.

! Definicion tomada de (Apostol, 1967, p. 65)
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Para este trabajo notaremos el dominio de f como Dom(f) para posteriores definiciones
que involucren las funciones
2.1.1.1 Definicion de continuidad de una funcion.
Una funcion real £ es continua? en un nimero a si
Limyof (x) = f(a)
Esta definicion requiere que se satisfagan tres condiciones, a saber:
i.  f(a) esté definido (es decir, a esta en el dominio de f)
ii.  Lim,_.f(x) existe.
iii.  Limy,.f(x) = f(a)
2.1.1.2 Definicién de funcion discontinua
Una funcion real £ es discontinua® en a (o f tiene discontinuidad en a) si f no es continua
en el punto a.
2.1.1.3 Paridad de funciones.
Las funciones pares e impares* pueden definirse como:
Funcion par: Se dice que f es una funcion par si y solo si Vx € Dom(f), f(—x) = f(x).
Funcién impar: Se dice que f es una funcién impar si y solo si Vx € Dom(f), f(—x) =
—f ().
Existen funciones que no son pares ni impares ya que es posible que no satisfagan alguna

de las definiciones presentadas

2 Definicion de funcion continlia tomada de (Stewart, 2008, p. 119)
3 Definicion de funcion discontinta tomada de (Stewart, 2008, p. 119)
4 Definicion de funciones pares o impares tomada de (Stewart, 2012, p. 186)
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2.1.2 Definicién de funcién trigonométrica.
Sea 6 un angulo general en posicion estandar y sea, P(x,y) cualquier punto del lado

terminal de 6 y r sea la distancia |OP|, entonces se definen las siguientes funciones reales®.

y r
senf == cscO =—
r y

cosf = — secl = —
X

tan0=z cotd =—
X y

2.1.2.1 Definicién de funcion periddica

Una funcién f(x) es periddica® si esta definida para toda x real y si existe algiin nimero
positivo p tal que:

Vx € Dom(f), f(x+p)=f(x)

Al menor nimero p se le llama periodo de f(x).
2.1.3 Definicién de Serie

A partir de una sucesion de numeros reales, se puede formar una nueva sucesion sumando
los términos sucesivamente. Asi, si la sucesion dada tiene los términos

aq, ay, ..., Ay, -
Se forma la sucesion de las sumas parciales
S1 = aq, S, =aq+a,
Y asi sucesivamente, estando definida la suma parcial de los n primeros términos como

sigue:

> Definicion de funciones trigonométricas tomada de (Stewart, 2012, p. 377)
¢ Definicion de funcion periodica tomada y adaptada de (Kreyszig, 2003, p. 24)
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n
Zak=a1+a2+---+an=5n
k=1

La sucesion {S,,} de las sumas parciales se Ilama serie’ y se nota
2,
k=1

2.1.3.1 Convergencia de una serie.
- . - (0.0] s - - 7
Dada una serie infinita ), —1 @, la n-ésima suma parcial esta dada por
Sp,.=a;t+a,+--+ay,
. .z . . (0¢]
Si la sucesi6n de sumas parciales {S, } converge a S, entonces la serie ), =1 @;, converge.

El limite S, si existe, se llama suma de la serie.

S = z an
n=1
Si {S,,} diverge, entonces se dice simplemente que la serie diverge®.
2.1.4 Definicién de transformada integral
De manera general® si f(x,y) es una funcion de dos variables, entonces una integral

definida de f respecto a una de las variables conduce a una funcion en términos de la otra variable.

De igual modo una integral de la forma

oo

f K(s, O f (Odt

0

transforma una funcion f de variable t en una funcion F de variable s siempre y cuando la

integral exista.

7 Definicion de serie tomada de (Apdstol, 1967, p. 469)
8 Definicion de convergencia y divergencia de una serie tomada de (Larson, 2010, p. 608)
® Definicion de Transformada integral tomada de (Zill et Al, 2009, p. 256)
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La funcion K (s, t) en la definicion anterior se llama Kernel o nacleo de la transformada.
2.2 Preliminares de Algebra Lineal
Dentro de este campo se necesitan como conceptos fundamentales los siguientes:
2.2.1 Definicidn de espacio vectorial
Un espaci6 vectorial®® V es una estructura conformada por un conjunto de elementos
denominados vectores y un campo K de elementos llamados escalares, junto con dos operaciones
binarias: adicion y multiplicacion por escalares. Por adicion se entendera que dados dos vectores
u,v en V, hay una regla para determinar un objeto u + v llamado la suma de u y v. Por
multiplicacién por escalares se entendera que dado un vector u y un escalar real o complejo k, hay
unaregla para determinar un objeto ku llamado maltiplo escalar de u por k. Ademas, los siguientes
axiomas se deben cumplir para todos los vectores u, v,w en V, y para todos los escalaresk, L.
Axiomas para la suma
e Siu,v sonvectoresen V/, entonces u + vestdenV.
e ut+tv=v+u
e u+(w+w)=W+v)+w
e Existe un vector 0 en V, llamado el vector cero, talque 0 + u = u + 0 = u, Para
todouenV.
e Paracadau enV, existe un vector —u en V llamado el negativo de u, talque
u+(—uw)=—-u+u=0
Axiomas de multiplicacion por escalar
e Si k es un numero real o complejo y u es un vector en V, entonces ku pertenece a

V.

10 Definicidn de espacio vectorial tomada y adaptada de (Apdstol, 1967, p. 469)
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o k(u+v)=ku+kv.
o (k+Du=ku+ lu.
e k(lu) = (kDu.
e lu=u.
2.2.2 Definicién de producto interior
En matemaéticas existen diversos productos interiores dependiendo el espacio vectorial con
el que se desee trabajar. Para las necesidades de este documento se define el producto interior usual
en el espacio de funciones de variables real.
2.2.2.1 Producto interno de funciones de variable real y continuas
Supongaque a < b; seaV = CJa. b] el espacio de las funciones de valores reales continuas

en el intervalo [a, b] se define el producto interno®!

b
(f.g) = j F(Og(D)dt

2.2.2.2 Producto interno de funciones de variable real a variable compleja
Se dice que una funcion f es de valor complejo sobre el intervalo real [a, b] sif(x) se
puede expresar como
fx) = f1(x) + ifa(x), x € [a,b]
donde f; y f, son funciones de valores reales. La funcidn de valor complejo f es continua
si f1 Y f2 son continuas. Sea V = CV[a, b] el conjunto de funciones de valores complejos que son

continuas en [a. b]. Para f 'y g en CV[a, b] se define el producto interno? como

b

(f,g) = f f(0)ga)dx

a

11 Definicidn de producto interno de funciones tomada de (Grossman & Flérez, 2012, p. 465)
12 Definicidn de producto interno de funciones complejas tomada de (Grossman & Flérez, 2012, p. 476)
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donde g(x) es el conjugado de g(x) (ver definicion de conjugado en preliminares de variable
compleja).
2.2.3 Definicién de base de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial, y sea S = {v4,v,, ..., v, } €S un conjunto finito de vectores en
V, entonces se dice que S es una base'® de V si y solo si.

e Sgeneraal.
o Es decir que Vu € V u = a;vy + a,v, + -+ + a,v,, donde a4, a,, ..., a,
son escalares.
e S es linealmente independiente.
o Es decir que ayvqy + ayvy + -+ a,v, =0siysolosia, =a, ==
a, = 0.

2.2.3.1 Definicion de base ortogonal

Una base S es ortogonal** si cumple que Vv;,v; € S su producto interior definido es cero,
o deotraformav; - v; = 0
2.3 Preliminares de Variable compleja

Dado que la Transformada de Fourier trabaja en variable compleja se hace indispensable
para la comprension y el tratamiento de esta tener claridad conceptual y procedimental sobre los
aspectos que se mencionan a continuacion.
2.3.1 Representacion de los numeros complejos

Una de las utilidades que presentan los nimeros complejos en la transformada de Fourier

son sus representaciones ya que algunas funciones o sefiales segln el contexto, seran mucho mas

13 Definicidn de base tomada y adaptada de (Grossman & Flérez, 2012, p. 350)
14 Definicidn de base tomada y adaptada de (Grossman & Flérez, 2012, p. 350)
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sencillas de calcular, evaluar o analizar si se conoce su representacion. Usualmente este cambio de
representacion evita ecuaciones con una estructura compleja de representacion y manipulacion
algebraica.

Denotaremos a € como el conjunto de los niimeros complejos®®, y se define como:

C={z=x+yilx,y ER,i?=—-1}

2.3.1.1 Forma rectangular o cartesiana

Esta representacion es la méas usual ya que el niUmero complejo z se puede expresar en la
forma z = x + yi donde x,y € R, e i es la unidad imaginaria.

La forma rectangular se deduce a partir del hecho que los nimeros reales son isomorfos a
los nimeros complejos (R? ~ C) y z se puede ver como un punto en el plano complejo, es decir
z = (x,y) donde x se encuentra en el eje real (eje de las abscisas), y se encuentra en el eje
imaginario (eje de las ordenadas).

De lo anterior se puede evidenciar que si x =0,y =1 es lo que se conoce como la
definicion de la unidad imaginaria i.

i:=(0,1)

15 Definiciones de la aritmética de los complejos tomadas de (Acevedo, 20086, p 2- p25)
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llustracion 1:

Definicion de i

—1 1] 1

-1

Fuente: Elaboracion propia.
2.3.1.2 Forma polar

Esta representacion se deduce de realizar un cambio de coordenadas a un punto (x,y),
haciendo

x = rcos(0)

y = rsen(0)
El nmero complejo z queda determinado mediante un radio r y un angulo 6. z = (r, ).
Luego z se puede escribir de la forma:

z =r(cos(0) + isen(h))
Para calcular los parametros r, 6:
r= Ay
0 = tang™! (%)siempre x#0

el angulo 6 es un nimero real, donde 6 € [0, 2x].

Transformadas de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la
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llustracién 2:

Parametros de la forma polar

05

Fuente: Elaboracion propia.
2.3.1.3 Forma polar exponencial
Esta forma es muy util ya que simplifica demasiado los calculos en operaciones con
complejos.

Se tienen por las series de Taylor que

X .n x2 3
X — — J— —_— —_
e _Z) =l Tt
n:
() — had (=1)nx2n+1 ~ x3+x5 x7+
MY = T on+ )l T3 T s T
n=
e (—1)"x2" x2  x* 6
= _ =1 —-—— [
cos(x) . 20! TR
n:

Si se reemplaza en la funcion exponencial x por ix se obtiene que:

Agrupando las potencias de exponente par y las de exponente impar se obtiene que
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Segun las identidades de Taylor para cos(x) , sen(x)
e = cos(x) + isen(x)
Luego la forma exponencial de un nimero complejo z = x + iy esta dada por
Z =re
2.3.2 Operaciones de numeros complejos
Los nimeros complejos se denotaran de la forma z = a + bi, se recuerda que i? = —1.
Dados dos numeros complejos z=a+bi y w =c +di, se definen las siguientes
operaciones.
2.3.2.1 Suma
De forma rectangular se define de la siguiente manera
z+w=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
De forma polar z = (11,6;), w = (12,0,)
z+w = (1,01) + (1,6;) = (R, 0)
Donde se definen las resultantes y el angulo como:
R, = ric0s64 + 1,050,

R, = rsenf; + r,sent,

R= |RZ+R2

0 = aretan )
= arctan R

X

2.3.2.2 Resta

De forma rectangular se define:
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z—w=2z+(—w)

Donde —w es llamado el opuesto aditivo de w y se denota —w = —(x + iy) o0 lo que es

equivalente —w = —x — iy

De lo anterior se deduce que:

z—w=(a+bi)+ (—(c+d))
z—w = (a+ bi) + (—c—di)

z—w=(@a—-c)+ (b-d)i
2.3.2.3 Multiplicacion

De forma rectangular se define:
zw = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
De forma exponencial es conveniente expresar el complejo de forma exponencial.
z=ref1,w=r,elf

ZW = 1 1ye!(01+62)

2.3.2.4 Division

De forma rectangular se define:

z a+bi (ac+bd)+ (bc—ad)i

w c+di c? +d?

De forma exponencial es conveniente expresar el complejo de forma exponencial.

z=ref1,w=r,elf

i0

zZ reth T .

_n (_1)81(91—92)
)

W ryeifz
Siempre quew # 0
2.3.2.5 Mddulo

El mddulo de un nimero complejo z se define como:
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De forma rectangular z = a + bi
2| = a2 + b2
De forma exponencial z = (r, 8)
lz| =7
2.3.2.6 Argumento
El argumento de un nimero complejo z se define como:

De forma rectangular z = a + bi

b
Arg(Z) = arcotang (E)
Siempre que a # 0 si a = 0 entonces el argumento es
De forma exponencial z = (r, 8)
Arg(z) =0
2.3.2.7 Conjugado

El conjugado de un nimero complejo z se nota z y se define como:

Representacion

Conjugado

z=a+ bi

Z=a— bi

z =r(cos(0) + isen(6))

Z =r(cos(0) — isen(6))

z =re'?

Z=re" 0

2.3.3 ldentidades y teoremas fundamentales
En este apartado se mencionan las principales identidades que se debe tener en cuenta al
momento de trabajar con las Series de Fourier y que se deducen de la variable compleja.

2.3.3.1 Teorema de Moivre
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El teorema de Moivre se utiliza principalmente para la potenciacion y radicacion de
ndmeros complejos.
Sea z un nimero complejo, entonces z" = |z|"(cos(n@) + isen(nf)) vn € N
Demostracion por induccion.
Verifiguemos que para n = 1 se cumple la identidad.
z! = |z|*(cos(18) + isen(16))
Lo anterior se cumple ya que es la forma polar por definicién de un nimero complejo
Ahora, sea la hipotesis de induccién que
z* = |z|*(cos(k8) + isen(k8))
Se quiere demostrar que z¥*1 = |z|¥*1(cos((k + 1)8) + isen((k + 1)0))

Ahora bien,

zk*1 = [|z|*(cos(kO) + isen(k6)]|z|(cos(B) + isen(6))
Multiplicando
zFt1 = |z|*¥*1[(cos(kB) cos(8) — sen(kB)sen(8)) + i(cos(kB) sen(6) +
sen(k8)cos (0))]
Aplicando las identidades de la suma de angulos del seno y coseno obtenemos.
ZM = |z (cos((k + 1)8) + isen((k + 1)6))
que es lo que se queria demostrar.
2.3.3.2 Formulas del seno y coseno
Las siguientes igualdades se cumplen, y su deduccion es inmediata de lo presentado en

2.3.1.3.
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i0_p—i0

e sen(f) = eT
2.4 Serie de Fourier
Para entender la Transformada de Fourier, es necesario conocer las series de Fourier con la
finalidad de encontrar la relacion entre ellas desde la perspectiva conceptual.
2.4.1 Definicion de la serie de Fourier
A continuacién, se presentan las definiciones de la serie de Fourier encontradas en los
principales textos que trabajan en los cursos de Analisis de Fourier. Las distintas formas en que se
puede encontrar estan relacionadas con el intervalo en el cual se quiera trabajar, pero, se puede
demostrar que son equivalentes. Previo a conocer las definiciones es importante mencionar las
condiciones para que una funcién tenga serie de Fourier.
2.4.1.1 Condiciones de Dirichlet
Las condiciones de Dirichlet!® permiten identificar cuando una funcion puede ser
representada mediante una serie de Fourier, estas se anuncian a continuacion:
1. La funcion f tiene un nimero finito de discontinuidades de salto no al infinito en
un periodo.
2. Lafuncién f tiene un numero finito de maximos y minimos en un periodo.

3. La integral del valor absoluto de f en un periodo es finita; es decir,

L
| r@ldx< e

—-L
Se dice que una funcion f es continua a tramos en el intervalo finito [—L, L] si

satisface las condiciones 1, 2.

16 Condiciones de Dirichlet tomadas y adaptadas de (Hwei, 1987, p. 16).
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2.4.1.2 Primera Definicién

Sea f una funcion periodica de periodo p = 2L, f se define la serie de Fourier'’ como sigue

f(x) =ay+ i (an cos (r;l_n x) + b,sen (r;l_n x))
n=1

Para los propositos, y en concordancia con lo que se presentara en la propuesta de este
trabajo de grado, se usara la definicion anterior

2.4.1.3 Coeficientes de la serie de Fourier

De acuerdo con la definicion de la serie de Fourier los coeficientes'® se definen de la

siguiente manera:

ap = %fif(x)dx
a, = %f_LLf(x) cos (nLﬂ) dx

b, = %jif(x)sen (nLﬂ) dx

2.4.1.4 Otras definiciones de la serie de Fourier
Las siguientes definiciones de las series de Fourier®son alternativas.
Sea la funcion f(t) una funcion real periodica de periodo T, se define la serie de Fourier

1 (o]
f) = > o + Z a, cos(nwyt) + by,sen(nwgyt)

n=1

21

Donde w, = -

17 Serie de Fourier definicion tomada de (Kreyszig, 2003, p.35)
18 Coeficientes de las Series de Fourier tomada de (Kreyszig, 2003, p.36)
19 Definiciones de la serie de Fourier tomadas de (Hwei, 1987, p.4)
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O también:

Se define la serie de Fourier de una funcion periodica f(t) de periodo T como:

f(t) =Cy+ Z C, cos(nwyt — 6,)
n=1

Donde

C,=+az+ b2

b
0, = arcotang —
an

2.4.2 Serie Compleja de Fourier

Haciendo uso de la identidad de Euler e?® = cos(8) + isen(8) se define la serie compleja?

de Fourier.

fm=iq5$

inmx

L
q=%£gmf7‘

2.5 Transformada de Fourier

Una vez se conoce la forma de obtener una serie de Fourier de una funcion periodica surge
la inquietud de saber como poder trabajar con funciones no periddicas. En situaciones de la vida
real, las sefiales no son periddicas del todo o no tan idealmente como se quisiera. Es por lo anterior

que las integrales de Fourier generalizan la idea de la serie de Fourier al trabajar con funciones que

20 Definicidn serie compleja de Fourier tomada de (Kreyszig, 2003, p.48)
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tienen un Unico periodo en el intervalo (—oo, ). Esta seccion resume las propiedades y

definiciones basicas que se necesitan para comprender la transformada de Fourier?.,

2.5.1 Integral de Fourier

Sea f(t) una funcidn suave a trozos en (—oo. ) entonces f(t) se puede escribir como una

integral de la forma:

o)

f) = %f [A, cos(wt) + B, sen(wt)]dw
0

donde:

A, = foof(x)cos (wx)dx

B, = foof(x)sen(a)x)dx

2.5.1.1Integral compleja de Fourier

Sea f(t) una funcidn suave a trozos en (—oo. ) entonces f (t) se puede escribir como una

integral de la forma:
f@) = 1 joF(w)e‘jwtdw
2m

Donde j es la unidad complejay F(w) se define como la transformada de Fourier.

2.5.2 Definicidn de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier de una funcion f(t) se define a continuacion:

FUF(D)} = f f(Oeotdt = F(w)

21 Transformada de Fourier parafraseo de (Kreyszig, 2003, p. 57-p. 70)
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2
Donde w = ?"

2.5.3 Definicién de transformada inversa de Fourier.

La transformada inversa de Fourier se define como:

o

f@t) =F H{F(w)} = % f F(w)e/®tdw

2.5.4 Propiedades basicas de la transformada de Fourier
2.5.4.1 Linealidad
Si Fi(w) =F{fi(t)} vy F,(w) = F{f,(t)}, ademés a,y a, son dos constantes reales
arbitrarias entonces,
Flaf1(®) + axf2(0)} = a1 Fi (w) + ayF> (w)
2.5.4.2 Multiplicacién por una constante

Si a es una constante real y F(w) = F{f (t)} entonces,

Flaf©) = —F ()

la| \a
2.5.4.3 Desplazamiento de una funcién en el tiempo
Si F(w) = F{f(t)} entonces

FUf (£ = to)} = Fw)e ™t
2.5.4.4 Desplazamiento en la frecuencia

Si wyes una constante real y F(w) = F{f(t)} entonces,

F{f (©)e?®'} = F(w — w,)

2.5.4.5 Transformada de una derivada

SiF{f(t)} = F(w)y f(t) » 0 cuando t — too, entonces
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Si bien los elementos presentados no son abordados en extenso, ni mucho menos agotan el
tema, los autores consideran que se brinda un panorama general para los interesados en comprender
las generalidades. Un estudio detallado y ampliado puede ser encontrado en los diversos textos que
se mencionaron al inicio de este apartado.

En el siguiente capitulo se presenta el marco did4ctico que soporta la propuesta presentada

en este trabajo.
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CAPITULO 3: MARCO DIDACTICO

El aprendizaje de la TF conlleva un alto nivel de complejidad, ya que en su estructura se
encuentra un gran rigor matematico y una amplia gama de conceptos del campo como se aprecio
en el capitulo anterior; esto hace que este concepto sea abordado por lo general en cursos avanzados
de la educacidn universitaria, y usualmente dirigido a programas académicos disciplinares, como
formacion matematica, fisica, licenciatura afines a estas areas o cursos de aplicacion en ingenierias.
Sin caer en especificidades, se puede asegurar que los estudiantes deben desarrollar diversos
conocimientos, competencias y habilidades que les permitan la compresion de este concepto,
articulando procesos ya conocidos de campos tan diversos, en principio, como las series, el célculo
integral, el célculo diferencial, la teoria general de las funciones y de las periddicas en particular,
y del &lgebra lineal. Sin embargo, es tan importante que dentro de las ingenierias como desde la
disciplina misma de las matematicas y sus aplicaciones, su estudio no se vuelva opcional sino
indispensable; adicionalmente trabajar con transformadas en general y con la TF en particular
ofrece un escenario propicio para que los educadores de diferentes areas de la ciencia y la
tecnologia articulen sus saberes y campos de estudio, y puedan articular los conocimientos propios
de su campo disciplinar con las aplicaciones y el modelado aun cuando algunas de ellas estén
ausentes de las aulas de educacion basica y media.

Por otra parte, dada su complejidad conceptual y procedimental, trabajar con la TF, para la
mayoria de los estudiantes, ocasiona problemas ya sea porque no se comprende su utilidad o su
importancia, o bien, porque no se perciben los procesos y conceptos relacionados con la misma,
pues se quedan usualmente en la fase algoritmica sin la necesaria conceptualizacion. Segun lo
anterior, esto ocurre cuando no se tienen claros los conceptos previos gque se espera que se hayan

adquirido antes de emprender el tratamiento y aprendizaje de la TF.
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Brousseau (1983), como se cité en (Coral Campafia, Ledn Luquez, Martinez Saavedra,
Montesalvo Castro, & Serrano Leon, 2019)(Coral Camparia et Al, 2019) sugiere formas de
identificar los errores: por ser consecuencia de la inadecuada concepcidn de un saber en particular,
por la apropiada aplicacion de un saber no correcto, cuando se hace uso de procesos no correctos
junto a saberes no apropiados. Sin embargo, es importante tener en cuenta los errores que puedan
tener los estudiantes en la implementacion de las actividades, porque esto permitira evidenciar en
qué nivel de VH se encuentran.

Desde la perspectiva de los procesos de ensefianza y aprendizaje los esposos Van Hiele
(1986) presentan 5 niveles de razonamiento en el campo de la geometria; (Chavarria, 2020) los
describe como:

a) Visualizacion o reconocimiento (Nivell): Los estudiantes tienen una visién mas amplia

e individual de las figuras, los describen solamente considerando sus caracteristicas
visuales, y de manera independiente los estudiantes no buscan relaciones o
caracteristicas diferentes. Simplemente se limitan a describir el aspecto fisico o visual
inmediato.

b) Analisis (Nivel 2): Los estudiantes poseen la capacidad de sefialar elementos y
propiedades de objetos matematicos que tienen las figuras (para el caso de este trabajo
seran los elementos que componen la TF), sefialando propiedades, a partir de la
observacién y experimentacion.

c) Clasificacion y ordenacion o deduccion informal (Nivel 3): Los estudiantes pueden
reconocer propiedades que se pueden deducir de otras y relacionarlas entre ellas, y asi

mismo poder dar definiciones matematicas correctas.
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d) Deduccion informal (nivel 4): Los estudiantes pueden emplear un lenguaje formal y
preciso para definir, clasificar y demostrar propiedades, a partir de razonamientos
deductivos formales.

e) Rigor (Nivel 5): Los estudiantes son capaces de formar teoremas en diferentes sistemas
axiomaticos, y en ellos realizar analisis y comparaciones. El estudiante es capaz de
realizar deducciones abstractas (p 15- 19)

De otra parte, y como una manera de ampliar el campo de estudio, (Landa & Sarasusa,

2017) proponen guiar los niveles de Van Hiele hacia la ensefianza y aprendizaje del anlisis, y en
particular a la Transformada de Fourier Discreta (TFD), y que contribuya a formular modelos de
intervencion didactica en las aulas que resulten més eficaces para la aceleracion del aprendizaje
significativo de los estudiantes.

(Landa & Sarasusa, 2017) Pretenden definir tedricamente los niveles de Van Hiele en
relacion con el razonamiento de aprendizaje de la TFD, teniendo en cuenta caracteristicas generales
de los niveles de razonamiento, las formulaciones particulares de estos en asuntos o temas ya
estudiados, y las propias caracteristicas matematicas de la TF. Para ello disefian una secuencia de
actividades, siguiendo los lineamientos de los 4 primeros niveles de razonamiento de VVH. las cuales
ofrezcan directrices y propuestas a los profesores o autores de libros de texto sobre esta tematica
para ayudar a que los estudiantes puedan pasar de un nivel a otro superior de forma mas eficiente
y conceptualmente mas robusta.

(Landa & Sarasusa, 2017) adaptan estos niveles de la siguiente forma: el nivel 1
(Visualizacion o reconocimiento), lo acomodan hacia la asociacién de los primeros términos claves
del tema de la TF, como lo es la sefial andloga o digital, frecuencia, espectro de magnitudes,
dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia, para el nivel 2 (Analisis), lo orientan hacia que

los estudiantes reconozcan los elementos de la TF ya mencionados en el marco matematico, y con
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esto puedan evaluar y analizar simuladores de ondas , por medio de la exploracion de los diferentes
comportamientos que puede tener las sefiales, seguido a este el nivel 3 (Deduccion informal,
clasificacion o relacion), en el estudio de la TF, el estudiante comienza a desarrollar la capacidad
de razonar y reconocer propiedades que se deducen de otras, y de estas hacer implicaciones, en
este caso el estudiante entiende que de una sefial en el dominio del tiempo , al dominio de frecuencia
consiste en realizar la operacién al contrario, en otras palabras, volver a recuperar la sefial del
dominio de frecuencia al dominio del tiempo, y por ultimo el nivel 4 (deduccion formal), en el cual
los estudiantes llegan a un razonamiento formal de la TF, a partir de la formalizacién del concepto
por medio del razonamiento l6gico matematico que logre el estudiante.

Con el sustento de documentos ya mencionados anteriormente, se pretende hacer una
propuesta de una secuencia de actividades para la ensefianza y aprendizaje de la TF, que permitan
desarrollar diferentes procesos y habilidades para la comprension de este campo del andlisis,
teniendo en cuenta que estas actividades estaran elaboradas con la finalidad de fortalecer algunos
conceptos previos que se requieren para entender la TF. Estas actividades estan seccionadas en
cuatro partes, donde en cada una de ellas se correspondera a los niveles de VH, siguiendo el orden
que sugiere el modelo.

La primera actividad esta centrada en el primer y segundo nivel, y estara dividida en dos
momentos para cada nivel. EIl primer momento de la primera actividad, corresponde al primer
nivel de visualizacion o reconocimiento, y busca desarrollar o evidenciar las competencias y
procesos de visualizacion y exploracion; en esta se procurara que los estudiantes reconozcan
elementos de una funcion periddica, a partir de la exploracion de la plataforma Phet y GeoGebra®,
con el apoyo de preguntas guiadas para la solucion de la actividad. Con ello se busca reforzar y
recordar conceptos previos que se necesitaran para abordar la TF. En el segundo momento

empezara a desarrollarse el segundo nivel de VH que corresponde al analisis; se pretende que esta
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actividad guie a los estudiantes a reconocer los elementos y propiedades de la serie de Fourier, y
elementos de las ondas, con el proposito que esto de paso al tercer nivel de VH de clasificacion,
ordenacion o deduccidn informal. En esta se relaciona la funcion exponencial expresada en la
férmula de Moire con la serie de Fourier para obtener asi la serie compleja de Fourier. Para
finalizar, la tercera actividad, enfatiza en el cuarto nivel de deduccién formal, que busca, desde lo
obtenido en la primera y segunda actividad, el estudiante deba hacer uso de las propiedades ya
encontradas anteriormente y deduzca condiciones necesarias para llegar a la definicion de la T.F.

Para la implementacién en el aula se lleva la propuesta a un espacio de clases junto con las
actividades que estaran orientadas bajo las fases de aprendizaje segtin el modelo de VH, las cuales
son secuenciales y deben desarrollarse de manera completa y por ello se deben implementar
mediante un desarrollo sistematico. (Gutierrez & Pastor, 1990) describieron las fases de la siguiente
manera:

1. Informacién e interrogacion: Esta fase permite identificar los saberes previos de los
estudiantes, y en esta se deben plantear preguntas para determinar el punto de partida
de los estudiantes y disefiar actividades pertinentes.

2. Orientacion dirigida: En esta fase empieza el desarrollo del campo temaético de estudio
con mayor profundidad; plantear actividades debidamente secuenciadas, en las cuales
los estudiantes puedan experimentar, realizar mediciones, descubrir, comprender,
asimilar, aplicar, etc. los conceptos, propiedades y relaciones de los diversos objetos
matematicos.

3. Explicacion o explicitacion: Es una fase en la cual los estudiantes intercambian sus
aprendizajes, experiencias entre pares contando con la guia del docente. El rol del

docente es por lo tanto de mediador, orientador y de alli que deba monitorear el lenguaje
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matematico que emplean los estudiantes para realizar correcciones de acuerdo con el
nivel de razonamiento de VH, que se esté implementando.

4. Orientacion libre: Es el momento en que se emplean actividades mas complejas,
fundamentalmente referidas a la aplicacion de los aprendidos en las actividades
anteriores, a contenidos como el lenguaje matematico. En esta los estudiantes se apoyan
en el proceso de relacionar los conocimientos previos, con los nuevos conocimientos y
empiezan a construir generalizaciones de conceptos matematicos.

5. Integracion: Es una fase en la cual se consolida lo trabajado en las anteriores fases con
el objetivo que el estudiante construya una red conceptual de conocimientos aprendidos
0 mejorados que sustituya o ajuste a la red conceptual que tenia anteriormente
(Reacomodacion conceptual). (p 332- 335)

Siguiendo la secuencia que propone el modelo VH para desarrollar los niveles de
razonamiento, se debe determinar en qué nivel se encuentra el estudiante, para ello (Corberan
Salvador et Al, 1994) manifiestan que se debe identificar el nivel del estudiante correspondiente
a la respuesta que haya dado a una situacién especifica desde sus producciones escritas. En general,
para determinar el nivel, se establece un tipo de respuesta en funcion de la calidad matematica de
la misma; se asume que a mayor nivel la calidad de la respuesta debe evidenciar no sélo progresos
sino caracteristicas propias de ese nivel. Los tipos de respuesta que define (Corberan Salvador et
Al, 1994) son:

v" Tipo 0: Corresponde a los puntos o items que no tienen respuesta (Respuestas
ausentes).
v' Tipo 1: Hace referencia a que el estudiante no esta en un determinado nivel de

razonamiento. (No admite una clasificacion aun existiendo respuesta).
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v Tipo 2: Corresponde a respuestas incorrectas e incompletas en las que se permite
reconocer indicios de algin nivel.

v Tipo 3: En este, se encuentran las respuestas correctas pero incompletas en las que
se den indicios de reconocimiento de algun nivel.

v" Tipo 4: Las respuestas empiezan a reflejar claramente caracteristicas de dos niveles
diferentes, en esta los estudiantes se encuentran en una transicion entre niveles (Se
pueden evidenciar avances o retrocesos entre niveles).

v Tipo 5: Respuestas bastante completas pero incorretas o que atienden a solamente
un aspecto de un nivel.

v Tipo 6: Las respuesta son bastante completas y correctas y reflejan el nivel de
razonamiento determinado, eventualmente se tratan de respuestas claras y consisas,
pero que presentan “saltos” en el razonamiento deductivo; seguido porque tiene
pequerios errores argumentativos o vacios.

v Tipo 7: Respuestas matematicamente correctas y completas que reflejan claramente
un nivel de razonamiento (p 107 - 108)

Finalmente, la intencion es poner a prueba una secuencia de actividades encaminadas a los
niveles de razonamiento que propone el modelo VH, para fortalecer el aprendizaje de los
estudiantes, pero para ello se recurrira al uso de herramientas tecnolégicas, que brinden una riqueza

de representaciones y las cuales se describiran en el siguiente capitulo.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

e Transformadas de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la

Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN



34

CAPITULO 4: MARCO TECNOLOGICO

El presente capitulo aborda las razones por las cuales la tecnologia juega un papel
protagonico en el desarrollo de la TF segln el presente trabajo y los conceptos que la anteceden.
Se muestra su utilidad y un nuevo enfoqué que se puede dar al desarrollo de la propuesta.

Se debe comenzar aclarando que el uso de la palabra tecnologia en este documento hace
referencia a la primera acepcion de la definicion dada por la Real Academia Espafiola (RAE) donde
se indica que “La tecnologia es el conjunto de teorias y de técnicas que permiten el
aprovechamiento practico del conocimiento cientifico” (Real Academia Espafiola, 2022).

4.1 ;Por qué usar herramientas tecnoldgicas?

Las herramientas tecnoldgicas que existen actualmente generan un abanico de posibilidades
en cuanto a educacion, pero no todas ellas benéficas o pertinentes, pero que igual constituyen un
reto ineludible para los educadores y en particular para los educadores matematicos.

Para Godino J. (2010), la investigacion en didactica de la matematica, al igual que en otros
campos requiere de métodos tedricos como practicos, demanda un proceso continuo que va, desde
la investigacion pura, hasta la elaboracion de materiales para instruccion; de aqui, las herramientas
tecnoldgicas permiten la investigacion en el aula por parte de los docentes. (Godino J. , 2006)
afirma que no basta identificar las ideas matematicas relevantes, sino que es necesario investigar
cémo mejorar el acceso de los estudiantes a estas ideas, y estimular su voluntad de aprender. Para
ello es necesario tener en cuenta la dialéctica entre la ensefianza y el aprendizaje, y también el papel
de la tecnologia en los entornos de aprendizaje y el papel del profesor.

Es importante mencionar que dentro de este apartado del marco tedrico “Toda accion
cognitiva es una accion mediada por instrumentos materiales o simbdlicos. ElI conocimiento
producido depende de los instrumentos de mediacidn que pongamos en juego en su construccion y

del lugar que tales instrumentos tengan en el entorno sociocultural” (Castiblanco, 2000).
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Simultaneamente se ha establecido en el contexto de la educacion matematica que “La existencia
de la computadora plantea a los educadores matematicos el reto de disefiar actividades que tomen
ventajas de aquellas caracteristicas con potencial para apoyar nuevos caminos de aprendizaje
Arcavi y Hadas (2000) citado en Gamboa, 2007, p.17”. El uso de la tecnologia hace, entre otras,
que el docente profundice en sus conocimientos, cuestione su quehacer y reconozca el papel
decisivo que tiene en la transformacion de las estructuras curriculares y la potencialidad para
transformar las practicas escolares. (Castiblanco, 2000). Pero la incorporacion de la tecnologia en
las aulas, esto ofrece retos, oportunidades, y riesgos que deben ser identificados. Un punto de
partida, no necesariamente Unico, es cuestionarse sobre aspectos globales relacionados con su uso
e implementacion.

4.2 ; Como implementar la tecnologia y las herramientas tecnolégicas?

La propuesta de introduccion de la Transformada de Fourier se basa en la idea central de
Gamboa (2007) que afirma que la clave esta en trabajar las situaciones cotidianas y los problemas
presentes en libros de texto desde un nuevo enfoque apoyadas en las herramientas tecnoldgicas
disponibles.

Los autores del presente trabajo consideran que se deben mencionar 3 puntos claves dados
en la literatura del campo disponible por Fudlestad (2004) en Gamboa. (2007, p,19), a saber:

e Los estudiantes y el docente deben tener en cuenta los comandos basicos de la
herramienta (conocimiento de los mismos o cuando menos la nocion, mediante
exploracion, del papel que cumple).

e Se deben trabajar modelos simples (al menos en las etapas iniciales de

aproximacion a los conceptos).

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

Educadora de educadores

Transformada de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la
Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN



36

e Se debe seleccionar la herramienta adecuada para la resolucién de la actividad
planteada.
4.2.3 La eleccidn de las herramientas a trabajar

Los espectros que se generan de la TF permiten realizar el analisis de la funcion en otro
dominio. Por ello se eligen principalmente 3 Software libres para poder introducirla.

El programa que predomina en la introduccion es GeoGebra® ya que cumple con los 3
puntos claves para tener en cuenta en el trabajo de la Transformada de Fourier. Segun (Ruiz et Al
2013) afiema que en el disefio de talleres, corrobora que GeoGebra® crea ambientes dindmicos y
se puede asumir como una herramienta didactica ya que es un elemento fisico y simbolico que
funciona para el maestro y proporciona a los estudiantes diversas formas de representacion,
visualizacion y organizacion de los conceptos trabajados. También se elige ya que GeoGebra®
integra el trabajo en las areas de geometria, algebra y analisis.

Otro de los programas a utilizar es el simulador Phet; (Diaz Pinzon, 2017) concreta los
simuladores como las plataformas que permiten modelar o replicar fendmenos de la realidad, y su
finalidad es que el usuario construya su propio conocimiento a partir de diversas exploraciones con
el entorno propiciado por el simulador, manipulando una serie de variables y pardmetros que se
encuentran dentro del modelo que simula. El simulador Phet proporciona réplicas de situaciones
cientificas y matematicas, las cuales son interactivas. Ademas, para esta propuesta, este simulador
cuenta con una sesion dedicada a los elementos de la serie de Fourier, la cual serd fundamental
para abordar la TF. Por otra parte, se usard el aplicativo de Audacity, que permite realizar
grabaciones y ediciones de audios, lo que ayudard a dar paso a demostrar los espectros de
frecuencia de la TF, estos se veran en las ondas generadas por la grabacion de un sonido producido

por cualquier instrumento acustico, o directamente del aplicativo.
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Estos programas seran herramientas fundamentales para el desarrollo de la propuesta para
introducir la TF, ya que contienen elementos y funciones que permiten una adecuada manipulacion
para dar paso a la construccion del concepto.

4.3 ;Como se implementa en la propuesta?

La construccién de esta propuesta tiene como intencion que los estudiantes visualicen los
elementos y caracteristicas que hacen parte de la Serie de Fourier inicialmente para asi dar pasa a
identificar estos en la Transformada de Fourier. Para ellos se recurrirdn a uno de los applets de Phet
para que los estudiantes exploren y puedan de forma interactiva visualizar sus partes.

Se realizaran unas construcciones en GeoGebra® para evidenciar el resultado de algunas
ecuaciones importantes que se necesitan y seradn una ayuda visual para el estudiante. Finalmente,
Audacity se presentard a modo de ejemplo para explicar una pequefia aplicacion de la

Transformada de Fourier y como los softwares de este estilo manejan los conceptos de esta.
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CAPITULO 5: SECUENCIA DIDACTICA

En este capitulo se aborda la metodologia y se explican las diferencias entre los trabajos
mencionados en el apartado de antecedentes.
5.1 Metodologia del trabajo

En esta seccidn se presentan los principales referentes tedricos tomados y la estrategia de
trabajo para implementar esta propuesta de ensefianza y aprendizaje de la TF. Asi, teniendo en
cuenta los referentes tedricos ya mencionados en los capitulos anteriores, presentados en  los
marcos didactico, matematico y tecnoldgico, y los recursos e instrumentos propuestos para la
recoleccion de informacidn, y andlisis frente a los cuatro niveles de VH que se determinaron en las
producciones de los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional que se encontraban cursando un espacio académico de la linea de Profundizacién en
Célculo.

El proposito que tiene esta propuesta es brindar un apoyo para los docentes en la ensefianza
de la TF, la cual permita un mejor aprendizaje de esta, y promueva potenciar habilidades, procesos
y competencias que le permitan a los estudiantes llegar a la comprension de los fundamentos de la
TF. Para ello, se elabord una secuencia de actividades, las cuales se adaptaron al modelo de
razonamiento que proponen los esposos Van Hiele.

Se debe precisar que este trabajo se enfoca en desarrollar los 4 primeros niveles de
razonamiento que propone VH (reconocimiento o visualizacién, andlisis y clasificacion o
deduccién informal y deduccion formal). El nivel 5 que corresponde al rigor, no se abordara debido
a que requiere el estudio de tematicas de alto nivel matematico que no se encuentran en el programa
basico de formacion de los estudiantes, como lo son los espacios de Hilbert, calculo en variable
compleja, entre otras, y que sustentan la teoria de la TF. Si bien algunos de estos ejes pertenecen

a espacios académicos de profundizacién en matematicas, no todos los estudiantes acceden a todos
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los espacios de la linea de profundizacion del célculo (Analisis) ya que la seleccion de las lineas
hace parte de la flexibilidad académica del programa, por lo tanto, resultaria pretencioso entrar a
explorar el nivel del rigor. Asi, al no tener los estudiantes una nocion clara de dichas tematicas hace
que la TF pueda llegarse a considerar como un tema demasiado complejo, y esto podria influenciar
en una actitud negativa de los estudiantes. Otra de las razones, es que esta propuesta busca presentar
la TF, pero al ser esta una introduccion se trata de condensar las principales tematicas que ayudan
a comprender su funcionamiento, y cumplir el objetivo propuesto por esta secuencia, asi que no se
pretende agotar el objeto de estudio, y mas bien generar inquietud en los estudiantes para que los
interesados en profundizar especificamente en las transformadas y en particular en la TF lo hagan.
A continuacidn, la llustracion 1. muestra la secuencia tematica que se pretende implementar
en la propuesta.
lHustracion 3

Secuencia Tematica de la Propuesta

7/ﬁ AN
ePaso de la
. (SCF) serie a la
eFunciones integral de
Periddicas. e|dentidades Fourier
eElementos de variable ePaso de la
de Ia.s compleja integral de eDefinicién de la
funciones que se usan Fourier a la transformada.
sinusoidales para la Integral
*Definicién tematica Compleja
de la SF. *Paso de la de Fourier
SF ala SCF
o J—

Fuente: Elaboracion propia.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

Educadora de educadores

Transformada de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la
Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN




40

La anterior secuencia tematica se propone con base en la revision de los libros consultados
en el marco matematico, con las debidas adaptaciones para lograr introducir la TF, teniendo en
cuenta los elementos que son necesarios para su comprension. Sin abordar por cuestiones de tiempo
a profundidad cada uno de ellos.

Con la secuencia tematica definida se entiende como abarcar los niveles, la llustracion 2
muestra el orden de las actividades respecto al nivel de las preguntas de acuerdo con los niveles de
razonamiento de VH para esta propuesta. Usualmente, las actividades disefiadas dentro del modelo
VH tienen preguntas que referencian los 5 niveles de razonamiento en geometria. Para la
adaptacion que se plantea en las actividades es en comprender a minimo 2 niveles de forma general;
y a medida que se avanza en las actividades se aumente el nivel de las preguntas.
lustracion 4

Secuencia de actividades segun niveles de las preguntas bajo VH

Actividad 3: Transformada de Fourier

Actividad 2: Serie compleja de Fourier

Nivel 3
Nivel 2 Actividad 1: Serie de Fourier

el Momento 1: Momento 2:
Nivel 4 Nivel 3 Nivel 1y 2 Nivel 2y 3

Fuente: Elaboracion propia.
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Dado que la TF es un tema avanzado, y siendo esta una introduccion, la secuencia propone
que los conceptos previos 0 nuevos que los estudiantes deben adquirir para empezar a trabajar con
la transformada, se aborden con el nivel 1y 2. El paso a la segunda actividad enfatiza un poco més
en el andlisis por parte de los estudiantes, para finalmente en la tercera actividad terminar con un
nivel de formalizacion propio de un estudiante de nivel universitario, sin entrar en el rigor, pero
asi mismo no dejando de lado la formalizacion de los conceptos trabajados.

A continuacion, se presentard el disefio de las actividades y la evaluacion de estas.

5.1.1 Disefio de actividades e implementacion

La elaboracién de estas actividades, se direccionaron a los cuatro primeros niveles que
propone el modelo VH (reconocimiento o visualizacion, deduccion informal y deduccion formal).
Por lo tanto, para la preparacion de cada una de ellas se debe tener en cuenta la secuencialidad de
los niveles y de las fases de aprendizaje por nivel, las cuales son: informacion, orientacion dirigida,
explicitacion libre e integracion; estas estaran disefiadas para la implementacion de cada una en
una sesion de 2 horas a un grupo de estudiantes del programa de Licenciatura en Matematicas de
la Universidad Pedagdgica Nacional que cursan el espacio académico de Profundizacién en
Célculo 2022-2.

5.1.1.1 Disefio primera actividad (momento 1) - nivel de visualizacion o

reconocimiento.

Esta actividad esta enfocada al primer nivel de razonamiento de reconocimiento o
visualizacidn. Segun (Chavarria, 2020) confirma (o permite confirmar) que los estudiantes deben
tener una percepcion individual de las figuras, describen una figura considerando caracteristicas
meramente visuales y, de manera independiente. En la adaptacion realizada para esta actividad se

requiere que a partir de la exploracién en GeoGebra® y el applet, el estudiante recuerde conceptos
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previos partiendo de indicaciones que habrén en este entorno, para asi llegar a la serie de Fourier.
La implementacion de la actividad se llevd a cabo de la siguiente manera:
Tabla 1

Primera Actividad.

Actividad 1 (momento 1) Series de Fourier: Visualizacion o reconocimiento (nivel 1 VH)

Objetivo general de la actividad
Identificar los elementos que componen la serie y transformada de Fourier.
Objetivos especificos
e Reconocer los componentes de una onda sinusoidal.
e Reconocer que T y 4, asi como k y w son analogos, pero no iguales.
¢ Identificar que efecto tiene la frecuencia sobre la forma de las graficas de las funciones
sinusoidales.
e Reconocer que longitud de onda y periodo no correpsonden a puntos especificos de la
gréafica, sino que indican la longtud/ tiempo entre dos valles consecutivos, crestas
consecutivas, maximos consecutivos, dos nodos o antinodos no consecutivos, o cualquier

otro par de puntos correspondientes.

- Descripcion

Se asume que los estudiantes que estan cursando Profundizacion en Célculo, ya vienen
Informaciéon e con conceptos previos del ciclo de fundamentacion de la carrera en licenciatura en
interrogacion  matematicas. Por lo tanto, el primer momento de la actividad se enfocara a modo de
repaso o revision de preconceptos, donde se abordaran los objetos matematicos que se
relacionan con las ondas y los fendmenos periddicos.

Se les indicara a los estudiantes ingresar a un grupo de Teams creado para el curso de
Profundizacién en Calculo y creado por el docente a cargo de este espacio académico
para el periodo 2022-2 (Denominado en la plataforma como “Top_Prof Cal 2022 2”.)
Alli los participantes encontrardn una carpeta nombrada “Transformada Fourier”, y en
ella estara disponible la actividad denominada “Actividad 17, junto con un archivo de
GeoGebra®, que se usard como insumo para el segundo momento de la actividad.
(Véase Anexo A)

Orientacion
dirigida
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Para comenzar, los estudiantes tendrdn que acceder al enlace
https://phet.colorado.edu/es/simulations/fourier-making-waves/about del simulador
Phet, “Fourier: Creando Ondas”, en este se encuentran 3 secciones. Para los propdsitos
del trabajo se hace la aclaracion que se abordaran la seccion denominada “discreto”.

llustracién 5

Secciones del Applet de Phet.

Fourier: Creando Ondas

Discreto

Fuente: Elaboracion propia.

En la actividad se le daréa al participante una serie de indicaciones que debera realizar
en el primer simulador.

llustracion 6

Instrucciones de la Actividad.

Acceda al link https://phet.colorado.edu/es/simulations/fourier-making-waves/about

Verifique que en el stmulador se cumplan las siguientes condiciones

# De Clic en la opcién de “discreto”

La opcion de forma de onda escoja “sinusoide”

La opcion de “Armdnicos ', seleccione “17

La opcion de “funcicn de”’, seleccione “tiempo (t)*

La opcion de senies, déjela en términos de “seno”

A A 2 A 4

En “Ecuacion™, modifiquelo y que quede en términos de “oculto”

Fuente: Elaboracion propia.

Posteriormente, los estudiantes seguiran las instrucciones como se refleja en la
(Nustracion 4).
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Esta fase se implementa en el primer momento de la actividad, en el cual los estudiantes
deben iniciar explorando en el simulador; a partir de esta, ellos deberan responder las

EXp“C.ItaC.I(,)n preguntas que se encuentran en el taller nombrado “actividad 1”. Véase Anexo A.

o0 explicacion

Orientacion Esta fase comienza junto con la anterior, en la cual los estudiantes deberan recurrir a
libre conceptos previos, para responder las preguntas, con el apoyo de intercambio ideas

entre sus comparieros.

Finalizada la actividad, se realizara una socializacion o puesta en comin y una
Integracion explicacion de los conceptos y objetos matematicos que aparecieron en la exploracion

con el applet.

Fuente: Elaboracion propia.

5.1.1.2 Disefio segunda parte primera actividad (momento 2)- nivel de Analisis

Este segundo momento de la actividad ird encaminada en el nivel 2 de VH, analisis, el cual
define Chavarria (2020) como aquella en que los estudiantes cuentan con la capacidad de sefialar
los elementos y propiedades matematicas que tiene las figuras geométricas; para nuestro caso, la
adaptacion, sera identificar las propiedades de los elementos que componen la serie de Fourier la
cual iran construyendo a partir de los procesos de observacion y experimentacion; se espera que
con ello lleguen a generalizaciones de estas propiedades para asi identificar el comportamiento de
la serie respecto a una funcién. Se considera importante aclarar nuevamente que esta actividad se
implementara la primera sesion de clase junto con el primer momento de la actividad 1 (Tabla 1)
Tabla 2

Segunda Parte de la Actividad 1.

Actividad 1 (momento 2) Series de Fourier: Analisis ( nivel 2 VH)

Objetivo general de la actividad
Identificar los elementos que componen la serie y transformada de Fourier.

Objetivos especificos
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e Reconocer que cada componente de la serie de Fourier corresponde a una onda sinusoidal

con la longitud de onda o periodo diferente.

o Identificar las relaciones entre el periodo, la frecuencia y la pulsacion.

Fases de
aprendizaje

Descripcion

Informacion e
interrogacion

Orientacion
dirigida

Explicitacion o
explicacion

Orientacion
libre

Después de haber desarrollado el primer momento el estudiante tiene como
herramienta lo trabajado en la seccion anterior (insumo de partida). Y a partir del
archivo GeoGebra®, iniciardn con el proceso de exploracion y visualizacion.

Este archivo los estudiantes lo encontraran en el grupo de Teams nombrado “Top Prof
Cal 2022 2” en la carpeta nombrada “Actividad 17, hallaran el archivo GeoGebra®

llamado “momento 2”. Y tambien la siguiente representacion de GeoGebra®. Como
se muestra en la ilustracién 5.

llustraciéon 7

Archivo de GeoGebra® para segundo momento.

Freeuencia. Amplitud

=18 A=27

%: 0 =— Y

Fuente: Elaboracion propia.

En esta fase, los estudiantes regresan al uso de los applets en este caso con el
archivo GeoGebra® denominado “Segundo momento” y en él realizaran un
momento de exploracion para identificar el comportamiento de la animacion

presentada.

Los estudiantes deberan responder las preguntas que se encuentran en el taller
nombrado “actividad 2”, (Vease Anexo A)

Nuevamente los estudiantes deben recurrir a los conocimientos basicos de geometria
y trigonometria para intentar encontrar la relacion existente entre los conceptos que
se plantean en la actividad.
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En esta ultima fase, los autores de la propuesta introducen el concepto de serie de
Fourier, aludiendo a los elementos que los estudiantes encontraron en la actividad.

Fuente: Elaboracion propia.

Integracion

5.1.1.3 Disefio de segunda actividad — nivel de clasificacion, ordenacion o deduccion
informal
Esta actividad ir4 enfocada en el tercer nivel del modelo VH, la clasificacion ordenacion o
deduccion informal, que define Chavarria (2020) como la que consiste en que los estudiantes
pueden reconocer las propiedades que se deducen unas de otras y sus respectivas implicaciones.
Para el caso de esta actividad, en la adaptacion realizada, los estudiantes deberan relacionar las
propiedades encontradas en las actividades anteriores y hacer uso de operaciones entre complejos

para llegar a la serie compleja de Fourier.

Tabla 3

Actividad 2 Serie Compleja de Fourier.

Actividad 2 Series compleja de Fourier: Deduccion informal ( Nivel 3 VH)

Objetivo general de la actividad
Identificar la relacion entre la Serie de Fourier y la Serie compleja de Fourier.
Objetivos especificos
e Identificar el espectro de fecuencias de una funcién con la serie de Fourier.
e Encontrar la relacion entre las funciones seno y coseno, con las funciones exponenciales

complejas.

Fases de

o Descripcion
aprendizaje

El punto de partida de esta actividad se fundamenta en la sesison directamente anterior
Informacion e  por lo que los estudiantes cuentan, al menos de manera tedrica, con las herramientas
interrogacion  para abordar la actividad.

Orientacion  Se les indicard a los estudiantes ingresar al grupo de Teams del curso de
dirigida Profundizacion de Calculo “Top Prof Cal 2022 2”, por lo tanto, ellos abriran la
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carpeta nombrada “Transformada Fourier”, y en esta encontraran la actividad llamada
“Actividad 2”, junto con un archivo de GeoGebra®, que se usard como insumo para
el desarrollo de la actividad. Ademas,contaran con los apuntes de la sesién anterior.
Véase Anexo B

llustracién 8

Archivo GeoGebra® Actividad 2

\
AN Pista primer literal
D Pista segundo literal

Fuente: Elaboracién propia.
Explicitacién o Los estudiantes deberan responder las preguntas plateadas de la actividad. VVéase
explicacion Anexo B.
En esta fase, en especial en el Gltimo punto de la actividad, los estudiantes deberan
justificar la relacion de la funcién seno y coseno con las funciones exponenciales
complejas, el insumo que tienen para ayudarse serd el archivo denominado
“identidades principales” que sera un apoyo visual basicamente para la deduccion que
realicen.
Finalmente los autores de la propuesta a modo de conclusiéon desarrollaran la
Integracion justificacion del paso de la Serie de Fourier a la Serie compleja de Fourier. Para esto
ultimo es importante que los estudiantes hayan logrado justificar las identidades.
Fuente: Elaboracion propia.

Orientacion
libre

5.1.1.4 Disefio de tercera actividad — nivel de deduccién formal

Esta actividad ira encaminada hacia el cuarto nivel del modelo de VH, sobre la deduccion
formal, en el cual (Chavarria, 2020) menciona que los estudiantes deben emplear un lenguaje
matematico mas formal y preciso, para asi poder definir, clasificar y demostrar ciertas propiedades.

Estas se llevaran a cabo mediante razonamiento deductivos formales. Para el caso de esta actividad
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serd el realizar la demostracion del paso de la integral de Fourier a la integral compleja de Fourier
(transformada inversa de Fourier).
Tabla 4

Actividad 3 Transformada de Fourier.

Actividad 3 Transformada de Fourier: Deduccion formal ( nivel 4 VH)

Objetivo general de la actividad
Abordar el concepto de la transformada de Fourier desde la anti transformada de Fourier, realizar el
paso de lo discreto a lo continuo e identificar el uso de la trasformada en el aplicativo Audacity.
Objetivos especificos

o Identificar el uso de la transformada de Fourier.

e Demostrar la relacion entre la integral de Fourier y la integral compleja de Fourier

e Calcular la transformada de algunas funciones.

Fases de

aprendizaje
Informacién e  El punto de partida de esta actividad se fundamenta en la sesion anterior, por lo que
interrogacion  los estudiantes cuenta con las herramientas para abordarla.
Para esta fase los estudiantes no comenzaran con la actividad, sino deberan atender a
las explicaciones que se brindaran por parte de los autores de la propuesta que tendran
un gran impacto en el desarrollo de la actividad.
Una vez los estudiantes reciban la explicacion final procederan al desarrollo de la
parte de la actividad que implica su accién especifica sobre la comprension. Véase

Descripcién

Orientacion
dirigida

Explicitaciéon o
explicacion

Anexo C.
Orientacion  Los estudiantes con ayuda de las identidades y ejemplo vistos deberan dar solucién a
libre la actividad planteada, para ello pueden recurrir a los apuntes.
., Finalmente se mostrara a los estudiantes el uso de la transformada de Fourier con un
Integracion

ejemplo en el aplicativo Audacity.
Fuente: Elaboracion propia.

Con las actividades descritas, se hace necesario construir los indicadores de la evaluacion
que permitiran realizar el posterior analisis del pilotaje de las actividades planteadas. Para
determinar estos indicadores se ha decidido enmarcarlos en los objetivos especificos de cada

actividad, ya que asi se facilitara el analisis posterior. Ademas, permiten identificar el nivel de VH
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en el que se encuentran los estudiantes segln las definiciones mencionadas en los apartados
anteriores, por supuesto, desde sus producciones escritas. Se recuerda que es una adaptacion de los
niveles de VH, y al no encontrarse criterios de clasificacion especificos en el area del analisis, los
autores del presente trabajo proponen los que se presentan a continuacion.

5.1.2 Criterios de clasificacion de los niveles de Van Hiele para la secuencia.

Dado que las tipologias son casos de respuesta particulares para geometria, se genera la
necesidad de adaptar las definiciones propuestas en las secciones anteriores y la secuencia,
quedando de la siguiente manera:

e Tipo 0: No se presentan respuestas.

e Tipo 1: Hace referencia a que el estudiante no estd en un determinado nivel de
razonamiento. (No admite una clasificacion aun existiendo respuesta).

e Tipo 2: Corresponde a respuestas incorrectas e incompletas en las que se permite
reconocer indicios de algun nivel.

e Tipo 3: En este, se encuentran las respuestas correctas, pero con confusiones en los
elementos relacionados en las que se dan indicios de reconocimiento de algun
nivel.

e Tipo 4: Las respuestas empiezan a reflejar claramente caracteristicas de dos niveles
diferentes, en esta los estudiantes se encuentran en una transicion entre niveles (Se
pueden evidenciar avances o retrocesos entre niveles).

e Tipo 5: Respuestas bastante completas pero que atienden a solamente un aspecto
de un nivel.

e Tipo 6: Las respuestas son bastante completas y correctas, y reflejan el nivel de

razonamiento determinado. Eventualmente se tratan de respuestas claras y concisas,
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pero que presentan “saltos” en el razonamiento deductivo caracterizados porque
tiene pequefios errores argumentativos o vacios en el mismo.

e Tipo 7: Respuestas matematicamente correctas y completas que reflejan claramente
un nivel de razonamiento.

Para ponderar las respuestas de los estudiantes y determinar en qué nivel se encuentran se
trabajara con las tipologias adaptadas. La tabla 5 de (Corberan Salvador et Al, 1994, pag. 108)
citada en Chavarria (2020) se tomara para la ponderacion de las respuestas.

Tabla 5:

Ponderaciones de las Tipologias.

Tpo 0 1 2 3 4 & 6 7
Ponderacion 0 0 20 25 50 75 80 100

Fuente: (Chavarria, 2020, p. 89).

La clasificacion cualitativa del grado de los niveles se toma igualmente de Chavarria
(2020).
Tabla 6:

Clasificacion Cualitativa de los Niveles.

85% - 100% Completa (C)
60% - 85% Alta (A)

40% - 60% Intermedia (1)
15% - 40%  Baja adquisicion (B)
0% - 15%  Mula adquisicidn (N)

Fuente: (Chavarria, 2020, p. 89)
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Estas clasificaciones permiten tener una valoracién cualitativa y cuantitativa de la
actividad, permitiendo indicar el alcance de la propuesta desde las dos perspectivas. En la Tabla 7
se muestran los criterios de clasificacion, los cuales se tendran en cuenta para hacer el respectivo
analisis de las producciones escritas realizadas por los estudiantes durante el desarrollo de las
actividades implementadas en el curso.

Tabla 7

Criterios de Clasificacion Niveles de Van Hiele Adaptados.

_ ) Actividad que Permite
Nivel Descriptor o
Identificar.

El estudiante es capaz de
reconocer graficamente los
elementos conceptuales que
componen la representacion

analitica de la serie de Fourier, Actividad 1 “Series de

Fourier”

Reconocimiento o

visualizacion. tales como : _
Primer momento

e Frecuencia.
e Periodo.
e Pulsacién angular.
e Funciones sinusoidales.
El estudiante es capaz de Actividad 1: “Series de

. . Fourier”
Anélisis identificar las relaciones

Segundo momento.

matematicas que existen entre la
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_ ) Actividad que Permite
Nivel Descriptor o
Identificar.

frecuencia, el periodo y la
pulsacion.

Identifica, la serie de Fourier
COMO una aproximacion de
funciones periodicas en el dominio
del tiempo.

El estudiante es capaz de justificar
las identidades de la variable
compleja que permiten hacer el
paso de la serie de Fourier a la

Deduccion informal u

., ; leia d . q Actividad 2: “Serie
ordenacion y Serie compieja ae Fourier Yy puede

e o, compleja de Fourier”
clasificacion organizar las frecuencias de las

funciones sinusoidales para

identificar el espectro de

frecuencias discreto de la serie.

El estudiante comprende el paso Actividad 3: “Transformada

de la integral de Fourier a la de Fourier”
integral compleja de Fourier,

Deduccion formal encontrando asi la definicion de la

transformada inversa e

identificando el coeficiente de la

misma como la transformada de
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_ ) Actividad que Permite
Nivel Descriptor o
Identificar.

Fourier; ademas, es capaz de
encontrar analiticamente la
transformada de Fourier de
algunas funciones basicas.

Rigor No se aplica para esta secuencia No aplica

Fuente: Elaboracion propia.
Una vez se hayan definido los criterios de clasificacion, es indispensable identificar el nivel
de razonamiento en que se encuentra los estudiantes, a partir de las actividades entregadas, y para
ello se tendré en cuenta los siete tipos de respuesta que se presentaron en el marco didactico.

5.2  Principales diferencias respecto a los antecedentes.

En el apartado de antecedentes se indicaron dos trabajos que abordaban la TF. Uno de ellos
desde un aspecto pedagogico sin tener en cuenta algin modelo especifico y el segundo que
abordaba la TF desde los niveles de VH, y presentaba una caracterizacion de las fases bajo la
secuencia propuesta por ellos. A continuacion, se presenta un cuadro comparativo de las dos

secuencias propuestas para ilustrar principalmente las diferencias con este trabajo.

Tabla 8

Diferencias de la propuesta con los antecedentes.

Documentos de la seccion de Antecedentes Propuesta de Trabajo
Los documentos que se mencionaron en el La propuesta se diferencia en los siguiente.
apartado de antecedentes tenian en comun las e Trabaja con los niveles de VH de forma
siguientes caracteristicas. secuencial, es decir, los elementos y

conceptos que se necesitan para
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e Trabajaban con los niveles de VH, pero
directamente con el concepto.
e Desarrollan primero con lo que
corresponde a la aplicacion.
e Utilizan software para realizar los
ejercicios.
o Explican los conceptos que aparecen en la
aplicacion.
o Formalizan la TF.
Se debe mencionar que no se muestran las
actividades que desarrollan, y la secuencia de

aplicacion.

comprender la TF se desarrollan con un
nivel 1y 2. En tanto que aumenta su
dificultad a medida que se acerca a la
definicion de la Transformada con los
niveles 3y 4. No se trabaja el rigor.
Presenta una secuencia tematica que para
los autores permite comprender el
funcionamiento y definicién de la TF.
Desde las Series de Fourier a la anti
transformada de Fourier, para definir la
transformada.

Se presentan la secuencia didactica con
las preguntas y ejercicios.

Se trabaja con mas de un software cada
uno especializado para determinada

actividad.

Fuente: Elaboracion propia.
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CAPITULO 6: ANALISIS DE LA SECUENCIA

En este capitulo se presentara el andlisis de la secuencia de actividades, para las cuales
se identificara el nivel de razonamiento de VH, y serén evaluadas a partir del tipo de respuesta
que propone (Corberan Salvador et Al, 1994). Se comenzara por brindar un contexto del curso
al cual se le aplico la secuencia, un analisis general del rendimiento del curso, y finalmente un

andlisis de las respuestas de algunos estudiantes por tipologia de respuesta.

6.1 Contextualizacion

La propuesta que se describio anteriormente se aplico a los estudiantes de la carrera de la
Licenciatura en Matematicas de la Facultad de Ciencia 'y Tecnologia de la Universidad Pedagdgica
Nacional, dado que por cuestiones de tiempo no se logro aplicar en otros programas de la misma
facultad. Las actividades se desarrollaron en el curso de Profundizacion en Célculo de la cuarta
version del programa, que se ubica en el déecimo semestre segun el plan de estudios de la carrera
en la linea de profundizacién de Calculo. Por lo anterior, los estudiantes que se encuentran en este
curso estudiaron en su ciclo de fundamentacion distintos conceptos matematicos necesarios para
abordar la TF. Se tom6 una muestra de 10 estudiantes de un total de 22 estudiantes que pertenecian
al curso, y que cumplieron con el desarrollo de las 3 actividades, y permiten realizar un analisis
completo de la secuencia. Las clases constaban de 2 horas, la primera actividad llevé més tiempo
que el presupuestado inicialmente, tomando cerca de 1 hora 40 minutos, excediendo en una hora
lo planeado; esto influy6 en las tipologias al momento de la valoracidn, ya que los estudiantes no
alcanzaron a terminar la actividad. En la segunda sesion la cantidad de estudiantes se redujo en un
50% rompiendo asi su proceso, ya que la actividad debia desarrollarse en el tiempo de clase, siendo
este el factor principal de la eleccion solamente 10 estudiantes quienes si desarrollaron las
actividades en la clase. Por altimo, la implementacion de la tercera actividad no presenté mayores

inconvenientes, pero al ser una secuencia de conceptos que se abordaron en las sesiones de clase
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pasadas, los estudiantes que no estuvieron en las sesiones anteriores se notaban
descontextualizados, teniendo que solicitar apoyo de los comparieros para comprender la actividad.

En las dos primeras sesiones primero se abordd la actividad y después la conceptualizacion
o explicacion del tema. La Ultima sesion se desarroll6 de forma contraria, es decir, primero se
realizé la explicacion y finalmente la actividad.

Para la Ultima sesion se tenia previsto mostrar un ejemplo en Audacity para que los
estudiantes conocieran una de las aplicaciones de la transformada en el sonido, pero por cuestiones
de tiempo no se logré implementar como se deseaba. Unicamente se lleg6 a mencionar y ver un
ejemplo simple del uso de la transformada en el software.

6.2 Andlisis de tipologias.

La secuencia contaba con un total de 24 preguntas y enunciados, a continuacion, se presenta
la dispersion de estas en la lustracion 7 con el fin de que se permita ver el desarrollo de la propuesta
desde las respuestas siguiendo los parametros de las tipologias.
lHustracion 9

Dispersion de las Tipologias Encontradas en las Respuestas.

—4— Tipo 0 —l—Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

== Tipo 4 =@—Tip0 5 ==t==Tipo 6

Tipo 7

[y
o

FRECUENCIA
O, N WAL O N O O

PREGUNTAS
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Fuente: Elaboracion propia.

La llustracion 8 muestra que determinadas tipologias, como la 7, aparecen con mas
frecuencia en las primeras preguntas, que abordan los primeros niveles, y se admite una respuesta
de acuerdo con el nivel, a medida que aumenta y se llegan a las Ultimas preguntas que hacen
referencia a los niveles 3y 4 la tipologia desciende a cero, en especial en las Gltimas 3 actividades
que corresponden a la tercera actividad que se concreta en la TF. Lo que indica que ya los
estudiantes no presentan respuestas correctas matematicamente y que a la vez sean completas.
lustracion 10

Dispersion Tipologia 7 Encontrada en las respuestas.

8
7
6
© 5
(5]
c
g4
Q
(0]
& 3
2
: m
0 (= 2 L = =
01 2 3 456 7 8 9 101112 1314151617 18 19 2021 22 2324
Preguntas
—@—Tipo 7

Fuente: Elaboracion propia.
Otra tipologia que aparece frecuentemente y que ademas tiene un comportamiento inverso
a la tipologia 7, es la tipologia 5 ya que en los primeros niveles no aparece como se definio en la
secuencia, hace referencia a la visualizacion, en tanto que en los otros requieren justificar sus
respuestas. A medida que aumenta el nivel de las actividades los estudiantes justifican sus

respuestas, pero no son del todo correctas ya que pueden presentar errores conceptuales.
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llustracién 11

Dispersion Tipologia 5 Encontrada en las respuestas.

10
9
8
7
.g 6
c
g 5
o
s 4
3
2
1
0
012 3 456 7 8 91011121314151617 18 192021222324
Preguntas
—@—Tipo 5

Fuente: Elaboracion propia.
La Tipologia 0 fue demasiado frecuente entre el segundo momento de la primera actividad,
a la cual se le atribuye el factor del tiempo ya que una cantidad considerable de estudiantes de la
muestra no logro culminar la actividad.
lustracién 12

Dispersion Tipologia 0 Encontrada en las Respuestas.

7
6
.‘_"5
%4
§3
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1
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Fuente: Elaboracion propia.

La Tipologia 6 fue obtenida por muy pocos estudiantes en las Gltimas preguntas de las
ultimas actividades, presentaron saltos en los pasos que tenian que realizar y los daban por
supuestos, sin embargo, en general, entendian que es lo qué se debia realizar.
llustracion 13

Dispersion Tipologia 6 Encontrada en las Respuestas.

4,5
3,5

2,5

Frecuencia

1,5

1
0,5
0 ® < Q

012345678 9101112131415161718192021222324

Preguntas

—@—Tipo 6

Fuente: Elaboracion propia.
La tipologia 4 aparecio en 2 estudiantes en especial en la parte final de la secuencia, lo que
indica que todavia no se pueden definir en ellos un nivel especifico; por lo general combinaban

ambos razonamientos.
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llustracién 14

Dispersion Tipologia 4 Encontrada en las Respuestas.

2,5
2
1,5
1

A0

0123456 7 8 9101112131415161718192021222324

Preguntas

Frecuencia

—@—Tipo 4

Fuente: Elaboracion propia.

La Tipologia 3 aparece en determinadas preguntas en el 40 por ciento de los casos, en
especial en las preguntas de la parte final, indicando que son respuestas correctas pero que son
bastante incompletas.
llustracion 15

Dispersion Tipologia 3 Encontrada en las Respuestas.

4,5

4

3,5

3

2,5

2

1,5

1

0,5

0 B o = = "2 B B o =
012 3 456 7 8 91011121314151617 18 192021222324

Preguntas

Frecuencia

Tipo 3

Fuente: Elaboracion propia.
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Conociendo la tendencia de las tipologias se mostrara a continuacion la valoracion de 3
estudiantes de forma individual, para indicar en qué nivel se encuentran respecto a la actividad.
6.3 Analisis de estudiantes.

En esta seccidn se tomaran 3 casos que muestran a un estudiante con un buen puntaje en la
valoracion individual, otro con un puntaje intermedio, y otro estudiante con niveles bajos respecto
a lo esperado. Seglin como los criterios de evaluacion de VH.

6.3.1 Evidencias particulares

Para entender las evidencias, el esquema de la tabla se toma de (Corberan Salvador et Al,
1994), en el cual, se identifica la actividad, el numero de la pregunta, nivel de pregunta y su
respectiva ponderacion en el nivel correspondiente. En la columna de Nivel Pregunta la casilla méas
oscura indica el nivel sobre el cudl se le asigna la tipologia. Atendiendo a VH se puede observar
que si la pregunta tiene dos posibles niveles en los cuales se encuentre la respuesta, el nivel
predecersor se asume superado por la secuencialidad que se maneja en el esquema de VH.

La siguiente tabla muestra la ponderacion de uno de los estudiantes.

Tabla 9

Ponderacion Primer Ejemplo Particular

Nivel Nivel | Nivel Nivel

Actividad Pregunta | Tipologia Nivel Pregunta 1 2 3 4

o P1 5 34| 100 | 75
g P2 7 23] a] 100
g P3 7 23] 4] 100
= P4 7 | 3 | 4] 100
£ P5 4 ' 3| 4| 100 | 50
c P6 0 ' 3]a] o 0
T P7 7 2 [ 3] 4] 100
& P8 7 23| 4] 100
b P9 7 23] 4] 100
- P10 7 2| 3| 4] 100
» P11 7 2] 3] 4] 100
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Nivel Nivel | Nivel Nivel

Actividad Pregunta | Tipologia Nivel Pregunta

o P12 2 1|2 4 100 25
E :.‘: P13 5 1 4 100 25
§ : P14 5 1 4 100 25
£
35 P15 5 1 4 100 25
e P16 7 1 4 100
- =
g o P17 2 1 4 20
(7]
P18 5 1 4 75
: P1(19) 5 1|2 4 100 75
Serie
complejade | P2(20) 3 1|2 4 100 25
Fourier P3(21) 5 1 2 100 100 50
- — P1(22) 6 1] 2 100 80
ranstormada
de Fourier | "2 (23) 3 1]2 100 | 100 | 25
P3 (24) 3 1|2 100 | 100 25
Ponderacién 90,91 | 82,50| 58,00 33,33

Fuente: Elaboracion propia.

La clasificacién cualitativa de los niveles para el estudiante se muestra en la Tabla 10.

Tabla 10
Valoracién Cualitativa Primer Caso Particular.

Nivel 1 Completa
Nivel 2 Alta
Nivel 3 Intermedia

Nivel 4 Baja Adquisicion

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 11

Ponderacion Segundo Ejemplo.

Actividad ‘Pregunta Tipologia Nivel Pregunta Nivel1l Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
P1 6 3|4| 100 80
o P2 7 34| 100
=
g P3 7 3| 4| 100
g P4 7 314 100
o P5 3 3|4 100 25
g P6 6 314 100 80
Q.
o P7 7 34| 100
§ P8 3 314 25
% P9 7 314 100
8 P10 5 34| 75
@
wv
P11 6 80
)
2 P12 5 1 100 75
g" P13 5 1 100 75
wv
5 2 P14 0 1 0
5 ¢ P15 0 1 0
o
o E P16 0 1 0
©
_§ P17 0 1 0
S
8 P18 0 1 0
P1 5 1 100 75
P2 3 1 100 25
Serie compleja de Fourier P3 5 1 100 100 75
P1 5 1 100 75
Transformada de Fourier P2 5 1 100 100 75
P3 0 1 0 0 0
Ponderacion 89,09 | 55,31| 52,50| 50,00

Fuente: Elaboracion propia.

La clasificacion cualitativa para el estudiante se puede evidenciar en la Tabla 12.
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Tabla 12

Valoracién Cualitativa Segundo Caso Particular.

Nivel 1 Completa

Nivel 2 Intermedia
Nivel 3 Intermedia
Nivel 4 Intermedia
Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 13

Ponderacion Tercer Ejemplo.

O
o)

O

B

P1 3 1 3|4 | 100 25
o
‘é P2 7 213|4]| 100
E P3 7 213 |4 100
E P4 7 2|3 |4 100
(]
E P5 3 1 3|4/ 100 25
= P6 3 1 34| 100 | 25
§ P7 3 2134 25
S P8 2 213|4| 20
el
@ P9 2 213|4 20
3 P10 7 213|4| 100
P11 6 213|4]| 100
[}
2 P12 5 12 4 100 75
>
& P13 0 112 4 0 0
» o
R P14 0 112 4 0 0
= o
2E P15 0 1|2 4 0 0
L o
g E P16 0 1 34 0 0
§ P17 0 1 3|4 0
o P18 0 1 3|4 0
P1 5 112 4 100 75
Serie compleja de Fourier P2 0 112 4 0
P3 0 11213 0
P1 0 1|2 4 0 0
Transformada de Fourier P2 2 11213 100 100 20
P3 4 11213 100 100 50
ponderacié 78,64 | 29,69| 31,82 23,33

Fuente: Elaboracion propia.
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La clasificacion cualitativa se indica en la siguiente tabla.
Tabla 14

Valoracién Cualitativa Tercer Caso Particular

Nivel 1 i

W\ P2 Baja Adquisicidn

W\ eIl Baja Adquisicion

W\ Baja Adquisicidn
Fuente: Elaboracion.

Un elemento en comun que presentan los tres ejemplos de estudiantes que trabajaron la secuencia
es que la gran mayoria coinciden en que el Gltimo nivel se encuentra en baja adquisicién. Se
presentard el resumen general de la ponderacion del curso por niveles.

6.3.2 Analisis general de la muestra.

En términos generales los datos encontrados en los niveles 1 y 4 son muy similares y no
existe una variacion muy alta. En tanto que para el nivel 2 y 3 se presenta una mayor variedad de
ponderaciones permitiendo concluir que en estos niveles no existe una categoria dominante.

6.3.2.1 Ponderacion de los niveles en la muestra.

lHustracion 16

Niveles de la muestra en la secuencia

Nivel 1: Alta
76,59
Nivel 4 Bféjja 37,67 61,09 Nivel 2: Alta
Adquisicion
56,33
Nivel
3:Intermedia

Fuente: Elaboracion propia.
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En términos generales se puede apreciar que no se obtuvieron muy buenos resultados en el
nivel 3y 4 propuestos por la secuencia. El nivel 2 superd por muy poco el umbral de la clasificacion
intermedia, en consecuencia, también se tendria que reforzar el segundo nivel.

6.3.2.2 Andlisis de estudiantes por nivel.

6.3.2.2.1 Nivel 1

lustracién 17

Diagrama de barras del primer nivel

100 93,18 90,91 89,09 88,64
82,27 ’
68,18 80,00

80

60 49,09
40

20

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

Fuente: Elaboracion propia.
llustracion 18

Diagrama Circular Primer Nivel.

20%

40%

B Completo mAlto Intermedio

Fuente: Elaboracion propia.
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Los graficos muestran que 3 estudiantes se encuentran por debajo del promedio para el
primer nivel. Siendo este el nivel mas sencillo en la estructura de VH. Para el primer nivel el
100% de la muestra no se encuentra en Baja adquisicion, tampoco en Nula adquisicion.
6.3.2.2.2 Nivel 2
lustracion 19

Diagrama de barras del segundo nivel

100

82,50 _  cg 79,69

74,6

80
67,50 55,31 62,50

60

40 29,69

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

20

Fuente: Elaboracion propia.
lustracion 20

Diagrama circular segundo nivel

30%  60%

m Alto Intermedio M Baja Adquisicion

Fuente: Elaboracion propia.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

Transformada de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la
Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN




68

Como se ve en los graficos, para el segundo nivel ningun estudiante se encuentra en la
categoria completo, comienza a aparecer la categoria de baja adquisicion y aumenta el porcentaje
en las categorias de alto e intermedio.

6.3.2.2.3 Nivel 3

lustracién 21

Diagrama de barras del tercer nivel

100
78,00 80,50

80 71,00

60

40

20

El E2 E3 E4 ES5 E6 E7 E8 E9 E10

Fuente: Elaboracion propia.
llustracién 22

Diagrama circular tercer nivel

40%

" 4

m Alto Intermedio M Baja Adquisiciéon

Fuente: Elaboracion propia.
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Se puede apreciar que, para este nuevo nivel, cinco estudiantes superaron el promedio, tres
de ellos por muy poca diferencia, este nivel representa un poco més de desafio, los factores que
quiza pueden influir a parte del disefio de las preguntas son los conceptos que olvidaron en cursos
pasados. Aumenta también el porcentaje en la categoria de Baja adquisicion.

6.3.2.2.4 Nivel 4

llustracién 23

Diagrama de barras del cuarto nivel

100
80
60
4167 5000 50,00
o 33 33467 3333 3333 38,33 31 67
0
E1l ES E6 E7 E8 E9 E10

Fuente: Elaboracion propia.
llustracion 24

Diagrama circular cuarto nivel

Intermedio M Baja Adquisicion

Fuente: Elaboracion propia.
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Este Gltimo nivel, la categoria predominante es la Baja adquisicion, lo que representa una
dificultad mayor en la secuencia.

Con las graficas se muestra claramente que los niveles de la muestra bajaron
progresivamente a medida que aumentaba la dificultad de las preguntas.

6.3.2.3 Andlisis de respuestas de los estudiantes.

Para esta seccion se analizaran las respuestas de los estudiantes de acuerdo con el nivel de
las preguntas que se plane6 para el desarrollo de la secuencia. La Ilustracion siguiente muestra la
dispersion de las tipologias de los estudiantes respecto de la pregunta.

lustracién 25

Dispersion de Tipologias del Grupo en General

DISPERSION DE LAS TIPOLOGIAS ENCONTRADAS EN LAS RESPUESTAS DE
LA MUESTRA

O R, N W & U1 OO N

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10P11P12P13P14P15P16P17P18P19P20P21P22P23P24
Tipologia

e— ] e—F) E3 E4 E5 E6 E7 E8 ES E10

Fuente: Elaboracion propia.
A continuacion, se presentan las evidencias de algunas tipologias encontradas en los
desarrollos o respuestas de algunos estudiantes. Se indica el nivel de la pregunta, la respuesta del
estudiante y una descripcién. Es preciso especificar que el analisis se dificulté debido a la brevedad

en las respuestas de los estudiantes y en algunos casos no se puede concluir mas alla de lo trivial.
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6.3.2.3.1 Evidencia tipologia 0

En esta tipologia se encuentran las preguntas que los estudiantes no respondieron.
6.3.2.3.2 Evidencia tipologia 1

Tabla 15

Evidencia Tipologia 1.

Pregunta 13: ;Qué relacion encuentra entre w y T?

Nivel principal: 3

Nivel Nivel secundario:; 2

Descripcién tipologia:

Hace referencia a que el estudiante no esta en un determinado nivel de razonamiento. (No admite
una clasificacion aun existiendo respuesta)

lustracion 26

Evidencia Tipologia 1

Fuente: Elaboracion propia.

Descripcion
La respuesta del estudiante no cumple con los niveles requeridos, pese a que existe una
respuesta no se pueden identificar los elementos propios del nivel 2 0 3, ademas que la idea que

intenta expresar no es clara.

Fuente: Elaboracion propia.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

Transformada de Fourier — Una propuesta para introducir su estudio en la
Facultad de Ciencia y Tecnologia de la UPN




72

6.3.2.3.3 Evidencia tipologia 2
Tabla 16

Evidencia Tipologia 2

Pregunta 12: ;Qué sucede si aumenta la frecuencia de la funcién? y ;Qué sucede cuando

disminuye la frecuencia?

Nivel principal: 3

Nivel Nivel secundario: 2

Descripcion tipologia:

Corresponde a respuestas incorrectas e incompletas en las que se permite reconocer indicios de
algun nivel.

lustracion 27

Evidencia tipologia 2.

[ P U T U Ll ‘ Lol . -
© Amondan y dumagge |n cinkded  oades en ia diskrscia
: ’%mnﬂa} & e o B {1 : . sy

!

! 1

Fuente: Elaboracion propia

Descripcion

Se muestra una respuesta incorrecta pese a que relaciona algunos elementos requeridos. Indica
que lo que aumentan son las ondas. La redaccion de la respuesta no corresponde al nivel 3 en
donde se relacionan de manera informal conceptos en este caso (ciclos, el periodo). Parece que

la respuesta quedaria en un nivel 1 de reconocimiento.

Fuente: Elaboracion propia.
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6.3.2.3.4 Evidencia tipologia 3
Tabla 17

Evidencia Tipologia 3

Pregunta 4: ;Cual es el periodo de la suma de las ondas?

Nivel Nivel principal: 1

Descripcion tipologia:
En este, se encuentran las respuestas correctas, pero con confusiones en los elementos
relacionados en las que se dan indicios de reconocimiento de algin nivel.

llustracién 28

Evidencia Tipologia 3.
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Fuente: Elaboracién propia

Descripcion
La respuesta brindada es correcta. Trata de relacionar sin éxito otros elementos, lo cual permite
ver que el estudiante observa y de alguna forma quiere hacer explicita la razon de su respuesta,

pero no se logra evidenciar claramente el argumento que sustenta su afirmacion.

Fuente: Elaboracion propia.
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6.3.2.3.5 Evidencia tipologia 4
Tabla 18

Evidencia Tipologia 4

Pregunta 15: ;Qué relacion encuentra entre w y f?

Nivel principal: 3

Nivel Nivel secundario: 2

Descripcién tipologia:

Las respuestas empiezan a reflejar claramente caracteristicas de dos niveles diferentes, en esta el
estudiante se encuentran en una transicion entre niveles (Se pueden evidenciar avances 0
retrocesos entre niveles).

lustracion 29

Evidencia Tipologia 4

*  ;Qué relacion encuentra entre w y f7

wy = 27 fy
Y como
2w
T,
Remplazamos
2n
T, 2w 1

. o
Jn- 2 2m T, T,

Fuente: Elaboracion propia

Descripcion
El estudiante inicia asumiendo la relacién que efectivamente se da entre w y f lo que es
correcto, pero no da ninguna afirmacion o justificacion de esto. Pero aprovecha esta relacion

como insumo para demostrar otra relacion.

Fuente: Elaboracion propia.
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6.3.2.3.6 Evidencia tipologia 5
Tabla 19

Evidencia Tipologia 5

Pregunta 21: Con el archivo de GeoGebra® llamado “identidades principales” responda:

* (Como se puede escribir el coseno en términos de una exponencial compleja? Justifique

Su respuesta

» ;Como se puede escribir el seno en términos de una exponencial compleja? Justifique su

respuesta.

Nivel principal: 4

Nivel Nivel secundario: 3

Nivel terciario: 2

Descripcién tipologia:

Respuestas bastante completas pero que atienden a solamente un aspecto de un nivel.

lustracién 30

Evidencia Tipologia 5
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Fuente: Elaboracion propia.

Descripcion
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El nivel principal de esta pregunta era el 4, ya que exigia una demostracion o justificacion
formal mediante las propiedades que se tenian de los nimeros complejos y de las
identidades gue encontraron mediante el archivo de GeoGebra®. La respuesta queda
Unicamente en los algoritmos matematicos sin justificaciones. Ademas, no se muestra una

argumentacion del por qué se plantea la igualdad inicial en ambos casos.

Fuente: Elaboracion propia.

6.3.2.3.7 Evidencia tipologia 6
Tabla 20

Evidencia Tipologia 6

Pregunta 16: ;Cémo afecta la amplitud a la circunferencia y a la funcion?

Nivel Nivel principal: 2

Descripcion tipologia:

Las respuesta son bastante completas y correctas y reflejan el nivel de razonamiento determinado,
eventualmente se tratan de respuestas claras y concisas, pero que presentan “saltos” en el
razonamiento deductivo seguido porque tiene pequefios errores argumentativos o vacios.
lustracion 31

Evidencia Tipologia 6

+ ;Como afecta 1a amplitud a la circunferencia v a la funcion?

Rta: La amplitud de la onda afecta el punto maximo y minimo relativo de la funcion, v

en cuanto a la circunferencia la amplitud es 1gual al radio de la circunferencia.

Fuente: Elaboracion propia.

Descripcion
Teniendo en cuenta que la pregunta se enmarca en el nivel 2, la respuesta dada estd completa y
esta completa y correcta, ya que en este nivel no se presenta la deducciéon como caracter

principal, presenta vacios en indicar el cdmo afectan a los puntos méximos y minimos.

Fuente: Elaboracion propia.
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6.3.2.3.8 Evidencia tipologia 7
Tabla 21.

Evidencia Tipologia 7.

Pregunta 9: ;Qué diferencia encuentra conceptualmente en esta ecuacion respecto a la

ecuacion en términos de T?

Nivel Nivel principal: 1

Descripcién tipologia:

Respuestas matematicamente correctas y completas que reflejan claramente un nivel de
razonamiento.

llustracion 32

Evidencia Tipologia 7

Fuente: Elaboracion propia

Descripcion
En este caso la pregunta se respondia bajo lo observado en el applet de Phet, por eso se le
asigna el nivel uno. Con la visualizacion logra establecer la diferencia conceptual de las

ecuaciones.

Fuente: Elaboracion propia.
Los ejemplos anteriores ilustran las tipologias definidas en el capitulo anterior. De esta
informacion se ha realizado un andlisis del rendimiento de los estudiantes con respecto a la

secuencia, y esto permite identificar problematicas que puedan surgir de ella.
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES

En este Gltimo capitulo se abordan las conclusiones fruto del anélisis del capitulo anterior.
Se comenzara hablando acerca del rendimiento de los estudiantes y las posibles causas de este,
luego se hablara del disefio de la actividad y como seria la propuesta para la Facultad de Ciencia y
Tecnologia, finalmente se concluird con una reflexion por parte de los autores en el disefio,
aplicacion y analisis de la secuencia didactica.

7.1 Conclusiones desde la clasificacion cualitativa de los estudiantes.

En el capitulo anterior se logré ver que el rendimiento general de la muestra de los
estudiantes era inversamente proporcional a la dificultad de las preguntas, es decir, a medida que
se subia de nivel la pregunta, su ponderacién descendia, esta fue una caracteristica que se obtuvo
en la mayoria de los estudiantes. Un factor relevante que se debe tener en cuenta, es que aunque
los estudiantes hayan cursado los espacios académicos en donde se abordan temas concernientes y
necesarios para abordar la TF, y que sirven de fundamento para esta tematica, no se tienen muy
claras conceptualmente, una posible casusa es pensar que la calidad de la implementacion de las
asignaturas y el desempefio de los estudiantes disminuy6 debido a la contingencia presentada a
nivel mundial por la pandemia COVID 19, llevando de forma repentina las sesiones de clase
presenciales a sesiones virtuales, lo cual pudo impactar no sélo en el contenido temético abordado
sino en los niveles de compromiso de los estudiantes con su propio aprendizaje. La temética de la
TF es compleja como se menciono al inicio del documento y requiere de un estudio méas profundo
y detallado de los conceptos que se abordan para comprenderla y no quedar simplemente en el
desarrollo algoritmico que esta conlleva, por eso la mayor dificultad se presenta en entender los
conceptos y principales demostraciones que se vieron reflejadas en los dos Gltimos niveles. Al ser

esta propuesta objeto de un pilotaje inicial, refleja una realidad de lo complejo que puede llegar a
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ser la temaética e invita a tratar de conseguir nuevas estrategias para afianzar el conocimiento
disciplinar de los estudiantes.
7.2 Conclusiones desde la aplicacion de la propuesta.

La estrategia de utilizar una adaptacion de los niveles de VH para introducir una temética
permitié tener una secuencialidad determinada por los niveles. Un principal aspecto que no se tuvo
en cuenta, fue asumir que los estudiantes tenian los conceptos previos necesarios para abordar el
primer momento de la actividad 1; a pesar de que el primer nivel de VH indica que se deben
identificar los conceptos previos de los estudiantes, para esto se debe hacer una actividad o prueba
diagndstica como referente de partida para la elaboracion de las actividades correspondientes con
los niveles de VH. Por otra parte, habria que entrar a cuestionar como se han reformulado los
contenidos disciplinares del programa de formacion o si se han perdido debido a las rutinas, falta
de tiempo,.. y otros.

En concordancia con lo anterior el definir preguntas que atendieran a determinados niveles
permite vislumbrar la capacidad de analisis de los estudiantes para determinados conceptos que se
asumen deben estar interiorizados por el nivel que se espera en ellos. Se sabe que en un tema
pueden aparecer varios conceptos, pero no toda la teoria acerca de estos. Los primeros niveles
aludian a los que son importantes para definir la transformada pues aparecen en la definicion, pero
no se necesita saber toda la informacion acerca de ellos; las funciones sinusoidales tienen una teoria
que las sustenta y mas elementos, definiciones que la componen; pero para este caso solo se
requeria precisar en determinados objetos. De forma analoga sucede con las Series de Fourier, que
solamente esta rama de las matematicas precisa varias aplicaciones y teoremas, pero se enfatiza en
lo que se requiere para llegar a la transformada. Los autores consideran que la actividad hubiese
sido mas provechosa si las preguntas no se hubieran restringido a determinados niveles para su

clasificacion, pero es una afirmacion que deberia ser contrastada y no se tienen elementos para ello.
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7.3 Conclusiones desde el disefio de la propuesta.

Disefiar una actividad por VH no result6 ser una tarea sencilla y se debe tener en cuenta la
estructura misma de la teoria e identificar los elementos que se quieran resaltar de esta. Encontrar
una posible secuencia que respete las caracteristicas de la teoria de los VH es un desafio, pero
permite bajo la experiencia de este pilotaje comprender mejor la tematica asociada, ademas de
identificar los elementos claves para la comprension del concepto. El disefio de esta propuesta pone
en manifiesto la exigencia del trabajo docente aplicando la didactica al transformar un concepto
formal a otro que el alumno pueda asimilar de mejor manera respetando la formalidad de este.

7.4 ; Como se aplicaria a la Facultad de Ciencia y Tecnologia?

La transformada de Fourier aparece como solucién a diversos problemas de aplicacion de
areas de la fisica, quimica, tecnologia. Por ello y bajo el pilotaje realizado en la Licenciatura de
Matematicas se propone que la secuencia se mantenga resaltando los elementos que se precisan
trabajar en determinadas areas. En el caso de la Licenciatura se trabajé con los fundamentos puesto
que se precisaba priorizar que los estudiantes comprendiesen de donde surge la transformada y el
por que se define como es usual. Se recomienda mantener la estructura de la adaptacion de los VH,
es decir, manejar una secuencialidad y afiadir una actividad final encaminada a la principal
aplicacion que se le podria dar dentro de otro espacio académico, los procesos de conceptualizacion
o0 de modelacion matematica. Mantener una estructura del modelo que propone los VH, lo cual esto
permite identificar el nivel con el que los estudiantes comprenden la tematica; para un estudiante
que deba realizar alguna aplicacién no necesariamente deba encontrarse en un nivel 4 0 5 de VH,
pero asi mismo quedarse en lo meramente algoritmico.

7.4 Conclusiones generales finales.
Los objetivos que se plantearon al inicio del documento se cumplieron, ya que se disefio la

propuesta y se implementd en el tiempo establecido, ademas, se abordaron algunos elementos
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conceptuales Utiles para trabajar con la introduccién a la TF. La secuencia se cred con los niveles
de VH atendiendo a los elementos que se necesarios para abordar esta temética, pero sin entrar en
profundizacidn acerca de estos. En las sesiones de clase se present6 la relacion entre la serie y la
transformada inversa; y la gran mayoria de estudiantes logré identificar el comportamiento que
realiza la TF a una funcién en un nivel intermedio con lo presentado en el analisis de las actividades.

Este trabajo de grado present6 una propuesta de secuencia para introducir la TF, si bien se
cometieron errores de supuestos, es una invitacion a proponer mejores disefios para abordar temas
de caracter universitario, ya que como se menciono en los antecedentes no se encuentra demasiada
documentacién para temas de nivel superior, en este caso particular la TF. El disefio por los niveles
de VH se toma por ser una teoria que ha funcionado en la geometria y permite clasificar seguin un
nivel a los estudiantes, ayudando asi a que comprendan lo que se quiere y puedan ir aumentando
su nivel con el paso del tiempo. Mejorar la ensefianza no solamente requiere trabajar desde el nivel
escolar, sino también en los niveles universitarios para generar profesionales de calidad.

Se afladen las correcciones pertinentes sugeridas por los jurados.
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ANEXQOS
Anexo A:

Primera Actividad Series de Fourier.

Actividad Series de Fourier
Objetivo general de la actividad

Identificar los elementos que componen la serie y transformada de Fourier.
Objetivos especificos

e Reconocer los componentes de una onda sinusoidal.

e Reconocer que T y A, asi como k y w son analogos, pero no iguales.

¢ Identificar que efecto tiene la frecuencia sobre la forma de las graficas de las
funciones sinusoidales.

e Reconocer que longitud de onda y periodo no correpsonden a puntos especificos
de la gréfica, sino que indican la longtud/ tiempo entre dos valles consecutivos,
crestas consecutivas, maximos consecutivos, dos nodos o antinodos no
consecutivos, o cualquier otro par de puntos correspondientes.

Recursos

Diapositivas: Transformada de Fourier.

Archivos GeoGebra:

e Segundo Momento.

e Ejemplo Series de Fourier.

Momento 1 (visualizacion del applet)
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Vea el siguiente video: https://youtu.be/g1LCWJISFPeA

Acceda al link https://phet.colorado.edu/es/simulations/fourier-making-waves/about

Verifique que en el simulador se cumplan las siguientes condiciones
» De Clic en la opcion de “discreto”

La opcion de forma de onda escoja “sinusoide”

La opcion de “Armdnicos ”, seleccione “1”

La opcién de “funcion de ”, seleccione “tiempo (t)*

La opcion de series, déjela en términos de “seno”

Y V V VYV VY

En “Ecuacion”, modifiquelo y que quede en términos de “oculto”

A continuacién, modifique la amplitud del armonico y responda: ¢En que afecta la amplitud
a la funcion? Posteriormente en “Herramientas de medicion” Active la casilla que dice “periodo”
y responda. ¢Cual es el periodo de la onda?
Repita el mismo proceso, pero esta vez en la opcion “Armonicos” seleccione “2”. ;Cuél es
el periodo de la segunda onda?
Ubiquese en la grafica que dice “suma” y responda
e ;Cual es el periodo de la suma de las ondas?

e ;Cbmo cree que afecta las amplitudes a la ultima onda?

En la opcidn “Ecuacion” cambie el valor y seleccione “T” e identifique los elementos que
aparecen en ella describiendo que informacion aporta cada uno.
Ahora en la seccion de “Controles graficos” Seleccione la opcion de “funcion de” espacio
En “Herramientas de medicion” seleccione Longitud de onda. Y responda
e Para cada onda que tiene ¢Cual es su longitud de onda?

e (Qué diferencia encuentra entre T y A? Justifique su respuesta.

En la opcion “Ecuacion” cambie el valor y seleccione “A”. Responda
e ;Qué diferencia encuentra conceptualmente en esta ecuacion respecto a la ecuacion en

términos de T? Justifique su respuesta.

Por ultimo, en la opcién “Ecuacion” cambie el valor y seleccione “n”. y en la opcion
“funcién de” coldoquelo nuevamente en “tiempo”. Responda

e ;A qué hace referencia n? Justifique su respuesta.
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e /Lagréfica de la onda final es periodica? Justifique su respuesta.
Objetivo general de la actividad
Identificar los elementos que componen la serie y transformada de Fourier.
Obijetivos especificos

e Reconocer que cada componente de la serie de Fourier corresponde a una onda sinusoidal
con la longitud de onda o periodo diferente.

e |dentificar las relaciones entre el periodo , la frecuencia y la pulsacion.

Momento 2
Abra el archivo GeoGebra que tiene el nombre “segundo momento” y se encuentra en el
grupo de Teams del curso en la seccion de archivos, en la carpeta denominada Transformada de
Fourier explore el archivo y responda. Recuerde Justificar su respuesta para cada literal.
e (Qué sucede si aumenta la frecuencia de la funcion? y ;Qué sucede cuando disminuye la
frecuencia?
Para las siguientes preguntas puede ayudarse también del simulador del punto

anterior.
e (Qué relacién encuentraentre w y T?
e ;Queé relacion encuentraentre T y f?
e (Qué relacion encuentraentre w y f?
e (Cbmo afecta la amplitud a la circunferencia y a la funcion?
e ;Como determinar la frecuencia de la suma de las funciones?

e ;Qué es unarmonico?
Anexo B:

Segunda Actividad Serie Compleja de Fourier

Actividad 2 Serie Compleja de Fourier
Objetivo general de la actividad
Identificar la relacion entre la Serie de Fourier y la Serie compleja de Fourier.

Objetivos especificos
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o Identificar el espectro de fecuencias de una funcion con la serie de Fourier.
e Encontrar la relacion entre las funciones seno y coseno, con las funciones exponenciales
complejas.

Recursos

Diapositivas: Transformada de Fourier

Archivos GeoGebra: Identidades principales

Primer Punto

Recordemos que la serie de Fourier para la funcion f(x) = x en el intervalo [—m, ] fue

) = i B 2(—1)™sin (nx)

n

n=1
Expanda los primeros 5 términos y realice un diagrama en el cual en el eje de las abscisas
se ubique la frecuencia de cada funcion sinusoidal y en las ordenadas la amplitud.
Segundo punto
Calcule el periodo y la frecuencia de la aproximacion del punto anterior.
Tercer punto
Con el archivo de GeoGebra llamado “identidades principales” responda:
e /Cbmo se puede escribir el coseno en términos de una exponencial compleja?
Justifique su respuesta
e ;COmo se puede escribir el seno en términos de una exponencial compleja?

Justifique su respuesta

Anexo C

Tercera Actividad: Transformada de Fourier
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Actividad 3 Transformada de Fourier

Objetivo general de la actividad
Abordar el concepto de la transformada de Fourier desde la anti transformada de Fourier, realizar
el paso de lo discreto a lo continuo e identificar el uso de la trasformada en el aplicativo
Audacity.
Obijetivos especificos

e Identificar el uso de la transformada de Fourier.

e Demostrar la relacién entre la integral de Fourier y la integral compleja de Fourier

Calcular la transformada de algunas funciones.
Recursos de la actividad.

Archivos GeoGebra: Ejemplo TF.

Diapositivas: Transformada de Fourier

Primer punto
Indique con sus palabras que hace la transformada de Fourier a una funcion.
Segundo punto

Muestre que a partir de la integral de Fourier

[0e]

f@) = %j [A, cos(wt) + B, sen(wt)]dw
0

Se puede obtener la integral compleja
f@) = 1 joF(w)eiwtdw
21

Tercer punto

Calcule la transformada de las siguientes funciones
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. f(t):{lsi—a0<t<a

o f(t)y=e"

. f =72
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