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RESUMEN

Durante el largo y complejo conflicto armado en Colombia, del cual se tienen registros
oficiales o de las ONG, se contintan reconociendo miles de casos de violaciones a los derechos
humanos cada afo. Esto sin contar con subregistro derivado del miedo a denunciar de las
victimas o de las ventajas del anonimato para los victimarios. Sin embargo, los datos que se
logran recolectar son de gran importancia y merecen atencion desde la academia. Esta
monografia propende por entregar herramientas para interpretar el fendmeno de las violaciones a
los derechos humanos, desde una comprension del contexto a través de la ayuda de un analisis
estadistico multivariado. Ademas, para intuir algunas conclusiones y no quedarse solo en una
perspectiva frecuentista, se intenta fortalecer la teoria que hay detras de la utilizacion de estos
métodos estadisticos, que en ultimas facilitaron la visualizacion de los datos considerados y las

conclusiones derivadas de estos.

Palabras clave: derechos humanos, violaciones a los derechos humanos, presuntos
responsables, revista Noche y Niebla, analisis de componentes principales, analisis de

correspondencias simple, algebra lineal.
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Introduccion

La presente monografia desarrollara un tema de interés de los autores relacionado con la
utilizacion de un analisis estadistico multivariado sobre el contexto de violaciones a los derechos
humanos. Los datos para analizar fueron obtenidos de la revista Noche y Niebla en su edicién 62
del 2020. El tema se trabaja en seis capitulos: primero, en “Presentacion del problema” se
comentaran los objetivos, justificacion y aspectos metodoldgicos; luego, en “Acerca de los
Derechos Humano (DDHH) ”, se ubican secciones en las cuales hay antecedentes de este
contexto, conceptualizacién de diferentes categorias relacionadas (utilizadas por la revista),
comentarios y decisiones respecto a los datos de base para aplicar el andlisis. Los siguientes
capitulos, estan relacionados con el sustento matematico y la aplicacién del analisis
seleccionado: en “El algebra lineal como fundamento matematico del analisis estadistico
multivariado” 'y “Elementos del andlisis estadistico multivariado” se presentan un compendio
de una considerable cantidad de conceptos necesarios para comprender este tipo de analisis.
Finalmente, en “Resultados”, se realiza la explicacion del Analisis de Correspondencias simple
y paralelamente se analiza la tabla de contingencia surgida de los datos del contexto. Esta
herramienta generard interpretaciones que también se comentaran. EI documento termina con
algunas conclusiones y reflexiones acerca de todo el proceso, desde nuestra perspectiva como

profesores de matematicas.

Presentacion del problema

2.1 Justificacion
Colombia es un pais en el que es posible identificar violaciones de los derechos humanos
(en adelante DDHH), sin temor a equivocarse, cada semana. Segun varias de las referencias

consultadas para este documento, existe una sensacion de normalidad en el pais ante las



injusticias que se cometen contra la poblacion (ya sea por actores del estado o ilegales) y que
facilmente quedan en la impunidad. Ademas, la busqueda de informacion que al respecto se ha
consolidado, ha permitido identificar bancos de datos relacionados con este flagelo. Tales bancos
recolectan, muy diligentemente, denuncias, relatos, posibles responsables, entre otros; en aras de
darles una voz a aquellas personas que no tendran posibilidad de obtener justicia mediante la
institucionalidad. De hecho, uno de los motivos por los cuales esta labor de los bancos de datos
es relevante, tiene que ver con la lentitud con la cual avanzan las investigaciones y los procesos
judiciales en Colombia.

Si bien hay disponible mucha informacion sobre denuncias relacionadas con violaciones
a los DDHH, la presentacién de dicha informacion no suele, en lo concerniente a su analisis
estadistico, ir mas alla de recuentos de frecuencias y/o la publicacion de graficas e indicadores
porcentuales basicos. Conviene, sin embargo, advertir que los datos a los que hemos tenido
acceso se presentan de manera descriptiva a través de relatos. Luego son clasificados en distintas
categorias entre las cuales se identifica qué derecho humano fue vulnerado (y sus respectivas
subcategorias), presuntos responsables, ubicaciones, etc. En concreto, existe la posibilidad de
tomar estas frecuencias absolutas de las diferentes clasificaciones mencionadas y organizarlas
sisteméaticamente. En este trabajo de grado se propone una organizacion de los datos la cual
favorece la realizacion de un analisis estadistico multivariado, concretamente usando las
categorias de las violaciones a los DDHH y los presuntos responsables.

Gracias a las herramientas que proveen los analisis de datos multivariados y en nuestro
caso especifico el analisis de correspondencias simple para las dos categorias anteriormente
mencionadas, dan acceso a la posibilidad de, por ejemplo, encontrar caracteristicas ocultas en

estos grandes grupos de datos. Habria que decir también que, aplicar este tipo de herramientas a



los datos considerados, ayuda a producir conclusiones mas detalladas, en comparacion a las que
se derivan de analizar la informacion recolectada desde puntos de vista descriptivos elementales.
Ademas, estas conclusiones podrian ayudar a darles una observacion mas clara de este tipo de
datos a los actores claves de la sociedad en esta materia, como, por ejemplo, los defensores de
DDHH.

Segun la revista Noche y Niebla (Cinep/ppp, 2021), uno de los factores mas relevantes
respecto a las violaciones de los DDHH en Colombia, tiene que ver con la dificultad que supone
establecer la frontera entre las luchas legitimas civiles y luchas armadas. EI hecho de mantener
una falta de claridad entre estas dos dimensiones, por ejemplo, termina siendo un mecanismo que
conviene para mantener el estado de las cosas con mejores condiciones para unos pocos,
mientras la mayoria del pais vive precariamente y con miedo.

Una investigacion que se adentre en datos relacionados con las violaciones de los DDHH
podria tener validez para ver mas claramente el tipo de frontera descrita, reivindicando la lucha
social y siendo de gran trascendencia para personas interesadas. Aunque los resultados
provengan de la aplicacion de andlisis estadisticos multivariados, que conllevan usar
matematicas avanzadas, con estos se generan conclusiones o descripciones, que pueden ser
presentadas en el lenguaje del contexto.

Para Contreras et al (2019), el contexto es uno de los elementos de la cultura estadistica,
el cual, por ejemplo, no necesita de una formacién matematica avanzada, pero ayuda a obtener
una comprension mas profunda de los datos que se puede encontrar una persona del comun,
evitando en cierto grado la desinformacién. Sin embargo, no se excluye la posibilidad de una

manipulacion intencionada o no de los datos.
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Por lo tanto, y atendiendo a los argumentos expresados anteriormente, para este trabajo se

plantean los siguientes objetivos.

2.20Dbjetivos

Como objetivo general, se tiene la intencion de caracterizar las violaciones de DDHH
ocurridas en el segundo semestre del 2020. A partir de un analisis estadistico multivariado, se
pretende relacionar informacidn acerca de los presuntos responsables de una determinada
agresion, junto con las diferentes categorias para las violaciones de derechos fundamentales.
Estas Gltimas, son posibles de caracterizar gracias a la revista Noche y Niebla!, especializada en

el tema (en la seccion 3.4, se amplia la informacion acerca de esta fuente).

Este objetivo general, se pretende alcanzar a través de los siguientes objetivos
especificos:

e Establecer un marco de referencia para el andlisis de violaciones de DDHH.

e Seleccionar y aplicar un método de andlisis estadistico multivariado que
contribuya a describir las violaciones a DDHH (Analisis de correspondencias simple y/o
Analisis de componentes principales).

e Sistematizar y analizar los resultados obtenidos del analisis estadistico
multivariado.

e Fundamentar, de manera intuitiva, los aspectos basicos matematicos del algebra

lineal que requieren los analisis multivariados.

! La revista Noche y Niebla es una publicacion que cuenta con ISSN 0123-3637, ver: https://nocheyniebla.org/ y su
informacion se basa en la red Bandatos que cuenta con 43211 casos reportados a la fecha de escritura de este
documento. Ver: https://www.nocheyniebla.org/?page_id=1372
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2.3 Aspectos metodoldgicos

El enfogque que se tuvo en este trabajo de grado sigue los lineamientos de una

investigacion cuantitativa. Segun Sampieri et al (2014), esta presenta algunas de las siguientes

caracteristicas: planteamientos acotados, medicion de fendmenos, utilizacion de estadistica y

pruebas de hipotesis. Para estos autores las fases de una investigacion cuantitativa son las

SIgUIBﬂteS:
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Fase 4 Fase 5 Fase 6 Fase 7 Fase 8 Fase 9 Fase 10
Conceprionde | Plantear el Desarrollarla | Definir el Establecer Concebiro | Seleccionar Recolectar Analizar Elaborar el
laideade problemade perspectiva alcance dela las hipotesis, | elegirun unamuestra datos losdatos | reporte de
investigacidn investigacidn tedrica investigaciin definiendo disefio adecuada resultados
las variables | apropiado

Para los propositos de este trabajo de grado se realizé una adaptacion de tales fases. La
justificacion de esto atiende a que no se considera ineludible trabajar las fases 5 a 8: estas son
etapas del proceso que dadas las fuentes de informacion que se tenian a la mano, no era necesario
contemplarlas. En efecto, el establecimiento de hipotesis, la definicion de variables, la eleccion
de un disefio experimental, la toma de una muestra y la recoleccion de datos; no era inevitable
tenerlas en cuenta, dado que, por el caracter de datos seleccionados, un trabajo al respecto no
tenia lugar. En lo que sigue y para no confundir con las fases de los mencionados autores,

utilizaremos la palabra “etapa” en lugar de “fase”, para aludir al proceso seguido en este trabajo.
Etapa 1. Concepcion de la idea de investigacion

Esta etapa, por supuesto esta incluida en el trabajo de grado. Surgid de la necesidad de
comprender a profundidad un tema complejo como el de las violaciones a los DDHH, pero que
esta latente en la realidad colombiana. Esta idea de investigacion propende por conceptualizar,
segun Sampieri et al (2014), esto es: “detectar un fendmeno o problema de investigacién que
requiere indagarse en profundidad o aportarse mayor conocimiento o evidencia para conocerlo,

definirlo, describirlo y/o comprenderlo” (p.25).
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También es relevante mencionar que la idea se origind en el momento convulsionado del
paro del 2021. Por esas fechas y a pesar de la virtualidad en la que se desarrollaban casi todas las
actividades de la universidad, se decidio apoyar el paro. Particularmente en la Licenciatura en
Matematicas hubo una agenda propuesta por estudiantes y docentes para tratar temas
relacionados con la dificil situacion del pais en lugar de las clases. En uno de esos espacios, de
parte de algunos docentes, se hizo un acercamiento inicial a una respuesta desde la academia,
utilizando bases de datos de violaciones a los DDHH y la aplicacion de analisis estadisticos

sobre estos.

Etapa 2. Plantear el problema de investigacion

En esta etapa es necesario plantear objetivos, preguntas, justificacion y viabilidad. Los
objetivos y la justificacion, que ya se mencionaron anteriormente. Ahora, para las preguntas de

investigacion, se consideraran las siguientes:

e ;Se puede detectar algln patrdon entre los datos de las violaciones de los DDHH
con los presuntos responsables?

e (Al realizar la descripcién de los datos se podran hacer comparaciones entre
grupos al margen de la ley y la institucionalidad?

e ;Puede ser un analisis estadistico multivariado una herramienta Util para este tipo

de contexto?

Respecto a la viabilidad de la investigacién, consideramos que el trabajo de grado la
tiene. Aunque no se recolectan datos para analizarlos con la estadistica, si se usa esta Ultima en
un grupo de datos confiable, de fuentes reputadas que llevan afios trabajando en el tema.

Ademas, de acuerdo con los tipos de variables utilizados en el banco de datos consultado, se

13



utilizaron métodos estadisticos que se sugieren en la literatura para realizar un estudio de esta

naturaleza.

Etapa 3. Desarrollar la perspectiva teorica

La perspectiva teodrica que se desarrolla a lo largo del documento se divide en dos partes.
Primero, una relacionada con el &mbito del contexto de los DDHH vy las diferentes categorias,
definiciones y conceptos involucrados en los temas relacionado con las violaciones a los DDHH.
Dichos temas estan descritos en la seccion: “Acerca de los derechos humanos”. La otra parte
conceptual del documento esta enfocada en sustentar el método estadistico multivariado utilizado
en el andlisis de los datos. Para este cometido, hay primero una seccidn relacionada con los
conceptos basicos del algebra lineal, necesarios para comprender el sustento matematico de los
analisis estadisticos multivariados, desde una perspectiva intuitiva (ver “El algebra lineal como
fundamento matemdtico del andlisis multivariado”); luego, en la seccion “Elementos del analisis
multivariado”, se amplia la informacion respecto a estos. Finalmente, en la seccion
“Resultados” se desarrollan las explicaciones del Anélisis de Correspondencias simple (analisis
utilizado para el contexto de violaciones a los DDHH) a la par que se van describiendo los

resultados obtenidos.

Etapa 4. Definir el alcance de la investigacion

En esta etapa se define el alcance que puede ser exploratorio, descriptivo, correlacional o
explicativo. Estos alcances deben verse como una causalidad y no como un tipo de investigacion,
puesto que no es una clasificacion y se pueden tener elementos que sean de mas de un alcance

(Sampieri et al, 2014).
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Para este trabajo de grado, los alcances utilizados son el descriptivo y el de correlacion.
El primero es la base para las investigaciones correlacionales, tiene como objetivo “medir o
recoger informacion de manera independiente o conjunta sobre los conceptos o las variables a las
que se refieren” (Sampieri et al, 2014, p. 92). Este alcance no indica como se relacionan las
variables; a diferencia del correlacional, que tiene como objetivo identificar la relacion que existe

entre dos 0 mas variables/categorias en algun contexto en particular.

Cabe distinguir que el alcance de la investigacion no pretende ser inferencial ni enunciar
generalizaciones; mas bien, en primera medida, el propdsito es descriptivo? respecto a las
variables involucradas en el estudio. Posteriormente en la fase de seleccion y agrupacion de las
variables que conducen a la tabla de contingencia resultante, el proceso deriva en un Analisis de
Correspondencias simple (AC) que tiene el alcance de un estudio correlacional. En otras
palabras, dicho analisis estadistico multivariado entregara posibles relaciones entre las categorias
de las columnas y las filas de la tabla de contingencia. Esto Gltimo se amplia en la seccién

“Resultados .
Etapa 5. Analizar los datos

En esta etapa se consideran los siguientes elementos (basados en Sampieri, et al, 2014, p.
272): primero los softwares Excel y R como herramientas apropiadas para analizar los datos;
segundo la exploracion de los datos gracias a las salidas generadas por estos programas: en la
seccion “Resultados” se podré ver cdmo es posible sacar algunas intuiciones generadas a partir

de histogramas. Por otro lado, un elemento de importancia es el uso de paquetes de R, los cuales

2 Una de las ganancias que tiene el analisis estadistico multivariante descriptivo es el de congregar métodos
estadisticos que se orientan a observar y procesar simultaneamente diferentes variables estadisticas para lograr
informacion relevante.
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permiten generar salidas en graficas para presentar los resultados de aplicar un Analisis de
Correspondencias simple a los datos considerados. Este ultimo elemento, habilita finalmente
poder explorar como se agrupan o dispersan los datos, gracias a que el analisis aplicado da

acceso a una visualizacion con mas significado que solo la tabla de contingencia.
Etapa 6. Elaborar el reporte de resultados

En esta etapa es importante definir el motivo por el cual se originé el estudio; el tipo de
receptor que tomara las decisiones con base en los resultados; y el contexto en el cual serd
mostrada la investigacion. Para este caso, el motivo es realizar una monografia para obtener un
grado académico (licenciatura), el contexto sera académico y los receptores seran los jurados en

primera instancia, para luego ser profesores o estudiantes de la universidad.

Los apartados que contiene el trabajo de grado para la etapa de reportes de resultados, al
ser de contexto académico son: la portada, el resumen, el indice, el cuerpo del documento y las
referencias. En cuanto al cuerpo del documento se incluye: la introduccion, el marco tedrico, los

resultados y conclusiones.

Acerca de los Derechos Humanos (DDHH)

3.1 Algunos de sus antecedentes

El interés en el estudio estadistico de algun tipo de datos, situados en un contexto,
requiere la recoleccion de informacion que permita comprender con mayor profundidad el
significado de los datos. Detras de las cifras o de disponer nimeros en tablas, estan las historias
que permiten darles significado y que ayudarian a interpretar con mayor profundidad los analisis

aplicados.
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Especificamente respecto a los DDHH, es comun escuchar diferentes voces acerca del
tema. En el caso colombiano predomina la informacion relacionada con atropellos, tanto del
estado como de grupos al margen de la ley, contra la poblacion. Estos han sido visibilizados ya
sea gracias a alguna ONG, medios independientes, entes internacionales, etcétera. EIl tema esta
en el orden del dia, mas atin en Colombia: un pais histéricamente atravesado por el flagelo de la

violencia.

Pensado detenidamente en la informacion que le llegaria a un individuo promedio, por
ejemplo, en el contexto colombiano acerca de los DDHH, no es arriesgado concluir que su
conocimiento del tema estara limitado a: noticias alarmantes, cifras que revelan una constante
acumulacién de casos en los cuales se violentan los derechos fundamentales de las personas y la
impunidad relacionada con estos hechos. Entonces, para superar un poco este nivel superficial de
comprension, valdria la pena tener en cuenta de qué manera se llegaron a concebir los DDHH en

cuanto a su naturaleza y algo de su historia.

La naturaleza de los DDHH esté en el concepto de la dignidad de las personas, Carpizo

(2011), ofrece una definicion clara de esto en el siguiente aparte:

La dignidad de la persona es el rasgo distintivo de los seres humanos respecto de los seres
vivos, la que constituye a la persona como un fin en si mismo, impidiendo que sea
considerada un instrumento o medio para otro fin, ademas de dotarlo de capacidad de

autodeterminacion y de realizacion del libre desarrollo de la personalidad (p. 6).
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En esencia la dignidad de una persona tiene que ver con su libertad para decidir®.
Describir los marcos en los cuales esta libertad tiene cabida, dependera en gran parte de la
garantia de los derechos que especialmente el estado, por encima de las acciones que hagan las
personas, pueda ofrecerles a sus habitantes. Lo anterior esta en concordancia con el
reconocimiento de las personas como seres con racionalidad y por ello, la dignidad humana hay

que protegerla y defenderla.

Una de las caracteristicas de los DDHH descritas por Carpizo (2011) tiene que ver con la
historicidad, por eso es de relevancia mencionar las cuatro etapas esbozadas por el autor respecto
a la aparicion de los DDHH. Estas no han ocurrido de manera simultanea y estan en constante
evolucion. La primera se inicia con la era moderna y la presencia de la burguesia, creandose
diversas declaraciones como las americanas y francesas del siglo XVII1, con las que se
precisaron derechos civiles y politicos de caracter individualista y liberal. La segunda ocurre
antes, durante y después de la Primera Guerra Mundial, con la consagracién de los derechos
sociales y econdmicos. La tercera se origina poco antes, durante y especialmente después de la
Segunda Guerra Mundial, como consecuencia de los horrores cometidos durante ese conflicto, y
que impulsa la universalizacién e internacionalizacién de los derechos humanos, etapa en la cual
nos encontramos y que aun dista mucho de haberse perfeccionado, aunque los avances son
enormes. La cuarta se empalma en los Gltimos afios con la anterior: la precision de los derechos

de solidaridad o de la tercera generacion (Carpizo, 2011, p.18).

Durante la tercera etapa, la mayoria de los paises del mundo logro juntarse en la

Organizacion de la Naciones Unidas (ONU) para colaborar en la proteccion de los DDHH y

3 Hablamos de libertad para decidir en el sentido mencionado por el profesor F. Lopez Quintas. Ver: Libertad para
decidir. - YouTube
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garantizar su universalizacion e internacionalizacion. De manera muy resumida, los paises
miembros (entre ellos Colombia como uno de los paises fundadores) se comprometieron a
intentar no repetir lo que sucedio en las guerras mundiales. Uno de los primeros documentos
emitidos por la ONU y que represento un reconocimiento de los derechos de las personas, pero
sin hacerlos explicitos, fue la Carta de San Francisco. Vargas et al. (2020) resaltan de este

tratado, que marca inicio de

los procesos de internacionalizacion de los DDHH, de humanizacion del derecho
internacional y de desarrollo progresivo de normas que tienen como caracteristica
fundamental resguardar a los individuos de la arbitrariedad y fijar precisos limites a la

soberania y potestad discrecional de los Estados (pag. 245).

Hoy en dia, luego de 75 afios de su adopcion, es posible encontrar un robusto conjunto de
“normas juridicas no solo del orden universal, sino también desde los contextos regionales, que
ademas de consagrar derechos, han avanzado hacia la creacion de mecanismos de proteccion de
diversa indole” (Vargas et al. 2020, p.245). En Carpizo (2011), es posible evidenciar diferentes
ejemplos de cémo las constituciones de los paises, incluida la de Colombia, concebida y
adoptada en 1991, fueron incluyendo progresivamente el concepto de dignidad humana en sus
escritos. Esto permitié darle un carécter juridico a este concepto, al ser incorporado en los

instrumentos internacionales para la garantia de los DDHH, asi como a nivel local en cada pais.

Desde la conformacion de la ONU cada pais miembro delega a un representante que tiene
voz y voto en la asamblea general. Alli pueden existir consensos respecto a lo discutido y esto

significa que cada gobierno debera:
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1) conducir sus esfuerzos para mantener la paz, la seguridad, la tolerancia y la
convivencia pacifica; 2) abstenerse de usar la fuerza y solamente emplearla en beneficio
del bien comun; y 3) promover el progreso del orden econémico y social para todas las

naciones (Vargas et al. 2020, p.245).

Estas obligaciones internacionales, se incorporan en el ordenamiento interno de cada pais
en una figura denominada “bloque de constitucionalidad” (Vargas et al. 2020). En uno de los
ultimos eslabones, para el caso colombiano, estos instrumentos internacionales empiezan a

cobrar sentido a través de las sentencias sucesivas de la Corte Constitucional.

Seguln Vargas et al. (2020), Colombia ha ratificado mas de medio centenar de tratados
relacionados con el &mbito global o regional, los cuales incluyen la vigilancia de diferentes
6rganos facultados para monitorear el cumplimiento de dichos tratados. Sin embargo, estos
autores concluyen que “si bien los esfuerzos realizados por el Estado colombiano para suscribir y
ratificar tratados internacionales en materia de proteccion de los DDHH han sido importantes,

aun resultan insuficientes” (p.257).

Esta carencia, por ejemplo, se presenta con mas fuerza en la historia reciente del pais, un
evento relevante es el acuerdo de paz con las FARC. Infortunadamente y a pesar de las muchas
cosas positivas de acabar un conflicto de mas de 50 afios, los instrumentos surgidos de las
negociaciones dejaron de lado cosas como garantizar la dignidad humana de los excombatientes,
gue se acogieron a este acuerdo. Estos, desde la firma del acuerdo, han sido estigmatizados,
asesinados, excluidos, etc. Por otro lado, la falta de compromiso del gobierno de Ivan Duque con
el acuerdo de paz no permiti6 que el estado llegara a las zonas abandonadas por las FARC,
permitiendo la proliferacion de bandas criminales que tomaron estos territorios y que son ahora

las responsables de muchas violaciones a los DDHH.
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Estas fallas en la correcta implementacion de los acuerdos relacionados con la garantia de
la dignidad humana derivé segun Vargas et al. (2020), en que “las victimas surgieron como un
actor protagonico en el ‘nuevo clima de justicia’ de las sociedades contemporaneas y sus
experiencias de sufrimiento se convirtieron en un imperativo moral” (p. 259). La Comision de la
Verdad, por ejemplo, como uno de los organismos extrajudiciales surgidos del acuerdo de paz
con las FARC, se encarg6 de acumular relatos de las victimas para poder construir sobre esta
concepcién: ayudar a visibilizar a quienes realmente se vieron afectados por el conflicto. El
informe final de esta comision termina siendo algo que apoya la dignidad de las victimas y

permite no dejar en el olvido sus historias de vida.

Una de las fuentes que registra diferentes violaciones a los DDHH que han ocurrido en

Colombia es la revista Noche y Niebla, de la cual se hablara en los apartados siguientes.

3.2 Revista Noche y Niebla

Como se describe en el més reciente Marco conceptual de la revista Noche y Niebla
(Cinep/ppp, 2016), desde 1979 varios sectores democraticos daban cuenta del deterioro de los
derechos fundamentales, y en vista de que nadie estaba procesando esa informacion y no se tenia
una vision conjunta de lo que ocurria en Colombia, se concibe la idea de sistematizar los datos.
Un motivo principal para esta labor resalta el Cinep/ppp (2016), tiene que ver con los altos

niveles de violencia en Colombia, que se han presentado desde hace afos.

Por esta razon, luego de ser creada la Comisién Intercongregacional de Justicia y Paz en
1987, se disefid junto con el Centro de Investigacion y Educacion Popular (CINEP) un Banco de
Datos de Derechos Humanos. Esto con la intencién de responder a la necesidad del campo de la
informacién y de la denuncia. Asi, en 1988 comenz0 a editarse el boletin trimestral Justicia y

Paz, como un recurso para divulgar y denunciar los atentados mas graves contra la vida
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cometidos en Colombia. Este boletin se apoyaba en una lectura sociologica de los hechos,
porque recogia y sistematizaba toda la informacidn dispersa en medios de comunicacion.
Ademas, se recolectaban denuncias directas de organizaciones y entornos sociales de las
victimas. De esta forma se generaba un primer aviso humanitario, que podria ayudar en el

seguimiento e investigacion de las denuncias.

Como en el pais muchas de estas denuncias quedaban en la impunidad, dentro del mismo
Banco de Datos surgid el interés de hacer una evaluacion mas tedrica de los hechos que
ocurrieron y utilizar los documentos juridicos existentes. No fue hasta 1996 que se logrd
elaborar un marco conceptual mas técnico que empez6 una nueva etapa con una publicacion
Ilamada Noche y Niebla. Este Marco Conceptual integro el deseo de una mayor rigurosidad
juridica y, por otra parte, el deseo de no desperdiciar informacion limitada que podria llegar a

revelar indicios de moviles politicos en los actos de violencia, ocultos en las sombras.

Para lograr este Marco Conceptual se utilizé el instrumental del “Derecho Internacional
de los Derechos Humanos y del Derecho Internacional Humanitario, como normatividad
internacional adoptada por la Organizacion de Naciones Unidas” (Cinep/ppp, 2016). Ademas,
abrieron un buzon de “Violencia Politica y Social”” donde se consignan los casos que no tienen
evidencias que sefialen a alguna autoria determinada, pero si con algunas pruebas que permitan

detectar, ademas de presuntos responsables, unos posibles mdviles politicos.

Hasta el momento la revista Noche y Niebla ha realizado 65 publicaciones, compilando
relatos y datos de violaciones a los DDHH con dos ediciones al afio. La edicidn de interés para
este trabajo de grado es la numero 62 (Cinep/ppp, 2021), de la cual es importante mencionar que
su enfoque es el anonimato como factor dinamizador del genocidio impune. Muchas de las

narraciones que conforman los datos, tienen que ver con actos de violencia realizados por
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personajes no identificados y encapuchados, especialmente apuntando a estigmatizar a lideres y

lideresas que trabajan para mejorar las condiciones de vida de las comunidades.

El anonimato termina revelando moviles politicos, que intentan conservar el estado de
precariedad en el cual vive gran parte de la poblacién colombiana, a costa de cuidar los intereses
de la élite imperante. Segun el andlisis realizado en la presentacion de la revista, este problema
ha alcanzado su climax en los Ultimos afios y especialmente con el gobierno de Ivan Duque.
También concluyen que el imaginario ahora es que “existe UN MISMO LIBRETO que se activa
intermitentemente para eliminar grupos humanos que, en opinion de la clase dirigente, NO

CABEN EN ESTA NACION” (Cinep/ppp, 2021).

3.3 Violaciones a los DDHH y presuntos responsables

En el marco conceptual de la revista Noche y Niebla se presenta un glosario que brinda
definiciones precisas para cada uno de los términos o categorias utilizadas, en los relatos de los
actos de violencia registrados en la revista. Estas permiten clasificar las diferentes violaciones a

los Derechos Humanos.

En lo que sigue daremos cuenta de las principales: Violencia Politica como Violacion de
Derechos Humanos (DH), Violencia Politico-Social (VPS), Infracciones Graves al Derecho
Internacional Humanitario Consuetudinario (DIHC) y Acciones bélicas o Infracciones graves al

Derecho Internacional Humanitario (DIH).

3.3.1 Violencia Politica como Violacion de Derechos Humanos (DH)
Para la Defensoria del Pueblo, la violacién de DDHH debe entenderse como: “conducta
positiva 0 negativa mediante la cual un agente directo o indirecto del Estado vulnera, en

cualquier persona y en cualquier tiempo, uno de los derechos enunciados y reconocidos por los
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instrumentos que conforman el Derecho Internacional de los DDHH” (Cinep/ppp, 2016, pag.

15).

De esta forma, se resalta la importancia de dos elementos para que un acto de violencia
sea considerado como violacién a los DDHH: el autor y la materia. Si el derecho vulnerado es
alguno de los consagrados en los pactos internacionales de DDHH vy si el autor esta relacionado

directa o indirectamente con el estado, entonces se considerard como una violaciéon de DDHH.

La autoria estatal puede darse de varias maneras, se mencionaran dos: por un lado,
cuando el acto de violencia es realizado por un agente del estado (que ejerce una funcion
politica), y por otro cuando el acto de violencia es realizado por particulares que son apoyados o

tolerados por el Estado.

Algunos de los moviles que pueden llegar a originar violaciones a los DDHH son: la
persecucion politica (PP), la cual ocurre en actividades -que pueden ser encubiertas o no- para
mantener el orden publico o en la represion de ideologias que critiquen al Estado; el abuso o
exceso de autoridad (AA), que tiene que ver con el uso de la fuerza desmedida con el fin de
cumplir las funciones de agentes del Estado; y la manifestacion de intolerancia social (IS), la
cual se presenta cuando el acto de violencia esta dirigido a eliminar personas que son

consideradas por sus victimarios como problematicas para la sociedad.

Estos mdviles se dividen en tres modalidades especificas de violacion de los Derechos
Humanos: violacién del derecho a la vida (VDV), violacion del derecho a la integridad personal
(VIP) y violacion del derecho a la libertad personal (VDLP), estas modalidades tienen actos de

violencia especificos, los cuales la revista Noche y Niebla clasifica por medio de codigos a partir
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de letras y nimeros. Cada uno de estos codigos es utilizado para identificar el crimen, el movil y

la modalidad.

La modalidad especifica de VDV se compone de las siguientes acciones:

e Ejecucion extrajudicial, con los codigos A10 (PP), A20 (AA), A30 (IS)
e Atentado, con los codigos A16 (PP), A26 (AA), A37 (IS)
e Amenaza individual, con los cédigos A15 (PP), A25 (AA), A35(IS)

e Amenaza colectiva, con los codigos A18 (PP), A28 (AA), A38(IS)

La modalidad VIP comprende las siguientes acciones de violencia:

e Tortura, con los codigos A12 (PP), A22 (AA), A36(IS)

e Lesion fisica, con los cadigos A13 (PP), A23 (AA), A33 (IS)

e Colectivo lesionado, con los codigos A17 (PP), A231 (AA), A331 (IS)

¢ Violencia sexual, con los codigos A19 (PP), A29 (AA), A39 (IS), esta se
subcategoriza en:
o Violacion, con los codigos A191 (PP), A291 (AA), A391 (IS)
o Embarazo forzado, con los codigos A192 (PP), A292 (AA), A392 (IS)
o Prostitucion forzada, con los cédigos A193 (PP), A293 (AA), A393 (IS)
o Esterilizacion forzada, con los codigos A194 (PP), A294 (AA), A394 (1IS)
o Aborto forzado, con los cddigos A197 (PP), A297 (AA), A397 (IS)
o Esclavitud sexual, con los codigos A195 (PP), A295(AA), A395 (IS)

o Abuso sexual, con los codigos A196 (PP), A296 (AA), A396 (IS)

Para la modalidad VDLP se consideran las siguientes acciones de violencia:
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e Desaparicion forzada e involuntaria, con los codigos A1l (PP), A21 (AA),
A302 (IS)

e Detencion arbitraria, con los codigos A14 (PP), A24 (AA), A301 (IS)

e Judicializacién arbitraria, con los codigos A141 (PP), A241 (AA), A341 (IS)

e Deportacion, con el codigo A101(PP)

e Desplazamiento forzado colectivo, con los cddigos A102 (PP), A27 (AA),
A34 (1S)

e Confinamiento como represalia o castigo colectivo, con el cédigo A104 (PP)

3.3.2 Violencia Politico-Social (VPS)

Este tipo de violencia es aquella que es ejercida por organizaciones o grupos motivados
por el poder politico o la intolerancia frente a ideologias, razas, religiones o sectores sociales.
También, se considera como Violencia Politica Social a las practicas de actores armados no

estatales que no pueden ser clasificados como violaciones a los Derechos Humanos.

En estas acciones no se identifica como responsable a un autor estatal o para-estatal; aqui
se identifica la diferencia con el DH, debido a que no se puede clasificar como violacion a los
DDHH. En mayor medida los perpetradores estan amparados por una clandestinidad que los hace
dificiles de identificar, en otros casos se identifican como autores particulares sin vinculos con el

estado.

Es importante aclarar que en esta categoria de violencia no se incluyen a las acciones de
grupos insurgentes, exceptuando los casos de secuestro y de practicas de intolerancia social. Las
acciones violentas de los grupos insurgentes son tipificadas como infraccion al Derecho

Internacional Humanitario Consuetudinario.
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Los moviles de la violencia politico-social se dividen en dos: por persecucion politica
(PP) y por intolerancia social (IS). Respecto a los moviles politicos “pueden percibirse en el
analisis de las razones que impulsaron a los perpetradores del crimen y dichas razones pueden
revelarse a través de las caracteristicas de la victima” (Cinep/ppp, 2016, p.27). En cuanto a los
moviles de intolerancia se observan cuando la victima hace parte de “sectores sociales
considerados por sus victimarios como disfuncionales o problematicos para la sociedad”

(Cinep/ppp, 2016, p.27).

Acorde con estos moviles las acciones de VVPS se pueden clasificar en tres diferentes
modalidades especificas de violencia: contra la vida, contra la integridad personal y contra la
libertad personal. Como en el DH, cada uno de estos actos de violencia tiene un codigo, que
designa el banco de datos en su marco tedrico utilizado para identificar el crimen, el movil y la

modalidad.

Para la modalidad especifica de violencia contra la vida se tienen las siguientes acciones

de violencia, con su respectivo cddigo:

e Asesinato, con los codigos B40 (PP), B50 (1S)
e Atentado, con los cddigos B46 (PP), B57(IS)
e Amenaza individual, con los cddigos B45 (PP), B55 (IS)

e Amenaza colectiva, con los codigos B49 (PP), B59 (1S)

Para la modalidad especifico de violencia contra la integridad personal se tienen los

siguientes actos de violencia, con su respectivo codigo:

e Tortura. con los codigos B47 (PP), B56 (IS)

e Lesion fisica, con los codigos B43 (PP), B53 (1S)
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e Colectivo lesionado, con los codigos B402 (PP), B502 (IS)

¢ Violencia sexual por persecucion politica, con los cédigos B420 (PP), B520 (IS)

Las siguientes violaciones a los derechos humanos también se encuentra en DH, pero

aqui cambia el movil y el autor:

©)

©)

Violacion, con los codigos B421 (PP), B521 (1S)

Embarazo forzado, con los codigos B422 (PP), B522 (IS)
Prostitucion forzada, con los codigos B423 (PP), B523 (IS)
Esterilizacién forzada, con los codigos B424 (PP), B524 (1S)
Aborto forzado, con los codigos B427 (PP), B527 (IS)
Esclavitud sexual, con los codigos B425 (PP), B525 (1S)

Abuso sexual, con los cddigos B426 (PP), B526 (1S)

Para el mdvil especifico de violencia contra la integridad personal se tienen los siguientes

actos de violencia, con su respectivo cddigo que lo identifica:

e Secuestro perpetrado por organizaciones insurgentes, con el siguiente codigo B41

(PP)

e Rapto, con los codigos B48 (PP), B58 (1S)

e Desplazamiento colectivo, con los codigos B401 (PP), B501 (IS)

3.3.3 Infracciones Graves al Derecho Internacional Humanitario Consuetudinario

(DIHC)

La violencia que se genera debido a los conflictos armados, que puede ser entre dos

estados o entre fuerzas armadas en el interior del estado, debe ser clasificada de otra manera,

diferente a las vistas anteriormente. Esto se debe a que un conflicto armado puede privar de la
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vida o la libertad a los contrincantes, generando afectaciones a la integridad de los participes del

estado y destruccion en bienes pablicos.

La edicion de la revista estudiada aclara que el Derecho Internacional Humanitario no
entra a calificar la legitimidad de la guerra o los métodos del conflicto en relacion con su
efectividad. Lo Unico que se proponen los DIH es evitar el sufrimiento y dafios innecesarios,

aquellas acciones violentas que no tienen como objetivo una ventaja militar sobre el adversario.

Los DIH estan basados en acuerdos o protocolos surgidos de los convenios de la Haya de
1899; los cuatro convenios de Ginebra de 1949; y dos protocolos adicionados en 1977. Estas
declaraciones internacionales son las que restringen algunas acciones cometidas en la guerra. Sin
embargo, pese a que toda esta normatividad fue asumida por una gran cantidad de Estados, las

infracciones a estas normas continuaron siendo numerosas.

Por lo tanto, colectivamente se generd una conciencia internacional sobre los fallos que
hubo en la formulacion de los DIH. Esto principalmente en los protocolos, que no fueron
ratificados en varios estados. Existian dos protocolos, el primero con una normatividad mas
detallada, aplicaba para conflictos internacionales y el segundo con una normatividad precaria,
aplicaba a conflictos no internacionales. Esto fue contraproducente, dado que la mayoria de los

conflictos en la actualidad son de caracter no internacional.

Debido a los hechos descritos, se realizé una conferencia internacional en pro de una
mejor proteccion para las victimas de la guerra en 1993. En esta se convoco a un grupo de
expertos para identificar las normas aplicables en la guerra que tuvieran un caracter de derecho

consuetudinario.
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De acuerdo con la edicion 62 de la revista Noche y Niebla “el Derecho Consuetudinario
es un derecho reconocido por la costumbre universal, con sustento en la mas amplia gama de
legislaciones, sentencias de tribunales internacionales, opiniones de los mas prestigiosos juristas”
(Cinep/ppp, 2021, p.8). Esto quiere decir que se impone por su fuerza juridica y son aceptadas
universalmente como derecho. Esta publicacion de normas fue realizada en 2005 contando con

un catalogo de 161 normas.

Es cierto que esa formulacion de normas para los DIHC, al elaborarse sobre conflictos
entre fuerzas equilibradas, no es Gtil para registrar infracciones donde haya un modelo de Guerra
de Guerrillas o Guerra Sucia. En la mayoria de los casos los conflictos suelen ser entre un grupo
estatal y un movimiento de oposicion surgido de las capas sociales méas excluidas o perseguidas;

por ende, estos conflictos no suelen apegarse a las caracteristicas de una guerra regular.

Desde los afios 60 las estrategias contrainsurgentes del estado colombiano han sido
documentadas y revelan que estan disefiadas principalmente contra la poblacién civil, que debido
a “ideologias o arraigos territoriales pudiera albergar niveles de simpatia hacia propuestas de
cambio del sistema econdémico-politico” (Cinep/ppp, 2021, p. 9). Al involucrar en el combate
armado a la poblacion civil se dificulta la identificacién de las personas protegidas o de los no

combatientes segun los parametros del DIHC y del DIH.

Otra consideracion de importancia, desde los parametros del Derecho Humanitario, es la
dificultad para la lectura del conflicto colombiano debido al desarrollo progresivo del
paramilitarismo. Esto se puede evidenciar en los andlisis estadisticos puesto que “en las ultimas
décadas, las curvas de responsabilidad de la fuerza publica en violaciones graves a los derechos
humanos y en crimenes de guerra solo descienden en la medida en que ascienden las de

responsabilidad de los paramilitares” (Cinep/ppp, 2021, p. 9).
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Las infracciones a los DIHC en la revista Noche y Niebla se clasifican en cuatro clases:
por atacar objetivos ilicitos de guerra, por el empleo de métodos ilicitos de guerra, y por el trato
afrentoso al ser humano. Cada una de estas infracciones tienen un codigo que lo identifica y son

asignados por el banco de datos.

Para las infracciones por atacar objetivos ilicitos de guerra (objetivos no militares), se

tienen las siguientes acciones:

o El ataque indiscriminado, con el cddigo D90

e Atacar o impedir misién médica o sanitaria, con el codigo D707

e Atacar o impedir mision religiosa, con el codigo D708

e Atacar o impedir mision humanitaria, con el codigo D709

e Atacar o impedir misiones de paz, con el codigo D710

e Atacar o impedir mision informativa, con el codigo D711

e Ataque a zonas humanitarias, con el codigo D712

e Ataque a bienes culturales. con el codigo D85

e Ataque a obras o instalaciones que contienen fuerzas peligrosas, con el codigo
D801

e Ataque al medio ambiente natural, con el codigo D84

Para las infracciones por el empleo de métodos ilicitos de guerra se tienen las siguientes

acciones de violencia:

e Asumir el método de “Guerra sin cuartel”, con el codigo D905
e Recurrir al pillaje, con el codigo D95

e Utilizar el hambre como método de guerra, con el codigo D86
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e Utilizar la perfidia, con el codigo D91

e Impedir conversaciones de paz a través de mediadores, con el codigo D713

Para las infracciones por el empleo de medios ilicitos de guerra se tienen los siguientes

actos realizados en la guerra:

e Empleo de armas absolutamente prohibidas, con el cédigo D92. Algunas de ellas

son:

o

o

Armas envenenadas

Armas bioldgicas

Armas quimicas

Herbicidas como método de guerra
Balas que se expande o que explotan

Armas nucleares

e Empleo ilicito de armas de uso restringido, con el codigo D93. Algunas de ellas

son.

o

Minas terrestres

o Armas incendiarias

Para las infracciones por el trato afrentoso al ser humano se tienen las siguientes acciones:

e Homicidio internacional de persona protegida, con el codigo D701

e Muerte causada por empleo de métodos y medios ilicitos de guerra, con el codigo D97

e Muerte causada por ataque a bienes civiles, con el codigo D87

e Muerte de civil en accion bélica, con el codigo D703

e Lesiones intencionales a la integridad personal de persona protegida, con el codigo D702
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e Lesiones a la integridad personal de persona protegida por empleo de métodos 0 medios
ilicitos de guerra, con el codigo D98
e Lesiones a la integridad personal de persona protegida como consecuencia de ataques a
bienes de caracter civil, con el codigo D88
e Lesiones a la integridad personal de civiles como consecuencia de una accion bélica, con
el codigo D704
e Colectivo lesionado como consecuencia de otras infracciones al DIHC, con el cddigo
D705
e Torturay tratos crueles e inhumanos, atentados contra la dignidad personal, tratos
humillantes y degradantes y castigos corporales, como instrumentos de guerra, con el
cédigo D72
e Violencia sexual como instrumento de guerra, con el cédigo D77. Hay diversas formas de
violencia sexual que también cuentan con su propio codigo:
o Violacion (cédigo D771)
o Esclavitud sexual (codigo D775)
o Prostitucién forzada (codigo D773)
o Embarazo forzado (codigo D772)
o Esterilizacién forzada (codigo D774)
o Aborto forzado (cddigo D777)
o Aborto sexual (cédigo D776)
e Esclavitud y trabajos forzados como instrumentos de guerra, con el cédigo D714
e Toma de rehenes como instrumento de guerra, con el codigo D74

e Uso de escudos humanos como instrumento de guerra, con los codigos D78, D904)
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e Desaparicion forzada como instrumento de guerra, con el cédigo D76
e Judicializacion arbitraria como instrumento de guerra, con el cddigo D15
e Desplazamiento forzado como instrumento de guerra, con el codigo D903

e Reclutamiento de menores y su utilizacion en la guerra, con el cédigo D75

3.3.4 Acciones bélicas o Infracciones graves al Derecho Internacional Humanitario
(DIH)
El Banco de Datos de Noche y Niebla utiliza el nombre de Acciones Bélicas para
clasificar los “actos ejecutados por los actores del conflicto armado de caracter no internacional
que se da en el pais, y que por acomodarse a las normas del ‘lus in Bello’ (Derecho en la Guerra)

son acciones legitimas de guerra” (Cinep/ppp, 2021, p. 10).

Pero no son pocos los problemas que surgen a la hora de interpretar y hacer una
clasificacion de las acciones bélicas. Por ejemplo, hay que tener cuidado de no atribuir a los dos
polos armados, una infraccion que tiene como sujeto activo de la accion a un solo polo

(Cinep/ppp, 2016).

Por lo tanto, para el caso del Banco de Datos de la revista, se deben contar tantas acciones
bélicas que no resulten contrarias a los criterios que establece el derecho penal. En las acciones

bélicas hay modalidades especificas:

e Combate, con el codigo C62

e Emboscada, con el cddigo C63

e Uso de minas-minado de un campo, con el cddigo C64
e Bombardeo-ametrallamiento, con el cédigo C65

e Bloqueo de vias, con el cédigo C66
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e Ataque a objetivo militar, con el codigo C67

e Sabotaje, con el codigo C68

3.4 Datos de base revista Noche y Niebla

Con base en los datos reportados en la edicion 62 de la revista Noche y Niebla, a
continuacion, se describiran: el tratamiento de la informacion y las decisiones acerca de la
sistematizacion de estos datos. Conviene distinguir que esto colabor6 a generar una matriz de

datos acorde con los lineamientos que se requieren para hacer un analisis multivariado.

Primero, se debe tener en cuenta que en la seccion 3.3, se trataron cuatro grandes
categorias de violaciones a los DDHH y se usaron siglas para cada una, por ejemplo, Violencia
Politico-Social como VPS. En esta seccion delante de cada palabra que se refiere al acto
delictivo, se pone la sigla correspondiente segun lo convenido en la seccion 3.3. Por ejemplo,
Muertos DH, hace referencia a casos en los cuales se clarifican muertes cometidas en las

condiciones descritas en la seccion 3.3.1 para Violaciones a los derechos humanos (DH).

3.4.1 Categorias dadas por la revista

Al final de la edicion numero 62 de la revista (y de cualquier entrega), figuran tablas que
representan el compendio de cada uno de los casos de violaciones a los DDHH. Cada tabla tiene
la fecha, ubicacién, nombre de la victima, categoria de la victimizacion y presunto responsable.
Las ultimas dos categorias son las de interés, y se clasifican usando letras y nimeros, como se
puede ver en la parte superior de la Tabla 1, que representa un fragmento de una tabla mas

grande:
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Tabla1l. Fragmento de una tabla de la revista Noche y Niebla

Kategumins de vtvrizacin

JA MUEETOS 00 30 25 30 1 0 INUERTOS G0 67 97 107 N0 | € MUERTOS VST 40 %0 D (DESAPARICONOHY 11 31 300 | F JORSAPARGORDOE ] 76 | F TORTURA-CAE 13 20 3 | G (TORTURA D80 72 I (TORTURA-VPS1 A7 46 (1
LESIOMADC D). §3 23 23 1 ) (LESOMADOS-(SC| ) 95 702 704 | & (L5 SOMADOS- VPS40 51 . | (DEFENOON ARSITRARIA-CHG 14 24 3010 | M IAMERAZA DO 15 25 75 | I AMEMATA-DSC) T3 | K IAMESATA VRS 45 55 O
ATENTADO-O)-14 25 17 - ¥ (ATENTADOIS 66 57 . Q) DUDICIALUADION ARSITRARIA DM 187 241 341 - & UUCICIALLZACION ARESTIAIA 0090 714 ; § (I0UENOA SEXURL-ON)-L9 29 39 - T IVIOUENEIA SEXLAL SINCH 77 - U
WIOUENCIA SEXUAL-VPSLAG0 520 | V (DFPORTACKN DM 10 | W HECUESTROPEI41 - X (RAPTO-VPR 4B 58 | ¥ [FOMA OF BEHENES-OIMCL 74 | 7 IESCLAVITUD ¥ TRABAJOS FORZADCS-DEC) 734 | AN (INEGACIKON DE DESECHOS A
PRIMONERDS DE GUERIA DINCE 254 | Al INEGACION DE ATENCISN & PERSONAS VULMERAILES DINC): 717 1 AC (MSOFANADIGN ¥ OCULTAMILIIO DE CADAVERES OHCS )18 - AD IRECLUTAMIENTO DE MENORES OMCER ; AL
PESCUDO INDVIDUAAL DONCH: 78

Presarnan revpoesabies

B ESTALO COLOMBANGD: & FUERZA PUBLICA- D FUERZAS MILITANES & EXRCIN0: 5. ARMALAS FUERZA AERER, ). POUICIA S CALLACS: SUM 10 DN L1 VRS 12 DAS L) £T1:04: PARAMILITARES 15 AUC 14 ACCU; 12
IUTODEFERSAS DE SAMON SAZA 18 AUTODEFERSAS DE LOS LLANGS ORENTALES 1% AUTODEFENSAS OF SANTANDER ¥ S8 DEL CESAR 20 AUTODEFENSAS OF CASANARE 23 AUTODEFENSAS CAMPESINAS DEL MAGDALE NA
PALOCL ACMM 22 AGERTE EXTRANARO 23 GUERRELA & MEJCIAS 2% FARC AP 28 FIM 20 MOVIMENTO MIME BATEMAN CAYOR I CAPJ% P30 FRG1T: GRUPOS DE INTOLERANCIA DY SIN BEORMADON 32 OTROSM
COMBATIENTES, 55 MISCALLA 34 FOLO INSURCENTE 37 ACROMAR § A 38 AMERISUR EXFLOBADION COLOMERA- I EMINESAS 40 PAREX RESOUNCES

| ] | R R
Yecha Lrcsoon vicrma adnlcfolefrfcmlilafaleim|n]niolrjolaisirjujviwixiviz asnianacianaeim
1 WAL AFFEE D) COADNE 1 T 1 {
D g 2000 [NARING - CUMBAL TARAPULS el |1 | | i
| WAL ALERAMTRS 1 1 !
LV g 2000 INASSRO - PUALSS DOMINGUE? [ | | | |
WALLTAN OF 508 DA | | |
212000 CALCA - SUCKE MORALES | 1l i | | | 35
e e oo e ee——————————————— - $—{-—y— =gy {11~ B o — —
25 /g 000 WENTL DE SANTANDER - ABREGS IWILMAR CARSENG 1 | | | | <1)
i i i
MASL/TID  IUTUMATO - PUEKTO ASS [ATLMAR MACRORERD 1| 3 | | | | h-3e
B N T A e el b e o e e e e —

Fuente: Revista Noche y Niebla

Todas las tablas disponibles en esta edicion fueron transferidas a un archivo de Excel, en
el cual fue posible dejar todas las columnas con un filtro. Para facilitar la lectura de los datos, se
rellend con 0 las casillas vacias de manera que el sistema interpretara que la victima no
corresponde a esa categoria de victimizacion. Los 1 se conservaron del documento original,
indicando la presencia de la violacion de DDHH. Por ejemplo, se puede ver en la Tabla 2, la
aplicacién de un filtro a la columna D, con 8 casos, la cual corresponde a la categoria

“Desaparicion DH™:
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Tabla 2. Fragmento de datos en Excel
. P paye Falwla

S vv—

Fuente: elaboracion propia

Las columnas relevantes para abordar el estudio de la informacidn contenida con base en
un analisis multivariado fueron las categorias de victimizacion (columnas A hasta AD en la
Tabla 2) y presunto responsable (Gltima columna de la Tabla 2: “PRTodos”). Realizando
filtrados consecutivos como el que se ilustra en la Tabla 2, llegamos a la siguiente tabla de
contingencia (ver Tabla 3) que relaciona las variables mencionadas. Como se pudo notar en los
ejemplos de la revista y del archivo de Excel, hay casos los cuales tienen mas de un presunto
responsable, es decir, mas de un numero en la columna “PRTodos”. A esto se le presto atencion
en la Tabla 3, representandolo en las ultimas tres columnas (de izquierda a derecha). Primero, la
columna “Total fila” es la suma de cada fila, es decir el total de presuntos responsables por cada
categoria de victimizacion, la cual tiene en cuenta los casos de victimas que reportan mas de un
presunto responsable. Segundo, la columna “sum real” que es la suma de la cantidad real de
victimas que hay por categoria de victimizacion, ya que las victimas con mas de un presunto
responsable inflan de manera artificial la frecuencia descrita en “Total fila”. Para corregir este
problema, se hace un filtrado de cada columna del archivo de Excel anterior, para obtener solo

las filas con frecuencia 1. Finalmente, la columna “Dif”, es la que representa la cantidad de
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coincidencias por categoria de victimizacion, en las cuales la responsabilidad del suceso se le
atribuye a mas de un presunto responsable. Esta columna de diferencias obliga a realizar una
revision mas detallada de los casos de violaciones a los DDHH, como se explicara en la siguiente

seccion.

Tabla 3. Tabla de contingencia, primera version
PRI PRZ | PR i:!-ﬂ:-v‘;u' PRUFRIERSPRIHPRPRIPRT PRITPPRIA Totsl fils | sumresl os |

Tora cotumnn] @ | 8 | 1 [aarfass] s Ty Jau[saz[ e[ a [ JassTas [ s e [

Fuente: elaboracion propia

3.4.2 Consideraciones acerca de los presuntos responsables de la Tabla 3

Notese que la Tabla 3 no es realmente una tabla de contingencia, debido a las repeticiones
que hay de presuntos responsables. Si se deja en ese estado, no seria de utilidad para llevar a
cabo un Analisis de Correspondencias simple. Por este motivo, fue necesario realizar lecturas de
los diferentes relatos en los cuales habia coincidencias (que se pueden identificar en la columna
“Dif” de la Tabla 3 en donde hay valores mayores que cero). Esto con el propdsito de decidir, en
concordancia con la descripcion de cada hecho, quién de los presuntos responsables tendria
mayor responsabilidad en el acto vulnerador de los DDHH y asi dejar solo uno. A continuacion,
describimos las decisiones para cada una de las categorias de victimizacion que presentan mas de

un presunto responsable en la Tabla 3.
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Muertos DH. Para esta violacion, en la Tabla 4 se pueden identificar 3 presuntos
responsables en las Gltimas dos columnas: Ejército (PR4) Policia (PR7) y Paramilitares (PR14).
Ya sean estos tres o solo dos, estan en los 8 registros. La eleccidn del victimario en las primeras
cinco filas fue para PR4. Con base en los relatos fue posible identificar a PR4 como el mayor
responsable, excluyendo a los complices PR7 y PR14 que no son mencionados directamente en
las narraciones de las victimas. En las ultimas tres filas, por los relatos que los responsabilizan,
ahora se elige directamente a PR14; en donde PR7 y PR4, se excluyeron en estos tres casos
porque participaban, por ejemplo, con la omision o la falta de atencidn a las victimas, pero no

cometen directamente la accion de violencia.

Tabla4. Mas de un PR en Muertos DH

Fecha Ublcackin Victima l 4 5| PRTodo,

TUMAYD FERNANDO MEILA

UEATO ASH ANGA

JAMAZONAS

Fuente: elaboracion propia

Muertos DIH. En el caso de esta violacion solo hay una incongruencia y aparece
AGROMAR (PR37) por primera vez como presunto responsable; PR37 no se tiene en cuenta,

porque en el relato se identifica a las FARC-EP (PR25) como los victimarios.

Muertos VPS. Aungue no habia méas de un presunto responsable en los datos que se

atribuyen a esta violacién, se identificé una cantidad elevada de registros (ver Tabla 3). Una
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explicacion para esto, luego de la lectura de los multiples relatos, tiene que ver con que la
presencia de la institucionalidad es exigua. En las narraciones que responsabilizan a la Fiscalia
(PR35) y otros (PR33), puede pensarse en términos de VPS, porque las organizaciones al margen
de la ley delinquen a sus anchas en los territorios y esto provoca ausencia de denuncias, procesos
judiciales, impunidad para los criminales, etc. De esta manera no se logra identificar quién de los
presuntos responsables comete el asesinato y se asigna la responsabilidad a la Fiscalia, por su

omision en estos casos.

Desaparicion DH. En este tipo de violacidn, en el unico caso de interés, en la Tabla 5, no
se atribuye responsabilidad al Estado Colombiano (PR1) ni a las Fuerzas Militares (PR3), porque

la desaparicion es cometida por los Paramilitares (PR14), segun el relato.

Tabla 5. Mas de un PR en Desaparicion DH

Fecha Ubicacion Victima D B PRTod D‘Y

- - - -

LUIS HERNANDO
ANTIOQUIA -
6-sep-20| . RODRIGUEZ 1 31,14
MURINDO

DELGADO

Fuente: elaboracion propia

Tortura DH. Como en el caso anterior, para esta violacion solo hay un registro a revisar,
considerando como presuntos responsables a los Paramilitares (PR14), el Ejercito (PR4) y
Policia (PR7). En la narracion se identifica la responsabilidad directa de PR14; PR4 y PR7 son

cémplices por omision.

Lesionados DH. Para los cinco registros de esta violacién, en la Tabla 6, se observa que
para las dos primeras filas (que tienen el mismo lugar y fecha) se deja al Ejército (PR4) como

presunto responsable, porque, de acuerdo con los hechos descritos, accionaron las armas. En la
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tercera fila, se deja a los Paramilitares (PR14), debido a que la Policia (PR7) fue complice de
acuerdo con el relato, pero no lesionaron directamente a la victima. En las dos ultimas filas,
también con la misma fecha, la Policia (PR7) estaba al frente del operativo segun lo narrado. El
Ejercito (PR4) estaba apoyando, por ende, se dejé a PR7 como los presuntos responsables

principales.

Tabla 6. Mas de un PR en Lesionados DH

Fecha Ubicacién Victima | - PRTodo"
13-ago-20|CAUCA - CORINTO [JULIQ TUMBO 1 4,7
LEONIDAS
13 201CAUCA - CORINTO 1 4:7
g PERDOMO
ANTIOQUIA
5-nov-20 A 7
15-nov-20 APARTADO NN 1 ;14
27-0ct.20| U TUMAYO e : i
<ot Honriro o
PUTUMAYQO -
7-oct-20 NN 4; 7
2700200 oo :
Fuente: elaboracion propia

Lesionados DIHC. En el caso de esta violacion, en la Tabla 7 se pueden ver los cuatro
casos de interés. Aparece AGROMAR (PR37) nuevamente, con FARC-EP (PR25) como
presuntos responsables. En los relatos se pudo notar que PR37 aparece seguido como complice
de PR25. Ademas, en estas lecturas, se identifico que varios casos en los cuales el presunto
responsable es PR37, tienen que ver con victimas de minas antipersonales. Este podria ser un
error en la clasificacion, debido a que no fue posible encontrar informacion fidedigna de qué es
AGROMAR, pero debido a los relatos fue posible identificar que en realidad la responsabilidad

finalmente recaeria mas sobre las disidencias de PR25.
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Tabla 7. Mas de un PR en Lesionados DIHC

Focha |Ubicaclén Victima | J PRTodos
| ALBERTO
-s2p-208 CAUCA - CALOT 7: 25
18-52p-204CAUCA - CALOTO 1o concue | 2 37
18-4ep-20{CAUCA - cALOTO | EY 1 37,25
] S lsEnovia 2
| JHEIN GENI
8-s0p-20{CAUCA - CALOTO 2. 25
18-sep-20} AL o 1 37
JOHAN
18-52p-200CAUCA - CALOTO |ANDRES 1 37;25
| MEDINA

Fuente: elaboracion propia

Lesionados VPS. Para esta violacion no hay casos con méas de un presunto responsable,
pero es interesante notar que en los culpables se identifican a Fiscalia (PR35) y otros (PR33), lo

cual indica la relacion con la VVPS en las categorias anteriores.

Detencion arbitraria DH. En el caso de este tipo de violacién, las filas 1, 2,5y 6 de la
Tabla 8, en los que se tiene a policia (PR7) y AMERISUR (PR38), se deja PR7 porque de
acuerdo con los relatos son quienes realizan la detencion arbitraria. Con una consulta rapida se
conoci6 que AMERISUR es una petrolera con presencia en varias zonas del pais, pero en los
relatos no habia explicaciones respecto al involucramiento de esta Gltima en las detenciones. Por
otro lado, en las filas 3y 4 de la Tabla 8, que tiene como presuntos responsables al Estado
Colombiano (PR1) y a los Paramilitares (PR14), se deja PR14 porque los relatos revelaron que la
culpa de PR1 es indirecta, debido a su falta de presencia en la zona, lo cual permite el actuar de

PR14.
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Tabla 8. Mas de un PR en Detencién arbitraria DH

Facha Ubicacidn Victima L - PRTodo«’
META ADELSO :
15.dic-. 20 R | P = 1 7;38
VILLAVICENCIO |GALLC
FABIAN
CAUCA ANDRES
29.50p- 208 h 1 718
POPAYAN SANCHEZ
CORREA
FERNANDO
JANTIOQUIA )
B-now-2( DOGARI 1 114
MUTATA 5
BAILARIN
ANTIOQUIA - MILTON
B-now-20 1 114
MUTATA BAILARIN
y NARING - SAN  [ROBERT DAZA
c. 20
b easi0 GUEVARA e
BOLIVAR TECFILO
15-dic- 200 BARRANCO DE  [MANUEL 1 738
LOBA ACUNA RIBON

Fuente: elaboracion propia

Amenaza DH. En este tipo de violacion primero, se reportan 32 casos en los cuales se
identifican como presuntos responsables al Estado Colombiano (PR1) y a los Paramilitares
(PR14). En estos se dejo a PR14, porgue son quienes comenten esta violacion a los DDHH. Con
base en las narraciones se intuyd que estas amenazas, no se producirian si hubiera presencia de

PR1 en los territorios, pero en estos casos solo acta como cémplice.

En la Tabla 9 se pueden ver algunos de los casos particulares en los cuales, ademas de
responsabilizar a PR1 y PR4, se afiade a las Fuerzas Militares (PR3), el Ejército (PR4), la Policia
(PR7). Se deja a PR14, porque en la lectura de los relatos se concluy6 algo similar a lo descrito
en el parrafo anterior: PR3, PR4, PR7 hacen parte de las posibilidades que el estado podria
desplegar en los territorios, pero no hacen presencia. Aunque comparten algo de la culpa,

quienes perpetran la violacion de DDHH son PR14.
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Tabla 9. Mas de un PR en Amenazas DH

Fecha  [Ubicacion _ |Vitima PRTede
g |ANTicauTA- [Aotmas 5
e et Joomioo e
ANTIOQUIA - ARGIMIRO
) Fall 47,14
N e ATA BAILARIN
e 2o MNTIOAUIA -Afe:’oo S
s o . & Lo ta 243 N
IURINDD g A0
o LJEOGOTA D C FARRY
B-now0 p0GATA DL ALELANDRO 4.1
aal a1 BRICERD
(L1 1
P o|amoauia-  ueananco A
TR usaNDD SOORIGUEZ &
DELGADO
CHDCO -
jul-20jcanmaEn DE.  JLuts SINt G 4114
QARIEN
CHOOMD
270 0| CARMEN DEL  JLULS SINIGLY 41,14
DARIEN
QQUA-
Mepul-20] MTIOGUIA oy 47,114
’ ARASTADC
FUTLURASYD - {SANDRA
PP J 7:18
10-oct:20 PULRTO ASiS  |LaGOs $.7.1
Fuente: elaboracion propia

En la Tabla 9 hay un caso particular con PR4 y el CTI (PR13) como presuntos
responsables. El relato describe un falso positivo judicial por medio de amenazas y participacion
de las dos entidades. Se deja a PR13 porque son la entidad que puede realizar la captura, aunque,

segun el relato, se trataba de un falso positivo judicial.

Amenaza DIHC. Como se puede ver en la Tabla 10, para este tipo de violacion hay
cinco casos en los cuales se tiene al Estado Colombiano (PR1) y a los Paramilitares (PR14) como
presuntos responsables. En estos casos de deja a los segundos dado que son quienes cometen la

accion, segun lo narrado. Se intuye también que estas amenazas no se producirian si hubiera

presencia de PR1 en los territorios.
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Tabla 10. Mas de un PR en Amenaza DIHC

Facha Ubicacién Vietima N PRTodos
. v - L ¥
PUTUMAYD - ANDRES A
q.dc3 | 1,14
PUERTO ASIS CANCIMANCE
ruTusavo SANDAA
4-5c-2 4
PUERTO ASS LAGODS
- an | PUTUMAYO WILMAR
HRC-L ok > it T <
PUERTO ASIS MADRONERD
& e FUTUMAYD YLeE R
PUERTO ASIS ANZUETA
= PUTUMAYD - YUSS
a-dic-2 25 1 1714
PUERTO AS'S QUINTERD
Fuente: elaboracion propia

Violencia Sexual DH. Para esta violacion, solo hay un caso que reporta como presuntos
responsables al Ejército (PR4), a los Paramilitares (PR14) y a la Policia (PR7). El relato
relacionado, responsabiliza directamente a un paramilitar, con nombre propio, como el

perpetrador del hecho, por ese motivo PR14 es el presunto responsable en este caso.

Reclutamiento de menores DIHC. Para esta violacion, también solo se presenta un caso
con AGROMAR (PR37) y FARC-EP (PR25) como presuntos responsables. Segun el relato,
directamente tiene que ver con un hecho cometido por las disidencias de PR25, entonces se deja

este Gltimo como presunto responsable.

En la Tabla 11 se puede ver el resultado final de solucionar las incongruencias con los

presuntos responsables de la columna “Dif”.
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Tabla 11. Tabla de contingencia con solo un presunto responsable por categoria de
victimizacion

(
0
o 0 o | 8 0 0 10 1t
[
(

a ( 4

1 [133]amel 1 | 1 |mzlie| sl a |25 (sl el 3] [ sa 1392 B3|

Fuente: elaboracion propia

3.4.3 Decisiones finales acerca de la tabla de contingencia

Las decisiones acerca de las categorias que finalmente quedaron en la tabla de
contingencia que fue objeto del Analisis de Correspondencias simple, fueron de tres tipos: la
primer referente a la simplificacién de la complejidad en términos del nimero de categorias a
considerar, la segunda referente al conocimiento implicado en las disciplinas sociales: estas
marcan diferencias entre categorias, que se salen del ambito del conocimiento de los autores; y la
tercera que obedece a no considerar categorias donde su ocurrencia haya sido muy insignificante
comparadas con otras categorias. Las decisiones que se explican en lo que sigue se encuadran

dentro de algunas de las razones anteriores.

Si bien en las clasificaciones de la revista Noche y Niebla, existen categorias y variables
mas detalladas para las violaciones de DDHH, dependiendo de la accion y el autor, que
involucran distinciones entre el DH, DIH, DIHC y VPS (como se vio en la seccién 3.3), para los
propdsitos de este trabajo y dada la complejidad que implica trabajar con tales distinciones,

hemos optado por simplificar las categorizaciones con el propoésito de ayudar en la interpretacion
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de los datos. Por ejemplo, en lugar de hablar de Muertos atribuidos a DH, o0 a DIH, 0 a VVPS,

simplemente agrupamos los tres en una sola categoria llamada MUERTOS (ver tabla 12)..

Parte de la complejidad reside en el amplio conocimiento que hay que tener en areas
sociales, filosoficas y especialmente jurisprudenciales al momento de hablar de los derechos
fundamentales de las personas. Concebir conclusiones relacionadas con estos Gltimos involucran
la utilizacion de conocimientos profundos del orden constitucional, asi como de sus técnicas de
aplicacion e interpretacion y esto no hace parte del &mbito de los propoésitos definidos para este

trabajo de grado.

Aungue no se analicen todas las categorias, esto no implica que se pierde informacion,
porque el conteo de los casos continuard en las categorias agrupadas. Ademas, analizar datos que
se encuentran en un nivel de desagregacion elevado, en ocasiones no permite avanzar en la

comprension de patrones que se puedan observar en estos.

Por otra parte, con el Andlisis de Correspondencias simple, aplicado a una tabla de
contingencia para las variables que se decidié agrupar, se generara una representacion
geométrica en una dimension posible de observar, la cual posibilita interpretar los datos mas

facilmente que con la simple observacion de las tablas o poligonos que reportan las frecuencias.

Otra decision de importancia para trabajar con los datos, para el caso de las filas
(categorias de victimizacidn) fue tener en cuenta solo las que tuvieran en total mas de 20
registros. Entonces, las categorias, ATENTADO DH, ATENTADO VPS, VIOLENCIA
SEXUAL DH, VIOLENCIA SEXUAL VPS, SECUESTRO VPS, RAPTO VPSy

RECLUTAMIENTO DE MENORES, no se tuvieron en cuenta en la tabla de contingencia final.
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Finalmente, en la Tabla 1 (seccion 3.4.1), se pueden ver todos los codigos numéricos de
los presuntos responsables tenidos en cuenta en la edicion 62 de la revista Noche y Niebla.
Algunos de estos no fueron considerados, debido a que la frecuencia no era significativa. Los
que guedan en la tabla de contingencia final, son: PR2: Fuerza Publica, PR4: Ejército, PR7:
Policia, PR14: Paramilitares, PR25: FARC-EP (disidencias), PR28: ERP (Ejército
Revolucionario del Pueblo, disidente del ELN), PR33: Otros (Bandas criminales parcialmente
identificadas), PR35: Fiscalia, PR37: AGROMAR S.A (relacionado con minas antipersonales).
En la Tabla 12, se puede ver la tabla de contingencia final que se tendra en cuenta para el

Analisis de Correspondencias simple.

Tabla 12. Tabla de contingencia final

[ pr2 [ era | eR7 [ P14 | PR25 | PR28 | PR32 [ PR35S | PR37

A MUERTOS 0 10 3 59 39 10 12 224 9
) DESAPARIOON 0 4 0 £ 12 0 0 0 0
F TORTLIRA 0 11 16 16 1 0 1 10 0
I LESIONADOS 5 11 70 6 16 1 2 < 12
L DETENCION ARBITRARIA 39 28 2 0 o 0 0 0

1
Fuente: elaboracion propia

El &lgebra lineal como fundamento matematico del analisis estadistico

multivariado

Aunque en este trabajo no pretendemos profundizar en el funcionamiento del algebra
lineal en los andlisis estadisticos, si consideramos de gran importancia poder abordar algunas
ideas acerca de temas de esta rama de las matematicas, involucrados en los anélisis que seran

utilizados aqui.

Como ayuda para comprender los temas discutidos, se usara de guia el acercamiento
intuitivo para el algebra lineal presentado en la lista de reproduccion “Essence of linear algebra”

(Sanderson, 2016) del canal de YouTube 3BluelBrown. Este fue creado por el matematico de
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Stanford, Grant Sanderson y de alli se tomaran ideas textuales y visuales realmente claves para
entender por qué el algebra lineal es de utilidad. En resumidas cuentas, se espera poder transmitir
algo de la comprension conceptual que entrega este recurso audiovisual. La idea es darle mayor
importancia a esto Ultimo en lugar de, por ejemplo, los calculos algoritmicos presentados en la

mayoria de los textos sobre el tema.

Las ideas se extraen principalmente de los siguientes episodios de la lista de

reproduccion:

Capitulos de interés

Combinaciones lineales, sistema generador y bases de vectores

Transformaciones lineales y matrices

Multiplicacion de matrices como composicion

El determinante

Matrices inversas, espacios de las columnas y nucleo

Cambio de bases

Valores y vectores propios

Se anima al lector a revisar estos videos. Ademas, puede que sea necesario, dependiendo
del estado en el cual se encuentren los conceptos del algebra lineal, revisar algunos otros de la
lista de reproduccion. No cabe duda de que esto ayudaria en la lectura y la comprension de

manera mas profunda de los conceptos del anélisis estadistico multivariado.

Es de importancia sefialar que estos videos proporcionan animaciones de gran utilidad

para entender el algebra lineal como herramienta en el analisis estadistico multivariado u otras
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areas. Infortunadamente estos fragmentos de los videos son dificiles de replicar en un documento
escrito. Sin embargo, usando descripciones de lo animado, esta seccion propende por develar la
simplicidad de las ideas del algebra lineal y su gran utilidad al considerar espacios vectoriales de

mas de dos dimensiones.

4.1 Combinaciones lineales, sistema generador y bases de vectores
. . X
Una buena manera de conceptualizar las coordenadas de un vector, por ejemplo [y] en

dos dimensiones (2d de aqui en adelante), es pensar que cada una de ellas es un escalar que se
multiplicara por un vector base y luego se sumaran los resultados. En el caso de dos
dimensiones, los vectores unitarios 7y j (ver fig.1), serian los vectores de la base y la
representacion del vector amarillo, en términos de estos, es la combinacion lineal de la fig. 2: alli
el vector 7 se multiplico por 3, el vector j cambid su direccion al escalarlo por un factor de —2'y

ambos se sumaron.

Figura 1. Vectores unitarios en dos dimensiones

Fuente: 3BluelBrown
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Figura 2. Vector en términos de vectores unitarios o vectores base del sistema coordenado
xy

Fuente: 3BluelBrown

Parafraseando y en concordancia con Sanderson (2016) cada vez que se describan
vectores numéricamente, hay una decision implicita acerca de qué vectores base usamos. El
autor también aclara que “el conjunto de todos los posibles vectores que se pueden alcanzar con
una combinacidn lineal de un par de vectores, se denomina el sistema generador de esos dos
vectores”. ldentificar o determinar un sistema generador, es una manera de preguntar cuales son
todos los posibles vectores que se pueden alcanzar solo usando la suma entre vectores y la

multiplicacién por escalar.

En resumen, un conjunto de vectores linealmente dependientes, como vectores de la base,
no es suficiente para describir un espacio vectorial. Cuando ello sucede existiran vectores que no

se pueden generar a partir del par de vectores linealmente dependientes. Por ejemplo, se podrian
.. - - 1 -1
limitar a la extension de una Unica recta (en 2d) como en el caso de [3] y [_3]. Escalar y sumar

estos vectores, deja solo combinaciones lineales que caerdn en la recta y = 3x. En cambio, basta

con tener un sistema generador: en 2d, seria un conjunto de dos vectores linealmente
independientes (como es el caso de los vectores unitarios i = [(1)] yj= [(1)] en donde cada uno

aporta una dimensién al sistema) para tener de manera completa un espacio vectorial de dos
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dimensiones. Es decir: cualquier vector de dos dimensiones se puede construir como una

combinacion lineal de los vectores de la base.

4.2 Tranformaciones lineales y matrices

Sanderson (2016), de manera conveniente cuando se refiere a las matrices, las denomina
transformaciones lineales. Primero, la palabra transformacion, menciona el autor, seria una
manera elegante de decir “funcion”; en este caso seria una funcion que tiene como entradas y
salidas vectores. Que sean “lineales” tiene que ver con que, aplicar una tranformacion lineal, por
ejemplo en 2d, va a “mantener todas las lineas del espacio paralelas, equidistantes y dejara el
origen del sistema coordenado fijo” (Sanderson, 2016). En el lenguaje formal de las matematicas
del algebra lineal, esto se traduce en satisfacer las propiedades de linealidad, es decir, una

transformacion L que vaya de un espacio vectorial en otro, debe satisfacer:
L(W+w)=L®)+LW)YycL({®) = L(cv).

Numéricamente, cada columna de una matriz indica a donde mover cada uno de los
vectores de la base de un sistema generador. En la fig. 3, se ilustran los dos casos en donde los
vectores unitarios i, j y el vector amarillo, se pueden ver antes y después de aplicar una
transformacion lineal. Hay que considerar que solo es necesario mover los vectores de la base y
todos los posibles vectores del espacio cambiaran de acuerdo con esto. De esta manera es posible
ver a la transformacidn lineal como un todo: cada posible vector del sistema coordenado de la
izquierda (ver fig. 3) va a tener una equivalencia en el de la derecha, es decir que cada punto en
el espacio se movio a otro, pero manteniendo las lineas paralelas, equidistantes y el origen fijo. A
manera de ayuda, en la fig. 3 se deja en gris el sistema coordenado original como una guia para

notar que le paso al espacio.
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La transformacién del espacio en 2d de la fig. 3, quedaria descrita solamente usando los
cuatro niimeros de una matriz 2 X 2, en donde cada columna indica hacia dénde se movi6 cada

vector de la base. La primera para { y la segunda para J:
[ o
-2 0
Adicionalmente, la multiplicacion de la matriz anterior con la coordenada que representa

H HPP _1 H : 13 s 99
al vector amarillo inicial: [ 5 ] es como si este hubiera entrado en una “funcién” la cual como

salida entrega un nuevo vector. Dicha salida se consige de manera similar a cuando los vectores
base eran unitarios: a partir de la combinacion lineal de cada columna de la matriz (que es la

nueva posicion de 7y j), con las coordenada del vector:

1 3-11_ 41 31_1[5
—2 0”2]_ 1[—2]+2[o]_[z]
De manera general se puede ver en la fig. 4, donde para una determinada transformacion

lineal del espacio en dos dimensiones (descrita por una matriz), seria posible establecer las

posiciones en donde cualquier vector aterrizaria luego de aplicarla.

Figura 3. Tranformacion lineal en 2d

Fuente: 3BluelBrown
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Figura 4. Multiplicacion matriz-vector

Fuente: 3BluelBrown

4.3 Multiplicacion de matrices como composicion

Al construir sobre las ideas de los apartados anteriores, si se tiene en cuenta que una
matriz describe una transformacion lineal del espacio, habria que considerar los casos en los
cuales es necesario aplicar mas de una transformacion. “La multiplicacion entre matrices tiene el
significado geométrico de aplicar una primera transformacion y luego otra” (Sanderson, 2016).

Lo anterior se acerca mucho a la concepcion de componer funciones f'y g como

(f e g)(x) = f(g(x)). Incluso la lectura de derecha a izquierda en este caso se transfiere

también para la multiplicacién de matrices.

Un caso especifico en 2d seria una rotacion de 90° en sentido antihorario. Dicha

transformacion estaria representada por la matriz [(1) _01] Otra transformacion, denominada

“shear”* es descrita por la matriz [(1) ﬂ (ver fig. 5). Una transformacién lineal que describa
estos dos movimientos en el espacio, uno después del otro y empezando con la rotacion de

90°, estaria dada por [(1) ﬂ [(1) _01] = H _01] (ver fig. 6).

4 Esta transformacion se refiere a un movimiento que hace alusion a considerar unas tijeras abiertas en angulo de 90°
que se cierran. Para el caso de la fig. 5, lo hacen hacia un angulo de 45°
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Figura 5. lzquierda: 90° en sentido antihorario, derecha: transformacion “shear”

Fuente: 3BluelBrown

Figura 6. Rotacion 90° en sentido antihorario seguida de la transformacion “shear”

Fuente: 3BluelBrown

Obtener la matriz que representa la transformacion lineal de la fig. 6, se conecta con el
apartado anterior, porque luego de aplicar la primera rotacion al espacio y obtener nuevas
posiciones para los vectores de la base (ver fig. 5, izquierda), solo seria necesario hacer dos

multiplicaciones de matriz-vector para saber cual seria el vector de salida del 7 con la segunda
.. .1 1770 . A

transformacion: [ 0 1] [ 1] y de manera analoga para saber las nuevas coordenadas de j:

[1 111—1 0 —1] 1 1]

0 1] [ 0 ] y asi llegar a las posiciones de la fig. 6. Notese que la operacion [1 ollo 1
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(“shear”, seguida de 90° en sentido antihorario), no da el mismo resultado, ya que en general la

multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Al considerar la comparacion de la multiplicacién de matrices con expresiones de la
forma f(g(x)), es conveniente pensar que también un vector en el espacio, sin aplicar ninguna
transformacion (ver fig. 3, izquierda), tendra una traduccion luego de aplicar una transformacion

lineal seguida de otra. En el caso de la fig. 6, y para cualquier vector, seria:
1 1710 —-1y(*1_[1 -111*

[0 1”1 o”y]_[1 0”3/]

4.4 El determinante
Al aplicar una transformacion lineal, desde el punto de vista geométrico, generalmente se

piensa que el espacio se estira 0 se comprime. En palabras de Sanderson (2016) valdria la pena
entonces “medir el factor por el cual el area de una region dada aumenta o disminuye”. Para el
caso de la fig. 7, antes de enviar a los vectores de la base a las coordenadas descritas por la
matriz, se tiene un cuadrado de lado 1, y luego de aplicar la transformacion, el area original se

estird en un factor de 6. Este valor es el que cominmente se conoce como determinante de una

matriz.

Figura 7. Determinante visto como &rea, antes y después de aplicar la transformacion
lineal.

Fuente: 3BluelBrown
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Para resumir la idea, solo habria que saber qué le pasa al area determinada por los
vectores de la base, porgue, nuevamente, al tener todas las rectas paralelas, equidistantes y el
origen fijo; luego de aplicar una transformacion, el area de cualquier posible region también sera
afectada por el determinante (ver fig. 8). Estas areas incluyen superficies que no necesariamente
tengan lados rectos, ya que estas pueden “ser reproducidas bastante bien con aproximaciones

arbitrariamente buenas, si se usan cuadrados lo suficientemente pequenos” (Sanderson, 2016).

Figura 8. Ejemplos de algunas areas resultantes, luego de aplicar una transformacion
lineal especifica.

Fuente: 3BluelBrown

Con esta vision, vale la pena sefialar los casos en los que el determinante de una matriz es
mayor a cero, menor que cero e igual a cero. Para el primero, la fig. 8 sugiere que, si el valor del
determinante es positivo, simplemente el area aumenta o disminuye. En el segundo caso, en el
cual se obtiene un signo negativo en el determinante, este indica que se invierte la orientacion del
espacio, pero las areas contintan siendo escaladas por el valor absoluto del nimero. Respecto al
signo del determinante, en la fig. 9 se puede ver que luego de la transformacién lineal, j queda a
la derecha de i, cuando inicialmente estaba a la izquierda. Esto es un indicador del cambio de

orientacion.
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Figura 9. Determinante menor que cero, invierte orientacion del espacio

Fuente: 3BluelBrown

Para el caso en el cual el determinante es igual a cero, indica que todas las posibles areas
pasaron a tener este valor. En otras palabras, si el determinante es igual a cero (en 2d), tiene que
ver con el hecho de pasar de tener areas, a una recta o un punto (que tiene area igual a 0); o, en
tres dimensiones, se relaciona con pasar a regiones con volumen igual a 0, como un plano. De
manera importante Sanderson (2016) recalca que verificar “si el determinante de una matriz dada
es igual a cero, entregara una manera de calcular si la transformacién asociada con esa matriz

reduce todo a una dimension menor o no”.

4.5 Matrices inversas, espacios de las columnas y nucleo
La utilidad més reconocida para las matrices es la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales. Es posible simplificar de manera relevante la notacion, al representar en una sola linea

un sistema de ecuaciones usando matrices, como se puede ver en la fig. 10.
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Figura 10. Matrices para solucionar sistemas de ecuaciones

Fuente:3BluelBrown

En el lenguaje de la intuicion geométrica presentada por el autor, la matriz A corresponde
con una transformacién lineal. Entonces, resolver Ax = v, tiene que ver con el hecho de buscar
un vector x el cual, luego de aplicar la transformacién (al entrar en la “funcion”), aterriza en .
Tres etapas de este proceso pueden verse en la fig. 11 (n6tese el desplazamiento de los ejes

coordenados representados en color blanco).

Figura 11.El vector X aterrizando en el ©

Fuente:3BluelBrown

Encontrar las soluciones para las incognitas dependera entonces de si la transformacion
lineal descrita por A, hace que el espacio tenga una menor dimension, o si continGa generando
todo el espacio. En otras palabras, se subdivide en los casos en los cuales el determinante de A

es igual o diferente de cero.
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El caso mas probable: det (4) # 0, indica que solo habra un unico vector que aterrizara
en ¥, el cual se puede encontrar “reproduciendo la transformacion en reversa” (Sanderson,

2016). Esto corresponde con la transformacion A~ (la inversa de A).

Luego de encontrar A~1, que puede realizarse con la ayuda de un software, seria posible
solucionar el sistema multiplicandola por la izquierda a ambos lados del igual: A=*A% = A~17.
En laizquierda de la igualdad A=1A4 = I, se tiene I como identidad, porque A=A describe una
transformacion lineal que no hace nada: primero se aplica A seguida de revertir lo que se hizo,
con A~L. En la derecha se tiene la reproduccion en reversa a A y el prop6sito, con este
acercamiento geométrico, seria entonces seguir a v, para encontrar a x. En la fig. 12 se pueden
ver tres momentos de la aminacion que representan lo descrito anteriormente, en donde ahora es

¥ el que entra en una “funcion” descrita por A™1 .

Figura 12. Reproduciendo en reversa de la transformacion lineal dada por una matriz A

Fuente:3BluelBrown

Pero cuando se tiene det(A4) = 0, A reduce el espacio a una dimensién menor, por lo
tanto, la inversa no existe. En términos del autor, si existiera la inversa para el caso de 2d, esto
implicaria “descomprimir” una recta o un punto para obtener un plano, lo cual es imposible de
realizar a través de una funcion, dado que, a un solo vector, no se le pueden asociar dos vectores
simultaneamente (es decir en su imagen). Sin embargo, aln podrian existir recursos para dar una

solucion al sistema de ecuaciones en este caso, pero queda mas reducido el ambito para
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encontrarla. Por ejemplo, habria que tener suficiente suerte como para que 7, luego de ser

transformado por A, caiga en la recta a la cual el espacio de dos dimensiones se redujo.

Estas posibilidades de solucidn, al estar en el caso del determinante igual a cero, se
resumen en pensar en el rango de la transformacion: este tiene que ver con “el numero de
dimensiones en la salida de una transformacion” (Sanderson, 2016). Como una matriz representa
una transformacion lineal, el nimero de columnas indicaria el rango, por eso al conjunto de todas
las posibles salidas, se le denomina el espacio de las columnas: que es el sistema generador de lo
descrito por la transformacion. Por ende, el rango se pude definir como “el nimero de
dimensiones en el espacio de las columnas” (Sanderson, 2016). Entonces, por ejemplo, una
transformacion con rango 2, tiene que ver con el hecho de que los vectores base contintian
generando el plano xy luego de moverlos a donde indican las columnas de una matriz. Si se
contintia generando el mismo espacio que habia antes de aplicar la transformacion, se le
denomina de rango completo. Otro ejemplo es que se tenga una con rango de 1: esta implica que
ahora solo hay una dimension en la salida y el espacio paso a ser una recta o un punto, en el caso

de 2d.

. : . . 0
Para terminar esta parte, es de importancia pensar que, por ejemplo, el vector [O]
siempre va a estar en el espacio de las columnas. Luego de aplicar una transformacion, puede

que el espacio tenga rango completo y a [g] no le ocurrié nada. Pero en el caso contrario, puede

haber un montén de vectores que caen en [8] luego de modificar los vectores de la base. Para
una transformacion que pasa de 2d a una recta, es decir de rango de 1, se pueden ver en la fig. 13

tres imagenes de cOmo varios vectores ubicados en una recta diferente terminan en [8]
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Figura 13. Transformacion lineal que pasa de 2d a 1d y envia vectores a [8]

Fuente:3BluelBrown

: : 0 . o
El conjunto de vectores que terminan en [O] luego de aplicar la transformacion lineal, es
lo que denominamos como el nucleo: este es el conjunto de todos los vectores que se vuelven
_— : : . 5> [0 ey
nulos. En términos de un sistema de ecuaciones, cuando se tiene Ax = [0] el ntcleo entrega

todas las posibles soluciones para el sistema” (Sanderson, 2016).

4.6 Cambio de base

Como se ha mencionado anteriormente, hay suposiciones implicitas cuando se describen
vectores en sistemas coordenados: en los casos de 2d, implican escalar y si es necesario cambiar
la direccién de los vectores de la base; ademas, se requiere tener una convencion para la unidad

de distancia gque se toma de referencia al hacer estos movimientos.

Una idea interesante seria la posibilidad de escoger otros vectores para la base, como por
ejemplo los de la fig. 14, que no son los ejes ortogonales presentados en los ejemplos de 2d de
los apartados anteriores. No obstante, para alguien que no esté familiarizado con el uso
estandarizado de bases ortogonales, pueden llegar a ser concebidos como vectores apropiados
para hacer un sistema generador, e incluso tener otra convencion para la unidad, como se puede

intuir de la fig. 14.
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Figura 14. Vectores alternativos para una base en 2d

Fuente:3BluelBrown

Si consideramos el vector B] en el sistema coordenado comun de 2d, lo describiriamos

escalando y sumando los vectores de la base, como en la fig. 15.

Figura 15. Vector B] en2d

Fuente:3BluelBrown

Pero si se consideraran los ejes coordenados de la fig. 14, explicaremos mas adelante que

[g] luego de realizar la combinacién lineal de los vectores de la base, luciria como en la fig. 16 y
. — — . [5/3 .
en realidad sus coordenadas, escalando y sumando b, y b,, seran 1/3) las cuales, en el sistema

alternativo, son las instrucciones para ir del origen a la punta de [3] en el espacio generado con i

y j unitarios.
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. 5/3 : .
Figura 16. Vector [1;3] en sistema coordenado alternativo

Fuente:3BluelBrown

Intuitivamente las diferentes elecciones de vectores para la base se pueden comparar con
la forma en la cual se interpretaria un determinado vector en diferentes idiomas: en los casos

anteriores se habla del mismo vector, pero se estan usando diferentes “palabras” para describirlo.

Justo como es posible traducir palabras entre idiomas, también habra una “traduccion”
entre sistemas coordenados, la cual se puede alcanzar considerando la idea de las matrices como

transformaciones lineales. Primero, la matriz del cambio de base, que representa las posiciones

de b_{ y b_{ en la fig. 14 es ﬁ _11] para el sistema coordenado comun en 2d. Geométricamente,

aplicar esta matriz en el plano xy, ubicaa iy j en las posiciones de b, y b,; por otro lado,

2

_1 X . ) o
1 1 ] [y] como vimos anteriormente, permitiria

numéricamente, una multiplicacion de tipo [

“traducir” un vector del sistema coordenado que usa b, y b, como base, auno queusaaiy jen

su lugar. Esto ultimo se debe a que es una multiplicacion matriz-vector, la cual entregara una
. X . L [2 -1 -
imagen de y sometida a la transformacion 1 1) donde las columnas representan b, y by,

en el lenguaje usual del plano xy.
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Con lo anterior en mente, seria posible entonces ir en la otra direccion de estas

concepciones geométrica y numerica si se considera [

2 —1]‘1 [1/3 1/3.ahc)ra
2 ' ’

1 ~[-1/3 2/3
geométricamente se pasaria de 3; y b_z) atiyj (porque se reprodujo en reversa la transformacion);

y, numéricamente, permite ir del lenguaje que usa como base aiy j al que usa a b_{ y E Usando
este ltimo hecho, fue posible encontrar las coordenadas del vector de la fig. 16:

s 2l Bl =[]

Hasta aqui se ha descrito como es posible traducir, de un lado para el otro, la descripcion
de vectores individuales entre sistemas coordenados, pero también seria relevante pensar en
cémo se verian transformaciones del plano con ejes alternativos. Para eso se considera la

multiplicacién entre matrices como herramienta.

El ejemplo para la multiplicacion de matrices como composicion de un apartado anterior,

tiene que ver con la rotacion de 90° en sentido antihorario, descrita para los vectores unitarios

0

comunes como [1

-1 : . . ] -
0 ] (ver fig. 5). La manera de averiguar como Se veria esta rotacion en un

sistema con vectores base alternativos, tiene que ver con convenientemente realizar

multiplicaciones entre matrices para poder alcanzar el efecto deseado.

A continuacion, se describen los pasos para alcanzar esto, siempre pensando en la idea de

multiplicacién de matrices como composicién:

e Primero se comienza con un v en el lenguaje de los vectores b, y b,, el cual al

-1

realizar [i )

] ¥, permite ver el mismo vector, pero en el lenguaje de los

vectores unitarios comunes.
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- -z - . 0 _1 2 _1 -
e Luego se aplica la transformacion a lo obtenido: [1 0 ] [1 ) ]v, esta

multiplicacién todavia indica dénde v aterriza en el lenguaje de i y j, luego de
hacer la rotacion.
¢ Finalmente se aplica la inversa de la matriz de cambio de base:

[i _1]_1 [(1) _1] [i _1] 5= [1/3 —2/3 ¥, para obtener el vector

2 0 21" 573 -1/3

transformado, pero ahora en el lenguaje de b_{ y E

Esa composicidn de tres matrices, luego de realizar los calculos, entrega la rotacién en el

1/3 =2/3

5/3 —1/3 v, se entregara la

lenguaje de b; y b,. Por lo tanto, si se hace una operacién como

version de v, rotada y expresada en las coordenadas del sistema generado por b, y b,. En la fig.
17, se puede ver un ejemplo de como se veria un vector luego de realizar la rotacion de 90° con

la matriz descrita en las lineas anteriores.

Figura 17.Rotacion de 90° en sentido antihorario para un espacio generado por vectores
alternativos.

Fuente:3BluelBrown
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En general “cuando se tiene una expresion como A~*MA, sugiere un tipo de “empatia
matematica” (Sanderson, 2016), la matriz M representa una transformacion de algun tipo como
se veria normalmente en el plano xy, y las matrices de los lados, representan esa empatia, el
cambio de perspectiva, y “el producto completo, representa esa misma transformacion, pero

como alguien maés la veria” (Sanderson, 2016).

4.7 Valores y vectores propios
Generalmente la comprension de los valores y vectores propios genera problemas en
cuanto a encontrarle sentido a qué significan o para qué sirven. Este apartado, apoyado en los

anteriores propende darles sentido.

Si consideramos una transformacion lineal, representada por la matriz [g ;] luego de

aplicarla sobre los ejes de la base del plano xy, muchos de los vectores saldran de su “span” 0
sistema generador. En palabras del autor, algunos vectores rotaran fuera de la recta que los
contiene (en 2d). Un ejemplo es el vector amarillo de la fig. 18: en la imagen de la derecha, luego
de aplicar la transformacion, podemos ver como la salida de ese vector ya no esta en la recta en

la que inicialmente estaba siendo generado.

Figura 18. Vector se sale de su “span” luego de aplicar la transformacion en el sistema
coordenado en 2d.

Fuente:3BluelBrown
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Por otro lado, existiran vectores que luego de ser modificados por la transformacion,
permaneceran en su propio “span”; simplemente se estiraran o encogeran. A estos vectores se les
denomina vectores propios y a los factores por los cuales se escalan, se llaman valores propios.
Un vector propio de la transformacidn discutida se puede ver en la fig. 19: nuevamente, a la
derecha, luego de aplicar la transformacion, podemos atestiguar que continua en la recta de su
sistema generador original y solo fue escalado por un factor de 2, entonces 2 seria el valor propio
de ese vector propio. Otro vector propio es i, que solo fue escalado por un factor de 3 (su valor

propio) y permanecio en su sistema generador (el eje X positivo).

Figura 19. Vector propio de [g ; .

Fuente:3BluelBrown

Una mirada que propone Sanderson (2016) para entender por qué seria Util conocer estos
vectores, es pensar en una rotacion en tres dimensiones como la que se puede ver en las dos
iméagenes de la fig. 20. Un vector que permanezca en su “span” luego de aplicar una
transformacion para este caso, estaria indicando un eje de rotacion. En la fig. 20 es el vector rosa

respecto al cual el cubo rot6 30°. Ese vector y el angulo de rotacion permiten resumir qué paso
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durante la transformacion, en lugar de tener que describir la rotacion con una complicada matriz

de 3 x 3.

Figura 20. Vector propio como eje de rotacion en 3d

Axis of rotation

Fuente:3BluelBrown

El patron descrito en apartados anteriores, en los cuales se ven a las columnas de una
matriz como las coordenadas en las cuales aterrizaran los vectores de una base, es algo comun en
el algebra lineal y permite entender qué esta haciendo una transformacion. Sin embargo, esto “le
da mucho peso al sistema coordenado” (Sanderson, 2016). Entonces, “una mejor manera de
Ilegar al corazon de lo que realmente hace una transformacion lineal, menos dependiente de un

sistema coordenado particular, es encontrar los vectores y valores propios” (Sanderson, 2016).

Simbdlicamente, la idea se representa con la siguiente expresion: Av = Av, considerando
como incégnitas a ¥ como el vector propio y A como su correspondiente valor propio. Esto
quiere decir que la multiplicacion matriz-vector, da el mismo resultado que simplemente escalar
el vector por un valor A. La linea de razonamiento comun para poder encontrar los valores y

vectores propios es la siguiente:
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Hacer el producto Al permite que a ambos lados de la igualdad se tenga una

multiplicacién matriz-vector.

AD = AID
AB—AIB=0
(A—ADB =0

Como nos interesan soluciones que cumplan ¥ # 0, la Gnica manera de que se cumpla la
igualdad en este punto es considerar que, para que el producto de una matriz con un vector
diferente de cero nos entregue 0, como vimos antes, es si la transformacion asociada con esa
matriz reduce el espacio a una dimensién menor. Esa reduccion corresponde con

det(A — Al) = 0.

Por ejemplo, en la fig. 21, podemos ver que el valor para 4, el cual genera un
det(A — AI) = 0 es 1. Esto esta diciendo que cuando A = 1, la matriz (A — AI) reduce el
espacio a una recta. Entonces existe un v # 0 tal que (A — AI)v = 0y devolviéndonos en la
linea de razonamiento descrita, podriamos encontrar uno o varios vectores propios relacionados

con A = 1.
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Figura 21.Valor propio de 1

2—100 2 -
de =)0
let ] 3 — 100 00 /

S —
(A—AI)

Fuente:3BluelBrown

: - 1 :
Regresando al ejemplo con la transformacion [(?; 2], para encontrar los valores propios

solo habria que realizar la resta entre matrices y solucionar la ecuacion.
3—-1 1 (a2 oy
det([* " 2 ])=6-pDe-n=0

Obteniendo A = 2 0 1 = 3. Encontrar los vectores propios, por ejemplo, con A = 2, tiene
que ver con reemplazarlo en la matriz y solucionar para los vectores a los cuales esta matriz

modificada en su diagonal envia a 0.

3—2 1 1[¥1_10
57 22allbl=lol
Calcular esto, de la manera como se haria con cualquier otro sistema lineal, entregaria

como respuesta todos los vectores sobre la recta diagonal generada por [_11] Uno de estos

vectores se mostrd en la fig. 19. Esto corresponde también con el hecho de que la matriz sin

alterar, escala todos los vectores por un factor 2.
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Otro ejemplo interesante es la transformacion “shear”, que se tratd en una seccion
. . 1 1 . .
anterior y que es descrita por [0 1]. En la fig. 22 se puede ver que todos los vectores propios

quedan en el eje x y el Unico valor propio para todos estos seria A = 1.

Figura 22. Valor y vectores propios de una transformacion “shear”.

> > > >
Eigenvectors

with eigenvalue 1

Fuente:3BluelBrown

La ultima idea de interés para usar como herramienta en la interpretacion del algebra
lineal involucrada en los analisis multivariados que se expondran mas adelante, es la de base

propia.
Una matriz diagonal, la cual tiene entradas diferentes a cero solo en su diagonal, por
ejemplo [_01 (2)] se interpreta pensando que todos los vectores de la base son vectores propios,

con las entradas diagonales siendo los valores propios. La utilidad de considerar esta idea tiene

que ver con el hecho de que, si

3 1],

una transformacion lineal tiene muchos vectores propios, como la descrita por [0 5

suficientes como para escoger un conjunto que genera el espacio completo, entonces seria
posible cambiar el sistema de coordenadas de modo que estos vectores propios sean los

vectores de la base (Sanderson, 2016).
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Esto seria posible, considerando las ideas expresadas en el apartado de cambio de base.
Lo primero que habria que hacer es conseguir la matriz de cambio de base, cuyas columnas en

este caso, serian los vectores propios escogidos para la nueva base. En el ejemplo se pueden

escoger: [1 _11] porque son vectores propios. Cuando se usa la idea de la “empatia

0

matematica”, descrita como A~1MA, teniendo a M como la transformacion original: 3 ;] el

resultado seria esa misma transformacion, pero desde la perspectiva del nuevo sistema

coordenado generado por los nuevos vectores de la base. Este proceso se puede ver en la fig. 23.

Figura 23. Consiguiendo una base propia

Fuente:3BluelBrown

Segln Sanderson (2016), el punto de hacer esto con vectores propios, es que la nueva
matriz si o si, sera diagonal, con sus valores propios a lo largo de la diagonal de la matriz. Esto
es de esta manera, porque esa matriz resultante en la fig. 23, representa trabajar en un sistema
coordenado en donde lo que les pasa a los vectores de la base es que son escalados durante la
transformacion. Un conjunto de vectores que formen una base y que ademas sean vectores

propios, se denomina una base propia.
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Segun Diaz (2007), en su texto sobre los métodos de inferencia multivariados, indica que
los vectores y valores propios, considerando esta interpretacion geometrico-estadistica, son

importantes en la estadistica,

pues con estos vectores resulta posible identificar la direccidn en que se conserva la
informacion mas importante contenida en los datos. Encontrar estos vectores significa
hallar la direccion en la que se encuentra una buena parte de la informacion contenida en

los datos (p. 493).

Para finalizar, es relevante considerar que las ideas de los apartados anteriores,
generalmente expresadas para 2d, se llevan facilmente a dimensiones mas altas. Lo realmente
importante seria notar que la utilidad de este instrumento de las matemaéticas es poder pasar de la

vision del fisico, que son en esencia las representaciones con flechas; a la del analista de datos,
que tiene que ver con describir los vectores como listas i.e. [y] y viceversa. Segun Sanderson

(2016) esto “le permite al analista de datos conceptualizar muchas listas de nimeros de manera
visual, lo cual puede clarificar seriamente patrones y entregar una vision global acerca de qué
hacen las operaciones”. Por otro lado, para el fisico y para quien hace animaciones, les permite

“tener una manera de visualizar y manipular el espacio” (Sanderson, 2016).

Elementos del analisis estadistico multivariado

5.1 ¢ Qué es un analisis multivariado?
En estadistica elemental, los analisis de datos se restringen inicialmente a una sola
variable y se denominan como univariados (representados en una dimension). Es sabido que, por

ejemplo, la descripcion de este tipo de analisis recurre al uso de gréficas, tablas de frecuencias,
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medidas de tendencia central y de dispersion. Estos resultados entregan una idea inicial acerca

del comportamiento de los datos recolectados.

Es oportuno ahora resaltar que los datos bivariados involucran analisis en dos
dimensiones. En este caso su descripcion se apoya, por ejemplo, en medidas de correlacion,
andlisis de distribuciones conjuntas e independencia de las variables aleatorias. Estos resultados,
entregan informacion acerca de los datos, especialmente sobre las relaciones de las dos variables
involucradas, porque estas se estudian de manera simultdnea. También es cierto que es posible
realizar regresiones, inferencias y analisis de varianzas, los cuales permiten entregar

conclusiones con cierto grado de confiabilidad respecto a unas hipotesis.

Justo como muchas de las areas y herramientas de las matematicas, en la estadistica
también es posible generalizar los resultados conseguidos en casos particulares. Entonces, al
disponer de varias variables aleatorias en un determinado experimento, se pueden tener los

enfoques anteriores, pero representados en técnicas del analisis multivariable.

En el mismo sentido al caso bivariado, en los anélisis multivariados las variables se
estudian de manera simultdnea. También esta presente la busqueda de las relaciones entre las
distintas medidas, el interés de llegar a conclusiones en una determinada investigacion, etc. La
estadistica multivariada considera un conjunto de individuos, a cada uno de los cuales se les
pueden determinar o medir varias caracteristicas que se configuran en variables. Tal conjunto de

individuos y de variables, se puede constituir en el objeto de estudio de un analisis multivariado.

Los datos, generalmente, quedan representados a partir de filas y columnas, en las cuales
se relacionan, por ejemplo, a individuos en las filas y a variables acerca de estos ultimos en las

columnas. Una representacion de interés en el presente documento es la Tabla de Contingencia,
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la cual relaciona variables categdricas en sus filas y columnas; cada entrada de la tabla representa

una frecuencia absoluta para cada cruce entre las variables.

Organizar los datos de la manera como lo hace una tabla de contingencia o una que
describa multiples variables cuantitativas de individuos es muy conveniente. Cada fila'y
columna, representaria un vector de tamafio n, dependiendo de la cantidad de variables e
individuos. Esta disposicion de la tabla organiza esos vectores de manera matricial, habilitando
la interpretacion de los datos (resumidos en cada vector de la matriz a analizar) con las

herramientas que proporciona el algebra lineal.

Poder utilizar el algebra lineal, garantiza una manipulacion formal, estricta y confiable de
los datos recolectados en una investigacion, con la obvia ventaja de poder trabajar en mas de tres

dimensiones, en donde varias ayudas graficas ya no se podrian visualizar.

5.2 Metodologias y enfoques del andlisis multivariado

De acuerdo con Diaz (2007) existen varios campos del conocimiento donde son
requeridas técnicas multivariadas para el analisis de datos. Algunos de estos son el mercadeo, la
psicologia, la medicina o la sociologia. El presente trabajo utiliza datos de caracter social: se
intentara establecer para un grupo de individuos la relacién entre diferentes tipos de violaciones a
los DDHH, contrastadas con los presuntos responsables.

Como el contexto mencionado implica consideran un gran nimero de variables, se vuelve
relevante reflexionar también de qué manera acercarse a los datos. Diaz (2007) considera dos
metodologias en el andlisis multivariado: los métodos factoriales y las técnicas de clasificacion.
La primera tiene que ver con variables ubicadas en espacios referenciados por coordenadas y la
segunda se enfoca en ubicar individuos de manera espacial de acuerdo con las variables que los

identifiquen.
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El proposito en este trabajo es utilizar el Analisis de Correspondencias simple (AC de
aqui en adelante), este es de caracter factorial, puesto que se realiza sobre la tabla de
contingencia descrita en un apartado anterior. Esta tiene filas y columnas con maltiples variables
que describen los datos recolectados. Al quedar estos en un arreglo matricial, se abre la
posibilidad de considerar un espacio para las filas y otro para las columnas. Ambos tienen una
dimension mayor a dos, pero como se vera mas adelante, el AC usa herramientas del algebra
lineal, con las cuales es posible continuar con el enfoque de coordenadas, solo que en una
dimensidn que no es posible visualizar.

Ademas de la metodologia descrita, es necesario adherirse a un enfoque del analisis
multivariado. Tal enfoque para el presente proceso de indagacion es la Simplificacion de la
estructura de datos la cual consiste en “Tratar de encontrar una representacion reducida del
espacio de las variables en estudio, mediante la transformacidn de algunas variables a un
conjunto de menor dimension” (Diaz, 2007). Un enfoque diferente, que en todo caso no es la
intencion de este trabajo, seria, por ejemplo, estudiar la dependencia o interdependencia entre las

variables.

5.3 Tabla de contingencia

Un arreglo de doble entrada en donde se clasifican individuos de acuerdo con dos 0 mas
variables, usualmente nominales, se denomina tabla de contingencia. Pardo (2020) menciona que
para describir la asociacion de dos variables cualitativas o cuantitativas se construye una tabla de
contingencia (en adelante TC), que clasifica a los individuos por las categorias de las dos
variables simultaneamente. Disponer los datos de esta manera (filas y columnas) corresponde a

una representacion matricial.
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Para efectos de medicion de las variables es usual referirse a las escalas nominal, ordinal,
de intervalo y razon. En el caso de las variables cualitativas, las mediciones que responden
exclusivamente a atributos se ubican en el nivel méas elemental de medicién: el nominal (Diaz,
2007). En algunas ocasiones se utilizan c6digos numéricos para representar dichos atributos,
pero en esos casos los numeros empleados se consideran solo como “etiquetas”. Estos codigos
numéricos se asignan a los objetos con el proposito de clasificarlos, pero no poseen el significado
numérico usual, aparte de la relacion de igualdad. Lo anterior significa que tienen una naturaleza

no-métrica.

Para propdsitos de este trabajo, se utilizara la notacién usada en Lebart, (citado por Pardo,

2020) en donde K (en negrilla) representa una TC; k;;, su término general; k; , la suma de su fila

ij
i (marginal fila), k ;, la suma de su columna j (marginal columna), y k= k, la suma total de
todos los datos. A continuacion, se puede ver un arreglo matricial que corresponderia con una

TC, en donde la dltima fila y columna, son los marginales fila y columna respectivamente.

[ki1 k12 ks kin kq 7
k21 k22 k23 an kz
k31 k32 k33 k3n k3
kml ka km3 kmn km

L k.l k'z k.3 b k.n e k a

Al dividir cada elemento de la tabla por el nimero total de individuos, se tendra la tabla
de frecuencias relativas, que es la distribucidn conjunta de probabilidades de las dos variables a

describir. La suma de las filas o columnas de esta tabla se denominan distribuciones marginales.

Entonces, en concordancia con la notacién utilizada por Pardo (2020) la tabla de

frecuencias relativas se resume en la matriz F y el término general se define como f;; = f
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k.j

. . . p -z k;. .
Asimismo, la marginal fila tendra como notacion f;. = ?‘ y la marginal columna f; = —

Enseguida se puede ver una representacion general de como se veria F.

JERCT kan k]
kK k k
kar k2 Kan ka,
ko k k k
kml ka . kmn k_m
ke ko Kk k
ka ko ka k

|k k K |

5.4 Modelo de Independencia
En la seccion 6.1, se trabajaré con frecuencias relativas para desarrollar el AC. Cuando se
tienen dos eventos independientes A y B, la probabilidad de que ocurran ambos seré igual al

producto de cada probabilidad. En otras palabras:
P(AnB) = P(A) x P(B)

Este es el modelo de independencia, el cual es aplicable al caso de la matriz F. De
acuerdo con Husson (2016), la probabilidad conjunta de variables cualitativas independientes es
igual al producto de las probabilidades marginales. Conectando con la notacién introducida para
las tablas de contingencia, la relacién entre la probabilidad conjunta y las probabilidades

marginales se expresaria como:
Vi,Vj,  fiy=fiXf;
Otra forma de escribir esto es la siguiente:

f—iZij %Zﬁ'.



Esto quiere decir que la probabilidad condicional es igual a la marginal ya sea para el

caso de las filas o las columnas y la igualdad significaria la independencia entre las variables.

5.5 Técnicas multivariables
Segun Diaz (2007) las técnicas de andlisis multivariado se diferencian de acuerdo con el
trabajo por filas y/o columnas. Ademas, los enfoques que encierran a la mayoria de las técnicas

son los de dependencia e interdependencia.

En el caso del enfoque de dependencias se tienen técnicas multivariadas como la
regresion multiple, el andlisis discriminante, el anlisis de correlacion canonica y el analisis
conjunto. Para el caso del enfoque de interdependencia, que también es un enfoque que se utiliza
en el presente trabajo de grado, se tiene el analisis de componentes principales, el andlisis de

factores comunes y el AC.

Es importante distinguir acerca del Analisis de Componentes Principales (ACP) que, de
acuerdo con Pardo (2020), “cada uno de los métodos en ejes principales se puede ver como un
ACP de una matriz X que contiene los datos a analizar transformados de acuerdo al respectivo
método”. Por lo que para poder explicar la técnica utilizada para para el anlisis de los datos

(AC) primero hay que entender el ACP.

5.6 Consideraciones del Analisis de Componentes Principales (ACP)
Como herramienta experimental para analizar los datos que se consideraron acerca del
contexto de violaciones a los DDHH, se usara el AC, sin embargo, usar este Gltimo involucra

algunos elementos del ACP los cuales se comentaran a continuacion.

Primero, consideraremos una perspectiva intuitiva, basada en una respuesta del grupo

conocido como Cross Validated (ver Cross Validated, 2015), para explicar el ACP como un
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método que permite resumir grupos de datos. El ejemplo utiliza datos de un contexto real: tiene
que ver con caracteristicas recolectadas acerca de vinos. Entonces, si se tienen datos de multiples
vinos, se podria crear una lista que resuma dichas caracteristicas, por ejemplo, en una tabla en
donde las filas son cada vino y las columnas indicarian una puntuacion para las caracteristicas,

en los diferentes criterios que se puedan medir.

Cada fila seria entonces un vector de tamafio n que resumiria lo que se midio acerca de
cada vino, y el arreglo de estos vectores fila, generaria una matriz que resume todos los vinos. Si
se tiene eso, seria probable que algunos de estos rasgos de los vinos sean redundantes; por ende,

valdria la pena pensar en que es posible describir cada vino con menos rasgos.

En otras palabras, al tener los datos organizados en una matriz, seria sensato pensar que la
transformacion lineal que representa puede cambiarse de base, modificando su espacio de las

columnas para que tenga un rango menor.

Este acercamiento no implica que se estén seleccionando algunas caracteristicas mientras
que otras se descartan, en cambio el ACP “construye algunas nuevas caracteristicas que resultan
resumiendo la lista de vinos de manera adecuada” (Cross Validated, 2015). Estas nuevas
caracteristicas se construyen con base en los atributos iniciales, en la basqueda de las mejores
combinaciones lineales de todas las concebibles. Por ejemplo, una puede ser “la edad del vino,

menos el nivel de acidez” (Cross Validated, 2015).

La mejor sintesis de los datos, en este caso de una hipotética lista de vinos, se consigue
teniendo en cuenta dos criterios acerca de cuél seria el mejor resumen: garantizar la maxima
variabilidad de los datos y minimizar el error de reconstruccion de los datos. Para explicarlos

mejor, se usara el ejemplo presentado en Cross Validated (2015) que se visualiza en la fig. 24.
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Alli se resumen dos caracteristicas de los vinos, la oscuridad y el contenido de alcohol, en el eje
x Y el eje y, respectivamente. También se asume que estan correlacionados, como se puede intuir

por la organizacion de la nube de puntos azules, que representan cada vino.

Figura 24. Oscuridad del vino y cantidad de alcohol

Fuente: Cross Validated

“Una nueva propiedad puede ser construida dibujando una recta a través del centro de la
nube de puntos y proyectando todos los puntos en esta recta” (Cross Validated, 2015). Por
supuesto esa propiedad seria una combinacion lineal de la forma w;x + w,y. En la fig. 25, se

pueden ver varias opciones para esa recta. Los puntos rojos serian la proyeccion de los azules.

Figura 25. Proyectando nube de puntos en una recta, tres opciones

Fuente: Cross Validated
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El primer criterio, el cual ha de garantizar que la variacion de los valores a lo largo de la
recta sea maxima, se cumple en la imagen de la derecha de la fig. 25. En las otras dos, los puntos
rojos quedan demasiado juntos, indicando que serian opciones descartables. Por otro lado,
minimizar el error de reconstruccion, dependera de poder obtener la caracteristica original,
representada por los puntos azules, a partir de la nueva, proporcionada por los rojos. Este error
de reconstruccion sera entregado por el largo del segmento rojo que conecta los dos puntos. La
menor distancia entre los dos puntos también ocurre en la tercera imagen de la fig. 25; es decir
que acontece al mismo tiempo que la basqueda de la maxima varianza. Esta recta, la cual cumple
los dos criterios, denominada el primer componente principal, “corresponde con la nueva

propiedad acerca de los vinos que serd construida con un ACP” (Cross Validated, 2015).

Matematicamente, la variabilidad de los puntos rojos en la fig. 25 es medida como la
distancia promedio al cuadrado desde el centro de la nube de puntos hasta cada punto rojo;
comunmente esto se define como la varianza. Por otro lado, el error de reconstruccion total se
mide como el largo promedio al cuadrado de los segmentos rojos. Debido a que la proyeccion de
cada punto azul sobre el primer componente principal implica que cada segmento rojo forme un
angulo de 90° con la recta de la tercera imagen de la fig. 25, la suma de las dos cantidades
derivadas de los dos criterios mencionados seria igual a la distancia promedio al cuadrado entre
el centro de la nube de puntos y cada punto azul. Esto es precisamente el teorema de Pitagoras

validando el hecho de que los dos criterios se alcanzan al mismo tiempo (Cross Validated, 2015).

Finalmente, es importante mencionar que conseguir los componentes principales por
medio de un ACP, involucra, como se pudo entrever, utilizar valores y vectores propios. Debido

a que las matrices derivadas de los datos e involucradas en alcanzar cualquiera de los dos
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criterios del ACP, se quieren representar en menor dimension; algo para lo que son Utiles los

vectores propios.

En el caso del ejemplo de Cross Validated (2015), la matriz de interés es la matriz

2 X 2 de covarianza, que para el caso del ejemplo citado seria la siguiente:

(063 064)

Esta matriz indica que la varianza para la variable x es 1.07 y la de la variable y es 0.64.
La covarianza entre las dos seria 0.63. Debido a que es una matriz cuadrada, puede ser
diagonalizada, consiguiendo que los valores propios queden sobre la diagonal de una nueva
matriz, la cual representaria un nuevo sistema coordenado ortogonal; determinado por los
vectores propios (esto fue explicado a través del cambio de base en la seccidn 4.7). En este

nuevo sistema coordenado la matriz luciria asi:
(1.52 0 )
0 0.19
Aqui se vuelve claro que la varianza de cualquier proyeccion sera entregada por el
promedio ponderado de los valores propios. Consecuentemente, la maxima posible varianza
(1.52) sera alcanzada si simplemente se toma la proyeccién sobre el primer eje coordenado. La
direccion de ese primer eje (primer componente principal) sera entregada por el primer vector
propio de la matriz de covarianza. En las tres imagenes de la fig. 25, la direccién de ese primer
componente principal esta indicada por los pequefios segmentos color magenta. Como se puede

ver, la recta de la tercera imagen coincide con dicha direccion. Segun el ejemplo citado, estos

segmentos marcan la direccion del primer vector propio de la matriz de covarianza que en este
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caso es igual a (0.81, 0.58). Ese primer vector propio, terminaria conservando un gran

porcentaje de la variabilidad original de la nube de puntos, solo que en una dimensién menor.

5.6.1 EI ACP segun algunos autores

El ACP siendo una técnica de andlisis multivariado se aplica en tablas de datos (filas y
columnas) en las cuales se tienen a los “individuos”, como cominmente s¢ denominan, en las
filas y a las “variables” cuantitativas acerca de estos en las columnas. Segun Pardo (2020, p. 41)
los objetivos del ACP son: (1) comparar los individuos entre si; las gréficas que se obtienen
permiten observar la forma de la “nube de individuos”, lo que a su vez posibilita detectar
patrones en ellos, (2) describir las relaciones entre las variables y (3) reducir la dimension de la
informacion presentada asociada al conjunto de datos (matriz). A mayor relacion entre las
variables mayor es la capacidad de sintesis del ACP y unos pocos ejes factoriales podran resumir

las variables originales con cierto grado de precision.

Aqui conviene mencionar que este método multivariado descriptivo, busca una mejor
representacion para los datos iniciales que podrian verse en una tabla como la de la fig. 26, en la

cual se consideran I individuos y K variables:
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Figura26. Tabla de individuos y variables cuantitativas ACP

Fuente: Francois Husson, 2016

Algunos casos en los cuales se pueden identificar disposiciones de los datos en la
manera descrita se pueden ubicar en varios campos, por ejemplo: “analisis sensorial: puntaje
de los atributos k de un producto i; ecologia: concentracion de contaminantes k en el rio i;
sociologia: tiempo gastado en una actividad k por los individuos de la clase social i”

(Husson, 2016).

Esta disposicion matricial de los datos permite verlos como dos nubes de puntos:
primero, una en la que a cada individuo I le corresponde un vector que pertenece al espacio
R¥, entonces seria posible pensar en una nube de puntos de individuos (N;); por otro lado,
tomando las variables, se tendrian vectores en el espacio R!, obteniendo una dispersion de

los datos desde esta perspectiva (N ). Ambos casos se ilustran en la fig. 27.
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Figura 27.  Dos perspectivas para estudiar una tabla de datos: con |

individuos y K variables

Individuals study Variables study
1 kK 1 kK
1 1
| ———
i X i X

Fuente: Francois Husson, 2016

Si se analiza N;, interesa investigar, por ejemplo, las similitudes entre los individuos
teniendo en cuenta todas las variables; mientras que al hablar de Ny, el enfoque podria ser
“interpretar la similitud en términos de los valores de las variables” (Husson, 2016), esto
altimo se traduce en averiguar relaciones lineales entre estas, las cuales se verian

representadas en un coeficiente de correlacion entre pares de variables.

En cualquiera de los dos casos descritos, el ACP apunta a reducir la dimension de la
representacion de los datos para favorecer la visualizacion; en otras palabras, ayudar a
interpretar mejor los datos sin mucha pérdida de informacion. En el caso de las filas, “busca
el mejor espacio resumido para una optima visualizacion de N;”. (Husson, 2016), esto
significa buscar un subespacio RP?, tal que p < k, en el cual se retenga la mayor cantidad de
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informacion de la nube de individuos inicial. Esto configuraria una posterior interpretacion
mas sencilla de las relaciones entre los individuos con el uso de variables sintéticas (en

combinaciones lineales)®.

Una manera de ilustrar esta idea de reducir la dimension, especificamente para los
individuos, es pensar que son descritos por una matriz de rango 3 (K = 3). En ese caso, aln
seria posible visualizar los vectores que conforman N, y tener una idea de la dispersion de los
datos. De Pardo (2020, p. 43) se extrae un ejemplo en el cual se miden rasgos de diez cafés
(en la fig. 28, por ejemplo, C20M es: tostacion clara, 20% agregado de maiz) en tres
variables: color, DA: densidad aparente, EA: extracto acuoso (ver fig. 28). Cada café seria un

vector en R3 y en un arreglo matricial, se obtendria una matriz 10 x 3 que llamaremos Y.

Figura 28. Nube de individuos, Y

C40M
(0]
040M
o
040C C40C
] ©
C20M
45 ?
| - 50C g
401 ofzoM | < 480
. i < 460
czdc y
< 440
wi ‘f 420
‘ l ol 7" 400
30+ ExOs 2 p
o 1 ' < 380
| < 360
25 4 ) : . ) < 340
150 200 250 300 350 400
Color
Fuente: Pardo, 2020

5 La perspectiva del anlisis para la nube de las variables (N,) no se estudiara a profundidad, pues no esta
involucrada en el Analisis de Correspondencias simple.
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El algoritmo comun para desarrollar un ACP necesita un preprocesamiento de los

datos. Esto se hace a traves de los siguientes pasos:

1. Determinar el centro de gravedad de la nube de puntos (N;): esto es la generalizacion
del concepto de la media, como una medida de localizacion multivariada. Para el caso

de Y se tendria que el centro de gravedad g es

Donde y; escadacaféde Y yn = 10

2. Centrado de la nube de individuos: segun Pardo (2020, p. 44) esto “permite trasladar
el cero de la representacion al centro de gravedad”. Las coordenadas de un individuo
centrado yC;, se consiguen restandole las coordenadas de g acada y;: yC; = y; — g.
La matriz de datos centrados seria: Yo =Y — 1,9’ (ver fig. 29). Si Y se compara
con la nube de individuos de la fig. 28, la distribucion no cambid, solo las
coordenadas. Esto se debe a que Y tiene la misma distribucion de Y, pero “las
coordenadas en cada eje representan la diferencia de un café con respecto al café

tipico” (Pardo, 2020, p. 44) representado por g.
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Figura 29. Nube de puntos centrada Y.

@
040M
(o]
040C c40C
[} 0]
C20M
107
0
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c2 ! " 80
0+ ° .
5 ‘ 1 | < 60
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ExOs i 20
0
s |
< -40
-15 ¥ -60

Color

Fuente: Pardo, 2020

3. Determinar la inercia de la nube de individuos: esta se utiliza como medida de

dispersion de la nube de puntos N;. Para conseguirla se habla primero de la distancia

euclidiana al cuadrado entre dos individuos: d*(i,1) = X, (yi — y,,-)z; esto es un

resultado de poder generalizar a mas de 2d la distancia entre dos vectores. El valor de

la distancia de cada vector centrado a g, permitiria calcular la inercia a partir de los

datos centrados asi:

I

K
Inercia (N;) = ZZ Yeij — 9)°

i=1j

Como el centro de gravedad para datos centrados es igual a 0, entonces se tiene
I K K I K
_ 1 1 5 5
neris ) <133 v = 4 =)
== . .
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“Esta formula permite ver que la inercia es la suma de las varianzas de las variables,
por lo que estas influyen en el analisis en proporcién a su varianza” (Pardo, 2020, p.
48). Al tener los datos centrados la nube de puntos esta en su forma original, como se
menciono, pero el hecho de tenerlos centrados permite describir la inercia. Esto
habilita la posibilidad de descomponerla en nuevos ejes coordenados con el ACP,

siguiendo el criterio de maximizar la varianza.

4. El altimo paso se realiza si las diferentes caracteristicas medidas de los individuos
estan en diferentes escalas o unidades de medidas. Segun Pardo (2020, p. 49) si esto
ocurre, como en el ejemplo citado, seria necesario estandarizar las medidas. La matriz
normalizada X, que seria la matriz Y centrada y estandarizada, tiene como término

general:

Yik — Yk

X; =
ik Ok

Donde y, y a;, son respectivamente la media y la desviacion estandar de la variable

k. En términos matriciales X se obtiene mediante
X=Y:D,;?!

Donde D, = diag(oy). Si se estandarizan los datos, “el valor que un individuo
asume para una variable es la diferencia con respecto al promedio, pero medida en el

numero de desviaciones estandar” (Pardo, 2020, p. 49).

Ahora, para formalizar la nocion mencionada en el acercamiento intuitivo y llegar a
encontrar el mejor eje sobre el cual proyectar los datos (ver fig. 25), los autores consultados

escogen el camino que garantiza la maxima varianza de las proyecciones. Para esto, interesa
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encontrar un vector u (unitario, es decir uu’ = 1) y su direccién, de tal manera que cuando se
proyecten los datos sobre u, en esa direccion, los puntos proyectados varien lo maximo posible.
Segun Pardo (2020, p.52) “el objetivo geométrico de los métodos en ejes principales es buscar
un nuevo sistema de ejes, de tal manera que la mayoria de la inercia se concentre en los primeros
ejes”. Esto tiene que ver con descomponer la inercia que estaria representada por X en ejes
ortogonales, de tal manera que la mayor inercia esté en el primer eje; en el segundo, la mayor

inercia residual, etc.

Si denota u al vector unitario que da la direccion del nuevo eje, la coordenada de un
vector individuo x; (de la matriz X), sobre este eje, es el producto punto ( x;, u) = x;'u (Pardo,

2020, p. 52). En la fig. 30, se puede ver una aproximacion a como luciria tal proyeccion.

Figura 30. Proyeccion del vector x;’ sobre u

Fuente: Pardo, 2020

. -y . . . . . . . 1 . .
Ahora, la contribucion a la inercia del individuo i sobre el eje u es - (x;'u)?. Lainercia

total de la nube de individuos, proyectada sobre el eje u es entonces.
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-1 -1 1 [
D W) = ) S ) () = | ) e G|

Dado que X representa los datos centrados y estandarizados, seria valido expresar la

ultima sumatoria asi:
li 1 !
u—-XXu
n

De acuerdo con Pardo (2020, p. 53) “encontrar el eje de mayor inercia proyectada
. R ., .. 1 . - -
equivale a encontrar la direccion u que maximice u’;X’Xu sujeto a la restriccion uu’ = 1. Una

manera de resolver este problema es introduciendo un multiplicador de Lagrange® A. Entonces se

debe maximizar:”
1
fw) = u’HX’Xu —Auu' —1)

Esto se hace a través de la derivacion y la busqueda de puntos criticos’ , que en este caso

serian los puntos maximos de la funcion, es decir, segin Pardo (2020, p. 53):
1
f'(w) = ZHX’Xu —2Au=0
Entonces se tiene:

1
—X'Xu=Au
n

6 Para una revision rapida del multiplicador de Lagrange en el anlisis de datos, se puede consultar el siguiente video
del usuario ritvikmath en YouTube: Lagrange Multipliers : Data Science Basics - YouTube

7 Para una revision rapida de la derivacion de matrices en el analisis de datos, se puede consultar el siguiente video
del usuario ritvikmath en YouTube: Derivative of a Matrix : Data Science Basics - YouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=6oZT72-nnyI&ab_channel=ritvikmath
https://www.youtube.com/watch?v=e73033jZTCI&ab_channel=ritvikmath

. 1 . . . .
Las soluciones de ;X’Xu = Au son los vectores propios unitarios asociados a los valores

. 1 . . . -
propios de ;X’X. Para saber qué valores propios escoger, se premultiplica por u’

1
u’EX’Xu =Au'u=21

Lo cual nos deja a la izquierda precisamente el valor que queriamos maximizar. Esto
significa que habria que escoger el mayor valor de 4, siendo los vectores propios derivados de
este, la primera direccion en la cual se puede descomponer la inercia. Este primer componente
principal se denota como 4 y su vector propio u,. Las coordenadas de los individuos sobre el

eje generado por u4, se denotan por F; y son F; = Xu4 (Pardo, 2020, p.53).

Un proceso similar se realiza para encontrar “el mejor plano de proyeccion de la nube de
- . 1 .
puntos” (Pardo, 2020, p. 53), tomando nuevamente la tarea de maximizar u’;X’Xu sujeto a la
restriccion uu’ = 1y u'uy = 0, lo cual garantiza que los ejes sean ortogonales. Esto implica

introducir otro multiplicador de Lagrange y realizar un proceso analogo al descrito, del cual se

concluye que ese segundo componente principal, seria entregado por el segundo valor propio

mas grande de %X’X.

La obtencién de valores y vectores propios es un problema béasico de algebra lineal, pero
para su célculo es necesario utilizar métodos numéricos. Los programas de calculo
matematicos y estadisticos incluyen funciones para obtener los valores y vectores propios

de una matriz. En R se calculan con la funcion eigen (Pardo, 2020, p. 54).
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En el libro de Pardo (2020), hay ayudas y paquetes de R para graficar las proyecciones de
la matriz discutida, sobre los componentes principales. Estas se usaran en el AC simple de los

datos de violaciones a los DDHH.

El resultado de aplicar un ACP en el ejemplo del autor acerca de los cafés esta en la fig.
31. Alli se puede ver, comparado con la fig. 28, que ahora cada café esta representado por un
vector en dos dimensiones. Esto permite ver mas claramente las distancias entra cada uno, y

gracias a esto, describir el parecido entre individuos.

Figura 31. Primer plano factorial del ACP acerca de los diez cafés

1.0 — T 0 Q40M
020Co o
0.5
o C40C
0.0 - o
ExOs oC40M
-0.5
(o]
-1.0 c20C o
C20M
s ExCl o Eje 1
| | | | | I |
-3 -2 -1 0 1 2 3
Fuente: Pardo, 2020

Finalmente es importante mencionar que en el texto de Pardo (2020, p. 89) hay un
capitulo dedicado a generalizar el ACP. Alli se determinan las condiciones para establecer la
siguiente tripleta ACP (X, M, N). Segun Pardo (2020, p. 89) se nota M a “la matriz diagonal de
métrica en el espacio de las filas y de pesos en el de las columnas”, y N “a la matriz diagonal de
pesos de las filas y de metrica en el espacio de las columnas”. La matriz X esta centrada con los

pesos dados en N.
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Por ejemplo, el ACP extraido de Pardo (2020) para las explicaciones de esta seccion, se

podria expresar de manera generalizada asi: ACP (Y., diag (%) ,%In). La matriz por analizar es
j

1

o2

) es la matriz diagonal de las inversas de las
J

la de datos centrados Y., la métrica diag (
varianzas y %Ines la matriz de pesos, donde I,, es la matriz identidad de dimension n.

A lo largo del capitulo para explicar el ACP generalizado, el autor, propendiendo por
expandir el método multivariado a cualquier caso, introduce términos de algebra lineal como el
producto interno. Estos son necesarios en las justificaciones de los pasos del preprocesamiento
de los datos descritos anteriormente, junto con la posterior basqueda de los ejes de proyeccion de
la nube de individuos y de variables. Estas explicaciones no hacen parte de lo que se espera
abarcar con el presente trabajo. Sin embargo, es ineludible utilizar los resultados del ACP
generalizado para la nube de individuos en el AC de la siguiente seccion. Por este motivo se
extrae la fig. 32 del libro en la cual se resumen los elementos principales para realizar un ACP

(X, M, N) sobre el espacio de los individuos.
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Figura 32. Formulas para el ACP (X, M, N)

Esprecao RY

Nube \.

Coordenambas Filas de X: x*

Pesons Diagomal de N: p,

Meétnen M

Distancias al coadrado d%i. ) = ¥ milxy; - 1 >
1

Inercia {razaiX"'NXM)

Valor propio \

Nector proplo uy

Farmula vador-vector progeo N'NXMu, = 4,u,

Fuente: Pardo, 2020

Resultados

5.7 Andlisis de Correspondencias simple (AC)
El acercamiento de cualquier texto que trabaje analisis multivariados, en la mayoria
de los casos se apoya de un ejemplo para realizar las explicaciones. Siguiendo esa linea, en

esta seccion se explicara el AC usando como base los datos de la TC final de la seccion 3.4.3.

De acuerdo con Pardo (2020, p. 109) “El objetivo del AC es describir las asociaciones

entre las variables fila y columna, a través de sus perfiles. Para ello se considera:

1. Comparar los perfiles fila.

2. Comparar los perfiles columna.
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3. Estudiar las correspondencias entre perfiles fila y columna”.

Al ver la posibilidad de organizar los datos de la revista en una TC, el método méas
apropiado resulto ser el AC, porque ayuda a crear una representacion geomeétrica de las columnas
y las filas. Con este tipo de representacion, se busca poder describir las asociaciones y poder
Ilegar a conclusiones a partir del contexto. Utilizando la notacion introducida en la seccion 5.3,

K es la matriz que representa la TC y se puede ver en la Tabla 13.

Tabla 13. TC de violaciones a los DDHH y presuntos responsables con marginales

[ Pr2 | pra | PR7 | PR14 | PR25 | PR28 | PR33 | PR3S | PR37 [Margnal fila |

A MUERTOS 0 10 33 59 39 10 12 224 ] 356
(5} DESAPARICON 0 4 o & 12 Q i 0 0 22
F TORTURA 0 11 16 i6 1 0 1 10 0 55
| LESIONADOS 3 11 70 6 16 1 2 44 16 174
L DETENCION ARBITRARIA 1 39 28 2 0 a a 0 [} 70
4ass
| Margingl columna 3 170 340 21 3 2 369 27 | 2426 ]

Fuente: elaboracion propia

El siguiente paso en el AC, corresponde con la determinacion de las frecuencias relativas.
Esto generaria la matriz F (ver seccion 5.3) y sus sumas “que representan la distribucion de
probabilidad conjunta y las distribuciones marginales, respectivamente, expresadas en

porcentajes” (Pardo, 2020, p. 110). En la Tabla 15, se puede ver la tabla de frecuencias relativas.

Tabla 14. Tabla de frecuencias relativas F

[ PR2 | Pra | Pr7 | PRi4 | PR25 | PR28 | PR32 [ PR35 | PR37 [Margnalfila
A MUERTOS 0,0000 04122 13603 24320 16076 04122 04946 9,2333 0,3710 16,3232
D DESAPARICION 0,0000 0,1649 0,0000 0,2473 04946 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 09068
F TORTURA 0,0000 04538 06595 0,655 00412 0,0000 00412 04122 00000 22671
1 LESIONADOS 0,2473 04534 2,8854 0,2473 06595 00412 00824 1,8137 07420 71723
L DETENCIONARBITRARIA | 00412 16076 11542 00824 00000 0,0000 00000 00000 00000 28354

0,0412 19786 0,9481 10,3462 2,5069 0,2835 0,4946 3,7510 00000 20,4452
Margnal columna 0,3298 | 50701 | 7,0074 [14.0148] 53998 [0,7420 [1.1120]15,2102] 1.1329] 100,0000

Fuente: elaboracion propia
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La marginal fila de la Tabla 14 representa la distribucion de frecuencias relativas de las
violaciones a los DDHH consideradas y la marginal columna es la distribucion de los presuntos
responsables. Se puede ver, por ejemplo, que los 6 lesionados por la fuerza pablica (PR2)
representan el f,,; = 0,2473% de todas las categorias de victimizacion; el f; = 16,3232% son

Muertosy el f, = 5,0701% de los casos registrados se le atribuyen al Ejército (PR4).

Para cada categoria de victimizacion se tiene una distribucién de frecuencias relativas
entre los nueve presuntos responsables, que se denomina distribucion condicional o perfil fila.
“Se obtiene al dividir cada celda de la respectiva fila por la suma de la fila, en la TC o en la de

fij - _

frecuencias relativas” (Pardo, 2020). Un perfil fila i se nota {f— j=1,.., p}. Matricialmente el

conjunto de perfiles fila se notan y calculan asi D;;*F, en donde D,, = diag(f;) (matriz diagonal
con los valores de la marginal fila). La Tabla 15 son los perfiles fila. Alli la marginal columna es

la distribucion de todos los presuntos responsables, en los nueve que se consideraron, sin

importar la categoria de victimizacion.

Tabla 15. Perfiles fila

Perfil fila
PR2 | PR4 | PR7 | PR14 | PR25 | PR28 | PR33 | PR35 | PR37 |Marginal fila

A MIUERTOS 0 003 | 008|015 01 | 003 003|057 | 002 1
D DESAPARICION 0 0,18 0 0,27 | 0,55 0 0 0 0 1
F TORTURA, 0 02 |029]029| 002 0 0,02 | 0,18 0 1
| LESIOMNADOS 003|006 | 04 | 002 |009]|001|001|025] 01 1
L DETEMNCIGN ARBITRARIA 00105 | 04 | 0032 0 0 0 0 0] 1
%} AMEMAZA, 0 01 | 005|051 (013|001 | 002|018 0 1

Marginal columna 0 005|007 | 014 (005|001 | 001015 001 1

Fuente: elaboracion propia

Mirando ahora las columnas, cada presunto responsable tiene su distribucién segun las
seis categorias de victimizacion (denominados condicionales o perfiles columna). Un perfil

columna j se nota {% i=1,.., n} Usando la multiplicacion entre matrices se calcularian asi:
J
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FD,*, en donde D, = diag(f;) (matriz diagonal con los valores de la marginal columna). La

Tabla 16 son los perfiles columna. Alli la distribucién marginal fila es la distribucién de todas las

seis categorias de victimizacion, sin importar el presunto responsable.

Tabla 16. Perfiles columna

Perfil columna

PR2 | PR4 | PR7 | PR14 | PR25 | PR28 | PR33 | PR35 | PR37 | Marginal fila
A MIJERTOS 0 008|019 |017 | 0,2 | 056 | 044 | 061 | 0,33 |0,16323166
D DESAPARICION 0 0,03 0 0,02 | 009 0 0 0 0 0,00906843
F TORTURA 0 0,09 | 0,09 | 0,05 | 0,01 0 0,04 | 0,03 0 0,02267106
| LESIONADGS 0751009041 | 002|012 | 006 | 0,07 | 012 | 067 | 0071723
L DETEMCION ARBITRARIA, 0,12 | 0,32 | 016 | 0,01 0 0 0 0 0 0,02835408
M ANMEMAZS 0121039014 | 074|048 | 0,39 | 0,44 | 0,25 0 0,20445177

karginal columna 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Fuente: elaboracion propia

A partir de las tablas anteriores, es posible obtener una idea inicial acerca de la cercania
de los perfiles, se consigue gracias a la representacion mediante diagramas de barra. Usando uno
de los paquetes para R disponibles en Pardo (2020), se obtienen la fig. 33 y 34 para ambos
perfiles, en los cuales cada barra representa el 100% y mediante colores se diferencian las

categorias.
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Figura 33. Diagrama de barras perfiles fila
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Figura 34.Diagrama de barras perfiles columna
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Fuente: elaboracion propia

Para la fig. 33 se puede identificar en la categoria de Muertos un alto porcentaje de

presunta responsabilidad de la Fiscalia (PR35), a comparacién de las demas categorias; también
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se pueden resaltar las categorias de Desaparicion, con un alto porcentaje para FARC-EP (PR25)
y Detencion Arbitraria con buena parte de la presunta responsabilidad para el Ejército (PR4).
Segun la fig. 33, también se puede decir que carece de porcentaje para la Fiscalia (PR35), en

comparacion de las demas categorias, en el caso de Detencion Arbitraria.

En la fig.34 se puede observar que la Fiscalia (PR35) tiene el mayor porcentaje registrado
en la categoria de Muertos, la cual es una categoria presente en todos los presuntos responsables
exceptuando a la Fuerza Publica (PR2). En comparacion, PR2 parece carecer de varias de las
categorias, aunque tiene un gran porcentaje de Lesionados, mayor a la que presentan los
lesionados por minas (PR37). Por su parte, los Paramilitares (PR14) resaltan por tener el mayor
porcentaje de la categoria Amenaza. La cual aparece en todos los presuntos responsables

exceptuando a PR37.

El siguiente paso en el AC es trabajar con las dos tablas de perfiles, debido a que en este
andlisis multivariado se describen simultdneamente los perfiles fila y columna. Se escoge el
acercamiento de hacer dos ACP (X, M, N) para cada tabla de perfiles (Pardo, 2020, p.114).
Aunque inicialmente se obtendran dos salidas, los ACP estan relacionados y esto permite

“representaciones simultaneas de los planos factoriales” (Pardo, 2020, p.114).

A continuacion, se describen los elementos del AC para perfiles fila, considerando n filas

y p columnas:

e Coordenadas, pesos: las coordenadas para los perfiles fila son: x;, i = 1,2, ..., n con:

x;(j) =%;i =12,..,p
2

En la Tabla 15, por ejemplo, cuando i = 6, se tiene AMENAZAS con coordenadas

Xg =[0.002016129, 0.096774194, 0.046370968, 0.506048387, 0.127016129, 0.014112903, 0.024193548,
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0.183467742, 0], esta es la distribucion de esta categoria de victimizacion en los 9 presuntos
responsables.

Los pesos estarian en la diagonal de D,,, la cual retine los marginales fila de F. Para
AMENAZAS es 20.44%, que seria el porcentaje de registros de violaciones a los DDHH
que corresponden con esta categoria.

Centro de gravedad: segun Pardo (2020, p. 115), el centro de gravedad se calcula con los

pesos de los n perfiles:

n
dp = z fix;
i=1

La coordenada j, del centro de gravedad seria:

“Es decir, el centro de gravedad es la marginal columna de la tabla F” (Pardo, 2020, p.
116). Para nuestro caso g,, =[0.3298,5.0701,7.0074,14.0148,5.3998,0.7420,1.1129,15.2102,1.1129], qUe
corresponde a la distribucion de los 2426 registros de violaciones a los DDHH entre los
nueve presuntos responsables y es el valor tipico para comparar los perfiles de las seis
categorias de victimizacion.

Este seria el centro de gravedad que se sitla en el origen de la representacién, como se
explico en la seccion anterior. Sin embargo, “para simplicar las formulas, el ACP se hace
sin centrar y luego se elimina el primer valor propio (que da 1) y el primer vector propio
que es el centro de gravedad, esta operacion la podemos llamar centrado a posteriori”

(Pardo, 2020, p. 116).
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e Distancia entre perfiles: para este analisis la matriz que genera la métrica es Dp_l, cuyo

elemento diagonal es fi Segun Pardo (2020, p. 116) dada esta matriz, la distancia al
J

cuadrado entre dos perfiles fila iy [, es:

o 1 "1y
260D = —(xii—x: )= —(L¥_L4
d (l, l) lef] (xq xl]) lef] <fl fl>

e Inercia de la nube de perfiles fila: est4 se define de manera similar al ACP debido a que

ya se conoce el centro de gravedad:

) - . C -1 fij 2 &e (fij — fifj)
Inercia (N,,) = ;fi,dz(l,gp) = ;fl;f_]<f_:_ -1') = zz:lfl—f]]

Busqueda de los nuevos ejes en el espacio de las filas: en la Tabla 15 el histograma que
representa cada perfil se ve como un vector o punto en R®. La diferencia entre dos histogramas

se traduce en una distancia entre los puntos que los representan.

Segun el autor (Pardo, 2020, p. 114) los pesos de los puntos fila son la distribucién
marginal y la suma de las filas de F, que forman la matriz diagonal D,, = diag(f;). Por otro

lado, las distancias entre distribuciones condicionales descritas anteriormente se definen a partir

del producto punto dado por la matriz D,[,‘1 donde D, = diag(f ;). Entonces, las imagenes para

comparar los perfiles fila son los planos factoriales derivados del ACP(D,,F, Dp‘l, D,).

Guiandonos de las formulas de la fig. 32, la matriz de inercia X'DXM seria para este caso

F'D;'D,D, 'FD,™" = F'D;FD, ™" y su término general es
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n & fij,
i=1 fi. fin

Para garantizar que F’D;IFD,,‘l tiene valor propio 1 asociado al centro de gravedad, se

pueden obtener los valores propios de
F'D;YFD, 'u, = Agu

Usando la funcion “dudi.coa” del paquete FactoClass proporcionado en Pardo (2020) es
posible aplicar el AC sobre los datos representados por la matriz. Entre las salidas se encuentran
los 6 primeros valores propios derivados de la igualdad anterior: 4 = [1,0.310925403,
0.242357214, 0.078259260, 0.037085643, 0.002847468]. Como el primer valor propio es
1, este esta asociado al centro de gravedad g,,, “como g, €s un vector propio, D,l,_1 es ortogonal
a los demas vectores propios, se puede retirar y las coordenadas de los perfiles fila sobre los ejes

factoriales no cambian” (Pardo, 2020, p. 118).

La nube de perfiles fila se observa mediante las proyecciones sobre los ejes y planos
factoriales. Segun Pardo (2020, p. 91) “un eje factorial es la recta generada por uy , uno de los
dos vectores propios M unitarios asociados al valor propio 4. Las coordenadas del vector de
proyecciones de todas las filas sobre el eje s son Fg = XMu,”. Para nuestro caso Fg =
D,‘,IFDp_lus. En la fig. 35 se puede una de las salidas de la funcion “dudi.coa” en R, en la cual
se observa el primer plano factorial para los perfiles fila, derivado de los dos primeros vectores

propios.
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Figura 35. Primer plano factorial perfiles fila
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Fuente: elaboracion propia

Busqueda de los nuevos ejes en el espacio de las columnas: esta busqueda es simétrica a la de
perfiles fila y estaria asociada al siguiente ACP(D,‘,lF’, ) D,,) en el cual ahora se trabaja
con vectores en R® . Como se puede ver solo cambiaron los subindices, pero el proceso es el
mismo dado que es un ACP procedente de la tabla F, justo como el anterior. La salida de la
funcion “dudi.coa” para los perfiles columna, se puede ver en la fig. 36: nuevamente un plano
factorial derivado de los dos mayores valores propios y sus respectivos vectores propios, en los

cuales se proyectan los perfiles columna.
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Figura 36. Primer plano factorial perfiles columna.
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Fuente: elaboracion propia

De acuerdo con Pardo (2020, p. 119), dado que los dos planos factoriales para los
perfiles, surgen de la misma matriz de frecuencias relativas, es posible hacer una representacion
simultanea (ver fig. 37). Por otro lado, en los mapas factoriales, generados a partir de la funcion
“dudi.coa”, también se incluye el porcentaje de inercia que se acumula en cada uno de los ejes en
los que se proyectaron los datos. De la fig. 37, podemos ver que en el primero se acumula un
46,3% y en el segundo un 36,1% de la inercia restante. En total se logro proyectar 82,4% de la

inercia.
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Figura 37. Representacion simultanea de los planos factoriales
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Fuente: elaboracion propia

Por ultimo, se muestran las coordenadas sobre los nuevos ejes en la Tabla 17, derivadas
de Fg = D,‘llFDp_lus yF, = D;lF’Dn_lus, para los ug que se obtienen de los valores

propios: 0.3109 y 0.2424.

Tabla 17. Coordenadas de las categorias en la fig. 37

Categoria Eje 1 Eje 2
PRZ -1,4207 0,2001
FR4 -0,6445 -0,8812
PEY -0,98032 0,0132
PR14 0,5358 -0,3993
PRZ25 0,2932 -0,0432
PR28 0,2487 0,3822
PR32 00,2050 0,2022
PR35 0,1327 0,5701
PRZ7 -0,9891 0,8610
Muertos 0,1459 0,5544
Desaparicion 0,3386 -0,5945
Tortura -0, 4005 -0,2697
Lesionados -0,89002 00,3586
Detencidn arbitraria -1,3565 21,0038
Amenaza 00,4202 -0,3594

Fuente: elaboracion propia
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Interpretacion de los planos factoriales simultaneos: en la fig. 37, se tiene el resultado de
proyectar los dos perfiles en un subespacio de menor dimension. De no poder visualizar las
relaciones porque se tenian vectores en R® y R?, se obtiene—gracias al AC— una representacion
en R?, la cual permite analizar mas comodamente las relaciones entre las categorias, debido a

que el parecido entre ellas se traduce en términos de distancias.

Se puede observar la gran cercania de las coordenadas para Amenazas y Paramilitares
(PR14), lo mismo que para Muertos y Fiscalia (PR35). En el primer caso, se confirman las
conclusiones que existen actualmente en la revista: revisitando una cita de la seccion 3.3.3 se
informo que “en las ultimas décadas, las curvas de responsabilidad de la fuerza publica en
violaciones graves a los derechos humanos y en crimenes de guerra solo descienden en la medida
en que ascienden las de responsabilidad de los paramilitares” (Cinep/ppp, 2021, p. 9). Por otro
lado, respecto a la cercania entre las Muertes y la presunta responsabilidad de la Fiscalia, la fig.
37 termina confirmando nuevamente algo que se pudo intuir durante las lecturas de los relatos de
la revista: existen motivos para creer que el abandono del estado en ciertas partes del pais esta

relacionado con las muertes y la impunidad, a pesar de que se intente denunciar.

Por otro lado, puede observarse que, para la categoria Muertos y Amenazas, hay cercania
con, ERP (PR28), FARC-EP (PR25) y otras bandas criminales (PR33). Esto también podria dar
indicios que ayudan a confirmar la atomizacién del conflicto luego de la firma del acuerdo de
paz del 2016. En ese momento la mayor parte de las FARC abandon0 los territorios que
controlaron durante décadas, no hubo apoyo del gobierno para estas zonas y grupos criminales,
como los incluidos en PR28, PR25 y PR33, tomaron el control y son quienes violentan los

DDHH de las personas actualmente.
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Con menos cercania, pero también destacable, se puede hablar del parecido entre
Desaparicion con Paramilitares (PR14) y FARC-EP (PR25). Se podria intuir que la proximidad
entre estos también obedece a las razones del parrafo anterior, debido a que son categorias de

victimizacion relacionadas con el conflicto armado.

Otro caso de menor proximidad, pero relevante, es el de los Lesionados con la Fuerza
Publica (PR2) y Policia (PR7). Sorprende el parecido dado que son datos del segundo periodo
del 2020, en el cual estdbamos en un punto algido de la pandemia. No hay que olvidar el
estallido social de 2019 que termind teniendo mayor magnitud en 2021. Es posible que la

cercania entre estas categorias sea mas evidente en andlisis de datos del afio pasado.

Conclusiones y reflexiones

Del presente trabajo de grado, se consideran las siguientes conclusiones y reflexiones:

e Primero, no hay que olvidar que la estadistica es una herramienta para intentar explicar la
realidad o los comportamientos humanos, incluyendo la posibilidad del error. Sin
embargo, durante la construccién del presente documento, el prop6sito de caracterizar las
violaciones a los DDHH, mas alla de las simples descripciones anecdoticas de la revista
Noche y Niebla, se alcanz6 en gran medida a través de la herramienta estadistica. Aunque
no se consiguié una comprensién profunda acerca de los conceptos involucrados en los
DDHH, debido a su complejidad, esto no impidié interpretar los resultados con los
analisis utilizados. En ultima instancia el AC ayudo a caracterizar algunas relaciones
relevantes entre los actos de violencia y presuntos responsables considerados, en gran
parte gracias a la amplia atencion que se le presto a entender qué hacia este analisis y

como darle significado a las salidas que generaba.
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Una motivacion inicial para estudiar los temas de este documento obedecia a la busqueda
de otras maneras de interpretar el fendmeno de la violencia en Colombia, desde nuestra
posicion como profesores de matematicas. La interpretacion de este contexto tiene que
ver con un problema social poco trabajado en nuestra formacion en el programa, pero
presente en un gran porcentaje del pais; por ende, permeando las aulas cada dia. Las
herramientas estadisticas utilizadas terminaron dando intuiciones acerca de las
violaciones a los DDHH. Esto ultimo se evidenci6 en que al comparar los resultados a los
que llegamos, con parte de la informacion consultada, las dindmicas de violencia en el
pais contintan en la misma linea de hace décadas: el conflicto armado vy la falta de
presencia del estado, afectando a gran parte de la poblacién. EI conocimiento que nos
Ilevamos de construir este documento puede ayudar al papel que tendremos como
docentes. A pesar de que sea una realidad dificil de contar, incluso desde la estadistica,
no se puede dejar de lado cuando se trata de educar a las siguientes generaciones.

El algebra lineal termino teniendo un gran papel en comprender los analisis estadisticos
multivariados que se tuvieron en cuenta. En los primeros contactos con los textos acerca
del tema, creimos que el algebra lineal involucrada estaba suficientemente clara como
para entender la teoria. Fue después cuando se reveld que haber visto el curso de algebra
lineal con tanta formalidad, no colaboro a entender las ideas fundamentales de esta area;
las cuales son protagonistas en los procesos del ACP y AC. Se intent6 generar que el
capitulo dedicado al algebra lineal representara el descubrimiento de la simpleza de las
ideas involucradas en esta materia. En nuestro caso particular, la comprension de estas
ideas permitio profundizar de mejor manera en los analisis multivariados; ademas,

repercutiendo en el lenguaje utilizado en esta monografia. Durante nuestra formacion no
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tuvimos la oportunidad de conectar adecuada e intuitivamente el algebra lineal con una
interpretacion geométrica, a pesar de la amplia formacidn en geometria que ofrece el
programa. Fue gracias a lograr esa conexion, que este capitulo termind siendo esencial
para entender un poco mejor el ACP y el AC, debido a su interpretacion geométrico-

estadistica.

En la estructura del documento, la partes que conciernen a las tematicas que sustentan el
AC (“Elementos del analisis estadistico multivariado”’) también tuvieron gran
protagonismo. En retrospectiva, el motivo de esto obedece a que se tuvo la intencion de
caracterizar de la mejor manera posible el AC, para que la aplicacion de este sobre los
datos fuera adecuada. En el curso hacia ese objetivo, fue necesario incluir explicaciones
generales de estos tipos de analisis y del ACP, para que tuvieran sentido los Gltimos pasos
del AC. Cabe sefialar que quedaron cosas por fuera en esta parte comentada, pero
consideramos que las explicaciones, especialmente las basadas en ejemplos, incluidas en
la monografia fueron las suficientes para los propdsitos iniciales que nos propusimos.

El uso de una monografia como medio para intentar ensefiar un tema en especifico,
representa interesantes aprendizajes para futuros licenciados en matematicas. Como
docentes de esta area, confiamos en el pensamiento matematico y las matematicas,
debido a su conocida formalidad, precision, aplicabilidad a lo largo de muchos campos,
etc. En nuestra formacion, progresivamente nos volvimos aptos para entender la
profundidad de las ideas relacionadas con las matematicas, junto con la acumulacion de
habilidades y conocimiento para ensefiarlas. A través de la experiencia de escribir esta
monografia nos adentramos a explorar otras maneras de ensefiar, buscando en este caso

aportar a una comunidad académica que podria beneficiarse de un trabajo en esta linea.

112



Podemos concluir que el proceso influencié ampliamente la conviccion de tener la
capacidad de crear material, el cual podria funcionar como herramienta introductoria a
los analisis multivariados.

e El presente documento también incluy nuestro primer acercamiento a la investigacion
cuantitativa. No se pudieron tener en cuenta todas las fases debido a la naturaleza de los
datos, pero resulto valioso adentrarnos en comprender las caracteristicas de una
investigacion de este tipo. Considerar esta estructura metodoldgica, permitié organizar de
mejor manera las consultas, estructura del documento, lenguaje utilizado, etc. Incluso
permitié comprender mejor las limitaciones de utilizar la estadistica en contextos reales y

asimilar el funcionamiento de R como herramienta en la investigacion cuantitativa.
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