UN RECORRIDO POR LAS ECUACIONES DIOFANTICAS, EL ESTUDIO
DENTRO DEL ANILLO DE LOS POLINOMIOS CON COEFICIENTES ENTEROS

BRANDON ALEXANDER SUAREZ REYES

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
BOGOTA D.C.

2018



UN RECORRIDO POR LAS ECUACIONES DIOFANTICAS, EL ESTUDIO
DENTRO DEL ANILLO DE LOS POLINOMIOS CON COEFICIENTES ENTEROS

BRANDON ALEXANDER SUAREZ REYES
Codigo: 2013240066
C.C.: 1013641037

Trabajo presentado al Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica

Nacional como requisito para optar al titulo de Licenciado en Matematicas

Asesor: JORGE PAEZ
Co-director: PABLO BELTRAN

Firma asesor

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
BOGOTA D.C.

2018



Agradecimientos

A la Universidad Pedagogica Nacional por darme la oportunidad de formarme como

licenciado en matemdticas.

A Alejandro y Hermencia, mis padres, por su constante apoyo y motivacion para

lograr sacar adelante este trabajo y brindarme los mejores consejos para la vida.

A los profesores Pablo Beltran, Jorge Pdez y Alberto Donado por su acompanamiento
en el desarrollo de este trabajo, sus criticas constructivas e ideas que fueron de vital

importancia la elaboracion de este documento.

A Kelly, quien me dio el primer empujon animico para emprender este trabajo y fue

un apoyo incondicional durante el desarrollo del mismo.



FORMATO

UHIVERSIDAD PEDAGOGICE

RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE
| Codigo: FOR020GIB | Version: 01
’ Fecha de Aprobacién: 10-10-2012 | Pagina lde 3

1. Informacion General

Tipo de documento Trabajo de grado

Acceso al documento Universidad Pedagdgica Nacional. Biblioteca Central

Un recorrido por las ecuaciones diofanticas, el estudio dentro del anillo de

Titulo del documento . ) o
los polinomios con coeficientes enteros

Autor(es) Suéarez Reyes Brandon Alexander
Director Paez Ortegbn Jorge
Publicacion Bogota. Universidad Pedagdgica Nacional, 2018. 59 p.
Unidad Patrocinante Universidad Pedagdégica Nacional
ECUACIONES DIOFANTICAS; ANILLO DE POLINOMIOS; TERNAS

Palabras Claves PITAGORICAS.

2.Descripcién

En el siguiente trabajo de grado se presenta un estudio que surge como interés del autor, el cual tiene
como objetivo estudiar si distintos métodos de solucidbn a ecuaciones diofanticas en los enteros son
aplicables en el anillo de polinomios con coeficientes enteros. Con miras a cumplir el objetivo se inicia
dando una mirada a hechos histéricos de los polinomios y personajes que estuvieron involucrados con
estos, posteriormente se revisaron algunos métodos de solucién a ecuaciones diofanticas en los enteros.
A continuacién, se inicia el estudio del anillo en el que se pretende trabajar, observando en especial
divisibilidad y propiedades de esta, para luego analizar si los métodos que funcionan en los enteros se
pueden aplicar en el anillo en cuestion.

3. Fuentes

Aznar, E. (2007-2012). Biografias, matematicos: Enrique R. Aznar. Espafia. recuperado de
https://www.ugr.es/~eaznar/matematicos

Beltran, P. (2014) Las ecuaciones en el mundo discreto: un estudio sobre las ecuaciones diofanticas. Tesis
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4.Contenidos

El siguiente trabajo se estructur6 en cinco capitulos, en el primero se presentan los objetivos que se
consideraron para la elaboracién del mismo, en el segundo se muestran algunos personajes
trascendentes en la historia de los polinomios y un suceso de relevancia en el desarrollo de este objeto
matemaético.

En el tercer capitulo se realiza una recopilacién de algunos métodos de solucién de ecuaciones diofanticas
en los numeros enteros. El cuarto capitulo muestra que las propiedades de anillo se cumplen en dichos
polinomios, se revisan propiedades y criterios de divisibilidad y se prueban los métodos de solucion
elegidos.

El quinto y dltimo capitulo esta destinado a presentar las conclusiones que produjo el trabajo, teniendo en
cuenta aspectos propiamente de la matematica, del desarrollo matematico del autor y aportes a la labor
docente. Finalmente se presenta la bibliografia utilizada durante la elaboracién del trabajo.

5. Metodologia

La metodologia de este trabajo de grado se divide en cuatro etapas, la primera buscar hechos histéricos
relacionados con polinomios, la segunda estudiar algunos métodos de solucién a ecuaciones diofanticas
en el anillo de los enteros, fijando la atencién en condiciones necesarias y detallando los procedimientos
gue se deben seguir. La tercera etapa se centra en explorar el anillo de los polinomios con coeficientes
enteros, mostrar que propiedades se cumplen alli, profundizando un poco en aspectos relativos a
divisibilidad. La cuarta y Gltima se centr6 en probar si lo métodos estudiados en la etapa dos se podian
exportar al anillo explorado en la etapa tres, de esta manera lograr concluir respecto a cada una de las
etapas desarrolladas.

6. Conclusiones

e Aunque tanto Z como Z[X] son dominios enteros, se logré mostrar que en lo relativo a orden se
comportan de manera diferente. En Z con el orden usual se obtiene una relacién que
efectivamente es de orden, mientras que en Z[X] la relacién establecida no resulta serlo.

e El método de falsa posicion logré exportarse, realizandolo tal cual se hace en los enteros. Al igual
gue los métodos para solucionar ternas pitagoricas.

¢ El método de Diofanto aunque con aspectos pendientes, logro exportarse realizando algunos
cambios.

e El método de pulverizacién que hace uso del algoritmo de Euclides, no se logré exportar
exitosamente por esta misma razén, no es seguro en dos dominios enteros se puedan realizar
procedimientos iguales.
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Este trabajo me aport6 a la capacidad de investigar en matematicas, lo que debe ser un
permanente en el profesor durante toda su vida.

Las ecuaciones diofanticas aportan al profesor de matematicas solidez en sus conocimientos, hay
muchos conceptos que se deben utilizar al querer solucionar una ecuacion de este tipo.

Durante este trabajo hubo momentos dificiles, en los que no se veia como poder concluirlo dado
gue no se lograban solucionar las ecuaciones planteadas. Pero la persistencia, constancia y uso
de diferentes estrategias mateméticas llevo a elaborar un trabajo que genera orgullo en el autor.
En la vida de un docente de matematicas esto es muy importante, porque, aunque haya dias
duros, en los que pareciera que no se logran los objetivos, tarde o temprano el camino se
iluminara y asi generard ain mas satisfaccion de la esperada.

Es importante que el profesor de matematicas siga trabajando en matematicas, esto da un
desarrollo l6gico a su manera de abordar un problema y asi puede transmitir a sus estudiantes
diferentes conocimientos y estrategias que les pueden ser (tiles. Adicionalmente saber mas
matematica ayuda a que los saberes se transmitan de mejor manera, porque nadie puede ensefiar
lo que no sabe y entre mas se tenga conocimiento de una temética mejor seré el proceso de
ensefianza.

Queda en estudio la relacion que debe darse entre los coeficientes de los polinomios en una
ecuacion diofantica, para establecer si se puede aplicar el método de Diofanto.

El desarrollo de este trabajo deja como interrogante si dicha exportacion funciona en anillos
similares, como el de los Zp o el de los nimeros duales, este podria ser un tema de estudio futuro.

Elaborado por:

Suéarez Reyes Brandon Alexander

Revisado por:

Péez Ortegbn Jorge

Resumen:

Fecha de elaboracion del
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Introduccién

Este trabajo surge del interés del autor en abordar la solucién de ecuaciones diofanticas
en el anillo de los polinomios, esto luego de participar en un espacio académico dirigido
por el actual co-director del trabajo de grado, quien desarrollé un estudio de ecuaciones
diofanticas en los enteros gaussianos y presenté como una opcién el andlisis de dichas
ecuaciones en otro tipo de anillos. Luego de presentar el anteproyecto ante la Licencia-
tura en Matemaéticas el tema se acotd, por sugerencia del lector se debia especificar que
tipo de coeficientes tendrian los polinomios, fue asi como se decidié elegir los coeficientes

enteros.

Teniendo en cuenta lo anterior se estructurd el siguiente trabajo en cinco capitulos,
en el primero se presentan los objetivos que se consideraron para la elaboracion de este
trabajo, en el segundo se muestran algunos personajes trascendentes en la historia de

los polinomios y su desarrollo.

En el tercer capitulo se realiza una recopilacion de algunos métodos de solucién de
ecuaciones diofanticas en los niimeros enteros, esto para tener claridad en la forma de
aplicarlos, ya que estos seran los que se pongan a prueba en el anillo elegido. El cuar-
to capitulo muestra que las propiedades de anillo se cumplen en dichos polinomios, se
revisan propiedades y criterios de divisibilidad y se prueban los métodos de soluciéon

elegidos.

El quinto y ultimo capitulo estd destinado a presentar las conclusiones que produjo
el trabajo, teniendo en cuenta aspectos propiamente de la matematica, del desarrollo

matematico del autor y aportes a la labor docente.



1. Preliminares

1.1. Objetivos

1.1.1. General

Realizar un estudio sobre métodos de solucion de ecuaciones diofanticas en el anillo de
los polinomios con coeficientes enteros.

1.1.2. Especificos

= Consultar distintas fuentes bibliograficas que permitan tener una visién histérica

sobre polinomios.
» Estudiar métodos de solucion de ecuaciones diofanticas en los enteros.

» Estudiar el anillo de los polinomios, en particular cuando los coeficientes son

numeros enteros.

= Observar si algunos de los métodos de solucion de uno o mas tipos de ecuaciones
diofanticas dados en los enteros se puede exportar al anillo de los polinomios,
esto con el fin de obtener la solucién a ecuaciones diofanticas planteadas en dicho

anillo.

= Reconocer algunos elementos que aportan las ecuaciones diofanticas y el anillo de

los polinomios al rol docente, especificamente en matematicas.



2. Aspectos histéricos de los polinomios

Son muchos los mateméticos que han estado involucrados con polinomios, en particu-
lar con hallar las raices de dichos objetos matematicos, es por ello que se centrara la
atencién en un hecho histérico referente a ello. Pero antes se revisara un poco la vida

de quienes estuvieron involucrados, para este caso Cardano, Tartaglia, Ferrari y Ruffini.

Gerolamo Cardano (1501-1576)

Hijo ilegitimo de Fazio Cardano, un abogado italiano con bastos conocimientos ma-
tematicos, tanto asi que da Vinci lo consultaba cuando tenia dudas en aspectos geométri-
cos. Gerolamo inici6 como asistente de su padre, el cual esperaba que este estudiase
derecho pero yendo en su contra se incliné por la medicina, consiguiendo graduarse en
1525.

Luego de malgastar la herencia que le dej6 su padre se dedicé al juego (naipes, dados,
etc.)dado que era més lo que ganaba que lo que perdia, tiempo después quiso ejercer la
medicina pero fracasé por su mala reputacion y entrd en la pobreza. en 1539 se acercd
a Tartaglia, quien se habia dado a conocer luego de ganar un reto matematico solucio-
nando ecuaciones de tercer grado. Cardano se gané la confianza de Tartaglia, al punto
que este iltimo le reveld su método para solucionar dichas ecuaciones, con la condicién
de no hablar de esto hasta que él lo publicara. Pero anos después Cardano publicaria
su obra Ars Marga, donde explicaba los métodos de solucién que Tartaglia desarrolld.
Cardano era astrélogo, por esto paso un corto tiempo en prisiéon, para terminar sus
dias ejerciendo como médico. Produjo un libro autobiografico y y con conceptos de pro-
babilidad, eso dada su experiencia en el juego, el libro se llamo De propria vita y alli
predecia su muerte para el 20 de septiembre de 1576, al parecer ese dia se suicidé para

que su prediccion fuera correcta.

Niccolo Fontana (Tartaglia)(1499-1557)

Niccolo sufrié un ataque por parte de un soldado francés, el cual le causé tartamudez

3



y de alli provino su apodo. Estudié de manera empirica griego, latin y matematica,
siendo esta ultima con la que se gané la vida dando clases.

Se hizo famoso al ganar un desafio (que se abordara més adelante) a Ferro, con el cual
llamé la atencion de los mateméaticos més importantes del momento, pero Cardano
publicé sus métodos en un acto deshonesto y dado que él tenia mas prestigio en la
comunidad no le hicieron mucho caso a Tartaglia.

Més tarde Tartaglia tuvo la oportunidad de debatir con Ferrari, luego de haberlo derro-
tado en el desafio se mostraba muy confiado para el debate, pero Ferrari mostré mayor
dominio en el tema y lo derrot6. De ahi en adelante Tartaglia tuvo una vida dificil y

murié en la condicion en que nacid, la pobreza.

Lodovico Ferrari(1522-1565)

Muy joven se hizo secretario de Cardano, quien noté que no solo era bueno escribiendo
y leyendo sino que también aprendia matematica con facilidad. Fue asi que Ferrari em-
pezd a incursionar en el mundo de la matematica, cuando Cardano se mudé de ciudad
fue Ferrari quien con solo 20 anos lo reemplazo en el trabajo que desempanaba como
profesor.

Trabajo de la mano de Cardano para escribir sobre la soluciones de ecuaciones ciibicas y
cuarticas, aunque no desarrollaron métodos propios aprovecharon los trabajos de Ferro,
de los que no hay evidencia, y el que Tartaglia le confesé a Cardano esperando que no
lo revelara. Luego de publicar el libro y ante el comprensible enojo de Tartaglia, Ferrari
se enfrenté en debate publico a este, al cual derroto.

Regreso a su ciudad natal joven, millonario y con mucho prestigio a vivir con su herma-
na, la cual fue sindicada por Cardano de haberlo envenenado con arsénico, esto porque

no llor6 en su funeral y luego de heredar contrajo matrimonio.

Paolo Ruffini(1765-1822)
Desde muy joven Paolo mostré interés por la matematica, tanto asi que cuando pudo

ingresar a la universidad fue una de las opciones que eligio, también estudio medicina,



filosofia y literatura. Luigi Fantini fue su profesor de geometria y Paolo Cassiani el de
calculo, este ultimo incursiond en la politica y su reemplazo en la catedra que impartia
fue el ain estudiante Ruffini. Tiempo después Fantini perdié la vision, razén por la cual
Ruffini también se hizo cargo de la que fuera su catedra,

Ruffini se hizo muy conocido al postular que las ecuaciones quinticas no se podian so-
lucionar por radicales, trabajo que llegd a ser abordado por Bezout, Euler e incluso
Lagrange, pero ninguno tuvo éxito en encontrar soluciones o probar que no era posi-
ble. La demostracién utilizaba teoria de grupos de alta complejidad, llegd a superar a
Lagrange en el dominio de este tema, pero fue un adelantado para su tiempo y no le
prestaron mucha atencion, a excepcion de Cauchy que reconocioé la importancia de los
aportes de Ruffini y generalizo mcuhas de sus ideas en los trabajos que desarrollo sobre
el grupo de las permutaciones.

Se destaco por la invencién de un algoritmo para hallar raices de polinomios, algoritmo

que aun se utiliza y es conocido como la regla de Ruffini.

Luego de dar un vistazo a la vida de estos personajes, se revisard el momento de la
historia al que se hacia referencia.

Desde los babilonios se conocian métodos para solucionar ecuaciones cuadraticas, el
desarrollo de estas tematicas lleva a Italia en el siglo XVI donde se empezarian a solu-
cionar ecuaciones cubicas, el primer protagonista fue Ferro y posteriormente Tartaglia
quien descubrié métodos para otro tipo de ciibicas. Estos dos se desafiaron ptiblicamen-
te, desafié en el cual cada uno debia plantear 30 problemas, y en un plazo estipulado
se deberian entregar resueltos. Al culminar el plazo Tartaglia entregd los 30 ejercicios
resueltos, mientras que Ferro no pudo solucionar ninguno.

Para ese momento Cardano se intereso en lo que pudiera saber Tartaglia, por ello fue
hasta donde este y se gand su confianza, luego de un tiempo Tartaglia le enseno sus
estudios bajo la promesa de no hablar de ellos con nadie hasta que él los publicara.
Cardano en un acto de total deslealtad publicé su libro més conocido Ars Magna, en el

cual estaban explicados los métodos en los que trabajo Tartaglia, el cual no se quedé ca-



llado y reporté este hecho pero su reclamo fue indiferente dado que Cardano era mucho
maéas conocido. Quien salié a atender su reclamo fue Ferrari, mano derecha de Cardano,
quien acepté tener un debate ptiblico en el cual se abordaran temas de algebra. En dicho
discurso Ferrari dio una paliza a Tartaglia, quien prefirié darse por vencido y retirarse,
dado que Ferrari tenfa muchos mas fundamentos matematicos que él. Tartaglia murié
en la pobreza, mientras que Cardano gracias a sus obras termino sus dias de una forma

econdémicamente mas comoda, al igual que Ferrari.



3. Algunos métodos de soluciéon a ecuaciones
diofanticas

En este capitulo se estudiaran algunos métodos para la solucién de ecuaciones diofanti-
cas de la forma ax + by = c y a® + b* = ¢, dichos métodos se seleccionaron con base en

el trabajo de Beltran (2014). Los métodos se ejemplificardn en los niimeros enteros.

3.1. Ecuaciones diofanticas de la forma ax + by = ¢

A continuacién se presentaran tres métodos de solucién para este tipo de ecuaciones,
se analizaran las condiciones que deben cumplirse y se mostraran ejemplos de como

aplicar cada método.

3.1.1. Falsa posicion

Se parte de una ecuacién de la forma ax + by = ¢ donde a,b,c € Z y son valores
conocidos, mientras que x e y € Z pero son las incognitas. El primer paso es suponer
soluciones © = xy e y = yo de esta manera se obtiene la ecuacion axg + byy = d, bajo la
condicién de que d sea multiplo de ¢, es decir d = c¢f y adicional que f sea el méximo

comun divisor de xq e yy. Luego de ello se plantea la siguiente proporcion:

De dicha proporcion se puede deducir que xg # 0 e yo # 0, despejando a = e y se

obtiene:
C T CX CXg i
—=— 2 r=— 2r=— 2T =—
d =z d cf f
C Yy CYo CYo Yo
d o d cf /

Al momento de despejar se evidencia el porqué d = cf, ya que esto permite cancelar ¢
y como f = MCD(xg,yo) entonces f|zoy f|yo. Si no se cumplieran estas condiciones
la solucién podria ser racional puesto que no se garantizaria que el denominador efec-

tivamente divida al numerador.



Ejemplo: sea la ecuacion 2x + 6y = 14 se asignan valores cualesquiera a las incogni-
tas, por ejemplo z = 2 e y = 4 y se reemplaza en la parte izquierda de la igualdad,

obteniendo:
2(2)+6(4) =4+24=28

Posteriormente se realiza una proporciéon entre los resultados que se obtuvieron y los

valores que se dieron a las incognitas, de la siguiente manera:

4 =z y
28 2 4
De alli se obtiene que:

14_:6_> _ 1
28 2 T
14 y
- _Z =2
84 Y

Reemplazando los valores obtenidos para las incégnitas se tiene:

2(1) 4 6(2) = 14

3.1.2. Método de Diofanto

Se parte de una ecuacién de la forma ax + ¢ = by, se debe cumplir que el maximo
comun divisor entre a y b divida a ¢, teniendo esto se aplica el algoritmo de Euclides,

de la siguiente manera:
b=a-¢u+r donde 0 <r; <a
de esta manera se plantea la siguiente ecuacion:

r=y-q+=z



Continuando con el algoritmo se tiene:

a=11-qy+ ry donde 0 < ry <1

rr =7y -q3+r3 donde 0 < rg <ry
De esta manera se plantean correspondientemente las ecuaciones:

y=z-q+t
z=t-q3+Fk

Diofanto planted que se debe dejar de dividir cuando el residuo sea 1, suponiendo que

luego de n divisiones se obtiene tal residuo, se llega a la siguiente expresion:
Tn =Tntl " Qniz+1 = U=v" quio+w
Luego de este procedimiento se plantea la siguiente expresiéon:
v+d =g -w

Donde g es el pentltimo residuo, es decir, g = r,,;. Para determinar el valor de ¢’ se
deben contar la cantidad de divisiones que se realizaron, de ser un nimero par ¢ = ¢,
de los contrario ¢ = —c. Se asigna un valor cualquiera a w, con esto se obtiene v y

haciendo sustituciones se obtienen los valores de x e .

Veamos un ejemplo en Z: solucionar la ecuacion 18x + 6 = by
Lo primero que se hace es mirar que el MCD(18,5) = 1 divide a 6, dado que se cumple

se procede a realizar el algoritmo de Euclides. Obteniendo:
5=18-0+5

De alli se plantea

r=0-y+z (1)



Continuando con el algoritmo de Euclides:

18=5-3+4+3
0=3-1+4+2
3=2-1+1

De cada uno de los pasos anteriores se plantean:

y=3-z+t (2)
z=t+wv (3)
t=v+w (4)

Dado que se realizaron un ntmero par de divisiones se tiene que ¢ = ¢, observando el
pentltimo residuo se aprecia que g = 2, con estos valores y asignando w = 2 obtenemos

el valor de v:

Con este valor y reemplazando en (4) se obtiene:

t=—242
t=20
Ahora reemplazando en (3):
z2=0-2

z=-2

Con este valor en (2) se obtiene:
y=3-(-2)+0
y=—6
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Para conocer a x solo falta reemplazar en (1), de alli se obtiene:

De esta manera se obtiene una pareja de valores que son solucién para la ecuacién, a

continuacion se verificara que efectivamente satisfacen la ecuacion:
18(—2) + 6 = 5(—6)
—36+6 =-30
—-30 = —-30
3.1.3. Pulverizacion

Este método es muy similar al de Diofanto, también se parte de una ecuacién de la

forma ax + ¢ = by y se utiliza el algoritmo de Euclides, se inicia con:
a=b-q+rydonde 0 <ry <b
De alli se plantea:
Yy=q -r+tu
Luego se reemplaza el valor de y en la ecuacién que se quiere solucionar:

ar +c="0b(q - v+ u)
axr +c=bqxr + bu

De alli se despeja bu:
(a—bg1)x+c=bu (5)

Ahora se retoma el algoritmo de Euclides:
b=1r1-qgys+1rydonde 0 <ry <rg
Dado este resultado se plantea:
T=qy u-+t
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Se reemplaza el valor de x en (5):
(a—0bq1)(gu+1t) +c=bu (6)
Se vuelve al algoritmo de Euclides:
ri=179-q3+ 13 donde 0 < r3 < ry
Se plantea
u=gq-t+v

Luego se reemplaza este valor en (6). Se sigue asi hasta llegar al peniltimo residuo
del algoritmo de Euclides, se supondrd que esto sucede luego de n divisiones, alli se

obtendria:
Tno =7Tp_1-qn+ 1, donde 0 <7, <r,_;

De alli se plantearia una ecuacion donde resulta una nueva incoégnita, a esta se le asignara
un valor cualquiera y se empezaran a hacer reemplazos con el fin de obtener los valores
x e y. A continuacién se planteard como ejemplo la misma ecuaciéon que se soluciond
con el método de Diofanto, esto para evidenciar el parecido entre los dos métodos y sus
diferencias.

Solucionar la ecuacién 18z + 6 = 5y

Primero se aplica el algoritmo de Euclides de la siguiente manera:
18=5-3+3

De alli se plantea:

y=3r+u (7)

Ahora se reemplaza el valor de y en la ecuacién, obteniendo:

18z + 6 = 5(3x + u)
18x + 6 = 15z + du
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32 + 6 = 5u (8)
Continuando con el algoritmo de Euclides se tiene:
b=3-142dealliz=u+t
Se reemplaza en (8) este valor que se obtiene para z:

3(u+t)+6=>5u
3u+3t+ 6 = du

3t+6=2u (9)
Retomando el algoritmo de Euclides se tiene:
3=2-141dealliu=t+v
Reemplazando este valor de u en (9) se obtiene que:

3t+6=2(t+v)
3t +6 =2t + 2v

t+6=2 (10)

Dado que el residuo que se obtuvo en el algoritmo de Euclides es 1 se deja de aplicar,
ahora se da un valor a v y se empiezan a reemplazar valores para obtener la solucién.

Para este caso se asigna v = 2, y reemplazando en (10) se obtiene:

t+6=2(2)
t=—2

Ahora se sustituye este valor de ¢ en (9):

3(—2) +6 = 2u

u =

13



Reemplazando este valor de u en (8) se obtiene:

3z +6 = 5(0)

T = —2
Ya se obtuvo el valor de z, reemplazando este y el de u en (7) se obtendra y:

y=3(—2)+0
y=—6

Con este proceso se dedujo que x = —2 e y = —6, los mismo resultados obtenidos en
el método de Diofanto, pero se pueden generar soluciones distintas dando diferentes

valores a v.

3.2. Ecuaciones diofanticas de la forma a? + b = 2

En esta seccién se abordaran dos métodos para obtener las conocidas ternas pitagoricas,
teniendo en cuenta que los nimeros de dichas ternas corresponden a las medidas de los
catetos e hipotenusa de un triangulo rectangulo, en este caso los catetos son a y by la

hipotenusa c.

3.2.1. Método de Fibonacci

La sucecién de Fibonacci esta dada por:

f1:1 f2:1 f3:2 fn:fn—1+fn—2

A partir de dicha sucesion se pueden conseguir ternas pitagéricas, para ello se deben

elegir cuatro nimeros consecutivos y luego seguir los siguientes pasos:

» Realizar el producto de los dos ntimeros ubicados en los extremos, con esto se

obtiene la medida del un cateto

= Realizar el doble producto de los niimeros que estan en el medio, de esta manera

se obtiene la medida del otro cateto
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= Sumar los cuadrados de los nimeros del medio, esto para obtener la medida de la

hipotenusa

Para llevar a cabo los pasos anteriores se eligen los ntimeros f,,, fri1, frnio ¥V fois de la

sucesion de Fibonacci, y aplicando los pasos se obtine:

a = fn'fn+3 b:2(fn+1 'fn+2) Cc= (fn+1)2+(fn+2)2

Ahora se procedera a probar que efectivamente con estos pasos se obtiene una terna
pitagérica.

Lo primero que se realizard es observar qué es a® + b*:

a® + 0% = (fu - fars)® + 2(fos1 - frs2))?
Reemplazando fn = fn+2 - fn—H y fn+3 = fn+1 + fn+2 se obtiene:

a® +0* = [(fas2 — far1) - (fas1 + far2)]? + 2(fag1 - far2))?
a® + 0 = [(far2)® = (fus1)?P* + [2(fas1 - faro))?
a® + 0 = [(far2)® = (fus)?PP + 4(fn11)? - (far2)?
a® + 0% = (far2)! = 2(far2)?(far1)® + (frs1)* + 4(foi1)? - (frr2)?
a? + 0% = (fas2)" + 2(fas2)* (fos1)? + (fosr)*
a® + 0% = [(far2)® + (fri1)??

Reemplazando el valor de ¢ se obtiene que a? + b* = ¢2, lo que se querfa probar.
A continuacién se presentara un ejemplo, sean los nimeros consecutivos 3, 5, 8 y 13,

siguiente los pasos anteriores se tiene:
a=3-13=239 b=2(5-8) =80 c=5"+8 =289
Ahora se eleva al cuadrado cada término:
a’? = 1521 b* = 6400 2 =17921

Basta realizar la suma para verificar que 392 + 80? = 892.
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3.2.2. Método de Diofanto
Diofanto propone como ejercicio descomponer un cuadrado en otros dos, para ello realiza
un procedimientos deductivo obteniendo:

2mz
m2+1

z(m? —1)

¥y= m?+1

De esta manera se obtiene:
2 2
o 2mz N z(m? —1)
m2+1 m2+1

(m2+1)2
22

Ahora se multiplicara en los dos lados de la ecuacién, lo que genera:

(m?+1)? = 2m)* + (m* — 1)

Si m es entero solo basta reemplazarlo por cualquier niimero para verificar que funciona,

para este caso se tomarda m = 4, se obtiene:
(4 +1)7 = (2- 4+ (4 - 1)°
17% = 8% 4+ 157
289 = 64 + 225

Es evidente que el método funciona. Ahora si m fuera un racional se tiene que m =

Q3

con q # 0, reemplazando este valor de m se llega a:
2 2 2 2 2
() ) - (6) () -
q q q
P+ 20\, (PP -2
2 =\—) * 2
q q q

Multiplicando en ambos lados por ¢* se obtiene:

P*+¢*)* = (2p9)* + (p* — ¢*)?
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Este método funciona para enteros positivos tales que p > ¢, de no ser asf el valor p? — ¢?
seria negativo y dado que es la medida de uno de los catetos siempre debe ser positivo.
Para verificar la funcionalidad de dicho método se reemplazaran p y ¢, sean estos p = 4
y q = 3 se tiene:

(42 +3%)2 = (2-4-3)% + (4% — 3%)?
(16 +9)* = (2-12)* + (16 — 9)?
252 = 242 + 7?

625 = 576 + 49

Con este ejemplo queda verificado que el método funciona.
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4. Exportando métodos de solucion

Antes de analizar los métodos de solucion se realizara un estudio sobre el anillo en que

se trabajara.

4.1. El Anillo de los polinomios con coeficientes enteros Z|X|

Para empezar se definird que es un polinomio, para ello partimos de (Z, +, ) el anillo
de los nimeros enteros, Z[X| es el conjunto de los polinomios en una indeterminada X
con coeficientes en Z. Para las siguientes definiciones se hace uso de Fraleigh (1988) y

Lentin y Rivaud (1973), un polinomio p(z) es una suma formal finita:

S airt = ag + ayr + asr?® + ... + a,2" donde a; € Z

=0

De ahora en adelante se utilizara la siguiente notacion cuando sea conveniente:

. ,
S airt = ag + ayx + asx? + ...+ a,x" = (ag, a1, as, ..., a,)

=0

Ejemplos de ello son: 42 + 2z +1 = (1,2,0,4) y 2? = (0,0, 1).

Dichos a; son los coeficientes del polinomio, si para algin ¢ > 0 el coeficiente a; # 0 el
mayor de dichos valores de i es el grado del polinomio, si no se cumple para para ningin
i > 0 entonces el polinomio es de grado cero, exceptuando el polinomio nulo 0(x) = 0
que se presentard mds adelante. Por ejemplo para p(x) = z° + 3% + 2z se tiene que el
grado es 5, para q(z) = 23+ 1 el grado es 3. Dada la notacién que se manejara el grado
se puede determinar segin la longitud de la n-ada, si se tiene una terna el grado sera
dos, una cuaterna implicara un grado 3 y asi sucesivamente. Cuando se haga referencia

a grado se notard de la siguiente manera:
gr(p) =m donde p € Z[X], m € Ny m es el grado de p.

A continuaciéon se definiran las operaciones suma y multiplicacion dentro del conjunto

Z[X]:
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= Suma:
Sean p(x) = (ag, a1, a9, ...,a,) y q(x) = (bg, b1, ba, ..., by,) la suma se define de la

siguiente manera:

p(z) + q(z) = (co, €1, Ca, ..., Cn)

donde se supone que m > n y b; = 0 para todo n < ¢ < m, de esta manera
C = a; + bZ
Teorema: Sean p(x) = Y & ax'y q(z) = Y i° bx' € Z|X] con gr(p) =n'y

gr(q) = m entonces gr(p + q) < maz(n,m).

Demostracion. La demostracion se dividira en dos casos, el primero es que los
dos polinomios sean del mismo grado, esto es n = m, cuando se realice la suma el
coeficiente a,, + b,, serd el de mayor grado, pero dado que a, y b,, € Z se puede
dar que a, +b,, = 0 dado que hay inversos aditivos, en dicho caso este término del
polinomio se anularia, por lo cual su grado seria a lo mas n — 1. De no anularse el
término el grado de dicha suma seria n, con lo cual se obtiene que gr(p + q) < n.
El segundo caso es que sin perdida de generalidad n > m, en esta situacion el
coeficiente de mayor grado luego se efectuar la suma seria a,,, por lo cual se puede
garantizar que gr(p + ¢) = n. Del anterior razonamiento se puede concluir que

gr(p+ q) < mazx(n,m) O

= Multiplicacion:
Sean p(x) = (ag, a1, as, ...,a,) vy q(x) = (by, b1, ba, ..., by,) la multiplicacion se define

de la siguiente manera:

p(ZE) ’ Q(ZL') = <d07d17 "'7di7 "‘7dn+m)

Donde:

d; = i arbi_p
k=0
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Teorema: Sean p(z) = Y & ax'y q(z) = Yo" bix' € Z|X] con gr(p) =ny

gr(q) = m entonces gr(p-q) = m + n.

Demostracion. Dada la definicion de multiplicacion se puede concluir que el co-
eficiente del término de mayor grado es a,b,,, donde a,, y b,, € Z, dado que Z no
tiene divisores de cero ya que este es un dominio entero se puede garantizar que
anb,, # 0. Con lo anterior se garantiza que el término a,b,, "™ no se hace nulo,

por ende gr(p-q) =m+n. O

Teorema: el conjunto A[X] de todos los polinomios en una indeterminada X con coefi-
cientes en un anillo A, es un anillo bajo la suma y multiplicacién polinomial. Si A es
conmutativo entonces A[X] lo es, y si A tiene unitario 1, entonces 1 también es unitario
en A[X].(Fraleigh, 1988, p. 269)

Dado que Z es un anillo conmutativo con unitario y este es 1, el anterior teorema ga-
rantiza que Z[X]| es un anillo conmutativo que también tiene como unitario a 1. De esta

manera se puede concluir que Z[X] cumple las siguientes propiedades para la suma:

Asociativa

p(x) + (q(x) +r(z)) = (p(x) + ¢(2)) + r(z)

Elemento neutro

Existe 0(x) = (0) tal que p(z) 4+ 0(z) = 0(x) + p(x) = p(x)

Se definird de acuerdo a Palacios (s.f) que gr(0) = —oco

Inverso

Para todo p(x) existe —p(z) tal que p(z) + (—p(z)) = 0(z) = (0)

Conmutativa

p(x) + q(x) = q(x) + p(z)
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Para la multiplicacién se cumplen las siguientes propiedades:

» Asociativa

» Conmutativa

= Elemento neutro de la multiplicacion

Existe e(x) = (1) tal que p(z) - e(x) = e(x) - p(x) = p(x)

Adicional a esto se cumple la propiedad distributiva, la cual relaciona las dos operaciones

definidas, suma y multiplicacién, de la siguiente manera:

p(x) - (q(z) +r(z)) = p(x) - q(x) + p(z) - 7(2)

Con lo anterior se tiene que Z[X| tiene estructura de anillo al igual que Z, pero adicio-
nalmente Z es un dominio entero asi que se procedera a demostrar que Z[X| también
lo es, para ello se recurre a un teorema encontrado en Castellanos (s.f. p.14).

Teorema: Si A es un dominio entero entonces A[X] también lo es, y las unidades de

A[X] son las mismas que las de A.

Demostracion. Sean p(z) = (ag,a1,ag,...,a,) y q(x) = (bo, b1, ba,...,bn) € A[X], se
centrard la atencion en observar que sucede si p(z) - ¢(z) = (0).

Se supone que p(zx) - q(z) = (0) entonces gr(p-q) = —oo, de alli m+n = —oo, por ende
m = —o00 6 n = —oo con esto se concluye que p(x) = (0) 6 ¢(x) = (0), lo que implica
que A[X] es un dominio entero.

Para determinar las unidades se supone que p(z) - ¢(z) = 1, de alli m +n = 0 pero
m,n € N por tal razén m = n = 0, con esto p(z) = a y q(z) = b donde a,b € A y son

unidades de este. O
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Del anterior teorema se concluye que Z[X] es un dominio entero, es decir no tiene
divisores de cero y por ende se puede afirmar que se cumple la propiedad cancelativa,

esto es:

Si p(z) - q(x) = p(x) - r(x) entonces q(z) = r(x)

Adicional el teorema proporciona las unidades de Z[X], estos son los polinomios:

ui(z) = (1) y us(z) = (1)

Luego de explorar la estructura de Z[X]| se buscard comparar sus elementos, para el
caso de Z esto es posible y resulta una relacion de orden, ahora se definird una relacién

en Z[X] con el fin de poder comparar dichos elementos.
Sean p(z), q(z) € Z[X] se dice que p(z) < q(z) siy solo si gr(p) < gr(q)

Bajo esta relacién hay muchos polinomios que no se pueden comparar, un ejemplo de
ello son p(z) = (1,0,0,1) y ¢(x) = (5,16,5,5) aunque tienen coeficientes diferentes no

se pueden relacionar.

4.2. Divisibilidad en Z[X]

A partir de lo trabajado anteriormente se definira divisibilidad en Z[X]:
Definicion: sean p(x), s(x) € Z[X], se dice que s(x) divide a p(x) (s(z)|p(z)) siy
solo si existe un unico ¢(z) € Z[X] tal que p(x) = s(z) - q(z).

Un ejemplo de esto es: (1,1)|(—1,0,1) ya que (—1,0,1) = (1,1) - (=1, 1)

Propiedades de divisibilidad en Z[X]

A continuacion se realizard un estudio de propiedades de divisibilidad en Z[X], para
ello se partira de las propiedades que se cumplen en Z. Para todo a, b ,c € 7Z se cumple
que:

1. ala

22



. Si alby blc entonces alc
. 1la
. al0

. Si a0 entonces a = 0 (No hay divisores de 0)

.Sialby bla entonces a =—-boa=">b

. al(~a)

2
3
4
3
6. Si a|l entonces a =10a=—1
7
8
9. Si alb entonces |a| < b

10. Si a|b entonces a|bc

11. Si a|b y alc entonces a|(b + c)

12. Si b # 0 entonces g, r € Z, tal que a = bg+ 1 con 0 < r < ||
Propiedad 1: p(x)|p(z)

Demostracion. Esta propiedad es consecuencia inmediata de la existencia de unitario
en Z[X], puesto que p(z) - e(z) = p(z), esto satisface la definicién de divisibilidad
obteniendo asi que p(z)|p(x). O

Propiedad 2: Si p(z)|q(x) y q(z)|r(x) entonces p(z)|r(x)

Demostracion. utilizando la definicién de divisibilidad se tiene dado que
p(z) - k(x) = q(x) y q(z) - m(x) = r(z), reemplazando ¢(z) se obtiene:
[p(z) - k()] - m(z) = r(x)
Utilizando la propiedad asociativa de la multiplicacion se tiene que:
p(x) - [k(z) - m(x)] = r(x)
Dada la existencia de k(x) - m(x) y aplicando la definicién de divisibilidad en Z[X] se

concluye que p(z)|r(z). O

Propiedad 3: e(z)|p(x)
La demostracién de esta propiedad es inmediata, esto por la definicion de divisibilidad

en Z[X] y que (1) es el unitario en Z[X].
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Propiedad 4: p(x)|0(z)

Demostracion. Sea p(x) € Z[X], para que p(x) divida a 0(x) debe cumplirse que:

Dado que Z[X] es un dominio entero la tinica opcién para g(x) es ser igual a 0(z). Uti-

lizando la existencia de 0(x) y la definicién de divisibilidad en Z[X] queda demostrado

que p(x)|0(x). O
Propiedad 5: Si 0(x)|p(z) entonces p(x) = (0)

Demostracion. Dado que Z[X] es un dominio entero esta propiedad es inmediata. [
Propiedad 6: Si p(z)|e(x) entonces p(z) es unidad.

Demostracion. la demostracion es consecuencia de la definicién de divisibilidad en Z[X],

y se tiene que las unidades son (1) y (—1). O

Asociados en Z[X]: primero se recordard que en Z se definen como asociados dos
nimeros p y ¢ tales que p|q y q|p, al definir de la misma manera asociados en Z[X] se
tiene que dos polinomios p(x) y ¢g(z) son asociados si y solo si p(x)|q(z) y q(x)|p(z).
Sea p(z) = (ag,as, ...,a,) y teniendo en cuenta la definicién de asociado, p(z) tendra
exactamente dos asociados, ellos son:

1. p(x) = (ag, a, ..., an)

2. —p(x) = (—ap, —ay, ..., —ay,).
Propiedad 7: Si p(x)|q(x) y ¢(x)|p(z) entonces p(x) = q(z) o p(z) = —q(z)

Demostracion. Se tienen dadas:

reemplazando p(x) en (11) se obtiene que:
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Es decir que k(z) y m(z) deben ser unidades, en particular k(z), dado que las unidades

son (1) y (—=1) se puede concluir que:

Propiedad 8: p(x)| — p(x)

Demostracion. utilizando la definicién de divisibilidad en Z[X] para que p(x)| — p(x)
se debe cumplir que p(z) - ¢(x) = —p(x), basta hacer ¢(x) = (—1) para obtener dicha
igualdad. Dada la existencia de (—1) queda demostrado que p(x)| — p(x). O

Propiedad 9: Si p(z)|q(x) entonces p(z) < g(x), es decir gr(p) < gr(q)

Demostracion. Se tiene que p(x)|q(x), esto es:

Sean gr(p) = m, gr(s) =1y gr(q) = n, dos polinomios que sean iguales deben tener el

mismo grado, esto es:
gr(p-s) = gr(q)
Aplicando la propiedad del grado para la multiplicacién (pag. 18) se tiene:
m+l=n

Dado que m,l,n € N y utilizando la definicion de menor que, se deduce que m < n, con

lo que se demuestra que p(x) < ¢(x). O
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Propiedad 10: Si p(z)|q(x) entonces p(z)|q(x) - s(z)

Demostracion. Se tiene que p(z)|q(z), esto es:

Por la propiedad cancelativa de la multiplicacién en Z[X] se puede multiplicar en ambos

lados de la igualdad por el mismo valor:

Por la definicién de divisibilidad en Z[X] se demuestra que p(x)|q(z) - s(z). O
Propiedad 11: Si p(z)|q(z) y p(x)|s(z) entonces p(z)|[q(x) + s(z)]

Demostracion. Por la definicién de divisibilidad en Z[X] se tiene que:

Sumando se obtiene:
p(x) - t(x) + p(x) - k() = q(x) + s(z)
Aplicando la propiedad distributiva se obtiene que:
p(x) - [t(z) + k(z)] = q(z) + s(x)

Utilizando la definicién de divisibilidad en Z[X| se demuestra que p(z)|[¢(x)+s(x)]. O

Propiedad 12(Algoritmo de la divisién en Z[X])
Para el caso de Z[X] este algoritmo tiene restricciones, no se cumple para todo par de
polinomios, dado que en ocasiones aparecen coeficientes racionales. Luego de los anélisis

realizados en el desarrollo del trabajo de grado se obtuvo el siguiente resultado:

Sean p(z) = (ag, a1, ..., a,) y k(z) = (bo, by, ..., by) € Z[X], p(x) # (0). Si
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o bt Vi€ I,T={0,1,2,..,m}
v byla; VjeJ J={mm+1,..,n}

Entonces existen unicos ¢(z) y r(x) en Z[X], tales que p(x) = ¢(x) - k(z) + r(x) con

gr(r) < gr(p).

Demostracion. Se tomaran dos casos, el primero que gr(p) < gr(k), basta tomar a
q(z) = (0) y r(z) = p(x) y de esta manera se tiene que p(z) = (0) - k(z) + p(x), donde
gr(p) < gr(k).

El segundo caso es que gr(p) > gr(k), se recurrird a la forma usual en que se dividen

polinomios, planteando la siguiente division:

CLnI‘n + an_lx”’l + ...+a1x + ag | bm,’ﬁm + bm_ll'm_l + ...+ bll‘ + bo

Se tiene que by, |a, de alli que a,, = by, - ¢;, de esta manera se obtiene el primer término

de ¢(x), el cual con certeza es entero. Ahora se supone que ¢; - b,,_1 = d, d € Z, asi

sucesivamente se procede obteniendo:

CLnI'n =+ an;lx”_l + ...+ axr+ ag bm.’Lm + bm_léb'm_l + ...+ bl.’L' + bo

n n—1 —
—ApX — dl’ - ... Ctlﬂ m

Realizando las operaciones correspondientes se llega a:
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an + an 12" M+ .+ + ao
n n—1
-’ — dx" - .

(@1 — d)z™ 1 + ...

by ™ + b1 2™+ by + by

n—m

C:T

Ahora bien, se tiene que by,|a,—1 y por la forma en que se consigui6é d también b,,|d,

como todos son enteros se recurre a propiedades de divisibilidad en Z, en particular la

propiedad 11, de alli que b,,|(a,—1 — d) por ende se supone que a,_1 —d = by, - ¢;_1.

Aplicando esto a la divisién que se estaba realizando, se obtiene:

A o n—1
and/ + an_12™" " + ...+ a1x+ ag
n n—1
—-dpx" - dx - ..

((Ln,] —d)pT 4 .

b ™ + by 2™ 4 o+ by + by

Ctg;n—m + Ct,1$n_m_1 )

Para los demas coeficientes se realiza un proceso analogo, teniendo en cuenta que dicho

procedimiento culminard en el coeficiente de p(x) cuyo grado sea igual a m. Obteniendo:

bx™ + bm_l.f[)m_l + ...+ bz + by

™ ™ oz 4 4

Donde q(z) = ¢,z ™ +¢;_12" ™ 1 + ... 4+ ¢o, dado que para todo subindice de ¢ se tiene

que ¢ € Z entonces q(x) € Z[X], por la forma en que se procede se puede afirmar que
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r(z) € Z[X] y con certeza serd de grado menor al de k(x), esto porque b,,|a,, lo cual
implica que dicho término de p(x) se puede anular. Asi se obtiene que existen g(x) y
r(z) pertenecientes a Z[X] tales que p(x) = q(x) - k(z) + r(z) y gr(r) < gr(k).

Ahora se verificard la unicidad, para ello se supone que:

p(r) = qu(x) - k(w) +7r1(7) y p(r) = q2() - k(w) + ro(7)

Igualando las expresiones se obtiene:
@i (x) - k(z) +ri(x) = g2(2) - k(x) + ra(2)

Transponiendo términos y aplicando propiedad distributiva se obtiene:

[q1(z) — ga(2)] - k() = ro(z) — r1(2)

De alli se obtiene que k(z)|(r2(x) — r1(x)), pero gr(ry) < gr(k) y gr(rs) < gr(k), dadas
estas condiciones la unica posibilidad es que mo(x) — 1 (x) = (0), es decir 1 (x) = ro(x),

y reemplazando esto se obtiene:

[1(2) = g2(2)] - k(x) = (0)

dado que k(z) # (0) se debe cumplir que ¢;(z) — g2(z) = (0), de alli que ¢;(x) = g2(z).

Con lo que se demuestra la unicidad de ¢(z) y r(z). O

A continuacion se plantearan tres ejemplos, uno en el que no se cumplen las condiciones
del teorema anterior y efectivamente no se puede realizar el algoritmo de la divisién, y
otro dos donde si se cumplen y el algoritmo funciona:

Ejemplo 1:

Sean p(z) = (3,5,8,4) y k(x) = (2,3), hallar ¢(x) y r(z).

Lo primero es identificar el polinomio de mayor grado, para este caso gr(p) > gr(k)

entonces p(z) = q(z) - k(x) 4+ r(x), realizando la divisién se obtiene:

13 16 4 %)
4 pu— —_— — —_— . 2 R
(375787 ) (277 9 73) ( 73)+ <27)

Como se puede ver, para este caso tanto g(z) como r(x) no pertenecen a Z[X].
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Ejemplo 2:
Sean p(z) = (4,2) y k(x) = (2,8,6), hallar q(z) y r(x).
De nuevo se busca el polinomio de mayor grado, para este caso gr(k) > gr(p) entonces

k(z) = q(x) - p(z) + r(x), realizando la divisién se obtiene:
(2,8,6) = (=2,3) - (4,2) + (10)

Se obtienen ¢(z) y r(z) pertenecientes a Z[X].

Ejemplo 3:

Sean p(z) = (5,7,12,12,9,15) y k(z) = (6,24, 3), hallar ¢(x) y r(z).

En este caso gr(p) > gr(k) entonces p(z) = q(z) - k(x) 4+ r(x), realizando la divisién se

obtiene:
(5,7,12,12,9,15) = (—2242,290, —37,5) - (6,24, 3) + (13457, 52075)
Para este caso se plantearon polinomios de mayor grado, y aunque los coeficientes de

q(z) y r(x) son "grandes”, estos pertenecen a Z[X].

Criterios de irreducibilidad
A continuacién se dard un vistazo a criterios de divisibilidad (irreducbilidad) en Z[X],

presentes en Fraleigh (1988) y Lentin y Rivaud (1973):

= Criterio 1
Sean p(l’) = (a()aala"-?an) y Q(l') = (b07bl) € Z[X] con a’nabl 7& 0. Si Q($)|p($)

entonces by |a, v bolag.

Demostracion. Por la definicién de divisibilidad en Z[X] se tiene:

Sea k(z) = (co, c1, ..., C), reemplazando se obtiene:

(a'())al) "'aan) - (COacla ‘--7cm) : (b07bl)
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Aplicando la definicién de multiplicacién de Z[X]:

(GO, ay, ~~,Gn) = (Co by, .ery Cm - bl) : (b07b1)

Para que dicha igualdad se cumpla deben ser iguales componente a componente,

de alli que:

ap = ¢o - by y Ap = Cp - b1

Aplicando la definicién de divisibilidad en Z se demuestra que by|a, v bolag. O

Las demostraciones de los criterios que se presentaran a continuacion se pueden
encontrar en libros de algebra abstracta, por ello no se presentaran en este docu-

mento.

Criterio 2 (Teorema del factor)

Sea p(x) € Z[X], se dice que x — a con a € Z es un factor de de p(z) si y solo si
pla) = 0.

Criterio 3 (Teorema del residuo)
Sea p(x) € Z[X], el valor de p(a) con a € Z es igual al residuo de dividir p(x)

entre r — «.

Criterio 4
Sea p(z) € Z[X] de grado dos o tres. Entonces p(z) es reducible en Z[X] si solo

si existe un « € Z tal que p(a) = 0.

Definicion: un polinomio p(x) = (ag,ay,...,a,) € Z[X] se llama primitivo si y

solo si:

MCD(ag,aq,...,a,) = 1.
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» Criterio 5 (Lema de Gauss)
Si p(z) € Z[X] un polinomio primitivo se puede factorizar como p(z) = k(x)-r(x)
con k(x),r(z) € Q[X], entonces p(x) puede expresarse como p(z) = q(x) - h(x)
donde ¢(z), h(x) € Z[X].

Definicion: un polinomio p(z) = (ag, a1, ..., a,) € Z[X] se dice ménico si a,, = 1.

= Criterio 6
Si p(x) es un polinomio ménico con ag # 0 y si existe a € Z tal que p(a) = 0,

entonces «ag.

» Criterio 7 (criterio de Eisenstein)
Sea p(x) = (ag, a1, ..., a,) € Z[X], sea p € Z un numero primo tal que p{ a,, pla;

para todo i = 0,1,2,....n — 1 y p? { ap entonces p(z) es irreducible en Z[X].

Primos en Z[X]
Para abordar lo que serfan los primos en Z[X], se retomara la definicién de primo en
Z, un polinomio es primo o irreducible si y solo si tinicamente lo dividen las unidades
y los asociados, bajo esta definicion un polinomio primo tendra exactamente cuatro
divisores. Sea p(z) un polinomio primo, los divisores de este son:

1) p(z)

2) —p(x)

3) (1)

1) (-1)
Para determinar si un polinomio es primo se utilizaran los criterios de irreducibilidad

presentados anteriormente y los casos de factorizacién ya conocidos.

Maximo comun divisor en Z[X]
Dado que en Z el M.C.D. se define como el mayor divisor que tengan en comun n
nimeros enteros, para este caso se definira de manera similar.

Definicion: un polinomio d(z) € Z[X], divisor comtin de mayor grado de py(x), p2(x), ..., pn(x)
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se llama méaximo comun divisor (M.C.D.) de dichos n polinomios.

Para obtener el M.C.D. en Z se utiliza en algoritmo de FEuclides, se vera en el si-
guiente ejemplo como se consigue.
Para hallar el M.C.D. de 48 y 80 se realiza el algoritmo de Euclides de manera usual,

asi:

80 = (1)48 + 32
48 = (1)32 + 16
32 = (2)16 40

El pentltimo residuo de las divisiones es el méaximo comun divisor, 16 en este caso.
Para el caso de Z[X] el algoritmo de Euclides no se puede garantizar entre dos po-
linomios, se deberfan cumplir las condiciones de la propiedad 12 tantas veces como
divisiones se deban realizar. A lo largo de este trabajo no se lograron encontrar dos
polinomios que cumplan dichas condiciones, en los casos que se podian realizar dos o
mas divisiones el iltimo residuo conseguido era no nulo, es decir no se llegaba al cero,
por ende el algoritmo de Euclides en el caso de Z[X] se culmina al obtener un residuo
de grado cero.

A continuacién se mostrard mediante un ejemplo que, el algoritmo de Euclides no fun-
ciona como medio para conseguir el M.C.D. entre dos polinomios.

Hallar el M.C.D. entre p(z) = (2,3,1) y k(x) = (3,10, 9, 2). Para empezar se revisan las
condiciones de la propiedad 12, dado que no se cumplen, el algoritmo de la division no
se puede realizar y por ende el de Euclides tampoco. Pero los dos polinomios se pueden

factorizar, obteniendo:

(2,3,1) = (1,1)(2,1)
(3,10,9,2) = (1,1)(3,1)(1,2)

Luego de esto se hace evidente que el M.C.D.[(2,3,1),(3,10,9,2)] = (1,1).
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4.3. Métodos de solucién para ecuaciones p(z)X + g(z) = k(z)Y
en Z[X]

A continuacién se tratara de realizar la exportacion de métodos de solucion de ecuacio-
nes diofanticas, se presentaran tres métodos al igual que en el capitulo 3, a diferencia
que pulverizacién no estd dado que el algoritmo de Euclides no funciona en Z[X] como

lo hace en Z.

4.3.1. Falsa posicién

Sea la ecuacién (3,0,1)X + (1,1)Y = (9, 8,4, 1) se deben suponer valores X, e Yj tales

que el resultado sea multiplo de (9,8,4, 1), es por ello que se supondra:

Reemplazando estos valores se obtiene:
(3,0,1)(4,2) + (1,1)(6,4) = (12,6,4,2) + (6,10,4) = (18,16,8,2)

Se puede observar que con estos valores el resultado es miltiplo de (9, 8,4, 1), solo basta

multiplicarlo por (2). Luego de verificar esto se procede a realizar el trabajo con razones:
(9,8,4,1) X

(18,16,8,2)  (4,2)
(9,8,4,1) Y

(18,16,8,2)  (6,4)

De alli se obtienen:
X =(2,1)
Y =(3,2)
Ahora se comprobara si efectivamente los valores hallados son solucién para la ecuacion

diofantica:
(3,0,1)(2,1) + (1,1)(3,2) = (6,3,2,1) + (3,5,2) = (9,8,4,1)

Cabe destacar que lo complejo en este método es encontrar polinomios tales que al

hacer la igualdad entre razones los coeficientes no se vayan a los racionales.
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4.3.2. Método de Diofanto

Se centrara el trabajo en ecuaciones donde gr(p) = gr(k) + 1, el método presentard
algunas variaciones al aplicado en enteros, para ello se presentaran ejemplos y luego se
concluiran condiciones.

Ejemplo 1:

Sea la ecuacién:

(2,6,2)X + (—4,12,6) = (4,2)Y

Lo primero que se hard es buscar el M.C.D. entre p(z) y k(x), para ello se factorizan

ambos polinomios, obteniendo asi:
p(z) = (2,6,2) = (2)(1,3,1)
k(z) = (4,2) = (2)((2,1)

Por ende M.C.D.[p(x), k(z)] = (2), se debe cumplir que dicho méximo comun divisor

divida a g(x), se verificara esto:

Ahora se plantea la ecuacién diofdntica cambiando a g(z) por el M.C.D.[p(x), k(x)], es

decir:
(2,6,2)X + (2) = (4,2)Y
Se inicia el algoritmo de Euclides:

(4,2) = [0] - (2,6,2) + (4,2) de alli se obtiene X = (0)Y + Z
(2,6,2) =[1,1] - (4,2) + (—2) de alli se obtiene Y = (1,1)Z + W

Ahora se plantea Z + ¢g*(z) = G - W, donde G es el pentltimo residuo, ¢*(z) = g(z)

dado que se realizé un nimero par de divisiones y W = (0, 1), obteniendo:

Z = (4,2)-(0,1) = (2)
Z =(0,4,2) — (2)
7 =(-2,4,2)
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Teniendo Z es posible reemplazarlo para obtener Y:

Y = (1,1)(~2,4,2) + (0,1)
Y =(=2,2,6,2) + (0,1)
Y =(-2,3,6,2)

Se realiza el procedimiento para obtener X:

X = (0)(—2,3,6,2) + (—2,4,2)
X =(0)+(~2,4,2)
X =(-2,4,2)

Teniendo los valores X e Y se comprobara que son solucién para la ecuacion planteada:

0(2,6,2)(=2,4,2) + (—4,12,6) = (4,2)(—2,3,6,2)?
L(—4,—4,24,20,4) + (—4,12,6) = (—8,8,30, 20, 4)?
(—8,8,30,20,4) = (—8,8,30,20,4)

Ejemplo 2:

Sea la ecuacién:
(2,6,2)X + (—4,0,12,6) = (4,2)Y
Realizando un procedimiento analogo al del ejemplo anterior se obtiene que:
M.C.D.[p(x),k(x)] = (2)
es evidente que este divide a g(z), por ende se plantea la nueva ecuacién:
(2,6,2)X + (2) = (4,2)Y
Realizando el algoritmo de Fuclides se obtiene:

(4,2) = [0] - (2,6,2) + (4,2) de alli se obtiene X = (0)Y + Z
(2,6,2) =[1,1] - (4,2) + (—2) de alli se obtiene Y = (1, )Z + W
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Ahora ¢g*(z) = g(x), G = (4,2) y W = (0,0,1), de alli:

Z = (4,2)-(0,0,1) — (2)
Z =(0,0,4,2) — (2)
Z =(=2,0,4,2)

Reemplazando Z y W para obtener Y se llega a:

Y = (1,1)(=2,0,4,2) + (0,0,1)
Y =(-2,-2,5,6,2)

Como X = 0Y + Z, se tiene que X = Z = (—2,0,4,2), ahora se reemplazaran los

valores X e Y para verificar que son soluciones de la ecuacion:

0(2,6,2)(=2,0,4,2) + (—4,0,12,6) = (4,2)(—2,—-2,5,6,2)?
(—8,—12,16,34,20,4) = (-8, —12, 16, 34, 20, 4)

Luego de estos primeros dos ejemplos se llega a estas primeras condiciones:

» M.C.Dlp(z),k(x)] = d(x) tal que gr(d) =0

= d(z)lg(x)

= gr(w) =gr(g) — 1
De esta ultima condicién y con base en los ejemplos abordados, se puede conjeturar que
si g(x) = 62" + 122" — 4 el valor asignado a W debe ser x™.
Ejemplo 3:
Sea la ecuacién:

(12,9,0,6)X + (153,600, 150) = (3,0,3)Y
Realizando un procedimiento analogo al de los ejemplos anteriores se obtiene que:
M.C.D.[p(x),k(x)] = (3)
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es evidente que este divide a g(x), por ende se plantea la nueva ecuacién:
(12,9,0,6)X + (3) = (3,0,3)Y
Realizando el algoritmo de Euclides se obtiene:

(3,0,3) = [0] - (12,9,0,6) + (3,0, 3) de alli se obtiene X = (0)Y +V
(12,9,0,6) = [0,2] - (3,0,3) + (12, 3) de alli se obtiene Y = (0,2)V + Z
(3,0,3) = [—4,1] - (12,3) 4+ (51) de alli se obtiene V = (=4, 1)Z + W

Ahora ¢g*(z) = —g(x), G = (12,3) y W = (0, 1), de alli:

Z =(12,3) - (0,1) + (3)
Z = (3,12,3)

Reemplazando Z y W para obtener Y se llega a:

V= (-12,-44,0,3) = X
Y = (3,-12,-85,0,6)

Ahora se reemplazaran los valores X e Y para verificar que son soluciones de la ecuacién:

0(12,9,0,6)(—12, —44, 0, 3) + (153,600, 150) = (3,0, 3)(3, —12, —85,0, 6)?
(9, —36, —246, —36, —237, 0, 18) = (9, —36, —246, —36, —237, 0, 18)

Ahora el interés esta en hallar la relacién que debe haber entre g(x), p(z) y k(z), luego
de abordar diversos ejemplo no se logré ver que relacién se debe cumplir, esta tarea
quedarda como objeto de estudio por parte del autor del trabajo de grado y del lector
que lo quiera intentar.

En los enteros se plantea la existencia de infinitas soluciones a partir de una conocida,
para ese caso sean la ecuacion ax + by = ¢ y xg, Yo una solucion para dicha ecuacion,
las soluciones infinitas serian:

r=xy+mn-

Y=Y —n-

QIS o o
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ConneZyd=MCD(a,b).

Para el caso de Z[X] las soluciones infinitas se obtienen de la siguiente manera:

Y =Yy +n-p(x)

Conn € Z.
Retomando el ejemplo 1, se tenfan Xy = (—2,4,2) y Yy = (-2, 3,6, 2), se obtendré otra

solucién aplicando lo anterior:
X =(-2,4,2)+5-(4,2) = (—2,4,2) + (20,10) = (18,14, 2)
Y =(-2,3,6,2)+5-(2,6,2) = (—2,3,6,2) + (10, 30, 10) = (8,33, 16, 2)
Ahora se verificara si efectivamente son soluciones para la ecuacién:
(2,6,2)X + (—4,12,6) = (4,2)Y
Reemplazando se obtiene:

0(2,6,2)(18,14,2) + (—4,12,6) = (4,2)(8,33,16,2)?
1(36,136,124,40,4) + (—4,12,6) = (32,148, 130,40, 4)?
(32,148, 130,40, 4) = (32,148,130, 40, 4)

Con esto se verifica que se pueden conseguir infinitas soluciones partiendo de una co-

nocida.

4.3.3. Algoritmo de la division en la solucién de ecuaciones diofanticas

Sea la ecuacidn:
p(x)X + k(z)Y = g(z)

Sip(x) = q(z) - k(z) + r(x) y r(x)|g(x) entonces la ecuacién tiene solucién.
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Demostracion. Se parte de la primera hipétesis, es decir p(z) = q(x) - k(z) + r(x), se
procede a despejar r(x), obteniendo:
p(x) = q(x) - k(z) = r(z)

Utilizando la segunda hipdtesis se puede decir que g(z) = r(x) - u(x), entonces se

multiplica en ambos lados de la igualdad por u(z):

u(x) - [p(z) = q(x) - k()] = u(z) - r(z)
u(@) - p(x) —u(z) - q(z) - k(z) = g(x)

Basta factorizar un -1 en ¢(x) y aplicar la propiedad conmutativa del producto para

obtener:

p(x) - u(x) + k(z) - [—q(z)] - u(z) = g(x)
De esta manera se encontraron X = u(z) e Y = [—q(z)] - u(z) que son solucién para la
ecuacion planteada. O
Ejemplo 1:

hallar valores X e Y que satisfagan la siguiente ecuacion:
(4,4,8)X + (2,4)Y = (12,8)

Se procede a realizar el algoritmo de la division, notando que se satisfacen las condiciones

para este:
(4,4,8) = (0,2)(2,4) + (4)
Ahora se verifica que r(z) = (4) divida a g(z):
(12,8) = (4)(3,2)

Se despeja (4) y se multiplica por (3,2) en cada lado de la igualdad:



Se realizan algunos de los productos y se factoriza -1 en (0, 2):

(4,4,8)[(3,2)] + (2,4)[(0, -6, —4)] = (12,8)

De esta manera se hallaron X = (3,2) e Y = (0, —6, —4), se verificara que efectivamente

satisfacen la ecuacidén:

1(4,4,8)[(3,2)] + (2,4)[(0, =6, —4)] = (12,8)?
0(12,20,32,16) + (0, —12, —32, —16) = (12, 8)?
(12,8) = (12,8)

Ejemplo 2:

hallar valores X e Y que satisfagan la siguiente ecuacion:
(18,9,12,9)X + (3,6,3)Y = (24,36,12)
Se inicia con el algoritmo de la division:
(18,9,12,9) = (—2,3)(3,6,3) + (24,12)
Se verifica que (24, 12) divida a (24, 36, 12):
(24,36,12) = (24,12)(1,1)
Ahora se realiza el despeje y la multiplicacién:

(18,9,12,9) + (2, —3)(3,6,3) = (24, 12)
(1,1)[(18,9,12,9) + (2, —3)(3,6, 3)] = (1,1)(24, 12)
(18,9,12,9)[(1,1)] + (3,6,3)[(2, —3)(1, 1)] = (24, 36,12)
(18,9,12,9)[(1, 1)] + (3,6,3)[(2, -1, —3)] = (24, 36, 12)

De esta manera se obtuvieron X = (1,1) e Y = (2,—1, —3) como soluciones para la

ecuacion, a continuacion se verificara que lo son:

1(18,9,12,9)(1,1) + (3,6,3)(2, -1, —3) = (24, 36,12)?
1(18,27,21,21,9) + (6,9, —9, =21, —9) = (24, 36,12)?
(24,36, 12) = (24, 36,12)
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4.4. Métodos de solucién para ecuaciones de la forma
(h(2))* + (9(2))* = (k(z))* en Z[X]
4.4.1. Método de Fibonacci

Lo primero que se debe hacer es establecer la sucesion de polinomios con la cual se va
a trabajar, a continuacién se presentaran tres ejemplos de sucesién, dos en los cuales

funcionan los pasos mostrados en la seccién 3.2.1. y uno en el que no.

Ejemplo 1
Sean pi(z) = 2™, po(z) = 2™ y pu(T) = pn—1 + pn—2. Es evidente que la sucesién de

polinomios sera: ™, x™, 2z™, 3x™, ba™, 8x™, ..., es decir, lo que se establece es:

Dadas las propiedades de los exponentes la demostracion se reduce a la elaborada para
la sucesion de Fibonacci en Z, por esta razon solamente se presentarda un ejemplo.
Sean los cuatro términos consecutivos 5z™, 8x™, 13z™ y 21x™, se procede a encontrar

al terna:

h(z) = bz™ - 212™ = 105z*™
g(z) = 2(8x™ - 132™) = 208z*™
k(z) = (82™)% + (132™)? = 233x*™

Se procede a elevar al cuadrado cada término:

(h(x))?* = 11025z*™
(g(x))? = 432642™
(k(z))? = 54289z*™

Con realizar la suma se puede evidenciar que se cumple que (h(z))?+ (g(x))? = (k(z))>.
Ejemplo 2
Sean pi(x) = 0, po(x) = 1y pp(z) = - pp_1 + pn_2. Los términos que siguen de la
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sucesion serian: p3(z) = x, py(r) = 22 +1, ps(v) = 23+ 22, ps(x) = 2*+32*+1, .... Como
se evidencia cada término es mayor en 1 grado al anterior, y es usando los grados que
se mostrara que el método de Fibonacci no funciona en esta sucesion. Se seleccionaran

cuatro términos consecutivos y se tomaran en cuenta sus grados:

gr(pn) =n—2 gr(Pnt1) =n—1 gr(Pnt2) = n gr(pnys) =n+1

Se procedera a buscar la terna, para este caso el grado de los componentes de dicha

terna:

gr(h)

r = gr(pn : pn+3) - gr(pn) + gr(pn+3) =n—2 +n+ 1=2n-1
gr(9) = gr(Pns1 - Pny2) = gr(Pny1) + gr(Pna2) =n—1+n=2n—1

Para el grado de k(z) la atencién se debe fijar en cada uno de los polinomios de la

sucesién que lo componen, es decir:

gr((pn+1)?) = 297(Pns1) =2(n— 1) =2n — 2

gr((pn+2)2) = 297 (pnt2) = 2(n) = 2n

Dado que para obtener k(z) estos dos tltimos polinomios se deben sumar y, en ninguno

hay coeficientes negativos, se puede asegurar que:
gr(k) =2n

Ahora se centrara la atencién en el grado de cada término de la terna elevado al cua-

drado:

Se procede a determinar el grado de la suma entre (h(z))? y (g(x))*:
gr(h*+ g*) = 4n — 2
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Dado que gr(h® + g?) # gr(k?®) se puede concluir que (h(z))? + (g(z))? # (k(x))%

Ejemplo 3
Sean pi(x) =1, po(x) = x y pp(x) = Pr_1 + pn_z. Los siguientes términos de la sucesién
serfan: p3(x) =z + 1, py(z) = 22 + 1, ps(x) = 32 + 2, ps(z) = 5z + 3, p7(x) = 8z + 5....

Con esto se puede concluir que:

pn(ZL‘) = fn—lx + fn—2 Vn > 2

Se seleccionaran cuatro términos consecutivos, siendo estos:

pn(iU) = foo1® + fr-2, pn+1($€) = fa + fno1, pn+2($€) = forix+ fny
Pry3(®) = frr2® + fo

se procede a buscar la terna correspondiente:

h(l‘) = pn(ib’) : pn+3(x) = (fn,133 + .]tan)(fn+2m + fn+1)
g(l‘) = 2(pn+1(x) 'pn+2(I) = z(fnx + fn—l)(fn—i-lx + fn)
k(z) = (Pat1(2))? + Put2(2))? = (fa + fam1)? + (farrz + fo)®

Solucionando las operaciones indicadas se obtiene:

h(;l:) = (fn—lfn+2>x2 + (fnflfn+1 + fnf2fn+2)x + (fnJrlfan)
9(x) = 2[(fufur)2® + (f7 + farfar)z + (faorfu)]
k(x) = (f2 4 f20)2% + 2(fafor + fasrfo)z + (f20 4 f2)

Ahora se eleva al cuadrado cada término:

(h($>>2 = ( 3,1f5+2)l’4 + 2(fn—1f72L+2 + fn+1f371>l‘3 + ...
(9(2))% = (Af2F2 )2 + 8(fuf2ii fomt + F2[ar1)2® + ...
(k(2)? = (fo + 212 i + fop) 2t F A4S fos + Fifos + fufiin + o fa)2® 4

Se mostraré la igualdad entre los coeficientes de z* y se dejard al lector comprobar que

se cumple para los demés coeficientes. Primero se sumaran los coeficientes en (h(z))? y

(9(x))*:
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i fos AL = (facifas2)® + 2fnfui)?

Ahora se factorizara el coeficiente en (k(z))%:

fé + 2fr% r%+1 + fé+1 = (fr% + fr%+1)2

Luego de ver los pasos de la seccién 3.2.1. y dado que en este caso se cumplen las

condiciones, se puede afirmar que:

(fn—lfn+2)2 + (2fnfn+1)2 = (fs + f7%+1)2
A continuacién se verificard que el proceso funciona mediante dos ejemplos.
Ejemplo 1:
Para este caso se utilizaran py(x), ps(x), ps(x) y pr(x), se procede a buscar la terna:
h(z) = (22 +1)(8x +5) = 162* + 18z + 5

g(x) = 2(3z + 2)(5x + 3) = 302% + 38z + 12
k(z) = 3z +2)* + (5 + 3)? = 34a? + 42z + 13

Ahora se eleva al cuadrado cada término de la terna:

(h(x))? = 2562 + 5762 + 48422 + 180x + 25
(g(x))? = 900x* + 228023 + 216422 + 9127 + 144
(k(x))? = 11562* + 28562° + 2648z% + 1092z + 169

Al realizar la suma de (h(z))? y (g(z))? se puede concluir que efectivamente:
(1622 + 18z + 5)% + (3022 + 38z + 12)2 = (342? + 427 + 13)?

Ejemplo 2:

Se utilizardn ps(z), po(z), pro(x) y p11(x), estas son:
ps(z) =132 + 8
po(x) = 21x + 13
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Se procede a buscar la terna:

h(z) = (13z + 8)(55x + 34) = T15x? + 882x + 272
g(z) = 2(21x + 13)(34x + 21) = 142822 + 17662 + 546
k(z) = (212 + 13)% + (34z + 21)% = 159722 + 1974z + 610

Ahora se eleva al cuadrado cada término de la terna:

(h(x))? = 5112252* + 12612602° + 116688422 + 479808x + 73984
7))? = 20391842 + 504369623 + 467813222 + 1928472x + 298116
)

7))?

(g

(
(k( 2550409z* + 630495623 + 584501622 + 2408280z + 372100

Al realizar la suma de (h(z))? y (g(x))? se puede concluir que efectivamente:
(T152% + 8821 + 272)2 4 (1428x2 + 1766z + 546)* = (15972% + 1974z + 610)?

Sin perdida de generalidad se puede asumir en py(z) un grado cualquiera para x, de
esta manera se obtendran polinomios de mayor grado, que de igual manera seran ternas

pitagéricas.

4.4.2. Método de Diofanto

Se abordaré la igualdad lograda por Diofanto asumiendo a m entero, es decir:
(m?+1)% = 2m)* + (m?* — 1)

Se reemplazard a m por un polinomio p(x) = a,x™ + ... + a1z + ag y se observara que

sucede, primero con (m? + 1)2:

((ana™ 4 ap_12" ' + ..+ ayz + ag)* + 1)?

2n—1

= ((aixzn + 2a,0p_17 + ...+ 2a1a07 + ag) + 1)2

:< 2, .2n 2n—1

a; " + 20,017 + ...+ 201007 + af + 1)?

= aix% + 40721%%_1954”—1 + ...+ 4(@% + 1)a1a0x + (ag + 1)2
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arz®™ + dalana, 12" + L+ 4(ad + Dajaor + ag + 2ag + 1

Ahora con (2m)? + (m? — 1)?
(2(anz™ + ... + a1z + a9))* + ((apz”™ + ap12™ "+ . + @17 + a9)* — 1)?

= (2a,2" + 20, 12" 4 o+ 2a0) + (@22 + 2apa, 127" + .+ 201007 + af) — 1)

-l 4 2aa01 + af — 1)?

= 402%™ 4 8apay_ 127 4 .+ 4a2 + (@22 + 20,0011
= 4a? 2*" +8a,an 127" . A dadal o v Aa ana, 12T L A (ak—1)ayaprFag—2a3+1

Cabe notar que al resolver (a2x?" + 2a,a,_12*" ' + ... + 2a1a07 + a? — 1)? resultan

términos negativos como:

2n—1 2
—4a,0,-1T — ... —4da1apr — 2q;

Reduciendo términos semejantes se obtiene:
= ar o' +dalanan 12" L 4dl e Fanan 2P +4(a0+1)a1a0x+a0+2a0+1

Como se puede observar al realizar las operaciones en cada lado obtenemos el mismo

resultado, por ende se puede asegurar que:

(p(x)* +1)* = (2p(x))* + (p(z)* — 1)? Vp(z) € Z[X]

Ahora se verificard el resultado utilizando p(z) = 32 + 3 y pi(z) = 52® — 2z + 4.
Ejemplo 1, p(z) = 3z% + 3:

(322 +3)* +1)% = (2(32* +3))? + ((32* + 3)* — 1)?

(92 + 182 + 9 + 1)? = (62 +6)? + (92" + 18z + 9 — 1)°
(92 + 187 + 10)* = 362" + 722* + 36 + (92" + 18z + 8)?
812%+3242° + 5042 4 3602° +100 = 362" +722° + 36+ 8125+ 3242° + 4682 +-2882% + 64
812% + 3242° + 504z* 4 3602 + 100 = 812% + 3242° + 5042 + 3602 + 100
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Ejemplo 2, p(z) = 523 — 22 +4 se retomard la notacién por n-adas dado que la notacién

habitual es un poco extensa en este caso:
((47 _27 5)2 + (1))2 = ((2)(47 _27 5))2 + ((47 _27 5>>2 - (1))2

((16,—16,4,40,—20,0,25) + (1))* = (8, —4,10)* + ((16, —16, 4,40, —20, 0, 25) — (1))?
(17,-16,4, 40, —20, 0, 25)* = (64, —64, 16, 160, —80,0, 100) + (15, —16, 4, 40, —20, 0, 25)*
(289, —584,392, 1232, —1944, 960, 2290, —2400, 600, 2000, —1000, 0, 625)

= (289, —584, 392, 1232, —1944, 960, 2290, —2400, 600, 2000, —1000, 0, 625)

48



5. Conclusiones, reflexiones y proyecciones
Conclusiones

» Aunque tanto Z como Z[X] son dominios enteros, se logré mostrar que en lo
relativo a orden se comportan de manera diferente. En Z con el orden usual
se obtiene una relacién que efectivamente es de orden, mientras que en Z[X] la

relacion establecida no resulta serlo.

= El método de falsa posicion logro exportarse, realizandolo tal cual se hace en los

enteros. Al igual que los métodos para solucionar ternas pitagoricas.

= El método de Diofanto aunque con aspectos pendientes, logré exportarse reali-

zando algunos cambios.

= El método de pulverizacién que hace uso del algoritmo de Euclides, no se logré
exportar exitosamente por esta misma razon, no es seguro en dos dominios enteros

se puedan realizar procedimientos iguales.

= Este trabajo me aporté a la capacidad de investigar en matemaéticas, lo que debe

ser un permanente en el profesor durante toda su vida.

= Las ecuaciones diofanticas aportan al profesor de matemaéticas solidez en sus co-
nocimientos, hay muchos conceptos que se deben utilizar al querer solucionar una

ecuacion de este tipo.
Reflexiones

= Durante este trabajo hubo momentos dificiles, en los que no se veia cémo poder
concluirlo dado que no se lograban solucionar las ecuaciones planteadas. Pero
la persistencia, constancia y uso de diferentes estrategias matematicas llevo a
elaborar un trabajo que genera orgullo en el autor. En la vida de un docente de

matematicas esto es muy importante, porque, aunque haya dias duros, en los que
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pareciera que no se logran los objetivos, tarde o temprano el camino se iluminara

y asi generard ain mas satisfaccién de la esperada.

= Es importante que el profesor de matematicas siga trabajando en matematicas,
esto da un desarrollo légico a su manera de abordar un problema y asi puede
transmitir a sus estudiantes diferentes conocimientos y estrategias que les pue-
den ser tutiles. Adicionalmente saber mas matematica ayuda a que los saberes se
transmitan de mejor manera, porque nadie puede ensenar lo que no sabe y entre

mas se tenga conocimiento de una temética mejor sera el proceso de ensenanza.
Proyecciones

= Queda en estudio la relacion que debe darse entre los coeficientes de los polino-
mios en una ecuacion diofantica, para establecer si se puede aplicar el método de

Diofanto.

= El desarrollo de este trabajo deja como interrogante si dicha exportacién funciona
en anillos similares, como el de los z, o el de los nimeros duales, este podria ser

un tema de estudio futuro.
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