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2. Descripcion

Trabajo de grado que propone una extension a algunos criterios de divisibilidad en
diferentes bases numéricas y otros originales creados por los autores, presentando una

demostracidn para cada criterio y ejemplos para cada uno de estos.

3. Fuentes
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Publishers.
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procesos I6gicos: Representar estructuras algebraicas finitas y enumerable. Bogota,




Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.

Luque, C., Mora, L., & Paez, J. (2013). Actividades matemdticas para el desarrollo de procesos
I8gicos, contar e inducir. Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota.

Pisa, L. D. (1602). Liber Abaci.

4. Contenidos

En la parte inicial se expone una breve resefia histdrica sobre los criterios de divisibilidad.
Luego se presenta el marco de referencia en donde se situa el trabajo y finalmente se
muestran los criterios de divisibilidad en diferentes bases. Este trabajo tiene como
proposito mostrar el resultado del proceso de conjeturar y demostrar sobre un tema propio
de las mateméticas elementales como lo son los criterios de divisibilidad en diferentes

bases, asi como de servir de base bibliografica para quienes estén interesados en el tema.

5. Metodologia

Para la elaboracion de este trabajo inicialmente se consultaron fuentes bibliogréficas
referidas a la Historia de los Criterios y conceptos relacionados con la divisibilidad, luego a
partir de esto, se buscaron criterios analogos a los ya conocidos en base 10 y a partir de
tablas y con ayuda con programa Algebra Finita, elaborado por el profesor Leonardo
Angel se procedi6 a buscar las conjeturas, las cuales fueron validadas con ejemplos y luego

debidamente demostradas.

6.Conclusiones

Personajes como Leonardo de Pisa dedicaron un poco de su vida al estudio de este tema,
pues nos muestra unos criterios totalmente diferentes a los utilizados actualmente basados
en la regla del 9, tiempo después Pascal muestra un criterio de divisibilidad para todas las

bases.

Algunos de los criterios de divisibilidad hallados se obtuvieron por analogia, por ejemplo

la divisibilidad por n en base n esta basado en el criterio de divisibilidad por diez, el




criterio multiplos de n + 1 en base n, es el mismo criterio en base diez utilizado para la
divisibilidad por 11 y el criterio multiplos de n — 1 en base n es el mismo criterio utilizado

en la divisibilidad por 9.

Elaborado por: |Karen Estefany Osorio Guerrero; Edwin Salvador Castafieda Lopez.

Revisado por: Lyda Constanza Mora Mendieta.
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INTRODUCCION

Conjeturar es uno de los procesos matematicos que se experimentan en el curso de Aritmética de
la Licenciatura en Matemaéticas de la Universidad Pedagogica Nacional; este proceso permite
desarrollar en el maestro en formacion diferentes capacidades y estrategias para explorar,

buscar, encontrar y finalmente, generalizar propiedades, para ese caso, de los niUmeros naturales.

En el curso mencionado, uno de los propdsitos es “Relacionar al estudiante de primer semestre
de la Licenciatura en Matemaéticas con procesos comunes al saber cientifico, tales como:
codificar, decodificar, intuir, conjeturar, formular algoritmos, interpretar, crear, disefiar

estrategias, ensayar - errar - corregir, explorar, razonar, generalizar; entre otras.”™

, para esto, uno
de los topicos a estudiar son los criterios de divisibilidad, pues estos han sido utilizados como
objeto de investigacion desde tiempos inmemorables, ya que, entre otras razones, facilitan
algunos procedimientos entre numeros naturales y otros ndmeros como por ejemplo los
fraccionarios (al hacer simplificaciones) y atienden a la necesidad de la comunidad matematica

de simplificar operaciones y célculos.

Para la elaboracion de este trabajo, inicialmente se realiz6 una consulta historica acerca de los
criterios y algunas definiciones y teoremas relacionados con divisibilidad, pues es vital para un
profesor de Matematicas no solo conocer matematicas sino también sobre las matematicas, asi
que a partir de dicha consulta se empezaron a buscar criterios por analogia reconociendo autores
que habian trabajado en el tema; los criterios formulados, algunos conocidos desde el curso de
Aritmética, se comprobaban mediante ejemplos, para lo cual se utilizaba la calculadora Algebra
Finita, elaborada por el profesor Leonardo Angel del Grupo de Algebra. Para hallar otros
criterios de divisibilidad, se recurrio a tablas elaboradas en Excel, con el fin de encontrar
relaciones numeéricas y establecer otros criterios, las cuales se comprobaban de manera similar a
los anteriormente mencionados. Posteriormente se construia la demostracion del criterio
establecido y se consideraban las propiedades matematicas necesarias, a partir de lo cual se
constituy6 el Marco de referencia.

! Tomado del programa del curso de Aritmética elaborada por el profesor Carlos Luque en el segundo semestre de
2013.



Con respecto a los criterios que se encuentran en el cuerpo de este trabajo, vale la pena decir que
algunos no simplifican los célculos, pues resulta mucho mas sencillo determinar si un nimero es
divisible entre otro haciendo la divisién correspondiente (como es el caso del criterio de
divisibilidad por siete en el sistema decimal de numeracion); no obstante, son criterios hallados

por los autores y hace parte del proceso de conjeturar y explorar, mencionado antes.



JUSTIFICACION

A lo largo de nuestra formacién como Licenciados en Mateméticas de la Universidad
Pedagogica Nacional, y cumpliendo con el curriculo propuesto por el Departamento de
Matematicas y la Facultad de Ciencia y Tecnologia hemos asistido a cursos de la Linea de
Algebra, como lo son Aritmética y Sistemas numéricos en particular, que como se menciond
anteriormente tienen como fin, entre otros, incentivar en el docente en formacién la busqueda de
conjeturas y regularidades, en diferentes conjuntos numéricos. Durante estos cursos,
especialmente en el curso de Aritmética, prima la capacidad del docente en formacion en buscar
métodos para conjeturar y justificar dichas conjeturas en el conjunto de los nimeros naturales;
particularmente, se estudian algoritmos para realizar las operaciones béasicas y la caracterizacion
de los mdltiplos de un numero especifico en diferentes bases numeéricas; en esta tarea se
presentan varias conjeturas para establecer algunos criterios de divisibilidad pero particularmente
para multiplos de 2, 3 y 5y algunas veces no se alcanzan a estudiar criterios para otros multiplos
ni para justificar o demostrar las conjeturas halladas, asimismo no se establecen relaciones entre
los criterios de divisibilidad en base diez que puedan ser extendidos a otras bases, por esto,
mediante este documento se pretende desarrollar esta tarea que se inicia en primer semestre,
haciendo una extensién de algunos criterios de divisibilidad conocidos en base diez a diferentes
bases y otros que surgen en distintas bases, realizando las respectivas demostraciones para tales

criterios.

Para el docente de matematicas no solo es importante saber matematicas, sino elaborarlas, asi
que este trabajo aporta a nuestra formacion profesional al contribuir en la experiencia de realizar
matematicas elementales, labor propia de un matematico, contribuyendo a la produccion

académica en pro de nuestra formacion profesional como futuros licenciados.
Finalmente, el trabajo de grado espera servir a los futuros docentes en formacion como base

bibliogréafica ante el cuestionamiento o profundizacion de los criterios de divisibilidad en

distintas bases numeéricas.
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OBJETIVOS

Objetivo general:

Proponer criterios de divisibilidad en diferentes bases numéricas a partir del estudio de criterios

propios de la base diez.

Objetivos especificos:

e Presentar una demostracion para cada criterio de divisibilidad hallado.

e Servir como base bibliografica a los docentes en formacién para la consulta criterios de
divisibilidad en diferentes bases numéricas.

e Fundamentar los criterios de divisibilidad desde la Historia de las Matematicas.

e Experimentar el hacer matematico desde la exploracién, formulacion y demostracion de

algunos criterios de divisibilidad en diferentes bases.

11



Antes de iniciar vamos a definir criterio de divisibilidad: Un criterio de divisibilidad es un

teorema o regla que nos permite saber cudndo un nimero es maltiplo de otro.
Capitulo 1: Acerca de la historia de la divisibilidad

El presente capitulo muestra el desarrollo histérico de los criterios de divisibilidad, aunque, si
bien la consulta histdrica inicialmente no se refiere a los criterios, si a tematicas propias de la

divisibilidad, que fueron de gran importancia para llegar a los criterios actuales.
1.1. LaPre-historia

Las civilizaciones antiguas fueron las primeras en producir significativos descubrimientos y
aportes en el estudio de los nimeros naturales y enteros. El primer indicio acerca de la
divisibilidad se dio en la prehistoria, pues en 1960 el gedlogo y explorador belga Jean de
Heinzelin hall6 el hueso de Ishango cerca de las fuente del rio Nilo, lo que actualmente se
conoce como la republica democratica del Congo, este era el hueso de un babuino que data
aproximadamente del afio 35.000 a.C. el cual mostraba una serie de marcas de algunos nimeros
entre los cuales hay cuatro nimeros primos aislados, lo que, al parecer, indicaba que conocian
propiedades de algunos nameros; luego de ser examinado este hueso se llego a la conclusion que

representa un calendario lunar de la mujer de la edad de piedra.

LN n Row (3)

)

v 17 1 1 Row (b}

m I -\\\§\:\\\\' L I(!{ \h:f (E_j]

7 5 Row (c)

Imagenes tomadas de Martin (2011).

En la fila b, se ven los cuatro nUmeros primos mencionados.
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Los antiguos egipcios empezaron a utilizar conceptos de divisibilidad como producto de la
necesidad del pago de impuestos en funcion del area de los terrenos que poseian. En el famoso
papiro egipcio de Rhind y en el papiro de Moscu se dejaron evidencias acerca de la divisibilidad

pues estos dan solucién a los problemas de medida.

Al igual que los egipcios, los babilonios tenian un sistema decimal y otro sexagesimal, pues este
sistema facilitaba la subdivision exacta, pues 60 es divisible por 2, 3, 6, 12, 15, 20 y 30. La
matematica mesopotamica fue mucho méas avanzada que la egipcia, pues eran mucho mas
practicos. Esto nos muestra como las civilizaciones antiguas buscaban la manera de simplificar

célculos utilizando nimeros que fueran maltiplos de otros.

1.2. El aporte de los griegos

Las demostraciones y proposiciones que se presentaran en este apartado fueron tomadas de Vera
(1970)

Euclides de Alejandria (300 a.C.) con su obra “Los Elementos” logra recoger en sus trece
volumenes el conocimiento matematico de su tiempo de manera axiomatica, asi en los libros 11X
a IX se muestra todo lo correspondiente a la aritmética y la Teoria de NUmeros, estableciendo en

el libro IX los siguientes conceptos:

Numero: Un numero es una pluralidad compuesta de unidades. Una unidad es aquello en virtud

de la cual cada una de las cosas que hay, se llama una.
Parte (divisor): Un namero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuando mide el mayor.
Partes (no divisor): Cuando no lo mide.
Multiplo: Y el mayor es multiplo del menos cuando es medido por el menor.
Numero primo: el medido por la sola unidad.
NuUmeros primos entre si: los medidos por la sola unidad como medida comun.

Numero compuesto: es el medido por algun nimero:

13



NuUmeros compuestos entre si: son los medidos por algin nimero como medida comdn.

Un numero multiplica a otro: un nimero multiplica a un nimero cuando el multiplicado se

anade a su mismo tantas veces como unidades hay en el otro y resulta un nimero.”

En los libros ya mencionados, se construyen objetos teodricos y se establecen propiedades de los

ndameros.

El libro VII empieza con las proposiciones 1, 2 y 3, las cuales nos muestran el método de
divisiones sucesivas para el céalculo del maximo comudn divisor o “Antenaresis” como fue

llamado:

Proposicion 1: Dados dos o méas desigualdades y restando sucesivamente el menor al mayor, si
el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los nimeros iniciales seran

primos entre si.

Proposicion 2: Dados dos numeros no primos entre si, hallar su medida comin méxima.
Proposicion 3: Dados tres nimeros no primos entre si, hallar su medida comin méxima.
Proposicion 4: Todo nimero es parte o partes de todo namero, el menor del mayor.

La proposicion 4 debe ser tomada conjuntamente con las definiciones presentadas anteriormente
de numero y parte, pues menciona que un nimero es parte de otro cuando lo mide, pero también

es parte cuando no lo mide, asi que segun Levi (2008), la palabra parte se refiere a fraccion.

Los griegos desarrollan la teoria de las proporciones para nimeros mediantes proposiciones,
logran establecer propiedades de los nimeros primos entre si y ademas clasifican los nimeros en
compuestos y primos. Y asi como desarrollaron un algoritmo para calcular el maximo comun
divisor, también se establecié un procedimiento para calcular el minimo comun multiplo que se

establece en las siguientes proposiciones:

Proposicion 6: Dados tantos numeros como se quiera, hallar los menores que aquellos que

guardan la misma razon que ellos.

Proposicion 7: Dados dos numeros, hallar el menor nimero al que miden.
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Proposicion 8: Si dos numeros miden a algun numero, el nimero menor medido por ellos

también mediré al mismo numero.

En el libro 1X se establecen importantes teoremas que actualmente hacen referencia a la teoria de

ndmeros:

Proposicion 9: “hay mas numeros primos que cualquier cantidad propuesta de nimeros

primos”’, proposicion en que la que se establece la infinitud del conjunto de los nimeros primos.

Proposicion 10: “si tantos niimeros como se quiera a partir de una unidad son continuamente
proporcionales, por cuantos nimeros primos se ha medido el ultimo por los mismos serd medido

también el siguiente a la unidad”

Proposicion 11: “si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son continuamente
proporcionales y el siguiente a la unidad es un nimero primo, el mayor no ser4 medido por

ningun otro fuera de los que se encuentran entre los nimeros proporcionales.”

Proposicion 12: “si un numero es el menor medido por los numeros primos, no serd medido por

ningun otro primo fuera d los que le median desde un principio.”

Estas tres proposiciones se acercan mucho al actual Teorema Fundamental de la Aritmética, pero
como los griegos no concibieron los numeros fuera de las construcciones este teorema no pudo

ser concebido por los griegos.

En el libro VII de Euclides, la proposicion 29 establece la propiedad que liga el concepto de
numero primo respecto de otro: “Todo nimero primo es primo con cualquier otro nimero del

cual no sea divisor ”, que es lo que actualmente conocemos como primos relativos.
La proposicion 30 nos dice:

“Si p es un ndmero primoy divide al producto de dos enteros positivos, entonces el nimero

’

primo divide al menos a uno de los numeros.’

Esta proposicion fue la base fundamental en la teoria de la divisibilidad, pues es usada para

demostrar el teorema fundamental de la aritmética.
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Otro de los méas grandes legados de Euclides es el Algoritmo de la division, para encontrar el
maximo comun divisor de dos numeros se pueden aplicar las proposiciones 1y 2 cuantas veces
sea necesario, asi que si suponemos que a > b, podemos restar de a el nimero b tantas veces
como se requiera, que es lo mismo que efectuar la division entre a y b, asi que podemos

encontrar nlimeros enteros q y r tales que
a=bqg+r, q=>0y0<r<b

En este caso el maximo comun divisor de a y b con el maximo comun divisor de q y r. El

algoritmo de Euclides consiste en repetir el proceso hasta que se llegue a una divisién exacta.

De otro lado estd Eratdstenes (Cirene, 276 a. C.' — Alejandria, 194 a. C.), un personaje que
naturalmente hace parte de la historia de la divisibilidad, cre6 una criba que lleva su nombre, la
cual permite la determinacién de ndmeros primos excluyendo los multiplos de 2, 3, 4, 5, etc., y
de cualquier nimero natural, su gran aporte consistié en formular un proceso algoritmico para
obtener nimeros primos de uno hasta algin nimero dado y durante tantos afios este ha sido el

método mas usado para encontrar nUmeros primos.

1.3. El aporte de los indios y arabes.

Stewart (2008) menciona que Bhaskara (1114) en su libro Lilavati, incluye ideas de aritmética,
como la conocida Regla del nueve pero llamada por Bhaskara “sacar nueves”, utilizada para la
comprobacion de operaciones y reglas para la divisibilidad de 2, 3, 5, 7 y 9, basado en las sumas
de las cifras de un nimero. También se sabe que la divisibilidad por 2, 5, 3 y 9 ya era conocida

por los indios mucho antes, pero la divisibilidad por 11 no se conocid sino hasta el siglo XVI.
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1.4. Los aportes de Fibonacci

Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci (1180 - 1250), escribi6 el Liber Abaci® (1202), una obra
que contiene 15 capitulos, en los que trata de manera detallada el uso del sistema de numeracion
decimal. Los capitulos Il al V se refieren a las operaciones fundamentales de los nameros la

descomposicion de los nimeros en factores primos y la divisibilidad por 2, 3, 4, 5y otros.
Con respecto a los nimeros primos, Leonardo de Pisa menciona® lo siguiente en su obra:

(...) cierto nimero es incompuesto, y hay esos en Aritmética y en geometria que son llamados primos.
Esto es porgue no existen nimeros mas pequefios, excepto la unidad, que son factores de estos. Los
Arabes los llaman Hasam. Los griegos los llaman linear; como sea nosotros los llamamos irregulares;
aquellos que son menores que 100 estan escritos en secuencia en la tabla (Tabla 1). Para los primos
que son mas grandes que 100, yo les ensefiaré las reglas para la division. el resto son verdaderamente
compuestos, o epipedi, que son areas, como fueron Ilamados por el habil geometra Euclides. Por esta
razon todos esos nimeros estan construidos por multiplicaciones, como 12 esta compuesto de dos* por

6, 0 tres por 4 nosotros los llamamos nimeros regulares (...)

Pisa (1602, p. 57)

Table of
Hasam
Nuwumnbers

& Sall- 7 G - v ¢

13 41 71

3

3t a1 L

Tabla 1°

% Para la elaboracion de este capitulo, uno de los autores de este documento realizo la traduccion de los apartados
necesarios de este libro que se presentan.

%(...) Certain numbers are incomposite, and they are those in arithmetic and geometry which are calles primes. This
is because no smaller numbers exist, except the unit, which are factors. The Arabs called them hasam. The Greeks
call them linear; however we call them irregular; those which are less that one hundred are written down in sequence
in the table. For other true primes which are greater than one hundred, | shall teach the rule for division. The rest are
truly composites, or epipedi, that is areas, as they were called by the most skillful geometer Euclides. For that reason
all of these numbers are built by multiplication, as twelve which is composed by the multiplication of two by 6, or
three by 4; however we call these regular numbers.(...)

* Fibonacci en el Liber abaci algunas veces escribe los niimeros en su representacion simbélica y otras veces en su
representacion literal.

*Imagen tomada de Pisa (1602)
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Con lo anterior, se puede ver que al parecer a Fibonacci no le interesaba trabajar con los primos
menores® que 10. Los criterios de divisibilidad presentados en el Liber Abaci estan basados en un
método de comprobacion del mismo Fibonacci, llamado “la prueba del nueve ”, la cual consiste
en que sumando las cifras de un nimero y restdndole a este resultado el multiplo de 9 mas
cercano a él, se obtiene el residuo de dividir el nimero entre 9; estos criterios son muy diferentes
a los utilizados en la actualidad, pues los actuales son basados en la suma de las cifras o en
operaciones entre estas, muy posiblemente, estos métodos son consecuencia del trabajo de

Pascal, el cual se presentard mas adelante.

Como ya se menciond, el primer criterio de divisibilidad que puede inferirse en el Liber Abaci es
el criterio de divisibilidad por 9. Un namero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es
multiplo de 9; esto logra deducirse de la prueba del 9, porque si se suman todas las cifras de un
namero y esta suma es multiplo de 9 entonces el residuo de dividir el nimero entre 9 es cero (la

prueba del 9 encuentra el residuo de dividir un nimero en 9).

Leonardo de Pisa, no hace explicitos sus criterios de divisibilidad en el Liber Abaci, pero en la

descripcion de algunos sus algoritmos se encuentran ciertos criterios.

Para hallar los factores de un nimero, Fibonacci indica que lo primero que es necesario saber es
si el nimero es par o impar’ e indica que si el nimero es impar se pueden determinar sus factores
siguiendo ciertas reglas (aunque no son llamadas asi por él), que se presentan enseguida tomando

fragmentos de su obra, como se verd, algunas se refieren a ejemplos especificos:
Criterio de divisibilidad por 5°;

“(...) cuando en la figura [cifra’]del primer lugar de cualquier nimero impar esta el nimero 5, se

sabe que 5 es un factor, esto es, el nimero es divisible por 5(...)”

Pisa (1602, p. 66)

® Esto se puede ver a través del manejo que le da Leonardo de Pisa a estos nimeros durante todo el libro.
"En el Liber Abaci no hay ninguna referencia sobre lo dicho, se concluye luego de estudiar dicho libro.

& Therefore when in the figure of first place of any odd number there is the number 5, one will know 5 to be a factor,
that is the number is divides integrally by 5.

® Leonardo de Pisa llama figuras a las cifras de los nimeros, por eso se hace aqui la salvedad; pero més adelante no
se haré la aclaracion considerando que aqui ya fue explicita.
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Criterio de divisibilidad por 3"

(...) Si cualquiera otra figura [diferente de cero] aparece en el primer lugar, entonces uno toma el

- P . 1 -
residuo del numero entero por la prueba del 9, y si resulta un cero, entonces 5 Y s 306esel

. 1 ) .y
residuo, entonces 3 estara en la composicion.

Pisa (1602, p. 66)

Se ve que el criterio no se hace explicito, pero se puede escribir de la siguiente manera: Si el
residuo de un namero impar, al dividirlo por 9, es 3 0 6, entonces el nimero es divisible por 3;

pues 3 y 6 son maltiplos de 3.
Criterio de divisibilidad por 11*2:

(...) si uno quisiera ver cobmo encontrar la regla de composicién para 957, entonces es dividido por
3 porque 3 es el residuo del numero (de dividir por 9), el cociente es 319 que no puede ser dividido
por 3 pues el residuo (de dividir por 9) es 4; y si uno lo dividiera por 7, el residuo es 4, entonces

este es divisible por 11 (...)
(Pisa (1602, p. 66)

En este caso, el criterio de divisibilidad por 11 no se realiza a través de la prueba del 9,
sino por la prueba®™ del 7, asf, un nimero impar es divisible por 11 si el residuo (al dividir
por 7) es 4.

Por ejemplo, el nimero 627 es impar, si se realiza la division usual se puede ver que el residuo
de dividir 627 entre 7 es 4. Y efectivamente 627 es divisible por 11, porque 11- 57 = 627.

®Aunque Leonardo no lo hace explicito en su libro, él realiza divisibilidad por 3 pero no por 9.
(... )However if another odd figure will appear in the first place, then one indeed takes the residue of the entire

numbers by casting out nines; and if a zephir results, then % and if 3 or 6 will be the residue, then %will in the

composition.

12 (..)If one seeks to find the composition rule for 957, then he divides it by 3 because 3 is the residue of the
number; the quotient is 319 which cannot be divides again by 3 as the residue of it is 4; and if one will divide it by 7,
then the remainder is 4, and thus it is divisible by 11 (...)

13 Esta prueba hace referencia a un método de comprobacion de operaciones similar a la prueba del nueve, en donde
se hallar el residuo de un numero a través de la division modulo 7.
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Ahora, si el nimero dado es par se tienen los siguientes criterios:
Criterio de divisibilidad por 6:

“(...) entonces ¢l toma similarmente el residuo de €l (nUmero dado) entre 9, si este es cero,

entonces él tendra % Y si es 3 0 6 entonces se tendra % en su composicion.”

Pisa (1602, p. 68)
Criterio de divisibilidad por 10*°:
“Y si en el primer lugar de un nimero par un cero se muestra, este es removido, y por este tendra
1—10 en la composicion del nimero”

Pisa (1602, p. 68)
Criterio de divisibilidad por 8 y por 4'°:

Si no muestra un residuo, uno confirma que el residuo estara dividiendo por 8 el nimero de dos cifras
el cual esta en el primer y segundo lugar, porque si este es cero y en la cifras del tercer lugar aparece
un par, 2, 0 6, 0 8, 0 0, entonces uno sabe que el nimero entero de cualquier nimero de lugares puede

ser dividido por 8. Ademas, si en la tercera cifra aparece un par, 103 050 7 09, entonces el nimero
. 1 . e . . .

tiene - en su composicion. Y si verdaderamente muestra 4 como un residuo (de dividir entre 7), y la
figura del tercer lugar es impar, entonces el nimero entero es dividido por 8. Y si muestra un par,

, 1 ..,
entonces habra 5 €n su composicion.

Pisa (1602, p. 68)

Y(...) then he takes similarly the residue of it by 9, if it is 0, then he will havelg. And if it is 3 or 6, then the rule will
have % in its composition.
3(...)And if in the first place of some even number a zephir shows, it is removed, and for it he will have % in the

composition of the numbers.

1% However if there will show no residue of it, one checks what the remainder will be upon dividing by 8 the number
of two figures which is in the first and second places, because if it is 0, and the figure of the third place appears
even, 2 or 6 or 8 or 0, then one knows the entire number of any number of placer can be divides by 8. However if the

third figure will appear odd, 1 or 3 or 5 or 7 or 9, then the number has i in its composition. If it truly shows 4 as a
remainder, and the figure of the third place is odd, then the entire number similarly is divides by 8. And if it shows
even, it will have onlyi in its compositions.
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Por ejemplo, 352 es divisible por 8, pues el nimero conformado por sus dos Ultimas cifras es
divisible por 8, ya que si se divide 52 en 7 el residuo es 4, y ademas la tercera cifra (en este caso 3)

es impar.

En el siglo XVI, Stevin (1548 — 1620), realiz6 la extension de la teoria de la divisibilidad, pues
gracias a su obra publicada en 1634 “(Euvres (courses) mathematiques...” extiende el algoritmo de

Euclides al célculo del maximo comun divisor de dos polinomios.

1.5. Los aportes de Pascal

Esta seccion estd basada en Glaser (1971), cuya traduccién se hizo por los autores de este

documento.

Fue Blaise Pascal (1623 — 1662) en su tratado De numerismultiplicibus en 1665, De los
caracteres de la divisibilidad de los nimeros deducidos de la suma de sus cifras, quien establece
unos criterios de divisibilidad basado en la suma de las cifras que componen un nimero y para
eso comienza haciendo una proposicion unica: reconocer con la sola inspeccion de la suma de
sus cifras si un nimero dado es divisible por otro dado. Pascal, al igual que Fibonacci usa la

prueba del 9, pero Pascal intenta hacer una prueba de esta donde manifiesta'”:

Nada es mejor conocido en aritmética que la proposicion que corresponde a que cualquier multiplo de
9 esta compuesto de digitos cuya suma es también multiplo de 9” (...) “esta regla es cominmente
usada, yo no creo que ninguno al presente haya dado una demostracion de esta o haya siquiera
buscado una generalizacion de este principio. En este papel, yo justificaré la regla de divisibilidad del
9y daré reglas similares; yo también daré un método general que permita saber por simple inspeccion
de la suma de sus digitos si un nimero dado es divisible por otro nimero, cualquiera que sea; este

método se aplica no solo a nuestro sistema decimal de numeracion (un sistema establecido no por

Y"As much as this rule is commonly used, | do not believe that anyone up to the present has given a demonstration
of, or has even searched for, a generalization of this principle. In this paper, | will justify the divisibility rule for 9
and several similar rules; I will also reveal a general method which permits one to know by simple inspection of the
sum of its digits, if a given number is divisible by another number, whatever it be; this method applies not only to
our decimal system of numeration (a system, established not out of natural necessity, as a commonly thought, but by
convention, a rather poor one at that) but to any system of numeration of whatever base.
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nuestra necesidad natural, como cominmente se piensa, pero por convencion, un poco pobre)” sino a

cualquier sistema de numeracion en cualquier base (... )

Tomado de Glaser (1971, p. 16)

Teorema 2.3.: El nmero N = a,, ... a, es divisible por k si y solo si el test'® nimero T es
divisible pork,donde T = ay, + aR; + -+ a,R,

Y donde los R;’s se encuentran de la siguiente manera:

Divide 10 en k para obtener el residuo R;

Divide 10R; en k para obtener el residuo R,

Divide 10R, .1 en kpara obtener el residuo R,

Pascal menciona que si N = a,, entonces T = a, Y el teorema resulta evidente. Luego realiza la

prueba para un nimero de 2 y 3 digitos como sigue:

(Cuando N = apa,). Dado que N es un multiplo de k, N = ap+ 10a, = kp para algin entero p.
Como 10 = kx + R, para algun entero X, se tiene que T = ay + (10 — kx)a; = a, + 10a, —
kxa, = kp — kxa, = k (p — xa,). Luego T es multiplo de k. Por otro lado vemos que T = kq
para algun entero q, y sigue que T = ay + (10 — kx)a; = N —kxa, = kqy N = k(q + xa,)
es multiplo de k. En consecuencia, Pascal recomienda pensar T como T = ayRy + R{R; + -+ +
R,R, cON Ry, = 1.

(Cuando N = apa,a,). Dado que N es un multiplo de k, N = ap+ 10a, + 10%a, - kp para algin
entero p. Como 10 = kx + R; paraalgunentero X, y 10R; = kw + R,Se tiene que
T = ay+ (10 — kx)a; + (10R, — kw)a,
= ay+ (10 — kx)a, + (10(10 — kx) — kw)a,
= ay+ (10 — kx)a; + (10%a, — kxa, — kwa,)

= ay + 10a, — kxa, + 10%a, — kxa, — kwa,

'®Test se refiere a prueba, es decir, que T es el nimero que se halla para realizar la prueba de divisibilidad.
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= ay + 10a, + 10%a, — kxa, — kxa, — kwa,
T = kp — (kxa, + kxa, + kwa,) = k(p — (xa, + xa, + way))
Luego T es multiplo de k. Por otro lado vemos que T = kq para algun entero g, y sigue que
T =ay+ 10a; + 102a, — kxa, — kxa, — kwa, = N — (kxa, + kxa, + kwa,) = kq
N = (q + xa, + xa, + wa,) es multiplo de k.

Luego dice que la demostracion podria ser la misma si el nimero dado estuviera compuesto por
maés de tres digitos.

Finalmente, Pascal escribe®®:

(...) las propiedades de la divisibilidad de nimeros deducidos de la suma de las cifras de sus cifras se
apoyan al mismo tiempo en una naturaleza inherente de los nimeros y su representacion en el sistema
decimal de numeracion. En los otros sistemas, por ejemplo en el duodecimal el cual usa dos nuevos
digitos, en orden como se asigna el nimero 10 y el nimero 11, podria ser no del todo cierto que todo
namero cuya suma es multiplo de 9 es multiplo de 9. Pero este método que yo he dado a conocer y la
demostracion que he dado resulta adecuado en este sistema y en cualquier otro (...)”

Y concluye que “uno podria también saber que, en este sistema de numeracion cualquier nimero cuya
suma de digitos es un multiplo de 11 es un multiplo de 11. En nuestro sistema decimal, la prueba de
divisibilidad para 11, seria necesaria que la suma formada por el ultimo digito, restada del siguiente al
altimo, luego el siguiente restado del anterior, etc., sea un multiplo de 11. Seria facil justificar estas
dos reglas para obtener algunas otras (...)

Tomado de Glaser (1971, p. 18)

En el teorema 2.4. Pascal menciona otro criterio y establece una tabla con algunos resultados en
particular:

Teorema 2.4: Dado que N = (a, ...a¢)g, Ro= 1, ¥ R; es el residuo cuando k es dividido por

BR;_,para cadai= 1,2,...,n, entonces N es un multiplo de k si y solo si T es multiplo de k, donde

9 The divisibility properties of numbers deduced from the sum of their rests simultaneously on the inherent nature
of numbers and their representation in the decimal system of numeration. In all others systems, for example in the
duodecimal system (a most convenient one indeed) which aside from first nine digits, uses to know symbols, in
order to designate the number 10 with the one and 11 the others, in this mode of numeration, it would no longer be
true that all numbers whose digit sum is a multiple of 9 is itself a multiple of 9. Bus the method that | have made
known and the demonstration which | have given are as a suitable to this system as to any other.
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Theorem

No. T B K
2.4 aRs + 4R, + ... + a,R, all all
2.5 a, + 3a, + 2a, + Ba, + 4a, + 5a; +

as + 3a; + 2ay + Ba, + 4a,, + Sa,, +

- 10 7
2.6 a, + 4a, + 4a, + 4da, + ... 10 6
2.7 a,ta+..+a =T 10 3
2.8 T, 10 9
2.9 a, + 2a, 10 4
2.10 a, + 2a, + 4a, 10 8
2.11 a, + 10a, + 4a, + 8a, 10 16
2.12 ap + 3a, 12 9
2.13 T, 12 11
2.14 gy~ ta,— ...+ (e =T, 10 11

Tabla 2

Esta tabla nos muestra cuales son los posibles T’s en una base f y cuando buscamos
divisibilidad por k. Por ejemplo, el Teorema 2.9 de la tabla menciona que en base § = 10, el T
requerido para saber si cierto nimero N, en este caso de dos cifras es divisible por 4. EI Teorema
2.5 muestra que en un numero N de n cifras, para saber si es divisible por 7 en base 10 el T que

se quiere para la pruebaes T = ay + 3a, + 3a, + 6a; +4a, + 5as + ag + 3a;, + 3a; + -

Posteriormente se continud estudiando la divisibilidad, pero no enfocada en criterios sino en
propiedades mas generales, es decir, se extendié la idea de divisibilidad a otros conjuntos de
numeros como es el caso de Gauss, pero esto no se presenta aqui por cuanto no es la finalidad del

trabajo.

Finalmente, aunque no sabemos de donde aparecieron muchos de los criterios que utilizamos
ahora, lo Gltimo que se conoce sobre el estudio de los criterios de divisibilidad fue gracias a
Federico Villareal (1850 - 1923), un profesor de Matematicas Peruano que dejo
aproximadamente 508 publicaciones en diversos campos de la ciencia y tecnologia
fundamentalmente en matematicas, ingenieria, fisica, pedagogia, geografia, historia y linglistica.

Respecto a criterios de divisibilidad produjo dos importantes teoremas publicados en 1897:

e La diferencia de dos nimeros que son representados por las mismas cifras en dos

sistemas de numeracion de bases diferentes es divisible por la diferencia de las bases.
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e Un nimero es divisible por un cierto divisor si lo es la suma de sus cifras cuando se le
escribe en el sistema de numeracion cuya base es el divisor aumentado en la unidad; o
bien si los es la suma de sus cifras de lugar par menos la suma de las de lugar impar
cuando se le escribe en el sistema de numeracion cuya base es el divisor disminuido en la

unidad.

En conclusion, vemos que inicialmente, en la pre-historia 0 en la época de Euclides se
desarrollan una serie de teoremas relacionados con la divisibilidad y todos los términos que lo
rodean: minimo comun maultiplo, maximo comun divisor, maltiplo, nimeros primos, etc., y
algunos adelantos al Teorema fundamental de la aritmética. Luego Eratdstenes nos provee de un
algoritmo, algunas veces no tan practico, pero si el mas eficiente de como saber cuando un
nameros es primo a través de la Criba que lleva su nombre. Més adelante, es Bhaskara quien
propone una serie de criterios de divisibilidad basados en algoritmos sencillos con la suma de las
cifras de un numero. Leonardo de Pisa, en su gran obra el Liber Abaci propone criterios de
divisibilidad basado en la prueba del nueve que menciona Bhaskara. Finalmente Pascal, nos
muestra un criterio de divisibilidad que funciona no solo para base 10, sino para todas las bases

en general:

“Dado que N = (ay, ...aq)g, Ro=1, y R; es el residuo cuando k es dividido por SR;_,para cadai=

1,2,...,n, entonces N es un multiplo de k si y solo si T es multiplo de k (Ver Tabla2)”

Este criterio actualmente es conocido como el Criterio general de divisibilidad, enunciado como

sigue en Gonzales (2004):

Sea n un entero positivo, sea Y*_, a;10 su representacion decimal y sean r; los restos de la

division de 10', porp>2,i=1,2,... k. Entonces n es divisible por p si y solo si ¥¥_, a;r¢ lo es.

Asi, personajes como Pascal dejaron abierto el estudio de criterios de divisibilidad en otras bases,
asi que esto nos muestra el proceso por el que tuvo que pasar la humanidad para buscar
algoritmos y métodos mas sencillos de hacer las operaciones y la transicion de cada idea para

llegar a los criterios que tenemos actualmente.
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Capitulo 2: Marco de referencia

Antes de presentar los criterios de divisibilidad en diferentes bases, exponemos el marco de
referencia base de este trabajo.

Como fundamento se tiene la axiomatica de los numeros Naturales (IN) propuesta por
Guiusseppe Peano, basados en Luque, Mora y Péez (2013). Para otras secciones de este mismo
capitulo también se utilizaron apartes de Rubiano, Jimenéz & Gordillo (2004), en los cuales
definen un conjunto de operaciones y algunas propiedades de estas operaciones sobre N y luego
se presentan algunos teoremas que se consideran previos para las demostraciones de los criterios

de divisibilidad que mas adelante presentamos.

2.1. NuUmeros Naturales

La propuesta de Guiusseppe Peano presentada en 1889 tiene como axiomas los siguientes:

1. 0esun ndmero natural.
2. El sucesor de cualquier nimero natural (n) es un nimero natural (n*).
3. Dos numeros naturales diferentes no tienen el mismo sucesor; es decir, que si k # n
entonces k" #n",
4. 0no es el sucesor de algan namero. (0 es el primer nUmero natural)
5. Si P es una propiedad tal que:
i. 0O tiene la propiedad P.
ii. Siempre que un nimero n tiene la propiedad P implica que su sucesor n* también
tiene la propiedad P
Entonces todo numero natural tiene la propiedad P.
El axioma numero 5 es conocido como el principio de induccion matematica.
A partir de los axiomas de los nimeros naturales enunciados se definen algunas operaciones

sobre el conjunto de los nimeros naturales.
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Definicion de adicion
La adicién sobre N se define asi:

a. n+0=n
b. n+k" =(n+k)"

vnkeN
Propiedades de la adicion
Teorema 1 (T1): V n € N se cumple que
nN+0=0+n=n,

Demostracion:
Vamos a usar el axioma 5% de los nimeros naturales.
i Demostramos que se cumple paran =0
0+0=0=0+0, luego se cumple el teorema.
ii. Suponemos valido el teorema para k, es decir, 0 + k = 0 + k = k. Debemos demostrar
que se cumple para el sucesor de k: 0 +k" =k"+0=k"
Esto es inmediato, pues por la definicion de adicion k" +0=k" y0+k" = (0 + k)" =k".
|
Lema 1 (L1): Vn e Ntenemosque k' +n=(k+n)"
Demostracion:
VVamos a hacer induccion sobre n.
i. Demostramos paran =0
k" +0=(k +0)" propiedad existencia del elemento neutro.
ii. Suponemos que se cumple paran = my debemos demostrar que se cumple para m*, es decir
K"+m*=(k+m")".
Por definicion de adicion tenemos que:
K+ m* = (K" + m)*

=((k+m)"* por hipdtesis de induccion

% Este axioma se usara durante todas las demostraciones pero no va a aparecer de manera explicita, se hace en este
teorema para que el lector pueda ver la manera de usarlo.
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= (k+m")* por la definicion de adicion

Quedando demostrada la afirmacion.

|
Teorema 2 (T2): Propiedad conmutativa de la adicion
v n, m € N tenemos que:
m+n=n+m.
Demostracion:
Para esta demostracion haremos induccion sobre m:
i. Vamos demostrar que se cumple para m = 0, entonces tenemos
0O+n=n por T1 y definicion de adicion.
=n+0 por T1 y definicion de adicion.
ii. Suponemos que se cumple para m =k, es decir,
k+n=n+k
Debemos probar que se cumple para m = k™, es decir:
K'+n=n+k'

Demostracion:

k"+n=(k+n)" por L1
=(n+k)" por hipdétesis de induccién
=n+k’ definicion de adicion

Quedando demostrada la afirmacion.
|

Teorema 3 (T3): Propiedad asociativa de la adicién
Para todo m, n, k € N se cumple que:
(m+n)+k=n+(m+K).
Demostracion: Sean n, m, fijos pero arbitrarios, vamos a hacer induccion sobre k:
I Vamos a demostrar que se cumple parak =0
(m+n)+0=m+n por T1y definicion de adicion.
=m+(n+0) por T1y definicidn de adicion.

ii. Suponemos que se cumple parak =z setieneque (m+n)+z=m+ (n +2)



Debemos demostrar que se cumple para z*
(M+n)+z"=m+(n+z)

Y esto se deduce de

M+n)+z"=((m+n)+2)" Definicion de adicion.
=(m+(n+2)" Hipotesis
=(m+(n+2)") Definicion de adicion

=(m+ (n+2Y)).

Quedando demostrada la afirmacion.

|
Teorema 4 (T4): Propiedad cancelativa® de la adicion
Para todo m, n, k € N se cumple que:
Sim+n =m+ kentoncesn =k
Demostracion: Sean n, k, fijos pero arbitrarios, vamos a hacer induccion sobre m:
i Vamos a demostrar que se cumple param =0
0+n=0+k
n=k por T1 y definicion de adicion.
iii. Suponemos que se cumple para m =z se tiene que si z+ n =z + k entonces n = k
Debemos demostrar que se cumple para z*
Siz"+n=z" +kentoncesn =k
Partiendo de

Z"+n=z7"+k

n+z' =z"+k Por T2
n+2)'=@z+k)" Definicion de adicion
n+z=z+k Por A3
n=k Por hip6tesis de induccion

Quedando demostrada la afirmacion.

2! Este teorema tambén se puede demostrar. Probando que la adicion es una operacion definida bajo el conjunto de

los nimeros naturales, luego se prueba que esta operacion es funcion y finalmente se llega al resultado deseado.
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Definicion de multiplicacion

La multiplicacion se define de la siguiente forma:
i. n-0=0
ii. n-k'=n-k+n.

Para cualesquier nimero naturales n y k.
Propiedades de la multiplicacion

Teorema 5 (T5): V n € N se cumple que:
n-1=1-n=ndondel=0"
Demostracion:

i. Paran =0, por la primera parte de la definicion de multiplicacion se tiene que

1-0=0.
Y de la segunda parte,
0-1=0-0" por la definicion de 1
=0-0+0 por la definicion de multiplicacion
=0+0=0 por definicion de multiplicacion.

ii. Suponemos valido para n = k que k - 1 =1 - k = k, y debemos demostrar que se

cumple para k™; es decir, que k™ 1=1-k" =k,

1-k"=1-k+1 por la definicion de multiplicacion
=k+1 por hipdtesis de induccion
=k+0" por la definicion de 1
=(k+0)" por la definicion de adicion.
=k por L1.
Falta probar que k™ 1 = k™. Pero esto es inmediato, puesto que
k'-1=k"-0" por la definicion de 1
=k 0+k" por la definicion de multiplicacion
=0+k" por la definicién de multiplicacién
=k por L1y T1
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Entonces la afirmacion es valida para todo numero natural n. Quedando demostrada la
afirmacion.

|
Teorema 6 (T6): Para todo numero natural n, se tieneque 0 - n=0

Demostracion:

Vamos a hacer inducciéon sobre n.

i Demostramos que se cumple paran = 0.
0 - 0=0, por la definicién de multiplicacion.
ii. Supongamos que se cumple para n =k, es decir
0-k=0
Demostramos que se cumple paran = k*

Partiendo de

0-k"=0k+0 Por la definicion de multiplicacion
=0+0 Por la hipotesis de induccion
=0 Por T1

Quedando demostrada la afirmacion.
|

Teorema 7 (T7): Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la
adicion.
Para todo m, n, k nimeros naturales se cumpleque (n+k) -m=n-m+k-m
Demostracion:
Sean n, k fijos pero arbitrarios, hacemos induccién sobre m
I Demostramos que se cumple param = 0.
(n+k)-0=0 Por definicién de multiplicacion

=n-0+k-0 Pordefinicion de multiplicacion
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ii. Suponemos que se cumple (n + k) - m=n-m + k - m, para todo m y n nimeros

naturales y debemos demostrar que (N +Kk) -m*=n-m* +k - m".

Partiendo de

n+k)-m=Mn+Kk - -m+(n+k Por la definicion de multiplicacion
=(n-m +k-m)+(n+Kk) Por la hipotesis de induccion.
=(n-m+n)+(k-m +Kk) Por T3y T4.
=n-m"+k-m" Por definicion de multiplicacion y L1

Quedando demostrada la afirmacion.

Teorema 8 (T8): Propiedad conmutativa de la multiplicacion

Para todo m, n, nimeros naturales se cumplequem-n =n-m

Demostracion:

Vamos a hacer induccién sobre m, sea n fijo pero arbitrario.

i Demostramos que se cumple para m = 0.

0-n=0=n-0

Por definicién de multiplicacion

ii. Suponemos que se cumple para m =k, es decir, k - n=n - k, y debemos probar que

kK-n=n-k"

Teniendo que:

n-k'=n-k+n
=k-n+n
=k-n+1-n
=(k+1)-n
=(k+0%-n
=(k+0)"n

= k+.n

Quedando demostrada la afirmacion.

Por la definicion de multiplicacion
Por la hipdtesis de induccién

Por TS

Por T7

Por la definicion de 1

Por la definicion de adicion.

Por T1
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Teorema 9 (T9): Propiedad asociativa de la multiplicacion
Para todo m, n, k nmeros naturales se cumple que (n- k) - m=n- (k- m)
Demostracion:
Sean n, k fijos pero arbitrarios, hacemos induccion sobre m
iii. Demostramos que se cumple para m = 0.

(n-k)-0=0 Por definicion de multiplicacion

=n-(k-0) Por definiciéon de multiplicacion

(\2 Suponemos que se cumple (n - k) - m =n - (k - m), para todo m, k y n nimeros
naturales y debemos demostrar que (n - k) - m*=n- (k- m").

Partiendo de

(n-k)-m=(Mn-Kk-m+({n-K Por la definicion de multiplicacion
=n (k-m)+(n-Kk) Por hipotesis de induccion.
=n(k-m+Kk) PorT7y T8
=n(k-m". Por la definicion de multiplicacion.

Quedando demostrada la afirmacion.

Orden aditivo en N

La relacién que se define a continuacion es conocida como relacion de orden®. Sean a y b dos

numeros naturales, existe un nimero natural ¢, de tal manera que se satisface
atc=bob+c=a

Cuando se da la primera condicion se tiene que a < b, lo cual se lee a es menor o igual que b, y

cuando se da la segunda condicion se tiene que b < a, que lee b es menor o igual que a.

%2 Es una relacion que cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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La relacién cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

La demostracion de este teorema y que este orden es un orden total se puede ver con detalle en

Luque, Angel, & Jiménez (2009, p. 220 — 223)
Definicion de Sustraccion en N

Dados dos numeros cualesquieraa y b € N, la cantidad u notada, u = b — a, se determinasia< b
y la llamamos la diferencia entre b y a. La cantidad v se determina si b <ay la notamos
v=a-h.

Las cantidades u y v son unicas. A este procedimiento lo llamamos o resta. Con base en esto,
tenemos que:

a+b=cesequivalenteac —a=Dbotambién,quec —b=a
A lo cual Ilamados relaciones entre adicion y sustraccion.
A partir de esto formulamos algunos teoremas que relacionan la adicion y la sustraccion, los

cuales se presentan a continuacion:

Teorema 10 (T10): Va, m e N, setieneque (a—m)+m=a

Demostracion:

Partiendo de la propiedad reflexiva® de la igualdad, en particular de:
a—-m=a-—m tenemos

(@a-m+m=a Por relacién entre sustraccion y adicion.

Quedando demostrada la afirmacion.

Teorema 11 (T11):Va,byc €N, setienequeab—-ac=a(b-c)sic<h.

®Las tres propiedades de la igualdad como relacién de equivalencia (reflexividad, simetria y transitividad) se
consideran conocidas.

34



Demostracion:

ab=a((b-c)+c) Por T10
ab=a(b-c)+ac Por T7
ab—ac=a(b-c) Relacion entre sustraccion y adicion.

Quedando demostrada la afirmacion.
n
Teorema 12 (T12): Va,byc eN,setieneque (a+b)—c=a+(b—-c)sic<h.
Demostracion

Partiendodea+b=a+ [(b — ¢) + C] por T10

(@+b)-c=a+(b-c) Por T3y relacion entre adicidn y sustraccion.
Quedando demostrada la afirmacion.
|
Teorema 13 (T13): Va €N, setieneque(a—2)+1=a-1
Demostracion:

Partiendo de

@-2)+2=a Por T10
@-2)+(1+1)=a descomponiendo 2 como 1 + 1
(a-2)+1)+1=a por T3

Lo cual es equivalente a:
@-2)+1=a-1 Por relaciones entre adicion y sustraccion.

Quedando demostrada la afirmacion.
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Orden multiplicativo en N

Sean a y b dos numeros naturales, si a divide a b esto es alb significa que existe ¢ € N, tal que
ac = b, y si b divide a a, esto es b|a, existe un niumero natural c, de tal manera que se satisface
bc = a. A esta relacion se le llama divisibilidad y cumple las siguientes propiedades:
Reflexividad: Va e N, a #0, aja
Demostracion:
Por T5 tenemos que a - 1 = a, luego por la definicion de divisibilidad ala.

Transitividad: V a, b, c € N, a, b #0, si alby bjd entonces a|d.
Demostracion:
Por definicion de divisibilidad b = aq y d = bh, sustituyendo b en d = bh,
tenemos d = agh, usando T9 tenemos d = a(gh), luego a|d.
Sialb+ cy alc entonces alb
Demostracion:
Por definicion de divisibilidad se tiene que aj = (b + ¢) y ¢ = ak,
sustituyendo un c en la primera igualdad tenemos aj = (b + ac), sin pérdida
de generalidad y asumiendo que j > a, por relaciones entre adicion y
sustraccion se tiene b = aj - ac, luego por T11 se tiene
b =a (j - c) por definicion de divisibilidad alb.

Definicion de division en N

Dados dos numerosay b € N, b #0. la cantidad ¢ notada,
c=a+h
se determina si bla y la llamamos el cociente entre a y b. La cantidad d se determina si ajb y la
notamos
d=b+acona#0

A este procedimiento lo llamamos division. De acuerdo con esto,
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ab = ces lo mismo que ¢ + b =a o también c +a = b, siempre que a, b #0.
Las anteriores son las relaciones entre multiplicacion y division.
Definicion de numero par:

A un numero natural divisible por dos se le llama nimero par; esto es, si a es par si y solo si 2|a

es decir, existe n € N tal que 2n = a.
Definicion de nimero impar:
Un namero es impar si y solo si es divisible por dos.

Sea n un numero natural que no es par, tenemos que al realizar el algoritmo de la division entre

él y 2, existen dos numeros enteros r y q tales que:

n=2q+r,0<r<2, por el algoritmo de la division de Euclides. Asi, r € {0,1}. Pero como n no

es par, r # 0, por tanto r = 1, luego n =2g+ 1.
De esta manera, tenemos que un namero tenemos que un namero impar tiene la forma 2q + 1.
Definicién de maltiplo de un ndamero k:

A un numero natural divisible por un nimero k se le llama multiplo de k; esto es, a es maltiplo

de k si y solo si k|a, es decir, existe n € IN tal que kn = a.
Algoritmo de la division de Euclides
Sean a, b naturales con b > 0. Entonces existen enteros Gnicos g, r tales que
a=bg+rcon0<r<h.

La demostracion de este teorema la pueden encontrar de manera detallada junto con los teoremas
necesarios para su demostracion, como el Principio del Buen orden para numeros naturales, en
Grupo de Algebra (2013)
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Definicion de potenciacion
La potenciacion en N se define por recurrencia de la siguiente manera:

i. a=1cona+0

nt _

ii. a = a"

a

Propiedades de la potenciacion.

Para todo a, b, x, y € N se cumple que:

Sia, b#0yx>yentonces:
Teorema 14 (T14): a'=a

Demostracion:

Partiendo de a = a°" por definicién de 1
=a’a por definicion de potenciacion.
=1-a por definicién de potenciacion.
=a por T5
|

Teorema 15 (T15): a*- a¥ =a **Y
Demostracion:

Sean a, y Y fijos pero arbitrarios, hacemos induccion sobre x, pues por la propiedad conmutativa

de la adicién no es necesario hacer induccion sobre y.

i.  Demostramos que se cumple para x = 0; asf:
a’-a¥=1-aY=aY=a’*? por T5, T1y definicién de potenciacion.

ii.  Suponemos valido para x = t, es decir, a'- @’ =a'"”. Y debemos demostrar que se

cumple para su sucesor t*; es decir, que at’ - a¥ = at’ty,
Partiendo de
at’ - a¥ =(at-a) - a¥  Por definicion de potenciacion
= (a*- a¥)-a PorT8yT9
= a'*Y.a Utilizando la hip6tesis de Induccién
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= qt+? Por definicion de potenciacion.

Por tanto la afirmacion es valida para todo nimero natural x y y.

n
Teorema 16 (T16) = (a*) Y =a™’

Demostracion:

Sean a, y x fijos pero arbitrario, hacemos induccion sobre y, pues por la propiedad conmutativa
de la multiplicacion no es necesario hacer induccion sobre x.
i.  Demuestro que se cumple paray =0
(@)°=1=2a%a*? por definicion de multiplicacién y de potenciacion.
ii.  Suponemos vélido para y=t, es decir, (a*)' =a *"
Y debemos demostrar que se cumple para su sucesor t*; es decir, que

(aX)t+ = g% et

Partiendo de

(@) = (a¥)ta* Por definicion de potenciacion
= a*a* Utilizando la hipdétesis de Induccion
= g*ttx Utilizando T15
= g*t" Por definicién de multiplicacion.

Ahora, por la propiedad conmutativa de la multiplicacion se tiene
(ax)y:axy:ayx: (ay)x

Por tanto la afirmacion es valida para todo nimero natural x y y.
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Teorema 17 (T17): (a- b)*=a*- b*

Demostracion:

Sean a, y b fijos pero arbitrarios, hacemos induccion sobre Xx.

i.  Demuestro que se cumple parax =0
(a-h)°=1=1.1=a%bh°  por T5y definicién de potenciacién.

ii.  Suponemos vélido para x = t, es decir, (a - b)'=a'- b'
Y debemos demostrar que se cumple para su sucesor t*; es decir, que
(a- b)) = a’ bt
Partiendo de
(a- b)) = (a-b)i(a-b) Por definicion de potenciacion
= at- bt -(a-b) Utilizando la hipdtesis de Induccidn
= (at-a) - (bt-b) Por T8y T9

+ + e e e, - -7
= at' bt Por definicion de potenciacion.

Por tanto la afirmacion es valida para todo nimero natural x.

En las demostraciones que siguen no se va a trabajar con n* si no con la notacién n = k + 1, por

comodidad del lector y simplificar la notacion.
Teorema 18 (T18): Teorema del binomioz2+

(a + b)n — Z: (Z) an—kbk — (3) a™9p0 + (?) at1pl 4. 4 (nf 1) an—(n—l)b(n—l) + (Z) ar"pn
=0

Vamos a hacer una induccién sobre n.

Seana,b eN

I Vamos a demostrar que se cumple paran =0
1 1 1-040 1 1-13,1
(a +b) —(O)a b +(1)a bt=a+b

ii. Supongamos que se cumple para n = k. Demostremos que se cumple paran=k +1

*El coeficiente (k) es el coeficiente binomial el cual es igual a ol
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Por T15y T7 tenemos
(a+ b))t = (a+b)(a+b)* =a(a+ b)* + b(a+ b)*

Utilizando la hipotesis de induccion

—a ((g) @050 + (K)ot 1bt 4 () k22 4 (K akoteopteon 4 () b) n

b((g) @059 + (M) a1 + (K) 0252 g (| Koo tepteon o (F) ak_kbk>

Por T7 generalizado obtenemos

_ <(/(;) qk+1-0p0 4 (/I) ak+1-1p1 4 (12() a+1-2p2 4ok 4 (Z) akti-kpk 4 ... 4

(k ﬁ 1) qkH1-(k=1p(e-1) 4 (Z) ak+Hi-kpk 4 (I(;) qk—0p0+1 4 (l;) ak-1p1+1 4 (126) ak-2p2+l 4y

(k E 1) qk—U=D p=1)+1 (z) qk-kpk+1

Operando los exponentes de cada término

— <(I(§) ak+1b0 + (llc) akbl + (lzc) ak—le + -+ (k E 1) aZb(k—l) + (Z) albk> +

((lg) @b+ ()12 4+ (K)av2ps ot (K Yarpir (1) aobk+1>

Utilizando T3

= (]5) ak+1p0 + (II) akp! + (I(;) akpt (];) ak=1p? + (II) ak=1p? + . + (z) a'b¥

+ (k E 1) ab® + (i) a®pk+1

Por T7 generalizado tenemos

= (K)axrip0 + ((';) + ('5)) atbl 1 ((g) n (';)) ak1p2 4 .
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()G e+ (e
Si asumimos que
(" D=0+ G20
Entonces tenemos:

(I(;) ak*t1p0 + (k 1_ 1) akp® + (k ; 1) ak"1h? + . 4 (k -Ilc_ 1) atb® + (Z) a®pk+1

Luego la formula es valida para cualquier numero natural n.

Teorema 19 (T19): Para todo k, i € N, (2k + 1)'es impar.
Demostracion:
Vamos a hacer una induccion sobre i.
Sea k € N fijo pero arbitrario:
i Vamos a demostrar que se cumple parai =0
(2k + 1)° = 1 por definicién de potenciacion y 1 es impar, pues no es divisible por 2.
ii. Suponemos que se cumple para i = n, es decir
(2k + 1)" = 2w + 1 (Hipdtesis de Induccion)
Y debemos demostrar que se cumple parai=n + 1, es decir (2k + 1)™ ' =2j+ 1
Partiendo de
(2k + 1)"* 1= (2k + 1)" (2k + 1) Por T15
= (2w + 1)(2k + 1) Utilizando la hipétesis de induccion
=4wk + 2w + 2k + 1 Por T7
=2(2wk+w+k)+1 PorT7
Haciendo 2wk + w + k = j
k+1)"*t=2j+1 Por sustitucion.

Entonces (2k + 1)' es impar
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Teorema 20 (T20): vn, k€N, n >2,(9k +6)" = 9m

Demostracion:

i Vamos a demostrar que se cumple paran =2

(9k +6)? = (9k +6) (9K +6) Por T15
= 3(3k +2) 3(3k +2) Por T7
=9(3k +2) (3k +2) Por T8y T9
= 9(3k +2)? Por definicidn de potenciacion.

Haciendo, (3k +2)* = u
Entonces (9k +6) = 9u
ii. Suponemos que se cumple para n = j es decir
(9k +6) = 9z
Demostramos que se cumple paran=j +1

Partiendo de

(9k +6) " = (9k +6)!(9k +6) Por T15
= 9z(9k +6) Utilizando la Hipdtesis de Induccion
Haciendo
z(9k +6) = v
(9k +6)Y "1 =9v Por sustitucion

Entonces (9k +6)" es multiplo de 9, n >2

Teorema 21 (T21):Va,b,n €N, b<a,a" —b" es miltiplo de a - b.
Demostracion:
VVamos a hacer induccion sobre n.
Sean a, b €N fijos pero arbitrarios:
I Vamos a demostrar que se cumple paran=0
a®—b°=1-1=0,y0esmaltiplo de a—b.
ii. Supongamos que se cumple para n = k, es decir que existe un nimero p € N, de tal
manera que a“ — b*= (a—b) p. Vamos a demostrar que se cumple paran =k + 1:
Partiendo de

a*"l_ptl=a.a-p. b Por T15
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Como a > b, existe ¢ € N, tal que a = c + b. Por tanto,

At lop*l=(c+b) a*—b b por sustitucion
=c-a+b-a—b- b por T7
=c-a“+h(@ - b por T7y T9

=c-a“+b(a - b)p

Comoc = a—b, setiene

a" 1ol = (g - b)a“ + b(a - b)p
= (a — b)(@" + bp)
=(a—0b)q

Donde q = a+ bp.

2.2. Algunos asuntos de notacion

Primera notacién

El primer asunto de notacién que vamos a tratar es sobre la base numérica, en el trabajo se vera
la notacion kg, lo que quiere decir que el nimero k esta escrito en base n; si el subindice no

aparece quiere decir que el nimero esté escrito en base diez a menos que se indique lo contrario.
Segunda notacion

Por otro lado, sea N un nimero escrito en base n, de t + 1 cifras, tal que Cy, Ct.1,..., Cy, Cq, Co,

son sus cifras, esto es, cada C;, i € I, representa las cifras del numero, N, se expresa asi:

t
N(n) = Zni Ci — ntCt +nt_1Ct_1 + ...+n161 +nOCO’ O S Ci <n
i=0

Lo anterior también implica que n esté escribo en base n.
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Tercera notacion

Inicialmente, veamos la siguiente tabla

Base cinco (n = 5)

10=4+1
10=41+1=4wy+1,w =10°

10°= 44+ 1

10°= 4.11+ 1= 4- wp + 1, w, = 10° + 10*
10°= 444 +1

10°= 4-111+ 1= 4- wa+ 1, w3 = 10° + 10" + 10°

Generalizando a cualquier base n tenemos que:

Sabemos que 10"(n): (0-n%+(0-nY)+ (0-n?) +-+ (1-n*)en base diez, asi que en base n todo
nimero menos que n tiene una sola cifra, luego n — 1 es un ndmero de una cifra escrito en base
n, tenemos que al sumar n — 1 con 1, la suma es n, pero como n = 10, N0 se puede escribir este
resultado en una sola posicion, en este caso, la de las unidades, pues esto equivale a
0-n%+(1-nY); lo cual implica que tenemos O en la posicion de las unidades; esto es 0 - n°
y (1 - n') se debe sumar con (n — 1) - n?, pero ahora la suma es 100, ; queda entonces 0 en la
posicion de los grupos de n 'y debemos sumar (1 - n?) con ((n — 1) - n?, obteniendo 1000);

similarmente sucede con las demas posiciones, hasta obtener:
108y = (0-n) + (0 -nY) + (0-n?) + -+ (1-n9)
Asi aplicando T7
=m—-D@°+nt+ n?+-+nfFH+ 1
=[n-1)n+m-1D-nt+ m—-1D -n?+-+ n-1)-nfF1+ 1
=n-D+mn-1)-n+ n—-1)-n?+-+ n—-1) -n*1]+ 1

Ahora, aplicando T7 nuevamente tenemos que:

45



1Ok(") = (n-— 1)(710 +nl+ nZ2 4+ + nk—1)

Donde tomamos wy = (n° +n' + n® + -+ n*71), donde w, implica que este depende de la

potencia k — ésima a la que se eleve el niUmero. Luego:

Cualquier potencia k — ésima de 10 k(n) se puede escribir como (n — 1)wx + 1 donde

Wk: 100(n) + 101(n)+ 102(n)+ e + 10k_1(n).

Teorema 22(T22): Cualquier potencia n — ésima de 10 conn>2,n € N es
maultiplo de 4, es decir,
YneN,n>210"=4m
Demostracion:
Tenemos por T15 que 10" = 10 10" 2, como 10% es mdltiplo de 4, entonces
10" = 4k 10" 2 = 4w.

Teorema 23 (T23): n?*m — 1,n > 2, es multiplo de (n + 1).

Primero veamos algunos ejemplos en esta tabla:

11!! ! !

0°-1=100-1=11  10°-1=100-1=11 10°- 1=100-1 =99 = 11 (9)
2 10"°-1=10000-1 101 =10000-1 10*~1=10000 -1

= 1111 = 11(101) = 2222 = 11(202) = 9999 = 11(909)
3 10"°-1=1000000-1  10*-1 =1000000- 1 10°- 1 = 1000000 — 1

= 111111 = 11(10101) = 222222 = 11(20202) = 999999 = 11(90909)

Demostracion:
Sea n fijo pero arbitrario hacemos induccién sobre k.
I Vamos a demostrar que se cumple para k = 0.
n®m —1=1-1=0Yy0esmiltiplo de (n + 1)
ii. Suponemos que se cumple para k = m. Demostramos que se cumple parak=m + 1, es

decir

n?Mtbm — 1 = (n+ 1)q
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Partiendo de

n2MDey — 1 = p2M*+2m — 1 Por T7
= n*Monim — 1 Por T15
=((n+ Dw + Dn’*m —1 Por hipdtesis de induccion.
= (n + 1)wn?m + n?m — 1 Por T7

Como n?m —1=n? -1, porque n>2 , entonces n’™m —1=m—-Dn+1), y
n+1=(n+ 1), por tanto n*™ — 1 = (n + 1)p, entonces

n2Dm — 1=+ Dr+m+Dp=n+1)g
Luego n?2M*Dm — 1 = (n + 1)q.

Teorema 24 (T24): n?**1m + 1 es maltiplo de (n + 1).

Primero veamos algunos ejemplos en esta tabla:

1 10ll+ 1=1001=11-11 10ll +1=1001=11-21 10! +1=1001=11-91

2 10"+ 1 = 100000+1 10*?+ 1 = 100000 +1 10°+ 1 = 100000+1
= 100001 = 11(1011) = 100001 = 11(2021) = 100001 = 11(9091)

Demostracion:
Sea n fijo pero arbitrario hacemos induccion sobre k.
I Vamos a demostrar que se cumple para k = 0.
n'™ +1=n+ 1y (n+1)es miltiplo de (n + 1)
ii. Suponemos que se cumple para k = m. Demostramos que se cumple parak=m + 1, es
decir
2 D+Hm 4 1 = (n 4 1)q
Partiendo de
2D+ 4 1 = 2 Doplo;) 1 Por T7y T15
=m+ 1p (n'e™ + 1) Por hipdtesis de induccion
=Mm+Dpn+1) Por T14
Luego n?m+D+im) 4 1 = (n + 1)g.
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2.3.  Algunos criterios tradicionales en base diez

Divisibilidad por 2:

Un namero N es divisible por 2 si y solo si la cifra de las unidades de N es par (0, 2, 4,6 y 8).

Demostracion
+Sea
N =3¥",10'C; = 10"C, + 10" C,_; + -+ 102C,+10*C; + 10°Cy, i € N
Dado que Cy es par tenemos que Co = 2k, donde k=0, 1, 2, 3 0 4.
Tenemos que
N =10"C, + 10" 1Cp_; + -+ 102C,+10C; + 2k

Recordemos que 10 = 5- 2, entonces sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene

N=2-5"C,+(2-5)"Ch_q+ -+ (2-5)2C,+(2-5)'C; + 2k
Utilizando T7

N =2[(2"15M)C, + (2" 25" 1)C,,_; + -+ (2 52)C, + 5C; + w]
Donde

k=2"15MC, + 2" 25" 1)C,,_; + -+ (2-5%)C, + 5C; +w
Por tanto N = 2k cuando la dltima cifra es par, por tanto N es divisible por 2.
— Por hipdtesis tenemos que N = 2v
Por notacién 2, v se puede expresar como
v =10"C,, + 10" 'C,_; + ---+ 10%2C,+10"C, + 10°C,

Sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene
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N = 2v = 2(10"C, + 10" *Cp,_4 + --- + 102C,+10C; + 10°Cy)
Utilizando T7
N=2-10"C, 4+ 2-10"1Cp_q + -+ + 2 - 102C,+2 - 101C; + 2 - 10°C,
Luego concluimos que la cifra de las unidades es par por definicion de namero par.
|
Divisibilidad por 3:

Un namero N es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
Demostracion:

+ Sea
N =10"C,, + 10™1C,,_; + ---+ 102C,+10'C; + 10°C,

Utilizando la notacién 3, tenemos que 10" = w, + 1. Donde w, = 10° + 10* +... + 10" *. Pero
9 = 3.3, asi que 10" = 3(3w,) + 1. Esto es 10" = 3x, + 1, donde 3w, = X,

Luego
N = (3xn + 1)Cn + (3xn_1 + 1)Cn_1 + e + (3x2 + 1)C2 + (3x1 + 1)C1 + CO

Utilizando T7
N =3x,C, 4+ C, 4 3%,-1Cppq + Cpoq + =+ 3%,C, + C, + 3x,C; + C4
Aplicando T2
N = 3x,C, + 3x,,_1C,,_; + -+ 3x,C, + 3x;,C; +C, +Cy_y + -+ C, + C; + C

Por hipotesis se tiene que C, + C1+... + C, + C1+ Cp es multiplo de 3, entonces tenemos que

Ch+Cpit...+ Cy + Cy + Cy = 3w donde w es un natural cualquiera.
Entonces tenemos que

N = 3xnCn + 3xn_1Cn_1 + -+ 3x2C2 + 3x1C1 + 3w
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Por T7, tenemos
N = 3[x,C,, + xp_1Cp_q + - + x,C, + x,C; + W]
Donde
J=x,Ch +x,_1Cpq + -+ x,C, + x,C; +w
Luego N = 3j de esta forma obtenemos que N es multiplo de 3.
— Por hipotesis tenemos
N = 3j = 10"C, + 10""1C,,_; + --- + 10%2C,+10C, + 10°C,

Por notacién 3, tenemos que 10" = w, + 1. Donde w, = 10° + 10 +... +10" *. Pero
9 = 3.3, asi que 10" = 3(3w,) + 1. Esto es 10" = 3x, + 1, donde 3w, = x,, entonces sustituyendo
tenemos

N=3j=0Cx,+1DCp+ Bxp_q + DCpq + -+ Bx, + 1C, + (3, + DC; + (3x0 + 1C,

Por T7, tenemos
N =3j =(3x,C, +C,) + (3x,-1Cp1 + Cp_q) + -+ (3x,C, + C) + (3x,C; + C;) + (3xxCy + Cyp)
Aplicando T2y T3:

N =3j =3x,Cp + 3%,_1Cppq + -+ 3x,C, + 3%,C; + Cy + Cppoq + -+ C, + C; + C

N = 3j = 3(x,Cp, + x_1Cpq + -+ x,C;, + x,C1) + (C, + Cp_q + -+ C; + C; + Cp)
Entonces para que se de esta condicion C,, + C,,_; + -+ + C, + C; + C, debe ser multiplo de 3.
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Divisibilidad por 4:

Un namero N es divisible por 4 si y solo si el numero formado por las cifras de las unidades y las

decenas de N es divisible por 4.
Demostracion:
+ Sea
N =10"C, + 10" 1C,_; + --- + 102C,+10C; + 10°C,

Si las cifras de las unidades y las decenas de N son divisibles por 4, significa que
10'C; + 10C,= 4k. Con esto,

N =10"C, + 10" 1C,_; + -+ 10%C, + 4k
Ademas, por T22 toda potencia n — ésima de 10, con n > 2, es multiplo de 4, luego
N = 4mC, + 4tCp_, + - + 4sC, + 4k
Y por T7

N = 4‘(an + tCn—l + -+ SCZ + k)

Por tanto, N es divisible por 4.
— Sea N =4z
Por notacion 2, z se puede expresar COmo
z =10"C, 4+ 10" 1C,_, + - + 102C,+10'C, + 10°C,
Sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene
N = 4z = 4(10"C,, + 10""1C,,_; + --- + 102C,+101C; + 10°C,)
Aplicado T7

N=4z=4-10"C, +4-10""1Cp_; + -+ 4 - 102C,+4 - 101C; + 4 - 10°C,
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Si hacemos
w=4-101C; +4-10°C,
Aplicado T7 obtenemos
w = 4(10C; + 10°Cy)

Concluimos que el nimero formado por las cifras de las unidades y las decenas de N es multiplo
de 4.

Divisibilidad por 5:
Un ndmero N es divisible por 5 si y solo si la cifra de las unidades de N es multiplo de 5.

Demostracion:
+ Sea

N =10"C, + 10" 1C,_; + - + 102C,+10'C; + 10°C,

SiCo=5p

N=@2:-5",+2-5" 1+ -+ (2-5)2C,+(2-5)C, +p
Por T7 tenemos que

N =5[(2"5" 1)C, + (2" 15" 2)C,_; + -+ (22 - 5)C, + 2C; + p]
Luego si

k=@"s" e, + 2 15"2)C,_; + -+ (22:5)C, + 2C; + p

Tenemos que N = 5k, luego N es multiplo de 5.

— Por hipdtesis tenemos que N= 5z

Por notacion 2, z se puede expresar COmo
z=10"C, + 10" 'C,_; + -~ + 102C,+10'C, + 10°C,
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Sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene
N =5z = 5(10"C,, + 10""1C,,_; + ---+ 102C,+10'C, 4+ 10°C,)
Utilizando T7
N =5-10"C, +5-10"1C,_; 4 -+ 5-102C,45 - 101C; + 5 - 10°C,

Como la cifra de las unidades de N es m = 5-10°C, por definicién de potenciacién tenemos que m

= 5. 1Cy =5 Cy luego para que 5Cy es la cifra de las unidades y es multiplo de 5.
u

Divisibilidad por 6:

Un namero N es divisible por 6 si y solo si es divisible por 2 y por 3.

Demostracion:

«— Inicialmente tenemos que 2la y 3la, por definicion de divisibilidad tenemos que
a = 2p y a = 3m, multiplicando por 3 la primer igualdad y por 2 la segunda tenemos
3a = 6p y 2a = 6m, ahora, sin pérdida de generalidad hacemos la diferencia del nGmero mayor
menos el nimeros menos, asi que hacemos 6p — 6m = 3a — 2a, por T11 6(p — m) = a, luego 61a.

— Tenemos 61a, y sabemos que 216 y 316, por propiedad transitiva se tiene que 2la y 3la.
|
Divisibilidad por 7:

Un ntimero N es divisible por 7 si y solo si la diferencia® entre el niimero sin la cifra de

las unidades y el doble de tal cifra es multiplo de 7.
Demostracion:
+—Sea

N =10"C, + 10" 1C,_; + -+ 102C,+10'C; + 10°Cy,n e N

% En este caso la diferencia se realizara restando el mayor nimero del menor.
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Sea M un numero de n cifras de base de diez que resulta de eliminar C, de N, esto es:
M =10""1C, + 10" 2C,_; + -+ 10C, + C;
Tenemos que:
N = 10M + Co (1)

Sin pérdida de generalidad se toma para la demostracion la resta del mayor nimero menos el
menor, Por hipétesis M - 2C = 7k, luego por relaciones entre adicion y sustraccion tenemos que

M = 7k + 2C,, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
N = 10(7k+ 2Co) + Cy

Luego N = 70k + 20C, + Cylo cual, utilizando las propiedades distributiva de la multiplicacién

respecto a la adicion y asociativa de la adicion, puede escribirse como:
N = 70k + 21C,,
Y esto a su vez lo podemos escribir asi:
N = 7(10k + 3Cy).
Si n es impar el razonamiento es andlogo. Por lo tanto, concluimos que N es multiplo de 7.

<« Por hipétesis tenemos que N = 7w
Por notacion 2, w se puede expresar como
w = 10"C, + 10" 1C,_; + -+ 102C,+10C; + 10°C,
Sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene
N = 7w = 7(10"C,, + 10" 1C,,_; + -+ + 102C,+10C; + 10°C,)
Utilizando T7
N=7-10"C,+7-10""1C,_q 4 -+ 7 - 102C,+7 - 10'C; + 7 - 10°C,

Ahora si hacemos que un nimero M sea la diferencia entre el nimero N sin la cifra de las

unidades y el doble de tal cifra, entonces
M=7-10"C, +7-10""1C,_y + -+ 7-10%C,+7 - 10C; — 2 - 7 - 10°C,
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Aplicando T7 tenemos
M = 7(10"C, + 10" 1C,_; + -+ + 10%C,+101C; — 2 - 10°Cy)

Con esto concluimos que M es divisible por 7

Divisibilidad por 10:

Un namero N es divisible por 10 si y solo si la cifra de las unidades es cero.

Demostracion:
—Sea N = 10"C, + 10" 1C,_; + -+ + 10%C,+10*C; + 10°C, y Co = 0.
Entonces
N =10"C, + 10" 1C,_; + --- 4+ 10%C,+10'C;
N =10 (10™1C, + 10" 2C,_; + -+ + 101 C,+10°C;) = 10m
Luego N es multiplo de 10
+ Por hipo6tesis tenemos N = 10m
Sea
m = 10""1C, + 10"2C,_; + -+ 101C,+10°C,
Entonces
N = 10m = 10(10™*1C, + 10"2C,,_; + -+ + 101 C,+10°C,)
Aplicando T7 tenemos
N =10"C, + 10" 1C,_; + --- + 102C,+101C,

Luego Cy =0.
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Divisibilidad por 11:

Un ndmero N es divisible por 11 si y solo si la diferencia entre la suma de las cifras de posicion

par y la suma de las cifras de posicion impar es un multiplo de 11.

Demostracion:

Sea

N =10"C, + 10" 1C,_; + - + 102C,+10C; + 10°C,
Sea

N =10"C, + 10" 1C,_; + --- + 102C,+10C; + 10°C,
Sines par

Sin pérdida de generalidad tomamos la diferencia de nimero mayor menos el nimero menor, por

hipébtesis tenemos que:
Cp+-+Cy+Cy) —(Cpeg ++C3+C) =11m
Multiplicando lo anterior por 10", se tiene
10"(C,+ 4+ Cy +C, +Cy) —10"(Cpey + -+ C5 + C5 + C) =11m - 10"

Aplicando T7 tenemos:

10™C, + -+ + 10"C, + 10™C, 4+ 10™"C, — 10"C; — --- — 10"C3 — 10"C5 — 10"C,_; = 11m - 10"
Ahora, sumando Yy restando cero convenientemente, es decir,

Ca10™ + C,_p10™ — Cp_, 10" 2 + C,_,10™"72 + -+ + C,10™ — C,10* + 10*C, + C,10™ — C,10% + 10%C,

+ Co10™ — C410° +10°Cy — Cp_q10™ — C,_ 101 + 10771C,_; — - — C510™ — C5105 + 105C5 — C310™
—(C310% + 103C; — €;10™ — ¢;10* + 10'C; = 11m - 10"

Y aplicando T1, T4, T7, T9, T2, T11 y relaciones entre adicion y multiplicacion tenemos
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(Ca10™) + (Cpop (10™ — 10™72)) + -+ + C,(10™ — 10%) + C,(10™ — 10%) + Co(10™ — 10°)
— Cp_q (10" + 10" 1) — oo — C(10™ + 10%) — C5(10™ + 103) — €,(10™ + 10Y) + 10™"2C,,_,
+++ 10*C, + 102C, + 10°Cy + 10™71C,_y + -+ 10°C5 + 103C; + 10'C, = 11m - 10"
Utilizando T3, T4, T7y T11
10"C, + 10™1C,_ 1+ 10™72C,_, + ...+ 105C5+10*C, + 10%C5+10%C, + 101 C;+10°C,
—Cpoq10™1(101 + 1) + (Cp_210™72(102 — 1)) + - — (C510%(10™7° + 1)) + (C,10*(10™ — 1)
— (C5(10™" 3 + 1) + (C,102(10™""2 — 1) — (€101 (10"t + 1) + Co(10™ — 10°) = 11m - 10™
Por el T23 'y T24, se tiene que 102* — 1 = 11e, y que 10%2**1 + 1 = 11w, asi utilizando T7
N =1leg — 11wf = 11m10"
De donde
N = 11m10™ + 11wf — 11eg = 11z debe ser maltiplo de 11 por propiedades de divisibilidad.
Si n es impar el razonamiento es andlogo. Luego es divisible por 11.
|
Divisibilidad por 13:

Un ndmero N es divisible por 13 si y solo si al multiplicar la cifra de las unidades por 9 y restar®
esta cantidad al nimero que resulta de quitar la cifra de las unidades el resultado es un mdltiplo
de 13.

Demostracion:
+ Sea
N =10"C, + 10" 1C,_; + - + 102C,+10'C; + 10°C,

Sea M el nimero de n cifras de base de diez que resulta de eliminar Code N

M =10""1C, + 10" 2C,_, + -+ 10C, + C,

*® En este caso la diferencia se realizara restando el mayor nimero del menor.
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Luego podemos establecer la igualdad:
N =10M + Cy (2)

Sin pérdida de generalidad para la demostracion hacemos la resta del mayor nimero menos el
mayor, por hipotesis tenemos M — 9C, = 13k (de acuerdo con la hipdtesis) y las relaciones entre

adicion y sustraccion, tenemos que M = 9C, + 13Kk, sustituyendo en (2) se tiene que:
N = 10(9C, + 13k) + Co
N =91Cp+ 130k
N = 13 (7Co+ 10K)
Obtenemos que N es multiplo de 13 puesto que puede escribirse como N = 13k.

— Por hipdtesis tenemos que N = 13w
Por notacion 2, w se puede expresar como
w = 10"C, + 10" 1C,_; + -+ + 102C,+10C; + 10°C,
Sustituyendo esto en la expresion anterior, se tiene
N = 13w = 13(10"C,, + 10" 1C,_; + --- 4+ 10%C,+10C; + 10°C,)
Utilizando T7
N =13-10"C, + 13 -10"*C,,_; + -+ 13 - 102C,+13 - 101C; + 13- 10°C,

Ahora, si hacemos que M sea un namero que resulte de multiplicar la cifra de las unidades por 9

y restar esta cantidad al nimero que resulta de quitar la cifra de las unidades, entonces
M =13-10"C,, + 13 -10"1C,_; + -+ 13- 102C,+13 - 10*C; —9-13 - 10°C,
Aplicando T7 tenemos
M =13(10"C,, + 10" 1C,_; + -+ 10%2C,+10'C; — 9 - 10°C,)

Se concluye que M es divisible por 13
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Capitulo 3: Algunos criterios de divisibilidad en diferentes bases

A continuacion se presentan los criterios hallados en bases diferentes a la base 10, hay algunos

criterios que son mas generales que otros.

3.1. Mudltiplos de n en base n.

En cualquier base n, un nimero es divisible por n si y solo si la cifra de las unidades es cero.
Ejemplos:

- En base 4, los nimeros 330), 3212204 son divisibles por 4, pues 10 - 334 = 3304
y 10 - 321224 = 3212204

- En base 5, los numeros 431205, 3332405 son  divisibles por 5. pues
105 - 4312 5 =43120) Y 105 - 33324 5y = 3332405,

- En base 10, los nimeros 1873010y, 1000010y son divisibles por 10, pues la cifra de las

unidades es cero, como se demostro en capitulo anterior.

Demostracion:

+ Sea:
Ny =n'C,+n7'Coy + -+ n*C, +n'C; +n°Cy  (Por la notacion 2)
Como la cifra de las unidades de N, es cero, esto es Co = 0; entonces:
Ny =n'Co+n"1Cy + - +0°C, +0'Cy

Y aplicando T7, se tiene:

Ny =n[n™'C + n2C,y + -+ +nCy + C4]

Y haciendo
w = Tlt_lct + T’lt_zct_l + -+ TlC2 + C1

Ny = nw, por tanto N, es divisible por n.
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—» Por hipotesis tenemos que N¢)y = nw
Sea
w=n"1C, + n*2C; + -+ nCy +
Sustituyendo w en la expresion anterior, se tiene
N =nw=nn"1C, + n""2C,_; + -+ nCy + C;)
Utilizando T7
N =nw =n'C, + n*"1C,_; + -+ n?C, + nC;

Se concluye que Co =0

3.2. Mudltiplosden—1enbasen

En cualquier base n un namero es divisible por n —1 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo

den—1.
Ejemplos:

En base 10, los nimeros 456372, 12609, 450, 81045, 711 son divisibles por 9 como a
continuacién se observa, la suma®’ de los digitos en cada nimero es mdltiplo de 9, pues

respectivamente son:
4+5+6+3+7+2=27,1+2+6+0+9=18,4+5+0=9y8+1+0+4+5=18.

En base 4, los nimeros 203211, 1330102024y 1001002101004 son divisibles por 3, como
se observa la suma de las cifras de cada numero es 21(), 30w, 12(s), respectivamente y dichos
nameros son multiplos de 3, pues 3y - 23313(s) = 2032114, 3(s) - 22112312 (4y = 1330102024
y 3@+ 11122312300 (4 = 1001002101004

*’Este resultado ya era conocido desde Fibonacci
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Demostracion:
Sea
Ny =n'Co+n"""Coy + - 4n'Cy +1°C 1)
Entonces, utilizando la notacion 3:%
Ny = ((n = Dw, + 1)C, + ((n = Dwe_y +1)C_y + -+ ((n = Dwy +1)C, + ((n = Dwy + 1)C; + €,
De donde:

Noy = =DwC,+C+(n—Dw, 1€ +C g + -+ (= Dwp 0 + G + (n = Dw €6 + G4

Aplicando T2y T3
Nopy=m-Dwl+(n—Dw,_1C g ++n—-Dw, (o +(n—DwC; +C+ 6+ -+ C, + 0 +C
Como la suma de las cifras de N, es multiplo de n — 1, tenemos que
Ci+ Cigt...+ Cot Cy + Co = (n—1)m, donde m es un nimero natural cualquiera. Asi:
Ny = (n = D[w,C +w,1Cooq + -+ w0y + wi €y +m]
Donde podemos decir que N, es multiplo de n — 1, por tanto es divisible por este.

210" ( se puede escribir como (n —1)wy + 1 donde wi = 10% + 107 + 10% + ... + 105 1y,
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3.3. Multiplosden+1enbasen

3.3.1. Primer criterio

En cualquier base n un nimero N, esto es Ny, es divisible por n + 1 si y solo si la suma entre el
numero conformado por las cifras de N, excepto la de las unidades y el producto resultante de
multiplicar la dltima cifra de N, por n es multiplo de n + 1.

Por ejemplo, en base 10 el numero 57904 es divisible por 11, pues al multiplicar la Gltima cifra
por 10, tenemos 40, este resultado se suma al nimero 5790, obteniendo 5830. Aln no se sabe si
este numero es divisible por 11, asi que se repite el proceso con el numero 5830, luego de
multiplicar O por 10 tenemos 0 y sumando este resultado al nimero 583 de donde se tiene como
583, finalmente hacemos el mismo proceso con el numero 583, multiplicamos 3 por 10 tenemos
30 y sumando este resultado al nimero 58 tenemos 88 y ya se sabe que 88 es divisible por 11,

por tanto el nimero 57904 es divisible por 11.

En base 7, el nimero 21131 es divisible por 117, ya que al multiplicar la tltima cifra por 10 y
sumando este resultado a 21137 se obtiene como resultado2123;) se realiza el procedimiento
nuevamente obteniendo como resultado 242 aln no se sabe si este nimero es divisible por
117, entonces se realiza lo mismo, donde finalmente se obtiene 44, y se sabe que 44 es
divisible por 11(7).

Demostracion
« Por hip6tesis tenemos
nCy + n°Ci+nlC, ... 4+nt2C,_; + n1C, = (n + Dw
Multiplicando por n a ambos lados de la igualdad
n2Cy + n1C;+n?C, ... +nt"1C; + n'C, = n(n + Dw
Sumando n°c, y restando n°c, al lado izquierdo de la igualdad y utilizando T3 y T4 tenemos
n?Cy, — n°Cy + n°Cy + n'C+n%C, ... +n*"1C,_; + n'C, = n(n + Dw
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[n%Cy — n°Cy] + [n°Cy + n'C;+n%C, ... +nt"1C,_; + ntC ] = n(n + Dw
Ahora utilizando T7
n%Cy[n? — 1] + [n°Cy + n*C +n?%C, ...+n"1C,_; + ntC] = n(n + Dw
n°Co(n+ 1)(n— 1) + [n°Cy + n'C,+n?C, ... +nt"1C; + n'C ] = n(n + Dw
Aplicando relaciones entre adicion y sustraccion
n°Cy + n'C;4+n%C, ... +n'"1C,_; + n'C, = n(n+ Dw —n°Co(n + D(n — 1)
Luego por T7
n°Cy + n*Cy+n%C, .. +nt71C,y + nfC, = (n+ D(nw — n°Co(n — 1))
Si hacemos que z = nw — n°Cy(n — 1)
Entonces
n°Cy + n'C;+n?C, ... +nt"1Cy + n'C, = (n + 1)z
Luego, Ny es divisible por (n + 1)

— Para este lado de la demostracion se hace un razonamiento similar al realizado en la

divisibilidad por 7 en base 10, se deja como ejercicio para el lector.

3.3.2.Segundo criterio
En cualquier base n un ndmero N, esto es Ny, es divisible por n + 1 si y solo si la diferencia
entre el resultado de sumar las cifras de posiciones impares y el resultado de sumas las cifras de

posiciones pares de N es multiplo de n + 1.

Por ejemplo, en base 10, los niUmeros 6182 y 4081, son divisibles por 11, pues al realizar el
proceso correspondientes se tiene 14 —3 =11y 12 — 1 = 11 respectivamente, y 11 es mdaltiplo de
11.
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En base 5, el nimero 10302 es divisible por 115 pues al sumar las posiciones pares se tiene

como resultado 0 y las impares 11, y 11(s5) es multiplo de 11).

Demostracion:

«— Sea
Ny = n'Cp + nt71Crq + - + n?C4+n'C; +n°C,
Sin pérdida de generalidad hacemos la resta del mayor nimero menos el menor.
Ny = ntCp + nt~1C,_y + -+ n?C+n' €y + n°C,
Inicialmente, la hipétesis es
Ce++C+Cy)—(Coeg ++C3+C) =+ I)m
Multiplicando lo anterior por 10, se tiene
nt(Co+ -+ C+C+Co) —nf(Coey ++Cs+C3+C) =(n+1)m -nt
Aplicando T7 para el primer término a la izquierda de la igualdad y T11 para el otro término:
ntCy + -+ ntCy + ntCy + ntCy — n'Cy — - —n'C3 —n'Cs — n'Ciy = (Mm+ 1)m -nt
Ahora, sumando y restando 10*c,,, es decir,
(C,nY) + Cpgn — Con'™24C,ynt™2 + -+ Cyn' — Cn* + n*C, + Cynt — Con? + n?C,
+ Cont — Con® +n°Cy — Cooyn® — Cnt 1 + nt71C,_; — - — Csn' — Csn® + nCs
—Cnt —Cnd +niC;—Cnt —Cnt + nic, =+ 1Dm -nt
y aplicando a lo anterior T1, T11, T7 y T12 obtenemos
(€ + (Coy(nf =02 + -+ Cy(n* — 0 + C,(n" —n?) + Co(n' —n®)
—Ci(nt+ 0t — o — Cs(nt +1°) — C(nt +n®) — C,(n* +nb) +nt"2C,_,

4+ n*Cy + n%C, +n°Co+ nTIC,_ + -+ n°Cs+n3C; +n'C = (n+1)m -nt
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Utilizando T7, T3, T4y T12
nEC, + 110, + 1 2C,y + vt n5Cs + n*C, + 0’ C3+n2C, + n'Cy4n0C,
—Coont It + 1) + (C_pnt2(n? — 1)) + -+ — (Csn®(n'™° + 1)) + (C,10*(n* — 1)
—(C;(n3+ 1)+ (CnP(nt2—1) — (Cn*(nt 1+ 1) + Co(nt —n®) =+ 1)m -nt  (2)

Por el T23 y T24, se tiene que n?m — 1= (n+ 1)e, y que n?**1m + 1= (n+ 1)w, asi para

que se dé la igualdad anterior, el nimero

n'C, + n"1C,_;+ n"2C,_, + ..+ n°Cs+n*C, + n363+n2(]2 +nlc,+n°¢,
Debe ser maltiplo de n + 1. Entonces, N, es divisible porn + 1
Cuando t es impar la demostracion se hace de manera anéloga.

— Para este lado de la demostracion se hace un razonamiento basado en la propiedad de la
divisibilidad que dice si a|b+ c y a|c entonces alb, tomando como b el nimero N y como c¢ todo

el numero restante de la igualdad (2).

3.4. Algunos criterios particulares

3.4.1. Divisibilidad por 2

En bases pares

Un numero Ny en base par es divisible por 2 si y solo si la cifra de las unidades de N es

par.

Ejemplos:

En base 4, el nimero 324 es divisible por 2 ya que su ultima cifra 2, es par.

En base 6, el nimero 5422, es divisible por 2, pues si tltima cifra es par.
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Demostracion:
«— Sea
Nk = QK)ECe + 2K) 1 Comy + -+ (2K)*C+(2K)' ¢, + (2K)°C,
Como Cy es par tenemos que Co = 2w, dondew =0, 1, ..., 4.
Tenemos que
N = (2K)'C, + 2K)ICy + -+ (2k)*C,+(2k) ' €1 +(2K) 2w
Utilizando T16y T7
Naw = 2[R C + (72K Cy + -+ (2KP)C, + kCy + W]
Por tanto asi, N es divisible por 2.
— Esta demostracion se hace similar a la realizada para multiplos de 2 en base 10.
|
En bases impares

Un nimero N1y en base impar es divisible por 2 si y solo si la suma de las cifras de este

namero es maltiplo de 2.
Ejemplos:

- Sea 110), entonces 1 + 1 + 0 =2, y 2 es maltiplo de 2, asi que 1103 es divisible por 2.
- Sea 24, si sumamos sus cifras tenemos 2 + 4 = 115, como quizas no sabemos si 11 es
multiplo de 2, entonces sumamos nuevamente las cifras de esta niamero, asi tenemos 1 +

1=2,y2esmdaltiplo de 2, asi 24 es divisible por 2.
Demostracion

Esta demostracion es similar a la demostracion establecida para el criterio multiplos de n — 1 en

base n. (Ver Multiplosnmenos1)
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3.4.2. Divisibilidad por 4

En bases de la forma 4k
Un ndmero es divisible por 4 en bases de la forma 4k si y solo si su Gltima cifra es multiplo de 4.
Ejemplos:

- Sea 2264 como su ultima cifra es 4, entonces 2264 es divisible por 4.
Luego 2264 + 4() = 455

- Sea 281816y como su ultima cifra es 8u), entonces 28185 es divisible por 4.
Luego 2818 16) + 4(16) = A06(16)

Demostracion

Para esta demostracion se usa un razonamiento similar a la demostracion de mdaltiplos de n en

base n. (Ver Multiplosnmasl)

En bases de la forma 4k + 1
Un namero es divisible por 4 en bases 4k + 1 si la suma de sus cifras es multiplo de 4.
Ejemplo:

- Sea 1323012 es divisible por 4i), yaque 1 + 3+ 2+ 3 +0 + 1+ 2 =225 y 225 €s
multiplo de 4. luego 4 - 455() = 13230125

- Sea 13(5) es divisible por 4, ya que 1) + 35) = 4s), Y 4(s5) €S multiplo de 4. luego 4 -
2(5) = 13¢5)

- Sea 880609 es divisible por4), entonces 8 + 8(9) + O(g) + 6(9) + O(g) = 24(9) Y 24(9) €S
multiplo de 4. Luego 4(g) - 220149 = 88060 9)

Demostracion:
Esta demostracion es similar a la demostracion de multiplos de n — 1 en base n.

(VerMultiplosnmenosl)
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En bases de la forma 4k + 2

Un namero es divisible por 4 en bases de la forma 4k + 2, si y solo si el numero formado las

cifras de las unidades y los grupos de 4k + 2 es divisible por 4.
Ejemplo:

- Sea 11100, como el nimero formado por sus dos ultimas cifras es 00, 11100, es
divisible por 100, luego 100 - 1113 = 11100y

- Sea 2140, como el nimero formado por sus dos Gltimas cifras es 40, entonces 11100,
es divisible por 4. Entonces 4 - 323) = 2140

Demostracion:
«— Sea
Nairzy = (4k +2)°Ce + (4k + 2)'71Comqg + -+ +(4k + 2)'C, + (4K + 2)°C,
Se tiene que
(4k + 2)1C; + (4k + 2)°Cy = 4v

Utilizando el T18 para (4k + 2)t, (4k + 2)'71, ..., (4k + 2)?, se tiene que:

t t-1 Y 2
Niaps2y = Z (‘:/) (4k)t_w2"" + Z (t ; 1) (4k) 2%+ Z (;) (4k)229 + oot 4y

w=0 j=0 g=0

Como cada uno de los términos que componen la suma anterior es multiplo de 4, entonces se

tiene que
Npyz) =4x +4y + - +4r + 4v = 4q.
Por tanto, N2y €s multiplo de 4.

— Para esta demostracion se sigue un razonamiento similar al realizado para la demostracion de

maultiplos de 4 en base 10.
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En bases de la forma 4k + 3

Un namero es divisible por 4 en bases de la forma 4k + 3, si y solo si la suma entre multiplicar la
cifra de las unidades por 10uk +3) Y el nimero que se compone de las cifras restantes del nimero

(sin la cifra de las unidades) el resultado es multiplo de 4.
Ejemplo:

- Consideremos el nimero 121, entonces 1 - 10 = 10, sumamos 103 Y 12(3), 123 +

10(3) = 22(3), y 22(3) es multiplo de 1133).
Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de mdltiplos de n + 1 en base n. (Ver
Mdltiplosnmas1)

3.4.3. Divisibilidad por 3

En bases de la forma 3k
Un namero es divisible por 3 si y solo la cifra de las unidades es multiplo de 3.
Ejemplos:

- Sea 1011203 su ultima cifra es cero y cero es mdltiplo de 103  luego
103 - 101123 = 1011203y entonces 1011203 es divisible por 103).
- Consideremos 1213, como su ultima cifra es 3 y 3 es multiplo de 3,

Iuego 243(6) . 3(6) = 1213(6) entonces 1213(6) es divisible por 3(6)-
Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de mdultiplos de n en base n, tomando n = 3k.

(Ver Multiplosn)
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En bases de la forma 3k + 1

Un namero es divisible por 3 en bases de la forma 3k + 1 si y solo si la suma de sus cifras es

multiplo de 3.
Ejemplos:

- Consideremos el nimero 5557y la suma de sus cifras es 21(7), y 21(7) es maltiplo de 3,
luego 3(7) - 164(7) = 5557

- 102214y es divisible por 3 porque la suma de sus cifras es 124, y 12(sy es multiplo de 3,y
ademas 102214 + 3 = 12034).

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de mdltiplos de n — 1 en base n. (Ver
Mdltiplosnmenos1)

En bases de la forma 3k + 2

Un numero es divisible por 3 en bases de la forma 3k + 2 si y solo si la diferencia entre la suma
de las cifras de las posiciones pares Yy las cifras de posiciones impares el resultado es multiplo de
3.

Ejemplos:

- Sea 10000001011 ), pues la suma de las cifras es posicion par es igual a 10 y la suma
de las cifras de posicion impar es 10, entonces la diferencia entre ambos es 0 y 0 es
multiplo de 3.

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de multiplos de n + 1 en base n.

(Ver Mdultiplosnmasl)
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3.4.4.Divisibilidad por 5

En bases de la forma 5k
Un ndmero Ny es divisible por 5 si y solo si la cifra de las unidades es maltiplo de 5.
Ejemplos:

- Sea 14200 es divisible por 5, pues su ultima cifra es cero, y cero es multiplo de 5.
- Si tenemos 232201y es divisible por 5, pues su Gltima cifra es cero, y cero es multiplo de
5.

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de multiplos de n en base n. (Ver Mdltiplosn)
|

En bases de la forma 5k + 1

Un ndmero Nk + 1) €s divisible por 5 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 5.

Ejemplos:

- Consideremos el nimero 22240 es divisible por 5, pues al sumar sus cifras obtenemos
146y este nimero es multiplo de 5.

- Tomemos ahora 10F9¢), este numero es divisible por 5¢¢), pues al sumar sus cifras se
tiene como resultado 19(16) y este nimero es maltiplo de 5().

Demostracion:

Esta demostracion es similar a de la demostracion de multiplos de n — 1 en base n. (Ver

Multiplosnmenosl)
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En bases de la forma 5k + 2

Un nimero Nk + 2) es divisible por 5 si y solo si la diferencia entre el resultado de multiplicar la
cifra de las unidades por 2 y el nimero que se compone de las cifras restantes del nimero (sin la

cifra de las unidades) el resultado es multiplo de 5.
Ejemplos:

- Sea 236637 al multiplicar la ultima cifra por 2 se obtiene 67, al realizar la diferencia
entre 23667y 6(7), s 2360(7). Ahora se realiza nuevamente el proceso, pues no se sabe si
el numero resultante es maltiplo de 5, ahora, al multiplicar la Gltima cifra por dos y
realizar la diferencia se tiene 2367, haciendo el proceso nuevamente se tiene como

resultado 5(7)y este nimero es maltiplo de 5, de este manera 236637 es divisible por 5.
Demostracion

— Nesi+2) = 5k + 2)tCe + (5k + 2)!71Cpq + -+ + (5k + 2)2C,+(5k + 2)1Cy + (5k +2)°Cp, t e N

Sea Msk +2) un nimero de t cifras de que resulta de eliminar C, de Nk +2), esto es:
Mk +2y = 5k +2)71C + (Sk+2)"7%Comy + -+ Gk + 2)Co + G
Tenemos que:
Nk +2) = (5K + 2)Msk+ 2+ Co (1)

Sin pérdida de generalidad vamos a tomar la resta del nimero mayor menos el nimero menos,
entonces Mgk + 2) — 2Co = 5w segun la hipotesis, entonces por relaciones entre adicion y

sustraccion tenemos que
Mk +2) = 5w + 2C,, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
N(5k+2) = (5|( + 2)(5W + 2Co) + Cy

Luego Nk + 2y = 25kw + 10kCo +10w + 5C,, lo cual, utilizando el nuevamente T7, puede

escribirse como

N(5k+2) = 5[5kW + 2kCp +2w + Co] = be.
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Por lo tanto, concluimos que N + 2 €s maltiplo de 5.

— Para esta demostracion se hace un razonamiento similar al realizado para la divisibilidad por
7 en base 10.

En bases de la forma 5k + 3

Un niimero Nsi + 3)€s divisible por 5 si y solo si la suma entre el resultado de multiplicar la cifra
de las unidades por 2 y el numero formado por las cifras restantes del nimero (sin la cifra de las

unidades), el resultado es multiplo de 5
Ejemplos:

- Sea 52145, como su ultima cifra es 5), hacemos 5) - 2(s) = 12g).
Ahora 5214 + 12)= 5226 g), siguiendo el algoritmo tenemos 6s) - 2g) = 14, entonces
522 + 14(s) = 536(s). Finalmente tenemos 6) - 2(s) = 14(g), entonces 53g) + 14@) = 67 Y
67 es multiplo de 5() luego 52145 es maltiplo de 5.

- Si tenemos 178613y como su Ultima cifra es 6(13) entonces hacemos 6(3) - 213 = Cqa).
Ahora 17813y + C13) = 187(13). Finalmente tenemos 7(13) - 2(13) = 11313, entonces 183 +

113 = 2903) Y 29(13) s multiplo de 5(13) luego 178613, es multiplo de 5(3).
Demostracion:
& Nsiyz) = (5k +3)°Cp + (5k +3) 7 Comq + -+ (5k + 3)?Co+(5k + 3)' C; + (5k +3)°Co, t €N
Sea Msk + 3y un ndmero de t cifras de que resulta de eliminar C, de Nsk + 3), €sto es:
Msi+zy = (Sk+3)7'Cr + 5k +3) 72Crq + -+ + (5k + 3)C, + €y
Tenemos que:

Nk +3) = (5K + 3)Msk + 3y Co (1)

Segun la hipotesis Mk + 3y + 2Co = 5w, entonces por relaciones entre adicion y sustraccion

tenemos que

Mk +3)= 5w — 2Co, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
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Nek+3) = (5K + 3)(5w —2Cq) + Co
Luego Nk + 3y = 25kw — 10kCo +15w — 5Cy, lo cual, utilizando el T7, puede escribirse como
Nk +3) = 5[5kw—2kCo +3w —Cq] = 5e.
Por lo tanto, concluimos que Nk + 3y es maltiplo de 5 que era lo que deseabamos demostrar.

— Para esta demostracion se hace un razonamiento similar al hecho para la divisibilidad por 7 en
base 10.

En bases de la forma 5k + 4

En base 5k + 4 un nimero N, esto es N + 4, s divisible por 5 si y solo si la diferencia entre el

namero conformado por las cifras de N excepto la de las unidades y esta cifra es multiplo de 5.
Ejemplos:

- Sea 2101 multiplo de 5@ porque 210@ — 1@ = 208(), haciendo nuevamente el
procedimiento obtenemos 20— 8(9)= 11(9) ¥ 11(9) €s multiplo de 5.

- Si tenemos 3514A.14 es multiplo de 5 ya que 351414y — Agsy = 3508(14), haciendo
nuevamente 350(14) — 8(14) = 346(14) , NUevamente 3414y — 614y = 2C14) Y 2C(14) €S multiplo
de 5(14).

Demostracion:
— Nisiray = (5k+4)'Ce + (Sk+4)71Cq + -+ (5k + 4)*Co+(5k + 4)'C, + (5k +4)°Cp, t e N

Sea Msk + 4) un ndmero de t cifras de que resulta de eliminar C, de N(si +4), esto es:
Mskiay = (Sk+4)7C + Gk + ) 2Cog + -+ Sk +4)C, + €y
Tenemos que:
Nesk+4) = (5k + 4)Msk+ 4+ Co (1)

Sin pérdida de generalidad tomamos la resta del mayor nimero menos el menor, entonces segin

la hipotesis Msk + 4y— Co = 5w, luego por definicion de sustraccion tenemos que
Msk +4) = SW + Co, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
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Nek+4y = (5k + 4)(5w + Co) + Co
Luego Nk +4) = 25kw — SkCo + 20w + 5C,, lo cual, utilizando T7, puede escribirse como
Nk +4y = 5 [Skw+kCo +4w +Co] = 5Se.
Por lo tanto, concluimos que Nk + 4 €s maltiplo de 5.

— Para esta demostracion se hace un razonamiento similar al realizado para la divisibilidad por
7 en base 10.

3.4.5.Divisibilidad por 7

En bases de la forma 7k
Un ndmero es divisible por 7 en bases de la forma 7k si y solo si su Gltima cifra es multiplo de 7.
Ejemplos:

- Sea 65300 (7 como su Ultima cifra es 0Oy, entonces 65300 (7 es divisible por 10,
luego 107y - 65307y = 65300 (7

- Sea 1DA47 (149 como su ultima cifra es 7(14), entonces 1D47 (14 es divisible por 74,
luego 414y - 3C9 (14) = 1DAT (14

Demostracion

Esta demostracidn es similar a la demostracion de multiplos de n en base n. (Ver Mdltiplosn)
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En bases de la forma 7k + 1

Un namero es divisible por 7 en bases de la forma 7k + 1 si y solo si la suma de sus cifras es

multiplo de 7.

Ejemplo:

- Sea 1024 es divisible por 7@, entonces 1 + 0 + 2 + 4 = 7(g) y 7(g) €S multiplo de 7).
Luego 7@ - 114 = 1024,

- Sea 16075 es divisible por 7(15), pues 1 + 6 + 0 + 7 = E(15), Y E(15) s multiplo de 7(;s).
Luego 7(s) - 30115 = 1607 15)

Demostracion

Esta demostracion es similar a la demostracion de mdltiplos de n — 1 en base n. (Ver

Multiplosnmenos1)

En bases de la forma 7k + 2

En base 7k + 2 un namero N, esto es N + 2, es divisible por 7 si y solo si la diferencia entre el
resultado de multiplicar la Gltima cifra por 3 y el namero formado por las cifras restantes del
namero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 7.

Ejemplo:

- Tomemos 284, si realizamos el algoritmo tenemos 4 - 3 = 13, ahora
28(9) — 13(9) = 15(9), Y 15(9) s multiplo de 7, por tanto 2849 es multiplo de 7.

- Consideremos el nimero 11100, haciendo el algoritmo para las dos Ultimas cifras son
0, entonces el niumero que tenemos es 111, multiplicando la dltima cifra por 11, se

tiene que 11y — 11 = 0, y 0 es multiplo de 111, por tanto 11100, es multiplo de 111,
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Demostracion:
Sea
“ Nigiszy = (Tk + 2)1Ce + (Tk + 2)" 7 Comy + -+ + (T + 2)*Co+(Tk + 2)'Cy + (Tk +2)°C, t € N

Sea Mz + 2 un nimero de t cifras de que resulta de eliminar C, de Nz +2), €sto es:
Mksay = (Tk+2)71C + Tk + 2) 72Cog + -+ (Th + 2)C, + €4
Tenemos que:
N@zk+2) = (7K + 2)M@zk+2)+ Co (1)

Sin pérdida de generalidad tomamos la resta del mayor nimero menos el menos, entonces segin

la hipotesis Mz + 2y — 3Co = 7w, por definicion de sustraccion tenemos que
Mk +2)= 7TW + 3Cy, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
Nezk+2) = (Tk + 2)(7w + 3Cp) + Co
Luego Nk +2) = 49kw + 21kCq +14w + 7Cy, lo cual, utilizando el T7, puede escribirse como
Nezk+2) = 7 [Tkw + 3kCo +2w + Co] = 7e.
Por lo tanto, concluimos que N + 2) €s maltiplo de 7 que era lo que deseabamos demostrar.

— Para esta demostracion se sigue un razonamiento similar al realizado para la divisibilidad por

7 en base 10.

En bases de la forma 7k + 3

Primer criterio: En base 7k + 3 un nimero N, esto es N + 3) es divisible por 7 si y solo si la
diferencia entre el resultado de multiplicar la Gltima cifra por 2 y el namero formado por las

cifras restantes del namero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 7.
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Ejemplos:

- Tomemos 2646, si realizamos el algoritmo tenemos 6 - 3 = 18, ahora 264 — 18 = 246,
haciendo el proceso nuevamente obtenemos 6 - 4 =24,y 24 —24 =0y 0 es multiplo de 7,
por tanto 2646 es multiplo de 7.

- Consideremos el nimero 10122 3), haciendo el algoritmo tenemos que 10) - 2(3) = 20¢3), Y
10123y — 203 = 11(3), y 11(3) es multiplo de 7. Por tanto 101223, es divisible por 7.

Demostracion:
Sea
— Ngiezy = (Tk +3)C + (Tk +3) 7 Comy + -+ + (Tk + 3)Co+(7Tk + 3)1C; + (Tk +3)°Co, t € N

Sea Mz + 3 un nimero de t cifras de que resulta de eliminar C, de Nz + 3), esto es:
Miszy = (Tk+3)71C + Tk + 3) 72Cog + -+ (Th + 3)C, + €y
Tenemos que:
Nezk+3) = (7K + 3)Mzk + 3+ Co (1)

Sin pérdida de generalidad, para esta demostracion tomamos la resta del mayor nimero menos el
menor; segun la hipotesis M + 3y — 2Co = 7w, entonces por definicion de sustraccion tenemos

que
Mk +3) = 7w + 2Co, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
Nk +3) = (7K + 3)(7w+ 2Co) + Co
Luego Nk + 3y = 49kw + 14kCo + 21w + 7Cy, lo cual, utilizando el T7, puede escribirse como
Nek+3) =7 [7Tkw + 2kCo +3w + Co] = 7e.
Por lo tanto, concluimos que N + 3)€s maltiplo de 7 que era lo que deseabamos demostrar.

— Para esta demostracion se sigue un razonamiento similar al hecho para la demostracion de

divisibilidad por 7 en base 10.
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Segundo criterio: En base 7k + 3 un nimero N, esto es N+ 3)es divisible por 7 el resultado de
multiplicar cada cifra del nimero por su respectiva potencia de 3, de acuerdo a su posicion, y

sumar los resultados obtenidos, es maltiplo de 7.
Ejemplos:

- Sea 31969, vamos a multiplicar cada cifra por su correspondiente potencia de 3 y a
realizar la adicidn respectiva, es decir:
9-3°+6-3'+9.3°+1-3°+3.3"=9+18+81+27+243=378.

Como no sabemos si 378 es divisible por 7, realizamos nuevamente el proceso,
obteniendo: 8 - 3% + 7 - 31+ 3. 32 =8 + 21 + 27 = 56, y efectivamente 56 es multiplo de
7, asi que 31969 es divisible por 7.

- Tomemos 8617), entonces tenemos:
la7) - 3a7° + 6a7) - 3an' + 8a7) - 3a7)’ = lan + 1lay) + 44a7) = 5647), y efectivamente
5617y es multiplo de 7(17), asi que 86117 es divisible por 717).

Demostracion:

Sea
Nezkszy = (Tk +3)5Ce 4+ (Tk + 3)571Coq + -+ + (Tk + 3)?Co+(Tk + 3)' €, + (Tk + 3)°Cp, t €N
Por hipétesis tenemos que
30C, + 377 1C_y + -+ 32C,+ 31C; +3°Cy = Tu @)

Inicialmente, como en base 7k + 3, 7k + 3 = 10z + 3), entonces, por T2, podemos sumar ceros

convenientemente en (1), es decir:
3tC,—3tC+ 3'C, + 387 1C,_y — 307 1Cy + +3871C + -
+32C,—3%C, + 32C, + 3'C, — 3'C,+ 3'C;, + 3°C, — 3°C, + 3°C,
+10tC,— 10tC, + 10t71C,_q — 10871C,_y + -+ 4 102C, — 102C,
+101C; — 101C; 4+ 10°C, — 10°Cy = 7u

79



Por T2, T3, T7 y relaciones de adicion y sustraccion se tiene que

(10F=3HC,+ A0 = 351Gy + -+ (102 = 3%)C, + (101 = 31)C; +(10° = 39,

— (10%C; + 10t"21C_q + -+ 10%C,+ 101 C; + 10°Cy)
+2@BC, +37C_y + -+ 3%C,+31C, +3°%C) =7u (2)

Por T22 se tiene que (10" - 3") es multiplo de 7, entonces general la expresion

(10F=3HC,+ A0 = 351Gy + -+ (102 = 3%)C, + (101 = 31)C; + (10° = 39,
Es multiplo de 7, ademas, por hipotesis

(B'C, +3t71C,_y + -+ 3%2C,+ 3¢, + 3°Cy) = 7k

Asi que para que (2) sea multiplo de 7, es necesario que

(10¢C, + 10871C,_q + -+ + 102C,+ 101C, + 10°C,) sea maltiplo de 7, que era lo que queriamos

demostrar.

En bases de la forma 7k + 4

Un ndimero N + 4) s divisible por 7 si la diferencia entre el resultado de multiplicar la dltima
cifra por 5 y el nimero formado por las cifras restantes del nimero (sin la cifra de las unidades),

el resultado es maltiplo de 7.
Ejemplos:

- Sea 28233(11), como su Ultima cifra es 311y entonces hacemos 31y * 5a1) = 14a1). Ahora
288311~ 14¢11) = 280A(11), siguiendo el algoritmo tenemos Az - 5a1) = 46(11), entonces
28011~ 4641y = 235u1). Finalmente tenemos 5u1 - 511 = 231, entonces
2311~ 2311y = 0 'y 0 es maltiplo de 711y luego 2823311y es maltiplo de 7).

- Sitenemos 10124 como su ultima cifra es 24 entonces hacemos 2y - 11(s) = 22(). Ahora

101(4)— 22(4) =13 @Y 13(4) es multiplo de 13(4) luego 1012(4) es multiplo de 13(4).
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Demostracion:

Sea
Nok+ay = Tk + D)Ce + (Tk + D)0 q + -+ (Thk + D)2 C+(Tk + 9)'C + (Tk +4)°Cp, t € N

Sea Mk +4) un nimero de ¢ cifras de que resulta de eliminar Co de Nz + 4), €sto es:
Maiksay = Tk + 07 C+ Tk + D 72Cog + -+ (Th+ 49)C, + €y
Tenemos que:
Nezk+4)y = (7K + 4) Mk + 2y + Co (1)
Segun la hipotesis M7+ 4y —5Co = 7w, entonces por definicion de sustraccion tenemos que
Mk +4)= TW + 5Cy, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
Nezk+4y = (7k + 4)(7w+ 5Cp) + Co
Luego Nk + 4) = 49kw + 35kCo + 28w + 21C,, lo cual, utilizando el T8, puede escribirse como
Nezk+4y =7 [Tkw + 5kCq +4w + 3Co] = 7e.
Por lo tanto, concluimos que N + ) €s multiplo de 7 que era lo que deseabamos demostrar.

]
En bases de la forma 7k + 5

En base 7k + 5 un nimero N, esto es N+ 5), es divisible por 7 si la diferencia entre el resultado
de multiplicar la dltima cifra por 4 y el nimero formado por las cifras restantes del nimero (sin

la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 7.
Ejemplos

- Si tenemos 22135 su ultima cifra es 3s), entonces hacemos 3s) -4) = 22(s5). Ahora 221 s
- 22(5) = 144 5).Finalmente tenemos 4s) - 45 = 31(5), como 315> 14).
Entonces 31(5)* 14(5) 12(5)y 12(5) es multlplo de 12(5) Iuego 2213(5) es multlplo de 12(5)

81



- Sea 2263812, como su Ultima cifra es 812 entonces hacemos 812 - 4(2) = 28(12). Ahora

226312~ 2812 = 2237(12), siguiendo el algoritmo tenemos 7q2) - 4a2) = 24(12), luego
22312~ 24(12) = 1BB(12). Finalmente tenemos Bi2) - 4(12) = 38(12), cOmo 38(12) > 1B
entonces 3812 — 1B(12) = 19¢12)Y 19¢12) €s maltiplo de 715 luego 2263812 es multiplo de

7(12).
Demostracion:
Sea
Nekssy = (Tk +5)Ce + (Tk + 5) 7 1Crq + -+ (Tk + 5)2C,+(7k + 5)Cy + (Tk + 5)°Cp, t €N

Sea Mk + 5y un numero de t cifras de que resulta de eliminar C, de Nz +5), €sto es:
Missy = (Tk+5) 7 Cr + (Thk + 5) 72Crq + -+ (Tk + 5)C, + €y
Tenemos que:
N7k +5) = (7K + 5)Mzk + 5+ Co (1)

Sin pérdida de generalidad, tomamos la resta del nimero mayor menos el nimero menor, segin

la hipdtesis Mz + 5y — 4Co = 7w, entonces por relacion de adiccion y sustraccion tenemos que
Mk +5 = 7TW + 4Cy, sustituyendo esto en (1) obtenemos:
Nek+5 = (7k + 5)(7Tw + 4Co) + Co
Luego Nk + 5 = 49kw + 28kCq + 35w + 21Cy, lo cual, utilizando el T8, puede escribirse como
Nezk+sy =7 [7Tkw + 4kCo +5w + 3Cq] = 7e.
Por lo tanto, concluimos que N + 5) €s multiplo de 7 que era lo que deseabamos demostrar.
— Para esta demostracion se razona similarmente a divisibilidad por 7 en base 10.
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En bases de la forma 7k + 6

En base 7k + 6 un namero N, esto es N +6),es divisible por 7 si y solo si la diferencia entre el
resultado de sumar las cifras de posiciones impares y el resultado de sumas las cifras de

posiciones pares de N + ¢ €s multiplo de 7.
Ejemplos:

- Sea 23023, realizando la suma de las cifras de posiciones pares e impares se tiene
3+2=5y2+0+3=5, respectivamente, y 5 -5 = 0. Como 0 es multiplo de 5, entonces
23023 es multiplo de 5.

- Tomemos 10B5(3), setiene1+ B=Cy0+5=5, hacemos C -5 =7,y 7 es multiplo de
7 en base 13.

Demostracion:

Esta demostracidn es similar a la realizada en maltiplos de n + 1 en base n, segundo criterio. (Ver

Multiplosnmasl)

3.4.6.Divisibilidad por 11

En bases de la forma 11k
Un ndmero N1 es divisible por 11 si y solo si la cifra de las unidades es maltiplo de 11.
Ejemplos:

- Sea 4AAAO01y) es divisible por 11, pues su ultima cifra es cero, y cero es multiplo de 11.
- Si se tiene 4451019y es divisible por 11, pues su ultima cifra es cero, y cero es multiplo de
11.

Demostracion:
Esta demostracion es similar a la realizada para maltiplos de n en base n. (Ver Multiplosn)
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En bases de la forma 11k + 1
Un ndmero N1k + 1y €s divisible por 11 si la suma de sus cifras es multiplo de 11.
Ejemplos:

- Consideremos el nimero 356802), la suma de sus cifras es 312 + 5a2) + 612) + 82 +
Oa2) =1Au2) Y 1Az es divisible por By, luego 3568012 es multiplo de Byiy).

- Sea 29506B12), la suma de sus cifras es 212 + 9u2) + 5a2) + 0u2) + 642+ Baz)= 2912 Y
29(12) es divisible por B(i2), luego 29506B12) es multiplo de Byiy).

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion de multiplos de n — 1 en base n. (Ver Multiplosn)
u

En bases de la forma 11k + 2

En base 11k + 2 un ndmero N, esto es N1k + 2), €s divisible por 11 si la suma entre el resultado de
multiplicar el nimero sin la cifra de sus unidades por 2 y la cifra de las unidades, el resultado es

maultiplo de 11.
Ejemplos:

- Sea 2807@13, como el numero sin la cifra de sus unidades es 2803, hacemos
280(13) 2(13) = 530¢13). Ahora 530(13) + 7(13) = 53713, siguiendo el algoritmo tenemos
53(13) - 23) = Ab(13), entonces Ab3) + 713y = B0(13), ahora tenemos Bz) - 213 = 19(13),
entonces 19(13) + Ous) =19013) Y 19¢13) es multiplo de B3y luego 28073es multiplo de
Bas).

- Sea 3966913 como el numero sin la cifra de sus unidades es 3966 (13), hacemos 3966 (13)-
2a3) = 75CCp3). Ahora 75CCps) + 9u3 = 760813, siguiendo el algoritmo tenemos
760413) - 213 = 11CO0ug), entonces 11COps) + 8u3 = 11C8(13), ahora realizando el
procedimiento nuevamente, 11Cq3) - 213 = 23B(3), entonces 23Bu3) + 8(13) =246(13),

ahora tenemos 2413) - 213y = 48(13), entonces 4813 + 6413y = 51(13) finalmente tenemos
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S5as) + 203 = Aqus), entonces Auzy + las) = Bus) Y Bus) es multiplo de Bz luego

24(13) - 2(13) = 4813), entonces 4813) + 613) = 51(13)€s multiplo de B(y3).
Demostracion:
Sea
Naik+zy = (11k + 2)PCp + -+ + (11k + 2)*Co+(11k + 2)' C; + (11k + 2)°Cy, t €N
Y sea M1k + 2) un nimero de ¢ cifras de que resulta de eliminar C, de N1k +2), €sto es:
Maikszy = A1k +2)71C + 11k + 2)"72Cog + -+ (11k + 2)C, + G
Por hipo6tesis tenemos que
2M(11k+ 2) + Co =11k ey
Como
N1k +2) = (11k + 2)M11x42) + Co
Por relaciones entre adicion y sustraccion tenemos que
Naigszy — (Alk + 2)M11p42) = Co
Sustituyendo esto en (1), llegamos a
2M11k4+2) + Naarsz) — (A1k + 2)M 31542y = 11k
Aplicando T7 y T11 obtenemos
2M(11k+2) + N(11k+2) - 11kM(11k+2) - 2M(11k+2) =11k
Utilizando relaciones entre adicion y sustraccion
N(11k+2) - 11kM(11k+2) = 11k
Aplicando nuevamente relaciones entre adicion y sustraccion y T8

Niikez) = 11k + 11kMq1p42) = 11(k + kM (114042))

Por tanto N1k + 2) €s maltiplo de 11.
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En bases de la forma 11k + 3

En base 11k + 3 un nimero N, esto es N1k + 3), €s divisible por 11 si y solo si la diferencia entre
el resultado de multiplicar la ultima cifra por 7 y el nimero formado por las cifras restantes del

namero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 11.
Ejemplos:

- Sea 1C25214), como su Ultima cifra es 2(14), hacemos 214y - 714y = 10(14). Ahora 1C252 14
—104y = 1C15@4), siguiendo el algoritmo tenemos S5pay - 7asy = 27a),
entonces 1C14) — 2714y = 198(14), ahora tenemos 84y - 714y = 40(14), €NtONCES COMO
40(14)> 19014y luego 40(14) — 19¢14y = 25014y Y 25(14) €S mUltiplo de B4y luego 1C25214) €s
multiplo de B(ua).

- Consideremos el numero 1202233, como su UGltima cifra es 2@, hacemos
2@3) -+ 213) = 112(3). Ahora 12023) — 1123, = 10203,, finalmente tenemos O3) - 21(3) = O(3),
entonces 1023 — 0y = 1023 y 1023 es multiplo de 1023 luego 120223 es multiplo de
1023

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la demostracion para multiplos de 7 en base 7k + 2. (Ver
Div7B7k2)

En bases de la forma 11k + 4

En base 11k + 4 un nimero N, esto es Nk + 4, €s divisible por 11 si y solo si la suma entre el
resultado de multiplicar la Gltima cifra por 3 y el nimero formado por las cifras restantes del

namero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 11.
Ejemplos:

- Sea 864335, como su ultima cifra es 3¢5, hacemos 3ps) - 3us) = 9us). Ahora

864 (15) + 95 = 86D15), siguiendo el algoritmo tenemos Dgs) - 35 = 29(s), entonces
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86(15) + 29015y = BOs). Finalmente tenemos Os) - 3(15) = O(15), entonces Byis) + O(1s) = Bs)
Y Bs) es multiplo de Bs) luego 864315 es maltiplo de Bss).

- Si tenemos 20334 como su ultima cifra es 34 entonces hacemos 3y - 3(s) = 21(4). Ahora
2034 + 214 = 230(4).Finalmente tenemos Oy - 3(4) = O(), entonces 23 + Oy = 234 Y
234 es multiplo de 23 luego 20334 es multiplo de 23 (4.

Demostracion:
Esta demostracion es similar a la realizada en multiplos de 5 en base 5k + 3. (Ver Div5B5k3)

En bases de la forma 11k + 5

En base 11k + 5 un ndmero N, esto es N +5), €s divisible por 11 si y solo si la diferencia entre
el resultado de multiplicar la tltima cifra por 2 y el numero formado por las cifras restantes del

numero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 11.
Ejemplos:

- Si tenemos 720A6) su Ultima cifra es Ag), entonces hacemos Aig) -2(16) = 14(16). Ahora
720¢6) — 14(6) = 70Cpg).Finalmente tenemos Cpue) 2p6) = 18u6), entonces tenemos
70016) — 18(16) = 58(16) Y 5816) €5 mUltiplo de B luego 720A 16 €s maltiplo de Bs).

- Sea 11044 su ultima cifra es 4, entonces hacemos 4) - 2 = 13(5). Entonces
110 — 13(5) = 42(5) y 42(5) es maltiplo de 14s) luego 1104 es maltiplo de 14s).

Demostracion:
Esta demostracion es similar a la realizada para maltiplos de 7 en bases 7k + 3. (Ver Div7B7k3)
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En bases de la forma 11k + 6

Un ndmero N (11 + 6) €S divisible por 11 si y solo si la suma entre el resultado de multiplicar la
altima cifra por 2 y el numero formado por las cifras restantes del nimero (sin la cifra de las

unidades), el resultado es maltiplo de 11.
Ejemplos:

- Sea 54515, como su ultima cifra es 5¢), hacemos 5¢) - 26) = 14(s). Ahora 5451) + 14
= 5505, siguiendo el algoritmo tenemos 5¢) - 2 = 14(), entonces 550 + 14 =
1004, ahora 4) - 2(6) = 12), entonces 100, )+ 12 = 112 Finalmente tenemos 2, -
26) = 4(), entonces 11 + 46 = 156 Y 156) es multiplo de 15¢) luego 545154 es
multiplo de 15¢,).

- Si tenemos 191417y como su Ultima cifra es 47y entonces hacemos 417y - 2(17) = 8.
Ahora 1917y + 817 = 19917, siguiendo el algoritmo tenemos 917 - 217y = 117 luego
19a7) + 117 = 2Aay). Finalmente tenemos Aury - 217y = 13a7) luego 217y + 1317y = 1547
y 1547y es multiplo de 15¢17) luego 19147y es multiplo de 15(7).

Demostracion:

Esta demostracién es similar a la realizada para multiplos de 5 en bases 5k + 3. (Ver Div5B5k3)
|

En bases de la forma 11k + 7

En base 11k + 7 un nimero N, esto es Nqik + 7), €S divisible por 11 si y solo si la suma del
producto de la cifra de las unidades por 1011k + 7y y esta cifra es multiplo de 11.

Ejemplos:

- Sea 225366(7, como su Ultima cifra es 67, realizando el algoritmo con la ultima cifra
tenemos 667 Ahora 22536(;y + 667y = 226357, siguiendo el mismo procedimiento
tenemos 557, entonces 2263 + 557 = 2351, ahora tenemos 11, entonces

2357 + 117y = 246(7), ahora tenemos 667, entonces 24(;y +66(7 = 123(7), finalmente
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llegamos a 33(7), entonces 12(7) + 33(7) = 45(7) y 457y es multiplo de 147, luego 2253667
es multiplo de 14).

- Si tenemos 233407y, como su Ultima cifra es 07, multiplicando esta por 10 y sumando 0,
tenemos 00(;).Ahora 2334(;y + 007y = 2334(7), siguiendo el algoritmo tenemos 44,
entonces 233(7) + 44y = 310(7), Finalmente llegamos a 007, entonces 317+ 00 = 31
y 31(7) es multiplo de 147), luego 233407 es multiplo de 14).

Demostracion:
Naisry = Ak + 7C, + (Alk + 7)7'Cmy + -+ (11k + 7)?Co+(A1k + 7)'Cy + (11k + 7)°Co, t €N

Sea M1k +7)un nimero de t cifras de que resulta de eliminar C, de N1k +7), €sto es:
Maie+7 = Qlk+ 7D 70+ Ak + 7 2Cog + -+ (11k + 7)Co + €4
Tenemos que:
Naik+7) = (11K + 7)Ma1k + 7y + Co
Segun la hip6tesis tenemos Mk +7)+ ((11k +7)'Co + (11k + 7)°Co) = 11w
Esto es
[11k + )7, + (11k + 7)72C,y + -+ (11k + 7)C, + €] + [(11k + 7' Co + (11k + 7)°C,] = 11w
Multiplicando a ambos lados de la igualdad por 11k + 7 tenemos

[(11k + 7)'C, + A1k + 7)) Comy + 4+ (11k + 7)?C, + (11k + 7)C,] + [(11k + 7)2Co + (11K + 7)C,]
= 11w(11k + 7)

Por T1, sumando y restando (11k + 7)°Coal lado izquierdo de la igualdad, tenemos

[(11k + 7)'C, + (11k + 1) Comy + -+ (11K + 7)2C, + (11k + 7)C,] + [(11k + 7)?Cy + (11k + 7)C,]
+ (11k + 7)°Cy — (11k + 7)°Cy = 11w(11k + 7)

Por T4,y T12 llegamos a

[(11k + 7)'C, + A1k + 7)1 Comy + -+ (11k + 7)°C, + (11k + 7)Cy + (11k + 7)°C,]
+ [(11k + 7)%Cy + (11k + 7)Cy — (11k 4+ 7)°C,] = 11w(11k + 7)

Como

Nawksry = ALk + 7)°C, + (11k + 7)71Coy + -+ (11k + 7)*Co+(11k + 7)'C, + (11k + 7)°C,
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Entonces
Naiesr + [A1k + 7)Co + (11k + 7)Co — (11k + 7)°Col = 11w(11k + 7)
Naisr + [A1k + 7)Co + (11k + 7)Co — (11k + 7)°Co] = 11w(11k + 7)

Como (11k + 7)%Cy + (11k + 7)Cy — (11k + 7)°C, = 11p, Si hacemos 11w(11k + 7) = 11q entonces

Asi que para que se dé esa igualdad, por propiedades de divisibilidad se tiene que N1k +7) €S

maltiplo de 11. Luego N(;1x47) es multiplo de 11.

En bases de la forma 11k + 8

En base 11k + 8 un nimero N, esto es N1k + g)€s divisible por 11 si y solo si la diferencia entre el
resultado de multiplicar la Gltima cifra por 4 y el numero formado por las cifras restantes del

namero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 11.
Ejemplos:

- Si tenemos 226043 su ultima cifra es 3(g), entonces hacemos 3 - 4@) = 12s), luego
22604 — 12g) = 22570). Ahora tenemos Og) - 4@) = O(g), luego 2257 — O(g) = 2257 g),
siguiendo el algoritmo 7y - 4(s) = 34(), luego 225, — 345 = 171, finalmente tenemos
1@ - 4s) = 4(s), luego 17@) — 4 = 13y 13es maltiplo de 13 luego 226043 s) es
multiplo de 13,).

- Sea 132044 su Gltima cifra es 4@ entonces tenemos 4g) - 4@ = 20@), luego
1320 — 20(s) = 1300(g), siguiendo el algoritmo O) - 4(s) = O(g), luego 130g) — O) = 130,
finalmente tenemos O - 4(s) = Og), luego 13 — O@) = 13() Y 13(g) €s multiplo de 13
luego 13204 g es maltiplo de 13(g,).

Demostracion:
Esta demostracidn es similar a la realizada para multiplos de 7 en bases 7k + 5. (Ver Div7B7k5)
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En bases de la forma 11k + 9

En base 11k + 9 un nimero N, esto es N1k + 9), €S divisible por 11 si y solo si la diferencia entre
el resultado de multiplicar la cifra de las unidades por 6 y el nimero formado por las cifras

restantes del nimero (sin la cifra de las unidades), el resultado es multiplo de 11.
Ejemplo:

- Si tenemos 672070 su ultima cifra es 0), entonces hacemos O) - 69 = O(), luego
672079 — O(9) = 67207 ). Ahora tenemos 7g) - 6(9) = 46(g), luego 6720(g) — 46(9) = 6663 g),
siguiendo el algoritmo 3(g) - 6(9) = 20(9), luego 666 — 20(9) = 6469, finalmente tenemos
69)- 6(9) = 40(9), luego 64y — 40(9) = 24(9)y 249 es multiplo de 12 luego 672070 es
multiplo de 12g).

- Sea 7348 su ualtima cifra es 8g), entonces hacemos 8y - 6 = 53, luego
734(9) — 53(9) = 6719), finalmente tenemos 1) - 6(9) = 6(g), lUEYO 67(9) — 6(9) = 61(9) Y 61(g)
es multiplo de 12g) luego 7348y es multiplo de 12g).

Demostracion:

Esta demostracion es similar a la realizada para multiplos de 7 en bases 7k + 5. (VerDiv7B7k5)

]
En bases de la forma 11k + 10

Un nimero N1k + 10) €s divisible por 11 si y solo si la suma de las cifras de posicion par se le
resta la suma de las cifras de posicion impar y se obtiene 0 0 un multiplo de 11.

Ejemplo:

- Sea 69872 entonces la suma de las cifras de posicion par es 7 + 9 = 16, la suma de las
cifras de posicion impar es 2 + 8 + 6 = 16, haciendo la diferencia tenemos 16 — 16 = 0,
entonces 69872 es maltiplo de 11.

- Si tenemos 60214 entonces la suma de las cifras de posicion pares 1 + 0 = 1, la suma de
las cifras de posicion impar es 4 + 2 + 6 = 12, haciendo la diferencia tenemos 12 — 1 =11,

entonces 60214 es maltiplo de 11.
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Demostracion:

Esta demostracion es similar a la realizada para el criterio n + 1 en base n segundo criterio. (Ver

Multiplosnmas1)
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4. conclusiones

Grandes matematicos como Leonardo de Pisa dedicaron un poco de su vida al estudio de este
tema, pues nos muestra unos criterios totalmente diferentes a los utilizados actualmente basados
en la regla del 9, tiempo después Pascal nos deja ver un asombroso criterio que sirve para todas

las bases:

“Dado que N = (a, ...a¢),Ro= 1, y Ri es el residuo cuando k es dividido por SR;_;para cadai=

1,2,...,n, entonces N es un maltiplo de k si y solo si T es multiplo de k (Ver Tabla2)”

Este recuentro historico nos sirvié para visualizar y reconocerla magnitud del trabajo que se ha
venido haciendo respecto al tema y tener ideas sobre donde empezar para buscar criterios

diferentes y creativos.

Con respecto a los criterios, podemos concluir que basarnos en los criterios base diez ya
conocidos nos permitié generalizarlos y realizar la extension para otras bases, por ejemplo, el
criterio de divisibilidad por n en base n estd basado en el criterio de divisibilidad por diez, el
criterio multiplos de n + 1 en base n, es el mismo criterio en base diez utilizado para la
divisibilidad por 11 y el criterio maltiplos de n — 1 en base n es el mismo criterio utilizado en la
divisibilidad por 9. De la misma manera, todos los criterios de divisibilidad por n en bases de la
forma nk + 10 o nk + w = 10, son los mismos conocidos en base diez, por ejemplo, en bases de
la forma 7k + 10 o 7k + 3, el criterio de divisibilidad por 7 es el mismo usado en base diez solo

que de manera general.

Sobre el contenido del trabajo, concluimos que los para saber si un nimero es multiplo de n en

base n, Unicamente basta con mirar la Gltima cifra, pues esta debe ser cero.

En bases de la forma nk, un nimero es multiplo de otro en base n si su Ultima cifra es multiplo de

n.

Los criterios de divisibilidad por 5y 7, son criterios analogos y comparten un algoritmo similar,
en donde debemos hacer una operacion con la cifra de las unidades y luego usar el numero que

se compone de las cifras restantes sin la cifra de las unidades.
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Hay algunos criterios que a primera vista parecen no funcionar en cuanto a la falta de relacion
que tiene con la base a la que esta escrito, como es el caso del segundo criterio de divisibilidad
por 7 en bases de la forma 7k + 3, pues, este criterio se comporta de manera diferente

relacionando la posicion de cada cifra del nimero con una potencia de 3.

La labor matemaética que se realiz6 nos sirvio para formar un cimiento en nuestra formacion
profesional para que en un futuro podamos producir investigacion y academia no solo en el
ambito matematico sino pedagogico, también nos permitié evaluar nuestras habilidades

matema@ticas y la manera en que comunicamos nuestras ideas.

Finalmente, esperamos que este trabajo sirva como base bibliografica a los docentes en
formacion de la Licenciatura en matematicas no solo de la Universidad Pedagogica Nacional,
sino de otras, con el fin de contribuir en posibles consultas asociadas al tema de divisibilidad,

como ¢En qué momento de los elementos aparece el algoritmo de la division como proposicion?
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