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2. Descripcion

Este trabajo estd dirigido a interesados en indagar sobre teoria de numeros,
sucesiones recurrentes en extensiones cuadraticas, el trabajo se basa en la indagacion y
exploracion de algunas extensiones cuadraticas de los enteros en donde se caracterizan
elementos denominados primos, compuesto, unidades y asociados a través de la relacion de
divisibilidad, al igual que se caracterizan en los nimeros enteros y en este modelo obtener
definiciones y caracteristicas de estos elementos més amplias, para en otras estructuras
como en el conjunto de los niUmeros enteros o naturales.

A partir de dichas definiciones en el documento se describe un método para hallar
las unidades en estas extensiones ya que resultan ser numerables, ademas, de criterios para
reconocer cudndo un numero puede ser definido como unidad, primo, compuesto o
asociado, dado que en la indagacion se utiliz6 como herramienta de exploracion a traves, de
patrones encontrados en tablas y dichas tablas fueron generadas por un software, para los
interesados en profundizar, en los anexos del documento se encuentra el codigo con el fin
de lograr un mayor comprension de los lectores.
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4. Contenidos

El documento contiene conceptos matematicos propios de la teoria de nimeros,
algebra lineal, sucesiones, estructuras algebraicas y teoria de conjuntos, los cuales se van
mencionando de una forma secuencial a medida que sean necesarios con el fin de
desarrollar el objetivo general que esta en el documento.

El documento esta organizado en nueve apartados, este comienza con los objetivos
generales y especificos, luego un marco referencial el cual contiene los conceptos
matematicos preliminares que se pueden encontrar en la literatura y que son necesarios para
el desarrollo del trabajo, luego, se definen los conjuntos P, los cuales son las extensiones
cuadraticas de los enteros en donde se desarrolla el problema planteado y se hace una
descripcion de las estructura algebraica de estos, de aqui, se establece una relacion de
divisibilidad para definir los elementos llamados primos, compuestos, unidades y asociados
los cuales después de ser caracterizados se encuentra un método para encontrarlos usando
sucesiones recurrentes en dos variables y haciendo uso de matrices y sus propiedades para
realizar algunas demostraciones o facilitar la escritura de las sucesiones, al finalizar en el
anexo contiene el codigo del programa utilizado para hacer exploraciones en estas
extensiones cuadraticas.

5. Metodologia

El interés de este estudio nace en el seminario del algebra de la UPN en donde a
través de la exploracion se intenta resolver problemas que se relacionen con la linea del
algebra, lo primero fue definir un conjunto que tuviera una estructura tal que permitiera
estudiar la relacién de divisibilidad, luego se empiezan a buscar elementos similares a los
que se describen en los enteros en la teoria de numeros, al tratar de caracterizalos y
encontrarlos se desarrolla un software que permite a través de la visualizacion de sus




resultados encontrar patrones numéricos, que partir de conjeturas, demostraciones y a
medida que avanza la exploracién van surgiendo preguntas, para desarrollar una teoria de
corolarios y teoremas; En mucho casos al encontrar una conjetura y tratar de demostrarla se
hace evidente que es necesario demostrar otros teoremas previos quedando asi una serie de
teoremas y corolarios ordenados de una forma secuencial y en dicho orden se
documentaron en este trabajo con el fin de responder una de las preguntas que surgieron en
el seminario y es en la que se enmarca el problema planteado.

6. Conclusiones

En el documento se detalla como surgen la mayoria de teoremas y corolarios a partir
de la exploracion y ademas, como teorias y conceptos matematicos que son abordados en el
plan de estudio de la licenciatura en matematicas del DMA-UPN en distintas disciplinas
que también pueden relacionarse directamente con el fin de solucionar un problema, en este
caso el problema es describir un método para encontrar unidades en una extensiones
cuadraticas particulares de los nimeros enteros, el cual se logré caracterizando sucesiones
recurrentes con dos variables.Para consolidar teéricamente este método fue necesario
implementar teoria de matrices, sucesiones, teoria de numeros teoria de anillo y teoria de
conjuntos.

De la misma manera se logro a partir del proceso inductivo ampliar las nociones de
ndmeros primos, compuestos, asociados y unidades ya que las definiciones postuladas de
estos elementos no pierden sentido al aplicarlas en los naturales, enteros y otras extensiones
cuadréticas de los enteros, y ademas brindando herramientas tedricas y de exploracion
(codigo desarrollado por el autor encontrado en anexos del trabajo) para continuar futuras
indagaciones en otras estructuras tipo anillo.
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1 INTRODUCCION

En la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia especificamente en la
Licenciatura en Matematicas se ha trabajado en un espacio no curricular denominado
seminario del algebra, asisten estudiantes manera voluntaria y algunos profesores que
dirigen el grupo para abordar y estudiar temas o problemas relacionados con la linea del
algebra, en el transcurso del afio 2014 y 2015 se trabajé la divisibilidad en diferentes
conjuntos numéricos. Los conjuntos estudiados fueron extensiones cuadraticas de los
nimeros denominados “super-conjuntos” en el seminario del algebra, estos tienen
estructura tipo anillo conmutativo como los nimeros de Minkowsky, los gaussianos y los
duales, estudiando alli la relacion de divisibilidad y caracterizando elementos como los

primos, compuestos, asociados y unidades.

El propdsito inicial del seminario era demostrar el teorema fundamental de la
aritmética en conjuntos numéricos no usuales es decir diferentes al conjunto de los nimeros
enteros o naturales, y para ello se empez6 por definir dos operaciones, revisar que
propiedades cumplen estos conjuntos con dichas operaciones, seguido de esto, caracterizar
las unidades, primos, asociados y compuestos, esto se hizo con ayuda de un programa
disefiado por el autor cuyo codigo serd descrito como anexo de este documento, con el
programa se agilizaron cuentas aritméticas como sumas y multiplicaciones entre estos
elementos, ya que por la cantidad de elementos de estos en estos stper-conjuntos reduce en
gran medida el tiempo para explorar y asi hacer conjeturas y respectivas demostraciones.



2 JUSTIFICACION

Este trabajo es una muestra a la manera de “hacer matematicas” en el “seminario del
algebra” de la Licenciatura en Matematicas del DMA-UPN en el periodo del 2015-1 y
2015-11, también, como la exploracion y la programacion, son herramientas Utiles para
llegar a la conjeturarian y posteriormente la demostracion, ademas, del interés por definir
objetos ya existentes en otras estructuras pero que dichas definiciones también sean validas
en todas las estructuras, es decir, que si se define de cierta manera un nimero primo en una
nueva estructura esta definicion también sea valida en otra, por ejemplo para los numeros
enteros o naturales, esto implica que se amplia la nocién de dicho objeto matematico que

para en caso son los nimeros primos, compuestos, asociados y unidades.

El trabajo también muestra la importancia de ciertos espacios académicos de la
Licenciatura en Matematicas ya que retne conceptos matematicos abordados en teoria de
nameros, algebra lineal, sucesiones y series, teoria de conjuntos, teoria de grupos y anillos
y aritmética, ademas, que para desarrollar este trabajo de indagacion, investigacion y
documentacién es necesario hacer uso de procesos como la comunicacién, formulacion de
problemas, razonamiento y la modelacion que son cuatro de los cinco procesos generales
segun Los Estandares en Competencias Matematicas brindados(MEN, 2006) por el
ministerio de educacién y que como docente en formacién es fundamental conocer medios

para desarrollarlos en los futuros estudiantes que tendré a cargo.

Finalmente otro aspecto importante de este trabajo es mostrar como un problema
qgue se genera a partir de un ambiente de investigacion es un medio para relacionar
directamente conceptos de diversas teorias y de nuevo ampliando la nocion de estos
conceptos y las relaciones entre ellos, como en este trabajo particular que relaciona
directamente las matrices, las sucesiones, la relacion de divisibilidad, clases de

equivalencia, orden y elementos de una estructura algebraica



3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Durante el estudio de las extensiones cuadraticas de los enteros "P,” definidas mas
adelante, se logro encontrar que sus elementos pueden ser catalogados como unidades,
primos, compuestos 0 asociados ya que se comportan de manera similar a los mismos
elementos de los enteros, pero, aunque se comportan de la misma manera hay algunas
diferencias estas animaron al estudio en estas extensiones en particular, por ejemplo, que
aqui la cantidad de unidades no es finita es decir que hay infinitos elementos con inverso
multiplicativo pero no todos los elementos tienen inverso multiplicativo, dado esto se
empez6 a complicar la tarea de definir cuales se pueden llamar primos, compuestos,
unidades o asociados por lo cual se empieza a buscar un método el cual permita

diferenciarlos y ademas encontrar las unidades.

Como el problema consiste en caracterizar sucesiones de dos variables definidas por
recurrencia donde los elementos de dicha sucesion resulten ser las unidades de P,, para
cada super-conjunto la sucesion caracterizada debe servir como herramienta para deducir
todas las unidades de este, para llegar a resolver esta pregunta es necesario tocar ciertos
temas de las extensiones cuadraticas las cuales seran abordadas en el documento, estos

temas son:

-La estructura algebraica de las extensiones cuadréticas P,
-Definiciones de los nimeros primos, compuestos, asociados y unidades en P,

-Orden lexicogréafico en P,

Como se relacionan las sucesiones de dos variables definidas por recurrencia con las
matrices 2x2 y a su vez con las unidades de P,Estos temas seran abordados ya que son
necesarios para demostrar la solucion al problema y asi finalmente mostrar cuales son y
como generar las sucesiones de dos variables definidas por recurrencia que generan todas

las unidades de P,.



4 OBJETIVOS

Ya teniendo conocimiento del problema que se pretende abordar, se plantearan los

objetivos para tener mas claridad de lo que se pretende responder en este documento.

4.1 Objetivo general

-Encontrar un método utilizando para caracterizar sucesiones de dos variables

definidas por recurrencia para encontrar las unidades en conjuntos P, donde t es de la

forma n? + — donde n, p son nimeros naturales.
2p p

4.2 Objetivos especificos

-Definir los stper-conjuntos P, y dos operaciones en estos conjuntos y explicar su
estructura algebraica.

-Consolidar la definicion de nimero primo, compuesto, asociado y unidad en los
nameros enteros, naturales y algunas extensiones cuadraticas de los enteros.

-Desarrollar y utilizar un software como herramienta para la conjuracién de algunos
teoremas que se plantearan en el documento, y que este genere las sucesiones que

solucionan el objetivo general, ademas, de las unidades de los stper-conjuntos P,.



5 MARCO DE REFERECIA

En esta unidad se explicitaran algunos conceptos matematicos y se enunciaran
teoremas que seran utilizados en el cuerpo del trabajo, estos se enunciaran en un orden
similar en el que se necesitaran, dado la anterior lo primero seré hablar de las extensiones
cuadraticas, ya que con ellas se definen los slper-conjuntos que son la base de todo el
trabajo.

5.1 Extensiones cuadraticas

En un conjunto R con dos operaciones definidas que seran llamadas suma (+) y
multiplicacion (*), si existe un ¢ € R tal que la ecuacion cuadratica x? = ¢ no tiene
solucién se puede generar una extension cuadratica de R o también a través de alguna
condicion impuesta por el autor como es el caso de los numeros duales los cuales se
mencionaran mas adelante, llamemaos esta extension el conjunto S donde los elementos de S
son de la forma a + bk donde a,b € R y k? = c, esto implica que la ecuacion x? = c si
tiene solucion en S y su solucion es 0+1k (Fraleight,1988),hay un ejemplo muy
conocido que el conjunto de los nimeros complejos, este es una extension cuadratica de los

ndmeros reales.

5.1.1 El campo de los nimeros complejos

Este primer ejemplo nos muestra una extension cuadratica expuesta por (Luque,
Mora y Torres, 2006), en “el conjunto de los niimeros reales” como todos sabemos por
algunos teoremas se cumple que para todo niimero real a si a # 0 entonces a? > 0, lo que
implica que ningin numero cuadrado es negativo y por tanto ningn niUmero negativo tiene
raiz cuadrada, en particular —1 asi que se define un nuevo elemento denotado i donde

i= —1.

Estos nimeros serian de la forma:



z=a+biconi*=-1

Ademas, aclaran que incluir este nuevo elemento puede acarrear problemas si no se

establecen reglas claras para su manejo, como por ejemplo:

1= -12

1= -12
1 1
1=(-1%2=(-1)"2
1=-1
Se incluyo este ejemplo para mostrar que no necesariamente las propiedades del
conjunto de partida con sus operaciones se heredan en la extensién cuadratica, y por ello es
necesario comenzar revisado que propiedades se mantienen y cuales difieren, centrdndose
en las propiedades que sean de utilidad para resolver el problema de estudio.

A continuacién el mismo libro muestra otro ejemplo de una extension cuadrética la
cual el mas parecida estructuralmente a las extensiones que se abordara en el trabajo ya que

es un anillo conmutativo.

5.1.2 El anillo ordenado de los numeros duales

Estos nimeros son conocidos como los nimeros duales o nimeros de Study, este
conjunto numérico interesa mas por tener estructura de anillo conmutativo, es en estas
estructuras donde estudiar la relacion de divisibilidad permite caracterizar elementos que en
estructuras como campos no tiene mucho sentido, asi que se definiran que propiedades
estructurales deben tener estos conjuntos para considerarse anillos conmutativos, de nuevo
(Luque et al., 2006) comenta gque en los nimeros reales para todo a y b nimeros reales se

cumple que:
siab =0, entoncesa=00b =0
En el caso particular en que a = b, este resultado implica que:

sia’? =0, entonces a = 0



Para lo cual no existe un real diferente de 0 cuyo cuadrado sea O, por lo cual se
plantea la ecuacion x2 = 0 con x diferente de 0 y dado que esto no es posible en los reales,
asi generando una extension cuadratica de los nimeros reales donde sus elementos son de

la forma:
z=a+bnconn>=0,yn#0

Ya abordando el concepto de extension cuadratica, es necesario conocer la minima
estructura algebraica necesaria para generar una extension cuadratica, esta estructura es un

anillo.

5.2 ANILLOS

Después de tener un conjunto numeérico se continta definiendo dos operaciones que
se puedan ensamblar y que cumplan una serie de propiedades para hablar alli de una

estructura multiplicativa, las propiedades necesarias se enuncian a continuacion.

5.2.1 Propiedades de un conjunto numérico con una operacion

Lo principal es definir algunos tipos de estructuras algebraicas por medio de las
propiedades que cumple un conjunto numeérico con una operacion binaria, dado un conjunto
G una operacién binaria es una funcién cuyo dominio es AxB y su codominio es un

conjunto C.

Dado un conjunto con una operacion (S,*), se dice que la operacion estd bien

definida si y solo si cumple la propiedad clausurativa o es cerrada es decir

Definicion. S es cerrado para la operacion * siysolosi axb €S
para todas las a, b € S. (Fraleigh, 1988).
Ahora teniendo un conjunto numeérico G con una operacion bien definida se puede

hablar de las siguientes propiedades:

Definicién. Una operacion binaria * bajo el conjunto S es conmutativa si y solo si
(axb) = (b=*a)paratoda a,b € G, (Fraleigh, 1988).



Definicion. La operacion * es asociativa si y solosi a*b *c =a (b *c) para
toda a, b, c € G, (Fraleigh, 1988).

También es necesario hablar por ahora de dos elementos importantes que pueden
aparecer en conjuntos cuando se define una operacion, los cuales son el elemento identidad
y el elemento inverso, pero estos se caracterizaran en la definicion de grupo como se hace
en (Fraleigh, 1988).

Definicion. Un grupo G,* es un conjunto G, junto con una operacion binaria * en

G, tal que satisface los siguientes axiomas:

- La operacidn binaria * es asociativa

- Existe un elemento e en G tal que exx =x*e =x para todas las x € G
(Este elemento e es un elemento identidad para * en G).

- Para cada aen G existe un elemento a' en Gcon la propiedad de que

a*xa=axa =e
(El elemento a’ es un inverso de a respecto a ).
Ya como se definié grupo y conmutatividad se definira grupo abeliano como esta en
(Fraleigh,1988).

Un grupo G,* es abeliano si su operacion binaria = es conmutativa.

5.2.2 Monoides y monoides conmutativos

Hasta el momento se tienen definidas dos estructuras algebraicas las cuales son los
grupos y los grupos abelianos, ademds, en necesario definir otra estructura algebraica

Ilamada monoide

Definicion. Un monoide (G,*), es un conjunto G, junto con una operacion binaria

en G, tal que satisface el siguiente axioma

- La operacién binaria * es asociativa
- Existeunelementoeen Gtal quee * x = x xe = x paratodas las x € G
Si un grupoide también cumple la propiedad conmutativa es un monoide

conmutativo



Cabe resaltar que aunque en las definiciones de las estructuras algebraicas ya
mencionadas no mencionan la propiedad clausurativa en su definicion, estas si la cumplen,
asi lo resalta (Fraleigh, 1998).

Se pueden hacer uniones entre estas estructuras por medio de ciertas propiedades
que pueden cumplir dos operaciones binarias bien definidas en un mismo conjunto por
ejemplo la propiedad distributiva, dado un conjunto G con dos operaciones + y * las que
llamarédn suma y multiplicacion respectivamente y de nuevo se definird la propiedad
distributiva a través de la definicion de anillo (Fraleigh,1998), y con esto es posible

definir anillo unitario y anillo unitario conmutativo.

Definicion. Un anillo (R, +,*) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias

+ y *, definidas en R tal que satisfacen los siguientes axiomas:

- (R,+) esun grupo abeliano.

- R, esasociativo.

- Para todas a,b,ce€e R, se cumple la ley distributiva a izquierda
ax b+c = a*xb + (axc) y la ley (distributiva a derecha

a+b xc= axc +(bx*c)

Definicion. Un anillo (R,+,*), es un anillo unitario si y solo si (R,*) tiene

elemento identidad.

Definicion. Un anillo unitario (R, +,*), es un anillo unitario conmutativo si y solo

si (R,*) cumple la propiedad conmutativa.

Ya terminando esta seccion se puede decir que los anillos son una estructura con
dos operaciones, donde la segunda operacion tiene estructura multiplicativa ya que
distribuye con la primera operacion que resulta ser un grupo abeliano, y dado que la
segunda operacién no cumple la propiedad invertiva, permite estudiar la relacion de

divisibilidad y con esta relacién caracterizar ciertos elementos.



5.3 DIVISIBILIDAD.

La divisibilidad en los conjuntos numéricos con estructura de anillo es la relacion
que permite hablar de nimeros primos, compuestos, asociados y unidades, estos nimeros

seran unos de los objetos ya caracterizados por medio de clases de equivalencia.

Se trabajara la relacion divisibilidad de una manera andloga como la definen en

Zuckerman y Nieven (1976), en el libro definen la divisibilidad en los enteros como:

Definicion. Un entero b es divisible por un entero a, no cero, si existe un numero c

entero tal que b = ac, esto se escribe a|b y se lee a divide a b y a es un divisor de b.

Se modificard esta definicion de divisibilidad ampliandola precisamente para
cualquier anillo con estructura multiplicativa, entonces, la definicion que se trabajara para

la divisibilidad sera:

Definicion. Dado un anillo G, se dice que un nimero b € G es divisible por un
nimero a € G, diferente de cero, si existe un numero c€ Gtal que

b = ac,donde a, b, c € G, este se escribe a|b y se lee a divide a b
Tomando el “cero” como el elemento idéntico en G con la operacidén suma.

Esta definicion es mas general y en si funciona también para Z, ahora como en Z
trabajando con esta definicion se generan elementos Ilamados unidades, primos,
compuestos y asociados, esto da pauta para preguntarse si estos elementos se pueden

encontrar en otros anillos, y ademas, si estos se pueden caracterizar.

5.3.1 Unidades, primos, compuestos y asociados

Como se menciond anteriormente, al tratar con la divisibilidad da pie para empezar
a trabajar en numeros como los son las unidades, los primos, los compuestos y los
asociados, tomando en cuenta que se trabajara con anillos unitarios se empezara definiendo

unidad como se definen en (Fraleigh, 1988) y en seguida nimero primo y compuesto.



Definicidén. Sea R un anillo con unitario, un elemento u en R es una unidad de R si

tiene un inverso multiplicativo en R.

Definicion. Se dice que un entero p > 1 es un namero primo, o simplemente que es
un primo, en caso de que no exista un divisor d de p que satisfaga 1 < d < p. Si un entero

a > 1 no es un primo, entonces se dice que es un nimero compuesto.

Definicion. Un elemento a en R es un asociado de un elemento b en R si existe una

unidad u en R tal que a = bu.

Al igual que con la definicion de divisibilidad méas adelante se modificaran estas
definiciones para que sean mas acorde a los stper-conjuntos trabajados, como se menciono
anteriormente si se pueden caracterizar estos elementos en los sUper-conjuntos, pero por
ejemplo la cantidad de unidades resulta ser infinita, asi que ahora es necesaria una
herramienta que permita encontrar cuales son las unidades sin recurrir a un software, para
ello las sucesiones definidas por recurrencia seran un método para encontrar dichas

unidades.

5.4 SUCESIONES

Esta seccion menciona definiciones y teoremas que se abordan en el estudio de
sucesiones en el trabajo y serdn de utilidad para encontrar las unidades de los super-

conjuntos.
Un conjunto ordenado de nimeros se llama una sucesion. En la sucesion:
A={ay,ay, ..,a, ...}

El numero a,, que ocupa el n-esimo puesto se llama el n-esimo elemento o el n-

esimo término de la sucesion. La sucesion se denota abreviadamente.

A = {ay}
Asi, una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto N de todos los

numeros naturales; al nimero n € N le corresponde el n-esimo o enésimo elemento de la
sucesion (Takeuchi, 1976).



Aparte de la definicion de sucesion se necesitaran otras propiedades que cumplen
las sucesiones como la convergencia, divergencia, limite de una sucesion, si esta es acotada
superior o inferior mente y méas ain en las sucesiones definidas por recurrencia, estas

propiedades se definiran como estan en el libro sucesiones y series de (Takeuchi, 1976).

Definicion. Se dice que un sucesion es creciente si

IA

A <Ay S A3 < <Ay < Apyg

Y decreciente si

v
v

=0, =203 220y = Apyq
O sea que es creciente si
n > k inplica a, < a;
Y es decreciente si
n < k inplica a,, < a;
Definicién. Una sucesion {a,} es acotada superiormente si existe una constante M’

tal que:
a, < M'paratodan

Definicion. Una sucesion {a,} es acotada inferiormente si existe una constante M,

tal que:
a, = My paratodan

Ya teniendo en cuenta estos conceptos que se utilizaran en el documento se dara
comienzo hablando de los super-conjuntos P,, los cuales, son los objetos en los que se

plantea el objetivo de este trabajo.



6 ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE P,

En esta unidad se definiran la familia de conjuntos llamados P, en los cuales se
planteo el problema de este trabajo, también, se explicara el tipo de estructura algebraica

que comparten estos conjuntos al definirles dos operaciones, “suma” y “multiplicacion”.

6.1 Super-conjuntos P,

Los super-conjuntos P, son extensiones cuadraticas de los nimeros enteros, que
como se menciond en el titulo 6, cada ecuacién x? = t sin solucion donde t es un entero

positivo, genera una extension cuadréatica llamada aqui P,.

6.2 Definicion de un conjunto P,

Los elementos de P, son de la forma a + bk donde k*=t,ke¢ZAt>1,y

a,b € Z quedando asi:
P,={a+bk|k*=tAt,a,bEZkEZAt>1}
El conjunto P, se dota de dos operaciones llamadas suma (+) y multiplicacion (x)
definidas de la siguiente manera:
Definicion.
a+bk + c+dk = a+c + b+d k
Definicion.
a+bk * c+dk = ac+bdk? + ad+ bc k

Dadas estas dos operaciones en P, seguiremos con demostrar las propiedades que

estas cumplen.
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6.3 Propiedades de la suma en P,

En esta seccion se demostraran propiedades que (P, +) cumple para ser un grupo
abeliano (la asociatividad, conmutatividad, existencia del modulo e inversos aditivos),
tenga muy en cuenta que en las demostraciones de esta seccion los pasos que no tienen

justificacion es porque son las propiedades de anillo en (Z, +,*).

-(Py, +) es asociativa.

Seanx,y,z € P,donde x =a+ bk, y=c+dkyz = e+ fk se tiene que:
z+ y+z
= a+bk + c+dk + e+ fk
= a+bk + c+e +(d+f k)
= a+ c+e + b+ d+f k
= a+c +e + b+d +f k
= a+c + b+dk + e+fk
= a+bk + c+dk + c+fk

= x+y +z

[
-(Py, +) es conmutativa

Demostracion:

Dados X,z € Pr,dondex = a+bk yz= c+dk, se tiene que

x+z= a+bk + c+dk
= a+c + b+dk
= c+a + d+bk
= c+dk + a+ bk

=Z*xX



-(Py, +) es modulativa, donde el elemento neutro es e = 0 + 0Ok.
Demostracion:
Suponga que 3Je€ P,Vx € P;dondex = a+bk ye=(c+dk) tal que
x + e = x, entonces
xt+e=x
a+bk + c+dk = a+ bk
a+c + b+d k= a+bk
es decir que
atc=a
b+d=0»b
¢ =0yd = 0por que en Z existe modulo
Entonces si 3e € P,Vx € P, donde e = (0 + Ok) tal que x + e = x Yy dado que

P, + esconmutativa entonces, x + e = e + x = x, asi que (P, +) es modulativa.

-(Py, +) tiene elemento inverso.
Demostracion:
Suponga que Vx € P;3(—x) € Ppdondex = a+ bk y —x = (c+dk) tal que
x + (—x) = e, entonces
x+(—x)=e
a+bk + c+dk = 0+ 0k
atc + b+d k= 0+0k

es decir que

at+c=0
b+d=0
¢ =—ayd = —bporque en Z existen inversos

Entonces, si se cumple que Vx € P; 3(—x) € P,donde —x = ((—a) + (—b)k) tal
que x+(—x)=e y dado que P, + es  asociativa  entonces,

x+ —x = —x +x=e,asique (P;,+) es modulativa.



Dado que (P, +) es un grupo se cumple que es cancelativa a derecha y a izquierda
(Fraleigh,1988), es decir que sia+b=a+c inpicaque b=cysib+a=c+a

implica que b = c.

6.4 Propiedades de la multiplicacion en P,
Ahora se demostraran que (P,*) cumple las propiedades necesarias para ser un

grupo conmutativo con modulo.
-(Py,*) es asociativa.
Demostracion:
Sean x,y,z€ P, donde x=a+bk, y=c+dky z=e+ fk con a,b,c,d
enteros se tiene que:
X*x Yy*Z
= a+bk x c+dk x e+ fk
= a+bk * ce+dfk?® + cf +dek

= ace+adfk® + bcf+bde k* + (bce+ bdfk?)+ (acf +ade k
= ace+adfk® + bcfk?®+ bdek? + (bcek + bdfk?k) + (acfk + adek
= ace+ bdek? + adfk?+ bcfk® + acfk+ bdfk?’k + adek + bcek )

= ace+ bdek? + adf +bcf k* + acf +bdfk? + ade+ bce k)

= ac+bdk?® + ad+bc k * e+ fk
= a+bk x c+dk * e+ fk

= X*Yy *Z

-(P,*) es conmutativa
Demostracion:
Dados x,z € P;,dondex = a+ bk yz= c+dk cona,b,c,d enteros, se tiene
que:
x*z= a+bk * c+dk
= ac+bdk? + ad+bc k



= ca+dbk? + da+cd k
= c+dk *(a+bk)

=Z*X

-(Pg,*) es modulativa, donde el elemento neutro es e = 1 + Ok.
Demostracion:
Suponga que 3Je € P,Vx € P,dondex = a+ bk ye=(c+dk) con a,b,cd
enteros tal que x + e = x, entonces,
x+e=x
a+bk * c+dk = a+ bk
ac + bdk? + ad+bc k= a+ bk
es decir que
ac + bdk? = a
bad + bc=b
¢ =1yd = 0resolviendo el sistema de ecuaciones en Z.
Entonces si Je € P,Vx € P, donde e = (1 + 0k) tal que x xe = x y dado que

P, * es conmutativa entonces, x x e = e * x = x, asi que P;,*) es modulativa.

Ahora (P,*) no tiene elemento inverso multiplicativo Vx € P,y a continuacion se
mostrara por qué no:

Suponga que Vx € P, 3(x"1) € P,dondex = a+ bk yx~!=(c+dk) tal que
x = x e, entonces

xxxl=e

a+bk * c+dk = 1+ 0k

ac + bdk? + ad+bc k= 1+ 0k
es decir que

ac+ bdk? =0

ad +bc=0



resolviendo el sistema de ecuaciones en Z queda:

a —b
c= yd=a2_k2b2

T a2 — k2p2
Entonces esta es la forma de ¢ y d y para que x ! exista, Vx € P, se debe cumplir
que ¢,d € Z , pero si x = (1 + 2k) cuando k? =t = 2 tenemos que ¢ = —% yd= —;,

por lo cual ¢,d & Z, y es por esto que (Py,*) no cumple la propiedad invertiva.

-(P;, +,*) distributiva con la multiplicacion respecto a la suma.
Sean x,y,z€ P, donde x=a+bk, y=c+dky z=e+ fk con a,b,cd
enteros se tiene que:
a+bk * c+dk + e+ fk
= a+bk x c+e +(d+f k)
= ac+te +bk?d+f + ad+f +bc+te k
= ac+ae + bk*d+bk?’f + ad+af + bc+be k
= ac+ae + bk*d+bk*f + ad+af k+ bc+bek
= ac+bk?d + ad+bc k + ( ae+ bk*f + af + be k)
= ac+bdk? + ad+bc k +( ae+bfk? + af +be k)
= a+bk x c+dk +(a+bk x e+ fk)
|

Dadas ya las demostraciones anteriores (P, +,*) tiene estructura tipo anillo
conmutativo con unitario, esto da pie para empezar a trabajar la divisibilidad en estos
stper-conjuntos, para dar mas claridad a cdmo se opera en estos conjuntos se plantean los
siguientes ejemplos, piense super-conjunto P y los elementos 6 + 5k y 2 + 1k, la suma
de ellos dos seria 6+5k + 2+1k = 6+2 + 5+1k=8+6k, y la
multiplicacion de ellos dos seria 6+5k * 2+1k = 6*2+5x1xk? +

5«2+6*1k como k?=t=5 queda 6+5k * 2+1k = 6*2+5x1*t +
5¥24+6x1 = 12+5+5 + 10+ 6 k=37 + 16k.



7 TEORIA DE NUMEROS EN P, (RELACION DE
DIVISIBILIDAD)

Como se mostr6 en el titulo anterior los sUper-conjuntos P, tienen estructura tipo
anillo conmutativa con unidad, se dice que (P;,*) tiene estructura multiplicativa donde se
puede hablar de una relacion de divisibilidad y esto permite cuestionarse ¢ elementos
pueden considerarse primos, asociados, unidades y compuestos?, en este capitulo se
definirdn estos elementos utilizando la relacion ya mencionada y utilizando definiciones
tales que funcionen también en los enteros o naturales, podria decirse que una vision mas

amplia del concepto de numero primo, asociado, unidad y compuesto.

Esta unidad es importante pues es el punto donde surge el problema planteado de
este documento, pero antes de hablar de esto se explicara como representar los elementos
de P, como parejas ordenadas con el fin de facilitar la escritura y dar una lectura mas

compacta al lector.

7.1 Representacion de los elementos de P, como parejas ordenadas

Cada elemento de P, se puede representar como una pareja ordenada, en la tesis de
( (Tafur, 2006), 2006) muestra como se definen las operaciones de los nimeros Duales en
plano cartesiano R?, de la misma manera se definen tomando a P, en R?, en donde si
x € P,y x = a + bk entonces x sera representado por la pareja (a, b) € R?, definiendo asi

la suma y la multiplicacion:

Definicion. Dadas las parejas ordenadas a,b , c,d € R?se define la operacion

sumacomo a,b + c¢,d =(a+c,b+d)

Definicion. Dadas las parejas ordenadas a,b , c,d € R? se define la operacion

multiplicacion como a,b * c¢,d = (ac + bdk?, ad + bc)
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El isomorfismo anterior no se demostrara ya que en la tesis “<ESTUDIO ALGEBRAICO
DE LOS NUMEROS DUALES” (Jiménez, 2006, pg.12)

Con estas dos operaciones definidas se puede establecer un isomorfismo entre los
P,y R?, y por ello de aqui en adelante donde sea conveniente se trabajara con la escritura
de parejas ordenadas, y ademas, trabajar con un isomorfo en R? permite establecer un
orden total de los elementos de P, (orden lexicografico), no sobra aclarar que este orden no
es compatible con las operaciones ya definidas, es decir, aqui no es posible definir un

conjunto de positivos.

7.2 Divisibilidad en P,

Como se mostrd los siper-conjuntos P, tienen estructura de tipo anillo conmutativo
con unidad y esto permitira hablar de la relacion de divisibilidad definiéndola de manera
similar que en el conjunto Z:

Definicidn. Sean los numeros a, b € P,, se dice que a divide a b si y solo si existe
un numero ¢ € P, tal que ac = b, se escribe a|b y se lee a es un divisor de b 0 a divide a
b.

Para demostrar posteriores teoremas y definir algunos conceptos es necesario
introducir un conjunto llamado aqui conjunto de divisores de Xx.

Definicién. Dado un elemento a € P, se llama conjunto de divisores de a al
conjunto cuyos elementos dividen a a en P, y se escribe D(a), en lenguaje conjuntista se
define como:

D a ={x€P;x|a}

Teorema 1. Sean los nimeros a, b, c € Py, si alby b|c, entonces a|c

Demostracion:

Dados a, b, c € P, donde a|by b|c, por definicion de division se tiene que existen
dfePi talqueaxd=bybx*f=c,seag€eP,dondeg=d=*f,

c=bxf= axd xf=ax d+«f =ax*g asi que existe un g € P, tal que

a * g = c, entonces, a|c.



Al trabajar con la relacion de divisibilidad en los numeros enteros se hablan de
unidades, primos, compuestos y asociados, asi que en este trabajo al tener un conjunto tipo
anillo y una definicion de divisibilidad, en este momento de la indagacion surge la siguiente
pregunta: ¢en P, también se pueden caracterizar elementos que se comporten de forma

similar que en los Z?

Para continuar esta parte del trabajo se quiere buscar que ndmeros pueden ser
unidades, para ello se observa como se comportan las unidades en Z (1 y —1), los cuales
cumplen dos propiedades en Z que se tendran en cuenta para buscar los candidatos a ser

unidades en P, estas propiedades son:

a. -ldivide a 1, es decir las unidades dividen al neutro multiplicativo

b. Las unidades dividen a cualquier nimero de Z.

7.2.1 Unidades en P,

Teniendo en cuanta las dos propiedades anteriores se buscan elementos en P, que
también cumplan estas propiedades ya que seran los primeros elementos a caracterizar
como unidades, se tiene que el médulo en P, divide a todo los deméas elementos por la
definicion de divisibilidad y si un elemento divide al modulo este dividira a los demas
elementos del conjunto por el teorema 1, cumpliendo asi la segunda propiedad, asi que si se
encuentran nimeros que cumplan la primera propiedad, entonces, cumplira las dos y es asi

como se halla un método para encontrar dichos elementos.

En P, el modulo es (1,0), asi que si se encuentran nimeros que tengan inverso
multiplicativos, por definicion estos dividiran a (1,0), para esto se disefio un software
dotado con un algoritmo para la division en estos conjuntos, el software por su cédigo

muestra las unidades como parejas ordenadas y ademas la muestra en orden lexicogréafico,



por lo tanto se daré la definicion de este orden, ademas, que este orden sera utilizado varias

veces en teoremas y conjeturas posteriores dentro de este documento.

Definicion. Dadas las parejas a,b,cd €R? (a,b) = (c,d)
siysolosi(a=b)V(a=b A c=>d ),y este se llama orden lexicogréfico.
Al buscar los divisores del modulo en P, el programa nombrado” divisores

unidades y sucesiones de P_t ” brindd los siguientes resultados:

ezcriba la pareja del cual guiere hallar sus divisores
1 .8

C1.@3=C1.8>

(1. 10e(—1.12
C3.23%(3,.-2>
P57 .50
C17,.125=(17.-12>
C41,290=(-41,29>
C99.780=(99 .70
(239,.1690=(-23%,
(577,488 >=(577 . -488 >
C1393,.9850=(-1393,.985>

m| s

(3363.2378>=(3363,.-2378>

C8119.5741>=(—8119.5741>

E;?Eﬂl.1336@)*(196@1,—13868)
in

llustracion 1.Resultados del programa al buscar los divisores de (1,0)

En la ilustracion 1 se muestran los resultados encontrados por el programa, como se
observa a partir de la tercera linea, en cada linea hay un par de parejas ordenadas y el
producto de cada par de estas es (1,0), de estos resultados se puede concluir que si la pareja

a, b |e entonces (a, —b) 0 (—a, b) es su inverso multiplicativo, ahora revisemos esto:

Caso 1

a,b * a —b
= a%?—k?b? ab —ab
= (a? — k?b?,0)

En este casos debe cumplir que a? — k?b? =1



Caso 2

ab * —a,b
= k?b%?—a?ab—ab
= (k?b?% — a?,0)
En este caso se debe cumplir que k?b%? —a? =1
Ahora usando una propiedad del valor absoluto tenemos que x—y = |y — x|,
aplicandolo acé surge el siguiente lema y el siguiente lema y el siguiente teorema.

Lemal. —1,0 |(1,0)

1,0 = —1x—1+0%0k?-1x0+1%x0 = —1,0 = —1,0 , es decir que para

—1,0 existeel —1,0 talque —1,0 * —1,0 = 1,0 entonces —1,0 [(1,0)

Teorema 2. Sea x,e € P, donde x = (a,b) y e = (1,0), si a |a® — k?b?| =1,
entonces, x|e.

Demostracion. Sea x,e € P, donde x = (a,b) y e = (1,0), si a |[a® — k?b?| =1
entonces x|e.

Sea x € P dondex = (a,b)y |a?—k?b?| =1, existe un y€ P, donde

y = (a,—b)
a,b * a —b
= (a? — k?b?,ab — ab)
= (a® — k%b?%,0)
Caso 1. Si a? —k?b%? =1

Entonces
a,b * a,—b =(1,0)

Asique a,b |e

Caso 2. Si a? — k?b? = -1

Entonces

ab * a,—-b =(-1,0)

Y es decir que a,b | —1,0 , también se tiene que

—1,0 |e, por el lema 1y
teorema 2 concluimos que a,b |e



Teorema 3. Sea x,e € P, donde x = (a,b) y e = (1,0), si x|e, entonces, |a? —
k?b?| = 1.
Demostracion. Si  a, b |e significa que tiene inverso multiplicativo y como se

a -b
2_k2p2’ g2—K2p2

mostrd anteriormente su inverso multiplicativo es de la forma (a ) y esto

a2—k2p2’ q2—Kk2p2

garantiza que € Z, ademas, por la definicion de P, también k% € Z y por

la cerradura de la sumay el producto en Z se garantizaran los siguientes pasos:

a 2 —b 2
aZ_kZbZ ’ a2_k2b2 €Z
a 2 -b 2
a2_k2b2 ’ a2_k2b2 *kZEZ
a? k?b?
aZ_kZbZ 27 aZ_kZbZ ZEZ
a? —k?b?
aZ_kZbZ 2’ a2_k2b2 ZEZ
a? —k2p2
aZ_kZbZ 2+ aZ_kZbZZEZ
a? — k?b?
ez’
1
Z ez <t
Asi que a? —k?b? = +1 concluyendo que a’? —k?*b? =1

Recordando que k? = t y que t es un entero positivo se puede reescribirla expresion
como a? — th? = 41, estas ecuaciones se llaman ecuaciones de Pell Fermat (Rubiano,
Gordillo, & Luis, 2004) las cuales son de la forma x? — Dy? = +1, en otras palabras las
parejas (x,y) que son soluciones enteras a una ecuacion de Pell Fermat resultan ser las
unidades de P, (en este caso D = t), en el trabajo no se pretende profundizar o indagar con
estudios asociados a esta ecuacion pero no sobra mostrar que existe una relacién entre las

unidades de estos conjuntos y las ecuaciones de Pell Fermat.



Hasta el momento con ayuda del software se han encontrado que existen elementos
en P, que tienen inverso multiplicativo diferentes del (1,0) y (—1,0), se ha mostrado que
los elementos que tienen inverso multiplicativo dividen a unidad y tal comportamiento es

igual a las unidades en Z dando como resultado:

Definicion. Dado e neutro multiplicativo de P, y un nimero x € P, si existe un

y € P, tal que xy = e entonces x es unidad.

Corolario 1. Sea x,e € P, donde x = a,b y e = (1,0), si x|e entonces x es
unidad.

Corolario 2. Sea x € P, donde x = a,b , |a? — k?b?| = 1 si y solo si x es unidad

Teorema 4. Sea xq,X3,Xx3,%4,6 €EP, donde x; = a,b ,x, = —ab ,x3=
a,—b ,x, = (—a,—b)ye = (1,0) si x;|e entonces x,|e, xs|le y x4|e

Demostracion. Sea xq,x,,X3,X,,e € P, donde x; = a,b ,x, = —a,b ,x3=

a,—b ,x, = (—a,—b), e =(1,0)y x|(1,0)

Por propiedades de los enteros se tiene que —a 2 = a?y —bh? = b2

Como a,b |eentonces se tiene que a? —th? =1

a’?—th? =1
| —a?—-t -b? =1
(=a,—b) =1
Entonces (—a, —b)|e
Ahora
a’ —th? =1
| —a 2—th?| =1
(—a,b) =1
Entonces (—a, b)|e
Ahora
a?—th? =1

la2—t —b 2| =1
(a,—b) =1



Entonces (a,—b)|e

Corolario 3. Sea x4, x,,x3,x, € P, donde x; = a,b ,x, = —a,b ,x3= a,—b ,
x, = (—a,—b) y x4 es unidad, entonces, x,, x3 y x, también son unidades.

Ya se tienen definidas las unidades, una manera de comprobar si un elemento de P,
es unidad usando el corolario 2, y gracias al corolario 3 al encontrar una unidad
inmediatamente se obtienen 3 unidades nuevas.

De nuevo viendo la ilustracion 1, el software muestra que existen varias unidades,
pero no dice con certeza si hay mas por las limitaciones de la memoria RAM, entonces
¢Cuantas unidades hay en un conjunto P.?, y dicha pregunta sera respondida haciendo uso

de las sucesiones de las cuales se hablard méas adelante.

La ecuacion a? — k%b? = 1 también brindo un método para dividir el conjunto en
clases de equivalencias a través de una relacién de equivalencia que Ilamaré cuasinorma,
estas clases de equivalencia seran una herramienta muy Util para definir los elementos que
nos faltan (primos, asociados y compuestos), ahora, para demostraciones posteriores

hablaremos de algunas propiedades que cumplen estas unidades.

Si tomamos la ecuacion de Pell Fermat a? —th? =1 y se grafica en el plano
cartesiano donde x = a y y = b da como resultado dos hipérbolas donde sus asintotas son

las

(ab)
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rectasy = i Yy y’ = i como se muestra a continuacion.

llustracion 2. Gréfica de la Ecuacion de Pell Fermat de las unidades en el plano
cartesiano

Se puede concluir a partir de la ilustracion 2 que la componente a siempre serd
mayor que la componente b en una unidad u = (a, b) con componentes positivas, el nico
caso en que no se cumple esto cuando la unidad es (1,1), pero esta unidad solo es unidad
en P,, la justificacion es la siguiente vamos a suponer que existe una unidad de la forma
u = (a, a) esto significaque a?—ta®? =1, a?1—-t =1, a> 1—t =1,comoaes

. 1 .
entero se tiene que a? = |a?|, a® = g comoaes entero esto solo puede ocurrir cuando

t = 2, asi que la primera unidad de P, es (1,1), y ademas, si t > 2 no existe una unidad
con componentes iguales y tomado la ilustracion 2 como justificacion se puede decir que
todas las unidades de P, cumplen que su primera componente es mayor que la segunda,
esta propiedad la usaremos para futuras demostraciones al igual que otras que seran

demostradas en esta seccion.

Corolario 4. La primera unidad de componentes positivas en P, es 1,1 usando el
orden lexicografico.

Corolario 5. En P, se cumplen que en toda unidad con componentes positivas la
primera componente es mayor que la segunda (con el orden usual en Z) a excepcion de la
primera unidad (primera unidad de componentes positivas usando el orden lexicogréafico).

Corolario 6. En P, con t > 2se cumple que en toda unidad con componentes
positivas la primera componente es mayor que la segunda (con el orden usual en Z)

En los tres corolarios anteriores se proponen teniendo en cuenta que t es un nimero entero

no cuadrado ya que son nuestros conjuntos en estudio.

Teorema 5 Dadas dos unidades u, y u,con componentes positivas si se tiene que
ug < (ug *up)y up < (ug *up) con el orden lexicogréfico.



Demostracion: Sea u, = (a,b) y u, = (¢, d) cada una con componentes positivas se tiene
que u, * up = (ac + tbd, ad + cb), portanto ac + tbd > a y ac + thd > ¢ concluyendo
que u, < (ug *up) Y up < (ug * up) por la definicion de orden lexicogréfico.

Para continuar con otras propiedades de las unidades es necesario introducir un nuevo
concepto llamado cuasinorma, ya que dichas propiedades serdn retomadas cuando se

comience a hablar de las sucesiones.

7.2.2 Cuasinorma en P,

Al trabajar con las unidades de P, se demostro que si para un elemento x = (a, b)
se tiene que |a? — k?b?| = 1 entonces x es unidad, a partir de esto se propone la siguiente
definicion.

Definicion. Dado x € P, conx = (a,b), la cuasinorma de x es igual a p donde
p = |a? — k?b?| y se escribe ||x|| = p o [|(a, b)|| = p.

Teorema 6. Para todo x € P, existe un nUmero entero p tal que | x| = p.

Demostracion: Sea x € P, con x = (a, b) se tiene que como a, b, k? € Z, entonces,
a?,b? € Z y en consecuencia |a* — k?b?| € Z por ser Z,+,x un anillo, si p = |a? —

k%b?| entonces existe p € Ztal que x = p.

Ahora, con la cuasinorma de un elemento de P, se define la siguiente relacion.

Definicion. Dados x,y € P, se dice que x estd relacionado con y si y solo si
| x [ =1yl

Esta relacion resulta ser de equivalencia ya que es transitiva, simétrica y reflexiva
Como se mostrara a continuacion:

Si esta x relacionado con y y y esta relacionado con z entonces x esta relacionado
con z

Si x relacionado cony y y esta relacionado con z significa que ||x|| = [|¥]| ¥

y =|z|| como la relacion de igualdad es transitiva se tiene que ||x]|| = ||z|| y por la

definicion de la relacién x esta relacionado con y quedado asi demostrada la transitividad.



Si estd x relacionado cony significa que ||x|| = ||y|] ¥ como la igualdad es
simétrica se tiene que ||y|| = ||x|] y por la definicion de la relacion y esté relacionado con
x quedado asi demostrada la simetria.

Sea d = ||x|| tenemos que d = d entonces ||x|| = ||x|| esto significa que x esta
relacionado con x quedado asi demostrada la reflexividad.

Con esto queda demostrado que la relacion es de equivalencia, ya que una relacion
de equivalencia debe cumplir estar tres propiedades segun el libro “Introduccion a la teoria
de conjuntos” (Muhoz, 2002).

Esta relacion de equivalencia se utilizara para caracterizar elementos de P,, por

ahora se postulara el siguiente teorema.

Teorema 7. Paratodo x,y € P; se tiene que ||x]|| * ||y|| = ||x * y||

Demostracion: Sean x,y € P, donde x = a,b ,y= ¢, d, x =py y =4q,
se tiene que
x x» y = |(ab| * cd
= a%?— k?b? * c* — k2d?
= a?—k?b? * c%?—k?d?
= a?c? —a?k?d?® — k?*b?c? + k*b?d?
= |a%c? — k?a%d? — k?b%c? + k*b?d?|
= |a%c? + k*b2d? — k?a?d? — k?b?c?|
= |a%c? + k*b?%d? — k?a?d? — k?b?c? + (2k*acbb — k?2acbd))|
= |a%c? + 2k?achb + k*b?d? — k?a?d? — k?2achd — k?b?c?|
= |a%c? + 2ack?bd + k*b?d? — k?a?d? — k?2achd — k*b*c?|
= |a®c? + 2ack?bd + k*b?d?) — k?(a?d? + 2adbc + b*c?|
= (ac+ k?bd % — k?(ad + bc)?|
= | ac + k?bd, ad + bc |
= |ab * cd |
=|xx*y|



Teorema 8. Dado x € P, conx = (a,b) si x = 0, entonces, x = (0,0)

Demostracion: Suponga que existe un x = a,b € P, tal que ||x]|=0y x no

es 0,0 , Por definicion de cuasinorma, esto significa que a? — k?b? =0

a? —k?b2 =0
a2 — k2b2
a=kb

Pero se sabe k no es un entero y si a = kb entoces a no seria entero, y si a no es

entero no es cierto que (a, b) € P, contradiciendo la hipdtesis, por tanto x = (0,0).
|
En el libro de algebra abstracta de (Fraleigh, 1988)se define cuando un conjunto
tiene divisores de 0, este dice asi, dado a un anillo R se dice que R tiene divisores de cero
“0” si y solamente si existen un a y un b diferentes de O tal que ab = 0 (Fraleigh, 1988),
ademas, si un anillo es no tiene divisores de 0 es un dominio de integridad, y un dominio de

integridad es un anillo cancelativo (Fraleigh,1988).

Teorema 9. P, Es cancelativo.

Demostracion: Supongamos que P, tiene divisores de 0 (en este caso 0 = (0,0)) o
sea que existen a,b € P, talesa# 0,0 yb+# (0,0) ya*b=0como 0 =0 por el
teorema 7 setieneque axb =0yque a * b =0 porel teorema 6, eso significa
que. a =00 b =0 yaque los enteros no tienen divisores de 0, ahorasi a =00

b = 0entonces a = (0,0) o b = (0,0) por el teorema 8 y esto contradice la hipotesis
por tanto se concluye lo siguiente:

a. P, no tiene divisores de 0.
b. P, esun dominio entero dado que no tiene divisores de O (Fraleigh, 1988).

c. P.esunanillo cancelativo dado que es un dominio entero (Fraleigh, 1988).

Ya con estos teoremas que muestran propiedades de la cuasinorma es posible volver a

retomar un instante el temas de las unidades o mostrar otras propiedades que cumplen.



Teorema 10. Sean (a, b) y (c,d) unidades con componentes positivas, existe una
unidad (x,y) tal que a,b x,y = (c,d) y no es posible que las componentes de (x,y)
sean negativas simultadneamente.

Demostracion: Sean (a,b) y (c,d) unidades se tiene que (a, b) divide a (c,d) por que

a,b |eye|(c,d), es decir, que existe un x,y talque a,b x,y = (c,d) ,y ademas,

por el teorema 7 se tiene que a,b *| x,y |=]|cd|, como (a,b) y (c,d) son
unidades, por el corolario 2 se tiene que a,b =1=|cd]|, es decir que 1=*
| x,y | =1,y ladnica manera para que esto ocurra es que | x,y | = 1 concluyendo

que existe (x,y) y ademas que esta es unidad también.

Ahora, supongamos que x Yy y son negativas simultaneamente esto implicaria que a,b *

x,y =(cd), ax+tby,ay+bx = c,d,comoxy y son negativos en los enteros se
tiene que ax + tby es negativo y ax + thy = ¢ pero c es positivo y negativo a la vez
llegando asi a una contradiccion, concluyendo que existe la unidad (x,y) tal que a,b *
x,y =(c,d) y no es posible que las componentes de (x,y) sean negativas
simultdneamente.

Teorema 11. Dada una unidad (a, b) si a®? — tb? = 1 su inverso multiplicativo es
(a,—b) ysia? — tb?> = —1suinverso es (—a, b).

(Tenga presente que a* + k?b? = |a® + tb*| Yaque t = k?)
Demostracion:
Dada una unidad (a,b), si a®? —th? =1 se tiene que a,b a,—b = a?—th,ab—
ba = (1,0)
Ahora si a? — th? = —1 se tiene que a,b —a,b = th—a%ba—ab = (—1)(a®-
tb*),ba—ab = -1 —1,0 =(1,0)
]

El siguiente teorema es de suma importancia ya que serd usado mas adelante cuando se

tome el tema de las sucesiones.

Teorema 12. Si (a, b) es la primera unidad con componentes positivas, entonces,
(a? + tb?,2ab) = a,b ?, es lasegunda unidad usando el orden lexicografico.



Demostracion: se tiene que (a,b) es la primera unidad de componentes positivas y se
quiere concluir que (a? + tb?,2ab) es la segunda unidad, para concluir esto supondremos
que existe una unidad (c,d) tal que a,b < c¢,d < (a®?+th?2ab) y (c,d) # (a® +
tb?,2ab) para llegar a una contradiccion.

Como (a,b) y (c,d) son unidades se tiene que existe un (x,y) que es unidad donde sus
componentes no son negativas simultaneamente por el teorema 10 tal que a,b x,y =
(c,d), y esto nos abre tres casos, el caso uno es que x y y tengan componentes positivas

simultaneamente el caso dos que x sea negativa y el caso tres que y sea negativa.

Caso 1
Se tiene que las componentes de x,y son positivas simultaneamente entonces
a,b x,y =(cd)porelteorema5 x,y < (c,d)y teniendo en cuenta que (c,d) es la
segunda unidad y (a,b) es la primera x,y = (a,b) por tanto a,b a,b = (c,d),
a? + th?, 2ab) = (¢, d) contradiciendo la hipétesis que (c,d) # (a? + tb?, 2ab) asi que el
primer caso no se puede dar.
Caso 2.
Se tiene la unidad de la forma —x,y tal que a,b —x,y = (c,d) donde x >0 y
y > 0, partiendo de esto se dira que:
Parte (a)
Six2—ty?=1

ab —x,y =(cd)

ab —-xy —x,—-y =(cd) —x,—y
a,b (1,0) = (c,d)(—x,—y)

a,b =(c,d)(—x,—y)

Y segln el teorema 10 esto no puede ocurrir ya que (a,b) al igual que (c,d) tienen

componentes positivas, entonces, entonces (—x,—y) no puede tener componentes

negativas simultaneamente llegando asi a una contradiccion.



Parte (b).
Six?2—ty?=—-1dondex>0yy >0
ab —x,y =(cd)
ab —x,y x,y =(ad) x,y
a,b (1,0) = (c,d)(x,y)
a,b = (c,d)(xy)
Y por el teorema 5 se tiene que a,b > (c,d) y como (a, b) es la primera unidad significa

que a,b < (c,d) al mismo tiempo llegando asi a una contradiccion.

Caso 3.

Se tiene la unidad de la forma x,—y talque a,b x,—y = c¢,d dondex >0yy >0,

partiendo de esto se diré que:
Parte (a)
Six2—ty?=1

ab x,—y =(cd)
ab x,—y x,y =(d) x,y
Siendo este el mismo caso 2 parte (b) llegando a la misma contradiccion.
Parte (b)
Six?—ty?=—-1dondex>0yy>0

ab x,—y =(cd)
ab x,—-y —x,—y =(c,d) —x,y—
a,b (1,0) = (¢, d)(—x,—y)
ab =(c,d)(—x,—y)
Siendo este el mismo caso 2 parte (a) llegando a la misma contradiccion, y asi finalmente
se concluye que esta unidad (c,d) no puede existir y que la segunda unidad de
componentes positivas es (a? + th?,2ab) donde (a,b) es la primera unidad de

componentes positivas.



Como vimos una unidad (a,b) cumple que |a? — tbh?| = lesta condiciones fue una
herramienta fuerte para hacer demostraciones y la seguird siendo para unas futuras
demostraciones, por tanto, se introducird una seccion que hablara de ella y se veran los usos

que se le dara en el trabajo.

Teorema 13. Dadas las unidades u, y u,, donde estas son la primera y la enésima
unidad de las unidades de componentes positivas con el orden lexicografico, se tiene que
U, = Uy

Demostracion: se tiene que u, = u, 2 por el teorema 12, ahora suponga que u, = u; ",
para concluir que u,,; = u; ™*', supongamos que u,,; = (c,d) y que u, < ¢, d <
u; ™1, como u, y (c,d) son unidades se tiene que u,, tiene inverso multiplicativo y es
u,t, entonces, u, *xu,** c,d =(c,d), sea x,y =u,’=*(c,d) como ambas son
unidades se tiene que el producto de sus cuasinormas es 1 por lo tanto (x,y) es unidad y
por definicion debe tener inverso multiplicativo, hasta el momento reemplazando
tendriamos que u, * x,y = (c,d), ahora, como u, y (c,d) tiene componentes positivas
no es posible que (x,y) tenga componentes negativas simultdneamente, por tanto esta
unidad (x, y) debe tener ambas componentes positivas 0 solo una negativa abriendo asi tres
casos.

Caso 1.

Se tiene la unidad de la forma —x,y donde x >0y y >0 tal que u,, —x,y = (c,d)

partiendo de esto se dira que:
Parte (a)
Six?2—ty?=1

u, —x,y =(cd)

Uy =%,y —X,—y =(c,d) —x,~y
U, (1,0) = (¢, d)(—x,—y)

U, = (¢, d)(—x,~y)

Y segun el teorema 10 esto no puede ocurrir ya que u, al igual que (c,d) tienen

componentes positivas, entonces, este (x,y) no puede tener componentes negativas

simultaneamente llegando asi a una contradiccion.



Parte (b).
Six?—ty?=-1
u, —x,y =(,d)
u, —x,y x,y =(cd) xy
U, (1,0) = (c,d)(x,y)
U, = (c,d)(x,y)
Y por el teorema 5 se tiene que u,, > (c,d) y como u,, < (c, d) por hipotesis se llega a una

contradiccion.

Caso 2.

Se tiene la unidad de la forma x,—y tal que u,, x,—y = (c,d) partiendo de esto se dira
que:

Parte (a)

Six2—ty?=1

ab x,—y =(cd)
ab x,-y x,y =(cd) x,y
Siendo este el mismo caso 2 parte (b) llegando a la misma contradiccion.
Parte (b)
Six?—ty?=-1

U, x,~y =(c,d)
Up X, =y —%-y =(c¢d) —xy~—
un(1,0) = (¢,d)(=x,~)
Un = (¢, d)(=x,~y)

Siendo este el mismo caso 2 parte (a) llegando a la misma contradiccion.

Caso 3. En que las componentes de (x, y) son positivas.



En esta caso x,y = (aq, b;) concluyendo que u, * x,y = (c,d), como u, = u; ",

u; "+ (ay, b)) =(c,d), uy "*xuy = (¢,d), u; "1 =(c,d)yaquesi x,y > (uy) se
tendria que u, * x,y >uy, u,* x,y > u; “*1, ¢, d > u; ™! siendo esto una
contradiccion con la hipdtesis, por lo tanto este x,y = wu, y concluyendo que c¢,d =
n+1

n — —
Up " *Up = Ug = Un+1-

Corolario 7. Toda unidad de componentes positivas se puede escribir como una
potencia de la primera unidad de componentes positivas en P,.

En este momento se definiran unos subconjuntos de P, a partir de la definicion de

cuasinorma ya que estos nos serviran para definir asociados, primos y compuestos en P,

Definicion. Dado un y € P,con y = (a,b) la clasenorma de y es un conjunto
donde estan todos los elementos de p, que tienen la misma cuasinorma que y este conjunto
se escribe [y], definido en leguaje conjuntista seria:

y ={:lxll =1y}

Corolario 8. Todas las unidades pertenecen la clase [(1,0)]

7.2.3 Asociados en P,

En esta seccion se definiran cuéles son los asociados de un numero en P,, teniendo
en cuenta el comportamiento de los asociaos en Z como se hizo con las unidades, en Z los
asociados se obtienen al multiplicar un namero por las unidades, es decir, el -2 es el
asociado del 2 porque es el producto entre la unidad -1 y el nimero 2.

Definicién. Dados x,y,z € P, donde x es unidad y z = x * y, entonces z es un

asociado de y.
Corolario 9. Dados x € P, x es asociado de x.

Nuevamente haciendo uso del software mencionado anteriormente se buscaron los
asociados de un namero cualquiera no unidad de P,, y como resultado mostro que existen

varios asociados con los nimeros ensayados, por ejemplo el (2,2) en P,:



ezcriba la pareja del cual guiere hallar sus divisores
2 .2

CB.10=C2,.1> C239.169>=(198.-148>
C1.80=C2,.2> (338.239>%=(-148.9%>
C1.1>=C2,.8> C478.3380=(27 .78
C2.80=C1.1> (577,488 >=(-478,.338>
C2.10=CB.1> CB16.577>=(338.-23%9>
C2,.20=(1.8> 1154, 816>=(-239.16%9>
C3,.20=(-2.2> €1393,985>=(1154.-816>
C4,.30%(2,.-1> €1970,13930>=(-816.577>
(6. 4>=(—1.1> C2786,19780=(577.-488>
C?.50%(6,.—4> (3363,23780=(-2786,1978>
€18, 7>=(-4.3> C4756,33630=(1970,-1393>
C14.180=(3.-2> C6726,47560%(-1393,985>
C17.120=(-14,18> C81192,5741 %6726, 47562
C24,.173=(10,-7> €11482,8119>=(-4756,3363>
(34.245%(-7_5> C16238,114825>=(3363,-2378>
A1, 290%(34,-24)

(LB, 41 0=(-24,17)

CB2.580=(17,-12>

(99.7@0=(—82,58)

(140,99 >»(58,.-41>

C198.1480%(—41 29>

llustracion 3.Asociados de (2,2) en P,

Teorema 10. Dado x € P, existe un asociado de x por cada unidad en P,

Demostracion. Sean x,y,z,a,a’ € P, donde y, z son unidades, a = x *y, a’ = x *
Z,y # z,supongaque a = a’
a=a
X*y=X%*Z
y=z

Contradiciendo que y # z asi que por cada unidad existe un asociado de x.

Teorema 11. Dados x,y € P; si x es asociado de y entonces x € [y].

Demostracion. Si x es asociado de y entonces existe una unidad z tal que y * z = x,
por el corolario 2 se tiene que z = 1, por el teorema 5 se tiene que existe un p € Z* tal
que y =pyporel teorema 6 podemos decirque x = yxz = y * z =p=*
1 =p,esdecirque x = 1y ,ypordefinicion de clasenorma se tiene que x € [y].

|

Teorema 12. Dado x € P, con x = a,b , entonces, —a,b, a,—b, —a,—b €

[x].



Demostracion. Se tiene que x = |a? — k?b?|, y ademas, por propiedades de Z
que
—a 2 =a?y (—b)? = b? entonces
—a,b  =|(—a)®> - k?b?| = a®—k?b? =| x|
asique —a,b € x
a,—b =|a*—k%*(—b)?|= a®*—k?b? =|x |
asique a,—b € x
—a,b— =|(—a)* —k*(-b)?| = a?—k?b? =| x|
asi que (—a,—b) € [x]
|
Inmediatamente demostrado este teorema se espera el reciproco, este reciproco no
fue posible demostrarlo con la teoria obtenida hasta el momento, y aunque no parece, es
necesario implementar mucha mas teoria para demostrarlo por lo mismo este teorema
tendra un papel especial en este documento lo llamaremos la “conjetura del tamafio de la
clase norma” ya que al demostrarlo se puede asegurar que el tamafio de todas las
clasenormas es el mismo, a continuacion se mostrara el enunciado y la primera idea de
demostracion mostrando cual fue el obstaculo para culminar la demostracion y a su vez
haciendo una invitacion al lector a intentar demostrarlo de esta forma, ya que aungue no
pudo ser demostrada por el autor utilizando la teoria mencionada hasta el momento, no

afirma que no sea posible.

Conjetura del tamafio de la clasenorma. Dados x,y € P, x € [y] entonces x es
asociado de y.

Demostracion sugerida: Para demostrar este teorema basta con encontrar una
unidad u tal que x * u = y, y para ello es necesario partir la demostracion en tres partes las
cudles seran las siguientes:

a) Suponer que existe un elemento u = (p, q) y deducir como es la formadepy q.
b) Demostrar que si existe ese elemento u entonces u = 1 para decir que esta es

unidad



c) Demostrar que p, q € Z para asi afirmar que existe tal u en P;
Parte a:
Supongamos que existe un u = (p,q) € P, tal que xxu =y, sea x = (a,b) y
y = (c,d)
X*xu=y

ab *x pq = cd

ap + k*bq = ¢
bp+aq=d
Resolviendo el sistema de ecuaciones nos queda:
ac — k?bd
P= e
ad — bc
1= @ ke
Parte b:
Se tiene que x € [y], por definicién de clasenorma | x | =| y | es decir que

la? — k?b?| = |c? — k2d?| el cual se tendra en cuenta mas adelante

Sea u de la forma:

ac — k*bd ad — bc

u= aZ_kZbZ 'aZ_kZbZ
ac—k*bd ©° . ad-bc *
u = a? — k2p2 a2 — k2p2
ac — k?bd ? 5 ad — bc ?
U = |— P
aZ — k2p2 2 aZ — k2p2 2
ac — k?bd 2 — k? ad — bc ?
u =

4% — k2b2 2
a’c? — 2k?achd + k*b?d?* — k? a*d? — 2abbc + b?c?
4% — k2b2 2 |
a?c? — 2k?*achd + k*b?*d?* — k?a?d? — k?2abbc + k?b?c?
4% — k2b2 2 |

u =|




a’c? + k*b?d? — k?a*d? + k?b?*c? + 2k?*acbd — 2k?*achd
| a2 — k2p2 2

a’c® + k*b?d? — k?a®d? + k?b?c?

u = a? — 2p2 2
a’c? + k*b?d? — k?a?d? — k?b?c?
u =| a? — 2p2 2 |
a’c? — k?a?d? + k*b?*d? — k*b?c?
u =| aZ — k2p2 2
a’ c? —k?*d? —k?b? c? — k*d?
u =| aZ — k2p2 2 |
(a2 — k2b?)(c? — k2d?)
u =| a2 — k2p2 2
Y como |a? — k?b?| = |c? — k?d?|
i aZ _ k2b2 2
u =| a2 — 2p2 2 |
u =|x1|
u =1

Y por el corolario 2, u es unidad.

Parte c:

Ahora, solo falta demostrar que p,q € Z esta es la parte que no ha sido posible

demostrar 'y se resume a demostrar que si  dados a,b,c,d € Z donde

ac—k?bd __ad-b
az_kzbz'q T a2—k2

a’? +th? =|c?+td?*|yp= ;2 entonces p, q € Z, estaes la parte a la

que el lector es invitado a intentar demostrar, sin embargo, este teorema no serd necesario

para el desarrollo del trabajo pero result6 interesante y por es mencionado.

Hasta aqui se menciona la teoria necesaria de las unidades en P, para solucionar el

problema planteado y se abordara ahora que son los numeros primos y compuestos en los
stper-conjuntos P;. }



7.2.4 Primosy compuestos en P,

Segun la definicion de ndmero primo en los enteros, los primos son aquellos
numeros cuyos divisores son las unidades y sus asociados, dado que en P, la cantidad de
divisores de un numero en P, es “grande” en comparacion con Z como lo mostro el
programa, se usaran las clasenormas y un conjunto llamado el conjunto de divisores.

Definicion. Se llamara conjunto de divisores de x al conjunto conformado por todos
los nimeros que dividen a x y este e escribe D, en lenguaje conjuntista se define:

Dy={yePuy|x}

Siguiendo la definicion en los Z, con el corolario 2 y teorema 8 se define asi un
ndmero primo.

Definicion. Se dice que x € P, es primo si y solo si | x | # 1 y para todo y €
Dy y =10 y =]|x|

Esta definicion asegura que si a un elemento lo divide una unidad o un asociado
exclusivamente resulta res primo al igual que los primos en Z, por ejemplo pensemos es el
numero (2,2) en P53 setiene que (2,2) = 8, ademas, (1,1) * (2,0) = (2,2) es decir que

1,1,(2,0) € Dz ypues (1,1) =2, (2,0) =4 esdecir que ninguno de estas dos
nameros son unidades o asociados de (2,2), por ende, (2,2) no deberia ser primo, sino méas

bien un compuesto, por ello la definicién anterior.

Ahora suponga de un x € P, donde existe un y €D, y |y |# | x| # 1, x es un
candidato para considerarse compuesto, esperando que al igual que en Z este también sea
producto de al menos dos primos de P,.

Definicion. Se dice que x € P, es compuesto si y solo existe un y € D, tal que

lyl#x|#1

En esta unidad se definieron las unidades los asociados y utilizando la clasenorma
se definieron los primos y compuestos en P,, ademas, si tenemos un elemento de P, usando

la cuasinorma podemos establecer si dos nimeros son asociados, el conjunto de divisores



podemos decir que tipo de nimero es (primo 0 compuesto), ademas se agrando un poco
mas los conocido de su estructura ya que ahora sabemos que es un dominio entero y las

implicaciones que lleva ser dominio entero ya mencionadas algunas anteriormente.

Como ya se menciong, la cardinalidad del conjunto de unidades es igual a la de los
asociados, ahora si tenemos un ndmero primo todos los nimeros que pertenezcan a su
clasenorma sera también un namero primo y funciona igual para los compuestos, asi que si
tenemos un numero primo al multiplicarlo con una unidad obtendremos otro primo. Con

esto podemos hablar del planteamiento del problema.

7.3 Planteamiento del problema

Ya con la teoria obtenida hasta el momento se puede pensar en abordar el problema
planteado, la primera pregunta es ;cuantas unidades hay?, ;cuantos asociados de un
ndmero? y ¢hay un método para hallar las unidades usando sucesiones recurrentes en dos
variables?, hasta el momento solo podemos decir es si un nUmero es primo compuesto 0
unidad, Al continuar explorando estos se observo que las unidades se pueden obtener a
partir de un patrén que define unas sucesiones recurrentes en dos variables y que son una
herramienta clave para resolver el problema de esta trabajo y asi con ellas responder si ¢

hay un método para hallar unidades y saber cuantas unidades hay?.

8 METODO DE ABORDAR EL PROBLEMA

Para desarrollar el problema se comienza observando el comportamiento de las
unidades con componentes positivas de P, ordenadas con el orden lexicografico, ya que al
estar ordenadas de esta manera es posible observar patrones en ellas y a su vez, establecer
conjeturas y desarrollar teoremas ya mas enfatizados a la solucién del problema para este

trabajo.



8.1 Comportamiento de las unidades en P;

Una de las preguntas que se pretende responder es ¢;cuantas unidades hay en P,?,

para ello nuevamente se hace uso del programa con el fin de deducir un método diferente

para hallar las unidades y el total de ellas, y asi no depender el software.

m (1,0) (1,0) (1,0 (1,0) (1,0) (1,0) (1,0)
Ly @D @y (5.2) (8,3) (3.1) 3.1)

m (3,2) (7,4) (9,4) (49,20) (127,48) (17,6) (19,6)
m (75) (26,15) (3817)  (485,198) (2024,765) (99,35)  (117,37)
m (17,12) (97,56) (161,72) (14801,1960) (32257,12192) (577,204) (724,228)

Tabla 1. Primeras 5 unidades para algunos valores de t

Se explicaran algunas cosas de la tabla 1 que servirdn también méas adelantes, lo
primero es que el trabajo se centrara en hallar las unidades con componentes positivas, ya
que recordando, si tenemos una unidad en consecuencia tenemos otras tres por el corolario
3, por ello en la tabla se colocaron solo unidades de componentes positivas, segundo,

siempre se describird como u, al moédulo de la multiplicacion.

Note que en la tabla 1 no importa el valor de t siempre se cumple que u, < u; <
u, < uz < uy con el orden lexicogréfico y por el cédigo del programa se puede asegurar
gue no existe una unidad menor a u, de componentes positivas que no esté en la tabla, asi
que utilizar el orden lexicogréafico resulta conveniente y util para estudiar la carnalidad del

conjunto de unidades este conjunto lo denotaremos U,

Definicion. U, = {x € P;: x es unidad}

51



Sea u; un elemento de U, las componentes de u; se denotaran a; y b;, es decir,
u; = (a;, b;), viendo la tabla 1 cuando t =5,a; =38 y b; = 17 para usdefinir cada
componente de una unidad resulta ser de utilidad ya que explorando la tabla se indujo que
estas unidades se pueden describir de una manera recurrente, es decir, una unidad se puede
deducir utilizando las componentes de la unidad anterior, por ejemplo cuando t = 2 fijese
en u,,u, Y us de aqui se tiene que b, =1, b, =2, b3 =5,a, =1,a, =3y a; =7, por
ahora concentrese en las componentes b;, b, = 2 =1+ 1 = a; + b, ocurre lo mismo con
b; =5=34+2=a,+ b, de aqui se induce que b, = a,_, + b,_, ahora fijese en las
componentes a; estas también se comportan similar, puede comprobar que
a, = a,_, + 2b,,_, en donde podemos concluir que una u,, € U, se puede describir como

Up = (@p-1+ 2by—1, 51 + bp4)

Este es un claro ejemplo de lo que se quiere lograr en todos los P, es conseguir una

sucesion por recurrencia definida en dos variables las cuales me generen las unidades de

componentes positivas, lo esperado es definir esta sucesién a partir del valor de t.

8.2 Sucesiones en dos variables definidas por recurrencia

Como se evidencid en la seccion anterior se espera que las unidades en P, se
pueden describir a través de una sucesion definida por recurrencia en dos variables, donde
estas variables seran las componentes de las unidades en cada P,. El estudio de este trabajo
pretende caracterizar alguna sucesion para cada conjunto P, y las denotaremos S;.

Definicion. Una sucesion S; es una funcion que va de N en NxN y esta se define

por recurrencia de la siguiente manera:

So = ag, by = (1,0)

Sp = (XoQn—1 + Yobn—1,X10n_1 + Y1byn_1)

Como se ve en la definicion anterior una sucesion de S; estd compuesta de 4

coeficientes llamados x,, x4, v, Y y,a partir de ellos y otras condiciones podremos ligar una



sucesion S; a un conjunto P, ahora, para que una sucesion se pueda ligar al conjunto debe

cumplir que:

1. Paratoda s, € S;, s, es unidad en P,.

Como el cardinal de elementos de sucesion es el mismo del conjunto de los nUmeros
Naturales si se encuentra una sucesion que cumpla la condicion y que todos los elementos
de S; sean unidades de P, entonces quedaria demostrado que el cardinal de las unidades
con componentes positivas seria numerable, ahora, para una mayor facilidad de escritura de
las sucesiones S; utilizaremos una matriz que para representar una sucesién de estas.

Definicion. Una matriz M, es una matriz cuadrada de tamafio 2x2 que representa
una sucesion S, donde los coeficientes de la matriz serdn a; ; = xp, a1, = Yo,y 1 = X1 Y
a,, = yq, es decir la matriz:

Xo Yo

My = X1 W

Representa la sucesion S;:
So = ag,by =(1,0)
Sn = (Xoan-1 + Yobn-1,X1an-1 + ¥1by—1)
Ya con esta matriz definida se comenzara mostrando un algoritmo para hallar una

sucesion S;.

8.3 Como obtener una sucesion S,

Nuevamente vamos a observar la tabla 1 y con los datos que estan ahi vamos a
construir las componentes x,, x;, Vo Y ¥, de la sucesion S5, o primero que se necesita es
tener las unidades u, y u,, para esto no hay un método diferente que “al tanteo”, asi que
por ello se hace uso del software para obtener estas primeras unidades, teniendo estas

unidades se siguen los siguientes pasos para encontrar la sucesion:

1. Conocer ugy, uq y us.

2. Escribir a u,en términos de u,.



3. Escribir a u, en términos de u, utilizando los datos del paso 2.

Para mayor comprension del lector se realizaran dichos pasos para el conjunto P,
se sabe que u, = 1,0 y con ayuda del software se obtiene ,u; = (2,1)y u, = (7,4)

teniendo asi el paso uno, y ahora se procede con el paso 2.

En esta parte no sobra recordar que la sucesion debe tener la siguiente forma s,, =

XoQn_1 + Yobn-1,X1a,-1 + Y1b,—1 ,y que la finalidad es encontrar lo valores xq, X1, Yo ¥ ¥1-

Como dice el paso 2 se escribe u, en términos de  u,:
u; = (xoag + Yobo, x1a¢ + y1by), coOmo  uy = (1,0) y u; = (2,1) reemplazando tenemos
que uy = ((x¢)1 + (¥9)0, (x1)1 + (y1)0),, es decir que:
a,=2= x5 1+ (y,)0
by =1=(x1)1+ ()0
Asi que:
Xg =2
x; =1
Ahora en el paso 3 se escribe wu,=(7,4) en términos de uy:
u, = (xpa, + yob1, x1a, + y1b;1), pero como ya se tiene que x, = 2 'y x; = 1, entonces:
U = (2ay + yoby, a; + y1by)
Como a; = 2y b; =1 entonces:
u; = (4+vy0,2+y1)
Y por altimo como u, = (7,4)

a2=7=4+y0

b2=4‘=2+y1
Yo =3
y1 =2

Asi encontrando los valores que buscabamos, x, = 2,y,=3,x;, =1Yy y, =2,

siendo entonces S;:



So = Qy, bo = (1,0)
Sp = (2ap-1 + 3by—y,1ay_1 + 2by4)

0] de una forma mas reducida
2 3
Ms = 1 2

Ya con este ejemplo se puede pensar en una forma general de encontrar estas

sucesiones utilizando el mismo algoritmo, como u, = (1,0) para para cualquier ¢, entonces,
up = (xo 1+ ¥ 0, x3 1+ (¥)0)
a; = % 1+ (¥)0
by = (x1)1+ (¥1)0
Xo = aq
Xy = by
Y nuevamente escribiendo u, en términos de u,se tiene que:
Uy = Xoaq + Yoby,x1a1 + y1bq
Reemplazando ya en x, y x; queda que:
a, = ai + yob,
b, = bia, +y1b,
Yo = (a; —ai) /b,
y1 = (b — biay) /by
Quedando asi xy,x1,Y9 Y Yy en términos de a,,a,, b, y b,, esto sirvid para

desarrollar un codigo que generara dichas sucesiones y asi continuar con la indagacion del

problema.

8.4 Propiedades de S,

Como se mencién anteriormente se desarrollé un codigo que dado un valor para t
hacia lo siguiente, primero calculaba las dos primeras unidades y con ellas establecia el

valor de x,, x1,y, Y y; como se mostrd en la seccidn anterior, estos datos se organizaron en



una tabla donde los valores de t van del 2 al 50, y omitiendo los valores donde t es un

cuadrado, dicha tabla es la siguiente:

0 N o O

10
11
12
13
14
15

17
18
19
20
21
22
23
24

26
27
28
29
30
31

Xo

w o o N

10

18
15

17
170

55
194
24

26
127
70
11
152

Yo

12
21

25
33
24
65
56
15

17
72
741
40
252
924
115
24

26
135
672
377
60
846

X1

R W N R

= A~ O N W

39

12
42

24
13

273

Y1

w o o1 N

10

18
15

17
170

55
197
24

26
127
70
11
152

56



32
33
34
35

37
38
39
40
41
42
43

44

45

46

47
48

50

35

17
23
35

37
25
19
32
13
348

199

161

243

48

7

33

048

96
132
204
35

37

228
156
120
205
84

228

132

108

165

329
48

50

[o2 I SN OV ]

N o w B o

531

30

24

358

1

35

17
23
35

37
25
19
32
13
348

199

161

243

48

7

Tabla 2. Tabla que muestra los valores de x,, x1, ¥, Y ¥, para los primeros valores

det

Observando la Tabla 2 se evidencian las siguientes condiciones que cumplen estas

primeras sucesiones:

1. Paratodo valor de t se tiene que x, = y;

2. Paratodo valor de t se tiene que ? =t0y, =Xt
1

A partir de ello se puede concluir que para encontrar una sucesion S; como y, Y y;

estan escritos en términos de x,, x; Y t, la tarea para encontrar estas sucesiones se reduce a



escribir x, y x; en términos de t, ademas, si comparamos los valores de la Tabla 1 con los

de la Tabla 2, se puede conjeturar que:

3. Paratodo valor de t se tiene que x, = a, Y x; = by

Por esto a partir de ahora se trabajara solo con las sucesiones que sean de la forma

So = ag, by =(1,0)
Sn = (XoQn—1 + tX1bp_1, %1051 + Xobp—1)
Y como la sucesion se redujo a dos incognitas a partir de ahora x, = x y x; =y,
teniendo ahora para estudiar las sucesiones de la forma:
S¢=
So = ag, by =(1,0)

Sp = (XQp_1 + tyby_1,Yan_1 + xXby_1)

Teorema 13. Dada la unidad u, = a;, b, € P, esta genera a la matriz M, =

b (t . i6n S i
Zl la( )" describe una sucesion S¢ ligada a P,.
1 1

Esto se demostrara por induccion:

M, = Zl bla(t) Describe  por  definiciobn  la  sucesion S
1 1

So = ag, by =(1,0)
Sp = (a1ap_1 + by t by_q,b10_1 + a1by_4)

so= 1,0

so =[12+40%=1=1
Asi que s, es unidad

Suponga que s, = (a,, b,) es unidad eso implica que divide al neutro
multiplicativo por tener inverso multiplicativo y por el teorema 3 que:
s, = a:—thb? =1a%2—-th? =1

Segun la sucesion s, ., = (a,a, + by t by, bia, + a.by,)



Sn+1 = | alan + b1 t le' 2 . t blan + albn 2|
Spe1 = a2a+ 2a,an,b; t b, + b? t? bz — t(ba? + 2b,a,a,b, + aib? |
Spy1 = |a%a721 + 2a,a,b; t by + b% t? brzl - (t)b%a% — 2(t)byana,b, — (t)a%b,ﬂ

Spy1 = |a%a721 + 2a,a,b, t by, — 2(t)biana, b, + b12 t? b?z - (t)b12a721 - (t)a%b‘rzll

Sne1 = laian + b t? by — (O)biay — (Daiby]
Sn+1 = lafa; — (Daiby — (Obfaz + bi t* by
Sne1 =lai ag— ¢ by — Obi(an+ t by |

Sne1 = |(af — ObF (az + ¢ by
Sne1 = |(af — ObF (az + ¢ b

Ahora, recuerde que por hipotesis a2 —th2 = 1y que u,es unidad, implicando que
a? — th2 = 1y ahora reemplazamos obteniendo que:
Spar = (EFDEL = +1 =1

Y por el teorema 2 podemos concluir que s, divide a la neutro multiplicativo y

por ende es unidad, entonces todos los elementos de S;,son unidades, asi que M, =

by (t . ., .
@ bi(t) describe la sucesion S, ligada a P,.
b; a4

|
Y de manera analoga se demuestra la siguiente afirmacion, por tanto cual se dejara
como corolario.

Corolario 10. Dada una unidad cualquiera de u = (a,b) € P, con componentes

th

positivas, la matriz M, = a describe una sucesion S; ligada a P,, a este proceso le

b
Ilamaréa que la unidad u generd la matriz M, y como M, describe a una S, también se puede

decir que u genero a S,.

Otra propiedad que se ve casi de inmediato es que S; es creciente ya que todos sus

elementos son parejas y cada componente de estas parejas son sumas de nimeros Naturales.

Teorema 14. Una sucesion S, es creciente.



Demostracion:
Sean s, Y sp4q dos elementos de S; se tiene que s, = (ap, by) YV Sps1 =
An+1, bnyt , pero por la definicion de S; s,41 = a4 a, +t by by, (by)a, + (a;)b, ¥y
como estos nimeros a; y b; son naturales se tienen dos casos:
Caso 1. Que a, ., = a,, Si esto ocurre, entonces, b,,; = b,, por tanto s,,; = s,
por definicion de orden Iéxico grafico concluyendo que S; es creciente por definicion de
sucesion creciente.

Caso 2. Que a,,.; > a,, Si esto ocurre, entonces, s,,; = s, concluyendo que S; es

creciente.

Por otro lado una matriz M, generada por alguna unidad u = (a, b), su determinante es
M| = a? — th? y es evidente que esto tiene la forma de la cuasinorma de (a, b) y como
esta pareja es unidad su cuasinorma es 1 concluyendo asi que |[M;| = +1, por esto hablara

un poco de ellas.

1.1.1. Matrices M,

Las matrices M, generadas por una unidad, ademas, de solo representar sucesiones
S, también tiene relaciones con los elementos de P, por ejemplo, del teorema 17 se sabe
que los coeficientes a,,y a,; corresponden a las componentes ay b de alguna unidad

respectivamente, ahora, piense en la matriz M, 2 (refiriénse al producto entre matrices):

. a tb
M, =
SL Mt b a
entonces M. 2= @ th  a th _ a’ +tb? t(2ab)
L 2= =

b a b a 2ab a? + tb?
En los coeficientes de M; se tiene que a,; = a,, y que (t)a,; = a,,, esto mismo
ocurre con los coeficientes de M, 2, teniendo en cuenta esta regularidad se plantea el

siguiente teorema.



Teorema 15. Dada una matriz M, generada por una unidad entonces los coeficientes
a,1,a1, de lamatriz M, 2 son las componentes de una unidad wu,, = (a;1,a;3) € P;

U, = a®+th? 2ab,

Uy = a?+th*> 2 —t 2ab ?
De la teoria del algebra lineal, dadas dos matrices Ay B A + B = A= B, aplicandolo
acd quedaria que M,? = M,*xM, = M, x M, =+1x+1=1 y como la

determinate de M, > = a® +th? 2 —t 2ab 2, tenemos que a’ + th? 2 —t 2ab %=1y

suvez u,, =| a®+th??2—t 2ab ?|
Uy = a?+th>2—t2ab? =1
U, =1
U, =1

Como se cumple en M, 2 que a;; = a,, Y que (t)ay; = a;, y ademas las a,; y
a,, son las componentes de una unidad, esta claro que la unidad (a,q,a,;) generaa M, 2
poe lo tanto M, 2 representa un sucesion ligada a P, y siendo mas ambiciosos se espera
que una matriz M, ™ represente una sucesion ligada a P;.

Definicidn. Se dice que una matriz M, esta ligada a P, si y solo si representa una

sucesion ligada a P,.

Teorema 16. Si una matriz M, fue generada por una unidad u entonces M, ™ esta
ligada a P,.y es generada por alguna unidad.

Demostracion. M, es una matriz generada por una unidad u = (a, b)

_a th a tb _ a’®+tb* t(2ab)
b a b a 2ab a? + th?

Por el teorema 19 se tiene que a,4,a;, de la matriz M, 2 son las componentes de
una unidad u,, = (a;;,a:,) € P, como se cumple en M, ? que a;; = a,, Yy que
(t)a,, = a4,, estd claro que la unidad (a;4,a,,) generaa M, 2 poe lo tanto M, ? esta
ligadaa P,

Ahora, suponga que M, ™ esta ligada a P, y es generada por una unidad (c,d) para

concluir que M, ™*! esta ligada a P,



a th ¢ td) _ ac+thd tad+ thc
b a d ¢ bc+ad ac+ thd

M, ™1 =
Se puede ver que a;; = a,, y que (t)a; = aqp Y que (ac + tbd, bc + ad) si es
unidad entonces generaa M, "*1.
| ac +thd,bc+ad |=| a,b ¢, d |
| ac+thd,bc+ad |=| a,b ||*]|]| c,d |
Y como (a, b) y (c,d) son unidades se tiene que:
ac+ tbhd,bc+ad =1=x1
ac+tbhd,bc+ad =1

Siendo asi (ac + tbd, bc + ad) una unidad, que ademas genera a M, ™** por lo

cual que demostrado el teorema.
|
Estos teoremas son necesarios para mas adelante demostrar que existe una sucesion
que genera a todas las unidades con componentes positivas ya que como se vio cada unidad
genera una sucesion, pero adelantando, solo hay una sucesion que genera a todas las

unidades con componentes positivas.

8.5 Relaciones entre las §,; ligadas a P,.

Como se mostro en la seccion anterior cada unidad genera una sucesion ligada a Py,
los elementos de estas sucesiones son unidades, pero hasta ahora nada asegura que una
sucesion de estas genere absolutamente todas las unidades, utilizando los visto hasta el
momento de sucesiones y matrices ligadas a un P, se pretende mostrar que hay una
sucesion que genera todas las unidades, para ello, vamos se mostraran algunos datos como
medio de conjuracion y dar respuesta a ;cual es la sucesion que me genera todas las

unidades?

En este momento se agregara a la escritura lo siguiente: la matriz generada por la
unidad u,, que esta ligada a P, se escribira como M, y de la misma manera la sucesion

generada por la unidad u,, que esta ligada a P, se escribira como S, ,,, donde la unidad



u, es la enésima unidad de las unidades de componentes positivas con el orden

lexicografico.

Observe la tabla 1 y céntrese conjunto P, y con las 3 primeras unidades (uq,u, y

u3) se generaran las tres sucesiones ligadas a P, respectivamente.

Unidad u;  Matriz My Sucesion S ; Primeras unidades

generadas por S, i

U = (1' 1) M,, = 1 i So= Gorbo = (1,0) 5= 11
Sp = (Ap-1 + 2b,_4,a, 1 +by4) s, = 32
s3= 7,5
Sy = 17,12
Ss = 41,29
Se = (119,90)
u; =(3,2) My=3 3 So = Go,by = (1,0) s1= 3.2
S0 = (3a,_y +4by,_1,2a,_; +3b,_1) s, = 1712
s3 = 119,90
s, = 717,508

s; = 4183,2958

= (24381,17240)
uz =(7,5) wM,;= 7 10 So = o, by = (1,0) sy = 7,5,

Sp = (7ay_y + 10by,_1,5a,_; + 71by_1) s, = 119,90

s; = 1733,1225

sS4 = 24381,17240

Ss = 143067,242585

se = (3427319,2413430)

)
o
|

vl
N

Tabla 3. Matrices y sucesiones ligadas a P, generadas por las 3 primeras unidades.
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Esta tabla se puede evidenciar por ahora dos cosas, lo primero es que M,, =

(My1)* 'y que My3 = (My4)3, y lo mismo ocurre con P; y Ps y lo mismo ocurre en las

tablas 4 y 5 que salen a continuacion:

Unidad u; Matriz M3;  Sucesion S, ; Primeras unidades

generadas por S;, i

ul = (2, 1) M2‘1 =] So = aO'bO = (LO) Sl =] 2'1

Spn = (2a,_1 +3b,_1, @y g + 2b,_1) S, = 7,4
s3 = 26,15

S, = 97,56

ss = 362,209

s¢ = (1351,780)

u, = (7,4) My, = 7 12 So = o by = (1,0) s = 7,4

Sp = (7y-1 +12b,_4,4a,_ + 7b,_;) 97,56

1351,780

s, = 18817,10864

Ss = 262087,151316

s¢ = (3650401,2107560)

u3 = (26, 15) M2,3 = ig 2(6) So = a'OlbO = (110) Sl = 26’15

S2

S3

Su = (26,1 +30b,_1, 15,1 + 26:bu) | 5, = 1351,780

s3 = 70226,40545

s, = 3650401,2107560

Ss

= (189750626,109552575)
Se

= (98633821515694626340)

Tabla 4. Matrices y sucesiones ligadas a P; generadas por las 3 primeras unidades.
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Sucesion S ;

Primeras unidades

generadas por S;, i

Unidad u; Matriz M ;
u; =(2,1) - 25
! Mz 1 2
u, = (9,4) _ 9 20
2 Mz 4 72
u; = (38,17 _ 38 85
3= ( ) M2z =17 38

So = ag,by =(1,0)

Sn = (21 + 5by_1, a1 + 2by_1)

So = ag,by =(1,0)
Sp = (Ban-y + 4bp_y, 20y,
+3b,_1)

So = ao by =(1,0)
sy = (7a,_1 +10b,_4,5a,,_¢
+71bn1)

= 2,1

s;= 94

38,17
161,72
682,305
(2889,1292)

S3=
S4=

Sg =

Se
s = 94
= 17,12
= 2889,1292
51841,23184
s5s = 930249,416020
Se = (16692641,7465176)

Sy =

s, = 38,17

s, = 2889,1292

s3 = 219602,98209

s, = 16692641,7465176

ss = 1268860318,567451585
s¢ = (9.645E + 10,4.3134E + 10)

Tabla 5.Matrices y sucesiones ligadas a Pg generadas por las 3 primeras unidades

Y dado esto nace la sospecha que si se organizan todas las unidades en orden

- T - ;s - , n . n
lexicografico la unidad enésima generaraa M., , es decir que M,,, = M., pero antes

de demostrar esto también se puede observar en las tablas 3, 4 y 5 que s, de la sucesion S ,

el mismo s,, de S;; y que s,de la sucesion S; 3 es el mismo ss,, de S; ;.

Teorema 17. Dada la matriz M, se tiene que s, = u, donde s, es el enesimo
término de la sucesion representada por M, ; y u, es la enésima unidad de las unidades de
componentes positivas (usando el orden lexicografico).

Demostracion: Sea u; = (a4, b;) la primera unidad de componentes positivas en Py, en la

seccion de las unidades de P, se demostré que si u; = (a, b), entonces, la segunda unidad
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serd  u, = (a?+tb%2ab) y como s,=(a; a; +tb; by by a; +a (b)) =
a? + th?,2a,b; = a,b ab =u;*u; = u; 2, quedando asi demostrado que
u, = u, 2, ahora si generamos la matriz M,, con la unidad u, se tiene que s; = u; y
s,= a, a; +thy by ,by a; +a; by = a?+th?2a,b; = u,, ahora supongamos

que s, = u, para concluir que s, 41 = Up4q

Como s, =u, = (a, b,) se tiene que s,,1 = a, a, +tbh; b, ,b; a, +a, b,
Spe1 = Qu,by * ap, by =u;*xu,
Por el teorema 13 se tiene que U, = ug "
Spe1 = U * U "= ug M
Y por el mismo teorema 13 se tiene que
Sn+1 = Un+1

|
Ahora, con lo que tenemos demostrado se puede afirmar que existe una sucesion que me
genera a todos las unidades de componentes positivas y si recuerda el teorema 16, se
concluye que por cada unidad de componentes positivas hay otras tres unidades, la sucesion
generada por la primera unidad sera la sucesion que genere todas las unidades, ya que si
usamos otra sucesion generada por una unidad diferente a la primera esta generara unidades
pero no todas, es decir, sabemos que toda unidad de componentes positivas es una potencia
de u4, u,, esta generara una sesion y dicha sucesion generar todas las unidades u,y,,, i tiene
la sucesion S,3, esta generara las unidades us,ug,Ug, ..., Uz, U3 M1, Y &SI

sucesivamente, la demostracion de esta afirmacion se muestra a continuacion.

Teorema 18. Sea s, el enésimo término de la sucesion S, ,, se tiene que
Sp = Spm donde s,,,,, es el eneemesimo de la sucesion S

Demostracion:
Se tiene la unidad u,, = (a,b) y con ella se genera la matriz M, ,, y esta a su vez
describe la sucesion S’;,, se usara la demostracion por induccion, s’y = a, 1 +

th, 0 ,b, 1 +a, 0 = ayb, =u,yu, =s,des,;.



Ahora, suponga que s,,_; = Spm—1) Para concluir que s;, = s,,,, por la definicion

de S; ,, emesimo término de S; ,, es igual a

S'm= Qn Qm-1 +tby by by g + Ay by
S'm = Gnbn * Apm_1,bp—q

Sm = Up * S'm_q

!

Sm = Uy * Sp, m—1 POT hipotesis

Por el teorema 22 s,, ;i1 = Uy m-1

’

Sm = Un * Up m-1
Y por el teorema 13 u,, ;—q = (uy)® ™71
Smo= Uy M (u)"t ™t
r_ Uy n+n(m-1) — Uy n(l+ m-1) — uy nm
S'm = U "= Uy = Spm
|
Teniendo en cuenta los demostrado hasta el momento es evidente que las matrices estan
relacionadas con las unidades de los sUper-conjuntos P,, también qued6é demostrado que
cualquier unidad de componentes positivas es una potencia de la primera unidad de
componentes positivas, que la enésima potencia de la primera unidad es la enésima unidad

del conjunto de componentes positivas ordenadas con el orden lexicografico, por ello la

importancia de incluir el orden lexicografico como método para ordenar unidades.



9 SOLUCION DEL PROBLEMA PLANTEADO

En este capitulo se pretende mostrar como con la teoria planteada hasta el momento
se puede saber cudl es la sucesion de dos variables definida por recurrencia como se
mencionod en el planteamiento del problema que describe todas las unidades, también se
mostrara para que casos ya se puede deducir el valor de la primera unidad de componentes
positivas sin hacer uso del programa con el que se ha venido trabajando.

9.1 Sucesion que me genera todas las unidades

Recordando el problema de este trabajo se centraba en encontrar a través de
sucesiones de dos variables definidas por recurrencia un método para describir las unidades
de los conjuntos P, hasta el momento estd demostrado que hay tantas unidades con
componentes positivas como ndmeros naturales, que cada unidad define una sucesion
ligada a P, pero que solo la sucesion generada por la primera unidad es aquella que genera
todas las unidades de componentes positivas y que si se tiene una unidad de componentes
positivas aparecen otras tres nuevas, asi que la sucesion que genera absolutamente todas

las unidades se llamara “sucesion completa de unidades”.

La sucesion completa de unidades (SCU) deberd contemplar las unidades de
componentes positivas, negativas y combinadas, para ello, serd necesario utilizar la
sucesion ligada a P, que es generada por la primera unidad, es decir, S,; ya que esta
brindara absolutamente todas las unidades que tiene componentes positivas, ahora, la SCU
debera tomar en cuenta las unidades de la forma —a,—b, a,—b y (—a,b) de cada
unidad (a, b) generada por S;; cona > 0y b > 0, a partir de aqui en esta unidad siempre
que se hable de s, se referira directamente al enésimo término de la sucesion S, ; teniendo
claro esto la SC se describira de la siguiente forma, la SCU es una funcion cuyo dominio
son los naturales y su rango seran las unidades de P, si un elemento de dicho dominio es
de la forma 4n su imagen sera una unidad de componentes positivas, si es de la forma

4n + 1 su imagen tendra la primera componente positiva o exclusivamente la segunda sera



negativa, si es de la forma 4n + 2 sera el inverso multiplicativo de la imagen de 4n + 1y
4n + 3 su imagen tendrd ambas componentes negativas.

Si se tiene una unidad de componentes positivas su inverso multiplicativo sera esa
una unidad con las mismas componentes poro donde exclusivamente una de sus
componentes sera negativa como se demostro en el teorema 7, y si tenemos una unidad
cualquiera para cambiar de signo ambas componentes basta con multiplicar dicha unidad
con (—1,0).

La SCU sera dependiente de S,, para asi generar todas las unidades, la definicion
de la SCU es:

Definicion. Dada una extension cuadratica P, se define la siguiente sucesion
Ilamada sucesién completa de unidades (SCU):

1. wu, es el enésimo término de la SCU si n = 4m su imagen sera s,,,.

2. uy, es el enésimo término de la SCU sin = 4m + 1 suimagen serd s,, 1.

3. u, es el enésimo término de la SCU si n=4m+ 2 su imagen sera

Sm 1 (—1,0).
4. u, es el enésimo término de la SCU si n=4m+ 3 su imagen sera
Sm * (—1,0).

Donde s,, es el emesimo término de la sucesion S ; .
Los teoremas de la seccidn anterior fueron necesarios para asegurar que hay una sucesion
que describen todas las unidades con componentes positivas y asi saber con seguridad que
esta sucesion sera la empleada para definir a la SCU, pero aunque ya se sabe que dicha
sucesion existe, hay un limitante hasta ahora y es conocer las componentes de u, (la
primera unidad de componentes positivas), asi que es necesario conocer mas acerca de esta

primera unidad.

9.2 Primera unidad en un super-conjunto P, cuando t = n® + ¢

Para generar la SCU es necesario conocer a S;; Yy para generar a S;; €s necesario
conocer a u,, esta es una de las tareas mas relevantes de este trabajo, nuevamente con

ayuda del software mencionado en el desarrollo de este documento se encontraron



regularidades de como son las primeras unidades con respecto al valor de t, para ello se
dara un corto resumen de las cosas relevantes que el lector debe tener en cuenta.

La matriz M, ,, es una matriz que describe la sucesion ligada a P, y la sucesion S, 4
es la Unica sucesion que describe todas las unidades de componentes positivas, y ademas,
las genera en orden lexicografico. Las sucesiones S; tienen 4 componentes que inicialmente
se llamaron xg,v,,x; Y y; que luego se redujeron a dos y que estas dos son las
componentes de alguna unidad de componentes positivas de P, pero para esta seccion solo
se tomaré en cuenta la sucesion generada por la primera unidad de componentes positivas,

en dado caso esta sucesion seria:

St
So = ag,by = 1,0 ,u; = (as,by)
Ap= a1 Qn1 +tby by y , by=(by an1 +ay by )
Sn = (An, by)

a, tb . ,
b1 b1 . dado esto, solo interesa como
1 1

encontrar dicha unidad u,, nuevamente con uso del programa se generara la primera unidad

Y la matriz que la representa es M, =

de componentes positivas de los primeros 50 valores de t excluyendo los valores en que

t es un cuadrado perfecto, estos valores se organizaran en la siguiente tabla:

by

2 1 1

2 1
5 2 1
6 5 2
7 8 3
8 3 1
10 3 1
11 10 3
12 7 2
13 18 5
14 15 4
15 4 1
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17 4 1

18 17 4
19 170 39
20 9 2
21 55 12
22 194 42
23 24 5
24 5 1
26 5 1
27 26 5
28 127 24
29 70 13
30 11 2
31 1520 273
32 171 3
33 23 4
34 35 6
35 6 1
37 6 1
38 37 6
39 25 4
40 19 3
41 32 5
42 13 2
43 3482 531
44 199 30
45 161 24
46 24335 3588
47 48 7
48 7 1
50 7 1

Tabla 6. Componentes a,y b, de la unidad u, de P; con respecto al valor de t

La tabla 6 muestra lo siguiente, dado un valor de t el cual corresponde a la primera

columna, se tienen las componentes a,y b, que corresponden a la primera unidad de



componentes positivas u; = (a4, b;) para dicho valor t de P;lo primero que se puede
observar de la tabla 6 es que cuando ¢ es de la forma n? + 1 es sencillo deducir | forma de
los valores de a; y b; en términos de n, por ejemplo cuando t =3 0t =5 se tiene que
u; = (2,1)ocuandot =80t =10 se tiene que u; = 3,1, y no solo que tiene la misma
unidad si no que b; = 1y a; = n siempre que t sea de la forma n? + 1 o n? — 1, por lo

que se concluye el siguiente teorema.

Teorema 19. Dado un stper-conjunto P, si t es de la forman? + 1 on? — 1
conn € Z*, entoces, la primera unidad de componentes positivas es u; = (n, 1).

Demostracion: se tiene el stper-conjunto P, donde t =n? + 1 0t = n? — 1 donde

n € Z* el elemento el elemento (n, 1) es unidad ya que si t = n? + 1 tenemos que:

n1l = n?-—tl1?

nl = n? - n*+1 12
nl = n?— n®+1
nl = n?—n?-1
nl = -1=1

Y si t = n? — 1 se tiene que:

n,1l = n?-—t1?

nl = n?— n?-1 12
nl = n?— n*-1
nl = n?—n?+1
nl =1=1

Mostrando que (n, 1) es unidad en P,

Ahora solo falta demostrar que es la primera unidad, supongamos que la primera
unidad es (c,d), esto significa que c¢,d < (n,1) si (c,d) es la primera unidad significa
que la sucesion S, ;, debe generar a (n, 1), ahora vamos a decir que (n,1) es la enésima

unidad de componentes positivas por lo que s,,, = n,1 = u,,, por el teorema.13 tenemos



que u, =Ww)™= c,d * ¢,d ™ ysea ab = c,d ™1 por lo que se obtiene
n,1 = ¢,d * a,b = (ca+tdb,da+cb) y al igualar la segunda componente
da + cb = 1 dado que d, a, c y b son positivos enteros nos es posible encontrar 4 nimeros
positivos que cumplan la siguiente igualdad da +cb =1, asi que n,1 =u, en P,
siempre que t sea de la forman? + 1 on? — 1.

Con esto ya no es necesario hacer uso de algun programa ya que si t es el sucesor o
antecesor de un numero cuadrado inmediatamente se obtiene a u; que generara a Sy, y con

esta sucesion es posible generar la SCU que mostrara cuales seran todas las unidades de P;.

Como ya se demostrd para los valores de ¢ de la forma n? + 1, se continua con los
valores de la forma t + 2, fijese de la tabla 6 en los valores de t = n? + 2, se puede ver que
b =nya, =n*+1ycuando t =n? — 2 se tiene que b, =ny a; =n?—1, lo cual
permite postular los siguientes teoremas.

Teorema 20. Dado un stper-conjunto P, si tes de la forma n?+2 o con n €
Z*, entoces, la primera unidad de componentes positivas es u; = (n? + 1,n).

Demostracion: se tiene el stper-conjunto P, donde t = n? + 2 donde n € Z* el

elemento (n? + 1,n) es unidad ya que si t = n? + 2 se tiene que:

n +1,n = (n*+1)%—tn?

n+1n = n*+2n*+1- n?+2 n?
n +1,n = n*+2n%>+1—(n*+2n?
n +1,n = (n*—-n*)+(2n*-2n?)+1
n+1n =1-=1

Mostrando que (n? + 1,n) es unidad en P,

Ahora solo falta demostrar que es la primera unidad, suponga que la primera unidad
es (c,d), esto significaque ¢,d < n?+1,n si(c,d) es la primera unidad significa que
la sucesion S, ,, debe generar a n? 4+ 1,n ahora se dird que n*+1,n es la emésima
unidad de componentes positivas por tanto s,, = (n? + 1,n) = u,,, por el teorema 13 se

concluye que u,, = (u)™= c¢,d * ¢,d ™1, sea a,b = c,d ™ ! reemplazando se



obtiene n*+1,n = ¢,d * a,b = (ca+tdb,da+cb) y al igualar la primera
componente daria que ca + tdb =n?+ 1 , y recordando que t =n? + 2 se tiene que
ca+ (n? + 2)db = n? + 1 pero esto no puede ser cierto ya que n* + 2 > n? + 1, teneindo
en cuenta que a, b, ¢ y d son enteros positivos, n*+2 db >n?+1, ca+ n?>+2 db >
n? + 1, lo cual es contradiccion ya que no puede ser posible que ca + n? + 2 db > n? +
1y al mismo tiempo ca + (n? + 2)db = n? + 1, concluyendo asi que en P, si t es de la
forma n? + 2 con n € Z*, entoces, la primera unidad de componentes positivas es u; =

(n? + 1,n).

Teorema 21. Dado un super-conjunto P, si t es de laforman? —2oconn € Zty
n > 2, entonces, la primera unidad de componentes positivas es u; = (n? — 1,n).

Demostracion: se tiene el stper-conjunto P, donde t = n? — 2 donde n € Z* el

elemento el elemento (n? + 1,n) es unidad ya que si t = n? — 1 tenemos que:

n?—1,n = (n?-1)?—tn?

n—-1n = n*-2n°+1- n?-2 n?
n?-—1,n = n*-2n?2+1-(n*-2n?
n —1,n = (n*—n*)+@2n%>-2n?)+1
n—-1n =1=1

Ahora solo falta demostrar que es la primera unidad, suponga que la primera unidad
es (c,d), esto significaque ¢,d < n?—1,n si(c,d) es la primera unidad significa que
la sucesion S, ;, debe generar a n? — 1,n por tanto se dird que n* —1,n es la emésima
unidad de componentes positivas concluyendo que, s,,, = (n? — 1,n) = u,y,, por el teorema
13 uy,=w)™= ¢, d x ¢c,d ™ lysea ab = ¢, d ™1 porloque n?-—1,n =

c,d * a,b = (ca+tdb,da+cb) y al igualar la primera componente daria que
ca+ tdb =n? — 1, y recordando que t = n? — 2 se tiene que ca + n?> —2 db =n? —

1, pero esto no puede ser cierto ya que para que se cumpla esta igualdad debe ser solo si



db = ca =1 dado que n? —2,n% —1,a,b,c y d son enteros positivos y para que esto
ocurra se tiene que dar asu vezque a=b =c=d = 1y por los corolarios 5 y 6 esto no
puede ser cierto a menos que t = 2, pero para que eso ocurra debe ser porque n =2y
como n > 2 por el enunciado del teorema queda demostrando que dado un super-conjunto
P, si tes de la forma n?—2 o con n € Z*y n > 2, entonces, la primera unidad de
componentes positivas es
u; = (n? — 1,n).
|
Con los resultados anteriores se pensaria en buscar ahora regularidades cuando t es
de la forma n? + 3 pero si observa la tabla 6 cuanto t = 22 y t = 28 ya no se cumplen las
igualdades en las componentes de la primera unidad, asi que se empieza a observar en la
tabla 6 cudles tienen en comun la segunda unidad, aunque se ve que para varios valores de t
la segunda componente es la misma, se comenzo6 con las que su segunda componente es

igual a 2, a continuacion las vera en una tabla.

t a, b,
6 5 2
12 7 2
20 9 2
30 11 2
42 13 2

Tabla 7. Valores de t donde el valor de la segunda componente de la primera
unidad es igual a 2.

Se sabe que el valor de t es siempre de la forma n? + ¢ asi que se observa en la
siguiente tabla los valores de t de la tabla 7 para ver si también podemos escribir a ¢ de una

forma general.

6 2242
12 3243
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20 42 4+ 4
30 524+ 5
42 6%+ 6

Tabla 7. Valores de t escritos de la forman? + ¢

Con la tabla 7 y 6 se concluyen dos cosas, la primera es que si en un conjunto P, la
segunda componente de u, es 2, entonces, t es de la forma n? + n y la segunda conclusién
es que si t es de la forma n? + n entonces la primera componenete de u, es 2n + 1, por

estas conclusiones se propone el siguiente teorema.

Teorema 22. Dado un sUper-conjunto P, si tes de la forma n?+n con
n entero y mayor que 1, entonces, la primera unidad de componentes positivas es u; =
(2n + 1,2).

Demostracion: al igual que el teorema 23 lo primero es demostrar que (2n + 1,2)

es una unidad, para ello no se necesita mas que mostrar que su cuasinorma es igual a 1.

2n+12 = 2n+12%-¢t27%
2n+1,2 = |4n*+4n+ 1 — 4t|
Perocomo t = n? +n
2n+ 1,2 =|4n®*+4n+1—4(n?+n)|
2n+ 1,2 = |4n? +4n+ 1 —4n? — 4n))|
2n+12 = 4n®’—4n? + 4n—4n +1
n+12 =|1]=1

Por lo que queda demostrado que (2n + 1,2) es unidad, ahora se demostrara que es
la primera unidad, suponga que la primera unidad es (c,d), esto significa que c¢,d <
(2n+1,2) si (c,d) es la primera unidad significa que la sucesion S, ,, debe generar a
(2n + 1,2), ahora se dira que (2n + 1,2) es la emésima unidad de componentes positivas,

porloques,, = 2n+ 1,2 = u,,, porel teorema 13 tenemos que u,, = (u;)™ = c,d *



c,d ™1 y  sea ab = c¢,d ™1 por lo que se tendria
2n+11 = c¢,d * a,b = (ca+tdb,da+ cb) y al igualar la segunda componente
daria que da + cb = 2 y dado que d,a,c y b son positivos enteros la Gnica manera para
que se cumpla esta igualdad es que a = b = c =d =1 por lo que daria que la primera
unidad es (1,1) y por el corolario 5 y 6 esto ocurriria si solo si t = 2, por lo que si t s

mayor que 2 se llegaria a una contradiccion, y comon > 1 si t = n? + n entonces t > 2.

Quedado asi demostrado que dado un slper-conjunto P, si tes de la forma n? +n
con nentero y mayor que 1, entonces, la primera unidad de componentes positivas es
u, = (2n+12)

|
Si se observa la tabla 6 también hay valores para t en los que la segunda componente de la
primera unidad es 4, por lo que se supone que cuando t tiene valores mayores a 50 se
espera que también para lagunas t existan b; = 4 y para tratar de generalizar valores

b, = 8, 16 ,32 etc. por lo cual se plantea la siguiente seccion.
9.3 Primera unidad de un super-conjunto P, donde t = n? + Zn—q

Unos de los objetivos de este trabajo es mostrar cOmo generar un sucesion S; a partir del
valor de ¢, el medio para conseguirlo ha sido para algunos valores de t encontrar la primera
unidad a través de la visualizacion de patrones encontrados de la tabla 6 y posteriormente
conjeturando y demostrando cuél seria la primera unidad para dichos casos, ya con la
primera unidad se genera dicha S; y con ella se generan todas las unidades como se mostré

en la seccion 7.1.

Cuando se propuso este trabajo de grado en el departamento se pretendia mostrar la
solucion del problema para los stper-conjuntos P, tales que t fuera de la forma n? + zlq
donde que g es un numero natural, esta sera enunciada a continuacién pero no se

demostrara ya que mas adelante se demostrara otro teorema en donde este caso es un caso

particular, lo primero es mostrar que patrones fueron los encontrados y a que conclusion



permitié llegar. Se puede decir que ¢t siempre n? < t < n + 1 2 para algin n natural, en la
tabla 6 se ve que siempre para algln t se tiene que b; = 2 y cuando esto ocurre es porque t
es de la forman? + ny que a; = 2n + 1 como se demostrd en el teorema 26, luego de esta

conjetura, se puede ver que para algunos valores de t b; = 4 y cuando ocurre esto es por

que n? < t < n? + n y mas exactamente cuando t es de la forma n? + g en dicho caso se

tiene que u; = (4n + 1,4), y asi teniendo la siguiente conjetura:

Conjetura 2. Dado un super conjunto P, si t es de la forma n? + % entonces, su primera

unidad serd u; = (4n + 1,4).

Dadas esta conjetura y el teorema y el teorema 26 se piensa en generalizar al observar el

siguiente patron:

t en términos de un n u; = (aq,bq)

natural
n2+n—n2+% u, =(2n+12)
n n _
2 *t_ 2, u, = (dn+1,4)
n- + > n- + 1
n? 4+ % u; = (2971 n 4 1,29%1

Tabla 8. Patrones de la conjetura 2 y el teorema 26.

Y teniendo asi siempre que ¢t sea de la forma n? + zlq se conjetura que la primera unidad

serd u; = (2971 n + 1,29%1), pero como se menciond se desarrollara esta demostracion

como un caso particular de un teorema que se encuentra en la siguiente seccién.

9.4 Primera unidad de un siper-conjunto P, donde t = n* + ¢

Nuevamente se va a escribir a t como un cuadrado mas un nimero positivo

(n? + ¢) pero esta vez se tendran mas cosas en cuenta, por ejemplo, dado que siempre se
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cumple que n? <t < mn+ 1 2 significa que ¢ < (n + 1) — n?, ¢ < 2n + 1, ahora, de los

resultados de la seccidn 7.3 se tiene que este ¢ = 2% es decir es un entero que se obtiene a

partir de una division y el valor de b, es el valor del divisor.

Comon? <t< m+1 ?significa que entre n? y (n + 1)? hay 2n posibles valores
para t ya que el primer valor valido para t es n? + 1 asi que los valores posibles para t
debenser n+12—-(m?+1)=n?+2n+1-—n%*—-1=2n, lldmese esta diferencia f,
es decir, f es la cantidad de valores que puede tomar t entre cada dos nimeros cuadrados
consecutivos, ahora, siguiendo la hipétesis del parrafo como t = n? + ¢ si c|f ysea d en el
entero positivo tal que cd = f, entoces, b; = d, ahora siguiendo el mismo patron de la

seccion anterior se concluye que a = dn + 1.

Teorema 23. Dado un super-conjunto P, donde t es de laforman? + cconc > 1y
sea f=n*(n+1)>— n*+1 =2n, si c|f, entonces, la primera unidad de P, es
u; = (dn+ 1,d) donde d es un entero talque cd = f.

Demostracion: ya que d y n son positivos dn+ 1,d € Z y eso hace que dn +
1,d € P,, para demostrar que es una unidad se calculara el valor de su cuasinorma para

ver si da 1:
dn+1,d = dn+1?—td?
dn+1,d =|dn?+2dn+1-td?|
Pero recuerdes que t = n? + ¢
dn+1,d = dn?+2dn+1—- n®>+c d?
dn+1,d =|dn?+2dn+1— (n?d?+ cd?)|

Como cd = f, se tiene que cd? = cdd = fd

dn+1,d =|dn?+2dn+1— (n2d?+ fd)|
Ahora f = 2n

dn+1,d =|dn?+2dn+1-(n?d?+ 2nd)|

dn+1,d = dn?+2dn+1— dn?+2nd

dn+1,d =1



Quedando asi demostrado que (dn + 1, d) es unidad de p;, ahora se demostrara que
es la primera unidad, suponga que la primera unidad es (e, g), esto significaque e,g <
(dn+1,d)si (e, g) es la primera unidad significa que la sucesion S;,, debe generar a
(dn+1,d), ahora, se dira que (dn+1,d) es la emésima unidad de componentes
positivas, por lo que s,, = (dn+ 1,d) = u,,, por el teorema 13 u,, = (u;)™ = e,g *

e,g ™! ysea ab = e,g ™1 concluyendo que (dn+1,d)= e,g * a,b =
(ea + tgb, ga + eb) al igualar la primera componente daria ea + tgh = dn + 1, y esto no
puede ser cierta ya que:

dc=f=12n
Y como se tiene que ¢ > 1
dc =2n
d<n
dn < n?
dn+1<n?®+c
Comobg > 1

dn+1< n®+c byg

dn+1< n*+c bg +ea

t =n? + ¢ por tanto dn + 1 < thg + ea y al mismo tiempo ea + tgh = dn + 1 llegando
aqui a una contradiccién, por tanto, queda demostrado que dado un super-conjunto P,
donde t esde laforman?+cconc>1ysea f=n?(n+1)2— n>+1 =2n,sicl|f,

entonces, la primera unidad de P; es u; = (dn + 1,d) donde d es un entero talque cd = f.
|

Recordando las conjeturas 2 y el teorema 26 ¢ = 2% y si multiplicas por un 1

n
24

2 _2n _ f .. o f ..
S Toam T g sit=nt+ 2‘Wagnlflca que

. - n
convenientemente se tiene ¢ = >q 1 =

c € Z es decir que para estos casos c|f donde d = 29*1 por ello este resulta ser un caso

particular del teorema 27.



Pero ahora la falta mirar los casos en que t = n? + ¢ pero ¢ no divide a f, fijese de
nuevo en la tabla 6, y se citara un caso particular en el que no ocurre esto, cuanto t = 33
este se puede escribir como t = 52 + 8 y en este caso f = 10, es evidente que 8 no divide
a 10 pero observe que la componente b; cuando t = 33 es la misma b, cuando t = 39, y
a, cuando t = 33 es a, — 2 del a, cuando t = 39, y al reescribir estos dos valores de t en
términos de un cuadrado quedaria que 33 =5%2+8 y 39 = 6%+ 3, pero es posible
reescribir a 33 = 62 — 3; fijese que cuando t = 39 = 62 + 3 eneste caso f = 12y como 3
divide a 12 cuando t = 39 el teorema 27 funciona, esto mismo que se acabé de mencionar
ocurre por ejemplo cuando t = 79 y t = 83 s0lo que para estos valores tan altos no hay
una tabla para observar asi que la comprobacion queda como opcion para el lector, al igual,

lo importante de esto es que se concluye el siguiente teorema.

Teorema 24. Dado un conjunto P, donde t; = n® 4 ¢; y ¢; no divide f; = 2n si
existe un t, = n+1 2+, donde c,|fy, fb=2n+2 Yy t; = n+12—c, entonces
(d n+m —1,d) esunidad donde dc, = f,

Demostracion: Como d,n son enteros se tiene que (d(n+ 1) —1,d) € P,, ahora

Su cuasinorma es:

dn+1 -1,d = dn+1 —12—-¢,d?
(dn+1)—1,d) =|dn+d—12—1t,d?
@dn+1)—1,d) =|dn?+d®+1+2d’n—2d - 2dn — t,d?|

Como t; = n+12%—-¢
(dn+1)—-1,d) =|dn?+d*+1+2d*°n—2d—-2dn—(n+12%—c,)d?
(dn+1)—1,d) =|dn?4+d*+1+2d*n—2d—2dn— (n*+2n+1—cy)d?|
dn+1)—1,d) =|d?n®+d?+1+2d?n —2d — 2dn — (n?d? + 2nd? + d? — c,d?)|
(dn+1)—1,d) =|1-2d—2dn + c,d?)|
Y recordemos que c,d®?=c,dd=f,d y f, =2n+2 se tiene que c,d? =
2n+2d
dn+1)—1,d) =|1-2d-2dn+ 2n+2 d)|

(dn+1)—1,d) =|1-2d—2dn+ 2nd + 2d|



1

(dn+1)-1,d) =1
Quedando demostrado el teorema 28.
|
Para dejar un poco mas claro el uso de los teoremas 27 y 28 se va a mostrar ejemplo para
cada caso, piense en el stper-conjunto Pg, Yy Se va a encontrar la SCU para este caso, lo
primero es hallar cual es el nimero cuadrado mas grande que a su vez es menor que 84 y el
numero cuadrado mas pequefio mayor que 84, estos nimeros son nimero es 81 y 100
respectivamente, dado esto se reescribe a 84 como 81 + 3 que es igual a 92 + 3, como la
idea es mostrar a t en términos de un n? + ¢ en este caso n = 9 y ¢ = 3, lo siguiente es
encontrar a f recordando que es la cantidad de valores que puede tomar t entre 81 y 100,
f =100 —82 =18, como en este caso c|f existe d = 6 talque cd = f, como ya se
conoce el valor d se puede concluir la primera unidad ya que u; = (dn + 1,d), asi que la
primera unidad sera (6 * 9 + 1,6) = (55,6).

Y asi es como se aplicd el teorema 27, al conocer la primera unidad de Pg, se genera la

55 84x6 _ 55 504

matriz ligada a este super-conjunto,Mg, ; = e e = ¢ ks

, ¥ esta matriz describe la
sucesion Sgy 1:
So = ag, by =(1,0)
s, = (55a,,_4 + 504b,_4,6a,,_; + 55b,_1)
La cual describirda todas las unidades de componentes positivas y para obtener

absolutamente todas las unidades ya teniendo Sg, ;, Se recurre a la SCU resolviendo asi el

problema para este caso, ahora se mostrara el ejemplo de cdmo usar teorema 28.

Para este ejemplo usaremos a P,g Y si replica el proceso de escribirlo en términosde ny ¢
se tiene que t = 78 = 82 + 14 en este caso f = 16 y es evidente que 14 no divide a 16, asi
que se busca un t, de laforma n+1 2+ ctalque n+1 2—¢ =78y que para este si
se pueda aplicar el teorema 27, en este caso si existeyes84yaque 84 = 8+1 2+3ya
suvez 8+ 1 2 —3 =79 ydado el ejemplo anterior a Pg, si se le puede aplicar el teorema
27, si por ello se puede hacer uso el teorema 28, concluyendo que la unidad de P, €S

u; =(dn+1 —1,d) teniendo en cuenta que d = 6 y para este caso n = 8 asi que la



primera unidad de P,g esu; = 6 8+1 —1,6 = (53,6) y ya con la primera unidad se

replica el proceso del ejemplo anterior para obtener todas las unidades.

Hasta ahora estos son los casos para los cuales se ha encontrado la solucion al problema
faltando los casos a los cuales no se les puede aplicar el teorema 27 ni 28, quedando asi
abierto parte del problema, pero generando muchas herramientas para poder continuar
abordandolo, ya que cada vez se encontraban soluciones para mas casos pero por cuestiones

de tiempo no se ha culminado para todos los casos.



10 CONCLUSIONES

Dado el problema abordado en este documento, aunque este estaba enmarcado en el
estudio de una estructura algebraica y la teoria de numeros, no fue posible solucionar el
problema usando solo dicha teoria por lo cual fue necesario hacer uso de la teoria de
conjuntos y como herramientas fuertes y fundamentales el orden lexicogréfico, teoria de
sucesiones y teoria de matrices cuadradas 2x2, abordando y justificando como se
relacionaban dichos conceptos entre ellos y con las extensiones cuadraticas estudiadas para
el desarrollo del trabajo la programacion fue una herramienta muy 0til debido a que
permitio la exploracién y por ende la elaboracién de conjeturas y asi mismo la
demostracion de teoremas que se encontraron de una manera inductiva; partiendo de
patrones encontrados y asi concluir los teoremas a demostrar y la segunda fue para realizar
las cuantas necesarias para generar las tablas que se usaron en el documento con el animo

de facilitar la comprensidn del lector.

El objetivo general del trabajo fue cumplido ya que eran encontrar las sucesiones de

dos variables recurrentes que generaban las unidades para los p; cuando el valor de t era de

la forma n? + — , este se logré encontrando una forma para t mas general donde el caso
24

mencionado en el objetivo general resultaba ser una caso particular, no sobra decir que el
trabajo deja valores de t en los cuales no se ha hallado la primera unidad pero se considera
que deja un marco teorico suficiente para desarrollar el problema por completo, ya que a
medida que se continuaba con la exploracion se solucionaban mas casos, pero por

cuestiones de tiempo no se logré terminar todos los casos.



Hallazgos importantes en el desarrollo del trabajo fueron encontrar que todas las
unidades de componentes positivas resultan ser potencia de una la primera unidad de
componentes positivas usando el orden lexicografico, y ademas, que la enésima potencia de
dicha unidad resulta ser la enésima unidad de componentes positivas, que las matrices
también pueden ser medio para hallar dichas unidades usando la multiplicacién usual entre
matices y gracias a ellos se pudo concluir que aunque hay n sucesiones que describen
unidades de P; solo existe una sucesion que describe todas las unidades y ademas, que esta
se puede generar utilizando la primera unidad, y por ello parte fundamental del trabajo fue

hallar un método para encontrar la primera unidad en algunos P;.
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12 ANEXOS

12.1 Cddigo del programa “divisores unidades y sucesiones de P_t)

Este es el codigo del programa utilizado para realizar las cuentas mencionadas

durante el desarrollo de este trabajo con el fin de realizar exploraciones y conjeturas de los

stper-conjuntos P, dicho programa fue desarrollado para el programa “Free Pascal”.

program divisoresunidadesysucesionesdeP_t;
usescrt ;

var

.a,b,c,de,f,g,h,ijklztn:longint;
x,y:array[1..3] of longint;

procedure uno;

begin

clrscr;

writeln('ha seleccionado la opcion 17);
writeln(‘escriba el valor de t, para el sEperconjunto P_t");
readin(t);

clrscr;

writeln(‘ahora escriba los valores a y b del a+bk del que desea conocer los

divisores");

i:=0;

readin(a,b);

writeln(‘'usted a seleccionado buscar los divisores del nuemro ',a,'+',b,'’k en p_',t);

for j:= 1 to 1000 do
for k:=1 to 1000 do
begin

c:=a*a-t*b*b ;

d:=j*j-t*k*k;
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if (c mod d)=0 then
writeln ('(,j,"+',k,'’K)");
end;
readin();
readin();
end;
procedure dos;
begin clrscr;
writeln('seleccion¢ la opcion para conocer las 3 primeras unidades de P_t");
writeln('diga el valor de t');
readIn(t);n:=1;
for j:= 1 to 1000 do
for k:=1 to 1000 do
begin
d:=j*j-t*k*k;
if( (d=1) and (n<4)) then
begin
writeln (‘'u_',n,'(",j,'+"k,'k)");n:=n+1;end;
end;
readin();
end;
procedure tres;
begin
clrscr;
writeln('seleccion¢ la opcion para conocer las 15 primeras unidades de P_t');
writeln(‘'diga el valor de t');
readin(t);n:=1;
for j:= 1 to 10000 do
for k:=1 to 10000 do



begin
d:=j*j-t*k*k;
if( ((d=1)or(d=-1)) and (n<15)) then
begin
writeln ('u_',n,'(",j,'"+"k,'k)");n:=n+1;end;
end;
readin();
end ;
procedure cuatro;
begin
writeln(‘ha seleccionado la opcion para conocer la susecion recurrente que
describe todas las unidades, dijite el valor de t');
readIn(t);n:=0;
for j:= 1 to 1000 do
for k:=1 to 1000 do
begin
d:=j*j-t*k*k;
if( ((d=1)or(d=-1)) and (n<1)) then
begin
writeln('la sucesion definida por recurrencia que determina todas las unidades
es:");

writeln ('x_0="j,",",'’x_1="k*t,)y_0="Kk,",y_1='j);n:=n+1;end,

end;

readin();
readin();

end ;

begin



enter");

writeln(‘bienvenido,dijite el nEmero de lo que decea hacer seguido de la tecla

writeln('1:conocer los divisores un un nEmero de un conjunto P_t');
Writeln('2:conocer las primeras 3 unidades de un conjunto P_t");
writeln(‘3:conocer las primera 30 unidades de un conjunto P_t");
writeln('4:conocer la matriz liagada P_t que describe todas las unidades');
readin(z);

case z of

1:uno;

2:dos;

3:tres;

4:cuatro;

end;

end.



