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2. Descripcion

El presente trabajo de grado se realiza en el marco de la Licenciatura en Ma-
tematicas, con el objetivo de analizar la convergencia de algunas sucesiones, y
comparar los resultados conocidos en el espacio IR con la métrica usual d, con
los obtenidos en una métrica que se nombra d;.' no equivalente a ésta, para
posteriormente mostrar algunas proposiciones que se verifican en una métrica

y en la otra no.
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Por tal razon, en la primera parte se presentan algunas definiciones, propie-
dades y teoremas relacionados con la convergencia de sucesiones, que fueron
tomados de los libros de texto referenciados en la bibliografia y que sirven de
base para el desarrollo del trabajo.

Luego, se presenta la métrica escogida y la demostracion de que el espacio IR
con la métrica d;. es un espacio métrico. En seguida, se presentan los entornos
generados con esta nueva métrica en dicho espacio métrico.

Una vez determinados los entornos, se realiza el estudio del comportamiento
de algunas sucesiones y se plantean algunas conjeturas, basadas en las obser-
vaciones de las posibles relaciones que hay entre las sucesiones analizadas y el
caso usual.

Por dltimo, para cada una de las relaciones observadas, se plantean y de-
muestran algunos teoremas y se presentan las conclusiones obtenidas con los
estudios realizados.

3. Fuentes

Las fuentes utilizadas fueron:

ApostoL, T. (1976). Andlisis Matemdtico. Reverté,S.A, segunda edicién.
CABELLO, J. (2010-2011). Tesis de grado en Ingenieria Civil, Obras Publicas
y Transportes. Universidad de Granada.

RuUBIANO, G. (1990). Temas de topologia. Universidad Nacional de Colombia:
Editorial UN.

RuBIANO, G. (2010). Topologia general [Un primer curso/. Universidad Na-
cional de Colombia — sede Bogota: Editorial UN.

RuUDIN, W. (1977) Principios de andlisis Matemdatico. Editorial Mc Graw-Hill.
SIN  AUTOR (2004,2015) Leccién 8. Acotacion y compacidad Re-
cuperado  de:  http://www.ugr.es/  rpaya/documentos/Analisisl/2014-
15/Compactos.pdfApostol, T.

4. Contenidos

El presente trabajo de grado se ha ordenado en una seccion y cuatro capitulos
de la siguiente manera:

En la primera seccion, denominada preliminares, se encuentran la introduccién,
la justificacion, y los objetivos del trabajo.



En el Capitulo 1, se retoman las definiciones, propiedades y teoremas rela-
cionados con la convergencia de sucesiones, que se usaran en el desarrollo del
trabajo, los cuales fueron tomados de los libros de texto referenciados en la
bibliografia,.

En el Capitulo 2, se muestra la métrica escogida, se demuestra que es una
métrica y que no es equivalente a la métrica usual. Luego se presentan los
entornos obtenidos con esta nueva métrica y se muestran algunos entornos
haciendo uso de una hoja de célculo en excel.

En el Capitulo 3, se analiza la convergencia de algunas sucesiones y se propo-
nen conjeturas, las cuales se verifican con una demostracién o en caso de no
cumplirse se presenta un contraejemplo.

En el capitulo 4, se presentan las conclusiones obtenidas del estudio realizado
en los capitulos anteriores y finalmente la bibliografia que fue utilizada para
realizar el presente trabajo.

5. Metodologia

La metodologia de este trabajo se basa en escoger una métrica en el espacio
IR que se llamard dj., la cual no es equivalente a la métrica usual en IR, lo
que conlleva a que los resultados obtenidos sean diferentes a los usuales en el
espacio IR.

Luego se determinan los nuevos entornos haciendo uso de la definicién de en-
tornos y llevando los resultados de los casos particulares a la generalizaciéon y
posterior comprobacién, y con esto poder analizar las sucesiones con respecto
a su convergencia o divergencia.

Por 1ultimo, se plantean algunos teoremas con respecto a la convergencia de
sucesiones, de la misma forma: estudiando sucesiones particulares y generali-
zando los resultados, los cuales se demuestran y se comparan con resultados
conocidos de las sucesiones en el caso usual en el espacio IR.

6. Conclusiones

= La determinacion de los entornos permitio estudiar la convergencia de
las sucesiones tal como se habia pensado.



= Se tenia previsto inicialmente estudiar la convergencia de las sucesiones
por medio de sucesiones de cauchy, pero no se logré demostrar sino hasta
el final que el espacio era completo, por lo cual se utilizé6 tinicamente
la definicién 8 del limite de una sucesion, haciendo uso de los nuevos
entornos.

= Las conjeturas formuladas se lograron plantear utilizando la actividad
matematica de pasar de lo particular a lo general, es decir, primero se
encontraron resultados particulares que brindaron la informacién necesa-
ria para formular una conjetura, demostrarla, y posteriormente llamarla
teorema.

= Se lograron demostrar 3 teoremas que facilitan el calculo de la conver-
gencia de algunas sucesiones en el espacio métrico (IR, dj.)

[a] Dada la sucesion {x,} en (IR, d), tal que x,, # 0 converge a L # 0

. . . 1 1
si y solo si la sucesién § — » en (IR, d;.) converge a T
Tn

[b] Dada la sucesion {x,} en (IR,d), tal que z, # 0, z,, converge a 0
1
si y sélo si la sucesion {—} en (IR,d,) converge a 0.
xn

[c] Dada una sucesién estrictamente monétona x,,, con x, # 0 para
todo N € IN, Si x, es divergente en (IR, d) entonces la sucesiéon z,
converge a cero en (IR, dj.).

Elaborado por Moreno Morales, Jennifer Patricia
Revisado por Paéz Ortegdn, Jorge Edgar
Fecha de elaboraciéon del resumen 30 07 2015
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Preliminares

Introducciéon

Este documento se desarrolla con caracter de monografia, requisito para optar al
titulo de Licenciado en Matemaéticas en la Universidad Pedagdgica Nacional de Colom-
bia. Aqui se presentan las consideraciones, los andlisis y los resultados del trabajo de
grado titulado “Comparacién de resultados obtenidos con una métrica no equivalente a
la usual, en la convergencia de algunas sucesiones.”.

Este trabajo de grado inicialmente se titulaba “Comparacion de resultados obteni-
dos con una métrica no equivalente a la usual, en la convergencia de algunas sucesiones
y la continuidad de algunas funciones”, pero debido a que el tiempo que se programé
para desarrollarlo, no fue suficiente, fue necesario omitir el estudio de la continuidad de
funciones, asi que se presenta tinicamente el estudio relacionado con la convergencia de
algunas sucesiones.

El trabajo consiste en la bisqueda y selecciéon de una métrica en el espacio IR, la
cual se nombra dj. y no es equivalente a la métrica usual en IR; con la cual se analiza
la convergencia de algunas sucesiones, para comparar los resultados obtenidos en la
métrica usual en IR, con los obtenidos en esta nueva métrica, y posteriormente mostrar
las proposiciones que se verifican en una métrica y en la otra no.

Justificacion

La necesidad de encontrar herramientas que permitan ensefiar y/o estudiar concep-
tos basicos del calculo como la convergencia de sucesiones, se evidencia en cursos de
matematicas avanzadas. Este documento puede ser utilizado como una herramienta de
consulta y/o guia para entender dichos conceptos por medio de los resultados obtenidos
con la nueva métrica.

Ademas, el trabajo se realiza con una métrica no equivalente a la métrica usual, lo

cual permite encontrar resultados diferentes en cuanto a la convergencia y asi afianzar
los aprendizajes, ya que se tienen representaciones diferentes para estos conceptos.
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Preliminares

Por otro lado, se pretende desarrollar la actividad matemaética sujeta a un proce-
so creativo y propositivo, mediante la formulacién y demostracién de conjeturas, las
cuales constituyen las caracteristicas principales del trabajo en matematicas, que son
fundamentales en la formacion de un licenciado en matematicas.

Objetivos

General

» Comparar algunos resultados conocidos en la convergencia de sucesiones del es-
pacio IR con la métrica usual, con los obtenidos en el espacio IR con una métrica
no equivalente a la métrica usual.

Especificos

1. Determinar la forma general de los entornos en el nuevo espacio métrico.

2. Estudiar las diferentes formas en que se puede determinar la convergencia de una
sucesion en el nuevo espacio métrico.

3. Conjeturar y demostrar proposiciones que se cumplen en el nuevo espacio métrico.

14



Capitulo 1

Marco Teodrico

A continuacién, se presentan las definiciones, las propiedades y los teoremas que se
usaran a lo largo del trabajo.

1.1. Definiciones

Definicién 1. Espacio métrico [3]

Un conjunto X estd dotado de una distancia o métrica m, si m es una funcion
definida sobre X x X que toma valores en los niimeros reales positivos y satisface : Para
r,y,2 € X,

L. m(z,y) <m(x,z) +m(z,y).
2. m(z,y) = m(y,x).

3. m(z,y) =0siysélosix=y

Definicién 2. Entorno abierto [3]

Dado y € (X, m) y un nimero real € > 0, definimos el entorno abierto con centro
en y y radio ¢, (la cual notamos B.(y)), como

B.(y) :={zx € R:m(x,y) < ¢}

Definicién 3. Valor absoluto [1]

Si x es un numero real el valor absoluto de x designado por |z|, se define como sigue:

z st x>0
o] = —x si <0

15



Marco tedrico Capitulo 1

Definicién 4. Métricas equivalentes [3]

Sean dy y do dos métricas en X para las cuales si existen constantes a« > 0,3 > 0
tales que

Oéd1<l',y) < CYdQ(iL',y) y dg(l’,y) < ﬁdl(x7y)

para todos los z,y € X. Entonces las métricas d; y ds son equivalentes en X.

Definicién 5. Sucesién acotada [6]

Si la sucesion z,, € IR para todo n € IN, se dice que {z,} es una sucesién acotada
cuando el conjunto {z, : n € IN} estd acotado.

Definicién 6. Sucesién acotada superiormente [2]

Se dice que una sucesién de nimeros reales x,,, esta acotada superiormente, si existe
un numero real M tal que z,, < M, para todo n € IN.

Definicién 7. Sucesién acotada inferiormente [2]

Se dice que una sucesion de numeros reales x,,, esta acotada inferiormente, si existe
un numero real M tal que z,, > M, para todo n € IN.

Definicién 8. Limite de una sucesion [1]

Si la sucesién x,, tiende a L significa que para todo nimero € > 0, existe N € IV
tal que si n > N entonces x,, € B.(L)

Definicién 9. Sucesién mondétona creciente [5]

Si una sucesién {z,} es mondtona creciente, x, < x,,1 para todo n € IN.

Definicién 10. Sucesién mondétona decreciente [5]

Si una sucesion {z, } es mondtona decreciente, x,, > x,1 para todo n € IN.

Definicién 11. Conjunto acotado [6]

Un conjunto A de un espacio métrico E, esta acotado si y solo si estd contenido en
una bola. De hecho, si A estd acotado, para cada z € E se puede encontrar r € IR tal
que A C B,.(2).

16



Marco tedrico Capitulo 1

Definicién 12. Espacio compacto [1]

Un espacio métrico (X, d) es compacto si todo recubrimiento abierto de X admite
un subrecubrimiento finito.

Definicién 13. Sucesién divergente [4]

Dado el espacio (X, d) se tiene que una sucesiéon {z,} es divergente en (X, d) si para
todo r > 0y para z € X, existe por lo menos un z, ¢ B,.(2).

1.2. Teoremas

Teorema 1. Valor absoluto|[1]

Sean a,z € IR. Si a > 0, entonces la desigualdad |z| < a se cumple si y sélo si,

—a<zxrx<a
Teorema 2. Valor absoluto[1]
Sean a,z € IR. Si |x| > a entonces,

r<<—aox>a

Teorema 3. Desigualdad triangular[1]

Para nimeros reales arbitrarios a y b se verifica

la] + [6] > [a + 8],

Teorema 4. Desigualdad triangular[1]

Para nimeros reales arbitrarios a y b se verifica

| +b] = |af —[b]

17



Entornos Capitulo 2
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Capitulo 2

Entornos

Este capitulo se divide en 5 secciones, como sigue:
1. La seleccién de una métrica no equivalente a la métrica usual.
2. La demostracion de que la métrica escogida, es en efecto una métrica.

3. La demostracion de que dicha métrica no es equivalente a la métrica usual, ya
que si fuera asi, los resultados serian iguales que en IR.

4. La obtencién de los entornos calculados con la nueva métrica, mediante la defini-
cion 1.

5. La forma general de los nuevos entornos, y un caso particular de cada uno con su
respectiva representacion grafica.

2.1. Seleccién de una métrica no equivalente a la
métrica usual

La métrica seleccionada fue proporcionada por el profesor Hernan Diaz, para el es-
pacio académico de Andlisis Matematico, y fue escogida debido a que es una métrica no
equivalente a la métrica usual en IR, lo cual permite que los resultados sean diferentes
en cuanto a la convergencia (esta demostracién se presenta més adelante).

19



Entornos Capitulo 2

La métrica seleccionada en IR es la siguiente:

(

a:_y' sioy#0 y z£0 (1)
zy
1

- : — 9

by =4 |z| S v=0y 20 (2
1

; sio y#£0 y z=0 (3)

. 0 sioy=0y z=0 (4)

Todos los analisis que se realizan a continuacién son los aportes de la autora.

2.2. Espacio métrico

A continuacion, se presentan las demostraciones que permiten afirmar que dj. es
una métrica y por tanto que el espacio IR con la métrica d;. es un espacio métrico.

Proposicion 2.2.1.

El espacio IR con la métrica d;e es un espacio métrico.
Nota 1: Este espacio métrico lo notaremos (IR, dj.).

Demostraciéon

Para demostrar que (IR,d;.) es un espacio métrico, se prueba que d;. define una
métrica haciendo uso de la definicién 1 como sigue:
Para z,y, 2z € IR, d;. satisface :

1. dje(xay) S dje(xa Z) + dje<27y)'
2. dje(xay) = dje(yal‘)’

3. dje(x,y) =0siysélosiz =1y

Proposicién 2.2.1.1
Sean z,y, z € IR entonces dje(x, z) + dje(2,y) > dje(x,y).

Demostracién

Para demostrar la proposicién 2.2.1.1 se deben considerar los siguiente casos:

a)Siz#0,y#0,z#0,

20



Entornos Capitulo 2

Sean a,b € IR tal que

Por el Teorema 3 de la desigualdad triangular, se tiene:
laf +[b] = [a + 0],

luego, sustituyendo los valores de a y b,

x T z X
o= 22y > (o= )+ (2 )
z z z c
Luego,
x A
‘x——y‘—i— —y—y‘2|x_y|
z V4
Factorizando |z| y |y,
zZ—=y xr —Z
] ‘+|y! . ‘ZVC—?A

Dividendo por |zy| en ambos lados de la desigualdad, se tiene,

zZ—y n T —z > x—y
2y 2T xy
Luego
x—z n z2—y > x—y
2T zY Y
Por lo tanto,
dje(x7z> + dje(zay) Z dje(x7y) (21)
b)Sizx#0,y#0y2=0,
Sean a,b € IR tal que
1 1 1
a=———yb=—,
r Yy Y

Por el Teorema 4 de la desigualdad triangular, se tiene:
|+ 0] = [a] 0],
luego, sustituyendo los valores de a y b,

1 1 1’
S|
r Yy oy

3

21



Entornos Capitulo 2

Luego,
1 1 1 1
| T lr oyl |y
Asi,
1 1 1 1
— |+ |- Z - — —
T ) r oy

Luego, por los casos (1), (2) y (3) de la métrica d,., se tiene
d]’e<.§€, 0) + dje(07 y) > d]’e(l’, y)

Asi, como z = 0,
dje(xa Z) + dje(zv y) Z dje(x’ y)

c)Six#0,y=0,2#0.

Sean a,b € IR tal que

1 ( 1>‘ 1 1

Sl S 1 et

T 2 x 2
1 1 1 1
- — — Z — — | =
r oz T 2
1 1 1 1
- — — _2_
r oz 2 T

Utilizando el caso (2) de la definicién de la métrica, se tiene,
Qe 2) + dio(2,0) > de(2,0)
dje(w,2) + dje(2,y) = dje(z, y)
d)Siz#0,y=0,z=0.

Como,
1

X

1

<
x

+0

Se tiene por la definicién de la métrica dj.
dje(xa O) < dje(xu O) + dje(()? 0)
Comoy=0yz=0
dje(xa y) < dje(xa Z) + dje(za y)

22



Entornos Capitulo 2

e )Siz =0,y #0, z#0, Se demuestra andlogamente al item c).

f)Six=0,y+#0, z=0.

Se demuestra andlogamente al item d), partiendo de
i<l
— S —
Y Y

g ) Siz =y =z = 0. Esta demostracion es trivial ya que por definicién d,;.(0,0) = 0

+0

h )Siz=y=0,z+#0. Como,

Se tiene por la definicién de la métrica dj.

dje(07 O) < dje(za 0) + dje(O; Z)
Como, z =y = 0, se tiene,
dje(l’7 y) S dje([E, Z) + dj€<z7 y)
Por lo tanto, por los items de la a) a la h) queda demostrado que para z,y, z € IR,

dje(xay) S dje(ZE, Z) + dj@<z7y)

Proposicion 2.2.1.2
Sean z,y € IR, entonces dj.(z,y) = djc(y, ).

Demostracion

Para la demostracién se consideran los siguientes casos:

a)x#0,y#0
Yy—x 1 1 1 1 1 1 1 1 T —y
S R IR R T VR IR
ry Ty y =z y z y xy
b)x#0,y=0
1
dj6<x70): E :d]’e(o,l‘)
c)x=0,y#0
1
dje(0,y) = " = dje(y,0)

d ) z =y = 0 Esta demostracién es trivial ya que por definicién d;.(0,0) = 0.
Por lo tanto, por los items de la a) a la d) queda demostrado que para x,y € IR

dje(xa y) = dje<y7 '7:)

23



Entornos Capitulo 2

Proposicion 2.2.1.3
Sean z,y € R, dj.(v,y) =0siysélosiz =y

Demostracion

La demostracion de la proposicién 1.3 se divide en dos casos, como sigue:

Caso 1. Si z =y entonces d;.(z,y) = 0.

Para realizar esta demostracion se consideran los siguientes casos:

Caso 1.1 z#0,y #0

Por la definicién de dj, se tiene

dje(z,y) = i - i
Como = =y,
dje(z,y) = i - i
dje(z,y) =0

Por lo tanto, si x # 0, y # 0, z =y, se tiene que d;.(z,y) =0
Caso 1.2 =0,y =0
Como z =0,y = 0, por definicién de dje,

dje<$’ y) = 0
Por lo tanto, si x = 0 = y, se tiene que d;e(x,y) =0

Asi, queda demostrado que si z = y entonces d;.(x,y) = 0.

Caso 2. Sidj.(z,y) = 0 entonces x =y,

Dado dj.(z,y) = 0 se tiene por definicién de d;e que x = 0,y = 0 y por lo tanto
x=1y.

Pero puede suceder x # 0,y # 0 y por definicién de dje,

Yy—
Ty

dje(xa y) = ‘

24



Entornos Capitulo 2

luego, por transitividad,

-

Ty

Asi,
1 1
___‘:0
r Yy

y para que esto se cumpla, debe suceder que x = y.

Con esto, queda demostrado que si dj.(z,y) = 0 entonces z = y.
Por los casos 1y 2, se demuestra que dj.(x,y) =0 siy sélo si z = y.
Asi, por las proposiciones 1.1, 1.2 y 1.3, queda demostrado que dj. es una métrica.

y por ultimo, la proposicién 1 queda demostrada, asi que (IR, d;.) es un espacio
métrico.

2.3. La métrica d;. en el espacio IR no es equivalente
a la métrica usual en el espacio IR

A continuacién, se presenta la demostracion de que la métrica d,. en el espacio IR
no es equivalente a la métrica usual en el espacio IR, haciendo uso de la definicién 4 de
métricas equivalentes.

Proposicion 2.3.1.

Sean d y dje dos métricas en IR entonces d y d;. no son equivalentes.

Demostracion

Para realizar esta demostracion se hace uso de la definicion 4 de métricas equiva-
lentes, como sigue:

Sean d y d;. dos métricas en IR para las cuales si existen constantes a > 0,8 > 0
tales que

d(z,y) < adje(z,y) y dje(z,y) < Bd(z,y)

para todos los z,y € IR entonces las métricas dy y dy son equivalentes en IR.
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Es decir, que basta encontrar x,y € IR tal que no se cumpla la condicién, para
demostrar lo que se quiere.

Entonces, se parte del supuesto que d y d;. son métricas equivalentes y se mira el
caso en que x # 0,y # 0.

Como d y dje son métricas equivalentes, entonces por la definicién 4 de métricas
equivalente existen a > 0, 5 > 0 tales que

d(z,y) < adje(r,y) v dje(w,y) < Bd(z,y)

X
lz—y| < a

'

zy| < o y — <8
Sumando las desigualdades, se obtiene:

1
lzy| + — < a+p

|2yl

lzy? 4+ 1
|zy|

lzy]? +1 < (o + B)|ay|

<a+p

2y = (a+ B)layl +1 <0
Factorizando la cuadratica par a |zy|
Clzy| + (o + 8) + V(e + 5)* = 4)Qlzy| + (o + ) — V(e + ) —4) <0
Como el primer factor no puede ser menor o igual a 0,
20yl + (e +P) < V(e +P)* —4
Elevando al cuadrado en ambos miembros de la desigualdad, se obtiene:

Alzyl* +Alzyl(a + B) + (a+ B)* < (a+ B)* —4

A(lzyl* + layl(a + B)) < —4 (2.2)

La ecuacién (2.2) presenta un resultado imposible, es decir, que para = # 0,y # 0
no existen o > 0,8 > 0 tal que se cumpla la condicién, por lo tanto, d y dj. no son
equivalentes.
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2.4. Entornos

En esta seccion, se ejemplifican entornos particulares con la intenciéon de plantear
conjeturas que lleven a la generalizacion de estos y a entender su comportamiento, por
lo cual los entornos aqui obtenidos se calculan mediante una hoja de calculo en excel
(Anexo 1) y las gréficas se realizan en el programa Wolfram Alpha Online.

Esto se realiza con la intencion de estudiar la convergencia de las sucesiones en el
siguiente capitulo por medio de la definicién 13 de sucesiones convergentes.

2.4.1. Ejemplos de entornos en la métrica d;.

Al calcular los diferentes entornos se toma a r como el radio, y a y como el centro.
Teniendo en cuenta que r puede ser muy cercano a cero(r — 0) o puede tender a infinito
positivo (r — 00), y que, y puede variar, dependiendo si se acerca a cero por la derecha
(07) o por la izquierda (07), o tender a infinito positivo (y — o) o tender a infinito
negativo (y — —00).

Se hace esta ejemplificacion, con la intencion de entender el comportamiento de la
métrica y poder abstraer la forma general de los entornos, en la siguiente seccién, se
prueban las conjeturas aqui realizadas.

A continuacion se analizan los diferentes casos que se pueden obtener en donde para

cada caso, la imagen de la izquierda se muestra los valores de r y de y, y en la imagen
de la derecha, se observan los x que cumplen la condicién, es decir el entorno.

1.r—0,y— 0",

r Y
0,4 0,3 0,267857143 <x<  0,340909091
0,1 0,2 0,196078431 <x<  0,204081633
0,3 0,1 0,097087379 <x<  0,103092784
0,2 0,4 0,37037037 <x<  0,434782609

Se puede observar que cuando r — 0, y — 01, el entorno queda de la forma

a < x < b, para algin a,b € IR.
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2. r—= 0,y = o0,

r y
0,4 100 x <-2,564102564 o x> 2,43902439
0,1 150 x<-10,71428571 o x> 9,375
0,3 200 x < -3,389830508 o x> 3,278688525
0,2 250 x<-5102040816 o x> 4,901960784

Se puede observar que cuando r — 0, y — 00, el entorno queda de la forma

r <aox>b, paraalgin a,b € IR.

3.r—0,y—07,

r y
0,4 -0,3 -0,34090909 <x<  -0,26785714
0,1 -0,2 -0,20408163 <x<  -0,19607843
0,3 -0,1 -0,10309278 <x<  -0,09708738
0,2 -0,4 -0,43478261 <x<  -0,37037037

Se puede observar que cuando r — 0, y — 07, el entorno queda de la forma

a < x <b, para algin a,b € IR.

4. r— 0,y — —o0,

r Yy
0,4 -100 x<-2,43902439 o x> 2,564102564
0,1 -150 x < -9,375 o x> 10,71428571
0,3 -200 x < -3,278688525 o x> 3,389830508
0,2 -250 x < -4,901960784 o x> 5,102040816

Se puede observar que cuando r — 0, y — —o0, el entorno queda de la forma

xr < aox>b, paraalgin a,b € IR.

5. r—o00,y — 07,

r Y
100 0,3 x < -0,010344828 o x> 0,009677419
150 0,2 x < -0,006896552 o x> 0,006451613
200 0,1 x < -0,005263158 o x> 0,004761905
250 0,4 x < -0,004040404 o x> 0,003960396
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Se puede observar que cuando r — oo, y — 07, el entorno queda de la forma

xr <aox>b, para algin a,b € IR.

6. r — 00, y — 00,

r Yy
100 100 x < -0,010001 o x> 0,009999
150 150 x < -0,006666963 o x> 0,00666637
200 200 x < -0,005000125 o x> 0,004999875
250 250 x < -0,004000064 o x> 0,003999936

Se puede observar que cuando r — 00, ¥y — o0, el entorno queda de la forma

xr <aox>b, para algin a,b € IR.

7.r—=o00,y—0",

r Y
100 0,3 x < -0,009677419 o x> 0,010344828
150 0,2 x < -0,006451613 o x> 0,006896552
200 0,1 x < -0,004761905 o x> 0,005263158
250 0,4 x < -0,003960396 o x> 0,004040404

Se puede observar que cuando r — co, y — 07, el entorno queda de la forma

8. r— 00, y = —00,

r <aox>b, para algin a,b € IR.

r y
100 -100 x < -0,009999 o x> 0,010001
150 -150 x < -0,00666637 o x> 0,006666963
200 -200 x < -0,004999875 o x> 0,005000125
250 -250 x<-0,003999936 o x> 0,004000064

Se puede observar que cuando r — 0o, y — —o0, el entorno queda de la forma

xr < aox>b, para algin a,b € IR.
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9. r—=0,y=0,
r Y
0,4 0 X< -2,5 o x>25
0,1 0 x<-10 o x=10
0,3 0 x<-3,333333333 o x> 3,333333333
0,2 0 X< -5 o x=5

Se puede observar que cuando r — 0, y = 0, el entorno queda de la forma

r < —aox>a, para algin a > 0,a € IR.

10. r = o0, y = 0.

r Y
100 0 x < -0,01 o x>0,01

150 0 x < -0,006666667 o x> 0,006666667
200 0 x < -0,005 o x> 0,005

250 0 x < -0,004 o x> 0,004

Se puede observar que cuando r — 0o, y = 0, el entorno queda de la forma

r < —aox>a, para algin a > 0,a € IR.

De todo lo anterior se puede conjeturar que se tendran al menos 3 formas para los
entornos,

1. a < x < b, para algin a,b € IR.
2. x <aox>b, para algin a,b € IR.
3. x < —aox>a, para algin a > 0,a € IR.

Esto lo comprobaremos en la siguiente seccién.

2.5. Forma general de los entornos en (IR, d;.)

Con el fin de abordar la convergencia de las sucesiones por la definicion 6 del limite
de una sucesién, se hace necesario determinar la forma general de los nuevos entornos,
los cuales notaremos con B,.(y), que es el entorno de radio r y centro en y, tal que
x,y € IR con la métrica d;. en IR, para lo cual se presentan 3 casos dados por las
restricciones de la métrica.
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Caso 1

Supongamos que y # 0.
Un entorno en (IR, d,.), es por la definicién 2,
B.(y) :={z € R: dje(x,y) <r}

Como y # 0, haciendo uso de la definicién de dj., se tiene que es necesario revisar
cuando z # 0 y cuando y # 0, asi,

Caso 1.1

Se mira el caso en que y # 0, z # 0

Por la definicién de dje,

_ x—y
B.(y) = clR: <
W=(eem: |70
Y oy
Yy
2
=Y <r
xry

luego,

(x —y)? < r’a’y®

v? — 2xy + 9y < rix?y?

2? —r?r*y? —2zy + 4% <0

(1 —r*y?)2? — 2zy +y* < 0. (2.3)

Ahora, se analiza la tricotomia para 1 — r%y?,
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Caso 1.1.1

Se supone 1 — r?y? = 0,

sustituyendo 1 — r?y* en (2.3), se obtiene,
—2xy + y* < 0 entonces,

y2 < 2xy

y como 1 — r?y? = 0, entonces ry = £1.
Luego, se tienen los siguientes casos para (2.4),

y<0yy>0

Caso 1.1.1.1

Si y < 0 entonces, despejando en (2.4), se obtiene:

Ejemplo entorno 1.

-0,5

&

-14 =12 -1.0 -0g -06

Caso 1.1.1.2

Si y > 0 entonces, despejando en (2.4), se obtiene:

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Ejemplo entorno 2.

a 0,25 X > 0,125

015 0.20 0.25 0.30 0.35

Caso 1.1.2
Sil—r?y?>0

como 1 — r?y? > 0, la desigualdad (2.3), se mantiene, es decir:

(1 —r*yHa® —2zy +1y* <0
2 2 . Y
1 — r2y? 1 —r2y?

T <0

completando cuadrados,

9 2y y ? y 2 y?
- —(—L—) +—L <0
. 1—r2y2x+(1—r2y2) (1—7’2y2) +1—7’23/2

2 2 2,2
1-— -1
- Yy y( 'y )<0
1 - ?JZ (1—7“2?42)2

y O\t
— — <0
(m 1- rQy?) (1—r2y?)?

y o\’ vro
- < [ —
<x 1- T2y2> (1 - T2y2>

sacando raiz en ambos lados de la desigualdad,

y y*r
:r —
1—r2y? 1 — r2y?
yir
Como > 0, se tiene,
1 —r2y?
y y*r
‘Q'/' —
1 — r2y? 1 — r2y?
ahora, se obtiene:
YTy yr
1 —r2y? 1—r2y2 1 —r2y?
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2 2
Yy y*r y°r Y
— < <
1—r2y?2 1 —r2y? * 1—r2y2 1 —r2y?
y(1 —yr) . y(yr +1)
(1 —ry)(1+ry) (1 —ry)(1+1ry)

<rT <
1+ry 1—ry
Por lo tanto, como 1 —2 3% > 0 entonces —1 < ry <00 0 < ry < 1, para lo cual,

5 ) )
B.(y) := , 2.7
(v) (1—I—Ty 1—ry) (27)
Ejemplo entorno 3.
r y
4 0,15 0,09375 <x< 0,375

010 015 0.20 0.25 0.30 0.35

Caso 1.1.3
Sil—r¥y?<0

como 1 — r?y? < 0, la desigualdad en (2.3), se modifica, asf:

2 2y ?JZ

— + >0
1-— szzx 1 — r2y?

T

completando cuadrados,

2 2y y ? Y ? y?
-+ | —— | — + >0
v 1—7‘2y2x (1—T2y2) <1—r2y2> 1 —r2y?

2 2 2,2 2

1— _

e Y LA -y
1—r2y2 (1—7"2y2)2

v\ y'r?
) T > 0
<x 1- T2y2> Ty

v\’ vro\?
R > -
(x 1 —T2y2) (1 —7‘2y2)

sacando raiz en ambos lados de la desigualdad,

_ Yy
1 —r2y?

X

yer
1—r2y?
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2
o (v
1 —r2y?

haciendo uso del teorema 2 del valor absoluto se obtiene:

Y

x_—
1 —r2y?

2 2
Yy yr Yy y'r
($ 1— r2y2) 1 —r2y? o 1 —r2y? 1 —r2y?

2 )
o< IV o v VU
1 —r2y 1 —ry
1 1—
oo y+ry) 5 o Y=y
(1 =ry)(L +ry) (I —=ry)(L+ry)
T < Y 0 T > Y
1—ry 14+ 7ry

Por lo tanto,

Y Yy
— 2.8
x € ( oo, 1 Ty) (1 Ty,OO) ( )

cuando 1 — r?y? < 0 es decir ry < —1 o ry > 1.

Caso 1.2

Se evaltia y # 0, x =0
Por la definicién 3 de entorno abierto, se tiene:

B,(y) = {r € R tal que dj.(z,y) <1}

luego, se hace uso de la definicién de la métrica d;. para y # 0, z = 0,

-

B,(y) = {:c € IR tal que

Y
ahora para que esto sea cierto se tiene que cumplir que

1<ry, cony >0

—1>7ry cony <O0.

asi, para 1<ry o -1 >ry se tiene que

z € B,(y),
luego, )
0 € B.(y),
En resumen, B
r € Br(y), (2.9)

35



Entornos Capitulo 2

cuando 1 — r2y? < 0 es decir ry < —1 o ry > 1.

Por lo tanto, por (2.8) y (2.9), se determina el entorno 4

Bl = (o0 1 LYo (1) U ) (2.10)

1—ry 1+ry’

cuando 1 — r?y? < 0 es decir ry < —1 o ry > 1.

Ejemplo entorno 4.

4 1,00 | [x<-02 U x> 0,333333333

& L] oo

—-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

Caso 2

Siy=20
Usando la definicién (2), se obtiene:

B.(y) ={r € R:dj(z,y) <r}

como y = 0,
_ 1
B.(y) ={r e R: ‘E‘<r}
1
- <r
x
1
— <z
Asi,
1 1
r<——ox>—
r r

Bi(5) = (~oe -1 ) U (1.00) (211)
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Ejemplo entorno 5.

! y
Dr5 DrDD x<-2 U ®=2
R e
-
-G -4 -2 4] 2 4 ]

( (—oo, %) : si ry = —1; (1)
(%, oo> , si ry =1, (2)
Bo(y) = (1—|?—er71—yry)7 si —1<ry<0ol0<ry<l1; (3)
(—oo, 7 —yry) U (1 —|—yry’oo> u {0}, si ry<-—lory>1,; (4)
(—oo, —1) U (1, oo) u {0}, si y=0. (5)
L r r
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Capitulo 3

Convergencia de sucesiones en

<R7 de)

En este capitulo, se presenta un andlisis de la convergencia de algunas sucesiones en
el espacio métrico (IR, d;.), divididas en dos grupos: las que convergen a L = 0 y las
que convergen a L # 0; haciendo uso de la definicién 8 del limite de una sucesién y de
los entornos que se dedujeron en la seccién anterior.

Por 1ltimo, se formulan conjeturas de acuerdo a las observaciones realizadas de los
ejercicios realizados, las cuales se verifican con una demostracion.

3.1. Sucesiones que convergen a L =0

Ejercicio 1.

La sucesién z,, = n converge a cero en el espacio (IR, d;e).

Para la solucién de este ejercicio se aplica la definicién 8 del limite de una sucesion,
asi:

Proposiciéon 3.1 Para todo € > 0, existe N € IN, tal que si n > N entonces
n € B.(0).

Demostracion
. 1
Para todo € > 0, existe N € IN, tal que N > —,
€

1
y comon > Ny N > — se tiene por transitividad:
€

n> -
€
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lo que quiere decir que,

Ahora, se toma ¢ como el radio y, y = 0 como el centro. Entonces se tienen las
condiciones del entorno (5), asi,

1
y como n € (—, oo) entonces,
€

luego, B
n € B.(0)

y por lo tanto, aplicando la definicion 8 del limite de una sucesién, la sucesion x,, = n
converge a cero en el espacio métrico (IR, dj.).

Ejercicio 2

La sucesiéon z,, = converge a cero en el espacio métrico (IR, d;.).

(=1)"
Para la solucién de este ejercicio se aplica la definiciéon 8 del limite de una sucesion,
asi:

Proposicion 3.2 Para todo ¢ > 0, existe N € IN, tal que si n > N entonces
n _
€ B.(0).
TR

Demostracién

1
Para todo € > 0, existe N € IN, tal que N > —,
€

1
y como n > Ny N > — se tiene por transitividad:
€

1
n> -,
£

multiplicando a los dos lados de la desigualdad por —1 se obtiene,

1
—-n < —=,
9

es decir que,
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. 1 1
1. Sin > — entonces n € | —,
€ €

. 1 1
2. Si —n < —— entonces —n € | —o0, ——
€

5
Ahora,
a) Sin es par, entonces ;
(= "
b) Si n es impar, entonces .
= —n.

Ahora, sustituyendo a) en 1y b) en 2, se tiene:
n 1 )
. (_1>n S (g,OO) S1 n es par.
n
S

Por lo tanto,

Iy . :
€ (—oo, ——) Sl . €s 1mpar.
€

1 1
n €| —oc0,—— | U | —,00 | para todon € IN.
(—1)» £ €

Por otro lado, se toma ¢ como el radio y, y = 0 como el centro. Entonces se tienen
las condiciones del entorno (5), asi,

entonces

y por lo tanto, aplicando la definicién 8 del limite de una sucesion,
— converge a cero en el espacio métrico (IR, dj.).

(=1

la sucesién z,, =
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Ejercicio 3.

., n . s
La sucesién z,, = 7 converge a 0 en el espacio métrico (IR, dje).
n
Para la solucién de este ejercicio se aplica la definicién 8 del limite de una sucesion,

’

asl:

Proposicion 3.3 Para todo € > 0, existe N € IN, tal que si n > N entonces

: € B.(0).

n—+1

Demostracién

14++V1+4e

Para todo € > 0, existe N € IV, tal que N >

2 ’
1++v1+4
comon >N,y N > %, entonces,
€
1++V1+4e
n>-————,
2e
luego, existe a € IR tal que
_1—1+4e
N 2e
de modo que,
1+ v1+44e - 1—+v1+4+4e
2e 2e
entonces por transitividad
1—+v1+44e
n>-——
2e
. 14++vV1+4e 1 —+1+4e
por lo cual se tiene N >0y N >0
€ €

(n_H—m) (n_l——m> -0

2e 2e
es decir
nce—n—1>0
asi
o n+1
n- >
€
entonces
1 n?
€ n+1
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€| —,00
n+1 €

luego, se toma € como el radio y, y = 0 como el centro. Entonces se tienen las condiciones
del entorno (5), asi,

Por lo tanto

2

n 1

Y como, € | —,00 |, entonces
n+1 €

es decir,
2
n _
€ B.(0),
n+1 (0)
y por lo tanto, aplicando la definicién 8 del limite de una sucesion,

n2

la sucesiéon z,, = converge a cero en el espacio métrico (IR, d;.).
n+1

Ejercicio 4.

. 1 S
La sucesién x, = o con 0 < b < 1 converge a 0 en el espacio métrico (IR, dj.).

Para la soluciéon de este ejercicio se aplica la definicién 8 del limite de una sucesion,
asi:

Proposiciéon 3.4 Para todo ¢ > 0, existe N € IN, tal que si n > N entonces

1 _
— € B.(0).
€ B.(0)

Demostracién

1
Para todo € > 0, existe N € IN, tal que N > %,
n

Ine . e
comon >N,y N > ™A se tiene por transitividad,
n

- Ine
" Inbd’

y como 0 < b < 1, por la forma en que esta definida la sucesién, entonces,
(Inb)n < lne,
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y por propiedades de los logaritmos,

es decir,

por lo tanto,

Luego, se toma ¢ como el radio y, y = 0 como el centro. Entonces se tienen las
condiciones del entorno (5), asf,

1 1
vy como,b—n S (—, oo), entonces
€

es decir,

1 _

o € B.(0),
y por lo tanto, aplicando la definicién 8 del limite de una sucesién,
la sucesién z,, = f COTVETEE a Cero en el espacio métrico (IR, d;e).

3.2. Sucesiones que convergen a L # (

Ejercicio 5.

1
La sucesién z,, = — no converge a 0 en el espacio métrico (IR, d;e).
n

La siguiente demostracion se realiza por contradiccion suponiendo que — converge a 0
n

y llegando a un imposible, como se muestra:

1
Proposicién 3.5 La sucesién x,, = — no converge a 0 en el espacio métrico (IR, d;.).
n
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Demostracion

. 1 - . .
Suponiendo que — converge a 0 entonces por la definicion 8 se tiene que existe
n

_ 1 _
N € IN tal que si n > N entonces x,, € B.(0), es decir — € B.(0)
n

Por la forma entorno (2.11), se tiene que:

luego,

y por lo tanto,
—e |-,
n €
11 L . .
es decir, — < —, lo que indica que n < € y esto es imposible.
E n
Por lo tanto, la sucesién — no converge a 0 en el espacio métrico (IR, d;.).
n
Ejercicio 6.
La sucesién x,, = b_%, con b > 0 converge a 1 en el espacio métrico (IR, d;).

Para la solucién de este ejercicio se aplica la definicién 8 del limite de una sucesion,
asi:

Proposiciéon 3.6 Para todo ¢ > 0, existe N € IN tal que si n > N entonces
b~ € B.(1)

Demostracién

Para todo ¢ > 0, existe N € IN, tal que:

In|b
Caso 1) Si 0 < b < 1 entonces N > bl
In|l— ¢
In|b| e
luego, comon > Ny N > 1’1—| entonces por transitividad,
n|jl—e
In |b|
In|l— ¢
y asi,
1 In|l—¢g|
- < —. 3.1
n Inb (3:1)
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Inb
Luego, existe a € IR tal que a = n—’ de modo que,
In|1+ €|
Inb -
—— >a
In|l+ ¢ ’
es decir,
Inb Inb
> ;
Injl —¢| = In|l+¢
Inb o
luego, como n > m, entonces nuevamente por transitividad,
n|l—e
- Inb
n S —
In|l+¢|
y asi
Inll+¢ 1
—_— < - 3.2
Inb n (3:2)

Luego por (3.1) y (3.2), se tiene,

Inb n Inb
Ahora se multiplica por Inb y resulta,

Injl4+¢ 1 In|l—¢
— < < —

1
In|l+¢l>(Inb)— >1In|l —¢].
n

Ahora, se multiplica por —1 y se suma 0 = In 1, luego se obtiene,

1
Inl—In|l+¢ <——(Ind) <lnl—In|l—¢|
n

y por propiedades de los logaritmos,

In <In(b~w) < In

1+e¢ 1—¢

es decir,

por lo tanto,

Por otro lado, si se toma £ como el radio y, ¥y = 1 como el centro, entonces se tienen
las condiciones del entorno (3). Asi,

B:(1) = <1ie’ 1i5)
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e (L !
l+e’'l—¢)

B(1) = (141@’1;)

“w € B.(1), con0<b<1

es decir que, como

entonces,

In |b
Caso 2) Si b > 1 entonces N > _Infb
In|l+ ¢
In|b| s
luego, como n > N y N > ————— entonces por transitividad,
In|1+ ¢
In |b|
In|l+ ¢
y asi,
Infl4+¢ 1
_— > - 3.3
Inb n (3:3)
. Inb
Luego, existe a € IR tal que a« = ————, de modo que,
In|l—¢|
Inb -
—— >a
In |1+ ¢l ’
es decir,
Inb Inb
> )
Injl+¢] " In|l—¢
Inb e
luego, como n > m, entonces nuevamente por transitividad,
- Inb
n —
In|l— ¢
y asi
Injl—¢] 1
—_— < - 3.4
Inb n (34)
Luego por (3.3) v (3.4), se tiene,
Injl—¢f 1 In|l+¢
Inb n Inb

Se multiplica por —Inb y se suma 0 =In1,
1
Inl—Injl—¢/>——(nb) >Inl—In|l+¢|
n
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y por propiedades de los logaritmos,

1 1
1 >1In(b ») >1
nl—e ( ) nl—l—e
es decir,
1 ot 1
1—¢ 1+4+¢

por lo tanto,

-l 1 1
l+e’'l—¢)

Por otro lado, si se toma £ como el radio y, ¥y = 1 como el centro, entonces se tienen

las condiciones del entorno (3). Asi,

B(1) = (1;’ 115)

-l 1 1
I1+e’'l1—¢)

B€(1)=(1i€,1i6)

b w € B.(1), con b > 1.

es decir que, como

entonces,

Por tltimo, por el Caso 1) y Caso 2) se tiene que

3=

bn € B.(1) con b > 0,

y por lo tanto, aplicando la definicion 8 del limite de una sucesién,

y _1 .
la sucesién ,, = b~» con b > 0, converge a uno en el espacio métrico (IR, dj.).

Ejercicio 7.

n—+1

. 1 . .
La sucesiéon z,, = g, converge a o en el espacio métrico (IR, dje).

Para la solucién de este ejercicio se aplica la definicién 8 del limite de una sucesion,

asi:

Proposicion 3.7 Para todo ¢ > 0, existe N € IN tal que si n > N entonces

n+1 _ /1
eB.(=-].
8n <8>
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Demostracion

Para todo € > 0, existe N € IN, tal que N >

comon>NyN >

n >
e 8—¢€
y por transitividad n > ,
3
8—¢ 8+¢
> J—
3

Como

8+ ¢

n > —

€
84 ¢

€

— <
8+ ¢

£
8(8 +¢)

Aplicando fraccciones parciales,

A

B_

1
<=V
n

8—=¢

5 e
entonces por transitividad,

8—¢
€

, entonces por transitividad,

8 —=¢

yn>

€ >1
8—¢

n

- €
8—¢

1
n
1 €

3 88 —2)

A8 +¢)+ B8

8 8+e&

Es decir,

8(8+¢)

(A+B)8+cA=c¢

Por lo tanto, A+ B=0y A =1,
Asi, B = —1, luego se tiene que,

€

8(8+¢)

1+ 1
8 8+¢

y aplicando el mismo procedimiento de fracciones parciales también se tiene:

1 £ 1 1
8\8—¢/) 8—¢ 8
Es decir,
1 1 1 1 1
EE— < —_ EE—
8+ & 8 8—¢ 8
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1 1 1< 1

84+¢ 8 8 8—c¢
de donde,
1 1
8 1 8
<-4+ — <

142 3 8n 1_¢
8 8

lo mismo que,

es decir,

1
8

n+1 c
8n 1

+ ool —

€ €
8 8

Por otro lado, si se toma € como el radio y, y = 3 como el centro, entonces se tienen

las condiciones del entorno 3. Asi,

<
8
es decir que, como
1 1
n+1 8 8
8n 14571 _¢
+ 8 8
Yy
1 1
A (1) .8 8
€ 8 1 E? 1 B i
+ 8 8
entonces,
n+1 _ (1]
S
8n © (8)
. C .. ., ., n+1
Luego, aplicando la definicién 8 del limite de una sucesién, la sucesién x, = 3
n

1
converge a ¢ en el espacio métrico (IR, d;e).
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El siguiente, es un cuadro comparativo entre los resultados obtenidos de las propo-
siciones anteriores en el espacio métrico (IR, d;.), los resultados conocidos para estas
mismas sucesiones en el espacio métrico (IR,d), y los resultados conocidos para las
sucesiones inversas el espacio métrico (IR, d):

Sucesién (R, d;e) (IR, d) (R, d)
) 1
Tp=n {z,} converge a 0 {x,} diverge {—} converge a (
Ty,
n ) 1
Ty = =y {z,} converge a 0 {z,} diverge {—} converge a 0
— n xn
- {o) 0 | frba 1 o
Tn = x,} converge a z,} diverge . converge a
1 . 1
Tn = o con 0<b<1l| {x,} converge a0 {z,} diverge — ¢ converge a 0
V1 xn
1 1 :
Ty = — {z,} no converge a 0 | {x,} converge a 0 — ¢ diverge
n Tn

xn:b_% conb>0

{z,} converge a 1

{x,} converge a 1

{

B |

n

converge a 1

n

|
)
|

(=D" 1
Ty = {z,} no converge a 0 | {x,} converge a 0 | { — » converge a 0
n T
n+1 (2.} 1 (2.} 1 1 g
T, = T,} converge a — T,} converge a — | < — » converge a
8n 503 AR &
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3.3. Teoremas

Aqui se muestran los teoremas que se conjeturaron a partir de los ejercicios realiza-
dos, y su demostracién:

Teorema 1

Dada la sucesién {z,} en (IR,d), tal que x, # 0 converge a L # 0 si y sélo si la

1 1
sucesién {—} en (IR,d,.) converge a I

Demostracién

1
1. Dada la sucesion {x,} en (IR, d), tal que z,, # 0 converge a L # 0 entonces {—}

1 n
en (IR,d,;.) converge a I

Dado € > 0 existe N € IN tal que si n > N entonces,

d(x,, L) < e,

por la definicién de la métrica usual,

|z, — L] <e
luego,

1 1

T T 1| <€

Tn L

por la definiciéon de la métrica d;. se tiene,
11
die | —, = | <e.
! (zn L)
1

1
Por lo tanto, por la definicién 8, la sucesion {—} en (IR,d;.) converge a T
Tn

1 1 1
2. Dada la sucesion {—} tal que z,, # 0, si {—} converge a - en (IR, dj.) entonces
n ‘rTL

{z,} tal que z,, # 0 converge a L # 0, en (IR, d).
Dado € > 0 existe N € IN tal que si n > N entonces,
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por la definicién de la métrica dj, se tiene que,

1 1
T T I| <€
. L
luego,
|z, — L| <e
por la definicién de la métrica usual,
d(z,, L) < e.

Por lo tanto, por la definicién 8 la sucesién {z,} en (IR, d) converge a L.

Luego por 1 y 2 queda demostrado el enunciado del Teorema 1.

Teorema 2

Dada la sucesién {z,} en (IR,d), tal que z, # 0, x, converge a 0 si y sblo si la

) 1
sucesion {— en (IR, d,.) converge a 0.
Tn

Demostracién

1. Dada la sucesion {z,} en (IR,d), tal que z,, # 0, si z,, converge a 0 entonces la
1
sucesién ¢ — ¢ en (IR, d,.) converge a 0.

n
Dado € > 0 existe N € IN tal que si n > N entonces,

d(zp,0) < e,

por la definicién de la métrica usual,
lz,| < e

luego,
1
T

Tn

<€

por la definicién de la métrica d,. se tiene,
1
d (_, o) <e
Tn

1
Por lo tanto, por la definicién 8 la sucesién {—} en (IR,d,.) converge a 0.
ITL
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1 1
2. Dada la sucesién {—} en (IR, dj.), tal que x,, # 0, si {—} converge a 0 enton-
x x

n n
ces la sucesion {z,,} en (IR, d) converge a 0.

Dado € > 0 existe N € IN tal que si n > N entonces,

1
dje <—,O> <é€
Tn

por la definicién de la métrica d;, se tiene que,

1
I <é€
In
luego,
|z,| < e
por la definicién de la métrica usual,
d(x,,0) < e.

Por lo tanto, por la definicién 8 la sucesién {x,} en (IR, d) converge a 0.

Luego por 1 y 2 queda demostrado el enunciado del Teorema 2.

Teorema 3

Dada una sucesion estrictamente mondtona {z,}, con x, # 0 para todo N € IN, Si
{z,} es divergente en (IR, d) entonces la sucesién z,, converge a cero en (IR, dje).

Demostracion
Dado ¢ > 0, existe M € IN tal que, por la propiedad arquimediana se verifica,

0<1< (3.5)
Vi 9 .

como {x,} es divergente y estrictamente monétona, {z, } es no acotada, luego existe
un término de la sucesién positiva que cumple que,

zy >0

tal que

Ademas, por ser estrictamento monétona, es creciente o decreciente:

o4
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1. Se supone que {z,} es creciente, luego si n > M entonces x, > x,,
asi, como x,; > 0 entonces |z,| > |z,
por lo tanto,

—_— < —. (3.7)

Asi por (3.5), (3.6)y (3.7), se tiene

1
M <€
1 1
[ear] = M
y
1 1
T |z
Por transitividad
Llce
xn

2. Se supone que {z,} es dcreciente, luego si n > M entonces x, < T,
asi, como xp; > 0 entonces |z, | < |z,
por lo tanto,

Asi por (3.5), (3.6)y (3.8), se tiene

! <
— <c
M
1 - 1
y
1 1
Tn |xM|
Por transitividad .
—| <€
Tn
Se concluye que dado € > 0, sin > M
1
— | <e
Tn

es decir,
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luego B
x, € B:(0) para todo n > M

esto significa que la sucesién {x,} converge a cero en el espacio métrico (IR, dj.).
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Conclusiones

1. La determinacién de los entornos permitio estudiar la convergencia de las suce-
siones tal como se habia pensado.

2. Se tenia previsto estudiar la convergencia de las sucesiones por medio de sucesiones
de cauchy, pero inicialmente no se logréo demostrar que el espacio era completo, por
lo cual se utilizé tnicamente la definicion 8 del limite de una sucesién, haciendo
uso de los nuevos entornos.

3. Las conjeturas formuladas se lograron plantear utilizando la actividad matematica
de pasar de lo particular a lo general, es decir, primero se encontraron resultados
particulares que brindaron la informacion necesaria para formular una conjetura,
demostrarla, y posteriormente llamarla teorema.

4. Se lograron demostrar 3 teoremas que facilitan el calculo de la convergencia de
algunas sucesiones en el espacio métrico (IR, d;.)

[a] Dada la sucesién {x,} en (IR, d), tal que x,, # 0 converge a L # 0 si y sélo

1 1
si la sucesion {— en (IR, d;.) converge a I
Tn

[b] Dada la sucesién {z,} en (IR,d), tal que z,, # 0, z,, converge a 0 si y sélo

1
si la sucesion {—} en (IR, d,.) converge a 0.

Tn

[c] Dada una sucesién estrictamente mondtona z,, con x, # 0 para todo
N € IN, Si z,, es divergente en (IR, d) entonces la sucesién x,, converge a cero en
(R, dje).
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Comentario de la autora

Una manera de proyectar este trabajo es abordar la continuidad de funciones, la
diferenciacion y la integrabilidad que parten de la comprensiéon de los entornos ya rea-
lizada en este trabajo y pudiendo utilizar la misma estructura de este trabajo para su
desarrollo.
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