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2. Descripcion

El trabajo se propuso con la idea de identificar las analogias que existen entre la coleccion de
todas las Sigma Algebras sobre un conjunto y la coleccion de las topologias sobre el mismo
conjunto, dada su gran similitud en sus definiciones, para esto se estudiaron las Sigma Algebras
de forma analoga a como se estudian las topologias desde un punto de vista categérico, su
relacion de contenencia , la estructura de reticulo completo , la forma de construirlas y la cualidad
para poseer estructuras iniciales y finales .

3. Fuentes

En este trabajo se utilizaron diversas fuentes, las mas relevantes fueron.

Donado, A., Montafiez, R. (2002). Algunas Categorias Topologicas Asociadas A Colecciones De
Conjuntos. Memorias De los encuentros de Geometria y Aritmética, Tomo 1, 255-265.

Donado, A., Hernandez, J., Montafiez, R. (2002). (2013). Ambientes Categoricos para la
Topologia. Encuentro de Geometria Y sus Aplicaciones, XXI, 2-28.

Garcia, A. (2008). Teorias de la Medida y de la Probabilidad. Céceres, Espafa: Universidad de
Extremadura.




Mufioz, J. (2002). Introduccién a la teoria de conjuntos. ( 4° ed.). Bogota, Colombia: Universidad
Nacional de Colombia.

Rubiano G. (2002). Topologia general. (2° ed.). Bogot4, Colombia: Universidad Nacional de
Colombia.

Z0, N. F. (2013). Medida e integral de Lebesgue. Buenos Aires, Argentina: Universidad de
Buenos Aires.

4. Contenidos

El primer capitulo, denominado preliminares, esta constituido por la definicién de los objetos que
se utilizaran, ademas, de algunas propiedades de estos objetos.

En el segundo capitulo, denominado o-Algebra, se inicia presentando algunos ejemplos de sigmas
algebras en diferentes conjuntos; finitos, infinitos contables, infinitos no contables, ademas, se
identifican propiedades relevantes para la coleccion Sig(X) y se presenta una primera forma de
conseguir una o-Algebra a partir de una coleccion de subconjuntos de X .

En el tercer capitulo, se pretende relacionar por medio de la contenencia de conjuntos a Sig(X) y
Top(X), con lo que se muestran ejemplos y contra ejemplos para poder establecer dicha relacion,
en el segundo momento de este capitulo, se trata de establecer una forma de construir o-Algebras
a partir de un conjunto cualquiera.

En el cuarto capitulo, se confirma que para cualquier conjunto X su fibra Sig(X) forma un reticulo
completo, ademas se comprueba la existencia de estructuras iniciales y finales, todo con el fin de

comprobar que Sig es una categoria topologia, por ultimo, se establece un funtor entre Top y Sig.

5. Metodologia

Inicialmente se realizé la busqueda y seleccion de la informacién mas relevante sobre la nocion
de Sigma Algebra, luego se analizaron varios ejemplos de Sigma Algebras tanto en conjuntos
numerables como no humerables ,teniendo esta nocién mas clara se empez6 a buscar informacién
en libros de topologia , teoria de la medida y teoria de categorias, con el fin de empezar a ligar
los conceptos de Sigma Algebra y topologia , por ultimo se tom6 como referencia el estudio de la
categoria Top para estudiar las Sig de forma semejante al de las topologias.

6. Conclusiones




Por medio de diferentes conjuntos se pueden generar la misma Sigma algebra, un caso
particular es la sigma &lgebra de Borel generada por diferentes topologias sobre R.
Semejante a la topologia se pueden utilizar operaciones entre conjuntos para construir
sigmas algebras, el proceso es el siguiente: se toma un conjunto cualquiera, se realiza una
particion finita del conjunto y por Gltimo se realizan todas las uniones finitas sobre la particion,
en consecuencia, el conjunto obtenido resulta ser una Sigma algebra sobre el conjunto inicial
y, ademas, resulta ser la mas pequefia que lo contiene. Este proceso permite generar un
Sigma algebra por cada particién que se realice sobre el conjunto inicial.

En un conjunto finito se puede acotar inferiormente la cantidad de Sigmas algebras sobre el
conjunto, ya que, al ser el conjunto finito, se puede contar cuantas particiones hay en dicho
conjunto y, por lo tanto, generar esa cantidad minima de Sigmas algebras, este valor se
obtiene utilizando el numero Bell, que es una funcién que proporciona el niamero de
particiones posibles en un conjunto finito.

Una forma de definir particiones sobre un conjunto es definiendo una relacion de equivalencia
en dicho conjunto, por lo tanto, para cualquier conjunto una relacion de equivalencia define
una Sigma algebra y, ademas, esto permite definir una forma de construir Sigmas algebras
sobre un conjunto utilizando relaciones, el cual implicaria definir una relacion de equivalencia
sobre el conjunto inicial, tal que, la particion resultante fuera finita.

Esta forma de construir Sigmas Algebras sobre un conjunto resulto la forma técnica de
encontrar las Sigma Algebra generada por un conjunto.

Las Sigmas algebras y las topologias hacen parte de un estudio mas grande, el de las
Algebras sobre conjuntos, el cual es mucho mas amplio y abarca una gran cantidad de
estructuras como, por ejemplo; los filtros, topologias, Sigmas algebras entre otras, ademas,
esta nocién de Algebras sobre conjuntos permite definir estructuras nuevas y estudiarlas en
forma semejante a como se estudian las topologias.

Toda Sigma éalgebra sobre un conjunto finito o infinito numerable es una topologia, ya que,
todas las o-Algebras cumplen las dos primeras propiedades de las topologias y su Unica
diferencia estriba en la diferencia que existe en la unién, aunque parezca trivial, es la
causante de que las o-Algebra no sean topologias ya que la unién de una coleccion de
elementos en una o-Algebra es estable solo para conjuntos contables, mientras que la union
de una coleccién de elementos en una topologias es estable para uniones contables y no
contables , por lo tanto, en conjuntos contables toda Sigma algebra cumpliria la propiedad

tres de las topologias.




e Existen Sigmas algebras en conjuntos no contables que no son topologias, un caso particular
es la Sigma algebra generada por todos los conjuntos sobre R que son medibles segun
Caratheodory, en este caso se observa que los conjuntos de Vitali los cuales no son medibles
son los responsables de que el conjunto mencionado no sea una topologia.

e Al analizar los objetos de Sig, se concluyé que para cualquier conjunto X diferente de vacio
su fibra Sig(X) tiene estructura de reticulo Completo, lo cual nos permite afirmar que la
coleccion Sig(X) posee elemento maximo y minimo, ademas, esta parcialmente ordenado.

e Al establecer relaciones entre las fibras se concluyd que la coleccion Sig es apta para
estructuras iniciales y finales, ademas, al ser el funtor olvido de Sigma Algebra un funtor fiel
y al tener que toda Sig(X) tiene estructura de reticulo completo se dedujo que la categoria
Sig es una categoria Topoldgica.

e Construyendo el funtor Borel se tiene que de cualquier topologia se puede generar una Sigma
Algebra que la contenga y que respete las funciones continuas, esto es posible al tomar cada
topologia como base para generar una Sigma Algebra y, de igual forma, a partir de una Sigma
Algebra se puede construir una topologia tomando como subbase la Sigma Algebra y

respetando las funciones medibles.
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Introduccién

La definicién de Sigma Algebra tiene una gran similitud con la de topologia, al observar los
objetos y morfismos de Sig es facil darse cuenta en el parentesco que tienen con los
objetos y morfismo Top, por esto, en este trabajo, se pretende realizar un estudio de las
Sigmas Algebras, tomando como modelo, el estudio que se realiza en la categoria Top, Sin
embargo , hay que aclarar que este no es un estudio categorico de Sig, ya que un estudio

de esa clase, se desbordaria de los objetivos planteados.

El primer capitulo, denominado preliminares, esta constituido por la definicion de los
objetos que se utilizardn, ademas, de algunas propiedades de estos objetos, las cuales
permitiran llegar a diferentes conclusiones, esta informacion ha sido recolectada de los

diferentes libros que se exponen en la bibliografia.

En el segundo capitulo, denominado o-Algebra, se inicia presentando algunos ejemplos
de sigmas algebras en diferentes conjuntos; finitos, infinitos contables, infinitos no
contables, ademas, se identifican propiedades relevantes para la coleccion Sig(X) y se
presenta una primera forma de conseguir una o-Algebra a partir de una coleccion de

subconjuntos de X .

En el tercer capitulo, denominado las o-Algebra y las topologias, se pretende relacionar
por medio de la contenencia de conjuntos a Sig(X) y Top(X), con lo que se muestran
ejemplos y contra ejemplos para poder establecer dicha relacién, en esta parte del
proyecto, se encuentran las analogias mas relevantes para este trabajo, en el segundo
momento de este capitulo, se trata de establecer una forma de construir o-Algebras a partir
de un conjunto cualquiera, tomando como directriz el método con el que se generan

topologias.



En el cuarto capitulo, denominado la categoria o-Algebra, se inicia el estudio propiamente
dicho de la categoria Sig, se confirma que para cualquier conjunto X su fibra Sig(X) forma
un reticulo completo, ademas se comprueba la existencia de estructuras iniciales y finales,
todo con el fin de comprobar que Sig es una categoria topologia , por ultimo se establece

un funtor entre las categorias Top y Sig utilizando la o-Algebra de Borel.

En el quinto capitulo, denominado conclusiones, se presentan los resultados obtenidos en
este trabajo, donde se puede observar el cumplimiento de los objetivos propuestos y se
resalta las analogias que existen entre las topologias y las o-Algebras.

Para finalizar, se presenta la bibliografia que se utilizé tanto para definiciones; propiedades
y demostraciones que se presentaron en este trabajo, ademas, de un anexo el cual es una

demostracion que se realiz6 tomando como referencia a (Fava & Z6, 2013).



Justificacion

Este proyecto se justifica en cuanto permite analizar la nocién de o-algebras en
otro contexto, el topoldgico y categorico, permitiendo comprender mejor dicha
nocion y sus propiedades en un ambiente diferente, ademas, al estudiar las o-
algebras desde las categorias se conseguira reestudiarlas desde un punto de vista
mas general, el de las estructuras matematicas.

A nivel pedagdgico la justificacién para realizar este trabajo es la oportunidad de
ampliar y profundizar algunos temas de mi propio interés, esto permitira apaciguar
mi avidez por nuevos conocimientos y desarrollar nuevas habilidades que
beneficien a mis futuros estudiantes.

A nivel cientifico, dada la importancia de la nocion de o-algebra en diciplinas como:
Probabilidad, Estadistica, Analisis Matematico, Analisis Funcional entre otros, se cree
conveniente disefiar un documento donde se pueda identificar sus caracteristicas de forma
no tan rigurosa, exponiéndolas desde una perspectiva diferente, que sea mas familiar y
accesible para los estudiantes de DMA, con esto se espera que este trabajo constituya un

pequefio aporte al estudio de las o-algebras y por ende a estudios mas avanzados , como

por ejemplo, la teoria de la medida.



Objetivos

Objetivo general

Realizar un estudio de las c-algebras desde una mirada topoldgica.

Objetivos especificos

e Estudiar la coleccidn de todas las o-algebras sobre un conjunto.

e Establecer posibles analogias entre las o-algebras y las topologias sobre un
conjunto.

e Describir la Categoria Sig, ldentificando sus objetos, sus morfismos y la
composicion de estos.

e Establecer algunos funtores entre las categorias Sig y Top.



1.Preliminares

El propésito de este apartado es presentar los elementos mas relevantes para la realizacion

de los objetivos propuestos.

1.1 Partes De Un Conjunto

Dado un conjunto se puede observar cuantos subconjuntos tiene, la coleccion de todos los
subconjuntos de X se denomina conjunto potencia o partes del conjunto, este concepto toma

gran preponderancia al estudiar las Sigmas Algebras ya que de este surge su definicion.
Sea X un conjunto arbitrario, se define el conjunto potencia 2% o el conjunto partes de

X (P(X))al conjunto de todos los subconjuntos de X (Neira, 2011, pag. 168).

AcCX — A€eP(X)

Ejemplo:

Sea X = { 0,1}, entonces el conjunto P(X) = {¢, X, {0},{1}}, donde los elementos de P(X)
son todos los posibles subconjuntos de X.

El cardinal de partes de X, entendiendo cardinal como la cantidad de elementos de un

conjunto, es:

#(PX)) = 2¥®

1.2 Imagen reciproca de una funcion

Sea Xy Y dos conjuntos, y f: X — Y una funcién. La funcién f~:P(Y) — P(X),
definida como f~Y(N) = {x € X;f(x) € N } paratodo N € P(Y). Se denomina Inversa
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de f , y al conjunto f~1(N) E X se le nombra imagen reciproca o inversa de N. (Mufioz,
2002, pag. 85)

Hay que resaltar que f envia elementos sobre elementos mientras f ~1 transforma conjuntos
entre conjuntos, se hace hincapié en esto, debido a la confusidbn que surge entre esta
funcién inversay la funcion inversa originada por funciones biyectivas, donde sus imagenes
son también elementos. En este documento al no ser que se aclare, las funciones inversas
a las que se hace referencia son la imagen reciproca de f.

Las siguientes son algunas de las propiedades mas significativas de la imagen reciproca de

f, las cuales se utilizaran en el presente trabajo. (Rubiano, 2002, pag. 2)

: fl@=0

i £ <0 Al-) = Of_l(Ai)

v A= @y

1.3 Algebra de conjuntos

Es el estudio algebraico de las operaciones que se pueden realizar sobre un conjunto; unién,

interseccién y complemento.

1.4 o-Algebra sobre un conjunto X

Sea X # ¢, Una coleccion T < P(X) es una o-Algebra sobre X, si cumple las siguientes

condiciones (Castafienda, 2004, pag. 7).



S 1. El conjunto X € T.
$§2.SiA € T entonces A® € T (estable bajo complementos).
S 3. Dada una coleccion contable de elementos de T , entonces, su unién es un elemento

de T , es decir, Si {A;},_, € T,conielc N, entonces,U;c; A; € T (estable bajo
uniones contables).
Nota: un conjunto se dice contable si y solo si existe una funcién biyectiva con un

subconjunto de los numeros naturales N.

La pareja (X, T) se denomina espacio medible. SiA € T entonces A se denomina

conjunto medible.
Las siguientes son algunas de las propiedades méas notables en una o-Algebra.
1) propiedad uno:¢p € T

Demostracion:

1. Ne 7 Propiedad S1

2. N €T Propiedad S2

3. N¢= ¢ Def. complemento conjunto Universal
4. pe T Por2y3

Tabla 1 Demostracion Vacio

2) Propiedad dos:
Sea (X, T) un espacio medible entonces T es estable bajo intersecciones contables.
Es decir, la interseccion de una familia contable de elementos de T es también un elemento
deT.

Sea la coleccion {t;}ie; con 1< N, tal que, para todo i € I se cumple que t; € T,

entonces,
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ﬂtiEt

i€l
Demostracion:
1. Sean t; € T,Vi€EI Dado
2. t;‘e ,Viel Propiedad S2
C
3. L tiret Propiedad $3
i€l
c\C
4. ( Jti ) €T Propiedad S 2
i€l
( t;$)¢ = t:
S. i i Leyes de Morgan
i€l i €1
ﬂti ET
6. , Por4y5
i€l

Tabla 2 Demostracion Interseccion
3) Propiedad tres:

Sea (X, T) un espacio medible entonces T es estable bajo la diferencia de conjuntos, es

decir, Sean t; ,t, € T entonces t; —t, € T.

Demostracion:

1. tl ) tz ET Dado

2. t:¢,t,°€ 1 Propiedad S 2

3. ty N tZC ET Propiedad dosen1y 2

4. _ _ c Def. Diferencia de
bh—t=14 Nt conjuntos

5. tl - tz €ET Por 3 y4

Tabla 3 Demostracion Diferencia



1.4.1 Funcion Medible
Sean ( X;,t; ) Y (X,,t, ) dos espacios medibles, se denomina a la funcién

fiXi = Xo0 f:i (X, t1) — (Xa, t)
Como medible siy solo si:

f~Y(A) € t; Paratodo A € t, (Garcia, 2008, pag. 19).

1.5 Topologia sobre un conjunto X

Sea X # ¢, Una coleccion t € P(X) es una Topologia sobre X, si cumple las
siguientes condiciones (Rubiano, 2002, pag. 9).
T 1. ElconjuntoXy ¢ € t

T2.SiAyB € tentonces An B € t(Cerrada bajo intersecciones finitas).

T 3. La union de cualquier coleccion de t pertenece at (cerrada bajo uniones

arbitrarias), es decir, Si {Ai}iel c T,conielc I, entonces,U;¢; 4; € T.

La pareja (X, t) se denomina espacio topoldgico. Si A € t entonces A se denomina

conjunto abierto.

1.5.1 Funcion continua
Sean (X1, t1) Y (X,, t, ) dos espacios topoldgicos, se denomina a la funcién

fiXi = Xao0f: (X, t) = (Xp, t3)

Como continua si y solo si:

f~1(A) € t; Paratodo A € t, (Rubiano, 2002, pag. 49).
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1.6 Categorias
Una categoria ¢ se define por (Donado, Hernandez, & Montafiez, 2013, pag. 5).

i.  Una coleccidon no vacia cuyos elementos se llaman objetos. Esta coleccion se
denomina 0bj(C).

ii.  Una coleccién no vacia de conjuntos disyuntos y eventualmente vacios Mor(X,Y)
para cada X,Y € 0bj(C). Los elementos del conjunto Mor(X,Y) se nombran

morfismos del objetos X ( dominio) al objeto Y (codominio) y son representados

f
por f:X— Y,X—>Y osimplemente X - Y.

La union de todos los conjuntos de morfismos constituye la coleccion de morfismos de
la categoria C y se denota:

Mor(C) = U Mor(X,Y)
X,YE Ob(C)
ii.  Una ley de composicion interna en Mor(C) nombrada composicion () tal que si

X,Y,Ze 0b(C),f€Mor(X,Y) yg€ Mor(Y,Z), existe un Unico morfismo g o
f € Mor(X,Z) es decir:

Mor(X,Y) X Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)

(fr9)— gof

Que satisfacen los siguientes axiomas:
I. o es asociativa, es decir, para f € Mor(X,Y),g€ Mor(Y,Z) y hE€

Mor(Z,W) se cumple:
(hog)of=ho(gef)

Il. o tiene identidades, es decir, para todo X € Mor(C) existe un morfismo
identidad 15 € Mor(X,X) tal que para todo f € Mor(Y,X) y para todo g €
Mor(X,Y) se cumple:

1X°f=f; g01X=g

Es claro que el Morfismo 1y es Unico para cada X € 0b(C).
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En resumen, una categoria C es una coleccién de morfismos dotados de una composicion
minimal (asociatividad, identidades)

Ejemplo: La categoria de los espacios topoldgicos Top (Donado, Hernandez, & Montafiez,
2013, péag. 7).

i Los 0bj(Top) es la coleccion de los espacios topologicos.

il. Para A,B € 0b(Top),es decir, A = (X,t)y B = (Y,v) donde t y v son topologias
sobre X y Y respectivamente, se define los morfismos como Mor(4,B) ={f:f
es una funcion continua}.

i Para f € Mor(A,B) y g € Mor(B,C), Con A,By C € Ob(Top), gofesla
composicion usual de funciones y al ser una composicién de funciones continuas
se puede comprobar que es continua, es decir, gof € Mor(4,C), ademas
satisface:

l. (hog)of =ho(gof)paraf € Mor(A,B) ,g € Mor(B,C)yh €
Mor(C,D).

imagen 1 Top(X) composicion

Generalmente en la teoria de categoria se utilizan puntos y flechas pare representar los
objetos y los morfismos.
Il. Paracada A € 0b(Top),sil, (x) = x, se verifica que 14 es continua,
asimismo,fel, =fy 1,09 =g paratodof € Mor(A,B)yg €
Mor(B, A).

Ejemplo: La categoria de los espacios Medibles Sig.
1. Los O0bj(Sig) es la coleccibn de los espacios medibles, es decir, si A €
Obj(Sig) entonces A = (X,t)donde X # @yt € Sig(X).
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2. Para A,B € 0bj(Sig),siA=(X,t)yB = (Y,v)donde ty v son o — Algebras sobre X y

Y respectivamente, se define los morfismos Mor(4,B) = { f: f es una funcion medible}.

3. Para f€ Mor(A,B) y g€ Mor(B,C), Con A B Yy C € Ob(Top), geofes la

composicion usual de funciones y al ser una composicion de funciones medibles se
puede comprobar que es medible , es decir, g o f € Mor(A4, C), ademas satisface.

a. (hog)of=ho(gof)paraf € Mor(A,B),g € Mor(B,C)y h € Mor(C,D).

b. ParacadaA € 0b(Sig), sil, (x) = x, se verifica que 1, es medible , asi mismo,

foly=fy1ly0g9=g paratodof € Mor(4,B)yg € Mor(B,A).
Para garantizar que dicha composicién es una funcién medible tomemos como referencia

el siguiente grafico:

(gof) =110 0N
C

imagen 2 Sig(X) Composicién
Seaf:(4,t)) — (B,ty) y g: (B, t;) — (C,t3) funciones medibles, es decir: f~1(B) € t, para
todoB € t,y g (C) € t, paratodo C € t;.
Para demostrar que g o f es una funcién medible se demuestra que (g o f) ~1(C) € t, para
todo C € t;. Se puede comprobar en la grafica (gof) 1= f~1og~! se tiene entonces
que (flog™)(C)= f (g 1(C)) como g es medible tenemos g~1(C) € t, y como f

es medible se tiene que f~1(g71(C)) € t;, con lo que se comprueba que g o f es medible.

1.7 Funtor

Sean C y D dos categorias, un funtor F de la categoria C en la categoria D,F:C — D, es
una aplicacion que envia objetos en objetos, morfismos en morfismos y preserva la Ley de
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composicion y las identidades, es decir, F: C — D es un funtor si cumple que (Donado,
Hernandez, & Montafiez, 2013, pag. 10).

1. SiA € 0bj(C)entonces F(A) € 0Obj(D).

F:0b(C) — 0b(D)
A— F(A)

2. Sif € Morq(4,B) entonces F(f) € Mory(F(A), F(B)),tal que cumple las siguientes
condiciones:
. F(f og) =F(f) °F(9).
i. F(1,) = 1pa.
Ejemplo:
El funtor olvido de estructura de Top en Conj.
0:Top — Conj esté definido como:
i. 0((X,t)) = X, paratodo, A = (X,t) € Obj(Top).
ii. O(f) = f ,paratodo, f € Mor(A4,B).
Este funtor desprende la topologia del conjunto X y de esta forma la continuidad de las

funciones relacionadas.

imagen 3 Funtor Olvido

1.8 Categorias Topologicas

Sea el funtor F: C — Conj, se dice que C es una categoria topologia si se cumplen las

siguientes condiciones. (Donado & Montafiez, 2002, pag. 256).
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1. Fesfiel.
2. F es acto para construir estructuras iniciales y finales.

3. Para cada conjunto X, la fibra Fib(X) tiene estructura de reticulo completo.

1.9 Reticulo completo

Un reticulo completo es un conjunto ordenado, (R,<) en el que cualquier coleccion de
conjuntos en R tiene supremo e infimo. Por ejemplo, todas las topologias sobre un conjunto
X,con la relacién ser més fina, forman un reticulo completo, esta relacién coincide con la

relacién de contenencia, heredadas en las topologias al ser elementos de P(P(X)).

1.10 Axioma de eleccion.

Para cualquier coleccién de conjuntos no vacios y disjuntos, existe un conjunto que
contiene exactamente un elemento de cada conjunto de la coleccion dada. (Fava & Z6,
2013, pag. 115).

1.11 Relacion de Equivalencia

Una relacion R se llama de equivalencia en un conjunto 4, si cumple que (Mufioz, 2002,
pag. 109).

e Paratodo x € X, xRx, R es reflexiva.

e Paratodo x,y € X, si xRy,entonces yRx, R es simétrica.

e Paratodox,y,z € X, si xRy y yRz, entonces xRz, R es transitiva

1.12 Particion de un conjunto

Una particion de un conjunto no vacio X es una coleccion de subconjuntos no vacios de X,
disyuntos dos a dos y cuya unién es X. un teorema muy conocido relaciona las particiones
con las relaciones de equivalencia, su enunciado dice: toda particion de un conjunto no
vacio determina una relacion de equivalencia en dicho conjunto. (Mufioz, 2002, pags. 112-
113).

1.13 Numero de Bell

Es el nUmero de relaciones de equivalencia en un conjunto de n elementos, los primeros
nameros de Bell empezando por B, son: 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975.
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2.0-Algebra

En este capitulo se expondran ejemplos de colecciones que son Sigmas Algebras, teniendo
en cuenta que, al tener una gran variedad de referentes, se es mas facil familiarizarse con
el concepto y en este caso poder observar varias Sigmas Algebras permitira poder
afianzarnos con estas, ademas, se realizan algunas demostraciones que permiten observar
de forma mas detallada, las propiedades que cumplen la Sigmas Algebras, como una

coleccion de subconjuntos de un conjunto dado.

3.Ejemplos de 0 — Algebras

1. Ejemplo: SeaX # ¢, El conjunto P(X) es una o-Algebra y se denomina la o-Algebra
discreta.

2. Ejemplo: La coleccion { X, ¢} es una o-Algebra sobre X y se denomina la o-Algebra
trivial.

3. Ejemplo: Sea X # ¢,y AC X entoncest, ={ X, ¢,A,A°} esuna o-Algebray es

la mas pequefia a la que pertenece A.

Demostracion:

Es facil darse cuenta de que la coleccién t, es una o-Algebra sobre X. Se demostrara que

es la méas pequefia que contiene el subconjunto 4 , seat una o-Algebra sobre X, tal que

A € t, luego, por ser t o-Algebra tenemosque X y ¢ € tyademas A € t, por lo tanto
, como para todo elemento de t4 se cumple que pertenece a t , se puede afirmar que t; &

t. Con esto se concluye que t, es la Sigma Algebra mas pequefia que contiene a A.
4. Ejemplo: o-Algebra Inducida por un subconjunto.

Sea (X, T) un espacio medibley A € X tal que A # ¢.

La coleccion Ty = {t N A; t € T} es una o-Algebra sobre A.
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Demostracion:

Por ser T una Sigma

1. XCT Algebra
Def de Ty
3 Seav € Ty Hipotesis
_ Def de Ty
4. Existev; ET;, v=v;NA
Por ser v; un elemento de
5. Existe v1C € T, vlc NAE TA Ty Def de TA'
Propiedad distributiva de .
Como (11,°NA)UV=A p
6. Union de complementos
. Luego (11 N A) = v° Def. Complemento
o veEeT, Def de Ty.
o Sea {V;}ic; € Ty Hipdtesis, conl € N
10 Existe {t;};e; € T; v; = t; N A paratodoi € I Def de T).
Por ser T una Sigma
U L ET rs r u ig
11. \ Algebra
LEl
15 Uti NA ET, Def de Tj.
i€l
Propiedades Union de
U((tiﬂA)) €T, P
13. \ conjuntos
i€l
Aplicando union en la
RSV CUED -
14. igualdad 10

i€l i€l
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15 U v, €Ty Sustitucién en 13,14
' i€l
16 T, es una Sigma Algebra sobre A Def. Sigma Algebra 2,8,15
Tabla 4 Sigma Algebra Inducida

5.

SeaW

Demos

Ejemplo: Podemos definir una o-Algebra sobre un conjunto X no contable de la

siguiente manera.
={U€P(X); U escontable o U es contable}. entonces W es una Sigma Algebra.
tracion:
Como el conjunto @ es contable, entonces, X € W por definicion de W.
Sea A € W entonces A es contable o A € es contable, si A es contable
entonces A€ € W por ser su complemento contable, si A “es contable
entonces A € € W por ser el mismo contable.
Sea la coleccion {A;}ic; € W, y denominemos a la unién contable

Uies A; = A, para demostrar que A € W se deben considerar dos casos.

Si A es contable, entonces A € W por definicién de W.

Si A es no contable, entonces, existe por lo menos un j €/, tal que, 4; es no

contable, ademas, se tiene que A;° es contable dado que 4; € W , por lo tanto, como

A= Ui 4D =Nt 45y Nig4© A;, podemos concluir que

AC C A€, por lo tanto, como todo subconjunto de un conjunto contable es
]

contable , podemos concluir A¢ es contable, con esto se comprueba que A € W

por definicion de W.

Con esto podemos afirmar que el conjunto W es una Sigma Algebra sobre X no contable.

6.

Ejemplo:

Para este ejemplo se debe responder primero la siguiente pregunta, ¢ La interseccion de o-

Algebra sobre un conjunto X es una o-Algebra?

La respuesta a esta pregunta es si

Demos

tracion:
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Sea Sig(X) el conjunto de todas las o-Algebra sobre el conjunto X y {t;} ;e una coleccion

de elementos de Sig(X) (ConI un conjunto de indices cualquiera), entonces, ;¢ t; es

un elemento de Sig(X).

1. | X Et;paratodoi € [ Por ser ¢; € Sig(X)
Utilizando Condicion S1

ﬁ

2. X € t; Def. de Interseccion 1
i€l
h

3 A€ t; Hipotesis
iel

4. | A€ t;paratodoi € [ Def. de Interseccion 3

Por ser t; € Sig(X)

5. ¢ - ]
A" € t;paratodoi € ] Utilizando Condicion S2

C
6. A" € ﬂ t; Def. de Interseccién 5
i€l
7. {Ai}ie] = ﬂ t; Hipotesis (con] € N)
i€l

{Ai}ie; €t

8. Def. de Interseccion
paratodo i € [
| e

9 by Por ser t; € Sig(X)

Utilizando Condicién S3
paratodo i € [

10. U A; €t € ﬂ t; Def. de Interseccion

i€) i€l
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11, ﬂ t; € Sig(X) Por 2,6y 10

i€l

Tabla 5 Interseccion de Sig(X)

Por lo tanto, se puede concluir que la interseccion arbitraria de elementos de sig(X) es una
o-Algebra.
7. Ejemplo: Sea X un conjunto diferente de vacio y B € P(X) entonces existe una

Unica o-Algebra Q sobre X que cumple las siguientes condiciones.
1.B c 9

2.Si Q* es otra o-Algebra sobre X , tal que B © Q" entonces Q S Q*.Esto quiere

decir que Q es la o-Algebra mas pequefia que contiene a B.

A la coleccion Q se denomina la o-Algebra generada por B y se denota o(B).en otras

palabras, Q es la interseccion de todas las o-Algebras que contienen a B, es decir:

SeaC = {t; € Sig(X); B € t;yi €1} entonces:

Q=ﬂti

t;€C

Ahora bien, como Q es la interseccién de una familia de o-Algebra entonces por la
demostracion anterior Q también es una o-Algebra, ahora, para garantizar ser la mas

pequefia se utiliza la siguiente demostracion:

Sea t; otro elemento de Sig(X) talque t; € C, se tiene entonces que ntiec t; € t;,
para todo i € I, por propiedades de interseccion de conjuntos, por lo tanto, remplazando
N¢; ec ti, se concluye Q S ¢; paratodo i € I.

Por lo tanto, el conjunto Q es una o-Algebra sobre X y es la mas pequefia que contiene al

conjunto B, se denomina la generada por B. Cabe mencionar que esto nos permite obtener

una o-Algebra dado cualquier conjunto. Unas de las o-Algebra generadas por un conjunto

gue tiene mayor relevancia en diferentes diciplinas son las denominadas de Borel.
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Es facil observar que diferentes conjuntos pueden generar la misma Sigma Algebra, por
ejemplo, sea X = {1,2,3} y t = {X, 0, {1},{2,3}} una Sigma Algebra sobre X, los conjuntos {1}
y {2,3} generan la misma Sigma Algebra, o({1}) = t = ¢({2,3}). En general el conjunto A y

A€ generan las mismas Sigmas Algebras.
Definicion: La o-Algebra B generada por una topologia t se denomina la o-Algebra de

Borel en t y sus elementos se denomina conjuntos de Borel o Borelianos.

Por lo tanto, dada cualquier topologia podemos generar una o-Algebra.

8. Ejemplo: Sea T, latopologia usual en R la o-Algebra de Borel en R se define como

la o-Algebra generada por T, y se denota como B , B(R) 0o o(t,).hay que

comentar que diferentes topologias sobre un mismo conjunto pueden generar la

misma o-Algebra, por ejemplo, para la o-Algebra de Borel en R hay varias topologias
gue la generan. Sea Tizq la topologia de colas a izquierda, es decir, la topologia
generada por la base («,a] = {(—o,a]; a € R}. podemos decir que o(t,,)= 0(Tizq),
esto significa que T, y T;,q generan la misma o-Algebra. ahora se identifican los
elementos que pertenecen a Bg.

SeaB(R) = 0(Tjzq)= 0{(—,a]; a ER}

Los siguientes conjuntos en R son Borelianos.

e (a,») € B(R) porque (a,o) = (—o0,al’.

o (—,a) € B(R) porque (—0,a) = Up=1(—,a — l]-

e [a,®) € B(R) porque [a,00) = (—o0,a)".

e [a,b] € B(R) porque [a,b] = (—,b] — (—x,a).
e [a,b) € B(R) porque [a,b) = (—o0,b) — (—0,a).
e (a,b] € B(R) porque (a,b] = (—o,b] — (—,al.
e (a,b) € B(R) porque (a,b) = (—,b) — (—,al.
e Sia = benelintervalo [a, b] entonces {x} € B(R).

e N,Z Q Q° € B(R)

R € B(R) porque R = UX_,(—o0,n].
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De manera semejante surge la pregunta; ¢La union de una coleccion de elementos de
sig(x) es una o-Algebra? La respuesta a esta pregunta es no necesariamente, esto queda
demostrado en el siguiente contra ejemplo:
Sea X ={a,b,c}entonces P(X) = {X,¢,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}
Sean 7; = {X,¢ ,{a},{b,c}}y 7> = {X,¢,{b},{a, c}} luego
T3 UT, ={X ¢,{a},{b, c} {b}{a c}} donde tenemos que {a},{b} € 7; U T, pero {a}U
{b} ={a,b} & 7; U T;
Con lo cual se observa que la union de o-Algebra no necesariamente es un una Sigma
Algebra.
Sin embargo, podemos definir la siguiente Sigma Algebra utilizando uniones.

9. Ejemplo: Sean 73,7, € Sig(X)y U={T Sig(X)/ 71 U T, S T}entonces

(T uTy) =[)7 € Sig
TeEU

y ademas es la mas pequefia que contienea J; U 7.
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4.Las o —Algebras y las topologias

En este capitulo se analizaran algunas similitudes y relaciones que existen entre la coleccion
(Top(X)) y la coleccion ¢ —algebra (Sig(X)) sobre un conjunto X # ¢ , dado que entre
estas dos colecciones concurren diferentes analogias, como por el ejemplo, ambas
colecciones son subconjuntos de P(X),y las dos se derivan de otra rama de las

matematicas denominada algebras sobre conjuntos

5. Relaciones

Una forma de establecer una relacién entre dos conjuntos es por medio de la contenencia.
Teniendo en cuenta que tanto Top(X) como Sig(X) son colecciones de conjuntos de
P(P(X)) se responde:
1. ¢ Top(x) NSigX) #0 ?
Es decir, existe unt € Top(X) y t € Sig(x) , la respuesta es si. para demostrar esto
tomemos el siguiente  ejemplo sea X ={123} vy P(X) =
{(X,¢9,{1},{2},{3}.{1,2},{1,3},{2,3} } el conjunto t = {X, ¢, {1}, {2}, {3}} es una topologia y una
o-Algebra sobre X el conjunto P(X) y { X, ¢} también son topologias y o-Algebra sobre X,
P(P(X))

Sig(X op(X)

imagen 4 Sig(X) n Top(X)
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en general dado un X numerable, un conjuntot € P(X) delaforma t = {X,¢,A4,A} es

una o-Algebra y una topologia.

2. ¢Top(x) < Sig(X) ?

Es decir, las topologias son un subconjunto de las Sigmas Algebras sobre X. La respuesta
es no, para demostrar esto se utiliza un contra ejemplo:

Sea X #¢p yAcXlacoleccionT = { X, ¢,A} es una topologia, pero no es una Sigma

Algebra, dado que, A€ ¢ T. Por lo tanto Top(x) & Sig(X).

P(P(X))
Sig(X op(X)

imagen 5 Top(X) € Sig(X)

3. ¢ Sig(X) S Top(X) ?

Es decir, las Sigmas Algebras sobre X son un subconjunto de las topologias sobre X.

La respuesta es no, para demostrar esto se utiliza un contra ejemplo, el cual no resulta tan
trivial, teniendo en cuenta la semejanza de las definiciones de Sig(X) y de Top(X),ya que

su diferencia es muy sutil. el siguiente cuadro presenta una comparacion entre sus

definiciones.
o-Algebra Topologias
1. Sig(X) € P(P(X)) Top(X) < P(P(X))
2. VteSigX) VteTop(X)
3. X,0€t X,0€t
4, AyB et —ANB €t AyB et —ANB €t
En la interseccién difieren en el sentido que para las
o — Algebras su interseccion es cerrada para colecciones finitas e infinitas numerables
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y las topologias solo para intersecciones finitas. por lo que si tengo una o-Algebra y dos

elementos en ella siempre puedo encontrar su interseccion.

Si A, A, A5 .. €t entonces SiA, A, A5 .. €t entonces

U2,4;et ,conie N U2,4;et ,conliel

Como las o-Algebras cumplen las dos primeras propiedades de las topologias la
diferencia que existe en la unién, aunque parezca trivial, es la causante de que las o-
Algebra no sean topologias ya que la union de una coleccion de elementos en una o-
Algebra es estable solo para un infinito numerable de conjuntos, mientras que la union
de una coleccion de elementos en una topologias es ,estable para uniones infinitas
numerables y no numerables de conjuntos, por lo tanto, para demostrar que una o-
Algebra no es una topologia hay que tomar una coleccion de elementos de o-Algebra y
comprobar que su unién infinita no numerable no pertenece a la o-Algebra. De esto
podemos inferir que si nuestro conjunto universal X es infinito numerable siempre se

cumple que Sig(X) < Top(X).

Tabla 6 Comparacion Sig y Top

El conjunto del ejemplo 5 es una Sigma Algebra que no es una Topologia, ya que, para

W ={U € P(X); U escontable o U “es contable}, se tiene que, para una coleccion no
contable de conjuntos contables su unién no pertenece a W. Se tiene que X es no contable
y sea el conjunto B € X tal que, B es no contable y B¢ es no contable, entonces la siguiente

union de conjuntos contables es no contable y ademas su complemento es no contable.

U{X}zX—B

X¢B
Por lo tanto, no pertenece a W , con esto se demuestra que W no es estable para uniones
no contables por lo tanto W no es una topologia. Un ejemplo para esta conclusion es cuando

tenemos X = R, B = I*,(irracionales positivos) y B¢ = R — I,
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P(P(X))
Sig(X op(X)

U = {U contable o U" contable}

imagen 6 contable

Para establecer otra coleccion que es una Sigma algebra pero que no es una topologia se
hard huso de forma “intuitiva” de algunas definiciones y resultados de la teoria de la
medida, los siguientes pasos muestran la forma de construir este conjunto (Fava & 26, 2013,
pag. 105).

1. Una medida en un Conjunto X es funcién que tiene como dominio un A € P(X) y
como codominio los numeros reales extendidos.

2. Se toma un conjunto con todos los subconjuntos de R que sean medibles segun la
propuesta Lebesgue! . este conjunto es el propuesto por Caratheodory? quien utiliza
una equivalencia para identificar los elementos de este conjunto, denominémoslo
M.

Se demuestra que M es una Sigma Algebra.
Se demuestran algunas propiedades de M, la mas relevante es la invarianza de la

medida de los elementos de M respecto a traslaciones.

1 Henri Le6n Lebesgue (1875, 1941) matematico francés, conocido por sus aportes a la teoria de la
medida y de la integral.
2 Constantin Caratheodory (1873, 1950) matematico aleman.
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5. Se construye el conjunto de Vitali * denotado V, este conjunto se construye,
particionando (con una relacion de equivalencia) un subconjunto de los numeros
reales en una coleccién no numerable, de conjuntos numerables, luego, utilizando
el axioma de eleccion se toma un elemento de cada clase de equivalencia, los cuales
son medibles, y se genera el conjunto V como la unién de estos elementos.

6. Se demuestra que V & M , ya que V no es medible segun Lebesgue, esto se
comprueba ya que la medida de V se madifica con traslaciones.

7. Se concluye entonces que para una coleccion {v;} de elementos de M se tiene que
la uniébn no numerable U2, v; € M por lo tanto M no es una topologia ya que no
cumple la condicion T3.

Con esto se concluye que Sig(X) & Top(X).*

P(P(X))
Sig(X op(X)

imagen 7 Sig(X) € Top(X)

Dado que el encontrar esta coleccion implico el uso del axioma de eleccion se podria
conjeturar que en teorias donde no se valide este axioma se podria tener la siguiente
relacion.

Sig(X) € Top(X)

3 Giuseppe Vitali (1875, 1932) matematico italiano, dio el primer ejemplo de un conjunto no medible
segun Lebesgue en los nimeros reales.
4 Una demostracion no tan rigorosa se expone en los anexos.
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3.2 Construccion de o — Algebras.

De topologia general se sabe que dado cualquier subconjunto de un conjunto X podemos
generar una topologia que lo contenga, utilizando primero intersecciones y luego uniones.
A esta coleccién se denomina una subbase para una topologia y al conjunto generado por
las intersecciones de los elementos de la subbase se denomina base para una topologia.

(S))—~(S)-2—S

Subbase Base T opologia

imagen 8 Construccion Topologia

En este capitulo se espera poder definir un método a partir de operaciones entre conjuntos,
tal que, dado cualquier conjunto se pueda construir una sigma algebra.

La forma de generar una Sigma Algebra dado un conjunto cualquiera inicia particionando
el conjunto y luego por medio de uniones finitas se obtiene una Sigma Algebra. para
demostrar la validez de este método se demostrara lo siguiente.

Sea X un conjunto no vacioy sea P = {P;,P,, P, ..., P;} una patrticion finita en X, entonces
el conjunto formado por todas las uniones finitas de P es la Sigma Algebra generada por

P,es decir:

(P) = U P;1<{123,..,nln €N =0a(P)

i€l
Demostracion
Para demostrar esta igualdad (P) = ¢ (P) demostremos primero que (P) S a(P).
Al utilizar la definicion de Sigma Algebra generada se tiene que P © J(P) por lo que, para
todo P; € P se cumple que P; € o (P) y al ser o(P) una Sigma Algebra se cumple que
Uie; P; € o(P) por lo tanto se tiene que (P) S a(P).

Ahora para demostrar ¢(P) S (P) se debe comprobar que (P) es una Sigma Algebra.

Demostracion:
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i. Como P es un cubrimiento de X, por ser una particion, es decir, X = U P;
.entonces, al ser X una union finita de elementos P;, se cumple que X € (P).

i Sea A € (P) ,entonces, debe existir un I, € {1,2,3,...,n} tal que A =
U; e1, Pi.de esta manera se tiene que.

X—A:UPl—UPl

L€l LEIY

Aplicando la propiedad de operaciones en conjuntos A — B = A N B¢ setiene.

X—A:UPiﬂ UP

i€l LEIY

Como la coleccién P es una particion sobre X'y U; 7, P; © U; ¢ Py, entonces existe un

l,c €{1,23,..,n} talque.

Ur=(Ur)U(U

1€l LEIY lEIAC

Por lo tanto, remplazando.

va=| U U( L ]ﬂ

LEIY LEIY

Aplicando propiedad distributiva de la interseccién respecto a la unién.

ca-[(Ue) (U U (U An(y-

i1Ely LElY LEly

c

como A N A® = @ se tiene que.

- Un)N (Y~
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Ahora, se demuestra la siguiente igualdad.

)

lEIAC

Demostracion.

1. c Hipotesis
seav € U P;
i EIA
2. | Paratodoi € I, setiene que v & P;. Definicion de Complemento
3. |Existej € {1,2,3,...,n}yj & I, tal que v € | Por ser P una particion de
P. X.
4. . )
j € IACy P] C U Pi Por serP] elemento de la
i€l c particion P
5. Propiedades de
Vv E U Pi P ]
] contenencia en 3,4
L EIAC
6. ¢ Por ser definicibn de
U P;| < U P; contenencia en 1,6
i€Ely iEIAC

Por otro lado, sea v € U; €l ¢ P; entonces, existe un j € I ,c tal que v € P] y ademas

para todo [ € I, se tiene que v &€ P;.porque si existiera un i € I tal que v € P;, se

tendria que v € P; N P, lo cual es una contradiccion, ya que los conjunto P;, P; son

c
disyuntos. Por lo cual v € (UieIA Pl-) .con esto se concluye que UiEIAcPi -

(o
(Ui €ly Pi) .estos resultado me permiten afirmar que.

Cc

UPi = UPi

i€l i€l
A A€

Y por lo tanto
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X—A=A= U P,

lEIAC

Al poder expresar A€ como la unién finita de elementos de P se concluye que A€ € (P).
. Sea {Py}ren una coleccion de elementos de (P), entonces, para cada
elemento de la coleccion, va a existir I, © [ = {1,2,3, ..., n} tal que.
Py = U P,
i €l
Realizando la union infinita numerable en { Py } ;¢ y tenemos.

Ur-Uur

kEN KEN i €l

Teniendo en cuenta lo siguiente.

vE U U P, Siy solo si para algin k se e U P,

kEN i €l cumple que i €l

v E U P, Siy solo si para algun k veP,
i €l existe un j € [}, tal que

Entonces, teniendo en cuenta que.
n
I = Ulk c{1.23,..,1}
k=1

Y ademéas como j € I, es decir que pertenece a [ y v € P; se concluye que

UEUPl'

i€l

Con esto se puede decir que.

el Jn

keN i€l
Como la demostracion anterior se realizé utilizando solo la doble implicacion es facil concluir

que.
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Ur=| e

i€l keEN
Por lo tanto
i€l keEN

Como [ es finito ya que es la unién de conjunto finitos, entonces, U; ¢ ; P; es finita con lo
cual, al poder definir la union de la coleccion {Py };en como finita se puede afirmar que
Uxke n Px € (P), por lo tanto, la coleccién (P) es una Sigma Algebra sobre X

Como la coleccion P S (P) porque cada elemento P; de P se puede ver como la union
finita de si mismo y al ser d(P) la Sigma Algebra mas pequefia que contiene a P se

concluye que O'(P) - (P), por se puede afirmar la siguiente igualdad.

(P = UPi:I c{123,..,mneN\=aP)

i€l

Con esto podemos generar un esquema para construir una Sigma Algebra a partir de un
conjunto cualquiera , en este sentido difiere al método que se usa para generar una
topologia ya que este parte de un elemento de partes del conjunto, primero se toma el
conjunto y se realiza una particion en él, luego se genera un conjunto formado por todas las
uniones finitas de la particion , este conjunto resulta ser una Sigma Algebra sobre el conjunto

inicial y ademas resulta ser la mas pequefa que contiene a la particion .
Particion

X Py P

Conjunto Base Sigma Algebra

imagen 9 Construccion Sigma Algebras

De este método podemos concluir que para cada particion de un conjunto X podemos

generar un Sigma Algebra y como hablar de particiones implica relaciones de equivalencias
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se puede decir que por cada relacion de equivalencia en X se puede generar una Sigma

Algebra.

R. Equivalencia
X—- PX) P

Conjunto Base Sigma AEQEb?‘ﬂ—

imagen 10 Construccion de Sigma Algebras 2

Se sabe de topologia general que contar cuantas topologia hay sobre un conjunto finito no
es una tarea facil, sin embargo, para las Sigmas Algebras, utilizando la conclusion anterior,
podemos poner una cota minima de Sigmas Algebras sobre el conjunto, es decir, no
sabemos cuantas hay pero podemos asegurar que por lo menos hay cierta cantidad, esto
se infiere del hecho de que existe formas de contar relaciones de equivalencia en conjuntos

finitos, esto es, utilizando el nimero de Bell. Por ejemplo, para un conjunto de cardinal siete

hay por lo menos 877 Sigmas Algebras ya que el nimero de Bell B, = 877 5 aunque parezca
un numero grande es en realidad pequefio comparado con la cantidad de topologias en un
conjunto con el mismo cardinal, ya que este es 9.535.241°, ya que se tiene que, en un
conjunto finitos toda Sigma Algebra es una topologia, se puede decir que un conjunto con
cardinal siete se tiene a lo sumo 9.535.241 Sigmas Algebra, ya que no podrian haber mas
Sigmas Algebras que topologias , con esto se puede decir que podemos acotar la cantidad
de Sigmas Algebras sobre un conjunto finito, por abajo con el nimero de Bell y por arriba
con la cantidad de topologias que tenga ese conjunto ( teniendo en cuenta que actualmente

no existe formas de contarla las topologias en un conjunto ).

5 Dato tomado de Enciclopedia en linea de secuencias enteras.
6 Dato tomado de articulo; sobre el nimero de topologias en un conjunto finito Rubiano G. (2006).
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4.La categoria 6 — Algebra

En este capitulo se estudia la coleccion Sig(X), es decir, todas las o-Algebras sobre un
conjunto X, para ello se tomara como directriz el método como se estudian las colecciones
Top(X) en (Donado, Hernandez, & Montafiez, 2013).

6.Sig(X) como reticulo completo.

Dado que Sig(X) € P(P(X)) y la pareja (P(P(X)), C) es un conjunto ordenado,
surge la pregunta sobre si Sig(X) es un conjunto ordenado, es mas, nos podemos

preguntar; ¢ la coleccion Sig(X) con la relacién de contenencia (S) es un reticulo

completo.?

Para responder esto empecemos respondiendo las siguientes preguntas.
1. ¢Dados dos elementos en Sig(X) existe una Sigma Algebra mas pequefia?

La respuesta es si ya que existe {X, @} que es la mas pequefia de las Sigmas Algebras sobre
un conjunto, ahora, nos preguntamos si para dos elementos en Sig(X) existe un infimo. La
respuesta es siy es su interseccion es decir que paraty v € Sig(X) se tiene que inf {t,v} =
t Av=t Nnv, ya se demostr6 que la interseccién de Sigmas Algebras es una Sigmas
Algebras, falta demostrar que esta es la mas grande de todas las Sigmas Algebras mas
pequefias que t y v.

Utilizando las propiedades de la interseccion se tieneque t Nv<S t y tNnv < v, conlo
cual se puede afirmar que t N v es una Sigmas Algebras méas pequefias que t y v.
Ahora, Sea W una Sigma Algebra méas pequefia que t y v, es decir, W € ty W < v, por lo
que utilizando la definicion de interseccion se puede afirmar W <t nwv, por lo cual, se
concluye que el infimo de t y v es t N v. En general para toda coleccion M < Sig(X)

Se cumple lo siguiente.
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Inf(M) = ﬂ M

En las siguiente grafica se muestra el infimo para un M’ = {t, t,, t3, ..., t;,.. } con I un

indice cualquiera.

U=1inf{ticr} = m{ti}ief

imagen 11 Reticulo Inf

Surge una nueva pregunta.
2. ¢Dados dos elementos en Sig (X) existe una Sigma Algebra méas grande?

La respuesta es si ya que existe P(X) que es la mas grande de las Sigmas Algebras sobre un
conjunto, ahora, nos preguntamos si para dos elementos en Sig(X) existe un supremo. La
respuesta es si y es la Sigma Algebra generada por es su union, es decir, que paraty v € Sig(X)
se tiene que Sup {t,v} =t Vv = o(t Uv), ya se sabe que efectivamente es un Sigma Algebra ,
falta demostrar que esta es la mas pequefia de todas las Sigmas Algebras méas grandes que t y

V.
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Setieneque tStUvy vEt Uv,ademds, comot Uv S a(t Uwv) por la definicion de Sigma
Algebra, podemos afirmar que t S o(t Uv) y v € a(t Uv),esto asegura que o(t Uv) es una
Sigma Algebra méas grande que t y v.

Por otra parte, al ser o(t U v) la Sigma Algebra més pequefia que contiene at U v se puede decir
que, es la mas pequefia que contiene a t y v, por lo tanto, para cualquier Sigma Algebra W que
contegaat U v se cumple que a(t Uv) € w, con esto se puede deducir que a(t U v) es la Sigma
Algebra méas pequefa de todas las mas grades a t y v, con lo cual, se concluye que el supremo

detyvesa(t Uv). En general paratoda coleccion M © Sig(X) se cumple lo siguiente.

Sup(M) = @ (U J\/[)

En las siguiente grafica se muestra el supremo para un M = {tl, ty, t3, ..., L, } con/

un indice cualquiera.

U = Sup{t;cr} :J(U{Li}ief)

P(P(X))

imagen 12 Reticulo Sup

Con esto concluimos que la pareja (Sig(X),<) es un reticulo completo y para resumir
tenemos.
i. El Sup(Sig(X)) es P(X) ya que paratodo t € Sig(X) se tiene quet < P(X).
i. El inf (Sig(X)) es { X, ¢} ya que paratodo t € Sig(X) se tiene que { X, ¢} C t.
iii. El inf de una coleccion M c Sig(X) es Inf(M) =NM.
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iv. El Sup de una coleccion M < Sig(X) es Sup(M) = o(UM).

En el siguiente diagrama se vislumbra el reticulo Sig(X) como una coleccion de P(P(X)).

B(X)

imagen 13 Reticulo Sig(X)

Al igual que en las topologias la relacion de contenencia en Sig(X) la relacion de
contenencia se puede verificar por medio de funciones medibles, esto se puede evidenciar
ene el siguiente enunciado.

Propiedad contenencia
Si la funcion identidad sobre X, i,.: (X, t;) — (X, t;) es medible, entonces, t; C t,.

Demostracion:
Dado que [, es medible, se tiene que para todo A € t; se cumple que ix_l(A) €ty
como i, es la identidad, entonces, ix_l(A) = A, por lo tanto , para todo A € t; se

concluye que A € t,,es decirt; € t,.
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4.2 Estructuras iniciales
Semejante a la categoria de los espacios topoldgicos se resolverd el siguiente problema:

Dada una funcién f: X — (Y,u) de un conjunto a un espacio medible, encontrar en Sig(X)
lao — Algebra mas pequefia, denominada o-Algebra inicial, que hace medible a la
funcion f.

Es claro que la o-Algebra discreta sobre X hace medible a cualquier funcion, ya que, toda
imagen reciproca de f va a estar contenida en P(X), teniendo en cuenta que Sig(X) es un
reticulo completo es posible encontrar el infimo de todas las o-Algebra que hacen medible
a f. Es decir, si tomamos un conjunto T ={t; € Sig(X); f:(X,t;) = (Y,u) es
medible} nuestra o-Algebra inicial sobre X sera InfT.

Se define la siguiente coleccidn:

tin={ACSPX);3B €u A fY(B) =4}

En forma menos técnica t;, = {f 1(B); B € u }.
Se debe demostrar que Inf T =t;;, , es decir, t;; es una o-Algebra sobre X'y ademés
paratoda t; € T se cumple que t;, € t;.
1. ¢ tip, esuna o-Algebra?
Demostracion
Sea f: X — (Y,u)
1. f—l(y) =X,X Eu Propiedad imagen

reciproca de un conjunto
Propiedad. o-Algebra

2. fFAY) =X € ty, Def. de t;,,

3. Sea A € t;, Hipotesis

4. fTYB)=A4;B €u Def. de t;,

5. B¢ ey Propiedad. o-Algebra
6. (f_l(B) )c — f—1( BC) Propiedad imagen

reciproca de un conjunto

7. (f—l(B) )c — AC Def. conjunto complemento

8. f—l( BC) — AC Propiedad Transitiva en 6,7
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9. Sea A¢ € t;, Def. de t;,en 5,8
10. Sean {A;}ie; € tin Hipotesis (I € N)
11. f_l(Bi ) = Ai; Def. de tin

B; € u paratodo i € I

12.
UBi eEu

Def. o-Algebra

13 LM*£3=f%U&)

Propiedad union de
colecciones

H me%a=Ul

Propiedad unién de
colecciones en 11

iel ie
15.
Ja <o
iel

Def. de t;, en 12, 13, 14

16. .
tin es una o-Algebra

Def. o-Algebra 2 ,9, 15

Tabla 7 Estructuras Iniciales

Con esto concluimos que t;;, es una o-Algebra, ahora se debe comprobar que es la méas

pequefia.

2. ¢Esel InfT=t;, ?

Demostracion:

Como se deben comparar elementos de Sig(X), si probamos que para todo t; €E T la

funcion, i,: (X, t;) — (X, t;,) es medible entonces t;,, € t; paratodot; € T.

i, (A=A

1. Sea A € t, Hipotesis
2. —

IB €u A f_l(B) ) Definicion t;,
3. Por t; ET.  Definicién

ffY(B)€eEt;,VB €u 3 _
Funcion Medible

4. A€t Sustitucion 2,3
5. Propiedades imagen

inversa

6. i, '(4) Ety

Sustitucion 4,5
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7. . Definicién Funcion Medible
Ie: (X, t;) — (X,t;) esmedible L6
8. t, St Propiedad contenenciaen 7

Con esto queda demostrado que la coleccién definida
tin={ACSPX); 3B €u A fY(B) =4}

Es la o-Algebra mas pequefia que hace medible a la funcion f: X — (Y, ).
La imagen muestra para una o-Algebra U sobre Sig(Y), el conjunto T de todas las t; o —

Algebra sobre X que hacen medible a la funcién f: X — (Y, ), y a la o-Algebra inicial como
el Inf T. Con esto podemos se puede afirmar que la categoria Sig es apta para estructuras

iniciales.

4.3 Estructuras finales
De forma andloga a la anterior se considera la siguiente pregunta para Sig(Y).
Dada una funcion f: (X,t) — Y es posible establecer una o-Algebra sobre Y que haga
medible a f , como la o-Algebra {Y,® } cumple esta propiedad, por ser Sig(Y) un reticulo
completo, entonces, nos preguntamos cual es la o-Algebra mas grande sobre Y que hace
medible a f, si existe se denomina o-Algebra final .
Sea X y Y dos conjuntos no vacios, t una o-Algebra sobre Xy f:(X,t) — Y una

correspondencia. Nombremos C al siguiente conjunto:
imagen 14 Estructuras Iniciales

C ={p;, €SigY); f:(X,t) — (Y,p;) es medible}

Si se define el conjunto p; = {A € P(Y); f~1(4) € t}.
Entonces pr = sup C ,es decir Py es una o-Algebra sobre Y , ademas, es la o-Algebra

mas grande que hace medible a f: (X,t) — Y.

Demostracion

1. py unao-Algebra sobre Y.
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1. f—l(y) =X Propiedades de la imagen
inversa
2. X et Def. o-Algebra
3. f7AY) et Sustitucion 1,2
4 Y €py Def. de pr
S. Sea A € py Hipotesis
6. f71(A) et Def. de pf
7. (f71A))° et Def. o-Algebra
8. f—l(AC) — (f_l(A) )¢ Propiedaqles de la imagen
inversa
9. f7HAC) et Sustitucion 7,8
10. AC € ps Def. de py
1. sean {Ti}ies S Dy Hipétesis( I € N)
12. f~Y(T;) € tparatodo i € I Def. de py
13, 1
U @) er Def. o-Algebra
iel
14. U f_l(Tz) — f—l(U g"l ) Propiedades de la imagen
\ \ inversa
el el
15. _1 T e . -z
f=( i)ET Sustitucion 13,14
i€l
16.
UTL € by Def. de pr
i€l
17.| p¢ es una o-Algebra sobre Y Def o-Algebra 4,10, 16

Tabla 8 Estructuras Finales

Ahora se demuestra que py es la o-Algebra sobre Y mas grande que hace medible
af: X, t)—> Y.

Demostracion:

Como se deben comparar elementos de Sig(Y), si probamos que para todo p; € C la

funcion, iy: (Y, pr) — (Y, p;) es continua entonces p; S ps paratodo p; € C.

1. Sea A € p, Hipotesis
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2. » Por p; € C  Definicién
fr@Aet Funcion Medible
3. A€ ps Definicion de ps en 2
4, Propiedades imagen
i, (4) =A
y inversa
— —
5. iy (AE Ps Sustitucion 3,4
6. . Definicion Funcion Medible
iy: (X, Pr) — (X,p;) esmedible
1,5
7. pi € pf Propiedad contenencia en 6

Con esto queda demostrado que la coleccion definida como Pr = { A € P(Y); f~lA) et}
es el Sup C, ya que, resulta ser la o-Algebra sobre Y mas grande que hace medible a la
funcién f: (X,t) — Y.

Sig(X)

S1ig

Conjy X —= Y

imagen 15 Estructuras Finales

El diagrama representa la o-Algebra t sobre X y la coleccion C de elementos de Sig(Y)
que hacen medibles a la funcion f: (X,t) — Y.se puede observar que el SupC es Pf.

Con esto se concluye que Sig. es acto para estructuras finales.
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4.4 Funtores en Sig(X)

1. El funtor olvido de o-Algebra de Sig en Conj.
0':Sig — Conj esta definido como:
I. O0((X,t)) = X,paratodo A = (X,t) € Obj(Sig).
ii. O(f) = f paratodo f € Mor(4,B).
Este funtor desprende la o-Algebra del conjunto X y de esta forma la propiedad de las
funciones relacionadas.
Se puede concluir que la categoria Sig es una categoria Topologia ya que, como se puede

observar, el funtor 0’ es fiel, Sig es apta para estructuras iniciales y finales, ademas, la fibra

Sig(X) para cualquier X, es un reticulo completo.

f
| S -7
X Y

imagen 16 Funtor olvido en Sigma Algebra

2. El funtor Borel de Top a Sig.

Para este funtor primero se necesita demostrar que las funciones continuas entre espacios
topoldgicos son funciones medibles si estos son provistos de sus correspondientes o-
Algebra de Borel, es decir:

Sea (A,t;) y (B,t,) espacios topologicos. Si f:(A4,t;) — (B,t,) es una funcién
continua, entonces f:(4,B(t;)) — (B,B(t,)) es una funcion medible donde B(t;) y
B(t,) son algebras de Borel generadas por t; y t, respectivamente.

Para poder demostrar la proposicion anterior se deben considerar los siguientes teoremas.

Teorema Criterio funcién medible.
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Sea f:(X,T;) — (Y,T,) una funcién en dos espacios medibles y C € P(Y) tal que
0(C) =T,) (Es decirC generaT,).
f~1(A) € T, paratodo A € C siysolosif es medible

Demostracion:

Al ser una doble implicacién se iniciara demostrando primero que si.

es medible entonces f~1(4) € T; paratodo A € C .
1

Como fes medible tenemos que f1(A) € T, para todo A € T, 'y por ser

T, generada por C setiene C S T, Porlotanto f~1(A) € T, paratodo A € C.

Ahora, para la segunda implicacion tenemos.

f~1(A) € T, paratodo A € C entonces f es medible

1. Sea tr ={A S P(Y); f~'(4) € Ty} Construccion

2. C <t Dado
Existencia de estructuras

3. tr es una o-Algebra sobre ¥ finales.

4. o(C)=T, Dado

T, es la o-Algebra mas pequefia que contiene a _
5. Propiedad de ¢(C)
Cc

6. T, S tf Consecuencia de 2,3,5
Por ser T, un elemento

7. f~Y(A) € T paratodo A € T,

de tf
8. f es medible Def. funcién medible 7

Con estos dos teoremas podemos demostrar el teorema propuesto al inicio.

Teoremas funciones continuas a medibles
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Sea t4 ,t, dos topologias sobre X y Y respectivamente. Si f:(X,t;) — (Y, t;) es una

funcion continua, entonces f: (X, B(t;)) — (Y, B(t,)) es una funcion medible donde B(t;)
y B(t,) son algebras de Borel generadas por t; y t, respectivamente.

Demostracion:
1. f:(X,B(ty)) — (Y, B(ty)) es una funcion entre dos espacios medibles.

2. ty, € P(Y) por ser t, unatopologia sobre Y
3. 0(tz) = B(t2)

4. f~1(A) € B(t,) para todo A € ty por ser f una funcién continua de
f1Xt) > Y, )y £ EB(t).

5. f es medible por el teorema Criterio funcion medible

Entonces podemos definir el funtor Borel de Top a Sig de la siguiente forma:

B:Top — Sig

a) B((X,t)) = (X,B(t)) paracada A = (X,t) € O0b(Top)
b) B(f) = f paracada f € Mor(A,B).
El funtor Borel transforma las topologias en o-Algebra de Borel modificando los espacios

topoldgicos en espacios medibles y convierte las funciones continuas en medibles.

(X} Ll} ‘.r(.l'mr,ti:r:-,ur:r, (X}Lj}
.

S B areaive _y
(X,B(t1)) (X,8(t2))

imagen 17 Funtor Borel

Ejemplo funtor Borel:
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Sea X ={1,2,3} entonces P(X) = {¢, X,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}.
ty ={ox {1}, (12}, t; ={ox{3}{13}}

SeaAd=(X,t;)yB = (X,t;) esdecirAy B € O0j (Top) .Lafuncion f: (X,t;) — (X,t3)

definida como:

(X? tl)_?_"'(Xa tE)

<

imagen 18 Ejemplo Top
es una funcién continua, lo cual se puede comprobar facilmente, aplicando el funtor Borel
en estos elementos de Top se obtiene:
B(A) = (X,B(t,)) donde B(t) ={¢,X,{1},{1,2},{2,3}{3},{13},{2}} vy B(B) = (X,B(t2))
con B(t;) ={¢ X {1},{1,2},{2,3},{3},{1,3},{2}}. B(A) y B(B) €0b(Sig) y B(f) €

(X, B(t1))—— (X, B(t2))

imagen 19 Ejemplo en Sig
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Mor(B(A), B(B)). En la siguiente grafica se observa que B(f) es medible lo cual es facil
de demostrar.
Para concluir se dird que un funtor Sig a Top seria trivial en conjuntos contables ya que
como se ha visto en conjuntos contables se tiene que Sig(X) € Top(X), por lo cual un funtor
donde solo cambie la nomenclatura seria suficiente, sin embargo, para conjuntos no
contables se puede definir el siguiente funtor.

3. El funtor subbase de Sig en top.

T:Sig — Top esta definido como:

iii. T((X,t)) = X,para todo A = (X,{(t))) € Obj(Top).

iv. T(f) = f para todo f € Mor(A,B).
El funtor subbase transforma o-Algebra en topologias modificando los espacios medibles
en espacios topoldgicos, utilizando las Sigmas Algebras como subbase para una topologia
y manteniendo los conjuntos medibles como conjuntos abiertos y de esta forma respectar

los morfismos.

(X} Ll} fnuiriibiﬁ (X, L}}

T( f}r_ﬂntinuu
| A -

(X, ({t1))) (X, {{t2)))

imagen 20 Funtor T
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5. Conclusiones

En este capitulo se presentan los resultados encontrados al estudiar de las c-algebras

desde una mirada categdrica tomando como directriz el modo de estudiar las topologias

sobre un conjunto y la categoria Top.

Las primeras conclusiones que se describiran son aquellas que se obtuvieron de analizar la

coleccion de todas las Sigma algebras sobre un conjunto.

Por medio de diferentes conjuntos se pueden generar la misma Sigma algebra. Un
caso particular es la sigma algebra de Borel generada por diferentes topologias sobre
R.

Semejante a la topologia se pueden utilizar operaciones entre conjuntos para construir
sigmas algebras, el proceso es el siguiente: se toma un conjunto cualquiera, se realiza
una particién finita del conjunto y por ultimo se realizan todas las uniones finitas sobre
la particion, en consecuencia, el conjunto obtenido resulta ser una Sigma algebra sobre
el conjunto inicial y, ademas, resulta ser la mas pequefia que lo contiene. Este proceso
permite generar un Sigma algebra por cada particiébn que se realice sobre el conjunto
inicial.

En un conjunto finito se puede acotar inferiormente la cantidad de Sigmas algebras
sobre el conjunto, ya que, al ser el conjunto finito, se puede contar cuantas particiones
hay en dicho conjunto y, por lo tanto, generar esa cantidad minima de Sigmas algebras,
este valor se obtiene utilizando el numero Bell, que es una funcion que proporciona el
namero de particiones posibles en un conjunto finito.

Una forma de definir particiones sobre un conjunto es definiendo una relacién de
equivalencia en dicho conjunto, por lo tanto, para cualquier conjunto una relacion de
equivalencia define una Sigma algebra y, ademas, esto permite definir una forma de

construir Sigmas algebras sobre un conjunto utilizando relaciones, el cual implicaria
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definir una relacién de equivalencia sobre el conjunto inicial, tal que, la particion
resultante fuera finita.

e Estaforma de construir Sigmas Algebras sobre un conjunto resulto la forma técnica de
encontrar las Sigma Algebra generada por un conjunto.

Las siguientes conclusiones que se describirdn son aquellas que se obtuvieron de analizar
posibles analogias entre las og-algebras y las topologias sobre un conjunto.

e Las Sigmas algebras y las topologias hacen parte de un estudio mas grande, el de las
Algebras sobre conjuntos, el cual es mucho més amplio y abarca una gran cantidad de
estructuras como, por ejemplo; los filtros, topologias, Sigmas algebras entre otras,
ademas, esta nocién de Algebras sobre conjuntos permite definir estructuras nuevas y
estudiarlas en forma semejante a como se estudian las topologias.

e Toda Sigma algebra sobre un conjunto finito o infinito numerable es una topologia, ya
que, todas las o-Algebras cumplen las dos primeras propiedades de las topologias y
su Unica diferencia estriba en la diferencia que existe en la unién, aungque parezca
trivial, es la causante de que las o-Algebra no sean topologias ya que la unién de una
coleccion de elementos en una o-Algebra es estable solo para conjuntos contables,
mientras que la unién de una coleccion de elementos en una topologias es ,estable
para uniones contables y no contables, por lo tanto, en conjuntos contables toda Sigma

algebra cumpliria la propiedad tres de las topologias.

Sig(X) Sig(Y)

¢
fas
G
5

G
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Existen Sigmas algebras en conjuntos no contables que no son topologias, un caso
particular es la Sigma &lgebra generada por todos los conjuntos sobre R que son
medibles segun Caratheodory, en este caso se observa que los conjuntos de Vitali los
cuales no son medibles son los responsables de que el conjunto mencionado no sea

una topologia.

Las siguientes conclusiones que se describiran son aquellas que se obtuvieron de analizar

Categoria Sig, Identificando sus objetos, sus morfismos y la composicion de estos.

Al analizar los objetos de Sig, se concluyo que para cualquier conjunto X diferente de
vacio su fibra Sig(X) tiene estructura de reticulo Completo, lo cual nos permite afirmar
gue la coleccion Sig(X) posee elemento maximo y minimo, ademas, esta parcialmente
ordenado.
Al establecer relaciones entre las fibras se concluy6 que la coleccion Sig es apta para
estructuras iniciales y finales, ademas, al ser el funtor olvido de Sigma Algebra un
funtor fiel y al tener que toda Sig(X) tiene estructura de reticulo completo se dedujo
gue la categoria Sig es una categoria Topoldgica.
Construyendo el funtor Borel se tiene que cualquier de topologia se puede generar una
Sigma Algebra que la contenga y que respete las funciones continuas, esto es posible
al tomar cada topologia como base para generar una Sigma Algebra y, de igual forma,
a partir de una Sigma Algebra se puede construir una topologia tomando como subbase

la Sigma Algebra y respetando las funciones medibles.
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A. Anexo: Sig(X) € Top(X)

La siguiente demostracion es una adaptacion de las demostraciones propuestas en (Fava
& Z0, 2013) y (Garcia, 2008).

Se define la coleccién M cuyos elementos son subconjuntos de IR y son medibles segin

Lebesgue, es decir.
M ={Ac P(R);Aes Lebesgue — medibles}
Primero definiremos el significado que un conjunto sea medible 7, utilizando la construccion

realizada por Caratheodory en la que emplea la medida exterior de Lebesgue. segundo se

demuestra que efectivamente es una Sigma Algebra sobre R, y por ultimo se comprueba

gue no es una topologia sobre R, debido a que, no cumple la propiedad T3.

Para no profundizar y entrar en temas un poco mas engorrosos, se asumira como cierto las

siguientes pautas.

1. SeaF € P(R), se define una medida m como la siguiente funcion
m:F — R*
Donde Rt = R* U {+} y se cumple que paraAy B € F.
m(AU B) <m(A) + m(B).

2. todo intervalo abierto < IR definido como I = (a,b) ={t e R;a<t<byab €

R}, cumple que su medida es igual a su longitud:

m(l) = |b —al

3. Para el conjunto vacio se tiene que m( @) = 0

Definicion: Medida exterior de Lebesgue.

La medida exterior de un subconjunto A de R se define mediante la siguiente igualdad.

7 Entendiendo medible como Lebesgue-medibles
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me(A) = Inf{ ) m(l,))

Donde en infimo se toma sobre cubrimientos finitos de abiertos sobre A, en otras palabras,
todas las colecciones de intervalos abiertos I, conn € N tales que A € Up_1 I,.

Estas son algunas de las propiedades mas relevantes de la m,.

i. 0<m,(4) <o

ii. Sea 4; € A, c R entonces m,(4;) € m,(4;). (Monb6tona)

i Si {4n} € R entonces m,(Up-1{4,}) < 351 m.(4,)}. (0 — SubAditivida)
Definicién: Medida Caratheodory
Un conjunto A € R se denomina medible si, para todo E € R se cumple la siguiente
identidad.

my(E) =m,(ENA)+m,(E—A)

Si lo anterior se cumple entonces m(E) = m,(E), lo cual dice, que en un conjunto medible
cualquiera, medida es sinénimo de medida exterior.
Por lo tanto, la coleccion M se redefine como.
M ={A < P(R); Amedible }
Definido el conjunto M se demostrara que es una o — Algebra sobre R.
1. ¢ Re M?

Demostracion
Dado que la m(®) = 0y m,(9) = Inf{ X-1 m(I,)} donde la coleccion {I,,},c4 cumple @ S
Up—1 I, se tiene m,(®) = Inf{0+0+0+ -} =0.
Como R € Ry paratodo A € R se cumple que:

my,(A) =m,(ANR)+m,(A—R)
Aplicando la propiedad de conjuntos A — B = A n B.

my(A) =m,(ANR)+m.,(4 NKRE)
Como el complemento de todo R es igual 9.

my(A) =m,(ANR)+m.(4 n @)
Teniendoencuentaque ANR=A yA N @P=0Q porserAcS RyQ c A.

me(4) =m,(4) + m.(0)

Alserm,(®) =0
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me(4) =m.(A) +0
me(A) = m,(4)
Por lo tanto, como R cumple la definicion de Caratheodory podemos concluir que R € M.
2. ¢SiA € M entonces A¢ € M?

Demostracion.

Como A € M adebe cumplirque, A € Ry paratodo E € R cumple que:
Mme(E) =m,(ENA)+m.,(E—-A)
Por ser A un elemento de R se tiene que A¢ es un elemento de R y aplicando la propiedad
de conjuntos A — B = A n B,
my(E) =m,(ENA)+m.(EnA®)
Al ser una suma en R
my(E) =m,(ENA°)+ m,(ENA)
Por propiedades de teoria de conjuntos (4¢)¢ = A.
my(E) = m,(E N A°) + m,(E N (49
Aplicando la propiedad de conjuntos A N B¢ = A — B.
m(E) = me(E NA°) + me(E — (A9))
Sea un B = A€ se cumple.
m(E) = m,(E N B) + me(E — (B))
Por lo tanto, como A cumple la definicion de Caratheodory podemos concluir que A € M.
3. ¢Sea {4;}iey Una coleccién de elemento en M entonces U2, A; € M ?

Demostracion:

Sea A,,A,€ M entonces para todo B € R se cumple las siguientes identidades.

me(B) =m,(BNA;)+m.(BnNA°)

me(B) = m.(BNA,)+m.(BnNA,)
Como A4,,4,,B S RsetienequeB N (4; U 4,) S R utilizando propiedades de operaciones
con conjuntos.

Por ser A; medible se cumple que.

me(BN(A;UNA))=m,(BN(A; U 4;) NA))+m. (BN (4; UNAy)) NAS)
Por ser la N una operacién asociativa se tiene
BN (AU A) NnA; =Bn((A1 U 4,) N4
y como A; € A; U A, entonces por propiedades de la interseccion de conjuntos se cumple

que (A, U 4,) NA; = A, porlotanto m,(BN (A1 U 4;) NA;) =m.(B NAy).
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Por otro lado, al ser n distributiva respecto a U se cumple que.

Bn(4A,U 4,) NA,°=Bn((4; U 4,) N4,
BNn(A,U 4,) NA,°=Bn(4;NA;°U A, N A°)
Bn(4,U 4) NA,°=Bn(0U 4, NA )
Bn(4,U 4)) NnA,°=Bn( A, NA°)

Por lo tanto m,(B N (4; U 4,) N4;,°) =m.(Bn ( 4, N A4A)).
Realizando las respectivas sustituciones se tiene que.
me(BN (A, U 43)) =m.(B NAy) + m.(B N ( A, N A;°)).

me(BN (A1 U 43)) +me(B N (A1 U A3)F) =me(B NA) +me(B N (A, N4A°)) +
me(B N (A1 U 43)°).

Utilizando la propiedad (4 U B)¢ = A¢ n B¢ se cumple que.

me(BN (AU 4,)) +me(BN (41 U 42)°) =me(B NAy) +me(B N (A, NA;°)) +
me(B N A;° N A°).

Aplicando la asociatividad y conmutatividad de la n se tiene que

me,(BN(A; U A,))+m, (BN (AU 4,)°) =m.(B NnA;)) +m.(BNA;)NA,)+
me((B N A;°) N Ay°).

Como A, es medibley Bn A, S R la siguiente equivalencia se cumple.
me((BNA;)NA) + me((BN AF) N A ) =me(BN A°)

Por lo tanto
me(B N (A1 U Az)) +me(B N (A1 U A43)°) =m (B NA;) + me(BN A;°)
Y por ser A, es medible
me(B NA;) + me(B N A;°) = me(B)
Con esto podemos concluir que para todo B € R se cumple.
me(BN (AL U Ay)) + me(B N (A, U Ay)°) = m,.(B)
Como consecuencia se concluye que 4; U A, € M.

Esto asegura que dada una coleccion finita de n elementos entonces su union es medible.
Utilizando lo anterior, y ademas, la propiedad monétona y la o —subaditividad de M se

puede corroborar que dada una coleccion A,,A,, As,..A;.. coni €N numerable en M
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entonces U;2; 4; € M, con lo cual se demuestra que la coleccion de conjuntos medibles
M es una o — Algebra sobre R .

Ahora se define algunos elementos que son medibles, los siguientes conjuntos pertenecen
aMm.

Todointervalo ] = (a,b) ={i ER; a>i > bcona, b € R) que pertenece a R es

un conjunto medible, por lo tanto, toda coleccién de abiertos en R es medible, con esto
podemos decir que la topologia usual generada por los intervalos abiertos en R esta

contenida en M , ya que todos sus elementos son medibles, de forma méas especifica la

coleccion t,, € P(R) definida como t,, = {I c IR} esté contenida en M.
Ahora bien, como M es una o — Algebra sobre Ry, ademés t,, € M, podemos afirmar
que la o — Algebra de Borel B(t,,) generada por t,, sobre R ,esta contenida en M.

Este resultado, B(tu) C M , permite concluir que todo Borelianos es un conjunto medible,

hay que resaltar que existen otros conjuntos medibles por ejemplo el conjunto de cantor, sin

embargo, para nuestro propdsito solo se utilizaran los Borelianos.

A continuacion, se resaltan tres propiedades de la medida m sobre los elementos de M .
i. los elementos de M son invariantes bajo traslaciones, es decir, la funcion v,

definida como.

VM — R

A— V(A =A+xconx€R.

Se tiene que si A es medible entonces V(A) es medible y ademas m(A) = m(V(A4)).

A medzible A + x medible p+

—_— o — _— e = e N —— e = = = — -

m(A) = m(A + x)

imagen 21 Invariante

ii. La funcién de medida m sobre M es o — Aditiva es decir, dada una coleccion

{Ai}iEI de conjuntos medibles disyuntos dos a dos se cumple que.
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iii. La medida de un intervalo es su longitud, esto se deduce por qué; al ser los

intervalos (a, b) elementos de M, entonces m,((a, b)) = m((a, b))

Para concluir este apartado, se define el siguiente conjunto, el cual se construye por la unién
no numerable de una coleccion de conjuntos medibles, este se denomina conjunto de Vitali
y resulta ser no medible.

Demostracion:

SeaE = (0,1), se define una particién en E con la siguiente relacion de equivalencia.
X,y € E estan relacionados x~y si x —y € Q.
El conjunto formado por todas las clases de equivalencia Q.= {[x] =

{y ; x~y}conx € E}forma una particién no numerable en E y utilizando en axioma de

Zermelo existe un conjunto V' el cual contiene exactamente un elemento de cada clase de

equivalencia, es decir, existe una funcion de eleccién para todo [x] € Q.. tal que.

f:0.—UQ.
[x] — f(x]D = {y} y € [x]
Entonces el conjunto de Vitali se puede definir cémo.

v=|Jranee

Sea {1}, }en 1a sucesion de todos los numeros racionales del intervalo [—1,1], para cada

n € N se define el conjunto A,, como el siguiente conjunto de puntos.
A, ={m+xx€V}=nrn+V

El cual es una traslacion del conjunto V sumandole 13,.
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V4+ra;irn<O

V

—1 0 1 2

V4+r,;rn,>0

imagen 22 Vitali

Se observa que
o
Ec UAn c (-1,2)
ieN
Como todo punto x € E tiene que estar en algun elemento (). definido por la relacion,
entonces tiene que existir un xo € V, tal que, x~xy yporlotanto x —xo =7 € Q, y
como Xy X, pertenecen a E entonces, el racional 7 € (—1,1), y por lo tanto es un

elemento de la sucesion {1y, }nen, SiT = Ty entonces X = Xy + T3 es un elemento de

A, para algin k € N, con esto se deduce que si.
paratodox €EE — x € A, C A,

Y utilizando la definicion de unién de una coleccién se puede decir que.

E;UAn

ieEN
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Para la otra inclusion, si X pertenece a algin elemento de A,,, entonces, X = xg + 7 ,

con Xo € V, es decir con xo € (0,1) y 1, € (—1,1), por lo tanto x € (—1,2), se
0 0 K

concluye entonces que para todo.
0
X € UA" — x € (—1,2)
IEN
O lo que es lo mismo
0
U A, S (-1,2)
ieEN
Con esto resultados se puede entonces afirmar que.
0
EcC UAn c (-1,2)
[EN

Por otro lado, los elementos de An son disyuntos dos a dos.

Para comprobar esto, supongamos que existe un x € A; N A; entonces existe un x; € V

y Xj EV con7y, 77 € {y}nen, talque, x = x; + 1; yx = x; + 7; por lo tanto
Xpt ri=x+7
Xi—Xj =1, -1

Y al ser 13, 7j elementos de {1 }nen entonces -1, € Q, en consecuencia, se tiene que

Xi~Xj y como en I solo existe un elemento de cada clase de equivalencia entonces X; =

Xj Y por lo tanto 1; = 1; por lo cual se concluye que A; = Aj,en otras palabra se

comprueba que.

A;NAj = @paratodoi # j

Para finalizar asumamos a /' como un conjunto medible, por lo tanto, se tendria que.
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El conjunto A,, es medible ya que la traslacién de un conjunto medible es medible y ademas
lam(V) = m(A;) paratodo Ay € A, .

Al utilizar las propiedades de m sobre M podemos asegurar que.

. m((0,1)) = 1y m((-1,2)) = 3
2. 0 o0
m (U An> =Y m(4,
ieN ieEN
3.

m(E) < m(U A,) < m((=1,2))

ieN

m(E) < ) m(4, <m((-1,2))
m(E) <m(4) +m(4,) + m(A3) + - < m((—l,Z))

Supongamos que la m(V) = v entonces se tiene los siguiente.

1<v+v+v..<3

Estas desigualdades muestran que no puede ser v = 0 nitampoco v > 0, con lo que al
asumir a V' como un conjunto medible se llega a una contradiccion, por lo tanto, el conjunto

de Vitali es no medible Lebesgue, como consecuencia IV & M.

Para finalizar concluimos que, el conjunto V definido como.
(0e]
v=|Jran

Donde f([x]) = {y} es una funcion de eleccién aplicada a una particion del intervalo (0,1),

Como {y} € M, por ser un boreliano, y Uzep{y} € M ,se concluye que M no es una
topologia sobre X, esta afirmacion es verdadera, ya que, dada una coleccién de elementos

medibles se demostré que su unién no numerable es no medible por lo tanto M no cumple

la propiedad T3 , con esto finalmente se concluye que Sig(X) € Top(X).
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