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2. Descripcion
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4. Contenido.

El objetivo del presente trabajo de grado era realizar el estudio de las soluciones de Pell-
Fermat y poderlas caracterizar con ayuda de algunos operadores, para este fin se realizaron
cuatro capitulos que describiremos a continuacion.

En el capitulo 1 encontramos el marco tedrico, alli encontremos una descripcion de la
ecuacion de Pell-Fermat y su solucion por medio de las fracciones contintas. También
encontramos una introduccion a la teoria de los operadores matematicos y haremos énfasis
en el operador Transformada Z, estudiaremos su definicion y principales propiedades, por
Gltimo encontramos algunos resultados de la teoria de autovalores y autovectores de una
matriz lo cual se utilizar4 para hallar el término analitico de sucesiones recurrentes de
orden dos.

El Capitulo 2 titulado Término analitico de algunas soluciones, como su nombre lo
describe, estudiamos los métodos que nos permiten hallar dicho término. En este capitulo
encontramos el término analitico para cualquier sucesién recurrentes de grado 1, grado
dos, progresiones aritméticas y geométricas, ademas se plantea el término analitico para
una solucién de grado n bajo unas condiciones dadas.

El Capitulo 3 En este capitulo titulado Término analitico de las soluciones de Pell-Fermat
y su aplicacion a las unidades , encontraremos tres secciones, la primera habla de las
sucesiones descritas por las soluciones de la ecuacion de Pell- Fermat, se muestra su regla
general de generacién y se utiliza los resultados del capitulo 2 para encontrar su término
analitico. La segunda parte habla de la génesis del problema central que llevé al desarrollo
de este trabajo. El estudio de las unidades en los nimeros de la forma a+bk (Cona, b € Z
y k% un ndmero no cuadrado perfecto), donde se muestra como los resultados de este
trabajo nos permite determinar la unidades y su término analitico. Por Gltimo se habla del
disefio y uso de la aplicacion SUP.UPN, para dispositivos android que recopila gran parte
del trabajo realizado, esperando sea de gran utilidad para la comunidad académica del

departamento.




En el Capitulo 4 titulado Conclusiones, se presenta un resumen de los resultados mas
destacados del trabajo y de cada uno de los conceptos estudiados, es decir, el término
analitico de algunas sucesiones recurrentes, el término general de las soluciones de la
ecuacion de Pell-Fermat, algunas cuestiones que quedan abiertas para futuros

Trabajos y los beneficios de la aplicacion SUP.UPN.

5. Metodologia

Se estudiaron primero las ecuaciones de Pell-Fermat, de donde se pudieron caracterizar el
comportamiento de sus soluciones positivas, posteriormente se estudiaron algunos

operadores y métodos para poder deducir los terminos analiticos de estas.

6. Conclusiones

En el estudio teorico realizado, notamos la constante relacion que existe entre las
ecuaciones de Pell-Fermat y las fracciones continuas, por ejemplo, Lagrange en 1771
encontré que cualquier solucion a esta es una convergente del desarrollo fraccionario
continuo de un ndmero irracional asociado a la ecuacion. Posteriormente, logramos
caracterizar las soluciones de estas ecuaciones de la siguiente manera: Son los x,, y y,, para
n =1,2,...donde x,, Y y, son los enteros definidos por la relacién
X + ypVd = (xq + ylx/E)n

Donde x; Yy y; es la menor solucion positiva de la ecuacion, de esta forma, se genera la
necesidad de hallar esa solucién fundamental; para lo cual aplicamos el desarrollo
fraccionario continuo asociado a la ecuacion como Unica opcion. Por consiguiente, las
soluciones a la ecuacion de Pell-Fermat no se pueden despender de su fraccidn continua
asociada, por ende nuestra caracterizacion de las soluciones de la ecuacion dependen de la

fraccion continua.

En el capitulo 2, en la busqueda para determinar el término analitico de algunas sucesiones
definidas por recurrencia, uno de los resultados mas relevantes fue la determinacion del
término analitico de una sucesion definida por recurrencia de orden p, cuya regla de

creacion est4 dada por
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Se considera que el resultado tiene bastante relevancia dado que permite hallar el término
analitico de cualquier sucesion definida por recurrencia de orden arbitrario p bajo sus
condiciones establecidas. Uno de los objetivos del trabajo de grado era hallar una
expresion general para el caso p=2, como se puede evidenciar (comprobacion para el
lector), esta expresion permite hallar el término analitico de cualquier sucesion.

En el capitulo 3, en el estudio de las soluciones de Pell-Fermat se llego a que las soluciones
positivas tanto para x como para y de la ecuacion de Pell x? — dy? = +1 estan descritas
por una sucesion recurrente de grado dos y por los resultados del capitulo 2 pudimos
generalizar su término analitico sin desprenderlo de la fraccion continua, con todo esto

los términos analiticos de la ecuacion de Pell-Fermat estan dados por
) 1 _ n _ n
xr(n) = 3 ((p,. + v/ pr2 — (—1)") + (p,. — - (_—ljf') )
yln) = q,— ((p,. + /Pt — (—l)")“ — (p{, —\/p? - {_Ur)”)
' 2\/;)';3, —(-1) ' '

Donde vd = lag, a1, az, . ay| vy Cp =&

G

Se considera que el resultado obtenido es importante porque con esta generalizacion es
posible construir las sucesiones para los términos analiticos de las soluciones positivas de

las ecuaciones de Pell-Fermat, tanto para x como parayy.
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Introduccion

La construccion de conceptos en matematicas es un trabajo que trae consigo
una gran cantidad de dificultades y problemas. En los intentos por resolver
estos problemas se han encontrado métodos bastante ttiles, que a su vez se han
podido aplicar en conceptos posteriores. El presente documento es un intento
de seguir estos pasos, empleando herramientas particulares de diferentes ramas
matematicas como la teoria de niimeros y la teoria algebraica de niimeros, para
el estudio de estructuras de la forma:

B={(a+0bk)la,b y meZAk=m}
Sobre las cuales se define las siguientes operaciones:
(a+0k)® (c+dk)=(a+c)+ (b+d)k

(a+ bk) @ (¢ + dk) = (ac + mad) + (ad + be)k

En esta estructura se tiene que las unidades cumplen la siguiente propiedad®

a b

T= 5 y=-

a? — mb? a? — mb?

Lo cual se reduce a que las unidades vienen dadas por las soluciones de la
siguiente ecuacion
a? —mb* = +1

Estas ecuaciones se han denominado de Pell-Fermat, las cuales han sido de gran
interés para algunos de los grandes matematicos de toda la historia, entre los
més destacados se encuentran Brahmagupta (598-665), Bhaskara (1114-1185),
Lagrange (1736-1813), Fermat (1601-1665) y Euler (1707-1783). Gracias a la
contribucion de los mismos, se desarrollaron varios e ingeniosos métodos para
encontrar sus soluciones, entre estos se destacan la aplicaciéon de modulares,
las fracciones continuas, la aplicacién de cuadrados y la aplicacién de cuerpos
cuadraticos(Alanya, 2004).

El método de las fracciones continuas permite caracterizar cualquiera de las
soluciones de la ecuacién de Pell-Fermat. En el presente trabajo se evidenciara

1Esté echo se demostrara en el capitulo tres.

11



Introduccioén 12

que el conjunto de soluciones de la ecuacion muestra un comportamiento en
forma de una sucesion recurrente, la cual depende de la primera solucion dada
por el método de fracciones continuas, que se mostrara posteriormente, en el
capitulo tres. Al encontrar la ecuacién recurrente que define la sucesion, bus-
camos métodos para determinar su término analitico, resultando tres métodos
para este fin. Entre ellos destacamos los operadores transformada 7 y expo-
nencial interno, con los cuales logramos caracterizar los términos analiticos de
las soluciones de las ecuaciones de Pell-Fermat.

Para este proposito, se hizo necesario realizar una consulta cuyos resulta-
dos (en relacién a métodos para determinar el término analitico de sucesiones
recurrentes y las fracciones continuas) se consignan en el marco tedrico. A
continuacion describiremos brevemente lo que se encontrara en el presente do-
cumento:

1. Capitulo 1: En este capitulo se encontrara el marco tedrico, alli habra
una descripcion de la ecuacién de Pell-Fermat y su solucién por me-
dio de las fracciones continuas. También se encontrara una introduccién
a la teoria de los operadores matematicos, en la cual se hace énfasis
en el operador Transformada Z, se estudiara su definicién y principales
propiedades. Por 1ltimo se encontrard el marco tedrico relacionado con
autovalores y autovectores de una matriz.

2. Capitulo 2: Este capitulo titulado Término analitico de algunas suce-
siones recurrentes, como su nombre lo describe, se estudian los métodos
que nos permiten hallar dicho término. En este capitulo se encontrara el
término analitico para cualquier sucesion recurrente de grado 1 y grado
dos, ademas se plantea el término analitico para una solucién de grado
n bajo ciertas condiciones establecidas.

3. Capitulo 3: Este capitulo titulado Término analitico de las soluciones
de la ecuacion de Pell-Fermat y algunas aplicaciones, se encuentra divi-
dido en tres secciones, la primera habla de las sucesiones generadas por
las soluciones de la ecuacion de Pell- Fermat, se muestra su regla general
de creacion y se utilizan los resultados del capitulo dos para encontrar
su término analitico. La segunda parte trata de la génesis del problema
central que llevo al desarrollo de este trabajo, Fl estudio de las unidades
en los nimeros de la forma a + bk.? donde se muestra cémo se abordé
este problema en el seminario y se muestra como los resultados de este
trabajo permite determinar la unidades y su término enésimo. Por 1ulti-
mo el diseno de la aplicacion para dispositivos android que recopila gran
parte de este trabajo, esperando sea de gran utilidad para la comunidad
académica del departamento.

2Con a, b, k? € Z e k? un ntimero no cuadrado perfecto.
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4. Capitulo 4: En este capitulo titulado Conclusiones, se presenta un re-
sumen de los resultados mas destacados del trabajo realizado y de cada
uno de los conceptos estudiados, es decir, el término analitico de algunas
sucesiones recurrentes, el término general de las soluciones de la ecua-
cion de Pell-Fermat, algunas cuestiones que quedan abiertas para futuros
trabajos y los beneficios de la aplicacion SUP. UPN.



Justificacion

El presente trabajo de grado se enmarca en uno de los problemas surgido
en el seminario de algebra de la licenciatura en matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional. Se pretende estudiar este problema, con el objetivo de
contribuir al desarrollo del grupo de algebra de la universidad, especificamente
en la rama de la teoria de nimeros, aportando insumos para futuros trabajos
de grado y para el grupo de investigacién del departamento. Sumado a esto,
se plantea la posibilidad de implementarse en algunas de las asignaturas del
ciclo de fundamentacién matematica tales como Sistemas Numéricos, Teoria
de Numeros y Sucesiones y Series.

La teoria algebraica de nimeros es una rama importante de la teoria de niime-
ros que estudia las estructuras algebraicas relacionadas con enteros algebraicos.
Esto se logra generalmente mediante la consideracién de un anillo de enteros
algebraicos y el estudio de sus propiedades algebraicas, la factorizacién, el com-
portamiento de los ideales y extensiones de campo.

En el semestre 2014-2 en el seminario se estudié el conjunto numérico definido
de la siguiente manera:

Sea
7:{(a+bk’)|a,b€Z/\k2:2}

definido con las operaciones:
(a+bk)+ (c+dk) = (a+c)+ (c+ d)k
(a + bk) * (¢ + dk) = (ac + 2ad) + (ad + be)k

Este conjunto con estas operaciones tiene estructura de anillo conmutativo con
modulo multiplicativo que resulta ser (1 4 0k).

Un asunto que interesé a los estudiantes del seminario fue el estudio de las
unidades, es decir elementos a 4+ bk que cumplan:

(a + bk)|(1 + Ok)
Ahora si (a + bk)|(1 + 0k) existe (z + yk) tal que
(a4 bk) * (v + yk) = (1 + Ok)
Que al igualar componente a componente se encontraron que:
a —b

xTr =

—/\ -
a? — 2b2 y a? — 2b?

14



Justificacion 15

Teniendo en cuenta que tanto x como y deben ser enteros se deduce que

a 2 —b 2
— | AN 55 Z
<a2—2b2) (a2—262> €
2 2
a b
— | 2| == Z
(a2—2b2) (a2—2b2> €

1
a? — 2b? <

Entonces

Z

Por lo tanto
a? —20* = +1

Que corresponde a una ecuacion de Pell-Fermat, de la cual presentamos algunas
soluciones:

» Cuandoa=1yb=1.
» Cuandoa=3yb=2.
s Cuandoa =7y b=>5.

Agrupando estas soluciones en parejas ordenadas (1,1),(3,2),(7,5)... se con-
cluyé que corresponden a reductas de la fraccién continua de v/2 de la cual
se determind que las primeras y segundas componentes forman de manera in-
dependiente sucesiones recurrentes, por ejemplo las segundas componentes de
las soluciones halladas Son 1,2,5,12...a,... que atienden a la ecuacién

Apy2 = 2an+1 + ap

Definida por recurrencia.

Por lo tanto, se planted la necesidad de determinar un método que permitiera
hallar el término analitico de la sucesion, el cudl es uno de los objetivos prin-
cipales del presente trabajo.

La elaboracién de esta tipo de tematicas permite desarrollar y reforzar las
diversas competencias y aprendizajes adquiridos durante nuestro proceso de
formacion en la universidad, desde varios puntos de vista; inicialmente la po-
sibilidad de abordar un problema matematico, de cardcter algebraico, paso
seguido consultar y estudiar posibles métodos para solucionarlo, asi como el
contenido tedrico relacionado con los métodos encontrados; para posteriormen-
te abordar el desarrollo del problema, conjeturar, identificar patrones, abstraer,
generalizar y todos las demés actividades propias del quehacer matemaético.



Objetivos.

Objetivo general.

Realizar el estudio de algunos operadores y métodos para la soluciéon de
ecuaciones de Pell-Fermat.

Objetivos especificos.

= Consulta del material bibliografico, como base para la construccién de un
marco tedrico que soporte las acciones realizadas durante el transcurso
del trabajo.

= Disenar y construir una herramienta tecnolégica para realizar la explo-
racién de sucesiones definidas por recurrencia de orden 1 y 2, solucionar
ecuaciones de Pell-Fermat, hallar fracciones continuas, generalizar suce-
siones y calcular el conjunto de unidades de algunas estructuras algebrai-
cas® que sirvan de gufa para el estudio de estos conceptos mencionados.

» Generalizacion del término analitico de algunas sucesiones definidas por
recurrencia.

= Aportar un documento escrito y una aplicacién mévil de caracter ma-
tematicos como insumos para estudiar los topicos alli consignados en el
grupo de &lgebra de la universidad y como posible implementacién en
asignaturas afines al algebra.

3Unidades de la forma a + bk

16



Capitulo 1

Marco Teorico

A continuacion, se encontraran los referentes tedricos que usaremos a lo
largo de este trabajo de grado, el cual contiene cuatro secciones: la primera
hace referencia a las ecuaciones de Pell o Pell-Fermat , la segunda habla de
los operadores, la tercera de la Transformada Z y por ultimo, la cuarta seccién
desarrolla los conceptos de autovalores y autovectores de una matriz. Estas
dos ultimas secciones corresponden a dos herramientas que emplearemos en el
capitulo dos para hallar el termino analitico de sucesiones recurrentes.

Al apartado correspondiente a la ecuacién de Pell-Fermat se presentara con un
mayor detalle, esto porque con los resultados de esta consulta se pudo caracte-
rizar las soluciones de estas ecuaciones y darnos que estas siempre dependeran
de su fraccién continua asociada.

1.1. Ecuaciones de Pell-Fermat.

Los teoremas y definiciones mencionadas en esta apartado son tomadas o
modificadas de (Niven et al., 1976)

1.1.1. Historia

El matemdtico John Pell (1611-1685) es una importante figura intelectual
de la historia del siglo XVII en Inglaterra, por su actividad matematica y sus
contribuciones en diferentes ramas de esta ciencia. Particularmente, se le atri-
buye el estudio de las ecuaciones de la forma 22 = ny? + 1, denominadas, en
su honor, ecuaciones de Pell, un caso particular de las ecuaciones Diofanti-
cas. Leonard Euler (1707-1783), dio nombre a estas ecuaciones, atribuyéndole
erroneamente su descubrimiento a Pell, cuyo tnico aporte fue publicar algunos
resultados parciales de los estudios realizados por Wallis (1643-1689) y Brounc-
ker (1620-1684) (Hendrik, 2008). Posteriormente, matematicos como Fermat
(1601-1665) y Lagrange (1736-1813) se ocuparon de encontrar la forma de so-
lucionar estas ecuaciones completamente.

17



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 18

Histéricamente, los primeros registros de las ecuaciones de Pell, fueron rea-
lizados por Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.), quien dej6 enunciada la ecuacién
22 = 47294949% 4 1, en su libro de los lemas, en el denominado problema del
ganado (Hendrik, 2008).

Posteriormente, Brahmagupta (598 d.C.-670 d.C.), desarrolla un mecanismo
para solucionar las ecuaciones, denominado samasa, conocido actualmente co-
mo método de descomposicion, realizado por Brouncker; que entre otras cosas,
resultaron ser métodos equivalentes (Hendrik, 2008).

Anos més tarde, como se menciond al inicio, el problema de las ecuaciones,
serfa abordado por matematicos como Brouncker, Fermat y Lagrange, entre
los mas destacados, quienes aportaron insumos para hallar una solucién general
y realizar nuevas conjeturas y sus correspondientes pruebas, especificamente
Lagrange fue quien mas aportes realizo.

Finalmente, en el ano 1799, Friedrich Gauss (1777-1855) publica en su obra
Disquisitiones Arithmeticae, una nueva representacién general de las ecuacio-
nes 2 — Dy? = +1, que permite hallar una forma general de solucionar las
ecuaciones por medio del teorema fundamental del algebra, empleando la fac-
torizacién tnica de complejos y sus conjugados.

1.1.2. Definicion y caracterizacion.

Una ecuacién de Pell-Fermat es una ecuacién de la forma z? — dy? = %1,

con d un entero no cuadrado perfecto y las incégnitas x,y € Z. Si d es negati-
vo, tenemos que d = —|d|, por lo tanto la ecuacién se reescribe de la siguiente
manera x? + |d|y* = 1 que claramente tiene como tnicas soluciones z = 41y
y=0.
Si d es un cuadrado perfecto (d = a?), la ecuacién se reduce a (z—ay)(z+ay) =
+1 y nuevamente existe sélo un nimero finito de soluciones. El caso de mayor
interés se obtiene cuando d es un entero positivo que no es cuadrado perfecto
(Niven et al., 1976).

Existen diferentes métodos para hallar sus soluciones propuestos desde épo-
cas antiguas, hasta unas méas modernas, como la solucién por modulares, las
fracciones continuas, completando cuadrados y aplicando cuerpos cuadraticos,
entre otros. A continuacién se presentard tinicamente la consulta realizada del
método de fracciones continuas. Cabe resaltar que este método habla de solo
las soluciones positivas de la ecuacion, puesto que las demas soluciones son
solo una combinacién de signos de las soluciones positivas.
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1.1.3. Solucién por fracciones continuas.

Definicién: Una fraccion continua (f.c) es una expresion de la forma

bo
ap + b ;

ay +
! a2+ b2

a3+

n
An+41

an

Donde los a; y b; son niimeros complejos. Sin embargo si cada b; es igual a 1,
ap es un entero y cada a; es un entero mayor que cero para i > 1; entonces la
fraccién continua se llama fraccion continua simple (f.c.s)y se pueden escribir
como [ag, ay, ...a,|. Los a; de la fraccién continua simple se llaman términos
de la fraccion continua. Si el niimero de términos de una fraccién continua es
finita, entonces se dice que la fraccion continua es una fraccién continua simple
finita. si el nimero de términos es infinito la fracciéon continua es una fraccion
continua simple infinita .

Teorema 1:Todo ntmero racional puede ser expresado como una fraccién
continua simple finita y viceversa.

Demostracion:

= Sea § un numero racional, supongamos que ¢ > 0, entonces por la pro-
piedad de la division existen ag y rg € Z tales que

1
g:a0+@:ao+7 donde aoﬁ]—j y 0<ro<gq
q q o q

To

De nuevo aplicando la propiedad de la division existen a; y 1 € Z tales
que

r
donde a1§—1 y 0<r <nr
To

q ™
—=a;+—=a; +
To To

3|~

De nuevo aplicando la propiedad de la division existen as y ro € Z tales

que
To ) )
—=a+—=a+ 4 donde aa<— y 0<rp<n
™ ™ o ™
T'n—4a T'n—2 1 T'n—4
=a,_o+ = Gp_ot+— donde a, 5 < y 0<r,3<1m, 9
Tn—3 n-3 Tr—2 n—3

Dado que 0 < r,_1 < r,_2 < ..rg es una sucesion decreciente de ente-
ros positivos. Por el principio del buen orden este proceso debe terminar,
por tanto sélo existe un niimero finito de enteros positivos que satisfacen
las ecuaciones.
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= Para esta parte se razonara por induccién sobre el nimero de términos,
es claro que esto se cumple cuando la fraccion tiene un termino. Ahora
supongamos se cumple cuando la cantidad de términos es k por lo tanto

[ag, ...,ax] € Q

Para cuando el periodo es k£ + 1 tenemos que

1

lag, ..., ag, ag11] = ap + ———
[ag, ..., a]
Por definicion de fraccién continua ag € Q y por hipdtesis de induccion
1

— nton
e € Q, entonces

[Go, ey A, ak+1]@

X

Teorema 2: Todo numero irracional puede ser expresado como una fraccién
continua simple infinita.

Demostracion: Sea xy un numero irracional , zy puede ser expresado como:
1

ZL‘Q:(Z0+—
T1

Donde ag = ||zo]|* -

1 1
0<—<1; xo=|zoll + (m0o — |lzol]) v — =m0 — |0
) €1

Si z1 € Q entonces por teorema 1 entonces xg puede ser expresado como una
fraccion continua simple finita, por lo tanto es un nimero racional y contradice
el teorema 1, luego x; no pertenece a Q. Ademas z; > 1, lo cual podemos
escribir como

1 ) .
T1=a;+— donde x9>1 es irracional
4]

T, =a + donde w;v1 >1 es irracional

Li+1
en consecuencia, este proceso se repite infinitamente y zo = [ag, a1, as...|

X

Definicién: Los convergentes de la fraccion continua simple [ag, al, a2...]
son las fracciones continuas simples finitas:

a
Clz[ao]:aozTO

Donde ||2g|| representa la funcién parte entera.
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1 CLOCL1+1
Cy =lag, 1) =ap+ — = ———
aq aq
1 . apaiaz + ag + a1

Cs = |ag, a1, az] = ag + =
5 = [ao, a, a] ot T diay 1 1

a2

Teorema 3: Sea C,, = Zﬁ la n-ésima convergente de la fracciéon continua simple
n

[ag, ai, ...], entonces
p=1 vy qg=0

pr=a Yy q=1
Pk = Qk—1Pk—1 T Pk—2 Y Qp = Qh—1Qk—1 + Qr—2; Kk >2

Demostracion: Razonando por induccién, miremos que cuando k& = 2 se
cumple:
P2 = ai1p1 + po = arap + 1
G2 = a1q1 +qo = a1
Suponemos que se cumple para k > 2, entonces
Pk
Cy = lag, a1, ..., a5 = —
dk

Donde
Pk = Qk—1Pk—1 + Pk—2

Gk = Ok—1qk—1 + Qk—2

Ahora miramos para k + 1:

Crt1 = [ag, a1, ..., Qp1]

Por definicion de fraccion continua simple, estd la podemos reescribir como:

]

Cr1 = [ag, a1, ..., a +
Qr+1

Por lo tanto:

(ak -t > DPk—1+ Prk—2

Af+1

(ak + > k-1 + Qr—2

Ak+1

Cip1 =

entonces:

agPr + Pk—1  Dk+1 C
= = Ck11
arqr + Qr—1 Q11
Por lo tanto
Dk = Qp—1Pk—1 + Pr—2; Kk > 2
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Gk = Qk—1qQk—1 + Qu—2; Kk >2
X

Teorema 4: Sea C),, = z—” el n-enésimo convergente de una fraccion continua
n

simple, entonces:
n

Pndn—-1 — Pn—14n = (_1) .

Demostracion: Razonando por induccion tenemos que
sin=1
Pido — podi = ag 0 — 11 =—1=(-1)'

Suponemos que se cumple para n = k, entonces

Preh—1 — Po1qe = (—1)*

Probaremos que se cumple para n = k + 1, tenemos
Prt1Gk — PrQrr1 = (arPr + Pre—1)q — Pr(arqr + qr—1)

_(kak—l - pk—1Qk) = —(—1>k
= (-
Por lo tanto
Prnn-1 — Pn-1Gn = (—1)".
X

Corolario 1: Sea C,, = zﬁ el n-enésimo convergente de una fraccién continua
n

simple, entonces:
C_l)n+1

qnGn+1

Cot1—Cp =
Demostracién: Por el teorema 4 tenemos:
Dn+19n — Pnln41 = (—l)nH
Dividiendo ambos lados de la ecuacién por ¢,q,+1

Pn+1 Pn (="t

n+1 dn gndn+1
—14+ 1)
Cror — C, = &
Gndn+1
X

Teorema 5: sea C,, = ’;—" la enésima convergente de la fraccién continua simple
n
[ag, al, ...], entonces
n
Pndn—2 — Pn—24n = (_1> an
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Demostracion: Utilizando el teorema 3 y 4 entonces
Pndn—2 — Pn—24n = (anpn—l +pn—2)Qn—2 - pn—?(anQn—l + Qn—2)

- an(pn—IQn—Q - pn—QQn—l)

= (-1)"a,
X
Teorema 6: Cada convergente de una fraccién continua simple es un niimero
racional expresado de forma irreducible, esto quiere decir que si C, = &=

qn’
entonces (pn,qn) = 1, 0 sea son primos relativos.

Demostracion: Usando el Teorema 4 podemos expresar 1 como combinacién
lineal homogénea de p, v ¢, por lo tanto (p,,q,) =1

X

Teorema 7: Las convergentes impares de una fraccién continua simple donde
todos sus términos son positivos forman una sucesion decreciente y las conver-
gentes pares forman una sucesion creciente, también toda convergente impar
es mayor que toda par.

Demostracion:

= Primero miraremos las convergentes impares, por lo cual necesitamos
demostrar que Copyq < Cor_1. Se tiene por el teorema 6 que

Pndn—2 — Pn—24n = (_]-)nan

entonces,
(=1)"a,

qndn—2

Cn - On—2 =
si n es impar entonces

n=2k+1 k=0,1,2,3..

Cn — Cn_g <0
Cn < Cnfg
Copy1 < Coxq
= Ahora para las convergentes pares se razona de la misma manera

n

Pndn—2 — Pn—24n = (_1) an
si n es impar entonces

n=2% k=1,2,3..
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Cp—Ch2a>0
Cpn > Chs
Cor, > Cop—2
Cor, > Cop—r)

= Para la ultima parte consideremos r y s enteros positivos cualesquiera,
entonces puede suceder que

Si r > s, entonces como e las convergentes impares forman una sucesién
decreciente

Cor—1 < Cas4

Asi si en corolario 1 n es par se deduce que:

027‘ < Cor—1
Entonces

Cor < Cys1q
Si s = r, entonces

Copr < Cos-1
Por el corolario 1 tenemos:

Cop—1 > Cop,
Sir < s, entonces

OQT < 025

Asi si en corolario 1 n es impar se deduce que:
Cos—1 > Cos

Entonces

Cor < Cgs1

Por lo tanto toda convergente par es menor que toda convergente impar.

X

Lema 1: Los convergentes ’;—" son sucesivamente mas proximos a x, esto es
n

Pn+1
z— =]

n Gn+1

Una prueba de este lema se puede encontrar en (Niven et al., 1976)
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Teorema 8: Si C,, = ’;—", donde C), es el enésimo convergente de la fraccion
n
continua simple cuyo valor es x, entonces:

Dn 1
i

Demostracion: Por el corolario 1 , se tiene:

(-1

On-l—l - Cn -
Indn+1
1
|Cn+1 - Cn| =
qn+14n

Se tiene que x esta entre C,, y C,.1, también por el lema anterior = esta mas
cerca de C, 41 , por lo tanto

1

n+19n

|z —cp| <
Por el teorema 3 se tiene que:

dn+1 > dn = qndn+1 > dnqn = Qn2

entonces
1 1
<

qndn+1 N qu

Por lo tanto

N 1
o -2 <
Qn Qn

X

Teorema 9: Si ¢ es un numero racional con denominador positivo tal
que |a — ¢ < |a — ’;" para algin n > 1, entonces b > ¢,. De hecho, si

n

|bov — a| < |gnov — pp| para algin n > 0, entonces b > ¢,41.

Demostracion: Primero se demostrara que la segunda parte del teorema
implica la primera. Supéngase que la primera parte del teorema es falsa de
modo que hay un § tal que

a
b In -

El producto de estas desigualdades es |bav — a| < |g,a — py|. Pero la segunda
parte del teorema dice que esto implica b > ¢,+1, de modo que se tiene una
contradiccion, dado que ¢, < ¢,+1 paran > 1.

Para probar la segunda del teorema también se procede por un argumento
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indirecto, suponiendo que |ba — a| < |goov — pp| ¥y b < @ny1. Considérese las
ecuaciones lineales en z y y

Tqn — YGni1 = b

IPn — YPn+1 = A

Por el teorema 4, el determinante de los coeficientes es y, en consecuencia, estas
ecuaciones tiene soluciones enteras x,y. Es mas, ni x ni y son ceros, porque
si x = 0 entonces b = yq,.1, lo cual implica que y # 0 de hecho que y > 0y
b > @ny1, en contradiccién a b < g,_1. Si y = 0 entonces a = p,x, b = q,x y

lab — a| = |axg, — xp,| = |z||ag, — pa| > lag, — pal

Dado que |z| > 1, y una vez maés se tiene una contradiccién.

A continuaciéon demostraremos que x y ¥y tienen signos opuestos, primero si
y < 0, entonces xq, = b — yq,+1 muestra que = > 0. Segundo, si y > 0,
entonces b < ¢,41 implica que b < yq,+1 y por lo tanto xq, es negativo, de
donde = < 0. Ahora por el teorema 7 se deduce que aq, — pn ¥ QGni1 — Pnt1
tienen signos opuestos y de aqui que z(ag, — pn) vV Y(qni1 — pni1) tiene el
mismo signo.A partir de las ecuaciones que define a x yy se obtiene ab — a =
z(agn — pn) + y(aqui1 — puy1). Dado que los términos de la derecha tienen
el mismo signo, el valor absoluto de todo es igual a la suma de los valores
absolutos separados, asi

|C¥b - (l| = |$(O‘q71 - pn) + y(O“Jn—H - pn+1)|

= |v(agn — pu)| + |Y(QGns1 — Pry1)|
> |x(QQn _pn)l = |$||QQn _pn|

Lo que es una contradiccion.

X

Teorema 10: Sea a cualquier irracional . Si existe un nimero racional
con b > 1 tal que

a2 < o
a——|<—
b 2b?
Entonces § es uno de los convergentes de desarrollo fraccionario continuo de
a.

Demostraciéon: Sea % las convergentes del desarrollo fraccionario continuo de
T

a 'y supéngase que ¢ no es una convergente. Las desigualdades ¢, < b < g1
determinan un entero n. Debido al teorema 9 la desigualdad |ab—a| < |ag,—py|
es imposible para este n.Por lo tanto se tiene

| < lab—al < 5
agn, — pp| < |lab—al < =
q p 2%

1
|a—p— <

@  2bgy
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Dado que § # 5—: y bp, — ag, es un entero no nulo , se encuentra que

L _ |bpn - QQn|
bay, by

Pn

a Pn
qn b

an

+’ a’< 1 + 1
e o — — _— _—
b 2bq,  2b?

S‘oz—

Esto implica b < ¢, lo cual es una contradiccion.
X

Teorema 11: Sea d un entero positivo que no sea cuadrado perfecto y sea
Z—: las convergentes para el desarrollo fraccionario continuo de v/d. Entonces
cualquier solucién positiva de z2 —dy? = +1 con® (z,y) =lesz=p, yy = ¢
para algin entero positivo n.
Demostracion:
Sean x y y nimeros positivos tales que (x,y) =1y 2% —py? = 1, donde /D es
irracional y 0 < 1 < ,/p. De la ecuacién z? — py* = 1 se tiene que:

(x = Vpy)(@ + /py) =1

Dividiendo por y entonces tenemos:

(z — /pY) 1

y y(r + /DY)

1
_\/pzy(:r—\/ﬁy)

T
Y

Por lo tanto se tiene:

T [ VP
0<y \/ﬁ_y(x—\/ﬁy)<y(x—\/z7y)

Entonces
z v/
y y(z — /py)
VP
NG 1
z+/DY < Ty + yQ
y ( NG ) vP
1 B 1
YT o4 2 N
s (14 7%)

Como v v/P > 0 implica que i 1, por lo tanto

T 1
JE— < R

2Donde (z,y) representa el minimo comin miltiplo de x y y.
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Por el teorema 10. i es una convergente del desarrollo de la fraccién ,/p.
X

Teorema 12: Todas las soluciones positivas de 22 — dy? = +1 se encuentran
entre x = p, v ¥ = ¢, donde Z—: son las convergentes del desarrollo de v/d. Si

r es el periodo del desarrollo fraccionario continuo de v/d, entonces:

= Si r es par entonces 72 — dy*> = —1 no tiene soluciones y todas las
soluciones positivas de 2 + dy* = 1 estdan dadas por = pue_1) ¥y
Y = Qner—1) Paran =1,2,3, ...

» Si 7 es impar entonces 2? — dy?> = —1 todas las soluciones positivas
estan dadas por & = ph—1) ¥ ¥ = Gne—1) Para n = 1,3,5,... y todas
las soluciones positivas de 22 + dy? = 1 estdn dadas por z = Pn(r—1) Y
Y = Qn(r—1) Paran = 2,4,06, ...

La demostracién de este teorema necesita de varios desarrollos tedricos pre-
vios no estipulados en este apartado, una demostracién del teorema puede ser
consultada en (Niven et al., 1976).

Teorema 13: Si d es un entero positivo que no es un cuadrado perfecto, enton-
ces la fraccién continua que representa v/d es una fraccién continua periédica
cuyo periodo comienza después del primer término, especificamente:

\/a - [a17a27 veey O, 2@1]

La demostracion de este teorema necesita de varios desarrollos tedricos pre-
vios no estipulados en este apartado, una demostraciéon del teorema puede ser
consultada en (Alanya, 2004).

1.2. Operadores.

Durante el trascurso del trabajo de grado el concepto de operador jugara
un papel importante, dado que emplearemos algunos de ellos como herramien-
ta para hallar el término general de algunas sucesiones por recurrencia, que
definiremos en el siguiente capitulo. Por ende es necesario hacer una consulta
donde se respondan ; Qué es un operador? y ; Como se clasifican?

La definiciones mencionadas en este apartado son tomadas o modificadas de
(Apostol, 1969)

Definicién: Un operador es una funcion cuyo dominio y rango son sub-
conjuntos de un espacio vectorial o lineal.

Ejemplo 1: Sea V y W dos espacios lineales cualesquiera. Entonces el
operador que aplica a cualquier vector de V' en el elemento neutro de W, se
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denomina operador nulo.

Ejemplo 2: Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales derivables
y que cumplen la propiedad de contorno en un intervalo (a,b). La funcién que
aplica a cada funcién f € V en su derivada f’ se llama operador derivada y se
designa por D : V — V, donde D(f) = f para cada f € V.

ejemplo3: Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales derivables
en un intervalo (a,b). La funcién T, que aplica a cada funcién f € V en:

n k c i .
Tn(f)zzf—m(x—c), si ¢ € (a,b);

Se conoce como el operador de Taylor de orden n (Apostol, 1979) .

1.2.1. Clasificacién de los operadores.

La clasificacion mas natural de los operadores se establece si este cumple o
no las condiciones de linealidad. Como se ilustra en el siguiente mapa concep-
tual, tras una breve definicién de operador lineal, clasificamos los operadores en
lineales y no lineales; de los cuales ejemplificamos los lineales, por encontrarse
mas estudiados que los no lineales:

OPERADDRES

|
Son
|
Funciones cuyo dominio y rango
sON espacios vectoriales

Los pedemos clasificar

— ——
— e
— .
o i

F Mo lineales
[Lineales

I
Algunes tipos importantes son

i

- —
— -

o -
Operadaores simetricos [ Operador hemi-hermitia nn]

[Operadure-s hemi-sime‘tricns_] [[)pe:admes hermitiang
S

Figura 1.1: Clasificacién de los operadores

1.2.1.1. Operadores lineales.

Los operadores lineales son de suma importancia en la matemaética y la
fisica, por el potencial que tienen para definir operaciones segin la necesidad
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o aplicacion que se quiera dar, por tanto, en este trabajo se emplearan opera-
dores de este tipo.

Definicién: Si V' y W son dos espacios lineales, una funcién 7': V. — W
se llama operador lineal de V' en W, si cumple las siguientes condiciones:

1. T(x+y) =T(x) + T(y), para todo = y y que pertenecen a V.

2. . T(cx) = ¢T'(x), para todo = que pertenece a V' y ¢ un escalar cuales-
quiera.

Ejemplo 1: Los operadores nulo, derivacion y de Taylor; descritos ante-
riormente son ejemplos de operadores lineales.

Ejemplo 2: Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales continuas
en un intervalo [a,b].S1 f € V', definimos I(f) = g(z) como la funcién dada
por:

](f):g(:v):/xf(t)dt, si a<xz<bh

Este se conoce como operador integracion y es otro ejemplo de un operador
lineal. Esto se comprueba facilmente con la definicién de integral.

1.2.1.1.1. Algunos tipos de operadores lineales.

=  Operador simétrico: Sea E un espacio euclidiano real y V' un subes-
pacio de E. Un operador lineal 7" : V — FE se llama simétrico en V'
si:

(T'(z),y) = (=, T(y)), Vz,y € V);

Donde (z,y) representa el producto interior definido en E.
Ejemplo: Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales continuas
en un intervalo [a,b],y sea p una funcién fija de este espacio, entonces
definimos T'(f) = pf, producto de p y f. Este operador se denomina mul-
tiplicacion por funcion fija. Ahora si se define en V' el siguiente producto
interno:

b
(f.9) = / F(Hg(t)dt:

Se obtiene un operador simétrico.
La comprobacion es inmediata por la definicién del operador y el pro-
ducto interno,

(T(f),9) = (f,9)
- / (0f)(B)g(t)dt
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- / () (pg)(t)dt

= (f,p9)
= (f.T(9))

= Operador hemi-simétrico: Sea E un espacio euclidiano real y V' un
subespacio de E. Un operador lineal 7': V' — E se llama hemi-simétrico
en V si:

(T(m)a y) = —(iL‘,T(y)), (Va:,y € V)>

Donde (z,y) representa el producto interior definido en F.
Ejemplo: Sea el operador derivada definido sobre C(a,b) el espacio de
todas las funciones reales con derivada continua en el intervalo cerrado
(a,b) y que cumple la condicién de contorno f(a) = f(b). En el se define
el producto interno real

(f.9) = / F(Hg(t)dt:

por lo tanto la condiciéon para ser hemi- se reduce a

/ T(f)(g))dt = (f.g) = - / (F)T(9))dt:

| @i+ (nrna—o

La comprobacion de que es un operador hemi-simétrico es inmediata por
la definicién del operador y el producto interno.

| DU = [ (s + r D)

= f(b)g(b) — f(a)g(a)
=0
Con lo que se demuestra que es un operador hemi-simétrico.
= Operador hermitiano: Sea F un espacio euclidiano complejo y V' un
subespacio de E. Un operador lineal T": V' — E se llama hermitiano en
V si:
(T'(x),y) = (z, T(y)), (Vz,y € V);

Donde (z,y) representa el producto interior definido en F.
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= Operador hemi-hermitiano: Sea £/ un espacio euclidiano complejo y
V' un subespacio de E. Un operador lineal 7' : V' — FE se llama hemi-
hermitiano en V si:

Donde (z,y) representa el producto interior definido en F.

= Operador exponencial interno: o : A — A es un operador expo-
nencial interno si (Va € A) (In € A) tal que cumple o(a) = n*a, donde
* es el producto escalar de A.

Dada esta definicién se tiene que
olx)+oly)=nxr+nxy

=nx*(x+y)
=o(r+y)

Ademaés
o(ma) = n * (ma)

=m % (na)
=mo(a)

Lo que demuestra que todo operador exponencial interno es lineal.

Una propiedad adicional de este tipo de operadores que simplifica la tarea
al momento de realizar los calculos es:

m
olo(...o(a)))=n xa
—_——
m—uveces
Ejemplos:
e La multiplicacion escalar en cualquier espacio vectorial es un ope-
rador exponencial interno.

e Dado el conjunto de puntos en el plano elucido la rotacién por cual-
quier punto con un Angulo divisor de 360 es un operador interno.

1.2.1.2. Operadores no lineales.

Un operador no lineal, es un operador que no cumple con alguna de las dos
condiciones de linealidad. Estos operadores no han sido estudiados de manera
amplia con respecto al estudio de los lineales.

Ejemplo: Sea P el espacio lineal de todas las funciones polinémicas de
variable real. La funcién que aplica a cada funcién f € P en su cuadrado f?
se llama operador funcion al cuadrado y se designa por C' : P — P, donde
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C(f) = f? paracada f € V.

Cl(f+9) =(f+9)7
C(H+Clg) = +4°

Tenemos que para cualquier funcién no siempre se cumple que

(f+9)?=f+g

Por lo tanto este operador no cumple la primera condicion de linealidad, en-
tonces C' es un operador no lineal.

En el cuadro 1.1. presentamos el resumen de este apartado:

1.3. Transformada Z.

La transformada 7Z es una generalizacion de la transformada de Fourier,
importante dentro de la representacién y analisis de senales y sistemas discre-
tos (Glyn, 2002).

A continuacion se estudiard un operador que jugara un papel muy importan-
te en el trabajo de grado: operador transformada Z. Se estudia su definicion,
propiedades, su inversa y se presentan algunos ejemplos.

Historia: La transformada Z surge a partir de la imposibilidad de con-
vergencia de la transformada de Fourier para todas las secuencias, lo que hizo
necesario plantearse una gama mas amplia de senales. En 1974 fue introduci-
da por W. Herewicz como una nueva forma de resolver ecuaciones lineales de
constantes de coeficientes diferenciales.

La ecuacién de Herewicz estd expresada como una funcién de secuencia de
datos muestrados f en lugar de la variable compleja z.

Los teoremas y definiciones mencionadas en este apartado son tomadas y
modificadas de (Glyn, 2002).

Defincion: Dado el espacio lineal de las sucesiones complejas. La transforma-
da Z de una sucesién {z;}™  perteneciente a este espacio, estd definida, en
general, como:

To{o )}, = Llo )= = X(z) = Y iL:;

k=—o0

Siempre que exista la sumatoria y donde z es una variable compleja indefinida.
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De manera alternativa, para los casos en que zy = 0 para 0 < k (sucesién

causal) definimos la transformada Z unilateral como:

To{zi}y = L{zk}y = X(2) = Z k.

x
2k’

Siempre que exista la sumatoria y donde z es una variable compleja indefinida.

Dado que la transformada Z es una funciéon del conjunto las sucesiones
reales en el conjunto de las funciones de variable compleja y ambos conjuntos

son espacios lineales, entonces se deduce que la transformada Z es un operador.

LMy =) 7

k=0

Ejemplo 1: {2*} para k >0
Aplicando la definiciéon de la transformada Z unilateral obtenemos:

Aplicando propiedad de los exponentes obtenemos:

ey =3 (2)

k=0
Lo cuél es una serie geométrica que converge cuando 3 |z| > 2, llegando a:

e =3 (2) =i

k=0

E{Qk}go T 1_2

0o z
£{2k}0 = Zj’

Ejemplo 2: {a*}, parak>0ya€R
Aplicando la definicion de la transformada Z unilateral obtenemos:

©  k

Lla'yy =5

k=0

Aplicando propiedad de los exponentes obtenemos:

ey =3 (%)

k=0

3|2| representa la norma usual definida en los complejos.
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Lo cudl es una serie geométrica que converge cuando |z| > a, llegando a:

e =Y (4) - 1

L{a"} =

0o z
L)y = (el > )

Ejemplo 3: {k}, para k >0

Tenemos que:

Llatyy = (L1)

zZ—a

Derivando (1.1) con respecto a a en ambos lados obtenemos:

d E1°y d z
e =5 ()
k—1y%° _ Z
L{ka"}, = L
si a = 1, entonces:
o z
ﬁ{k}o - (Z 1)2

1.3.1. Propiedades de la transformada Z.

En este apartado introducimos y demostramos algunas de las propiedades
mas importantes de la transformada Z.

1. linealidad.
Si{zr} v {yr} son dos succiones complejas que tiene transformada Z y
a una constante real cualesquiera, entonces:
1. ,C(ZL’k + yk) = ﬁ(l‘k) + E(yk)
2. L(a(xy)) = al(xy)

Demostracion.
Utilizando la definicién de la transformada Z obtenemos: 1.

Tr + Yk
ok

L{zy +yp} = Z

k=—00

?
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TS )
= L{xx} + L{yx}
Con lo que concluimos que:
2.
L{ax,} = Z %
k=—0oc0
k=—00

Por tanto, se concluye que la transformada Z es un operador lineal.

Ejemplo {cos(ak)}, para k > 0 y a una contaste diferente de cero.

Antes de utilizar la definicién de la transformada 7 vamos a escribir a
cos(ak) en su forma exponencial compleja, obteniendo:

6iak + e—z‘ak
cos(ak) = ——;
2
Donde i es la constante imaginaria. Ahora aplicamos transformada Z a

ambos lados:
- eiak e—iak S
L{cos(ak)}y = [,{7 +— }0

Aplicando la propiedad de linealidad de la transformada obtenemos:

iak —iak

€ € 1 iak > 1 —iak
b= L e,

L£{ +

2 2
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2 2z — (e + e7')
222 — zeit — zeia 4 clag=ia
z 2z—(e"4e )

222 — z(eio + ei0) + 1
2z 2z—2cos(a)

T 222 — 2zc0s(a) + 1

22— zcos(a)
22 —2zcos(a) + 1

Con lo que tenemos:

2? — zcos(a)

22 —2zcos(a) + 1’

L{cos(ak)}, = |z| > 1

. Retraso.

37

Si {zx} es una sucesién causal con transformada Z, sea {y;} una sucesién

definida como:
Yk = Thk—k

Donde ky € N y representa el niimero de saltos que retrocede la sucesion,

entonces: ]
L{yr} = %E{xk}
O lo que es igual:
1
Liznn} = 5 Ll

Demostracién.
Utilizando la definicion de transformada Z, obtenemos:

> T
k—k
E{I’kfk’o}go = Z Zk :
k=0

Haciendo el siguiente cambio de variable p = k — kg, obtenemos:

[e.9] [e.9]

Dado que {z,} es una sucesion causal, entonces tenemos que:
o [e o]
> =t
2ptko ~ptko

p=—ko p=0
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(e e}
1 Tp

k
zRo 2P
p=0

1
= %ﬁ{xk}

concluyendo tenemos:

1
L{rp o} = %ﬁ{xk}

X

Ejemplo: {¢"°}, para k > 0.

L) = S {e)

1z
T Sz—e
1
2z —e)

3. Avance.

Si {zx} es una sucesién causal con transformada Z, sea {y;} una sucesién
definida como:

Yk = Ttk

Donde kg € N y representa el nimero de saltos que avanza la sucesion,

entonces:
ko—n

Ly} = 2P L{ap} = ) wpehom
n=0

O lo que es igual:

ko—n

L{Tpiy } = 2 L{x}} — Z z, 20"
n=0

Demostracién:

Utilizando la definiciéon de transformada Z, obtenemos:

o0

Lh+k
Llrpme o =) =

ok
k=0
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Haciendo el siguiente cambio de variable p = k + ky, obtenemos:

o0 (o)

E :xk-&-ko _ 2 : Tp
2k zp—ko

k=0 p=ko

Esta sucesion se puede rescribir de la siguiente manera:

00 o) ko—n
P DI D P
ZP*kO - Zp*ko Z”*ko
p=ko p=0 n=0
oo T ko—n
— Zko p CC,nzko—n
2P
p=0 n=0
ko—n

= ZroLl{a} — Z Tp2M0™
n=0

Concluyendo tenemos:

ko—n

L{zpipo} = 2" L{x)} — Z T, 20"
n=0

X

Ejemplo: {k + 3} para k >0
3—n
L{k+3}=2"L{k} — anz‘g’"
n=0

= Zg(z_—zl)2 — 13023 — .7:122 — TaZ
3 % 3 2

4. Multiplicacién por a”.

Si {zx} es una sucesién causal con transformada Z, sea {y;} una sucesién

definida como:

k
Y = a4 Tk

Donde a es una constante real diferente de cero, entonces:
z
Ly =x ()

O lo que es igual:
L{a"z;} = X <E>
a
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Demostracion.
Utilizando la definicion de transformada Z, obtenemos:

Concluyendo tenemos:

Ejemplo: {¢"cos(ak)}, para k >0

(5)2 — Zcos(a)

)2 — Zcos(a) + 1

L{c*cos(ak)} =

(

[CEN

5. Convolucioén.
Dadas {xy} y {yr} dos sucesiones reales, entonces la Convolucién (*)
entre ellas dos se define como:

Lok} =} = Z TmYn—m

Si las dos sucesiones tienen transformada Z, entonces:

L{{xr} +{ynt} = Ll L{ys}

La demostracion de esta propiedad se puede consultar en (Glyn, 2002)
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ejemplo: {ek} y {k}, para k > 0.

L{{e"} + {k}} = L{c"}L{k}
z—e(z—1)2

2’2

(z—e€)(z—1)2

1.3.2. Transformada Z inversa.

La transformada Z inversa es una operador cuyo dominio es el espacio
lineal de todas las funciones de variable compleja que son transformada 7 de
alguna sucesion real, y cuyo codominio son las sucesiones reales. Formalmente
se representa con el simbolo £71[X(z)] lo cual indica una sucesién {x;} cuya
transformada Z es X(z); esto es,

Si L{z}} = X(z) entonces L7 X (2)] = {x1.}.

Por la forma en que se define la transformada Z, se obtiene que su inversa
hereda directamente la propiedad de linealidad y por ende podemos concluir
que es un operador lineal.

1.3.2.1. Ejemplo de transformada Z para algunas funciones elemen-
tales.

n L1 (zfa), con a una constante real distinta de cero.

Como ya mostramos L£{a*} = = entonces L' (=) = {a"}{°.

« L7} (ﬁzfa), con a una constante real distinta de cero y b una constante

natural.

De la propiedad de retraso tenemos que L{zy_,} = -tz X (z), entonces

tenemos que E‘l[ﬁX (2)] = {@k—k, }- Aplicando esto obtenemos que

£ (325) = (o

-1 z
= L <(z71)(z72))'

Para hallar esta transformada inversa primero reescribimos la funcién de
la siguiente manera:

z 1

C-DE-2 (z-1(z-2
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Ahora reescribimos la funcién por medio de fracciones parciales y obte-

nemos:
1 ( 1 1
T =2 —
(z—=1)(z—2) z—2 z-1

z z
z—2 z—1
Ahora aplicando la propiedad de linealidad tenemos que:

“emmem) ¢ [ ]

Sl IR e

= 21— {1}
= 2 - ()

Por lo tanto obtenemos que:

e (eney) =20

» L71(£) con ay b una constante real distinta de cero.

z—a

)

Aplicando la propiedad de linealidad tenemos que

() e ()
Z—a zZ—a

= b{a*)
= {ba*}

Por lo tanto obtenemos:

.cl( o> )z{bak}go.

zZ—a

. -1 2z+1
L <_(z+1)(z73)>'
Para hallar esta transformada inversa primero reescribimos la funcién de
la siguiente manera
2z +1 11 . 7 1
(z+1)(z—3) 4z+1 4z+3

Reescribimos estas fracciones de la siguiente manera para poder utilizar
resultados ya obtenidos
1 7 1 1 =z 7Tz

1
1201 1243 do-+1 12243
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Utilizando la propiedad de linealidad y retraso obtenemos

- 22 +1 a1z Tz
£ ((z+1)(z—3) =L 4zz—|—1+4zz+3

lpa(1E Y T (s
_4£ (zz+1)+4£ (22—3)
L ey Tk
= HED Ty

= (G0 ey

Por lo tanto obtenemos:

—1 2241 _ 1_ -1 Z —1y 00
£ ((z+1)(z—3))_{4( 1" +43k b

1.4. Autovalores y autovectores propios.

1.4.1. Historia

El problema de la determinacién algebraica de valores propios surgio en el
siglo XVIII a partir del estudio de sistemas mecénicos discretos . Su origen
se remonta al estudio de la teoria espectral (Martinez, 2006), rama de la ma-
tematica que se ocupa principalmente del analisis funcional.

La aparicién de los autovalores no fue de gran sorpresa por los avances que se
habian obtenido a través del estudio de las formas cuadraticas, existentes desde
la segunda mitad del siglo XVII. Leibniz (1646-1716) habia desarrollado traba-
jos relacionados con sistemas de ecuaciones y sistemas de formas cuadraticas,
que eventualmente originarian la teoria de matrices. Posteriormente, seria mas
evidente el surgimiento de esta teoria en los trabajos realizados por D “Alem-
bert (1717-1783) y Lagrange (1736-1813), quienes se dedicaron a la solucién
del problema de la cuerda vibrante, por medio de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Seguido de esto, a mediados del siglo XVIII, Lagrange y Laplace
(1749-1827) se verian en la necesidad de desarrollar a profundidad el estudio
de los autovalores, motivados por la teoria fisica.

Estos trabajos tendrian una gran influencia sobre los trabajos de Cauchy (1789-
1857) y por lo tanto, del rumbo que tendria la teoria espectral (Martinez, 2006).
A principios del siglo XIX la teoria espectral estaria divida en dos grandes
areas, la primera dedicada a la caracterizacién de las matrices, como simétri-
cas, ortogonales, unitarias, etc., y al estudio de los valores propios de cada una
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de estas matrices; la segunda rama se dedicaba al concepto de valor propio
por medio de los sistemas de ecuaciones diferenciales, como las propiedades
que pueden tener sus soluciones, lo que daria como resultado el estudio de las
funciones propias o eigenfunciones.

1.4.2. Definicion

Sea A una matriz cuadrada n X n, un valor propio o eigenvalor de A es un
vector x diferente del vector cero, tal que z € R", o bien x € C™ en el caso de
estudiarse en el conjunto de los nimeros complejos, tal que para algin escalar
A, se tiene que:

Ax = \z

El escalar \ es llamado eigenvalor de la matriz A, y podemos definir el vector x
como el eigenvector o vector propio que pertenece al eigenvalor A. A la pareja
x, A la denominamos eigenpar de la matriz A.

Los eigenvalores y los eigenvectores, también son conocidos como valores ca-
racteristicos y vectores caracteristicos, puesto que la palabra eigen de origen
alemédn, significa caracteristica traducido al espanol (Thomas, 2006).

Para solucionar la ecuacién mencionada, se define la ecuacién caracteristica
de una matriz cuadrada A, como el det(A — I\) = 0 y el polinomio carac-
teristico de n — esimo grado, como p(A) = det(A — I\), para hallar los valores
de X que satisfacen la ecuacion.

Dado un eigenvalor A de una matriz A, el eigen espacio correspondiente a

A es el subespacio N (AI—A) de R™ (o C™), denotado como ey (A) = N (A —A).

Definimos eigensistema al conjunto de todos los eigenvalores A de A y sus
correspondientes subespacios generados.

Ejemplo

Para ejemplificar las definiciones dadas, hallaremos los eigenvalores y ei-
genvectores de la siguiente matriz:

()

Solucionamos la ecuacion caracteristica:

A—T7 —4
0=det(I\N— A) = det 3 a_6

=A=1A=6) = (=3)(-4)
=N —13\+42-12
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= A2 13\ 430
= (A—3)(A—10).

De la cual obtenemos que A\; = 3 y Ay = 10. Ahora, para cada eigenvalor
hallaremos su correspondiente eigenespacio:

Para A = 3 : tenemos (A — 31) = (733 6f3) - (g g)

Por medio de la reduccién Gauss-Jordan, obtenemos: ((1) (1)> , donde podemos

concluir que 1 = —x4, por lo tanto:
(xl) = <_x2) = Iy <_1) Por lo tanto, una base de e5(A4) es {(—1,1)}
T2 To 1

Ahora, para el segundo caso tenemos:

ParaAle:tenemos(A—lol):(7_310 6 4 ):<_3 4)

— 10 4 -3
1 4
Por medio de la reduccion Gauss-Jordan, obtenemos: ( _§> , donde pode-
0 0

4
mos concluir que x; = gl’g, por lo tanto:

4 4
- Z 4
<x1> = (3@) =1y (3) Por lo tanto, una base de £19(A) es {(g, 1)}

L2 ) 1

Ahora bien, sea A una raiz solucién, obtenida de la ecuacién caracteristi-
ca det(A — I\) = 0. Definimos la multiplicidad algebraica de A como la
multiplicidad que puede tener con otra raiz Ay de la ecuacién caracteristi-
ca.Y definimos multiplicidad geométrica de A, como la dimensién del espacio

6)\(14) = N()\I — A)

Con base en la siguiente definicién, podemos categorizar los eigenvalores como
simples o repetidos:

El eigenvalor A es llamado simple si su multiplicidad algebraica es 1. Esto es, el
numero de veces que se repite una raiz producto de la ecuacién caracteristica
es 1. En caso contrario, se le llamara eigenvalor repetido.

Finalmente, definimos una matriz defectuosa si uno de sus eigenvalores tie-
ne multiplicidad geométrica menor a su multiplicidad algebraica.
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1.5. Autovalores y autovectores propios.

1.5.1. Historia

El problema de la determinacién algebraica de valores propios surgio en el
siglo XVIII a partir del estudio de sistemas mecénicos discretos . Su origen
se remonta al estudio de la teoria espectral (Martinez, 2006), rama de la ma-
tematica que se ocupa principalmente del analisis funcional.

La aparicién de los autovalores no fue de gran sorpresa por los avances que se
habian obtenido a través del estudio de las formas cuadraticas, existentes desde
la segunda mitad del siglo XVII. Leibniz (1646-1716) habia desarrollado traba-
jos relacionados con sistemas de ecuaciones y sistemas de formas cuadraticas,
que eventualmente originarian la teoria de matrices. Posteriormente, seria mas
evidente el surgimiento de esta teoria en los trabajos realizados por D “Alem-
bert (1717-1783) y Lagrange (1736-1813), quienes se dedicaron a la solucion
del problema de la cuerda vibrante, por medio de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Seguido de esto, a mediados del siglo XVIII, Lagrange y Laplace
(1749-1827) se verian en la necesidad de desarrollar a profundidad el estudio
de los autovalores, motivados por la teoria fisica.

Estos trabajos tendrian una gran influencia sobre los trabajos de Cauchy (1789-
1857) y por lo tanto, del rumbo que tendria la teorfa espectral (Martinez, 2006).
A principios del siglo XIX la teoria espectral estaria divida en dos grandes
areas, la primera dedicada a la caracterizacion de las matrices, como simétri-
cas, ortogonales, unitarias, etc., y al estudio de los valores propios de cada una
de estas matrices; la segunda rama se dedicaba al concepto de valor propio
por medio de los sistemas de ecuaciones diferenciales, como las propiedades
que pueden tener sus soluciones, lo que daria como resultado el estudio de las
funciones propias o eigenfunciones.

1.5.2. Definicion

Sea A una matriz cuadrada n x n, un valor propio o eigenvalor de A es un
vector = diferente del vector cero, tal que x € R", o bien x € C" en el caso de
estudiarse en el conjunto de los nimeros complejos, tal que para algin escalar
A, se tiene que:

Ax = \z

El escalar \ es llamado eigenvalor de la matriz A, y podemos definir el vector x
como el eigenvector o vector propio que pertenece al eigenvalor A. A la pareja
x, A la denominamos eigenpar de la matriz A.

Los eigenvalores y los eigenvectores, también son conocidos como valores ca-
racteristicos y vectores caracteristicos, puesto que la palabra eigen de origen
alemédn, significa caracteristica traducido al espanol (Thomas, 2006).
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Teorema 1: Sea A una matriz cuadrada de tamano nxn, entonces:

= Los eigenvalores de A son todos los escalares A, tales que solucionan el
polinomio de grado n:

det(A—1IN) =0

= Para un eigenvalor A dado, los eigenvectores de la matriz A que pertene-
cen al eigenvalor dado son elementos no nulos de N'(A — I\).

Definicién 2: Dada una matriz cuadrada A de tamano nzn, la ecuacién
det(A — I\) = 0 se denomina ecuacién caracteristica de A y el polinomio
de grado n, p(\) = det(A — I\) es denominado polinomio caracteristico de A.

Definicién 3: Dado un eigenvalor A de una matriz A, el eigen espacio co-
rrespondiente a A es el subespacio N'(Al — A) de R™ (o C™), denotado como
E)\(A) = N()\[ — A)

Defincion 4: Definimos eigensistema al conjunto de todos los eigenvalores
A de A y sus correspondientes subespacios generados.

Ejemplo

Para ejemplificar las definiciones dadas, hallaremos los eigenvalores y ei-
genvectores de la siguiente matriz:

)

Solucionamos la ecuacion caracteristica:

A—T7 —4
0:det(]/\—A):det(_3 N—6

=A=7)(A=6) = (=3)(—4)
= A2 — 13\ +42 - 12

=22 — 13X+ 30
= (A =3)(A—10).
De la cudl obtenemos que A\; = 3 y Ay = 10. Ahora, para cada eigenvalor

hallaremos su correspondiente eigenespacio:

B AN

Por medio de la reduccién Gauss-Jordan, obtenemos: ((1) (1)) , donde podemos

concluir que 1 = —x4, por lo tanto:
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(xl) = <_x2) = Iy (_11) Por lo tanto, una base de £5(A) es {(—1,1)}

X2 X2

Ahora, para el segundo caso tenemos:

ParaAle:tenemos(A_m]):(7—10 4 ):<_3 4)

3 6—10 3 —4
. 4
Por medio de la reduccion Gauss-Jordan, obtenemos: ( _§> , donde pode-
0 0

4
mos concluir que x; = éfL’g, por lo tanto:

4 4
= = 4
(x1> = (3@) = Iy (3) Por lo tanto, una base de £19(A) es {(5’ 1)}

L2 ) 1

Ahora bien, sea A una raiz solucién, obtenida de la ecuacién caracteristi-
ca det(A — I\) = 0. Definimos la multiplicidad algebraica de A como la
multiplicidad que puede tener con otra raiz A, de la ecuacion caracteristi-
ca y definimos multiplicidad geométrica de A\, como la dimensién del espacio

ex(A) = N(AI — A).

Con base en la siguiente definicién, podemos categorizar los eigenvalores como
simples o repetidos:

El eigenvalor A es llamado simple si su multiplicidad algebraica es 1. Esto
es, el nimero de veces que se repite una raiz producto de la ecuacién carac-
teristica es 1. En caso contrario, se le llamara eigenvalor repetido.

Finalmente, definimos una matriz defectuosa si uno de sus eigenvalores tie-
ne multiplicidad geométrica menor a su multiplicidad algebraica.

1.6. Semejanza y Diagonalizacién

Una matriz A es semejante con una matriz B (A y B cuadradas de tamano
nxn)si existe una matriz invertible P tal que:

B=PAP

La matriz P es llamada matriz transformacion semejante y sera cuadrada del
mismo tamano que las matrices A y B.

Es facil verificar que si A es semejante a B, entonces B es semejante a A.
Para ello suponemos que P~'AP = B, ahora multiplicamos P a izquierda y
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P~! a derecha, obteniendo A = PP~'APP~! = PBP~! = (P~ Y)"'BP~L

Ahora bien, una matriz es diagonalizable si es semejante a una matriz dia-
gonal, esto es, existe una matriz invertible P y una matriz diagonal D tal que
P~1AP = D. En ese caso decimos que P es la diagonalizacién de A o que P
diagonaliza a A.

Una matriz es diagonalizable si y solo si el conjunto de sus eigenvectores
es linealmente independiente y la multiplicidad algebraica y multiplicidad
geométrica de sus eigenvectores debe ser la misma.

Para concluir el marco tedrico relacionado con los autovalores y autovectores
propios introduciremos tres teoremas de suma importancia para el presente
trabajo de grado.

Teorema 2: Si D = diag{\, \s, ..., \n}, entonces D¥ = diag{\¥, \5 ... A},
para todo entero positivo k.

Corolario 1: Si D = diag{ 1, A2, ..., \n} vy f(x) es un polinomio, entonces

La prueba consiste en observar que si f(z) = ag + a1z + ... + a,2", enton-
ces f(D) = apl + a1D + ... + a,, D™, aplicando el teorema anterior se obtiene
que la suma de cada término resulta en f(D).

Teorema 3: Suponiendo que A y B son matrices semejantes, es decir P~1AP =
B, entonces:

» Para todo polinomio ¢(z),

= Las matrices A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, por tanto
los mismo eigenvalores.

Para probar el teorema aplicamos una k potencia a la expresién B = P~1AP,
obteniendo:

B* = (P~1AP)(P~'AP)..(P~'AP)

Donde los términos sucesivos PP~! se cancelan, concluyendo la primera parte
de la demostracion:

BF = P1ARP

Para la segunda parte, distribuyendo el determinante sobre sus productos,
obtenemos:



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 50

det(M — B) = det(\P7'IP — P~'AP)
= det(P~Y(A\I — A)P)
= det(P~')det(\ — A)det(P)
= det(A\ — A)det(P~'P)
= det(\ — A)

Quedando demostrado.



Capitulo 2

Termino analitico de algunas
sucesiones.

Las soluciones positivas tanto para x como para y de una ecuacion de Pell-
Fermat (o sea ecuaciones de la forma x* — dy? = +1 con z,y y d nimeros y
y un numero no cuadrado perfecto) generan una sucesién definida de manera
recurrente. Por ejemplo para la ecuacién de Pell 22 — 2y? = 41 tenemos que:

x| 1| 13717 4199|239
y|0]1]2]5]12]29 |70 | 169

Cuadro 2.1: Soluciones de la ecuacion .

Se puede ver que las soluciones para x estdn generadas por la siguiente
regla
ag = 1

a; = 1
Up42 = 2an+1 + ay,

También se tiene que para las soluciones en y la regla es
ag = 0

a; = 1
Apy2 = 2an+1 + ay,

Con el fin de hallar el termino analitico de estas sucesiones resultantes de
las soluciones de la ecuacién de Pell, emplearemos los tres métodos descritos en
el capitulo anterior: la transformada z, los eigenvalores y eigenvectores de una
matriz y por ultimo emplearemos el concepto de operador exponencial interna
que nos permitiran llegar a la generalizacién algebraica esperada.

A continuacién planteamos como primer teorema la expresion general del

51
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término analitico de sucesiones recurrentes de segundo grado.

Teorema 1': Sea una sucesién definida por recurrencia de orden 2 y cuya
regla de creacion esta dada por:

ap = Qo,

a; = aq,
Upi2 = TQpi1 + 80, (0 >2);

Con ag,a;,7 , s € Ry r* +4s # 0. Entonces el termino analitico de esta
sucesion esta dado por:

() — @0 45) + Q0 — ra) VT TS (4 VS
a\n) =
2(r2 4 4s) 9
L (r +45) = 2y —rag)vi? +ds (1= V74 a5\
2(r? 4 4s) 9 :

Demostracién (Transformada Z).

Supongamos que

Lian} = A(2)

Tenemos que
Qpt2 = Tpt1 + Sy

Dado que lo que tenemos es una suma de sucesiones entonces Aplicando la
transformada Z en ambos lados de la ecuacién

L{ano} = L{ra,.1 + sa,}

L{ani2} = L{rans1} + L{san}
L{ania} = rL{ani1} + sL{a,}
A(2)2? — apz? — a1z = r(A(2)z — apz) + sA(2)
A(2)22 — g2 — a1z = 1A(2)z — agrz + sA(2)
A(2)2? —1A(2) — 5A(2) = ap2® + a1z — agrz
A(2)(22 —rz —s5) = apz® + (ay — agr)z

A(Z)<2_r+m) (Z_r—m
2

5 ) = z(apz + (a1 — agr))

z(agz + (a1 — agr))

<Z o 7"—1—\/7“2-‘,-45) <Z o T—\/T2+4S>
2 2

A(z) =

LAl iniciar cada capitulo se reiniciara la numeracién de los teoremas.
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Reescribiendo por medio de fracciones parciales obtenemos

A(2) ao(r? + 4s) + (2a; — rag)Vr? +4s z
e
2(7°2 + 45) y — rtVritds \/22443
+a0(r2 +4s) — (2a; — rag)Vr? + 4s z
2(T2 + 45) z — r—vr-Tas \/72'2%9

Aplicando la transformada 7 inversa en ambos lados de la ecuacién obte-
nemos

L(A(2)) = ao(r? + 4s) + (2a; — rag)Vr? + 435_1 2z
2(r? + 4s) o 7’—%_\/72’2—%9

2(r? + 4s) rﬂ/;2+4s

z —

+a0(r2 +4s) — (2a; — rag)Vr? + 48571 ( z )

a(n) =

ao(r? + 4s) + (2a; — rag)Vr? + 4s (7“ +Vr2+ 4s>n

2(r2 + 4s) 2
+a0(r2+4s) — (2a1 —rag)Vr2 +4s [r—r? +4s !
2(r? + 4s) 2 ‘
X

Demostracién (Operador).
Tenemos que
Qpt2 = TQpy1 + Sap

Supongamos que existe un operador exponencial interno &, Reescribiremos
esta ecuacion con ayuda del operador.

2
S“a,, = rSa, + sa,

3%a, — rSa, — sa, =0
an(S* =13 —5) =0

Como a,, # 0 para todos los n, entonces

o TEVI?+4s
=
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Por lo tanto

a(n) =3QL = 9

n_(m@)”

La cual podemos plantear como una combinacién lineal

a(n):A<r+m>"+B<r_m>"
2

2

Paran =0y n =1 tenemos que

0 0
2 4 _ 2 4
a0:A<T+ 7“—|—s> +B<T \/r—l—s)

2 2

2

1 1
T+ Vr?+4s r—r?44s
ap=A — | tBl——S—

El cual es un sistema 2 x 2 que tiene como soluciones a

ao(r? +4s) + (2a; — rag)V/'r? + 4s

A —
2(r2 + 4s)
B ao(r? + 4s) — (2a; — rao)\/m
B 2(r2 + 4s)

Por lo tanto tenemos que

a(n) = ao(r® +4s) + (2a; — rag)Vr? + 4s (Mrm)n

2(r2 4 4s) 2
L ao(r? £ 45) — (201 — rag)Vi? s (1= ViP5 ds !
2(r? + 4s) 2 '

Demostracién (autovalores).
Dada la sucesién definida por recurrencia, definimos el sistema de ecuaciones:

(p+t2 = T0pi1 + SAp,
Up41 = An+41

Representamos el sistema de dos ecuaciones de forma matricial, mediante la
siguiente expresion:

Qpi2\ _ (TQpy1 + 805\ (T S An+1 (1)
An1 B An1 B 10 Qn
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Nos permite hallar la generalizacion, empleando la diagonalizacién de la matriz
A=(1%).

Calculamos los eigenvalores asociados a la matriz A:

0 = det(A — I\) = det (7” o _SA) )

=(r—=A)(=A)—s
=X —r\—s

Luego,

r Vi1 45 r— VT 45

M=—-— V)=
1 5 y A2 9

Una vez calculados, hallamos los eigenvectores asociados a los eigenvalores,
para A tenemos:

r+vVr2+4s

r———- S

2 (3)
1 _r+\/m
2

reduciendo la matriz por el método Gauss-Jordan, se tiene que

r—\r?+4s

2
0 0

por lo tanto,

I 1
(”31): PTG | = | e TS | (9)
2s

T2 T
1
2

—r+Vr? +4s
2s

)}-

Obtenemos el primer eigenvector: ey, (A) = {(1,

Andlogamente, para el caso Ay se obtiene que €,,(A) = {(1,

Ahora, podemos expresar la matriz A en la forma A = PDP~!:

1 1
(; 8)2 —r+Vr24+4ds —r—r2+44s
2s

2s
r+ 12+ 4s T+ V1?4 4s s

92 0 2v/r? +4s V12 +4s (5)
0 r—Vr?+4s —r + /1?2 +4s -5

2 2vr? +4s Vr?+4s
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La diagonalizacion de la matriz A permite ser expresada como potencias entre
matrices, manteniendo la igual en la expresién A" = PD"P~!, por lo tanto:

n 1 1
Qn
( +2) = | —r+vri+4ds —r—r?44s
2s 2

an+1

S
r+Vr24+4s Yt Vritis s

9 0 212 + 4s V12 + 4s aop (6)
0 r—\r?2+4s —r 4+ r?2 4+ 4s —s a
2 212 + 4s V12 + 4s

Asi,

n 1 1
a’n
( +2) = —r+vVr2+4s —r—r2+4s

Ap+1
2s

2s
(r+\/m r+r?2+4s S

T 0 Wi ds s | ()
0 <r—\/m —r + /12 +4ds -5

) 2v/r? +4s Vr2+4s

Ahora, realizando el producto de las matrices y usando (1)

2

a(n) =

ao(r® +4s) + (2a; — rag)Vr? + 4s (r +Vr? + 4s)n
2

2(r2 4 4s)
ao(T2 + 45) — (2&1 — TCLQ)\/m r — \/m !
+ .
2(r? 4 4s) 2
X

Ejemplo: La sucesién de Fibonacci se define por recurrencia por medio de la
siguiente regla

Apt2 = Qpi1 + Gy (’I’L > 2)7

Utilizando el teorema 1 siendo ag = a; =r = s =1 , tenemos que el termino
analitico de la sucesion de Fibonacci es

:5+\/5<1+\/5>n+5—\/5<1—\/5>n

a(n) 10 2 10 9
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n|0[1}2(3/4|5 |6 7|9 10| 11 | 12
anp [ 11112581321 |34|55|89| 144 | 233

Cuadro 2.2: Primeros términos de la sucesion de Fibonnacci.

Ejemplo : Se define la siguiente sucesiéon por recurrencia por medio de la
siguiente regla
ag = 1,

ay = 17
Apy2 = 2a'n+1 + an (TZ > 2)7

Utilizando el teorema 1 siendo ag = a; = s = 1y r = 2, tenemos que el
termino analitico de la sucesién de es

a(n)z%(l—i—\@)n—l—%(l—\@)n

n|0|1]2|3]4 |5 |67 9 10 11 12
an | 1| 13| 7|17 |41 99| 239 | 577 | 1393 | 3363 | 8119

Cuadro 2.3: Primeros términos de la sucesion.

Ejemplo: Se define la siguiente sucesién por recurrencia por medio de la
siguiente regla
ap = 17

a; = 57
any2 = 10ap11 —an (0 > 2);

Utilizando el teorema 1 siendo ag = 1,a4 = 5,5 = —1 y r = 10 , tenemos que
el termino analitico de la sucesion de es

a(n) = % (5 + 2\/6>n —l—% (5 — 2\/6)n

n|0/1]2] 3 4 ) 6 7 9
an | 15|49 | 485 | 4801 | 47525 | 4656965 | 46099201 | 456335045

Cuadro 2.4: Primeros términos de la sucesion.
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Las deméas demostraciones que realizaremos en este capitulo las realizare-
mos con el uso de la transformada Z, esto por que consideramos que esta nos
permite realizar las demostraciones mas sencillas y cortas.

Teorema 1.2: Sea una sucesion definida por recurrencia de orden 2 y cuya
regla de creacion esta dada por:

ap = Ao,

a1 = aq,
Upyo = TApp1 + Sa, (N > 2);

Con ag,a;,r , s € Ry r?+4s = 0. Entonces el termino analitico de esta
sucesion esta dado por:

= (5)" (ot (22— a) ).

Demostracion.
Supongamos que

Lian} = A(2)

Tenemos que
Qpio = TApy1 + Say

Aplicando la transformada Z en ambos lados de la ecuacién

Li{ant2} = L{ranp} + L{san}
L{ania} = rL{ani1} + sL{a,}
A(2)2? — apz® — a1z = r(A(2)z — apz) + sA(2)

A(2)(2* —rz —s5) = apz® + (ay — agr)z

A(2) (z — g)z = ap2® + (a1 — agr)z

apz + (a1 — agr)
A(z) =z ( i 5 )
(z-3)

Reescribiendo por medio de fracciones parciales obtenemos

w=n(iZg) 5 ()

Aplicando la transformada Z inversa a ambos lados de la ecuacién

z 2a1 — ra z
L7 A(2) = a7t ! 0p-1 —
e ((z—%>)+ 2 (@—g))
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B r\" 2a; —rag ryn-1
= (3) + =5 (” (3) )
[T\ 2aq
e (o (2-0))

X

Ejemplo : Se define la siguiente sucesiéon por recurrencia por medio de la
siguiente regla

ap =1,
a; =1,
Upio = —2p41 —ay, (0> 2);
Utilizando el teorema 1.2 siendo ag = 1,a1 = 1,s = —1 y r = —2 , tenemos que

el termino analitico de la sucesion de es

an = (—1)"(1 — 2n)

n|0}1]2]|3[4|5|6 |79
an [ 1|1 ]-3|5[-7]9|-11]13|-15

Cuadro 2.5: Primeros términos de la sucesion.

Ejemplo : Se define la siguiente sucesién por recurrencia por medio de la
siguiente regla

ag =1,
a; =2,
Upyo = —4any —4a, (n>2);
Utilizando el teorema 1.2 siendo ay = 1,a; = 2,s = —4 y r = —4 | tenemos que

el termino analitico de la sucesion de es

a, = (—2)"(1 — 2n)

n |01} 2|3 4 ) 6 7 9
an | 112]-12 140 | -112 | 288 | -704 | 1664 | -3840

Cuadro 2.6: Primeros términos de la sucesion.
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Teorema 2: Sea una sucesion definida por recurrencia de orden uno, cuya
regla de creacion esta dada por:

ap = Ao,

Upy1 =Tan+s (n>1);

Entonces el termino analitico de la sucesién esta dado por

. - ﬁ(s%—(ao—aor—s)r”) sir#1
"o sn + ag sir=1"

Demostracion.

Si r # 1 Supongamos que
L{an} = A(2)

Tenemos que
Ap+1 =Tra, + S

Reescribiendo esta ecuacion de la siguiente manera
api1 = ra, + s{1"}
Aplicando transformada Z a ambos lados de la ecuacion

L(an1) =rL(ay) +sL{1"})

z—1

A(Z)Z—aoz:TA(Z)+8( 2 >

Az —7) = 2 (a0+ z:)

A =2 (2t )

Reescribiendo por fracciones parciales obtenemos

S z s z %

A(z)

:1—rz—1_1—rz—r+z—r

Aplicando transformada inversa en ambos lados de la ecuacién

LHAE) = 7L <zi1) L (zir> +aol™ <Zi7‘)

" 4+ aor”

1—17r 1—7r
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1
1—r

ap = (s + (ag — agr — s)r™)

Si r = 1 Supongamos que

L{a,} = A(z)

Tenemos que
Ap+1 =70y + S

Reescribiendo esta ecuacion de la siguiente manera
n
Upyy = a, + s{1"}
Aplicando transformada Z a ambos lados de la ecuacion

L(ant1) = Lan) +sL{1"})

z—1

A(2)z — apz = A(2) +s( z )

AN (z = 1) :z(ao+ i )

z—1

N

Aplicando transformada inversa en ambos lados de la ecuacién

L7VA(2) = apl™! (ﬁ) + L7 <<Z _Z1)2)

a, = sn + agl”

a, = SN+ ag
X

Ejemplo: Se define la siguiente sucesién por recurrencia por medio de la
siguiente regla
ag = 2,

Ap+1 = 3a, +5 (n > 1)7
Utilizando el teorema 2 siendo ag = 2,s =5 y r = 3 , tenemos que el termino
analitico de la sucesion de es

1 n
an = =5 (5-9(3)")

3n+2
Ay = 5

0
2
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n |0 1]2] 3 4 ) 6 7 9
ap, | 2|11 | 38 | 119 | 362 | 1091 | 3278 | 9839 | 29522

Cuadro 2.7: Primeros términos de la sucesion.

Ejemplo: Se define la siguiente sucesién por recurrencia por medio de la
siguiente regla
ap = 37

i1 =an —2 (n>1);

Utilizando el teorema 2 siendo ag = 3,s = =2y r = 1, tenemos que el termino
analitico de la sucesion de es

ap = —2n+ 3

n|0(1[2]3[4]|5|6]| 7|9
an | 311 ]|-1-3|-5|-7|-9]-11|-13

Cuadro 2.8: Primeros términos de la sucesion.

2.1. Progresiones aritméticas y geométricas.

Una progresion aritmética es una sucesion de nimeros tales que la diferen-
cia de dos términos sucesivos cualesquiera de la secuencia es una constante,
llamada diferencia de la progresion, diferencia o incluso distancia.

Por lo tanto podemos escribir una progresion aritmética de la siguiente manera
Qg

d= Ap1 — Gp

Donde ag es el primer termino de la progresion, esto lo podemos reescribir asi
ag

Gpi1 = Qp +d

Corolario 1: El termino analitico de una progresion aritmética cuyo primer
termino es ag y la diferencia de la progresion es d esta dado por

a, = ag+nd para n=0,1,2,...

Demostracion: Aplicando el teorema 2 con r = 1y s = d tenemos que el
termino analitico de una programacion aritmética es

a, = ag+nd para n=0,1,2,...
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Ejemplo: {1,4,7,10,...} es una progresién aritmética cuyo primer termino es
1 y diferencia es 3, entonces el termino analitico de esta progresién aritmética
es

an=1+3n n=0,1,2,..

Una progresion geométrica es una sucesion en la que el elemento se obtiene
multiplicando el elemento anterior por una constante denominada razén o fac-
tor de la progresion.

Por lo tanto tenemos que la progresion se puede escribir de la siguiente manera
agp

Apty1 = Tap

Corolario 2: El termino analitico de una progresiéon geométrica cuyo primer
termino es ag y la razén de la progresion es r esta dado por

a, = aogr” para n=0,1,2,...

Demostracién: Aplicando el teorema 2 con r # 1 y s = 0 tenemos que el
termino general de una programacién aritmética es

ay, = agr” para n=0,1,2,...

Ejemplo: {1,2,4,8,16,...} es una progresién aritmética cuyo primer termino
es 1 y razon 2, entonces el termino analitico de esta progresién geométrica es

a,=2" n=20,1,2, ..

2.2. Generalizacion del término analitico.

A continuacién miraremos un resultado interesante correspondiente a su-
cesiones de orden superior:

= Para sucesiones de orden dos definidas de la siguiente manera a, o =
Tyt + 50, tenemos que si 22 —rz —s = 0 tiene dos soluciones diferentes,
entonces el término analitico de la succién esta dada por

a(n) = ao(r? + 4s) + (2a; — rag)V'r? + 4s (r +Vr2+ 4s>n

2(r2 4 4s) 2
+a0(r2 +4s) — (2a1 —rag)Vr2+4s [ r—r? +4s !
2(r? + 4s) 2 '

que lo podemos escribir de la siguiente manera

a(n) = (ao(a1 —r) —|—a1) (o) + (ao(a2 —r) —|—a1> (a2)

Q1 — Qg Qg —

Donde oy y o son las raices de 22 — rz — s = 0.
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= Para sucesiones de orden tres definidas de la siguiente manera a,,3 =
TOnio + SGni1 + ma, tenemos que si 2° — ra? — sz — m = 0 tiene dos
soluciones diferentes, entonces el termino analitico de la succién esta
dada por(esto es facil de comprobar)

a(n) (ao(a% —ra; —s)+ai(oq —r)+ ag) (o)

(1 — ag)(ar — a3) !

()
(e )

Donde oy, as v a son las raices de 2% — ra? — so —m = 0.

= Para sucesiones de orden cuatro definidas de la siguiente manera a,, 4 =
Qg3+ SAnpo+Man, 1 +la, tenemos que si 2 —ra® —sax? —ma—1 = 0 tiene
dos soluciones diferentes, entonces el termino analitico de la sucesion esta
dada por

<a0(a:13 —ra? —sa; —m) +a(af —ra; —s) +as(a; — 1) + a3> (a7

a(n) = (1 — ag)(ar — az)(ar — ay)

ap(as —ra3 — sag —m) + ay(ai —rag — s) +ag(ag —7) +az , ,
a (7 — 0n)(0 — )y — 0] ) e

ap(a3 —ra3 —sag —m) + aj(a3 —rag — s) +as(ag — 1) + as n
i < (a3 — an)(as — az)(o3 — au) ) (e§)

ao(a? —ra? — say —m) 4+ ay(a® —rag — s) + as(ay — 1) + a
Jr<0(4 1 4 ) + ai(af 4 —8) +az(ay —7) 3)(@”)

(a4 — ar) (g — az)(ay — )

3

Donde a1, s, a3 v oy son las raices de 2* — ra® — sa? —ma — 1 = 0.

Como se observa, para las sucesiones de orden dos, tres y cuatro con cierta
condicién, los términos analiticos tienen un comportamiento comun y prede-
cible. A continuacién plantearemos un resultado para este tipo de sucesiones
de cualquier orden mayor a uno.

Conjetura: Sea una sucesion definida por recurrencia de orden p y cuya
regla de creacion esta dada por

ag = Qg

ap—1 = Ap—1

Apip = T10ptp-1 T T20p1p—2-.. + Tp_10ny1 + Tpan
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: -1 _
Tal que a1 # ay # ... # a, son las p soluciones de 2P —r1 2P~ — ... =7, _12—1, =
0. Entonces el termino analitico de esta sucesién esta dado por

anp = Al(Oél)n -+ AQ(O&Q)” + ...+ Ap<04p)n

Donde

A = i al(a)" = 3 re(en)” )

(n — 1)y — a2) (o — ag)...(an — ap)

No desarrollaremos la demostracion de la anterior conjetura, porque consi-
deramos que no es de relevancia para nuestro trabajo, de esta forma, considera-
mos el estudio de la trasformada Z y el término analitico de una sucesién defi-
nida por recurrencia, como un tema de gran interés para seguir desarrollandolo
en futuros trabajos.

Para finalizar este capitulo realizaremos ejemplos que ilustren la conjetura an-
teriormente planteada.

Ejemplo: Sea la siguiente sucesién de orden 3 cuya regla de creacién es

ag = 0
a; = 1
a9 = 2
Any3 = _2an+2 + Qpy1 + 2a,

Tenemos que 2% + 222 — z — 2 = 0 tiene tres raices diferentes que son o =
1,as = =1y ag = —2, por lo tanto podemos aplicar el teorema anterior con
ry = —2,r9 =1y ry = 2, entonces el termino analitico de esta sucesion es

ap = Ay (1)" + Ag(—1)" + Ag(=2)"

Donde

4, - i (1= 5 00) 5

A - (-2) 6
A, = Z?Zl ai_l((_l)fﬂ—i — 2:1 (Tk(_l)?;—i—k;)) 3
(1= )(-1-(-2)) >

A, = S aia (=27 = 3000 (m(=2)*F) 2
(=2—=(1)(=2—-(-1)) 3
Por lo tanto el termino analitico de esta sucesién es
5 3 2
= 2= (1) (2"

6 2 3
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n|0|1}2|3 4|5 |6 7]9
ap, |0]11]12(-3]10-19|42|-83 179

Cuadro 2.9: Primeros términos de la sucesion.

Ejemplo: Sea la siguiente sucesién de orden 4 cuya regla de creacién es
ag=0,a1 =1,a0=2 y az3=3

Apygq = 1OCLH+3 — 35an+2 + 50an+1 — 246Ln

Tenemos que 2* — 102 + 3522 — 502 + 24 = 0 tiene cuatro rafces diferentes
que son a; = 1,9 = 2,3 = 3 y aqy = 4, por lo tanto podemos aplicar el teo-
rema anterior con r; = 10,7, = —35,7r3 = 50 y r4 = —24, entonces el termino
analitico de esta sucesién es

Donde
A = ?:1 ai—1(1 — i (k) _1_1
(= @0 - @)1 -] s
S e (@) - S () )
=TT e - >>< “ay 8
T e (@) S @) 3
: ERE >>< Y 2

(
(3—-(1)) )
A, — > i 1(((4)4 Z S (@) 1

(4—(1)4—(2 ))( — (3)1)) -3
Por lo tanto el termino analitico de la sucesion es
11 3 1
n=——=+32)"—=(3)" + =(4)"
== +3(2)" = 5B + 3 (4)
n|0[1]23]| 415 6 7 9

anp | 01123 |10]|71|462 | 2563 | 12770

Cuadro 2.10: Primeros términos de la sucesion.

2Tener encuenta por ejemplo que si n = 3,entonces el factor (a3 — a3) no se debe tener
en cuenta.
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Ejemplo: Sea la siguiente sucesién de orden 2 cuya regla de creacién es
ag = 1

a; = 1
Apyq = 2an+1 + 2an

Tenemos que 22 — 2z — 2 = 0 tiene dos raices diferentes que son a; = 1+ /3
v as = 1 — /3, por lo tanto podemos aplicar el teorema anterior con r; = 2y
ry = 2, entonces el termino analitico de esta sucesion es

a, = A1 (1+ \/g)n + As(1 - \/g)n

Donde
S (V8 S (L V)Y 1
(1+vV3—(1-v3) 2

Y= VB R (- VA 11
2

Alz

= A1+ va) “5°

Por lo tanto el termino analitico de la sucesion es

an = %(1 + \/5)"%(1 —V3)"

Ap =

((1 +V3)"+ (1 - \/5)">

| —

n |01 31456 | 7] 9
an, | 1111411028 |84 | 208 | 568 | 1552

[\]

Cuadro 2.11: Primeros términos de la sucesion.



Capitulo 3

Termino analitico de las
soluciones a las ecuaciones de
Pell- Fermat y su aplicacién a
las unidades.

Como se mencioné antes, durante toda la historia las ecuaciones de Pell-
Fermat han suscitado un gran interés en los matematicos, de tal forma que
personajes de la talla de Arquimedes (287-212 a.C.) , Diofanto de Alejandria
(sobre 250 d.C.), Brahmagupta (598-665), Pierre de Fermat (1601-1665), Leon-
hard Euler (1707-1783) , Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), entre otros las
estudiaron parcialmente. Fue Lagrange, quien utilizando las ideas de todos
estos matematicos y con ayuda de las fracciones continuas, dio uno de los
métodos que se aplica en la actualidad para hallar sus soluciones.

Ejemplo 1: 22 —2y? = +£1, las soluciones de esta ecuacién estdn dadas por
las convergentes de la fraccién continua correspondiente al nimero v/2 como
veremos a continuacion:

Dado que v/2 = [1;2] tenemos que

n 1[2[3[4[5[6] 78] 9

P 1 [ 3|7 [17[41]99 [ 239|577 | 1393

I 125 [12]29]70]169 [ 408 | 985
PR—2@=+1 11|11 |-1[1|-1] 1] -1

Cuadro 3.1: Soluciones de la ecuacién 2% — 2y% = £1

Donde p,, es el numerador y ¢, el denominador de la enésima convergente
de la fraccién continua correspondiente a /2. También tenemos que (1,0) es
solucién (conocida como la solucidn trivial) por lo tanto

zn = {1,1,3,7,17,41,99, 239, 577, 1393, ...}

68
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yn = {0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, ...}

Como se puede ver los x, describen una la siguiente sucesién recurrente de
orden 2

Tpy2 = 2-Qj'n—&-l + Tn

Utilizando el teorema 1 del capitulo anterior, esto para hallar el termino analiti-
co de esta sucesion obtenemos

<1+f) (1—\/§>n

De igual manera los ¢,, describen una la siguiente sucesion recurrente de orden
2

Yo =10
n=1
Yn+2 = 2yn+1 + Yn

Utilizando el teorema 1 del capitulo anterior, esto para hallar el termino analiti-
co de esta sucesion obtenemos

Yo \Z_(l+\/_> \/_(1—\/§)n

Por lo tanto las parejas de soluciones de la ecuacién z? — 2y?> = 41 estdn

descritas por: .
{ =5 (14V2) +5 (1-v2)"
= (14 V)" = % (1- VD)
Paran =0,1,2,.....

A continuacién comprobaremos que tanto x, como ¥, satisfacen la ecuacion
de Pell; si remplazamos obtenemos

( (1+v2)" + (1—ﬂ>n)2—2<ﬁ<1+ﬁ>n—£(1—ﬁ>">

i((1+\/§>2n <1+\/_)< \/§>n+(1—¢§>2n)
—i ((1+\/§)2n—2(1+\/§>n(1—\/§)n+(1—\/§>2n)
:<1+\/§>n(1—\/§>n
~ -1y
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Ejemplo 2: 2% — 3y? = %1, las soluciones de esta ecuacién estdn dadas
por las convergentes pares de la fraccién continua correspondiente al nimero
V/3 como veremos a continuacion:

Dado que v/3 = [1;12] tenemos que

n 12345678 9
Pn 1 [2] 5 [7[19]2671[97] 265
U 1 [1|3 [4|11]15 4156 153
PR3 =41 |21 |2]1|2]1]|=2]1] 2

Cuadro 3.2: Soluciones de la ecuacién 2% — 3y? = £1

Donde p,, es el numerador y ¢, el denominador de la enésima convergente
de la fraccién continua correspondiente a v/3. También tenemos que (1,0) es
solucién (conocida como la solucidn trivial) por lo tanto

z, = {1,2,7,26,97, 362, 1351, 5042, 18817, 70226, ...}

yn = {0,1,4,15, 56,209, 780, 2911, 10864, 40545, ...}

Como se puede ver los p, describen una la siguiente sucesién recurrente de
orden 2
o = 1

r1 = 2
Tpyo = 4xn+1 — Tn

Utilizando el teorema 1 del capitulo anterior, esto para hallar el termino analiti-
co de esta sucesion obtenemos

e () (- )

De igual manera los ¢,, describen una la siguiente sucesion recurrente de orden
2

Yn+2 = 4yn+1 + Yn

Utilizando el teorema 1 del capitulo anterior, esto para hallar el termino analiti-
co de esta sucesion obtenemos

=g ((09) - (2 9)')
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Por lo tanto las parejas de soluciones de la ecuacién x? — 2y? = +1 estdn

descritas por:
' xn:§<(2+\/§)"+(2—\/§)”>
=9 (2+v3)" - (2-v3)")

Paran=20,1,2,.....

A continuacién comprobaremos que tanto x, como ¥, satisfacen la ecuacion
de Pell; si remplazamos obtenemos

()" =v))) =3 (4 ()"~ (-v9)))
i((2+¢§)2n+2(2+\/§)n<2—\/§)n )2”)
= ((2+ V3)" =2 (24v3)" (2= v3) "+ (2- \/5)2”)

_l_
o
|

B

Como se vio en el marco tedrico todas las soluciones positivas de la ecuaciéon
de Pell-Fermat vienen dadas por las convergentes C,, donde r es el perio-
do de la fracciéon continua asociada, por ende como al momento de plantear
la sucesiéon se estan caracterizando estas convergentes, entonces los términos
analiticos descritos anteriormente generalizan todas las soluciones positivas de
estas ecuaciones.

Ejemplo 3: 1?2 —61y? = £1, sabemos que v/61 = [7;1,4,3,1,2,2,1, 3,4, 1, 14]
cuyo periodo es 11, por lo tanto las soluciones de la ecuacién estan dadas por
las convergentes ci1, con n > 0, entonces las soluciones de la ecuacion tanto
para x como para y estan dadas por:

x, = {1,29718,1766319049, 104982939026082, ...}

v, = {0, 3805, 226153980, 13441687959085, ...}

Ambas sucesiones estan descritas por la misma regla de recurrencia pero con
distintos valores iniciales:
Ty — 1

r1 = 29718
Tpao = D94362,41 + T,
yo =10
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y1 = 3805
Yn+2 = 99436Yn+1 + Un
Aplicando en teorema 1 para hallar el termino analitico de estas dos sucesiones
obtenemos:
2, = % (29718 + 3805V/61)" + (20718 — 3305/3)")
g = 453 ((20718 + 3805V/6T) " + (29718 — 3305/3) ")

Paran =20,1,2,.....
Comprobaremos que tanto x, como y, satisfacen la ecuacion de Pell; si rem-
plazamos obtenemos

2

G ((20718 + 3805\/6_1)n + (20718 ~ 38053) ")>

. ) N2
61 (ﬁ ((29718 + 3305V/61) " + (20718 — 3805V73) ))

= (29718 + 3803V/6T) " 42 (29718 + 3805V )" (20718 — 3805V )

2n

+ (29718 - 3805\/6_1> " i( (29718 + 3805\/6_1)

n n 2n
2 (29718 + 3805\/6_1) (29718 - 3805\/6_1) + <29718 - 3805\/6_1) )

_ (29718 n 3805\/6_1>n (29718 _ 3805\/6_1)n

= (="
A continuacién se presenta una tabla en la que se muestran las reglas de
recurrencia por las cuales se definen las soluciones de algunas ecuaciones de
Pell-Fermat
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Ecuacién Soluciones x Soluciones y regla

2 =22 = +1 {1,1,3,7,17..F | {0,1,2,5,12, ..} | ansa = 20,1 + an
2% — 3y’ = +1 {1,2,7,26...} {0,1,4,515, ..} | apis = dani1 — a,
22— 5y% = £1 {1,2,9,38..} {0,1,4,17, . | anyo = a1 +ay
2 — 6y’ = +1 {1,5,49,485..} | {0,2,20,198,..} | anso = 10a, 1 — ay,

T2 = +1 {1,8,127,2024..} | {0,3,48,765..} | ans2 = 16a, 1 — ay,
2 — 8y’ = +1 {1,3,17,99...} {0,1,6,35.} | anio = 6a,11 —ay
22 —10y? = +1 {1,3,19,117...} {0,1,6,37..} | s = 6a,41 +ay,
22— 112 = +1 {1,10,199,3970...} | {0,3,60,1197..} | apio = 20a,41 — ay
27— 1297 = £1 {1,7,97,1351..} | {0,2,28,390...} | anso = 1da, 1 — ay
22 —13y° = £1 {1,18,649,23382...} | {0,5,180,6485...} | @10 = 32a,41 + ay
2 — 1497 = £1 {1,15,499,13445..} | {0,4,120,3596...} | apnia = 300,41 —
22 — 152 = +1 {1,4,31,244...} {0,1,8,63..} | anio=8aup1 —ay
2 —17y? = +1 {1,4,33,268...} {0,1,8,65..} | anis =8ani +ay
22 —18y° = £1 {1,17,577,19601...} | {0,4,136,4620...} | a,1s = 34a,41 — a,
2 —19y? = +1 {1,170,57799..} | {0,39,13260...} | ani2 = 340a, 1 — ay,
22 — 2042 = +1 {1,9,161,2889...} | {0,2,36,646...} | anso = 184,11 — ay,
2 —21y% = £1 1,1,2,1,1,8] | {1,55,6049...} {0,12,1320...} | apyo = 110a,41 — ay,
22— 222 = +1 | {1,197,77617..} | {0,42,16548..} | 4,0 = 394,11 — ay

Cuadro 3.3: Sucesiones de soluciones de la ecuacién 2% — dy? = %1

Como se puede evidenciar en la tabla anterior, las sucesiones de la solu-
ciones de la ecuacién de Pell- Fermat se pueden describir por medio de un
sucesion recurrente de orden dos de la forma:

1. Si el periodo de la fraccion continua es r y este es par, entonces las
sucesiones que describen las parejas de soluciones de la ecuacion son:

1 s12 n=0

P St M=
2pr$n—1 — Tp—2

0 st n=

g st n=1

2p7‘yn—1 — Yn—2

n>2

Donde p, v ¢, son el numerador y el denominador de la convergente r de la
fraccién continua asociada a la ecuacion respectivamente.

2. Si el periodo de la fraccion continua es r y este es impar, entonces las
sucesiones que describen las parejas de soluciones de la ecuacion son:

1 st n=0
pr St n=1

zprxnfl + Tn—2

n>2

0 st n=0
g st n=1

2pryn71 + Yn—2

n>2
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Donde p, v g, son el numerado y el denominador de la convergente r de la
fraccion continua asociada a la ecuacién respectivamente.

Teorema 1: Dada la ecuacién de Pell-Fermat 22 — dy? = %1, si v/d = [ay, Gg),
entonces las soluciones de esta ecuacién estan dadas por

1 st n=0
Ty = ap st n=1
201Tp—1 +Tp_o St N> 2

0 s2 n=0
UYp = 1 st n=1
201Ypn—1+Yn—2 St N =2

Demostracién: Como v/d es un nimero irracional y el periodo de su
desarrollo fraccionario continuo es uno, entonces

Vd = [ay, 2a;]

Y las soluciones positivas de la ecuacién de Pell- Fermat 2% — dy? = £1 estén
dadas por todas las convergentes de la fraccion continua.
Como tenemos que las convergentes de una fracciéon continua simple esta dada
por
p=1 q=0
P1= =1
Pn = @nPp-1+Pn2  Gn = GnGn-1+ G2 para n =2

Como a, = 2a; para todo n > 2 entonces
Pn = 2a1pn—1 +pn—2 dn = Q14n—1 + gn—2 para n Z 2

Por lo tanto las soluciones positivas a la enunciacién de Pell-Fermat cuya
fraccién continua asociada tiene periodo uno esta dada por

1 st n=0
T, = ap st n=1
201Ty 1+ Tp_o ST M >2

0 st n=0
Yp = 1 s12 n=1
201Yn—1+ Yn—2 St N =2

X
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Teorema 1.2: Dada la ecuacién de Pell-Fermat 22 — dy? = +1, si Vd =
la1, @z, az), entonces las soluciones de esta ecuacion estan dadas por

1 st n=0
Ty, = ajas+1 st n=1
2(a1aa + Vxpqg — o si n>2

0 st n=0
UYn = ay st n=1
2(aras + Dyp-1 — Yno si n>2

Demostracién: Como v/d es un nimero irracional y el periodo de su
desarrollo fraccionario continuo es dos, entonces

\/E == [CLl, as, 2@1]

Y las soluciones positivas de la ecuacién de Pell- Fermat x? — dy? = £1 estén
dadas por todas las convergentes pares de la fracciéon continua.

Como tenemos que las convergentes de una fracciéon continua simple esta dada
por
p=1 q=0
p1=ao =1
Dn = QpPp—1 + Pn—2 In = GnQn-1+ Gn—2 para n > 2

Sin = 2 entonces p(2) = ajas+1y g2 = a;. Ahora si n es par entonces a,, = as

y
Pn = Q2Pn—1 + Pn—2

Como n es par n — 1 es impar por lo tanto a,,_; = 2a;, entonces
Pn = a2(2a01pp—2 + Pr-3) + Pn2

Pn = 20102DPp—2 + A2Pp—3 + 2Pp_2 — Pp—2
Pn = 2(ala2 + 1)pn—2 + A2Pn—3 — Pn—2

Como n — 2 es par, entonces
Pn = 2(araz + 1)pp_o + aopp—3 — (@2pn—3 + Pn—1)

DPn = 2(@1@2 + 1)pn72 - pn74)

Lo que demuestra que los numeradores de las convergentes pares del desarrollo
continuo definen la sucesion recurrente, de manera analoga se llega al mismo
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resultado para los denominares de las convergentes pares del desarrollo conti-
nuo. Por lo tanto las soluciones positivas a la enunciacion de Pell-Fermat cuya
fraccién continua asociada tiene periodo dos esta dada por

1 si n=0
T, = ajas+1 st n=1
2(a1a9 + V)xp1 —Tpo st n>2

0 st n=0
Yn = as st n=1
2(arag + 1)yp—1 — Yn—2 S0 n >2

X

Del cuadro 3.3 y de los teoremas 1.1. y 1.2 de este capitulo, planteamos el
siguiente resultado .

Teorema 2.: Dada la ecuacién de Pell-Fermat 22 — dy? = +1, si Vd =
[a1, as, as, ..., a., 2a1], entonces las soluciones de esta ecuacién estan dadas por

1 st n=0
Ty = Dr st n=1
20,1+ (1) a, o si on>2

0 st n=0
Yn = qr st n=1
2pryn—1 + (—1)’"+1yn_2 st n>2

Donde p, y ¢, son el numerador y el denominador de la convergente r de la
fraccion continua asociada a la ecuacién respectivamente.

Teorema 2:

= Sir es par, entonces puedo calcular el termino analitico de las sucesiones
descritas, asi obteniendo:

0= (o T (- )
y(n) = 2—% ((pr + VD~ 1)n - (pr - \/ZﬁyL)

Como p, v g, son soluciones de la ecuacién, entonces

p2—dg’ =1
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pr—1=d,r
Por lo tanto puedo reescribir X(n) y Y'(n) de la siguiente manera
1
2
1

oo =¥ (1) = = (b + Viar)" = (- — V)"

Si remplazamos X (n) y Y (n) en la ecuacién de Pell-Fermat, entonces

P = X(n) = 5 (e +Vida,)" + (p, — Vdg,)")

X2 — dy}?

_ 411 <(pr +Vdg,)*" + 2(p, + V)" (pr — Vig.)" + (pr — \/gqr)zn>
—d (% ((pr +Vdg,)*™ - 2(p, + Vdg,)" (p, — Vdg.)" + (pr — \/qu)an
= i (4(1» +Vda,)" (pr — x/Eq,J”)

—1n
—1

Por lo tanto X (n)y Y (n) para cualquier n € N son soluciones de la ecua-
cién de Pell-Fermat y por ende son convergentes de la fraccién continua

de Vd.

= Sir es impar,, entonces puedo calcular el termino analitico de las suce-
siones descritas, asi obteniendo:

z(n) = ! ((pr + VP2 + 1>n + (pT — P+ 1>n>

2

qT‘ n n
yn:—<<pr+ pT‘2+1> _(pr_ p%+1)>
() 2yp?+1
Como p, v g, son soluciones de la ecuacién, entonces
p; —dg; = —1
2 _
P, +1=dgr

Por lo tanto puedo reescribir X (n) y Y'(n) de la siguiente manera

((pr +Vdg,)" + (p, — \/Eqr)”>

N | —

Prn = X(Tl) =

o = V() = (V0" — 0~ Via)")
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Si remplazamos X (n) y Y(n) en la ecuacién de Pell-Fermat, entonces

X2~ dy?
= (0 + Vg, + 2o, + Vg ) (e — V)" + (o — Vg, )™
—d <$ ((pr +Vdg,)*" = 2(p, + Vda,)"(pr — Vidg:)" + (pr — \/Eqr)%))

- (4(117« +Vdg,)" (pr — \/Eqr)”>

4
= (1

Por lo tanto X (n)y Y (n) para cualquier n € N son soluciones de la ecua-
cion de Pell-Fermat y por ende son convergentes de la fraccién continua

de Vd.

Teorema 3: Dada la ecuacién de Pell-Fermat 22 — dy® = +1, si Vd =

la1,as,as, ..., a.,2a1] y C, = Z—T, entonces el termino analitico de las soluciones
s

de esta ecuacion estan dadas por

v(n) = 5 (o + Vo2 —CO7)

n

+ (pr —\V/P? - (—U’")n)

y(n) & - ((pr + VD — (—D’")n - (pr — V- (—U’")n)

2v/p} = (=1)
Demostracion: Por el teorema anterior tenemos que

1 st n=0
T, = pr St n=1
20, T 1+ (=1, o si n>2

Utilizando el teorema 1 del capitulo dos, obtenemos que

1

o) = 5 (o + Vo2 ) + (0= Vo2 + (7))

n

3 (v

De manera analoga se tiene

+ (pr — VP - (—1)T)n)

0 si n=0
Yn = qr st n=1
2pryn—1 + (—1)r+1yn_2 st n>2
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Utilizando el teorema 1 del capitulo dos, obtenemos que

y(n) = ; p%q_’“<_1)r ((pr + VP - (—1)r>" - (pr — VP - (—1)r>”)

X

Ejemplo: Para la ecuacién de Pell 22 —11y? = £1 ; cudles son los términos
enésimos de las soluciones?
Como /11 = [3,3,6], entonces r = 2y ¢, = 3 + % = %, aplicando el teorema
anterior con

r=2
pr:]-o
qr:3

% ((10+3viT)" + (10-3vi1)")
y(n) = g ((10+3vi1)" = (10-3v11)")

Ejemplo: Para la ecuacién de Pell 22 — 17y? = £1 ; cudles son los términos
enésimos de las soluciones?
Como /17 = [4, 8], entonces r = 1 y ¢, = 4, aplicando el teorema anterior con

x(n) =

r=1
pr:4
qr:1

z(n) =

5 (14 vi7)" s (12 vi)')
o =5 ((+v17)"~ (1-v7)')
3.1. Unidades en los nimeros de la forma a +

bk.

Sea el siguiente conjunto 8 = {(a+bk)la y b€ ZAKk*=2}, sobre el
definimos las siguientes operaciones:

(a+0k)® (c+dk) = (a+c)+ (b+d)k

(a4 bk) ® (¢ + dk) = (ac + 2ad) + (ad + be)k

Es facil probar que (5,®,®) forman un anillo conmutativo con modulo, que
resulta ser 1+ Ok.
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Si suponemos que a + bk es una unidad de esta estructura, entonces debe
cumplir que
(a + bk)|(1 + Ok)

Ahora si (a + bk)|(1 + 0k) existe un (z + yk) tal que
(a+bk) ® (x + yk) = (1 + 0k)

Que al igualar componente a componente se encuentra que:

a b

T (T

Teniendo en cuenta que tanto x como y deben ser enteros
2 b?

22— a 2 =
(a? — 2b?)? (a? — 2b?)?

también deben ser enteros, entonces

2 — 2% = o -2 i
(a? — 2b2)? (a? — 20%)?

también es entero, por lo tanto

a2
(a? — 2b?)?
B 1
a? — 2b?
debe ser entero y en consecuencia
a® —2b* = +1

Que corresponde a una ecuacién de Pell-Fermat, como tenemos que v/2 = [1, 2]
por lo tanto aplicando el teorema 2 de esta seccién encontramos el termino
analitico las soluciones

r=1
pr:2
qT'Il

a(n) = % ((1+v2)" + (1-v2)")
) =4 ((1+v2) = (1-v2)')

Por lo tanto las unidades de (5, ®, ®) estan dadas por

a(n) + b(n)k para n=20,1,2,3,..
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Ahora miremos un caso general, sea el siguiente conjunto
B ={(a+bk)|a,bym € ZNK* =m}
sobre el definimos las siguientes operaciones:
(a+0k)® (c+dk) = (a+c)+ (b+d)k

(a+ bk) ® (¢ + dk) = (ac 4+ mad) + (ad + be)k

Es facil probar que (8, ®,®) forman un anillo conmutativo con modulo, que
resulta ser 1 + 0k.

Si suponemos que a + bk es una unidad de esta estructura, entonces debe
cumplir que

(a+ bk)|(1 + Ok)
Ahora si (a + bk)|(1 4 0k) existe un (x + yk) tal que

(a4 bk) ® (x + yk) = (1 + 0k)

Que al igualar componente a componente se encuentra que:

a b
r= ——— y:—

a? — mb? a? — mb?

Teniendo en cuenta que tanto x como y deben ser enteros
2 2
a b

xz = — y2 = —-——

(a®> — mb?)? (a® — mb?)?

también deben ser enteros, entonces

a? b?

2 —
(a2 — mb?)? m(a2 — mb?)?

z? — my? =

también es entero, por lo tanto

a’? — mb?
(a®> — mb?)?
1
a? — mb?
debe ser entero y en consecuencia
a? —mb? = £1

Que corresponde a una ecuacién de Pell-Fermat, como tenemos que /m =
lag, a1, -, ), Si ¢, = %, entonces el termino analitico de las soluciones de
T

esta ecuacion estan dadas por

o) =5 (oo + Vo2 = 17) + (= vB2 - (1))
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o qT 2 (_ r " - - 2 o r "
vin) = s (ot VBT = TD7) = (o= VB = (1))
Por lo tanto las unidades de (3, @, ®) estan dadas por

a(n) +b(n)k  para n=0,1,2,3,..

Ejemplo: Sea 8 = {(a+ bk)|a,bym € Z A k* = m}, si el periodo del desa-
rrollo de la fraccion continua de y/m es uno, entonces \/m = [||v/m||, 2||v/ml||],
por lo tanto las unidades de (8, ®, ®) estan dadas por

a(n) +b(n)k  para n=0,1,2,3,..

Donde

ot = 5 ( (vl + v+ 1)+ (vl - ivar +1) )

1
2

1 n

b<n>zm((wu+ vl 1) = (vl = vl 1))

Ejemplo: Sea 8 = {(a + bk)|a,bym € Z A k? = m}, si el periodo del desarro-
llo de la fraccién continua de /m es dos, entonces \/m = [ag, @y, az|, por lo
tanto las unidades de (3, ®, ®) estan dadas por

a(n) + b(n)k para n=0,1,2,3,..

Donde

a(n) = % (((a0a1 +1)+ \/(agal +1)% - 1>n + ((a0a1 +1) — \/(aoal +1)° - 1)n)
o (TR (- )

b(n) =

2¢/(aga; +1)2 — 1

La generalizacion y el desarrollo de los resultados de las dos secciones de este
capitulo consisten en si mismo un tema que puede considerarse como opcién
para elaborar un trabajo de grado, dada la complejidad y riqueza de las teorias
que sustentan dichos resultados.

3.2. Aplicaciéon SUP.UPN:

Con el fin de contribuir al desarrollo del grupo de algebra de la universidad
y posible implementacion en asignaturas afines, se desarroll6 una aplicacion
para dispositivos moéviles de sistema operativo android y un programa para
su uso con el computador. La aplicacién y el programa recibe el nombre de
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SUP.UPN.! disponible en la tienda Google Play Store, la aplicacién es de
caracter educativo y gratuita, por lo cual cualquier persona interesada lo pue-
de descargar.

La aplicacién movil se desarrollo con el uso de app inventor 2, Google App
Inventor es una plataforma que funciona por medio una péagina web de Goo-
gle, denominada Google Labs, que permite crear aplicaciones para el sistema
operativo Android, actualmente usado en el 80 % de los teléfonos inteligentes
o smartphone.

A partir de un conjunto de herramientas basicas, el usuario puede construir
por medio bloques instrucciones similares a las realizadas en complicados len-
guajes de programacién como java y python, los més usados en la actualidad,
que requieren mayor tiempo de aprendizaje para manejar su escritura y pun-
tuacion; trabajo que se recude en el empleo de bloques, sumado a la posibilidad
de crear visualmente el entorno de la aplicacién, insertando imagenes, sonidos
y botones que se relacionan con los bloques de instrucciones, constituyen una
herramienta tecnoldgica de actualidad, amigable con el programador y 1til
para el usuario.

“P®°

Google App Inventor Servers
\

App Inventor Designer App Inventor Blocks Editor Android Emulator

—

Android Phone E

Imagen de http://appinventor.mit.edu/explore/content/what-app-inventor.html

App inventor es una plataforma de acceso libre, disponible para 195 paises
del mundo, con mas de 85mil usuarios que han construido mas de cuatro mi-
llones de aplicaciones, desde su primera publicacién en el ano 2010.

!Sucesiones recurrentes- Unidades-Ecuacién de Pell-Fermat.Universidad Pedagdgica Na-
cional.
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Por otro lado el programa? par computador se realizo en el lenguaje de
programacion C++, el cual es un lenguaje de programacion disenado a media-
dos de los anos 1980 por Bjarne Stroustrup. La intencion de su creacion fue
el extender al lenguaje de programaciéon C mecanismos que permiten la mani-
pulacién de objetos. En ese sentido, desde el punto de vista de los lenguajes
orientados a objetos, el C++ es un lenguaje hibrido.

Se dejan a continuaciéon un link de descarga que contiene el cédigo del
programa en formato .cpp.

» https://sites.google.com /site/aplicacionsupupn/home

Se presenta como sugerencia descargar un compilador de cédigo C++ para
dispositivos moviles, el cudl permitird que la aplicacion SUP.UPN se utilice
desde un entorno similar al trabajado para programar, denominado Dev C++
en celulares, que es la tecnologia de méas acogida en la actualidad. Sumado a
esto, también posible descargar el compilador Dev C+4+ para usar la aplicacién
SUP.UPN desde computadores de escritorio, portatiles o tablets. Se dejan a
continuacion los link de descarga, el primero para descargar el compilador
movil y el segundo para descargar el compilador para computadores:

» https://play.google.com /store/apps/details?id=com.aor.droidedit

= http://dev-c.softonic.com/

3.2.1. Manual de la aplicacién moévil.

= Descarga e instalaciéon de la app: Para descargar la app primero
debemos acceder a Google Play Store desde un dispositivo mévil que
tenga sistema operativo android.

N
Play~*#Play Store.
Pelicllas. gon’g 4

$

SHealth -S P\annq S Voice, Sam?ung
Apps

B 7 & .

Skype* SmartiTutor Spotify  Jeléfono

— 5
s » 3
ransmileni  Video WhatsApp  YouTube

0y SITP
LB = =8

2El cédigo el programa se presenta como anexo
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Ya en la tienda vamos a buscar y alli escribimos el nombre de la app,
SUP.UPN

O 7 . 1%l 14:44

= Google play $

JUEQOS. nuevos o
y las mejores actualizaciones

R WR

S Lo

. ©0 MR
U . e
1<~E4 .

y T

Reinos ~ :  Minions :  Sopade
Preguntado Paradise™ Letras
GRATIS GRATIS GRATIS

Los mas descargados
Apps y juegos populares

& SUP.UPN L 5 1'6‘:):\\(\)‘\\:‘_
'-'{\3'\0})1f
Misica -lsni\q*« 4o

' SUP.UPN
- §'&.  SUP.UPN &

)
L Camila Montegre

- i - Singl f L]
”:zeUpSup m - Single supmy B Todos
INSTALAR

Aplicaciones
¥ SUP.UPN H e @

Camilo Montegro

Educacitn Similares

m
Sucesiones recurrentes, unidades y

SUP Magazine i ecuaciones de Pell-Fermat.
Niviales Midias
a5k

e EER MAS

Libros 40 \Q\y

= Como utilizar la aplicacién: Para acceder a la aplicacion después de
ser instalada adecuadamente, damos clic en el icono de la aplicacion
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h
Peel Smart PlaytJuegos Play Kiosco Play Libros

Remote Pé
! &% i
\
-
Gsi Play  Play St$

2 . 4uPeliculas

S & m
_ Reloj SHeaItb S Planner
9

Skype  SmaftTutor  Spciify

g |

Teléfono  Transmileni . Video WhatsApp
oy SITP.

En ella encoraremos un ment con cinco opciones, como el siguiente

Esta aplicacién le permite

hallar el término enésimo
de una sucesién recurrente,
ademas permite hallar las

unidades de ciertas estructuras

Anénimo, Logo UPN, ca; Bogota Colombia Imager
member-universities.html

Término analitico de
sucesiones.

Ecuacion de Pell-
Fermat.

Unidades.

Créditos. Salir.

Disefiado por: Wiilliam Lopez y Camilo Mont

Cuando elija la opcién 1 llamada Término analitico de sucesiones. en-

contrard un submenu como el siguiente:
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e

Sucesiones.

Seleccione el orden de la sucesion.

Regresar.

En este podré seleccionar entre sucesiones recurrentes de grado uno o
dos, si escoge las de orden uno entrara al siguiente entorno

Sea la sucesidn recurrente de orden 1

Sea la sucesién recurrente de orden 1

definida por a,, =ra, + s

Ingrese los valores de:

r= 5= a_{0}=

Cacular ~ Regresar.

definida por a,s; = ra, +s
Ingrese los valores de:
r= 2 s=1 a_{0}=| 3
Cacular ~ Regresar.

El término analitico de |a sucesién es:

Aln)=-1+(4)2"n

Los primeros términos de la sucesién son:
3,7 .15 .31 63
127,255,511, 1023, 2047

Si escoge la opcion orden 1, la aplicacion realizara lo siguiente

e Solicitara el primer termino de la sucesion y r y s de la siguiente

ecuacion

Apt1 =Tap + S

e Mostrara el término analitico de dicha sucesién.

e Mostrara los primeros términos de la sucesion.

Si selecciona la opcion orden 2, la aplicacién realizara lo siguiente
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Sea la sucesion recurrente de orden 2 Sea la sucesion recurrente de orden 2
definida por a, ., = ra,., + sa, definida por a,,» = ra,..; + sa,
Ingrese los valores de: Ingrese los valores de:
r= 5= r= 1 s= 1
a_{0}= a{lp= afoy 1 a1 |
Calcuar  Regresar Calcuar  Regresar

El término analitico de la sucesién es:
Afn)= 0.72361 ( 1.61803 )*n

+ 0.27639 (-061803 }*n
Los primeros términos de la sucesion son:
1,1.,2 ,3 .5
8,13,21,34,55

e Solicitara el primer y segundo término de la sucesién, r y s de la
siguiente ecuacion
Qpy2 = Tpt1 + SAy
e Mostrard el término analitico de dicha sucesién.

e Mostrara los primeros términos de la sucesion.

Cuando seleccione en el menu dos la opcién 2 llamada Ecuaciones de
Pell-fermat encontrara el siguiente entorno:

Una ecuseidn de Dall-fermat Una seuacidn g Pall-Fermat

ES Una ecuacsen de 1a forma E5 UNa £CUaCon e 13 forma
x* +dy? = L conxyy o +dy? = £l conxyy

enteros y d un némers enteros y d un mmers

cundrade ne pecfecto curaddrada ne partectn
A, e o Foat ca Imagen omads g - PRI —— —_— s
Introduce el valor de d: Introduce el valor de d:| 2
Calcular soluciones positivas  regresar Calcular soluciones positivas  regresar

La regla de generacion para las soluciones
positivas es:

*{0}= 1y {0}=0

A= 1y {11

x_{n}= 2 x_{n-1} +x_{n}
y_{n}=2y_{n-1} +y_{n}
Cuyos términos analiticos son:

xiwy = & ((14v3)" + (1-48)7)

N T ™
vim =2 ((1+v2) (1-v2)")

Las primeras soluciones positivas son:

%=1 -1-3-7-17-41-99 - 230 - 577 - 1383

y= 0-1—2-5-12—29—?0-169-408-13939:|

En esta seccion la aplicacion solicitara al usuario que introduzca el radical
asociado a la ecuacién que desea resolver, después de esto la aplicacion

hara

e Le pedira el valor de d.

e Mostrard la sucesion recurrente que describen las soluciones positi-
vas.
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e Mostrard el término analitico de estas soluciones.

e Mostrara las primeras parejas de soluciones positivas.

Cuando seleccione en el menu dos la opciéon 3 llamada Unidades encon-
trara el siguiente entorno:

unidades

Este apantado permite encontrar Este apantado parmite enconlrar
las unidades y el término general las unidades y el término general
de esias, an las estructuras de la de estas, en las estructuras de la

formaa +bicona,byi* eZyi® formaa+bicone byi® eZyi®
un entero mayor que Cero y no un enlero mayor que Cero y no

cuadrado perfacto. cuadrado parfecio.
Ingrese el valor de if2= Ingrese el valor deif2= | 3
Calcular unidades  Regresar Calcular unidades  Regresar

Los primeros unidades son:
a=1-2-7-26-97-362-1351-5042 - 18817
b=0-1-4-15-56-209-780-2911 - 10864 -
Cuyas reglas de generacién son:

a_{0}= 1b_{0}= 0

a{}=2b{1}=1

a_{n}= 4a_{n-1}-a_{n}

b_{n}= 4 b_{n-1} - b_{n}

¥ términe analitico:

X(n) = 2 ((2+ v3)" 4 (2- \’T))

1

Vil

()= (2-v3)) |

Yi(n)

En esta parte la aplicacion le solicitara al usuario que introduzca el valor
de i? en la estructura de los nimeros de la forma a + bi, después de esto
la aplicacion realizara:

e Mostrard la sucesién recurrente que describen las unidades.

e Mostrara las primeras parejas de unidades positivas.

e Mostrard el término analitico de estas unidades.

Si en el men principal escoge la opcion créditos, se mostrara la siguiente
imagen.
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Esta aplicacion fue disefiada por:
Wilham Camilo Lopez Vega.
31
Cristian Camilo Montenegro Orjuela.

La aplicacion surgid como uno de los
productos del trabajo de grado “EL
ESTUDIO DE ALGUNOS OPERADORES
COMO METODO DE SOLUCION DE
LAS ECUACIONES DE PELL FERMAT"
El cual se presento como requisito
para optar por el titulo de Licenciatura
en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional y fue asesorado
por William Alfredo iménez Gémez.

Para mayor informacién o sugerencias

Dma clopez855@pedaqgoqica.edu.co

Y por ultimo si en el menu principal se selecciona la opcion salir, esté
cerrara la aplicacion.



Capitulo 4

Conclusiones.

= En el estudio tedrico realizado, notamos la constante relaciéon que exis-
te entre las ecuaciones de Pell-Fermat y las fracciones continuas, por
ejemplo, Lagrange en 1771 encontrd que cualquier solucion a esta es una
convergente del desarrollo fraccionario continuo de un niimero irracional
asociado a la ecuacion.Posteriormente, logramos caracterizar las solucio-
nes de estas ecuaciones de la siguiente manera: Son los z, y v, para
=1,2,... donde z, y y, son los enteros definidos por la relacién

Ty + Z/n\/E = (o1 + yl\/ﬂ_bn

Donde z; y y; es la menor soluciéon positiva de la ecuacion, de esta
forma, se genera la necesidad de hallar esa solucién fundamental; para lo
cual aplicamos el desarrollo fraccionario continuo asociado a la ecuacién
como tnica opcion. Por consiguiente, las soluciones a la ecuacion de Pell-
Fermat no se pueden despender de su fracciéon continua asociada, por
ende nuestra caracterizacion de las soluciones de la ecuacion dependen
de la fraccion continua.

= Los conceptos de eigenvalores y eigenvectores aplicados para la genera-
lizacién del termino analitico de sucesiones definidas por recurrencia de
segundo orden, son una herramienta de bastante potencial matematico,
dado que contienen diversos elementos tedricos del algebra lineal, co-
mo: determinantes, operaciones aritméticas entre matrices, procesos de
reduccion, diagonalizacion y potenciaciéon de matrices, entre otros; adi-
cionalmente posibilita estudiar las estructuras algebraicas subyacentes
en las sucesiones definidas por recurrencia por medio de las transforma-
ciones lineales que generan los eigenvectores, asi como el andlisis de los
espacios vectoriales que definen, estudio que no se realizé en el presente
trabajo, pero que puede ser una linea para explorar en futuras oportuni-
dades.

Se debe reconocer que a pesar de ser un proceso extenso, el manejo de los

91
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conceptos es bastante rico en términos tedricos, dado que se aplican teore-
mas y propiedades fundamentales para el algebra lineal y especificamente
en el dlgebra de matrices, que permiten extender el campo conceptual a
la teoria de ntimeros, como se realizo en el presente trabajo de grado.

Asi mismo, se considera pertinente ampliar el estudio de la generali-
zacion del termino analitico de sucesiones definidas por recurrencia para
ordenes mayores a dos, empleando los eigenvalores y eigenvectores, en
futuras oportunidades.

= El estudio de las transformadas y el calculo de variable compleja son
de gran interés en las matematicas, especificamente, la transformada Z
es considerada en matematicas una herramienta de bastante potencial
por sus diversas aplicaciones en sistemas de tiempo discreto, ecuaciones
diferenciales, sistemas lineales discretos, aplicaciones a la ingenieria y su
estrecha relacién con transformaciones de Laplace, Fourier, entre otras.
En particular el estudio del operador lineal transformada Z en este tra-
bajo fue de gran utilidad; ya que con este se dedujo el término analitico
de la sucesiones recurrentes de grado uno y dos, el término analitico
de progresiones geométricas y aritméticas, también permitié proponer
un resultado para generalizar el término analitico de algunas sucesiones
de cualquier orden. Se destaca como una herramienta importante para
abordar futuros trabajos relacionados con las aplicaciones mencionadas.

= En el capitulo 2, en la busqueda para determinar el término analitico de
algunas sucesiones definidas por recurrencia, uno de los resultados mas
relevantes fue la determinacion del término analitico de una sucesién
definida por recurrencia de orden p, cuya regla de creacion esta dada por

ap = Qg
Qp—1 = Ap—1
Antp = T1Ontp-1 + T20ntp-2... + Tp-10nt1 + Tpln

Tal que a; # g # ... # «, son las p soluciones de 2P — ryzP~t — ... —
rp—12 — 1p = 0. Esta dado por

an = A1(o)" + Ag(a2)" + ... + Ap(ay)”
Donde

A = Z’Lpzl (lz’—l((an)p_i — i;ll Tk(an)p—i—k) .

(ay, — aq)(ay — a2)(an — ag)...(an, — )

!Tener encuenta por ejemplo que si n = 3,entonces el factor (a3 — a3) no se debe tener
en cuenta.
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Se considera que el resultado tiene bastante relevancia dado que permite
hallar el término analitico de cualquier sucesion definida por recurrencia
de orden arbitrario p, bajo sus condiciones establecidas. Uno de los obje-
tivos del trabajo de grado era hallar esta expresion general para el caso
p = 2, pero como se puede evidenciar (comprobacién para el lector), esta
expresion permite calcular el término analitico de cualquier sucesion.

= En el capitulo 3, en el estudio de las soluciones de Pell-Fermat se llegd
a que las soluciones positivas tanto para x como para y de la ecuacién
de Pell 22 — dy? = +1 estéan descritas por una sucesién recurrente de
grado dos y por los resultados del capitulo 2 pudimos generalizar su
término analitico sin desprenderlo de la fraccién continua, con todo esto
los términos analiticos de la ecuacion de Pell-Fermat estan dados por

z(n) = % ((pT +Vp? - (—D’“)n + (Pr V- (_1>T>n>
101~ sty (VBT 7Y (Vi)

2V — (=
Donde Vd = [ag, a1, a2, 6, y C, = p—:.
Se considera que el resultado obtenido es importante porque con esta ge-
neralizacion es posible construir las sucesiones para los términos analiti-
cos de las soluciones positivas de la ecuacion de Pell-Fermat tanto para
X Como para y.

= El uso de las TIC’S para los educadores matematicos, es uno de los
aspectos que mayor desarrollo tedrico ha tenido en los 1ltimos tiempos,
como futuros educadores debemos sacar el mayor provecho a estas; con
el objetivo de poner a la mano los resultados de este trabajo se desarrollo
la primera version de la aplicacién unidades, la cual puede ser usada en
diferentes espacios académicos, como por ejemplo :

e El seminario de algebra de la universidad para hallar las unidades
de estructuras de la forma a + bk, donde a y b € Z.

e El curso de sucesiones y series, dado que la aplicacién halla el
término analitico de sucesiones recurrentes de orden 1 y 2, ademas
de progresiones aritméticas y geométricas.

e El curso de teoria de niimeros; pues la aplicacion resuelve la ecuacién
de Pell-Fermat, la cual es una ecuacién diofantica de orden 2.

= Mediante la aplicacién SUP.UPN integramos las TIC’S a los procesos
de formacién matematica, facilitando la resolucién de ecuaciones de Pell-
Fermat, hallar el termino analitico de sucesiones recurrentes de orden
uno y dos, y hallar las unidades en los nimeros de la forma a + bk.
Ademas facilitamos el ejercicio didactico de los docentes, dinamizando
temas como el estudio de las unidades algunas estructuras estructuras
especificas.
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= Con la puesta en marcha de este trabajo de grado, fomentamos el apren-
dizaje colaborativo, facilitando la integracién de los estudiantes, a partir
del uso de la aplicacién SUP. UPN.

= La elaboracion del trabajo de grado nos permitié desarrollar y refor-
zar las diversas competencias y aprendizajes adquiridos durante nuestro
proceso de formacion en la universidad, desde varios puntos de vista; ini-
cialmente la posibilidad de abordar un problema matematico, de caracter
algebraico, paso seguido consultar y estudiar posibles métodos para so-
lucionarlo, asi como el contenido teérico relacionado con los métodos
encontrados; para posteriormente abordar el desarrollo del problema,
conjeturar, identificar patrones, abstraer, generalizar y todos las demas
actividades propias del quehacer matematico; lo que finalmente nos llevé
a la elaboracién de conclusiones y resultados. Adicionalmente, el diseno,
elaboracion y publicacién del software movil, nos permitié incursionar en
nuevas areas del conocimiento, para este caso computacional y tecnologi-
co, contribuyendo al desarrollo de uno de los desafios mas importantes
en la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, como lo es el uso de
las nuevas tecnologias, aportando para la universidad y especificamente
para el departamento un trabajo de actualidad y vanguardia.

= A nivel profesional la elaboracion del trabajo de grado nos permitié re-
conocer todas las aptitudes y actitudes, adquiridas durante nuestra for-
macion, implementandolas para desarrollar un proyecto que finaliza esta
etapa inicial de estudios, que demuestra las competencias matematicas
y el interés por contribuir al estudio y desarrollo de conceptos, a través
de las nuevas tecnologias informaticas.

= A nivel personal el desarrollo del trabajo de grado nos deja una primera
impresion de que tenemos las capacidades para abordar y elaborar tra-
bajos de caracter académico, pensados para contribuir y abrir puertas
para el desarrollo de conceptos matematicos superiores, a través de la
implementacion de las nuevas tecnologias.
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Programa SUP.UPN en C++

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <iostream>
#include <cstdlib>
#include <math.h>
#include <windows.h>
using namespace std;
void pausa();
void ene();
void submenu();
void orden();
double& periodo(double a);
double& fraccion();
void soluciones(int a, double B[]);
double& unidades();
void solu(int a, double B[]);
void gotoxy(int X, int y);
int main()

bool var=false;
char tecla;
do

system("cls");

cin.clear();

system("'color 72");

gotoxy(25,2);

cout << "Termino n-esimo de sucesiones recurrentes"
<<endl;

gotoxy(25,3);

cout << "
<<endl<<endl;

cout << "\t1 .- Calcular el termino n-esimo" << endl;
cout << "\t2 .- Solucionando ecuaciones de Pell" <<
endl;

cout << "\t3 .- Unidades de numeros de la forma a+bk"
<<endl;

cout << "\t4 .- Salir" << endl << endl;

gotoxy(20,10);

cout << "Elije una opcion: ";

cin >> tecla;

switch(tecla)

{

case 1"

system("cls");

submenu();

pausa();

break;

case ‘2"

system("cls");

gotoxy(25,2);

cout << "Solucionando ecuaciones de Pell\n"<<endl;
cout<<endl;

gotoxy(25,3);

cout << " " << endl << endl;
gotoxy(8,5);

cout<<"En esta seccion podras calcular las reductas de
la fraccion"<<endl;

Anexo 1.

gotoxy(8,6);

cout<<"y podras calcular las soluciones de la ecuacion
de Pell"<<endl;

cout<<endl;

fraccion();

pausa();

break;

case ‘3"

system("'cls");

gotoxy(25,2);

cout << "Unidades numericas "<<endl;
cout<<endl;

gotoxy(25,3);

COUt <<Mmmmmmmmmmm oo " << endl << endl;
gotoxy(8,5);

cout<<"En esta seccion podras calcular las unidades
para numeros"<<endl;

gotoxy(25,6);

cout<<"de la forma a+bk"<<endl;
cout<<endl;

unidades();

pausa();

break;

case '4";

var=true;

break;

default:

cout<<endl;

gotoxy(25,12);

cout << "Selecion no valida\a\n™;
pausa();

break;

}

Jwhile(var!=true);

return O;

void pausa()

cout<<endl;
cout << "Pulsa una tecla para continuar...";
getwchar();
getwchar();

}

void orden(){

inta, r,s,mn;

double x;

cout<<endl;

cout<<"Digita los términos inciales de la
sucesion"<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Digite a0 : ";cin>>g;
cout<<endl;

cout<<"Digite r : ";cin>>r;

cout<<endl;

cout<<"Digite s : ";cin>>s;

cout<<endl;

cout<<"Sucesion de recurrencia"<<endl;



cout<<endl;
cout<<"An+1="<<r<<"An+("<<s<<")"<<endl;
cout<<endl;

cout<<"Digita el intervalo para las soluciones de la
sucesion : "<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Intervalo inferior: ";

cin>>m;

cout<<endl:

cout<<"Intervalo superior: ";

cin>>n;

cout<<endl;

cout<<"Soluciones: ";

if (r'=1){

for (int i=m;i<n+1;i++){
x=(s+(a-a*r-s)*pow(r,i))/(1-r);

cout<<" "<<x;}

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Forma del termino general"<<endl;
cout<<endl;

cout<<"An= 1/"<<1-r<<"( "<<s<<"+ (M'<<a-a*r-s<<"
)"'<<r<<"n )"<<endl;}

else{

for (int i=m;i<n+1;i++){

X=s*i+a;

cout<<" "<<x;}

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Forma del termino general"<<endl,
cout<<endl;
cout<<"An="<<s<<"n+"<<a<<endl;}

}

void ene(){

intn, r,s,m;

double a,b,x,y,z,w,p,q,y1,z1,wl,x1;
cout<<"Digita los terminos inciales de la
sucesion"<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Digite a0 : ";cin>>g;
cout<<endl;

cout<<"Digite al : ";cin>>b;
cout<<endl;

cout<<"Digite r : ";cin>>r;
cout<<endl:

cout<<"Digite s : ";cin>>s;
cout<<endl;
cout<<"Sucesion de recurrencia"<<endl;
cout<<endl;

cout<<"An+2="<<r<<"An+1+("<<s<<")An"<<endl;
cout<<endl;

cout<<"Digita el intervalo para las soluciones de la
sucesion : "<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Intervalo inferior: ";

cin>>m;

cout<<endl;

cout<<"Intervalo superior: ";

cin>>n;

cout<<endl;

cout<<"Terminos: ";

w=pow(r,2)+4*s;

if (w==0){

for (int i=m;i<n+1;i++){
x=(a+(((2*b)/r)-a)*1)*(pow((r/2),i));

cout<<" "<<x;}

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Forma del termino general"<<endl,
cout<<endl;
cout<<"An=("<<r<<"/2)Mn("<<a<<"+((2*"<<a<<"/"<<
r<<")-"<<a<<")n)"<<endl;

else{

for (int i=m;i<n+1;i++){
y=(r+(sqrt(pow(r,2)+4*s)))/(2);

z=pow(y,i);
x=a*(pow(r,2)+4*s)+(2*b-r*a)*(sqrt(pow(r,2)+4*s));
w=2*(pow(r,2)+4*s);

p=z*(x/w);

y1=(r-(sqrt(pow(r,2)+4*s)))/(2);

z1=pow(y1,i);
x1=a*(pow(r,2)+4*s)-(2*b-r*a)*(sqrt(pow(r,2)+4*s));
w1=2*(pow(r,2)+4*s);

g=z1*(x1/wl);

cout<<p+g<<"";

}

cout<<"Forma del termino general"<<endl;
cout<<endl;
cout<<"An=(("<<a*(pow(r,2)+4*s)<<"+"<<(2*b-
r*a)<<"("<<pow(r,2)+4*s<<"yN(1/2))/"<<2*(pow(r,2)+
4*s)<<")(("<<re<"+"<<" ("<<pow(r,2) +4*s<<"N(1/2))/
2)M+"<<"(("<<a*(pow(r,2)+4*s)<<"-"<<(2*h-
r*a)<<"("<<pow(r,2)+4*s<<")N(1/2))/"'<<2*(pow(r,2)+
4*s)<<")(("<<r<<"-
"<<"("<<pow(r,2)+4*s<<")N(1/2))/2) n"<<endl;

}

void submenu(){
bool var=false;
char tecla;

do

system(“'cls");

cin.clear();

gotoxy(25,2);

cout << "Calcular el termino n-esimo" << endl;
gotoxy(25,3);

cout << " " << endl << endl;
gotoxy(10,5);

cout<<"En esta seccion podras calcular los terminos
enesimos"<<endl;

gotoxy(10,6);

cout<<"de sucesiones definidas por recurrencia de
orden 1y 2"<<endl;

cout<<endl;

cout << "\t .- Calcular el termino n-esimo del orden 1"
<<endl;

cout << "\t2 .- Calcular el termino n-esimo del orden 2"
<<endl;

cout << "\t3 .- Menu principal” << endl << endl;
gotoxy(20,13);




cout << "Elije una opcion: ";
cin >> tecla;
switch(tecla)

case '1":

system(*cls");

gotoxy(15,2);

cout << "Termino n-esimo de sucesiones recurrentes"
<<endl;

orden();

pausa();

break;

case 2"

system("cls");

gotoxy(15,2);

cout << "Termino n-esimo de sucesiones recurrentes"
<< endl;

cout<<endl;

ene();

pausa();

break;

case ‘3"

var=true;

break;

default:

cout<<endl;

gotoxy(20,15);

cout << "Seleccion no valida";
cout<<endl;

pausa();

break;

Jwhile(var!=true);

}

double& periodo(double b){
double c,d;

c=b-(int)b;

d=1/c;return d;

}

double& fraccion(){

double a,d,b,e,f,g,h,i,j,kI,m,s;
int w;

double B[20];

cout<<"Ingrse radical: ";
cin>>a;

cout<<endl;

b=sqrt(a);

s=h-(int)b;

if (s==0){

cout<<"Ingresa un numero que no sea cuadrado
perfecto"<<endl;
cout<<end!;}

else{

cout<<"Ecuacion de la forma: x"2-"<<a<<"y"2=(+/-
)1"<<endl;

d=periodo(b);

e=periodo(d);

f=periodo(e);

g=periodo(f);

h=periodo(g);

i=periodo(h);

j=periodo(i);

k=periodo(j);
I=periodo(k);
m=periodo(l);
cout<<endl;

B[0]=(int)b;

B[1]=(int)d;

B[2]=(int)e;

B[3]=(int)f;

B[4]=(int)g;

B[5]=(int)h;

B[6]=(int)i;

B[7]=(int);;

B[8]=(int)k;

B[9]=(int)I;
B[10]=(int)m;
cout<<"Fraccion continua: [";
cout<<(int)b<<"; *;
cout<<(int)d<<", ";

if (o<d){
cout<<"]"<<endl;

w=1;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)e<<", ";

if (b<e){
cout<<"]"<<endl;

w=2;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)f<<", ";

if (b<f){
cout<<"]"<<endl;

w=3;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)g<<", ";

if (0<g){
cout<<"]"<<endl;

w=4;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{



cout<<(int)h<<", ";

if (b<h){
cout<<"]"<<endl;

w=5;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)i<<", ";

if (b<i){
cout<<"]"<<endl;

w=6;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r= "<<w;
cout<<end!;}

else{

cout<<(int)j<<", ";

if (b<j){
cout<<"]"<<endl;

W=7,

cout<<endl;
cout<<"Periodo r= "<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)k<<", ";

if (b<k){
cout<<"]"<<endl;

w=8;

cout<<endl;
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)l<<", ",

if (b<){
cout<<"]"<<endl;

w=9;

out<<endl;
cout<<"Periodo r= "<<w;
cout<<endl;}

else{

cout<<(int)m<<" "<<endl;
if (b<m){
cout<<"]"<<endl;

w=10;

cout<<endl:
cout<<"Periodo r="<<w;
cout<<endl;}

1
soluciones(w,B);}
cout<<endl;

void soluciones(int a, double B[]){
intb,c,d;

double P[20],Q[20],M[20],W[20],H[20],5[20],T[20];
d=a;

Q[0]=1;

P[0]=B[0];

Q[1]=B[1];

P[1]=B[0]*B[1]+1;

for(int i=2;i<12;i++){
P[i]=B[i]*P[i-1]+P[i-2];

}

for (int i=2;i<12;i++){
;?[i]=B[i]*Q[i-1]+Q[i-2];

cout<<endl;

cout<<"Digita el intervalo de valores para las reductas
de la fraccion: "<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Intervalo inferior: ";cin>>b;cout<<endl;
cout<<"Intervalo superior: ";cin>>c;cout<<endl;
cout<<"p: ";

for (int i=b;i<c+1;i++)

COut<<P[i-1]<<"";

cout<<endl:

cout<<"q: ";

for (int i=b;i<c+1;i++)

cout<<Q[i-1]<<"";

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Soluciones de la ecuacion de Pell";
cout<<endl:

cout<<endl;

cout<<"Digita el intervalo de valores para las
soluciones de la ecuacion de pell: "<<endl;
cout<<endl;

cout<<"Intervalo inferior: ";cin>>h;cout<<endl;
cout<<"Intervalo superior: ";cin>>c;cout<<endl;
cout<<"x: "

for (int i=0;i<20;i++){
M[i]=P[a-1]+sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a));
WI[i]=P[a-1]-sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a));
HIil=(pow(MIi],i)+pow(WIi].i))/2;}

for (int i=b;i<c+1;i++)

cout<<H[i]<<"";

cout<<endl;

cout<<"y: ";

for (int i=0;i<20;i++){
S[i]=Q[a-1]/(2*(sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a))));
T[i]=S[iT*(pow(MIi],i)-pow(WI[i].i);}

for (int i=b;i<c+1;i++)

cout<<T[i]<<"";

cout<<endl;

cout<<endl:

if (d%2==0)

cout<<"Regla de generacion:
An+2="<<2*H[1]<<"An+1-An"<<endl;

else

cout<<"Regla de generacion:
An+2="<<2*H[1]<<"An+1+An"<<endl;



}

double& unidades(){
double a,d,b,e,f,g,h,i,j.k,1,m,s;
intw;

double B[20];
cout<<"Ingrse radical: ";
cin>>a;
b=sqrt(a);
b=sqrt(a);
s=h-(int)b;

if (s==0){
cout<<endl;
cout<<"Ingresa un numero que no sea cuadrado
perfecto"<<endl;
cout<<endl;
cout<<endl;}
else{
d=periodo(b);
e=periodo(d);
f=periodo(e);
g=periodo(f);
h=periodo(g);
i=periodo(h);
j=periodo(i);
k=periodo(j);
I=periodo(k);
m=periodo(l);
cout<<endl;
B[0]=(int)b;
B[1]=(int)d;
B[2]=(int)e;
B[3]=(int)f;
B[4]=(int)g;
B[5]=(int)h;
B[6]=(int)i;
B[7]=(int)j;
B[8]=(int)k;
B[9]=(int)I;
B[10]=(int)m;
if (b<d){
w=1;}

else{

if (b<e){
w=2;}

else{

if (b<f){
w=3;}

else{

if (b<g){
w=4;}

else{

if (b<h){
w=5;}

else{

if (b<i){
w=6;}

else{

if (b<j){
w=7;}

else{

if (b<k){
w=8;}

else{

if (b<I){
w=9;}

else{

if (lo<m){
w=10;
badddddddy
solu(w,B);}}
}

void solu(int a, double B[]){
int b,c,d;

double P[20],Q[20],M[20],W[20],H[20],S[20], T[20];

d=a;

Q[0]=1;

P[0]=B[0];

Q[1]=BI[1];
P[1]=B[0]*B[1]+1;
for(int i=2;i<12;i++){
P[i]=B[i]*P[i-1]+P[i-2];
}

for (int i=2;i<12;i++){
f}D[i]=B[i]*Q[i-1]+Q[i-2]:

cout<<"Digita el intervalo de valores para las
unidades"<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Intervalo inferior: ";cin>>b;cout<<endl;
cout<<"Intervalo superior: ";cin>>c;cout<<endl;
cout<<endl;

cout<<"x: ";

for (int i=0;i<20;i++){
MT[i]=P[a-1]+sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a));
WI[i]=P[a-1]-sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a));
H[i]=(pow(MIi].i)+pow(WT[i.i))/2;}

for (int i=b;i<c+1;i++)

cout<<H[i]<<"";

cout<<endl;

cout<<"y: ";

for (int i=0;i<20;i++){
S[i]=Q[a-1]/(2*(sqrt(pow(P[a-1],2)-pow(-1,a))));
T[i]=S[i]*(pow(MI[i].i)-pow(WT[i],i));}

for (int i=b;i<c+1;i++)

cout<<T[i]<<"";

cout<<endl;

cout<<endl:

if (d%2==0)



cout<<"Regla de generacion:
An+2="<<2*H[1]<<"An+1-An"<<endl;
else

cout<<"Regla de generacion:
An+2="<<2*H[1]<<"An+1+An"<<endl;

void gotoxy(int x, int y){

HANDLE hcon;

hcon = GetStdHandle(STD_OUTPUT_HANDLE);
COORD dwPos;

dwPos.X = X;

dwPos.Y=Vy;
SetConsoleCursorPosition(hcon,dwPos);

}






