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el tema para realizar el analisis de sus aportes, en este punto fue necesario
replantear e idear algunas de las demostraciones respectivas a las proposiciones,
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férmula ignorando los procedimientos geometricos.
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INTRODUCCION

En este trabajo damos a conocer los resultados obtenidos respecto a algunas preguntas
que nos planteamos en torno a la isoperimetria desde el punto de vista geométrico; estas

son:

&4 Entre los cuadrilateros con igual perimetro ¢cuél tiene area maxima?
& Entre los n-agonos con igual perimetro ¢cual tiene area maxima?

B4 ¢Es posible con regla y compas construir un triangulo con area igual a otro dado,
pero no congruente a él?

& (Es posible construir un cuadrilatero con igual area a un triangulo cualquiera?
&4 ¢Es posible construir un cuadrado de igual area a un rectangulo dado?

&1 Dado un perimetro P fijo ¢cudl es el poligono regular de mayor éarea que se
puede construir?

Inicialmente presentaremos algunos conceptos que consideramos basicos para el
desarrollo del tema en cuestion; en el capitulo dos, trabajamos los referentes historicos
en los que hay que destacar que la mayoria de los trabajos realizados por diferentes
matematicos se encuentran perdidos, por tal motivo se hizo necesario replantear las
demostraciones en términos modernos e idear otras; de igual manera respondimos a
algunas de las preguntas y las demas, fueron desarrolladas en la dltima parte, donde

construimos figuras equivalentes a otras , mediante procedimientos geométricos.



JUSTIFICACION

El area y el perimetro son temas que se encuentran incluidos en el curriculo escolar
colombiano, en los Estandares Nacionales, en los Lineamientos Curriculares y en los
Estandares Norteamericanos (NCTM); sin embargo, desde nuestra vivencia como
estudiantes y practicantes hemos encontrado que el tratamiento de estos topicos se
centra en remplazar valores en un formula dada, sin hacerse un acercamiento intuitivo a
dichos temas que permita realizar exploraciones, conjeturas, planteamientos de
argumentos, etc., alrededor de tales conceptos y sus relaciones. Consideramos que el
estudio sobre estos temas es pertinente porque, por una parte, profundizamos sobre
ellos, los resultados derivados de el pueden constituirse en aportes para la ensefianza de
las matematicas en nuestra futura labor profesional y puede establecerse como una base
para el planteamiento de propuestas didacticas en la secundaria 0 en los primeros cursos

de Geometria en la formacion de profesores de matematicas.

Pretendemos estudiar la isoperimetria, alrededor de la relacién entre perimetro y area de
algunos poligonos regulares, desde la Geometria, de manera que se logren establecer
ciertos teoremas alrededor de las exploraciones realizadas con base en algunas
preguntas propuestas en los articulos del grupo “Construir las matematicas” , las cuales

se citaron en la introduccion.



OBJETIVOS

GENERAL

b Plantear algunos teoremas acerca de la relacion entre perimetro y area de

diferentes poligonos.

ESPECIFICOS

b1 Identificar relaciones geométricas entre figuras planas, que permitan relacionar
areas y perimetros.

& Demostrar las conjeturas establecidas en el desarrollo del trabajo.

B4 Aplicar algunos de los conocimientos geométricos aprendidos durante la
licenciatura en la formulacion y demostracion de teoremas relacionados con la

isoperimetria.



. PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos los conceptos que consideramos bésicos en el estudio de la

isoperimetria estos son el perimetro y area de figuras planas.

1. El concepto de perimetro

Para definir perimetro es necesaria una definicion previa:

Punto frontera: Se dice que F es un punto de frontera de la region R, si cualquier disco

circular de centro F contiene puntos de R y puntos que no son de R.

Veamos los siguientes ejemplos:

a. F es un punto frontera de R; figura (1).

Figura (1)



b. F’ no es un punto frontera de R’ porque existe al menos un disco con centro en
F no contiene puntos de R’, F’’ tampoco lo es porque existe al menos un disco con

centro en F’” que no contiene puntos de R’, figura (2)

Figura (2)

Atendiendo a esto:

Se llama perimetro de una region plana a la longitud de su

frontera.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores afirmamos que el perimetro corresponde a la
longitud de la frontera de la region plana que es diferente al atributo de medida en el que le
asignamos un numero real positivo, partiendo de esto podemos decir que: En un poligono
regular cualquiera de n lados y cada uno de ellos de una longitud t, la medida de su
perimetro es igual a nt. Un problema interesante relacionado con esta nocion es el
siguiente; si se conoce la medida del perimetro de un poligono regular de n lados inscrito en
una circunferencia, se puede determinar la medida del lado del poligono regular cuyo
numero de lados sea el doble del anterior y se halle inscrito en la misma circunferencia;

iniciemos realizando una construccién:



Construccion:

Dado un poligono regular inscrito en una circunferencia, se trazan los rayos bisectores de
los angulos centrales opuestos a los lados del poligono original; el punto en que cada rayo
corta a la circunferencia, es un vertice del poligono de 2n lados, un ejemplo se muestra en

figura (3), en ésta, el segmento AD es un lado del poligono regular de n lados. Si CH es la

mediatriz del AD que corta a la circunferencia en los puntos B y F entonces AB es un lado

del poligono regular de 2n lados.

=
Figura (3)
Demostracion:
Afirmacion Razdn
1. AD=t Dado.
2. CH mediatriz AD Dado.

3. CA=CB=r
4. AB=x
5. Z BAF esrecto

6. AH esuna altura del A HAC

7. A FBA es rectangulo

Radios de la misma circunferencia.
Supuesto.

Colorario: Un &ngulo cualquiera inscrito
en una semicircunferencia es recto.

Definicion de mediatriz (2).

Definicion triangulo rectangulo (5).




8. A ABH ~ AFBA Teorema: En wun tridngulo rectangulo
cualquiera, la altura correspondiente
divide al tridangulo en otros dos que son
semejantes entre si y semejantes también
al tridngulo original. (6, 7).

AB _BH Definicion de triangulos semejantes (8).
"FB  BA
10. C esta entre BF Construccion.
H esta entre CB
11.BF=BC +CF Definicion punto entre (10).
CB=CH+HB
12.BH=CB-CH Algebra (11)
13 X _ BH Sustitucion (4, 3, 9, 11)
“2r X
14.BH=r-CH Sustitucion 3 en 12.
X _r-CH Sustitucion de 14 en 13.
15. 2r X
x> =2r(r—CH)
., [t 2 Teorema de Pitagoras. (1,3, 6).
16. (CH) =r"—| =
SRS |
17. x*=2r?-2rCH Algebra (15).
t2
18.x% = 2r% —2r,|(r? _Z) Sustitucion de 16 en 17.
x> =2r? —ry4r? —t?
X = \/Zr2 —r4r? —t?

1.2 El concepto de area.

Asi como en el concepto de perimetro se hace la diferencia entre la longitud y la medida

asignada a ésta, lo mismo ocurre en el caso del &rea de un poligono ya que se distinguira



entre el atributo o propiedad de los objetos considerados y la medida correspondiente, que

es un namero real no negativo.

Para llegar al concepto de area de una figura plana debemos partir de un conjunto de
objetos a los cuales podamos atribuirles esta propiedad, luego de tener definido nuestro
conjunto, el paso a seguir es definir una relacion de equivalencia que conlleve en él una
particion; donde las clases de equivalencia de esta particion estaran constituidas por todas

las regiones de la misma area.

Sea J una region dada, el area de J se puede identificar como el conjunto de todas las
regiones que son equivalentes con J, para llegar a la relacion de equivalencia buscada
tomaremos como punto de partida la siguiente afirmacion:““si dos regiones son
congruentes, entonces son de la misma &rea’’[2]. Si dos regiones las podemos descomponer
en sub-regiones respectivamente congruentes, no necesariamente dispuestas en el mismo

orden, entonces podemos concluir que son de la misma area, por ejemplo:

Figura (4)

Las sub-regiones que se encuentran denotadas con la misma letra son congruentes, por lo
dicho anteriormente podemos establecer la relacion de equivalencia respecto a la

congruencia denominando a las regiones como equidescomponibles; sin embargo, debemos



tener en cuenta que al descomponerlas, éstas no deben tener puntos en comun distintos a

los puntos frontera, llegando asi a la siguiente definicion:

““Las regiones J, M son equidescomponibles, si 'y solo si cada una de ellas se puede
descomponer en el mismo nimero de sub-regiones, respectivamente congruentes y

tales que dos a dos solamente pueden tener en comun puntos frontera.”’[2]

A partir de esta definicion, enunciamos el siguiente teorema:

La relacion de equidescomponabilidad entre regiones planas es de

equivalencia

Que se demuestra probando cada una de las siguiientes propiedades:

b1 Reflexiva: Las regiones M y M son equidescomponibles, pues debido a que la
relacion de congruencia es reflexiva, la region M es congruente con ella misma;
luego, si descomponemos cada region en una sola subregion (ella misma), se

cumple la propiedad reflexiva en la relacion definida.

&1 Simétrica: Si las regiones J y M son equidescomponibles entonces las regiones J y

M, también lo son, esta propiedad se deduce inmediatamente de la definicion.

& Transitiva Si las regiones J y M son equidescomponibles y las regiones M y T son
equidescomponibles entonces J y T son equidescomponibles, esto por la

transitividad de la congruencia entre las sub-regiones que componen cada region.



De esta manera hemos comprobado que la relacion de equidescomponabilidad es una

equivalencia, a partir de las anteriores definiciones tenemos que:

““Las clases de equivalencia de la particion inducida por la equidescomponabilidad,

en el conjunto de las regiones planas se llaman areas.” [2]

10



Il.  ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA
ISOPERIMETRIA

“El conocimiento de la historia de la matemdtica
proporciona una comprension mas profunda de los
conceptos y de los métodos matematicos al desvelar
sus origenes, su evolucion y sus relaciones, al mismo
tiempo ofrece una vision encarnada de los mismos, ya
que pone de manifiesto los rostros y las vidas de
quienes fueron sus constructores’[15]

Inicialmente consideraremos la siguiente definicion:

La palabra isoperimetria combina tres raices griegas: iso “igual”, peri “alrededor

de”, y metria “medida”, asi que, de manera general, la isoperimetria trata del estudio
de la relacion entre perimetro y éarea de figuras planas o de superficies
tridimensionales; en particular, el problema isoperimétrico enuncia la equivalencia
entre las dos proposiciones siguientes: “Entre las figuras planas con igual perimetro,
el circulo tiene mayor darea”, “Entre las figuras planas con igual area, el circulo es el

que tiene menor perimetro” [10]

La isoperimetria nace durante la bdsqueda de soluciones a la cuadratura del circulo,
uno de los tres problemas clasicos de la geometria; éste es uno de los problemas que
mas ha trascendido en la historia, junto con su trascendencia se ha destacado el
trabajo de diferentes matematicos, que han tratado la isoperimetria; en este capitulo

citaremos algunos de sus aportes en relacion con el topico que estudiamos.

11



La isoperimetria se encuentra involucrada en otras materias o ciencias entre ellas
encontramos la musica, la arquitectura, la historia e inmersa en la naturaleza, por
ejemplo; en la arquitectura, los modernistas utilizaban circunferencias en sus
construcciones, respondiendo a la pregunta ¢como conseguir mayor iluminacién en
los ventanales para un tamafio dado?, llegando asi al estilo circular, el como de este
resultado aln es desconocido, una hipétesis que podemos plantear es que a través de
la observacion de la naturaleza descubrieron que una gota de aceite en un vaso de
agua, o la forma que toman las hondas en un lago son circulares, como ejemplo de
esto podemos citar a Gaudi uno de los principales arquitectos de esta época, y quien
hace uso de las circunferencias en sus construcciones; en la figura (5) podemos ver
como hace uso de estas para el paso de la luz dando asi iluminacion al Parabolide de

la revolucion de Palau.

Figura (5) [Parabolide de la revolucién de Palau]

Al igual que en estas ciencias la isoperimetria se desarrollo en diferentes entornos
culturales, con el trabajo de importantes matematicos los cuales conoceremos a

continuacion.

12



2.1 Aportes griegos

Dentro de los matematicos griegos, hubo muchos que se ocuparon del problema
isoperimétrico, aunque los més destacados han sido Arquimedes y Zenodoro de

quienes encontramos la siguiente afirmacion:

“Se ha demostrado, no solamente por Aristoteles, sino por Arquimedes y Zenodoro,
que, entre las figuras isoperimétricas, la mayor es, entre las planas, el circulo y,

entre los solidos la esfera” [10]

De igual manera existen otros que han aportado; entre ellos:

& Hipécrates
& Herdn de Alejandria
M Pappus de Alejandria
Trataremos aquellos matematicos que desde nuestra revision, hicieron contribuciones

mas relevantes.

2.1.1 Hipdcrates de Chios

Hipdcrates, hacia el afio 430 a.C abandoné su patria para trasladarse a Atenas en
condiciéon de mercader, como consecuencia de una crisis econdmica se dedicé al
estudio de la geometria, cosechando grandes éxitos. Proclo cuenta que Hipocrates
escribié unos “Elementos de Geometria”, anticipdndose en mas de un siglo a los
conocidos Elementos de Euclides; sin embargo, el texto de Hipocrates se perdio.
Hipocrates no resolvio el problema de la cuadratura del circulo, pero si resolvio otros

relacionados con €l al trabajar con la cuadratura de lunulas.

Hipdcrates definié una lunula como una figura plana limitada por dos arcos de
circunferencia de radios distintos; figura (6).

13



Figura (6)

y cito el siguiente teorema, segun dice Eudemo:

(13 . I4 1 r ’ . /4
1. “Segmentos semejantes del circulo” estan entre si en la misma razon que los
cuadrados construidos sobre sus diametros”

Teorema que usO para hacer la cuadratura de las lunulas y que al parecer fue

demostrado a partir de la demostracion de otro teorema similar que se enuncia:

“Los circulos son entre si como los cuadrados de sus diametros”

Este corresponde a la proposicion 2 del libro X1 de los Elementos de Euclides.

Vamos a citar una demostracion de este teorema, a la manera moderna?, similar a la
demostracion del teorema 1. Sean dos circulos HIJK (C) y LMNO (C’) de diametros
HI (d) y LM (d’), como se muestra en la figura (7) y afirmamos que “el circulo HIJK
es al LMNO como el cuadrado de HI al de LM, porque si no fuera asi, serd menor o

mayor” [8]

Y “Dos segmentos de circulo son semejantes si los angulos centrales subtendidos por sus cuerdas son
iguales.”( CASTRO, Ivan: Razonamiento griego con regla y compas, pp-19)

2 Todas las demostraciones de este capitulo se encuentran escritas de manera moderna0

14



Figura (7)

Si se cumpliera la anterior afirmacién entonces, debe existir un area P, menor o

mayor que el circulo LMNO tal que:

C_ (@)

P @y

1)

Inicialmente consideramos el caso en que P < C’; en este circulo se inscriben
poligonos regulares, empezando con un cuadrado y duplicando la cantidad de lados,
bisecando los arcos determinados por los lados de cada poligono; siendo asi cada
poligono inscrito es mayor que la mitad de los segmentos circulares determinados por
sus lados, en términos de areas; por ejemplo, el area del cuadrado LMNO es mayor
que la mitad del area del circulo, ya que al trazar las tangentes a la circunferencia por
los vértices del cuadrado, se obtiene un cuadrado circunscrito igual al doble del
cuadrado inscrito y como el circulo es menor que el cuadrado circunscrito, su mitad

sera menor que el cuadrado inscrito.

Realizando este mismo proceso indefinidamente, en virtud del método de exhausion,
con algun poligono inscrito con un numero suficiente de lados (Q’) obtendremos

segmentos circulares menores que la diferencia entre C’ y P, debido a que de la

15



mayor de las dos magnitudes, en este caso C’, estamos restando una magnitud mayor
que su mitad y en general, magnitudes mayores que las mitades que van quedando al
sustraer los poligonos inscritos, entonces, al realizar este proceso continuamente
guedara una magnitud menor que P, con lo cual, la diferencia entre el circulo y el

poligono inscrito sera menor que la diferencia entre el circulo y el area P; es decir:
C'-Q’'<C'-P
Donde podemos deducir que O’ < P.

Ahora si inscribimos en C un poligono Q’’, semejante al poligono Q’, estos seran
entre si como la razon de los cuadrados de los diametros de los circulos respectivos
donde estan inscritos, es decir:
n 2
o _ ) @)
1 1 2
0 (d)

Utilizando (1), podemos concluir que:

c.2. @ ©
P Q (d)
Por lo tanto:
c_o
7 0 4

Llegando asi a una contradiccion ya que Q' < Py Q' < C; entonces el area P no
puede ser menor que el &rea del circulo C”". De manera anéloga, se demuestra que no
es posible que haya un area mayor que C’’ que cumpla la proposicién, debe ser C’y,
en consecuencia, la proposicién queda demostrada.

16



A partir de estos teoremas sobre los circulos, Hipocrates consiguié la primera
cuadratura de una figura curvilinea. Comenzdé con un semicirculo circunscrito a un
triangulo rectangulo isosceles y sobre la base (hipotenusa) construy6 un segmento
circular semejante a los segmentos circulares determinados por los catetos del

triangulo rectangulo, figura (8).

a1
A E i

Figura (8)

Como los segmentos semejantes son entre si como los cuadrados construidos sobre
sus bases, a partir del teorema de Pitagoras se obtiene que la suma de los dos
segmentos circulares menores sea igual al segmento circular mayor, expresandolo en
términos de las &reas que se encuentran es lo siguiente, figura (9):

S, +S53=5;

Figura (9)

Demostracion:

Establecemos las siguientes relaciones:

17



S

S,

Sy

S_3= BC? > (1)
S

S

Ahora, utilizando el teorema de Pitagoras, tenemos que:
AB® + BC* = AC* (2)
Utilizando algebra en (1) y sustituyendo en (2), teniendo en cuenta que BC?* #0

obtenemos:

BCZ.%+ BC? = BC? 5y

3 S3

Bcz{iuj :BCZ%

3

De esta manera podemos concluir que:

S;+S3=S;

Por lo tanto, la diferencia entre el semicirculo de diametro AC y el segmento
circular S; serd igual al area del triangulo ABC; es decir, la lunula ABCD es
exactamente igual al triangulo ABC, expresado en otros términos:

Si llamamos S el area del semicirculo de diametro AC, vy partiendo de lo
anteriormente demostrado tenemos que:

S— (82 +83) =area (AABC)
S—S8,=drea (44BC)

18



Observando la figura (9), notamos que S — S ; corresponde a la lunula, concluyendo
que el area del triangulo ABC es igual al cuadrado construido sobre la mitad de AC,

consiguiendo asi la cuadratura de la lanula; figura (10)

B H

Sz D s

//_—\\\

Figura (10)

Hipdcrates segun lo cita Eudemo trabajo con otras clases de cuadraturas, entre ellas
encontramos la que se obtiene a partir de un trapecio isésceles ABCD inscrito en un
circulo; figura (11), se tiene que la lunula AEBCDA tiene igual area que la del

trapecio.

52

E

54

Figura (11)

Para la realizacion de la demostracion del enunciado anterior, es necesario hacer uso

de una proposicion auxiliar respecto al area de las Iinulas la cual se enuncia de la

siguiente manera:

“En el trapecio ABCD, el drea del segmento circular S es igual a la suma de las

dareas de los segmentos Si, S2, S3” [3]

Utilizaremos la figura (12) para la demostracion:

19



Figura (12).

Demostracion
2
S RB
24 _ [_j (1)
S, \MD
También tenemos que los tridngulos MDA y RAB son semejantes, ya todos sus lados
son proporcionales, entonces establecemos las siguientes razones:
RB  AB
— = )
MD AD
Sustituyendo (2) en (1):

Sy
Sl

AB\®  AB?
“\ap) " ap? @)

—2 — , 4
Luego se cumple que 4B =3A4D , por lo tanto el &rea de S+ es tres veces el area de
S1, pero tenemos que S = S2= §3, quedando asi demostrada la proposicion auxiliar,
sigamos con la enunciada en la afirmacién:

El area del trapecio la podemos expresar de la siguiente manera:

a $ABCD = drea del segmento circular ADCB — darea de Si— area de S2— darea de S3

Por la anterior demostracién tenemos que:

20



a $ABCD = area del segmento circular ADCB — darea de S+

Lo que es igual al area de la linula AEBCDAK, quedando asi demostrada la

proposicion y logrando expresar el area de una figura curvilinea en un poligono.

2.1.2 Zenodoro

Matematico griego del cual se desconoce su biografia, desarroll6 completamente la
teoria de los isoperimetros en el s. Il a. C. en un tratado sobre las figuras
isoperimétricas, hoy desaparecido, uno de los teoremas trabajado por el es el

siguiente:

“El poligono de n lados optimo, si existe, debe encontrarse entre aquellos que tienen

todos sus lados iguales” [16].
Los trabajos de Zenodoro hoy no se encuentran ya que todos fueron perdidos, las
demostraciones y teoremas que citaremos a continuacion se encuentran redactados

con un vocabulario moderno.

Empezaremos con un caso particular el cual enunciaremos de la siguiente manera:

De entre todos los paralelogramos de perimetro P, el cuadrado de lado Pl4 es
el que tiene mayor drea. [1]

Inicialmente, elijamos un rectangulo (no cuadrado), cuyos lados sean a y b
respectivamente. Supongamos que existe uno tal que su area es mayor que la del

cuadrado de lado p/4, figura (13), esto es:
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p/4
Figura (13)

De acuerdo a la definicién de perimetro en el rectangulo tenemos que:
p=2a+2b p=2a+b)

Suponemos que:

&j <ab 1)

reemplazamos a p; luego:

resolvemos el cuadrado en (2);
(a+b)* <4ab (3)

Como p = 2(a + b) entonces:

b=

Sustituyendo (4) en (3), tenemos:

Resolviendo algebraicamente:
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p’ —dap+4a°
4

a’+a(p—2a)+ < 2ap —4a?

4a® +4ap —8a® + p® —4ap + 4a’® <8ap —164*
20a® —8ap —4a’ + p® <0
16a* —8ap —4a® + p*> <0

Factorizando la ultima expresion obtenemos:
(4a—p)* <0 ®

Llegando asi a una contradiccion, porque el cuadrado de un numero cualquiera
siempre es positivo, por lo tanto el poligono de lado p/4 es el que abarca mayor area.

De esta manera hemos demostrado, que entre el rectangulo (no cuadrado) y el
poligono de lado p/4, el que mayor area abarca es aquel equilatero y equidngulo, en
este caso corresponde al cuadrado; ahora debemos demostrar que entre los
paralelogramos se sigue cumpliendo esta proposicion, figura (14), partiremos de lo

siguiente:

Existe un paralelogramo de perimetro P tal que su drea A sea mayor que el area de

un cuadrado de lado p/4, esto es:

Figura (14)
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Dado un paralelogramo STUV, donde W es el punto de interseccion entre la altura

trazada desde el punto 7'y el lado VU, ademas:

Yw=y WU = x WT=w ur

Il
Q

Entonces el perimetro lo expresamos de la siguiente manera:
p=2y+2x+2a 1)

Se tiene que el AUWT es rectangulo, utilizando el teorema de Pitdgoras expresamos a

w COmo sigue:

w=+a’—x* 2)

Sustituyendo (2) en (1):

p=2y+2x+2va® —x* (3)

Utilizando la férmula para hallar el area de un paralelogramo, tenemos:

A= (x+y)*w = (x+y)* Ja? —x* (4)
Despejando a (x +y) de (1):
g —a=y+x (5)
Sustituyendo (5) en (4):
A=(§—a}* a® —x° (6)

Entonces:

(2 da=>(2) )

2

Resolviendo algebraicamente (7):
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2

p 2 2 2 2 _ P
el — — — >
5 \/a X a\/a X 16 @)

8pva® —x* —16aa® —x* > p?

Al tener esta desigualdad planteada vamos a suponer tres casos que son los

siguientes:

1. Sia = x, entonces:
0> p° ®
Lo cual es una contradiccion porque 0 nunca es mayor que cualquier nimero real

elevado al cuadrado.

2. Si a < x, entonces:

8(pi — 2ai) > p* ®
Es decir que nos daria un area expresada con numeros complejos, que en el
campo en que nos encontramos no existen para nosotros lo cual también nos

conlleva a una contradiccion.

3. Si a > x; en este caso haremos uso de la geometria construyendo un

rectangulo de base (x + y) y altura w, figura (15);

U X Vv X U

Figura (15)

y utilizando la proposicion 35, del libro | de Euclides, tenemos que: “Los
paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las misma paralelas
son equivalentes” [17] por tanto; el area del rectdngulo STWU’ es igual al
area del paralelogramo STUV 'y haciendo uso de la demostracién realizada en
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el primer caso sabemos que el area de poligono de lado p/4 es mayor que la
del rectangulo STWU’, entonces llegamos a la contradiccion de nuestra
hipdtesis ya que no existe el poligono que tenga mayor area que el cuadrado,
guedando asi demostrado que entre los paralelogramos el que abarca mayor

area es el cuadrado.

Zenodoro demostro que en general, de todos los poligonos de » lados con perimetro
dado, el regular es el que tiene area maxima, demostracion de la cual no se
encuentran referentes debido a la pérdida de sus trabajos; sin embargo, podemos dar
un ejemplo de cdmo abarcariamos la solucion de este enunciado el cual lo veremos

solucionado mas adelante cuando trabajemos sobre los aportes realizados por Pappus.
Otro de los resultados demostrados por Zenodoro es que las areas de los poligonos

regulares con perimetro fijo crecen cuando el nimero de lados (n) aumenta, a

continuacion encontramos una demostracion al respecto, figura (16).

n/n

Figura (16)

Si denotamos respectivamente por A,y P, el area y el perimetro de un poligono

regular y h, la apotema como vemos en la figura 9, tenemos que:

4,=2F ()



Considerando como construccion auxiliar la circunferencia circunscrita en el

poligono y denotando por R, su radio, tenemos que los angulos centrales formados

por la apotema estan dados por azz, haciendo uso de la figura y usando
n

trigonometria, podemos afirmar que:

De 1 despejamos a 4,

n
Ahora, tenemos que:
T b,
sen— = oR
n
"4
2R sen—=>b,
n
Ahora reemplazando 3y 4 en 1, obtenemos:
cosz.Rn - . -
A =—7" 2R sen—=cos—.sen—(R,)* (5)
2 n n n

El perimetroes P, = Zansenz , de donde despejamos a R,:

2

P
- =R, (6)
2nsen—
n
Sustituyendo 6 en 5, se tiene:
2
v/ 2
r » cos—p,
A, =cos—sen—| —+1— | p=—1
" " 2nsen” dnsen”
n n

Reemplazando tangente por seno sobre coseno, obtenemos lo siguiente:

27



2

y Py

T
sen—
y/ P p—

T
COS —
n

Realizando el producto extremo medios, llegamos a:
T 2
cos—p,
_n

T
4p sen —
n

Lo que es igual a:

2

A = P,
dntan
n
Ya que el perimetro es fijo e igual a P, y se tiene que si n > m, siendo estos los lados

de dos poligonos regulares con perimetro P, se cumple que:

V4 V4
ntg— 2= mtg —
n m

Y como P es fijo,

A

4ptan z 4mtan 3
n m

es decir: 4, > A,,, con lo cual concluimos que el poligono con mayor numero de lados

es el que abarca mayor area.

Lo anterior es algo de lo que se ha logrado rescatar de los trabajos desarrollados por

Zenodoro y que lastimosamente fueron perdidos.
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1.1.3 Arquimedes (287 a. C)

“El cadaver de Arquimedes fue enterrado con todos los honores, y sobre su tumba,
cumpliendo sus deseos, se coloco un cilindro inscrito en una esfera con una
inscripcion que indicaba la razon, por él descubierta, entre las dareas y volumenes en

ambos cuerpos” [17]

Aunque es méas reconocido por el “Principio de Arquimedes”, en su vida realizo
grandes aportes a la geometria y en lo respecto a la isoperimetria, profundizdé mas en
los sélidos, en su escrito “Sobre la esfera y el cilindro” Libro |, encontramos las
siguientes proposiciones:

“l. Si un poligono estd inscrito en un circulo, el perimetro del poligono es menor
que la circunferencia del circulo” [17]; porque cada lado del poligono es menor que
el arco que subtiende.

“2. Si un poligono esta circunscrito a un circulo, el perimetro del poligono es mayor

que la circunferencia del circulo. ”[17]

Si ABCDE es un poligono circunscrito a la circunferencia O, dos lados contiguos que
se cortan en A, tocan al circulo en P y Q son mayores, en junto, que el arco que
subtienden; y como lo mismo puede decirse de cada par de lados contiguos, el
conjunto de todos ellos, que es el contorno del poligono, es mayor que la

circunferencia del circulo; figura (17)

Figura (17)
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Esto en cuanto a figura planas, en lo que resta de su libro trabaja con esferas y
poliedros, llegando a conjeturas similares a las ya propuestas, estas no las abordamos

ya que nos interesan sélo las ideas concernientes a la geometria plana.

2.1.4 Heron de Alejandria (100 a.C)

Nacié probablemente en Egipto y realizé su trabajo en Alejandria (Egipto). Escribid
al menos 13 obras sobre mecénica, matematicas y fisica. También inventé un método
de aproximacién a las raices cuadradas y cubicas de nimeros que no las tienen
exactas. A Herdn se le ha atribuido el haber desarrollado la formula para hallar el area
de un triangulo a partir de la longitud de sus lados, pero esta formula, probablemente,

habia sido desarrollada antes de su época, esta es:

A, = \/s(s —a)(s—b)(s—c)

Que la podemos encontrar enunciada como teorema de la siguiente manera:

“Si a, b, ¢ son las medidas de las longitudes de los lados de un triangulo y s designa
la medida de su semiperimetro, entonces, la medida del drea de la region
triangular esta dada por:

\/s(s —a)(s=b)(s—c)

en unidades cuadradas.” 5]

Esta formula la podemos deducir por medio del teorema de Pitdgoras o por medio de
construcciones geométricas, a continuacion veremos dos posibles demostraciones
para llegar a ésta, antes de iniciar las demostraciones definiremos semiperimetro,

segun Herén:
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Sea a, b, c longitudes de los lados del triangulo ABC respectivamente, definimos el

semiperimetro como

a+b+c
§=——
2

Demostracion 1:
Sea ABC un tridangulo donde; AC = b, AB = ¢, BC = a, AD = h, BD =n, figura (18)

A
C A b
BS— - C
Figura (18)

Haciendo uso del teorema de Pitagoras sobre el AADB tenemos:
AB? = AD? + BD?
¢’ =h*+n’ @
h? =% —n?
A partir de la generalizacion del teorema de Pitagoras, planteamos lo siguiente:

AC? = AB* + BC? £ 2(BC.BD) 2)

Despejando en (1) a BD y sustituyéndolo en (2), obtenemos:
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AC? — AB* - BC? _

+2BC 5D
b? —cz_—a2 )
B //
+2a
Elevamos ambos miembros de la igualdad al cuadrado:
(bZ _CZ _a2)2 )
=n 4
4q* )
Sustituyendo (4), en (1):
b2 —c? — g?)?
h? =c? - ( 5
4q? ®)
Resolviendo algebraicamente (5):
n 4a*c?* —(a® +c* —b?)? (6)
4q°
2ac —(a® +c* = b*))(2ac+ (a® +c* -b*
PR ( 31)(2 ( ) )
a
2ac —a® —c* +b*))(2ac + a® + c? — b?
h2 — ( 4))(2 ) (8)
a
o (7 —(a=c)")(a+o)’ - ) ©
4q°
p2 = (b=(a=c)b+(a-c))(a+c)-b)((a+c)-b) (10)
4a°
Utilizando la definicion del semiperimetro, tenemos que:
2s=a+tb+c
Entonces:
b+c—a=2s-2a at+tc-b=2s-2b a+b-c=2s-2a

Sustituyendo en (10):
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_ 25.2(s—a).2(s —b).2(s —c)
4q°
_4s(s—a).(s—b)(s—¢)
a2

h2

h2

(11)

Sabemos que # representa la altura del AABC, luego sea x el area del la region

triangular y haciendo uso de la férmula para hallar el area de un tridngulo tenemos:

BC.AD
X =
2
x? =(%] (12)
o 4s.(s—a).(s=b).(s—c¢)

4
x? =s.(s—a).(s=b).(s—c)

Con lo que llegamos a:

xX= \/s.(s —a).(s—b).(s—c)

Quedando asi demostrada la férmula de Heron para hallar el area de una region

triangular.

Este teorema también lo podemos demostrar haciendo uso de un teorema auxiliar:

“La medida del area de una region triangular cualquiera se puede expresar asi:

t(s—d), donde t es el radio de la circunferencia exinscrita, s es la medida del
semiperimetro y d la medida de la longitud del lado tangente a la

circunferencia” 5]
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Antes de iniciar con la segunda demostracion de la formula de Heron haciendo uso
del teorema auxiliar inmediatamente antes enunciado, debemos hacer la aclaracion

de lo que significa circunferencia exinscrita, pero debemos definir antes exincentro:

“Exincentro: Corresponden a los puntos exteriores de un triangulo que

equidistan de las rectas que contienen a cada uno de los tres lados.

Circunferencia Exinscrita: Es aquella circunferencia con centro en un
exincentro y tangente a los lados del triangulo o sus prolongaciones.” [18]

Figura (19)

Figura (19)

Demostracion 2:

Dado el tridngulo BCD y la circunferencia de centro F, tangente al lado BC vy a las

rectas que contienen los otros dos lados, figura (20)
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Figura (20)

Como datos preliminares para el desarrollo de la demostracién tenemos los

siguientes:
BC=d FG=t
AFBG ~ABEH
BH = MB CJ=CM DH = DJ DG = DK

Basandonos en la grafica podemos expresar el area del triangulo BCD, de la siguiente
manera:

aABCD = aADBF + aADCF - aABCF (1)

Utilizando la formula convencional para hallar el &rea de un tridangulo en (1),

tenemos:
apep . DBt DCt_ BC: 2
2 2
aABCD:(DB+D2C_BC).t 3)

Sabemos que:
DB+ DC-BC=(DB+DC+BC)-2BC=2s—2BC (4)
Ahora sustituyendo (4) en (3):

(DB+DC-BC) , _25-2BC

aABCD = t=(s—BC)t (5

y como lo enunciamos en la primera parte BC = d, entonces:
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aABCD =(s-d).t (6)
Quedando asi demostrado el teorema enunciado; ahora utilicemos este resultado para
demostrar la formula de Heron:
La medida del aABCD la podemos obtener en términos de r que corresponde al
radio de la circunferencia inscrita en el triangulo, entonces:
aABCD = sr (7)

Teniendo asi dos igualdades para determinar aABCD, multiplicando las dos
expresiones (6) y (7) obtenemos:

(aABCD)2 =rst(s—d) (8)
Ahora considerando la semejanza de los triangulos FBG Y BEH, planteamos las

siguientes razones:

BG FG

—=— (9

EH BH

FG.EH = BG.BH (10)

Por la construccion sabemos que: FG =ty EH = r, son radios de la circunferencias

respectivamente; sustituyendo en (10) tenemos:

t.r =BG.BH (11)
Expresamos el perimetro del tridngulo BCD de la siguiente manera:
BH+ HD +DJ+JC+ CM+ MB = 2s (12)
Agrupando los términos de (12):
(BH+MB) + (CJ+CM) + (HD+DJ)=2s (13)
Utilizando igualdades dadas como datos preliminares y aplicandolas en (13):
2 (BH + CJ + HD)= 2s (14)
H es un punto entre BD, entonces:
BD = BH + HD (15)
Por lo tanto en (14):
BD+CJ=s
CJ=s-BD (16)

Ahora teniendo en cuenta que 2DG = 2 DK, planteamos:
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2DG =DB + BG + DC + CK

2DK =DB+ BN+ DC+ CN = 2s a7
De donde podemos deducir que:
s =DK = DG (18)
Pero B es un punto entre DG, por consiguiente DG = DB + BG, entonces:
s =DB + BG
BG =s—DB (19)

Por (16) y (19) podemos afirmar que BG = CJ, falta expresar a BH en términos de las
medidas de los demas segmentos paso que realizaremos a continuacién partiendo de
la igualdad que BH = MB:

BM = BC-CM

CM =CJ =BG

BH=BC-BN=CN=CK=s-DC
Ya tenemos las expresiones para BH y BG las cuales sustituiremos en (11):
tr=(s-DC)(s - BD) (20)
Ahora DC =b y BD = ¢y sustiyendo (20) en (8), tenemos:
(aABCD)* = s(s —b)(s — a)(s — d) (21)

Sacando raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad, Ilegamos sin duda alguna a la
formula de Herén:

(aABCD) = \/S(S -b)(s—a)(s—d)
Llegando asi a la formula de Herdn que es de gran utilidad para el calculo areas de

regiones triangulares conociendo las longitudes de sus lados.

2.1.5 Pappus de Alejandria

Se ignora donde y cuando nacio Pappus, pero se sabe que fue el tltimo nombre ilustre
vinculado a la escuela de Alejandria; donde su trabajo mas resaltado es el libro
titulado “Coleccion matematica”, que se encuentra constituido por ocho libros, de los

cuales el primero y parte del segundo se han perdido, el libro sobre el cual
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centraremos nuestro interés es el V, ya que éste se encuentra dedicado a los
isoperimetros, dirigido a Megecio, en el que habla de la forma adoptada por las abejas
para construir las celdillas de sus panales; establece que el area del circulo es mayor
que la todo poligono regular del mismo perimetro; que la de éste es mayor que la del

irregular.

Nos centraremos en el libro V de Pappus, realizando una sintesis de este tomando lo
que se encuentra relacionado con la isoperimetria, en cuanto a las proposiciones solo

las enunciaremos ya que son muy similares a las trabajadas anteriormente.

1.2 Libro V de Pappus

El libro empieza con una carta dirigida a Megecio, donde estipula la maravilla de la
construccion de los panales de las abejas, destacando la gran habilidad que
demuestran estos animales en la construccion de los mismos, la figura que utilizan
son los hexagonos que se encuentran yuxtapuestos entre si, recubriendo totalmente la

seccion del plano que ocupan sus alvéolos.

Para conseguir este resultado mediante cierta intuicion geométrica, las abejas han
creido que estas figuras debian estar absolutamente yuxtapuestas y tener sus lados
comunes, a fin de que no pudieran caer sustancias extrafias en sus intervalos y
ensuciaran su labor; esta condicion la cumplen tres figuras rectilineas, regulares,
equilateras y equiangulas, pues las desemejantes repugnan a las abejas. Los
triangulos, cuadrilateros y hexagonos equilateros yuxtapuestos son las figuras que

pueden tener sus lados comunes sin dejar complementos desemejantes entre ellos.

El espacio que hay alrededor de un punto es llenable con seis triangulos equilateros,
puesto que cada uno de los seis angulos vale dos tercios de un recto, con cuatro
cuadrados porque resultan cuatro rectos y con tres hexagono porque cada uno
equivale un recto y un tercio; pero tres pentdgonos no bastan para cubrir el espacio
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que circunda a un punto y cuatro lo exceden, porque como el angulo del pentdgono
equivale un recto y un quinto, tres son menores y cuatro son mayores que cuatro
rectos. Las abejas no saben mas que lo que les es util, y, sobre todo, saben que el
hexédgono es mayor que el cuadrado y el tridngulo y que si se necesita la misma
cantidad de materia para construir cada una de estas figuras, el hexagono es el que
contiene méas miel.

Podemos observar como se logra la yuxtaposicién de los hexagonos y cuadrados en la

figura (21), respectivamente:

Figura (21)
Ya realizamos la demostracion que entre mayor sea en nimero de lados, mayor area
se abarca segun lo propone Zenodoro; las proposiciones que enuncia Pappus en su
quinto libro referentes a la isoperimetria son las siguientes:

1. “Entre todos los triangulos de perimetro dado, el equildtero es el de mayor darea”

Realizaremos la demostracion de esta proposicién utilizando la desigualdad entre la

media aritmética y geométrica que definimos a continuacion:
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Si ay, ay, ..., a; SOn positivos entonces g < m, donde gy m son la media geométrica y
aritmética respectivamente; entonces puede darse la igualdad ¢ = m si y solo si

aj;=dy,...= 4.

El método que utilizaremos es maximizar el area del tridngulo, llegando a lo

planteado en la proposicion.

Demostracion:
Suponemos que las longitudes de los lados del triangulo son a, b y ¢, entonces el
perimetro es: p = a+b+c y utilizando la férmula de Heron para hallar el area del

triangulo en términos de los lados, obtenemos:

A= \/s(s —a)(s—b)(s—c)

+b+ .
y sabemos que S:uzg; que es constante para todos los triangulos

2
considerados; como buscamos maximizar 4 y esto es lo mismo que maximizar 4°; ya
que A > 0; y a su ves maximizar s (s -a)(s - b)(s - ¢) s lo mismo que maximizar

(s-a)(s - b)(s - ¢); yaque s >0.

Ahora hacemos uso de la desigualdad entre la media aritmética y geométrica para los
nameros s —a, s — b, s — ¢; sabemos que todos son positivos utilizando la desigualdad
triangular donde se cumple:

a<b+e b<a-+c c<b+a

Tomando como ejemplo a < b + ¢ y sumamos a a ambos miembros y dividiendo

por 2 obtenemos:

40



at+a a+b+c
<

2 2
at+b+c
2

a<

Utilizando la definicion de semiperimetro y reemplazando tenemos; a < s, por lo que
s —a > 0, que es lo que queriamos, el mismo razonamiento lo podemos utilizar para
los otros dos numeros; ahora podemos aplicar la desigualdad entre las medias,

definiendo la media aritmética como sigue:

’n:(s—a)+(s;b)+(s—c)
m:3s—w+b+d
3

Utilizando la definicion de semiperimetro, entonces:

atb+c=2s

Luego:
3s—2s s
m = = —
3
y m > g, debe ser m® > g°, es decir:
3
msz(%j > g =(s—a)(s—b)(s—c) (1)

donde es vélida la igualdad siy solosis—a=s—b =s—c¢, esdecira=5b=c, 0sea

si y solo si el triangulo es equilatero.

Multiplicando la desigualdad (1) por s obtenemos:
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4

;—Sz(s—a)(s—b)(s—c)=A2

Sacando raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad, tenemos:

2
S

A<
33

Llegando a la igualdad si y solo si el triangulo es equilétero; en otras palabras, todas
las areas son menores que el termino derecho (el mismo para todos los triangulos

considerados), excepto para el caso del equilatero para el que vale la igualdad.
Ya obtuvimos las demostraciones correspondientes a los tridngulos y cuadrilateros de
mayor area, ahora podemos analizar el enunciado propuesto por Zenodoro acerca de

los poligonos regulares, partamos del siguiente teorema:

“El area de un poligono regular es igual al producto de su semiperimetro por su

)J3
apotema

Demostracion:

Suponemos que ABC... es un poligono regular de » lados, donde:

[ =lado a’ = apotema p = semiperimetro

Realizamos ahora la siguiente construccion auxiliar; trazamos la circunferencia

circunscrita al poligono y unimos el centro O con cada uno de los vertices. Se

formaran » triangulos de base / (lado) y altura a (apotema); figura (22)

¥ BALDOR, Geometria plana y del espacio, pp 220.
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Q

A —H B

Figura (22)

Expresamos el area del poligono ABC..., como la suma de las areas de cada uno de

los tridngulos obtenidos:

a®ABC...=a AAOB+aABOC+ ... (1)
Pero:
1 1
aAAOBzEIa 2

y asi con cada uno de los triangulos que se obtengan, sustituimos en (1):

a®ABC... = lla'+£la'+£la'+... (n veces)
2 2 2
Entonces:
1 1
aOABC... =§la *n 3)

y COmMo %l = p; por la definicion de semiperimetro, sustituimos en (3) y obtenemos:

aOABC...=p*a

que es lo que queriamos demostrar; ya teniendo expresada el area del poligono
regular de » lados en funcién del semiperimetro podemos realizar un analisis similar

al llevado a cabo en el caso de los tridangulos, analisis que omitimos.

De esta manera es posible demostrar que dado un perimetro fijo el poligono regular
de n lados es el que abarca mayor area como lo propuso Zenodoro.
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La segunda proposicion propuesta por Pappus es la siguiente:

2. “El circulo es mayor que todo poligono equilatero y equiangulo cuyo perimetro

sea igual a la circunferencia del circulo”

Esta proposicién es el eje central sobre el cual se ha desarrollado el problema
isoperimétrico a través de la historia de la matemética, primero miraremos un caso
particular en el cual llegaremos a este resultado por recurrencia y posteriormente

citaremos una demostracion propuesta por Steiner.

Partamos de que tenemos un perimetro /, y se nos pide construir las siguientes figuras
un tridngulo equilatero, un cuadrado, un pentagono regular, un hexagono regular y
una circunferencia; por la demostracion ya realizada en la pagina 26, sabemos que a
medida que el nimero de lados del poligono crece el area aumenta por lo tanto el area

maxima sera la del circulo.

Ahora una de las demostraciones que encontramos referente a la solucion de este
problema es la propuesta por Jacob Steiner en 1838, haciendo uso del calculo y

métodos geométricos, partiendo de lo siguiente:

Dada una curva C, que entre todas las curvas encerradas de longitud dada /, encierra

el area maxima, buscamos demostrar que esta curva es la circunferencia.
Demostracion:

Lo primero que debe ser demostrado es probar que C debe ser convexa, de no ser asi,
podremos construir una nueva curva C* como podemos observar en las figuras

siguientes, que tienen la misma longitud que la primera pero que acota mayor area.
Figura (23)
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Figura (23)

Una vez justificada la convexidad de la curva, elijamos sobre la curva convexa C dos
puntos, A 'y B de modo que dividan a C en dos arcos C' Y C” de igual longitud. La
recta que pasa por Ay B divide al area de la curva C en dos trazos de areas S1y Sz
respectivamente.

La propiedad de optimizacion de la curva C implica que si S1 y Sz sean iguales; si no
fuera asi por ejemplo si S1 fuese mayor que Sz, entonces podriamos reflejar la region
de area S1 respecto de la recta que une A con B y obtendriamos una nueva region, la
unién de esta regién con su imagen reflejada formaria una figura plana de mayor area
que la abarcada por la curva C, de manera que la longitud de su perimetro seguiria
siendo /; obtendriamos asi una contradiccion con el caracter 6ptimo de la curva C, en

consecuencia las areas S1 y Sz deben ser iguales.

Por ultimo para demostrar que C es una circunferencia, serd suficiente demostrar que
C’ y C” son semicircunferencias.

Para ello suponemos que uno de los arcos no fuera una semicircunferencia, por
ejemplo el arco C'.

Ello implicara la existencia de un punto sobre él, R, de manera que el A ARB no fuese

rectangulo en R.
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Entonces movemos como si hubiese un carrete infinitesimal_instalado en R hasta que
el angulo en R sea recto y en esta posicion reflejamos la figura obtenida en la recta
AB para obtener una curva cerrada con longitud / pero que acota mayor area que C,
en contra del caréacter 6ptimo de la curva C, por ende el poligono correspondiente es

la circunferencia.
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I11. CUADRATURA DE POLIGONOS*

En el capitulo correspondiente a los antecedentes histéricos de la isoperimetria
encontramos los aportes realizados por Hipdcrates que residen en la cuadratura de lanulas,
procedimiento mediante el cual a partir de una superficie curvilinea se obtiene un cuadrado
de igual é&rea, partiendo de esta idea, en este capitulo, mostraremos diferentes
procedimientos geométricos mediante los cuales es posible obtener cuadrados de igual area

a un poligono dado, entendiéndose por cuadratura lo siguiente:

*““La cuadratura de una figura plana es la construccion con regla y compas de un

cuadrado con la misma superficie de la figura plana original. Si la cuadratura de

una figura plana puede ser llevada a cabo, se dice que la figura es cuadrable.”

[6]

Empezaremos con la cuadratura de un rectangulo, seguidamente la de un triangulo para asi

llegar a la cuadratura de un poligono cualesquiera.

3.1 Cuadratura del rectdngulo

Lo enunciamos de la siguiente manera:

* Estas construcciones se encuentran basadas en las expuestas por Carmen Galvan en [6]
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Sea BCDE un rectangulo arbitrario, con regla y compas construir un cuadrado que

tenga area igual a la del rectangulo dado.

A partir del enunciado lo primero que realizaremos es la construccion para posteriormente

realizar la demostracion:

Construccion:

Dado el rectdngulo BCDE y con centro en E trazamos la circunferencia de radio ED, donde
F es el punto de interseccion entre la recta BE vy la circunferencia; luego, encontramos el
punto medio del segmento BF sea éste G; con centro en G trazamos la circunferencia con
radio BG, donde H es el punto de interseccion de la recta DE y la circunferencia con centro
G, quedando asi determinado el segmento EH, éste corresponde a uno de los lados del

cuadrado, con él construimos el, cuadrado HEOK ; figura (24).

Figura (24)

48



Ahora debemos demaostrar que las areas del rectdngulo BCDE y del cuadrado HEOK son

iguales:

Demostracion:

Razdn

Afirmacién

1HG=a,EG=b,EH=c

2. HE L BF

3. E es un punto entre FG
G es un punto entre BE

4. Z/ZHEG es recto

5. H, E'y G no son colineales

6. AHEG es recto

7.a?=pb*+c?

8.c?=a’-b?

9.FG=BG=HG=a

10. FG =FE + EG

BE =BG + GE
11. FE=FG-EG
12.FE=a-b
13.BE=a+b
14. a/7BCDE = BE * ED
15.ED =EF

16. a//BCDE = BE*EF
17. a//BCDE =(a + b) *(a—b)
18. a//BCDE = a* - b?

19. a//BCDE =¢?

20. a//EFKH= ¢?

21. a/7BCDE =a/JEFKH

Notacion.
Construccion.
Construccion.

Definicion de perpendicular (2).
Construccion

Definicidn triangulo rectangulo (4, 5)
Teorema de Pitagoras (6).

Algebra (7).

Radios de la misma circunferencia
Definicion de punto entre (3).

Algebra (10)

Sustitucion (1, 9, 11)

Sustitucion (1, 9, 10)

Formula para hallar el area del rectangulo.
Radios de la misma circunferencia.
Sustitucion (14, 15)

Sustitucion (12, 13, 16)

Diferencia de cuadrados (17)
Sustitucion (8, 18)

Formula para hallar el area del cuadrado
Transitividad (19, 20)
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Quedando asi demostrado que es posible construir un cuadrado de igual area a un

rectangulo arbitrario dado, asi que el rectangulo es una figura cuadrable.

3.2 Cuadratura del tridngulo.

Lo enunciamos de la siguiente manera:

Sea ABC un triangulo arbitrario dado, construir con regla y compas un cuadrado

que tenga area igual al tridngulo dado.

Construccion:

Dado el tridngulo ABC, trazamos una de sus alturas, aquella que contiene al vértice A, ésta
cortara al segmento BC en el punto D, posteriormente hallamos el punto medio del
segmento AD, que denominaremos E; con centro en C, trazamos una circunferencia con
radio BC, hallamos el punto de interseccion entre la circunferencia con centro C opuesto al
punto B y la recta BC; a este punto lo nombramos H, por el punto E construimos una recta
paralela a la recta BH; desde el punto H trazamos una perpendicular a la recta recta paralela
obtenida y al punto de interseccion lo nombramos G, este mismo procedimiento lo
realizamos desde el punto C obteniendo asi el punto F, obteniendo asi el rectangulo CGHF;
figura (25).

Figura (25)
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Debemos demostrar que el area del rectangulo obtenido en la construccién es igual al area

del tridngulo original.

Demostracion:

Razon Afirmacion
1. a4ABC =% (BC)*(AD) Formula para hallar el &rea del triangulo.
2. BC=CH Construccion.
3.CF || ED Teorema dos rectas son paralelas, si
ambas son perpendiculares a la misma
recta.(Construccion).
CF=ED La distancia entre paralelas es igual (3).
5. AD =AE +ED Construccion y definicion de punto medio.
ED =% AD
AD =2ED
a AABC =% (CH)* 2(ED)
6. aA4ABC = (CH)* (ED) Sustitucionde 2y 4 en 1.
7. a AABC =% (CH)*(AD) Algebraen 5.
8. a//CHGF = (CH)* (CF) Formula para hallar el area del rectangulo.
9. a//CHGF = (CH)* (ED) Sustitucion (4, 8).
10 .a4ABC =a [JCHGF Transitividad entre las igualdades (6, 9)

Llegando asi a demostrar que el area del rectangulo es igual a la del tridangulo original, y
con ello podemos realizar la cuadratura del rectangulo como lo hicimos en el primer

procedimiento.

Las anteriores cuadraturas seran la base para las cuadraturas y construcciones que

realizaremos a continuacion
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3.3 Cuadratura de poligono de n lados donde n> 4
Al conocer ya los métodos de cuadratura del triangulo y rectangulo, el paso a seguir es
construir procedimientos mediante los cuales podamos llevar a cabo la cuadratura de
cualquier poligono dado, trabajaremos dos que consisten el primero en la diseccion de
angulos y el segundo que se basa en la construccion de triangulos equivalentes.

3.3.1 Diseccion de angulos

Lo enunciamos de la siguiente manera:

Sea ABCDE un poligono irregular arbitrario, con regla y compas construir un

cuadrado que tenga area igual a la del poligono dado.

Construccion:

Dado un poligono ABCDE irregular, trazamos los segmentos AD y BD, subdividiendo asi
el poligono en triangulos de areas m, n y t. Figura (26), donde tenemos las siguientes
igualdades:

aAAED =m aAADB =n aABDC =t
Luego:

a¢ >ABCDE = a AAED + aAADB + aABDC

® Este simbolo lo utilizaremos para identificar los poligonos irregulares de més de cuatro lados.
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Figura (26)

Realizamos la cuadratura de cada uno de los triangulos como hicimos en la demostracion
anterior para posteriormente llevar a cabo la cuadratura de los rectangulos obtenidos, en la

figura (27) presentamos el ejemplo para el A ADB

A B L
Figura (27)

Las cuadraturas logradas son:
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Figura (28)

Establecemos las siguientes igualdades:
UT=c OP=d YX=¢e
A continuacion construimos un triangulo rectangulo tal que la longitud de sus catetos sean
c y d respectivamente, cuya hipotenusa, tiene una longitud x; aplicando el teorema de
Pitagoras tenemos que:
x> =c?+d?

Seguidamente, sobre x, construimos un triangulo rectangulo con catetos de longitud x y e,
cuya hipotenusa tenga una longitud j (Figura (28)) y nuevamente aplicando el teorema de
Pitagoras:

jz — 24 x2
Finalmente, construimos el cuadrado de longitud de lado j (Figura (28)) y utilizando
métodos algebraicos y las construcciones realizadas anteriormente podemos comprobar que
el area del cuadrado construido es igual a la del poligono dado, de la siguiente manera:

j2 — XZ +e2

jZ=c?+d*+e?

jP=m+n+t
Logrando asi la cuadratura de un poligono irregular de n lados donde n > 4; este mismo
procedimiento lo podemos realizar con cualquier clase de poligonos regular o irregular,
para la demostracion de esta construccion lo que hacemos es tomar como base las primera

dos cuadraturas realizadas; figura (29).
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Figura (29)

De estad manera llegamos a la siguiente igualdad:
a0 ABCDE =aABZR

3.3.2 Construccidn de triangulos equivalentes

Este es un método en el cual, a partir de la utilizacion de construcciones geométricas
logramos un tridngulo de igual area a la de un poligono dado, para posteriormente realizar
la cuadratura del triangulo obtenido; sin embargo para realizar esta construccion es
necesario que primero realicemos la construccion de la siguiente proposicion propuesta por

Euclides

““Los triangulos colocados sobre la misma base y las mismas paralelas son
equivalentes™.Figura (30)
171
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Figura (30)
Demostracion:

Dado AABC, trazamos una paralela al segmento BC por el punto A, tomamos un punto D
sobre la paralela y construimos el ADBC, posteriormente trazamos las paralelas

correspondientes a los otros dos lados del triangulo; entonces tenemos:

BC|| DA BAl| CL CAll BJ

Obteniendo asi los paralelogramos BJAC y BALC, los cuales son equivalentes porque se

encuentran entre la misma base BC y entre las mismas paralelasﬁ y DJ, trazamos las
diagonales de cada uno de los paralelogramos y obtenemos:
ALAC = A ABC y AABC = A JBA
por transitividad entre las congruencias;
ALAC = A JBA
llegando asi a demostrar que los triangulos son congruentes y a la vez equivalentes; por lo
tanto al tomar cualquier punto sobre la recta paralela uno de los lados del AABC, cuya base
sea el lado elegido y el vértice opuesto, al punto marcado equivalente con el triangulo
inicial; por consiguiente
aADBC =a A ABC
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Ahora, a partir de la anterior proposicion vamos a realizar la construccion del triangulo

equivalente a un poligono dado.

Construccion:
Dado un poligono convexo ABCDE, el punto D’ es la interseccion de la prolongacion del
lado AE con la recta paralela a la diagonal CE por el vértice D, trazamos el segmento CD’
obteniendo el cuadriladtero ABCD’  equivalente al pentagono haciendo uso de la

demostracion anterior ya que; figura (31).

aACDE =a ACD’E

Figura (31)

Ahora trazamos la recta paralela a la diagonal CA, por el punto D’ y prolongamos el lado
BA, obteniendo asi el punto J como punto de interseccion entre la prolongacion de la recta
BA y una de las rectas que pasa por el punto C; si trazamos el segmento CJ, obtenemos el
AACJ equivalente al AACD’; figura (32).
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Figura (32)
Posteriormente, podemos plantear lo siguiente:

a0 ABCDE = a0 ABCD’
por las construcciones realizadas:
a0 ABCD’ =a AABC + aAACD’

a AJBC = aAACJ + aAABC
por transitividad de las igualdades y equivalencias anteriores llegamos a que:
a0 ABCD’ =a AJBC
que es el propdsito que teniamos en esta parte, al tener ya el tridngulo equivalente al
poligono, el paso final es realizar la cuadratura de este triangulo, paso que omitimos ya

que es el mismo realizado anteriormente.

De esta manera concluimos las construcciones de poligonos de igual &rea, mediante

procedimientos geométricos.
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CONCLUSIONES

Durante la elaboracion de la propuesta y finalizacion de la misma puedo decir que:

¥4

El concepto de area y perimetro que se ensefia actualmente en la mayoria de las
instituciones, estd dejando de lado toda una historia y procedimientos geométricos

que le pueden aportar a la formacion matematica de los estudiantes.

Enriqueci mi conocimiento geométrico y mis habilidades para las demostraciones

geométricas.
El replantear demostraciones elaboradas por los matematicos en la antigliedad sin
referentes bibliograficos, es un procedimiento en el que se requiere dedicacion y

esfuerzo.

Reconoci la importancia de las figuras geométricas dentro de diferentes entornos

culturales como, la arquitectura y la naturaleza.

Conoci la belleza de las construcciones geométricas, principalmente de las

cuadraturas de algunos poligonos.
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