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Resumen

Este trabajo surge por la inquietud de estudiar las funciones polinémicas en un plano
diferente al usual, plano PAR -Parallel Axes Representation- (Nachmias y Arcavi, 1990; citado
en Morales Rozo, 2021). Para ello, se tuvieron en cuenta referentes metodolégicos (la ingenieria
didactica, el método inductivo y deductivo) y conceptuales. Estos ultimos son: la nocién de
representacion y la influencia que esta tiene en el aprendizaje, el conocimiento del profesor de
matematicas siguiendo el modelo de Stacey (2008) y lo expuesto de las funciones polindmicas en
algunos textos de educacion secundaria y media.

Como resultados de este estudio se identificaron las representaciones graficas que tienen
las funciones lineales, cuadraticas y cubicas, asi como su expresion algebraica en el plano PAR.
Ademas, se logré generalizar comportamientos que identificaban a las funciones pares e impares
en dicho plano. Para ello, se desarrollé un programa en el software GeoGebra que permite
reconocer el comportamiento y las particularidades de cada funcién.

Palabras clave: Plano PAR, funciones polindmicas, nocion de representacion,

conocimiento del profesor, GeoGebra.



Introduccion

El presente documento es una monografia producto de la formacion académica de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional [UPN]. Este trabajo tiene
como finalidad estudiar las representaciones de funciones polindbmicas de R — R en un sistema
con ejes paralelos, llamado plano PAR -Parallel Axes Representation- (Nachmias y Arcavi,
1990; citado en Morales Rozo, 2021). En este sentido, este documento se organiza a partir de
cuatro capitulos: preliminares, marco de referencia, estudio de funciones polinémicas en el plano
PAR, y resultados y conclusiones.

El primer capitulo denominado Preliminares contiene la justificacion del proyecto que
expresa las razones por las cuales se inici6 esta investigacion, los objetivos generales y
especificos que destacan los aspectos importantes que se quieren abordar con el trabajo, y la
metodologia de investigacion, que se utilizé para dar orden y coherencia al estudio: la ingenieria
didactica, y el método inductivo y deductivo. De esto Ultimo, adicionalmente, se plante6 como se
relaciona cada aspecto metodoldgico con el estudio de las funciones en el plano PAR y la
construccion misma del trabajo llevado a cabo.

El segundo capitulo, denominado Marco de referencia, esté dividido en cinco apartados
que corresponden con: (1) la nocidn de representacion, donde se esbozara su importancia en
relacion con el campo de la Didactica de las Matematicas; (2) la formacion y el conocimiento que
el profesor de matematicas debe tener a favor de su labor docente, segun lo propuesto por Stacey
(2008); (3) el uso de las TIC para el aprendizaje de las Matematicas; (4) las caracteristicas
propias del plano PAR, (5) y lo expuesto en algunos libros de texto sobre el estudio usual de las

funciones polindmicas en la educacion secundaria y media.



El tercer capitulo se centra en el estudio de las funciones polinémicas en el plano PAR. El
cual incluye, la representacion grafica y algebraica de las funciones polinémicas en el plano
PAR, y las expresiones que permiten identificar y caracterizar la transformacion de cada funcién
polindmica del plano cartesiano al plano PAR y viceversa. Es de mencionar que lo presentado en
este capitulo contd con el apoyo del software GeoGebra.

En el cuarto capitulo se encuentran los resultados y conclusiones propios del presente
trabajo. De esto, es de destacar los aportes del mismo en la formacion académica de los futuros
profesores de matematicas en relacion con los errores que se tuvieron a lo largo de su desarrollo
para la consecucion de los objetivos propuestos, asi como el uso del software GeoGebra y los
procesos inmersos durante el estudio matematico.

Finalmente, es de mencionar que un producto adicional fue el disefio de un programa en

GeoGebra ubicado en el siguiente enlace https://www.geogebra.org/m/wkapgh52, dicho

programa se utiliz6 de manera transversal en todo el planteamiento y estudio de las funciones

polindmicas.


https://www.geogebra.org/m/wkapgb52

Capitulo I. Preliminares

En este capitulo se encuentra la justificacion del trabajo relacionada con el interés
academico en algunas asignaturas de la Licenciatura y con la importancia de la nocion de
representacion en la Historia de las Matematicas, su articulacion con el objeto matematico a
estudiar y la importancia del objeto dentro del curriculo escolar colombiano.

También se presentan los objetivos propuestos para el estudio y el desarrollo del mismo; y
los aspectos metodoldgicos a usar en el trabajo (ingenieria didactica, y método deductivo e
inductivo), continuando con la aplicacion de ellos en cada parte del estudio y finalizando con las

fases de desarrollo y los recursos empleados.

Justificacion

De los cursos de la linea de Geometria y particularmente, del espacio académico de
Geometria Analitica de la Licenciatura en Matematicas de la UPN, se generd un interés personal
y profesional por las propiedades y caracteristicas que tienen las Figuras geométricas en el plano
cartesiano, aclarando que la representacion no solo hace parte de la Geometria, sino que, es
transversal a todas las ramas de las Matematicas; por ello, se hace referencia a la nocion de
representacion (Rico et al., 2000) como uno de los asuntos a estudiar.

A lo largo de la Historia de las Matematicas, la nocion de representacion ha estado
inmersa. Particularmente, a principios del siglo XV1I con la obra del matematico Rene Descartes,
La Geometrie, se muestra la relacion que existe entre la construccion de curvas geométricas y la
solucion de ecuaciones algebraicas (Esteve, 2001). Otro momento en el cual la nocién de
representacion dio un giro fue en 1960, cuando se dio la necesidad de no utilizar representaciones

como forma de demostracion (Viviente, 1988), especialmente en el Algebra y la Geometria.



En el campo de la Filosofia de las Matemaéticas la nocion de representacion se ha
estudiado por pensadores como Kant, quien la utiliz6 como una base epistemoldgica en su critica
a la razon puray por Platon en el mito de la caverna donde el conocimiento es la representacion
del mundo de las ideas (Rico, 2009); generando asi, que esto se utilice como una herramienta que
ayuda a la comprension y al conocimiento de las Matematicas.

Por otro lado, en el campo de la Didactica de las Matematicas las representaciones han
sido de gran importancia. Esto debido a que es posible abstraer y analizar los conceptos y objetos
matematicos a partir de sus diferentes representaciones (algebraicas, graficas o simbdlicas) que
estos puedan tener. Ademas, brindan la facilidad de recordar, razonar y comunicar ideas; por tal
motivo, las representaciones cumplen un papel intermediario entre el concepto y el sujeto.
Sefialando asi lo expuesto por Rojas (2012), que “todo concepto matematico remite a un no-
objeto y por tanto no son posibles las referencias ostensivas y hay una obligatoriedad a servirse
de representaciones” (p. 2).

Con base en lo anterior y otros elementos de las Matematicas y las matematicas escolares,
se decidié que el asunto matematico a estudiar es la representacion grafica de funciones
polinémicas en un sistema de representacion no-usual (diferente al plano cartesiano).
Particularmente, el sistema de representacion a utilizar es el plano PAR, el cual se caracteriza por
tener los ejes x y y paralelos, lo que conlleva a que las coordenadas tengan una representacion
diferente haciendo que sean rectas y no puntos. En este sentido, las funciones polinémicas
tendran distintas representaciones a las obtenidas y estudiadas usualmente en el plano cartesiano.

En lo que se refiere al estudio de las funciones, en el curriculo colombiano el pensamiento
variacional tiene un proceso mas lento, ya que se diferencia por tener una complejidad en la
comprension del concepto de funcién y todo lo que ella implica, que es: la magnitud que varia 'y

la que permanece constante, la dependencia e independencia de variables y la razon de cambio.



Ademas, del reconocimiento propio de sus caracteristicas y del comportamiento de sus diferentes
representaciones (MEN, 2006). Sin embargo, se evidencia la importancia que tiene la funcion en
la resolucidn de problemas, ya que desarrolla el anélisis, la modelacion y la argumentacion de los
estudiantes al momento de explicar distintos fendmenos no solo del contexto matematico, sino,
de otras ciencias (ej. sociales, fisica y biologia).

Asi, como el plano cartesiano es estudiado para la comprension de funciones polindmicas
a partir sus representaciones graficas, se espera que con el plano PAR ocurra lo mismo, de tal
manera que se puedan evidenciar las variaciones que presentan las funciones cuando se realizan
modificaciones al plano de representacion; permitiendo identificar las fortalezas, y quizas
debilidades, al momento de utilizar la representacion en los procesos de ensefianza y aprendizaje
relacionados con estos objetos de estudio a nivel de la educacion basica secundaria y media. De
tal manera, se pretende tener un panorama mas amplio, que este basado en la experiencia y en el
estudio de las funciones con la finalidad de tener un acercamiento a posibles cuestionamientos
que se presentan en la clase de matematicas al abordar la representacion de funciones y dar una
mejor articulacion entre las funciones y sus diferentes representaciones.

Por otra parte, y con base en los intereses académicos presentados se plantea la pregunta
problema a tener en cuenta: ;cuales son las representaciones de las funciones polinémicas en el
plano PAR? De la anterior pregunta, surgen los siguientes cuestionamientos, a los que también se
espera dar respuesta: ;,cOmo esta actividad matematica aporta a mi formacién como futura
profesora de matematicas?; y ¢se podran incorporar recursos tecnologicos para el estudio de las
representaciones de las funciones polindmicas en el plano PAR? Si es el caso, ¢como, para qué y

cuéles?



Objetivos

Para el estudio que se expone en el presente trabajo de grado se proponen los siguientes

objetivo general y objetivos especificos, respectivamente.

Objetivo General

Estudiar las representaciones de funciones polinémicas de R — R en el plano PAR,

teniendo en cuenta las propiedades y caracteristicas de estas.

Objetivos Especificos

e Elaborar un marco de referencia que aluda al estudio del concepto de representacion, de
las funciones polinémicas de R — R en el plano cartesiano, y del plano PAR.

e Caracterizar e identificar las representaciones de las funciones polinémicas en el plano
PAR.

e Escribir los resultados y conclusiones del estudio de las funciones polinémicas en el plano
PAR, haciendo énfasis en como este tipo de estudios influyen en la formacion de futuros

profesores de matematicas.

Aspectos metodologicos

La metodologia tenida en cuenta para el desarrollo de este trabajo es la ingenieria
didactica, de la cual se presentan las caracteristicas y fases que fueron utilizadas para darle al
documento y al estudio realizado una mejor coherencia y cohesion. Ademas, se menciona la
importancia que el método inductivo y deductivo tuvo para encontrar todos los resultados
presentados a medida que se iba haciendo el estudio de cada funcién polinémica en el plano

PAR.



Elementos sobre la metodologia

Para este trabajo se toma la definicidn de ingenieria didactica segun Douady (1995) la
cual dice “la ingenieria didactica es el conjunto de secuencias [...] concebidas, organizadas y
articuladas en el tiempo de forma coherente para efectuar un proyecto de aprendizaje” (p. 61). La
ingenieria didactica como metodologia de investigacion empezo a surgir en Francia en los afios
ochenta, a partir de la necesidad de evidenciar la efectividad de las investigaciones educativas en
la ensefianza y el aprendizaje de la escuela. De esta metodologia, segun Artigue (1995), se hace
necesario resaltar que para la construccién de un proyecto se necesita de unas buenas bases
conceptuales para la obtencion de un nuevo conocimiento, ademas de tener la habilidad para la
articulacion adecuada de ellas dentro del proyecto.

Por su parte, Calderon y Ledn (2012) dicen gque esta metodologia se caracteriza por tener
una micro y una macro ingenieria, que surgen a través del analisis de las secuencias propuestas.
La micro ingenieria, se evidencia cuando en la investigacion se puede trabajar la complejidad de
los fendmenos de manera local y precisa, observando la relacion entre la ensefianza y el
aprendizaje; y la macro ingenieria se basa en la comprension de la micro ingenieria a través de la
duracion de la relacion anteriormente mencionada.

Dentro de la ingenieria didactica se destaca al proceso de validacion como aquel analisis
gue se realiza a priori con los recursos didacticos que se van a implementar en la investigacion, y
el producto obtenido despues de realizar las tareas (momento a posteriori). Asi mismo, es
necesario contrastar y validar las preguntas iniciales que se plantearon al inicio de la
investigacion con los resultados de esta para asi generar las conclusiones. Esta es una de las
principales caracteristicas por las cuales se diferencia la metodologia de la ingenieria didactica

con las demaés, ya que sus analisis y conclusiones se hacen a través del estudio de casos como: el



andlisis de tareas especificas de un determinado objeto matematico; entendiendo las tareas como
aquellas que permiten generar y desarrollar habilidades en el proceso para alcanzar los
aprendizajes del objeto, teniendo la posibilidad de enlazar los conocimientos macro y micro
curriculares.

Adicionalmente, Artigue (1995) plantean que esta metodologia concibe cuatro fases que
le permiten al investigador distinguir cada proceso en la investigacion. Las fases son: analisis
preliminar, concepcidn y analisis a priori, experimentacion, y analisis a posteriori y evaluacion.
A continuacion, se presentan los elementos generales de dichas fases:

Fase de andlisis preliminar: Esta fase se caracteriza por una blsqueda exhaustiva del
campo epistemolégico del objeto; de sus formas de ensefianza y los efectos de esta; y de la
comprension por parte de los estudiantes, teniendo en cuenta sus dificultades conceptuales y
coémo estas impiden su proceso de aprendizaje. Ademas, se caracteriza por no estar en una parte
especifica del trabajo, aunque si se utiliza como base para el desarrollo del mismo en las otras
tres fases.

Fase de concepcion y andlisis a priori: En esta fase el investigador identifica y toma la
decision de trabajar sobre un determinado grupo de variables, estas variables pueden ser macro
didacticas como la organizacion global, y micro didacticas enfocadas al anélisis de la secuencia
de tareas. A su vez, en esta fase se tiene el andlisis a priori que se basa en el estudio del conjunto
de hipotesis de las cuales se observa el proceso de aprendizaje en cada una de las fases.

Fase de experimentacion: En esta fase se pone en practica las secuencias de tareas y a
partir de ello, se hace la recoleccion de datos que se enfocan en las variables determinadas.

Fase de analisis a posteriori y evaluacién: Esta fase constata la validacién de las
hipétesis generadas en la investigacion con los datos obtenidos en la experimentacion, la cual se

realiza teniendo en cuenta el andlisis del contenido.



A su vez, los métodos inductivos y deductivos se ven evidenciados en la metodologia del
documento, ya que a partir de ellos se hace posible llegar a conclusiones de manera més efectiva
y préctica. Particularmente, el método inductivo es de carécter ascendente ya que permite llegar a
una generalizacion a través de casos particulares evidenciando sus caracteristicas, propiedades y
comportamientos (Abreu, 2014).

Por su parte, el método deductivo se caracteriza por estudiar la aplicacion de las
generalidades de un fendmeno a casos particulares o especificos, ademas, para este documento se
ve lo mencionado por Samper et al. (2010) quienes clasifican una parte del razonamiento en
Geometria como una deduccién formal que cumple unas caracteristicas, las cuales fueron
aplicadas en el estudio:

e Aceptacion de definiciones equivalentes y seleccion de la(s) mas Util(es) para un proceso
de demostracion o en la resolucion de problemas.

e Deduccion de informacion nueva acerca de una Figura teniendo en cuenta informacion
previa.

e Reconocimientos de cuando y como utilizar elementos auxiliares en una Figura.

Ahora bien, para determinar los aspectos en los cuales se centro este estudio respecto a la
metodologia de la ingenieria didactica, y los métodos deductivo e inductivo. Se destaca que,
aunque no es un trabajo enfocado en el disefio e implementacidn de secuencias de tareas o de un
proyecto de aprendizaje, si se realiz6 un estudio secuencial y coherente del objeto matematico:
funciones polinémicas. Permitiendo poner en practica los métodos deductivos e inductivos para
encontrar y determinar las representaciones graficas y algebraicas méas adecuadas al objeto

matematico. Ademas, de aprender a partir de la experiencia como son los procesos de aprendizaje



por los cuales pueden atravesar los estudiantes en su proceso formativo con dicho objeto

matematico.

Fases del estudio

Este apartado se continuara con los elementos de la metodologia haciendo referencia a los
cuatro momentos que se tuvieron en cuenta para el desarrollo del estudio propuesto, realizado y
presentado en este trabajo.

En el primer momento, se consulté informacion para sustentar a través de la Historia la
importancia del objeto a trabajar en los campos de las Matematicas y la Didactica de la
Matematicas. Asi mismo, se plantearon los objetivos general y especificos y se decidio la
metodologia a implementar para desarrollar de manera adecuada este documento.

Para el segundo momento, se busco informacién sobre la nocidn de representacion y la
importancia que ésta tiene en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, ademas, se hizo
necesario reconocer que conocimientos debia tener el profesor de matematicas y cdmo estos se
ven reflejados en el aprendizaje de sus estudiantes. Con base en ello y la importancia de los
recursos tecnologicos en el aula, se buscaron articulos que estuvieran relacionados con las
fortalezas y debilidades que tales recursos tienen en la ensefianza y aprendizaje ya que para este
trabajo se hizo uso de un software. Para el uso del software se necesito reconocer las
caracteristicas y propiedades que tiene el plano PAR, distinguiendo principalmente sus ejes y sus
coordenadas.

Para finalizar se tuvo en cuenta el objeto matematico a estudiar: funciones polinémicas; se
realizé una basqueda y revision de referentes tedricos como lo fueron textos disefiados para la
educacion basica secundaria y media, y articulos centrados en las funciones destacando sus

caracteristicas y representaciones en el plano cartesiano, las cuales permitieron dar solucion y



orden al estudio. Lo anterior con la finalidad de poder construir lo que se denominé en este
documento como el marco de referencia.

El tercer momento, hace referencia al estudio de las funciones polinémicas en el plano
PAR, el cual se desarrollé de la misma manera como se expuso en el marco de referencia:
funcion lineal, cuadrética, cibica y pares e impares. En cada una se realiz6 un analisis detallado
del comportamiento de las funciones empezando con ejemplos especificos y encontrado de alli
las generalidades que eran definidas a partir de las modificaciones hechas a los pardmetros.
También, se identificaron las representaciones gréaficas y algebraicas, encontrando
particularidades en cada una de ellas basadas en las representaciones implementadas en el plano
cartesiano.

Dichas representaciones se lograron identificar con ayuda del software GeoGebra, sin
embargo, al principio se trazaban las funciones de manera manual, es decir se hacian las
coordenadas punto a punto, lo cual no permitia ver un comportamiento de la funcién
especialmente de la funcidn lineal puesto que fue la primera en estudiarse. Por tanto, se decidi6
crear un programa que permitiera graficar cualquier cantidad de coordenadas de manera
inmediata segun la funcion que se estuviera analizando. Se aclara que la eleccidn del software fue
de caracter personal, ya que era el mas usado y conocido por la FEM.

Por ultimo, el cuarto momento, corresponde al capitulo de resultados y conclusiones en el
cual se articularon las soluciones obtenidas, los objetivos propuestos, y los logros y dificultades
que se tuvieron a lo largo del estudio. Ademas, los aprendizajes que dejo este trabajo en la

formacion profesional y personal de la FEM.



Capitulo I1. Marco de referencia

El marco de referencia en correspondencia con lo que se menciond en la introduccion esta
dividido en cinco apartados. El primero alude a la nocion y concepto de representacion, su
historia, su uso e importancia en el campo de la Didactica de las Matematicas, y los tipos de
representaciones que existen. El segundo apartado, estara relacionado con el conocimiento que
debe tener el profesor de matematicas para la ensefianza de las matematicas a través de las cuatro
componentes propuestos por Stacey (2008).

Por su parte, en el tercer apartado se encuentra la articulacion de los recursos tecnoldgicos
como facilitadores para el aprendizaje y la manipulacién de los objetos matematicos.
Posteriormente, en el cuarto, se presentan las caracteristicas del plano PAR y sus respectivas
diferencias con el plano cartesiano. Finalmente, en el dltimo, se encontrara el estudio llevado a
cabo sobre las funciones polinémicas en el plano cartesiano en relacion con la ensefianza y el

contexto de la educacion bésica secundaria y media.

Nocion de representacion

La nocion de representacion es un concepto que desde los afios ochenta, se ha resaltado
como aquella traduccion que se hace por medio de signos, simbolos, graficas o expresiones que
dan la facilidad de comunicar y manifestar: ideas, procedimientos y conocimientos. Por ello
tienen un papel fundamental en la comprensidn e interpretacion de procesos matematicos ya que
siguiendo a Radford (1998, citado en Rico, 2009), mediante “el trabajo con las representaciones
las personas asignan significados y comprenden las estructuras matematicas, de ahi su interés

didactico” (p. 3).



Para un buen entendimiento y construccion de un concepto matematico se debe tener
claridad y hacer una distincién entre su representacion y el objeto, lo cual se logra a través de los
dos grandes tipos de representacion: externas e internas. Las representaciones externas permiten
la comunicacion de las ideas matematicas y sus diversas formas, que son: enunciados, formulas,
gréficas y Tablas. Sin embargo, para su existencia se ve la necesidad de una representacion
interna que le permita y le facilite a la mente razonar y reflexionar sobre el objeto. Otro autor que
hace referencia a las representaciones externas e internas es Kaput (1992, citado en Rico, 2009)
quien considera esa distincion entre el mundo de las operaciones mentales y las operaciones
fisicas, las cuales permiten a la mente abstraer todas las cualidades y caracteristicas que tiene una
representacion especifica del objeto y ademas a distinguir cual es la que mas le conviene para una
situacion determinada.

Haciendo énfasis en la distincion que se debe tener entre el concepto y el objeto
matematico en las representaciones externas, se hace necesario identificar que existen diferentes
tipos de representaciones y de cada una se pueden extraer caracteristicas propias del objeto
matematico. Por ello, es importante resaltar que, en el campo educativo entre mas
representaciones pueda identificar el estudiante, mejor serd su comprension e interpretacion del
objeto ya que al tener tantas representaciones como sean posibles, se van generando en el
estudiante capacidades que indirectamente se fortalecen en la manipulacion de las
representaciones. Al respecto, en la Tabla 1 se plasma la propuesta que Burkhard et al. (1993,
citados en Rico et al., 2000) propusieron para explicar a través de verbos las habilidades que se

obtienen cuando se interactla entre las representaciones.



Tabla 1

Interaccidn entre las representaciones

Hasta
Descripciones
Tablas Gréficas Foérmulas
verbales
Desde
Destrezas de
Descripciones modelizacion o | Modelizacion
X Medicion
verbales bosquejo analitica
descriptivo
Tablas Lectura X Trazado Ajuste
Graficas Interpretacion Lectura X Ajuste de curvas
Reconocimiento
Férmulas Computo Bosqguejo X
de parametros

Nota: Tomado de Burkhard, et al. (1993, citados en Rico et al., 2000, p. 105)

Otra forma en la que se distinguen las representaciones externas son los sistemas de
representacion simbolica y de representacion grafica. Las representaciones simbolicas estan
enfocadas a la programacion, caracterizandose por una sintaxis que es de forma clara y ordenada,
ademas de ser discretas y de orden alfanumérico. Las representaciones graficas son aquellas que
tienen una sintaxis que se rige a partir de reglas de composicion y convenios de informacion en el
campo matematico, las cuales son continuas y de tipo Figurativo. Duval (1993, citado en Rico et
al., 2000)

Duval (s.f, citado en Rojas, 2012) resalta tres maneras para identificar los componentes de

una representacion: el objeto representado, el contenido de la representacion y la forma de la



representacion; los cuales se pueden presentar en registros discursivos y no discursivos. Los
registros discursivos tienen como base el lenguaje natural y el formal utilizados especialmente
para las definiciones, teoremas, célculos, entre otros. Por otro lado, los no discursivos son las
Figuras geométricas y los sistemas coordenados, en los cuales se pueden hacer combinaciones o
cambios generando habilidades en los estudiantes.

Teniendo en cuenta la forma de las representaciones, en la resolucién de problemas se ve
la importancia del uso y manipulacion de algunas o todas las representaciones del o los objetos
matematicos, lo cual tiene beneficios muy positivos ligados al desarrollo cognitivo y
procedimental del estudiante. Es por lo que Duval (1998, citado en Oviedo et al., 2012, p. 32)
clasifica tres actividades cognitivas relacionadas con la semiosis, entendiendo la semiosis como
la elaboracion y manipulacion de una representacion:

1. La presencia de una representacion identificable.

2. El tratamiento de una representacion que es la transformacion de la representacion dentro
del mismo registro donde ha sido formulada.

3. Laconversion de una representacion que es la transformacion de la representacion en otra
representacion de otro registro en la que se conserva la totalidad o parte del significado de
la representacion inicial...”, es decir, con dos tipos de registros disimiles, con diferentes
representaciones.

Ahora bien, entendiendo que el aprendizaje del conocimiento matematico se basa en el
concepto de estructura, en donde se estudian las operaciones, relaciones y propiedades entre los
objetos matematicos, son dichas relaciones las que permiten hablar de los sistemas de
representacion. Asi, que siguiendo a Duval (s.f, citado en Rojas, 2012),

Una representacion jamas puede ser considerada y analizada sin hacer referencia al

sistema a través del cual fue producida. Las especificidades del sistema (fisico,



orgénico o semiotico) que permitieron la produccién de una representacion, son las

que determinan la relacion entre el contenido y el objeto representado. El contenido

de las representaciones de un mismo objeto cambia en funcion del sistema por el cual

fueron producidas. (p. 2)

Con base en lo anterior, las representaciones son indispensables en la ensefianza y el
aprendizaje de los objetos matematicos, porque hacen visible la naturaleza de estos haciéndolos
mas accesibles al conocimiento e interpretacion no solo de los estudiantes en su proceso de
aprendizaje, sino también en el que hacer docente. Ademas, se resalta la importancia del contexto
en el que estd inmerso el objeto ya que permite dar un orden y guia en el uso de las
representaciones y asi poder generar un 6ptimo uso.

En ese sentido, segn Rico et al. (2000), el conocimiento matematico en la educacién
escolar se divide en dos aspectos disciplinar y cognitivo. En el aspecto disciplinar se encuentran
los cinco pensamientos estipulados en los documentos curriculares nacionales, el aspecto
cognitivo evidencia la articulacion entre los conceptos y procedimientos en el abordaje de una
secuencia de tareas, entendiendo el concepto como el aspecto especifico y el procedimiento como
las diferentes formas de abordar las tareas. En este Gltimo, se tiene en cuenta la articulacion entre
los conceptos y los procedimientos inmersos para el desarrollo del pensamiento. Por ello, se hace
relevante mencionar las subcategorias que tienen:

El concepto esta dividido en tres niveles conceptuales hechos, conceptos y estructuras
conceptuales. Los hechos son la unidad de informacion que esta clasificada en términos,
notaciones, convenios y resultados. Los conceptos son el conjunto determinado de hechos, que
son representados a partir de las relaciones entre simbolos y signos. Las estructuras conceptuales
ayudan a generar redes a través de una forma ordenada y clara de las relaciones entre los

conceptos para la construccion del objeto matematico.



Los procedimientos, por su parte, también cuentan con tres niveles: destrezas,
razonamientos y estrategias. Las destrezas pueden ser métricas, graficas y de representacion,
donde se generan los cambios en las representaciones de un mismo objeto, teniendo en cuenta las
reglas particulares de cada una. Los razonamientos pueden ser de tipo l6gico-deductivo,
inductivo o analdgico los cuales ayudan a establecer relaciones entre los conceptos, a través de
una secuencia de pasos debidamente argumentados. Las estrategias pueden cambiar segun el
razonamiento utilizado, sin embargo, estas se ejecutan teniendo en cuenta las representaciones
del objeto y sus relaciones.

Finalmente, todo lo anterior se conecta con el trabajo realizado puesto que el objeto
matematico que se estudiara refuerza el pensamiento variacional y sistemas algebraicos.
Presentando la posibilidad, de establecer conexiones que permitan generar nuevas
representaciones determinadas por el plano PAR, haciendo que el uso de su simbologia sea una
herramienta que ayude a expresar y a sintetizar ideas matematicas. Asi mismo, desarrolla las
destrezas de tipo grafico y de representacién ya que permitiran encontrar patrones y regularidades

que diferencian al objeto de un sistema de representacion con otro.

Conocimiento del profesor de matematicas

La formacion y el conocimiento del profesor de matematicas es muy importante ya que
proporciona, entre otras cosas, las bases en el aprendizaje de los objetos matematicos en los
estudiantes. Por tanto, su dominio de los objetos no solo debe ser coherente y consistente con lo
expuesto en el aula de clase, sino que debe tener en cuenta el avance que las matematicas han
tenido para poder involucrarlas adecuadamente en su discurso.

Con base en ello, se siguen los planteamientos realizados por Stacey (2008) enfocados en la

formacion docente para la ensefianza de las matematicas, entre los cuales se destaca la interaccion



productiva entre el saber matematico del profesor y la aplicacion que debe hacer en el aula segun
lo estipulado en el curriculo. Asi y con la finalidad de profundizar en el conocimiento del
profesor para la ensefianza del contenido matematico, Stacey (2008) plantea cuatro aspectos que
se deben tener en cuenta:

e Conocer las matemaéticas

e Experimentar las matematicas en accion

e Saber matematicas

e Saber aprender matematicas

Conocer las Matematicas

El conocer las matematicas es saber los objetos matematicos que se deben abordar
entendiendo sus caracteristicas y propiedades. Para ello, el profesor asimila su papel como eje
fundamental no solo en el conocimiento matematico de sus estudiantes, sino, en la percepcion
que ellos tengan sobre las matematicas. Por consiguiente, segln Stacey (2008) la ensefianza se da
con base en dos cosas: la primera es en las estructuras internas y externas del conocimiento,
teniendo en cuenta que las relaciones que alli se generan permiten una mejor solucion y claridad
del problema. Y la segunda hace referencia al crecimiento constante que hacen las matematicas
para asi reevaluar como se pueden articular con el curriculo de matematicas.

Lo anterior indica la buena preparacion formativa que debe tener el profesor que le
permita afrontarse de una manera mas segura y decidida a las situaciones inherentes a la clase de
matematicas. En consecuencia, la formacion universitaria debe estar relacionada con las areas
que se ensefian en la educacion escolar, con la finalidad que el profesor pueda articular las
matematicas a ensefiar con las aprendidas (CBMS -Conference Board of the Mathematical

Sciences- citado en Stacey,2008).



Experimentar las matematicas en accion

El experimentar las matematicas en accion, es permitirle al profesor desenvolverse de la
mejor manera, tanto discursiva como conceptualmente dentro del aula de clase con el objeto
matematico. Sin embargo, para que el profesor tenga ese manejo del objeto en el aula,
anteriormente debi0 tener experiencias cercanas que le permitieran desarrollar habilidades en la
aplicacion de los contenidos matematicos. Para ello, Cooney y Wiegle (2003, citados en Stacey,
2008) dan tres principios para la aproximacion de las matematicas a ensefiar en la formacion de
los futuros profesores:

Principio 1: Experimentar las matematicas como una actividad polifacética.

Principio 2: Estudiar explicitamente sobre las matematicas escolares y reflexionar al

respecto.

Principio 3: Experimentar las matematicas que ayuden a orientar los estilos de ensefianza de

cada objeto matematico.

Con base en lo anterior, se debe tener en cuenta la importancia que tiene dentro de la
formacion docente las experiencias cercanas al aula de matematicas, ya que son enriguecedoras,
significativas y educativas las cuales van generando nuevas concepciones de su ensefianza y
aprendizaje. A su vez, es de notar que quienes estudian las matematicas son personas que no solé
les interesa entender su aplicabilidad, sino también su historia ya que le permite ver de manera
mas profunda su belleza, generando una mayor comprension y utilidad del objeto a lo largo de los

anos (Stacey, 2008).

Saber de matematicas

El saber de matematicas, esta relacionado con el conocimiento que es adquirido por parte

del profesor de la historia del objeto matematico, y como lo utiliza o no de manera oportuna para



llevar a cabo su clase. Particularmente, la parte historica genera en él una mirada critica y
filosofica de las matematicas, ademas de permitirle ver el mundo de una manera diferente, a
través de ellas. A su vez, se reconoce que la historia en el contexto escolar no se trata de manera
profunda o en ocasiones se omite para dar continuidad a lo procedimental, préctico y teérico
(Stacey, 2008). Por tal motivo, se evidencia cémo la historia se ha relacionado més en el
conocimiento que debe tener el profesor que con la ensefianza y aplicabilidad que se le puede dar
en el contexto escolar.

En este aspecto, también se reconoce la importancia que los profesores estén pendientes
de los avances matematicos, para posteriormente articularlos en el aula con algun objeto o
concepto matematico. Sin embargo, se presenta una dificultad en su implementacion ya que por
factores como: los conocimientos base que deben tener los estudiantes en algunos casos son
precarios para esta nueva informacién, y que los avances que se presentan son muy técnicos y no

permiten hacer conexion directa en la educacion escolar (Stacey, 2008).

Saber aprender matematicas

El saber aprender matematicas se basa en la accion constante de aprender a aprehender,
donde los profesores son autbnomos en su proceso de aprendizaje matematico, siendo capaces de
identificar que no todos los aspectos aprendidos en la practica formativa y académica consolidan
su aprendizaje dentro y fuera del aula. En consecuencia, se resalta lo dicho por CBMS (2001,
citado en Stacey, 2008) quienes aclaran que la ensefianza en las universidades debe estar
proyectada a un aprendizaje continuo y permanente de las matematicas que lleven a una buena

formacion conceptual sin dejar de lado lo estructurado y dicho en el curriculo escolar.



Recursos tecnoldgicos en la practica docente

Los adelantos en Matematicas se han conseguido no solo por los precedentes tedricos,
sino también por los recursos tecnoldgicos, como lo son los softwares y las calculadoras que han
venido siendo mas eficaces y exactos gracias a los algoritmos y las sintaxis que alli se manejan
para la manipulacion de los objetos matematicos. Por lo tanto, es importante que el profesor
utilice y comprenda este recurso como un medio que le permite la interaccion entre el objeto y el
concepto teniendo asi una mejor ensefianza y aprendizaje. Con lo anterior, se sigue a Garibay y
Angelote (s.f, citados en Calvo y Gil, 2013) quienes advierten que:

Al apoyarse en las nuevas tecnologias como herramienta que mejora el aprendizaje es
necesario disefiar actividades adecuadas y analizar con cada una de ellas qué
competencias queremos que nuestros [estudiantes] desarrollen con la misma, deben
considerarse como un recurso para la adquisicion autonoma del conocimiento. (p.
537)

Es importante tener la claridad que los softwares no se crearon para suplir la ensefianza
del docente, sino para fomentar el desarrollo de habilidades y competencias en el aprendizaje del
objeto matematico. Por consiguiente, ayudan a tratar algunas dificultades en relacion con el
comportamiento del objeto matematico bajo ciertos pardmetros o restricciones, reconociendo
cuando estos se pueden o no usar en el aula de matematicas. En este sentido, uno de los software
mas conocidos en el sector educativo es GeoGebra, un programa que siguiendo a Calvo y Gil
(2013) facilita el aprendizaje del algebra, la geometria y la integracion de otros asuntos
matematicos. A continuacion, se esbozan unas particularidades del software GeoGebra, dado que
para este trabajo se utilizo de forma recurrente, especialmente para lo presentado en el siguiente

capitulo.



El aplicativo se caracteriza, por tener varias opciones que el profesor puede utilizar para
realizar representaciones gréficas de objetos matematicos a través de sus expresiones algebraicas.
Ademas, se incorporan movimientos dindmicos que permiten detallar su comportamiento, incluso
GeoGebra cuenta con una comunidad en linea en donde diferentes usuarios pueden entrar a subir,
descargar o modificar programas interactivos.

Con base en lo anterior, se sigue a Avecilla et al. (2015) quienes exponen tres caracteristicas
que desarrolla en los estudiantes el uso de GeoGebra, las cuales también se ven desarrollas en la
formacion y la préctica docente:

e El programa ofrece una interfaz facil de usar, mends multilingties y comandos

interactivos.

e Facilita los proyectos matematicos de los estudiantes y profesores, haciendo mdultiples
presentaciones y generando un aprendizaje por medio de la experimentacion de los
objetos matematicos.

e Los estudiantes y profesores pueden personalizar sus creaciones a través de la adaptacion
que tiene la interfaz, por ejemplo: tamafio de la fuente, el idioma, la calidad de los

gréficos, color, coordenadas, grosor de linea, estilo de linea y otras caracteristicas.

Plano PAR

En este apartado, se presentan las condiciones propias del plano PAR, el cual constituye el
escenario de representacion matematica a abordar en el presente trabajo. Asi pues, siguiendo a
Nachmias y Arcavi (1990, citado en Morales, 2021), el plano PAR “Parallel Axes
Representation” como se puede ver en la Figura 1 se caracteriza por tener dos rectas verticales
paralelas como ejes, la izquierda corresponde al eje x y la derecha al eje y; y una tercera recta

perpendicular a los ejes (horizontal) Ilamada recta de origen. Nétese que estas tres rectas



determinan sextantes (seis semiplanos) en el plano PAR, a diferencia del plano cartesiano que
esta constituido por cuadrantes (cuatro semiplanos).
Figura 1

Plano PAR
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A su vez, teniendo en cuenta que en el plano cartesiano se implementa el uso de
coordenadas (x, y) para su ubicacion, es de notar que en el plano PAR la representacion de las
coordenadas sera distinta a la usual, siendo rectas y no puntos. No obstante, su ubicacion en el

plano PAR se determina, a partir de los valores de x y de y. En este sentido, las coordenadas en
el plano PAR se denotaran como (x, y) y se nombraradn como: recta coordenada. Particularmente,

en el plano PAR la recta coordenada tTOj es la misma recta de origen.

Ademas, por convencion, la recta de origen no solo determina dos semiplanos, sino que
también indica la parte positiva y negativa de los ejes. Luego los puntos de los ejes que
pertenecen al semiplano superior les corresponderan los valores positivos y a los puntos de los
ejes que pertenecen al semiplano inferior los valores negativos. Asi mismo, es de mencionar que

la unidad de medida de cada uno de los ejes es la misma entre ellos.

Estudio de funciones polindémicas en el plano cartesiano

El sistema cartesiano es el plano bidimensional conformado por dos rectas

perpendiculares, correspondientes al eje x (recta horizontal) y el eje y (recta vertical) las cuales



forman cuatro cuadrantes y determinan un Unico punto de interseccion. Para graficar en el plano
cartesiano se hace uso de las parejas ordenadas definidas en Mufioz (2001) como “el conjunto
{{a},{a, b}} se designara en adelante por (a, b) y se llamara la pareja ordenada con primera
componente a y segunda componente b” (p.64). Ademas, se le denomina relacién (binaria) al
conjunto de parejas ordenadas cuyo dominio y rango de la relacién se refiere al conjunto de las
primeras y segundas componentes, respectivamente.

En consecuencia, un punto Q cuya pareja ordenada es (x, y) se grafica al tomar las rectas
perpendiculares al eje x por x y del eje y por y, y su interseccion seré el punto Q,denotado esto
por Q(x,y).

Por su parte, el plano cartesiano ha sido de gran utilidad para la ensefianza y el
aprendizaje de objetos matematicos especialmente para identificar las representaciones graficas
de funciones. Siguiendo a Mufioz (2001) se entiende por funciéon como una “relacion en la cual
no existen dos 0 mas parejas distintas con la misma primera componente; o lo que es o mismo: f
es una funcion & f esunarelaciony (Vx,y,z)((x,y) € f A (x,2) € f = y = 2)”(p. 78).

Ahora bien, siguiendo a Camacho (2009) las funciones de valor y variable real se
clasifican en algebraicas y transcendentes. Particularmente, Stewart et al. (2006) dice que en las
funciones algebraicas se encuentran las funciones polindGmicas que se caracterizan por ser
continuas, no tener asintotas y tener exponentes enteros. Estas funciones son de la forma:

P(x) = apx™ + ap_1x" '+...+a;x + a, , donde a, # 0y n es un entero no negativo.

Las funciones polindmicas se nombran segun el grado que tengan: lineal o afin si su grado
es 1, cuadratica cuando es 2 y cubica si es 3, para las funciones que tienen un grado mayor o
igual a 4 no se tiene una palabra en especifico, sino, que se denominan segun el grado que tenga

(ej, funcion de grado 7).



Funcién lineal y afin

Segun Lehmann (1989) las funciones lineales se caracterizan por tener como expresion
algebraica a y = mx con m # 0y siendo m numero real, y las funciones afines son de la forma
y = mx + b, con m, b # 0; siendo my b nimeros reales. A su vez, my b son los parametros
que definen la funcion, y su representacion grafica en el plano cartesiano es una recta. El
pardmetro m es la pendiente determinada como la razén que hay entre el cambioen y y el
cambio en x, donde dados dos puntos P(x,,y;) Y Q(x2, ;) (los cuales son los puntos minimos
requeridos para graficar una recta en el plano cartesiano) se cumple que

V1

m=—-—
X2—X1

Ahora, para determinar la recta primero se identificara el valor de m y sin tener en cuenta
el valor de b se obtendran los siguientes dos casos, planteados por Herrera Ruiz et al. (2003),
para su posible representacion grafica teniendo en cuenta el &ngulo (a) que forma la recta con el
eje x. El primero, si m > 0 su pendiente es positiva y se tendra una recta creciente con un angulo
0° < a < 90. El segundo, si m < 0 su pendiente es negativa y la recta ira decreciendo a lo cual
se le atribuye que el &ngulo a esta comprendido entre 90° < a < 180°.

El parametro b es la ordenada de la funcion cuando se evalta en ella x = 0, donde su
punto es de la forma T (0, b). Graficamente determina el punto de interseccion de la recta con el
eje y, donde, dependiendo de su valor la recta cortard al eje y en su parte positiva o negativa.
Como primer caso se tiene que si b > 0 entonces la funcion f(x) = mux subird b unidades
respecto al punto de origen y su punto de interseccion es T'(0, b). Si, por el contrario b < 0 la
recta bajara b unidades respecto al origen indicando que la interseccion con el eje y es T (0, —b).

Por Gltimo, se tiene que si b = 0 la funcion pasara por 0(0,0).



Una caracteristica, que se puede identificar entre dos rectas representativas de algun par
de funciones lineales es determinar si son rectas perpendiculares o paralelas a partir del valor de
m. Si el valor es el mismo las rectas de las funciones son paralelas, si, por el contrario, son

diferentes y la multiplicacion entre ellas es —1, las rectas son perpendiculares.

Funcién cuadratica

Siguiendo a Zill y Dewar (2012) la ecuacién de segundo grado o funcién cuadratica tiene
la siguiente forma y = ax? + bx + c donde a,b,c € Ry a # 0, en el plano cartesiano se
representa a traves de una parabola cuyo dominio esta definido de (—oo, ). Cuandoa >0y a <
0 la pardbola abriréd hacia arriba o hacia abajo respectivamente, a su vez, esta cuenta con los
siguientes elementos: vértice, foco, directriz, eje de simetria y lado recto.

El vértice V(h, k) es el punto méximo o minimo de la parabola segun el valor de a, si a >
0 es minimo y si a < 0 es maximo, el foco es un punto fijo de coordenadas F (h, k + i) y la

directriz es la recta d fija que tiene la misma distancia del vértice al foco, es decir, los puntos de
la parébola equidistan del foco y directriz. El eje de simetria es la recta vertical x = h que divide
a la parabola en dos partes iguales y el lado recto es un segmento que pasa por el foco y es
paralelo a la directriz (Lehmann, 1989).

Para el estudio de las funciones cuadraticas se tienen en cuenta cuatro casos de acuerdo
con Herreraetal. (2003): y = ax?, y =ax? + bx, y =ax?+cyy = ax? + bx + c enellos
se podra mostrar los elementos de la parabola y la apertura que tiene la parabola segin la
expresion.

Cuando y = ax? el vértice coincidira con el punto de origen de los ejes coordenados

17(0,0), el foco es F (O, ﬁ) la directrizes d = — i y su eje de simetria es el eje y. Por lo tanto,



estas parabolas no van a presentar ninguna traslacion. Cuando las parabolas son de la forma y =

P . L b b
ax? + bx, el vértice tiene las siguientes coordenadas V (— 2oy (— Z)) su foco es

b b

F (— i (— —) + i) su directriz se determina a partir de la distancia entre el foco y el vértice

. . , b
y su eje de simetriaes x = ——.

Cuando la parabola es y = ax? + c, su vértice es el punto V (0, ¢) haciendo que el eje de
simetria sea el eje y. Ademas, la parabola tiene una traslacion en el mismo eje la cual esta
determinada por el valor de c, si ¢ > 0 el vértice estara en la parte positiva del eje y y estara en la
parte negativa las ¢ unidades cuando ¢ < 0, teniendo en cuenta que la orientacion de la apertura
esta determinada por a.

Por Gltimo, cuando se tienen las funciones de la forma y = ax? + bx + ¢ se cumple lo
mencionado anteriormente, donde estas parabolas son una traslacion de y = ax? + bx con ¢
unidades hacia arriba o hacia abajo y con un desplazamiento horizontal o vertical de la funcion
y = ax?. Para la apertura de la parabola en cualquiera de esos casos se analiza el valor de a, si
a = 1 la parébola tiene una apertura estrecha acercandose al eje y y si 0 < a < 1 entonces la
parabola se va agrandando, caso andlogo cuandoa <1y 0 >a > —1.

La parébola, ademés de tener los elementos anteriormente mencionados, presenta
intersecciones con el eje x y para encontrarlas se sigue a Zill y Dewar (2012) los cuales analizan

—-b+VbZ-4ac

la funcion igualandola a cero, para posteriormente utilizar la ecuacion cuadratica x = ”

y encontrar las soluciones de x.
Ahora bien, analizando los posibles resultados del discriminante b?> — 4ac se obtienen 3
casos:

1) Si b? — 4ac = 0, la parabola corta en un solo punto con el eje x.



2) Si b? — 4ac < 0, la solucién no es real indicando que la parabola y el eje x no tiene

puntos de corte.

3)Si b? — 4ac > 0, la ecuacion tiene solucion real e indica que la parabola tiene dos

puntos de corte con el eje x.

Es de resaltar que la funcidn cuadrética tiene otras formas de representacion simbolica, las
cuales son identificadas por Gomez (2007, citado en Roa, 2018) quien menciona cuatro tipos de
representacion simbolica: estandar, multiplicativa, canonica y del foco. La representacion
estandar es la que se va a manejar a lo largo de este documento y que se amplié previamente. La

multiplicativa es de la formay = a(x — ;) (x — r3), lacanénicay = a(x — h)? + k, y la del

focoy = ﬁ (x — x0)2.

Funcion cubica

La funcion cubica, conocida porque su mayor grado es tres y su ecuacion algebraica es de
laformay = ax® + bx? + cx + d cona,b,c,d € Ry a # 0. Dicha funcién se caracteriza
porque su dominio se encuentra definido de (—oo, o), indicando que es continua, ademas, tiene
puntos de inflexidn que en la representacion grafica se identifican en el cambio de concavidad y
en los posibles maximos y minimos.

Para estudiar a las funciones cubicas se toman los cinco casos expuestos en Herrera et al.
(2003) y = ax3, y=ax®+bx®, y=ax*+cx,y=ax3>+d yy = ax® + bx? + cx + d. Es
de mencionar que dependiendo del valor del parametro a la representacion grafica va a crecer o
decrecer cuando a > 0y a < 0, respectivamente. El primer caso cuando y = ax? la grafica
contara con solo un punto de corte el cual serd 0(0,0) , si a > 0 la gréfica se alejara del eje y y

caso contrario si a < 0.



El segundo caso donde y = ax® + bx?, la gréafica tendra dos puntos de corte en el eje x

0,00y (- 2, 0 ). En ese sentido, se comienza a evidenciar un punto de inflexion cuyas
a

b o ;. . .
coordenadas son (— ol 0) y los puntos maximos y minimos que presentan estan asociados a los

valores de a y b:

e Cuandoa > 0y b > 0el méximo local estd en R~ y el minimo localenx = 0
e Cuandoa > 0y b < 0el maximo local estaen x = 0y el minimo local en R*
e Cuandoa < 0y b > 0el maximo local estd en R* y el minimo localenx = 0

e Cuandoa < 0y b < 0el maximo local estaen x = 0y el minimo local R~

En el tercer caso se encuentran las funciones cubicas de la formay = ax® + cx, siay ¢
tienen el mismo signo la grafica tiene un solo punto de corte (0,0) y su representacion grafica es
similar al caso uno. Si a 'y c¢ tienen los mismos signos entonces la gréafica tiene tres puntos de
corte con el eje x. Si a y c tiene los signos opuestos, evidencia que cuandoa >0y c <0
entonces lo primero que se encontrara en la grafica es un maximoy cuandoa <0y c > 0enla
gréfica se encontrara un minimo.

En el cuarto caso las funciones de la forma y = ax3 + d, tienen dos puntos de corte uno en
el eje x y el otro en el eje y. El punto en x se encontraré igualando a 0 la ecuacion y despejando x
para encontrar su valor y para el caso del eje y el punto estara definido como (0, d) ya que
indicara si la grafica sube o baja d unidades. Por Gltimo, se presentan las funciones de la forma
y = ax® + bx? + cx + d, conocido como el caso general el cual abarca todo lo dicho

anteriormente.



Funciones pares y funciones impares

Las funciones polindmicas se pueden clasificar en pares e impares. Las funciones pares
son aquellas que cumplen que f(x) = f(—x), haciendo que la representacion de la funcion sea
simetrica respecto al eje y. Las funciones impares son aquellas que cumplen que —f(x) =
f(—x), la gréfica tiene una simetria rotacional de 180° respecto al origen. (Camacho, 2009)

Para Stewart et al. (2006) el comportamiento de las representaciones de las funciones
pares e impares se ve influenciado por el valor del coeficiente principal, haciendo que la gréfica
vaya de infinito positivo a infinito negativo o en sentido contrario. Asi, como se explica en la
Figura 2.

Figura 2
Comportamiento de las funciones pares e impares

CONFORTAMIINTO TINAL DE POLINOMNS

Nota: Adaptado de Precalculo Matematicas para el Calculo de Stewart et al. 2012



Capitulo I11. Estudio de funciones polindmicas en el plano PAR

El presente capitulo muestra el estudio realizado sobre el comportamiento de las
funciones polindmicas en el plano PAR. Para ello, se inicia con la caracterizacion de cada una de
las funciones (lineal, cuadratica, cubica) y posteriormente, se expresan algunas observaciones, en

términos de las funciones pares e impares.

Funcién lineal y afin

Para el estudio de las funciones lineales y afines, se parti6 de la ecuacion canénica y =
mx + b dondem,b € Rym # 0.

Asi, se analizaron en el plano PAR dos casos: el primero, las funciones lineales cuya
expresion algebraica es y = mx, mostrando las generalidades encontradas en relacién con las
representaciones cuando varia m; y como segundo caso, las funciones afines cuya expresion es
y = mx + b con b # 0, donde se establecieron las condiciones de las representaciones en el

plano PAR a partir de los términos m y b.

Para el primer caso y = mx, si m = 1, las rectas coordenadas (x, y) que hacen vélida la
ecuacion y = 1x son rectas paralelas, asi como se muestra en la Figura 3.
Figura 3

Coordenadas y = 1x



Ahora bien, si m # 1 se establecio que su representacion es el punto que surge de la interseccion

de las infinitas rectas coordenadas que hacen vélida la ecuacion, y se ubica en la recta de origen.

Para mostrar esto, se presentan tres sub-casos en los cuales se analizé qué pasa con el punto

cuandom >1,0<m<1ym<0:

a.

Sim > 1, el punto de interseccidn de las rectas coordenadas o el punto que representa la
funcidn esta en la semirrecta de la recta de origen que determina los sextantes Il y 1V, y
entre mas grande sea m el punto se acerca mas al eje x.

Si 0 < m < 1, el punto que representa la funcion se encuentra en la semirrecta de la recta
de origen que determina los sextantes | y VI; cuando m se va haciendo mas pequefio el
punto se va acercando al eje y, de lo contrario el punto se aleja del eje.

Sim < 0, el punto que representa la funcién esta en el segmento de la recta de origen que
determina los sextantes 11y V. Ademas, si m se hace cada vez mas pequefio el punto esta

mas lejos del eje y y mas cercano al eje x.

Para el segundo caso de las funciones y = mx + b con b # 0, se consideraron las

condiciones de m determinadas en el caso anterior y en cada una de ellas se analizaron las

representaciones, teniendo en cuenta si b €s mayor 0 menor que cero.

a.

Sim=1yb <00b > 0, no existe una representacion explicita de la funcion en tanto
el conjunto de las infinitas rectas coordenadas que hacen valida la ecuacion son paralelas
entre si, lo que implica que no haya un punto de interseccion.

Sim > 1y b > 0, el punto que representa la funcion se encuentra en el sextante V. Por
su parte, cuando b < 0 el punto que representa a la funcion esta en el sextante Il1. Para
ambos valores de b, si b se b - —oo 0 b — +o0 el punto se aleja de la recta de origen y

en caso contrariob — 0T o b — 0~ se acerca.



c. Si 0<m<1yb > 0elpunto que representa la funcion se encuentra en el sextante I,
entre mas grande sea b més se aleja de la recta de origen, ahora, si b < 0 el punto esta
en el sextante V1. Para ambos valores de b, si b se b — —o0 0 b = +o0 el punto se aleja
de la recta de origen y en caso contrario b — 0t o b — 0~ se acerca.

d. Sim<O0yb >0 el punto que representa la funcién se ubica en el sextante 11 y entre
maés grande sea b mas se aleja de la recta de origen. Por su parte, si b < 0 el punto que
representa la funcién esté en el sextante V. Para ambos valores de b, si b se b — —o0 0
b — +oo el punto se aleja de la recta de origen y en caso contrariob — 0¥ ob — 0~ se

acerca.

A continuacion, se muestran algunas particularidades encontradas en la exploracion
realizada para determinar lo expresado anteriormente. Para esto, se hace necesario considerar que
las letras A y B representan el valor cero de los ejes x y y, respectivamente. Ademas, es de notar
que para graficar una funcion de ese tipo basta con hacer dos rectas coordenadas de ella'y
determinar su punto de interseccion, si lo tiene.

Ahora bien, en la Figura 4 se muestra que el punto B;, representa la funcion lineal y =
2x; dicho punto es determinado a partir de la interseccion de la recta de origen con una
circunferencia de centro A y radio AB, por lo tanto la distancia entre Ay B es igual a la distancia
entre Ay B; Yy ademas se cumple la interestancia B; — A — B, donde d(AB) = f con f € R por

esta razon se puede decir que A es punto medio del segmento B, B denotado por B, B .



Figura 4

Funcién y = 2x
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Luego, teniendo en cuenta lo referido en el primer caso, donde las funciones eran de la
forma y = mx, con m > 1, se pudo concluir que todos los puntos que representan a las funciones
que tienenm > 2y b = 0 se ubican en el B;A . Ahora, si la funcion es de la forma y = mx con
m < 1 los puntos estaran en la semirrecta determinada por los sextantes I y VI o en el segmento
determinado por los sextantes 11y V, entonces los puntos que representan a las funciones de la
formay =mxcon1 <m < 2y b = 0 se van a encontrar a la izquierda de B, y en la recta de
origen.

Posteriormente, en la semirrecta que determina los sextantes 11y 1V se realizo el
siguiente procedimiento. Se establecid con la herramienta del software GeoGebra simetria
central, la simetria del punto A respecto a B;, dando como resultado el punto A;, que cumple con
la interestancia A; — B; — A donde d(4,A) = 2f. Haciendo el mismo procedimiento con los
puntos B; y A; se obtuvo el punto B,, donde B, — A; — B, y d(B,A) = 3f.Realizando los
mismos pasos repetidas veces se obtienen los puntos A,, Bs,..., A,, B, , donde la distancia de
cada punto encontrado con el punto A son las siguientes d(4,A4) = 4f , d(B3A) = 5f,

ond(AnA) = 20)f, d(B,4) = (2n — 1)f .



Ahora, para determinar la funcion lineal que representan cada uno de los puntos A,, y By;
se trazd una recta con cada uno y con el valor 1 del eje x del plano PAR. Obteniendo como
resultado que le valor de m de cada punto estaba determinado por la distancia que hay entre el
punto By el punto de interseccion que se genera por la recta coordenada con el eje y del plano
PAR.

Para encontrar los valores de m, primero se determinaron las expresiones algebraicas en el
plano cartesiano de las rectas coordenadas, teniendo en cuenta que se toma como plano cartesiano
la recta de origen y el eje x del plano PAR. Donde las coordenadas de A4,, y B,, son (—=2nf,0)y
(—=(2n —1)f,0) respectivamente y el valor 1 en el eje x del plano PAR corresponde a (0,1),

dando como resultado que sus expresiones algebraicas son:

yAn=($)x+1 y an=(ﬁ)x+1

Posteriormente, para encontrar el punto de interseccion que va a determinar el valor de m
que representan los puntos A,, y B, se tiene presente que en el plano cartesiano el eje y del plano

PAR es x = f. Por tanto, al reemplazarlo en las expresiones algebraicas se obtiene el punto

donde ambas rectas se intersecan el cual es (f, (%) f+ 1) para los puntos A,, y

(f, ((Znil)f)f + 1) para los B,,.

En ese sentido, por un lado, en la Tabla 2 estan los valores de m de las funciones que
representan los puntos A,, y B,,. Por otro lado, en la Figura 5 se muestran dos cosas: la primera
las rectas coordenadas que se pueden determinar a partir de cada uno de los puntos A4,, y B,, y con
el punto del eje x del plano PAR que establece el valor de 1; y la segunda las funciones lineales

que representan.



Tabla 2

Valor m en la primera simetria de puntos

Punto d(A,A) Valor de m Punto d(B,A) Valor de m
3
Ay 2f 3 B, f 2
5 4
A 4 - B 3 -
2 f . 2 f .
7 6
A 6 - B 5f —
3 f 6 3 5
2n+1 2n
Ap @2n)f By, @2n—-1f
2n 2n—1
Figura 5

Funcion lineal primera secuencia de pendientes

Posteriormente, se realizo la generalizacion de los datos anteriormente encontrados de los
valores de m correspondientes a los puntos B, y A,,. Para ello, se toma a K,, como el conjunto de

los puntos B,, y A, atendiendo al orden de construccion {A;, By, A,, B, ...}, dando como

. +1
resultado que el valor de m correspondiente a cada punto K,, es "T

Luego, si n — oo Se tiene que m cada vez se va acercando a 1; esto se comprueba al

analizar el limite de la sucesion de numeros, de la siguiente manera:



mi\—+-—
n o n

lim
n—oo n

(n+1)= i (n 1)

- (n+1) ] 1
lim = lim (1 + E)

n—oo n n—oo

- (n+1) ] 1
lim =1+llm(—>=1
n—oo n n-o \n

Llevando a cabo el mismo procedimiento, pero en la semirrecta que es determinada por

los sextantes 1 y VI 'y teniendo como referencia el punto C; que surge por la interseccion de
infinitas rectas que representa a la funcion lineal y = %x, donde la distancia que hay entre Ay B

es la misma que hay entre B y C,, ya que el punto C; surge como la interseccién de la recta de
origen con una circunferencia de centro B y radio AB por lo tanto cumpliéndose asi la
interestancia A — B — C; , es decir que d(C;A) = 2f con f € R. Por ello B es punto medio del
AC;.

Teniendo presente el primer caso estudiado de las funciones lineales en el plano PAR, es

de notar que los puntos que representan a las funciones donde 0 < m < %y b = 0 estan ubicados

en el BC; y los puntos de las funciones con % <m < 1y b = 0 seencuentran a la derecha de C;

y en la recta de origen.

En la semirrecta determinada por los sextantes | y V1, se realizé el mismo procedimiento
al de la semirrecta determinada por los sextantes 111y IV. Primero se tomo la simetria central del
punto B respecto al punto C;, dando como resultado el punto D, que cumple con la interestancia
B —C; — D, yd(BD;) = 2f. Volviendo a trazar la simetria central del punto C; respecto al
punto B, se obtiene el punto C, que cumple con la interestancia C; — D, — C, y d(BC,) = 3f.

Realizando el mismo procedimiento varias veces se encuentran los puntos D,, Cs, Ds,..., C,,, D, y



en cada punto encontrado la distancia con el punto B esd(BD,) = 4f,d(BC3) = 5f,d(BD3) =

5f, .., d(BC,) = 2n — 1)f, d(BD,) = (2n)f

Obteniendo que las expresiones algebraicas de las rectas son y, = (ﬁ) x+1y

_( 1
Yer = \@n-nr

(f’ ((Znil)f

)f + 1) para los C,,.

)x + 1 y sus puntos de interseccion son (f, (ﬁ) f+ 1) para los puntos D,, y

En ese sentido, por un lado, en la Tabla 3 estan los valores de m de las funciones que

representan los puntos C,, y D,,. Por otro lado, en la Figura 6 se muestran dos cosas: la primera

las rectas coordenadas que se pueden determinar a partir de cada uno de los puntos C, y D,, y con

el punto del eje x del plano PAR que establece el valor de 1; y la segunda las funciones lineales

gue representan.

Tabla 3

Segunda simetria de puntos

Punto d(C,B) Valor de m
¢ f -
C, 3f Z
C; 5f g
G | @en-pf | 2
2n

Punto d(D,,B) Valor de m
2
Dl Zf §
4
D2 4f g
6
D3 6f 7
2n
Dy en)f

2n+1




Figura 6

Funcion lineal segunda secuencia de pendientes

En el proceso de generalizacion de los resultados, se toma a S,, como el conjunto de

puntos de C,, y D,, {C;, D1, C,, D,, ...}, donde el valor m de cada punto S,, es ﬁ En este

sentido se identifico, que cuando n toma valores muy grandes, m tiende a 1, lo cual se puede

comprobar a partir de analizar el limite de la expresion:

T T hm n(1+%)

n 1
lim =lim|——~
n-on+1 n—-oo 1

n 1
i (-

noon+1 n—-oo

n

li =1
nl—zgn-i- 1

Por otra parte, para encontrar la ecuacion y = mx + b a partir de un punto (determinado
por la interseccion de las rectas coordenadas) ubicado en el plano PAR, se hace por medio de
determinar el plano cartesiano en el plano PAR. La recta de origen y el eje x, seran los ejes x y y
del plano usual (cartesiano), asi se asume al punto J como la representacion de la funcién lineal o

afin en el plano PAR. En principio, se toma de referencia las coordenadas de los puntos de



interseccion de las rectas perpendiculares con los ejes cartesianos, obteniendo como resultado
(h,0) y (0,v) y por lo tanto, el punto J tiene las siguientes coordenadas cartesianas (h, v), lo
anterior se muestra en la Figura 7.

Figura 7

Determinar J con el plano cartesiano

Retomando el objetivo de encontrar la ecuacion y = mx + b a partir de un punto
(determinado por la interseccién de las rectas coordenadas) ubicado en el plano PAR, se han de
tener en cuenta la coordenada cartesiana J(h, v) y la distancia entre los ejes del plano PAR (f).

Ahora, para determinar m, primero se realizaron varios ejemplos teniendo como
referencia distintos puntos que representaban funciones lineales conocidas en el plano PAR. Sin
embargo, no se logré establecer alguna de las expresiones algebraicas como la verdadera.

Por lo tanto, en la Figura 8 se muestra cobmo se relacionaron las coordenadas de J y de
otros puntos especificos teniendo en cuenta los elementos que se pueden determinar en el plano
cartesiano. En este sentido, sea el punto J de coordenadas (h, v) y las rectas [ y n que pasan por |

y los puntos A cuyas coordenadas son (0,0) y T que tiene coordenadas (0,1), respectivamente.



Figura 8

Representacion para encontrar m

Continuando, se procede a encontrar las ecuaciones de las rectas. En primer lugar, para
encontrar el valor de m se utilizan los dos puntos por los cuales se determinaron las rectas,
obteniendo las siguientes expresiones:

_'U
ml—z

m, =21
nTop
Por lo tanto, utilizando la ecuacién punto pendiente se encuentran las expresiones

algebraicas que corresponden a cada recta:
v v—1
Vi = ZX VYn = TX +1

Teniendo en cuenta que el eje y del plano PAR es perpendicular a su recta de origen, la
cual corresponde al eje x del plano cartesiano va a tener una distancia f del eje y (en el plano
cartesiano determinado) y una expresion x = f. De este modo, las ecuaciones de las rectas
evaluadas en x son:

v —r1
Y= Yn=—f+1
Ahora, en la Figura 9 se muestra que, para determinar la expresion algebraica se utilizan

los elementos del plano PAR, se toman las rectas [ y n como rectas coordenadas que pasan en el

eje x en los valores 0 y 1, respectivamente; cuyas imagenes corresponden a las funciones de las



rectas (I y n) encontradas en el plano cartesiano usual, es decir que se denominan como [(0,y;) Yy

n(L, yn).
Figura 9

Ecuaciones de las rectas

Para encontrar el valor de m del punto que representa la funcion lineal en el plano PAR,

se utilizé la ecuacion de la pendiente a partir de dos rectas coordenadas del plano PAR, cuyas

coordenadas son 1(0,y;) y n(1, y,,), obteniendo lo siguiente:
v—1 v
(s +1)- (Tf)
1-0

e () ()

m=(Fr+1)-(3)
_vf—f+h vf
h H

m =

m

_vf—f+h—-vf
e h

h—f
h

m =

S



Para la expresion del parametro b, se tuvo en cuenta la dependencia que habia entre la
coordenada h del punto que representa la funcion en plano PAR con la distancia f que hay entre
los ejes del plano PAR. En este sentido, dado que el valor de h depende directamente de la
medida de f entonces entre mas grande sea f mas grande sera h. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que la coordenada v es una variable independiente puesto que no sufre
modificaciones al cambiar la distancia entre los ejes del plano PAR, es por ello que la expresion

algebraica que representa al pardmetro b es:

En conclusién, para un punto cualquiera que se determine a partir de la interseccion de
infinitas rectas coordenadas y que pertenezca a los sextantes del plano PAR o a la recta de origen,
se podré encontrar la funcion a la cual esta representando, trazando las distancias h, vy f'y

reemplazando en la siguiente expresion:

= (1-f ()

Con los resultados anteriormente encontrados, se concluy6 que, por medio de la expresion
algebraica de la funcién lineal en el plano cartesiano, se puede obtener la posicién exacta del
punto que la representa en el plano PAR, teniendo en cuenta que la distancia entre los ejes (f)
siempre se debe conocer.

Para encontrar la coordenada h se utilizo la ecuacion de la pendiente, con el fin de

despejar h, de la siguiente manera:



h(im—-1) = —f

__f

T m-—-1

Ahora, para la coordenada v se sustituyd h en la ecuacion del pardmetro b, obteniendo lo

siguiente:
(-zq)r=re
(7227 =>
b
T Tm-1

En ese sentido la posicion del punto que representa a la funcion lineal en el plano PAR tiene la

siguiente expresion:

f b
]<_m— 1'_m—1>
Funcién cuadrética
El estudio de las funciones cuadraticas que se caracteriza por tener una expresion
algebraica de la formay = ax? + bx + ¢, donde a,b,c € Ry a # 0, se hizo a través de la
representacion grafica que se genera por los puntos de interseccion de las rectas coordenadas en
el plano PAR, de la siguiente manera:

Sea el conjunto de n rectas coordenadas [; y cuyas intersecciones son el conjunto de

puntos T}, que determinan la representacion de la funcion cuadratica en el plano PAR, los cuales



se definen como [, N I, = {T} con k € Z*. En la Figura 10 se identifica un ejemplo de las
intersecciones:
Figura 10

Intersecciones de las rectas coordenadas de la funcion y = x?

El resultado de unir los puntos T}, fue una hipérbola cuyas rectas asintéticas tienen un
comportamiento particular en el plano PAR, ya que una de ellas siempre correspondera con el eje
x Y la otra de acuerdo con la funcion cuadréatica presenta un recorrido por los sextantes del plano
PAR. Luego, la representacion grafica de la funcion cuadréatica en el plano PAR es una recta
asintotica de la forma: f(x) = mx + b.

En relacién con lo anterior, para determinar el comportamiento de la recta, se hizo el
estudio a partir de los cuatros casos derivados de la expresion algebraica: y = ax?,y = ax? + ¢,
y = ax?+ bxyy = ax? + bx + c. Enellos, se realizaron variaciones a los pardmetros con el
fin de obtener resultados mas claros para poder llegar a una generalizacién de su
comportamiento.

Para el primer caso, se estudiaron las funciones cuadréaticas de la forma y = ax? con a #

0, de lo cual se obtuvo que la representacion grafica de la funcion cuadréatica en el plano PAR



tiene dos formas:f (x) = r conr = _Lz(lcuando —-l4<a<-7y7<a<l4of(x)=mx+

by, las cuales dependen del valor de a, tal como se muestra en la Tabla 4.
Tabla 4

Valores de la recta asintética con la funcién y = ax?

Caracteristica del parametro a Valor de iy b
-7<a<0 m>0 y b<0
a<-14 m<0y bh<O
0<a<?7 m<0y b>0
a=14 m>0y b>0

El segundo caso consistié en las funciones cuadraticas de la forma y = ax? + bx, donde
dependiendo de los cambios a los pardmetros a y b, se obtenian dos particularidades en la

expresion algebraica y en el comportamiento de la recta.

e La primera particularidad se presenta cuandoa = 100a =—-10y b = 12? conn € Nya

. s o b-1 .
que la recta asintotica es de la forma f(x) = — Para dicha recta el valor de f no es

relevante. Un ejemplo de esta primera particularidad se muestra en la Figura 11, cuando
a=10, b = 1102 y ya que la representacion grafica de la funcion cuadrética en el plano

PAR es una recta constante. Es de mencionar que esta particularidad no se evidencia de

manera explicita en el programa.



Figura 11

Representacion cuadratica constante de la funcion cuadrética
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e Lasegunda particularidad, se relaciond con el valor de b ya que dependiendo del valor de
dicho pardmetro la funcién cuadratica en el plano PAR tiene tres representaciones. La
primeraescuando b =1y —8 < a <80 a = 1, la funcidn cuadratica tiene su
representacion grafica en la recta de origen del plano PAR. La segunda es una recta de la
forma f(x) = 7x y se presenta cuando el parametro a tiene los valores diferentes de la
representacion anterior y b = 1 (en el programa para estos casos arrojara el valor cero en
my b). La segunda es una recta de la forma f(x) = mx + b cuyos valores se encuentran
enla.

e Tabla5s
Valores de la recta asintotica de la funciony = ax? + bxque cumple con las condiciones

anteriormente nombradas.

Tabla 5

Valores de la recta asintética de la funcion y = ax? + bx

Caracteristicas de los pardmetros a 'y b Valor de 1 yb




a<0y b<0 m>0 y b<0

a<0y b>0 m>0y b>0
a>0y b<0 m<0y bh>0
a>0y b>0 m<0y bh<o0

Para el tercer caso se estudiaron las funciones cuadraticas de la formay = ax? + c cuya
representacion en el plano PAR tienen la expresion f(x) = mx + b, la cual va cambiando de
acuerdo con el valor de los pardmetros a y c. Es de notar, que en la Tabla 6 se muestra una
caracteristica principal de estas funciones con la representacion algebraica en el plano PAR: la
correspondencia del valor de 711 con el valor de ¢ y el valor de b con el valor de a:

Tabla 6

Valores de la recta asintética de la funcion y = ax? + ¢

Caracteristicas de los parametros a 'y ¢ Valorderiny b
a>0y c>0 m>0 y b>0
a<0yc>0 m>0 y b<0
a>0y c<0 m<0y b>0
a<0yc<0 m<0y b<0

Por Gltimo, se analizaron las funciones de la formay = ax? + bx + ¢, cona, b, c #0. En
este permanecen los resultados anteriormente encontrados y en la Figura 12 se presenta un

ejemplodeellocuando b =1, f =4y a,c € R, yaque la forma de la recta asintdtica que

representa a la funcion cuadrética en el plano PAR es f(x) = mux.



Figura 12

Recta asintética de la funcién y = ax? + bx + ¢

-—aawaw

Por su parte, durante el estudio de las funciones cuadréaticas se identificaron dos

particularidades

e Laprimera particularidad cuando se tienen las funciones cuadraticas de la forma y =
ax? + bx con a € R, b un valor fijo que corresponde a la simetria de los valores de 11, b
y a la interseccion entre el eje y con la recta asintética, dependiendo del valor de f. Es de
mencionar, que el término simetria se relaciona al comportamiento de los valores, en tanto
dicha simetria se establece respecto a el parametro a — 0* y a — 0~. En la Tabla 7 se

presenta un ejemplo de estas funciones cuando los valores de 1, b y la interseccion de la

recta asintética con el eje y son simétricos.

Tabla 7

Simetria de los valores 111, b y la interseccion de la recta asintética con el eje y

a b f m b Interseccion!
—4 3 4 0.06 0.25 0.5
-3 3 4 0.08 0.33 0.66

! Estos valores no se identifican en el programa realizado




-2 3 4 0.13 0.5 1
-1 3 4 0.25 1 2

1 3 4 —0.249 -1 -2
2 3 4 -0.13 -0.5 -1
3 3 4 —0.08 —0.33 —0.66
4 3 4 —0.06 —0.25 -0.5

e Lasegunda particularidad, esté relacionada al conjunto de puntos formada por la
interseccion de los pares de rectas coordenadas, definidas como: Sea el conjunto de las
rectas coordenadas [; las intersecciones {Pj}de la forma l, N l;_x_1) = {Py}, k € Z*.
Para que, la sucesion de puntos P, se forme, el pardmetro b debe tener la siguiente
condicion b = 1. En la Figura 13, se puede identificar el comportamiento de este
conjunto de puntos que determina una Unica recta, donde la recta es perpendicular a la

recta de origen del plano PAR.

Figura 13

Conjunto de puntos que determinan una recta perpendicular

Para encontrar las expresiones algebraicas que permitan el paso del plano cartesiano al

plano PAR de una funcidn cuadratica, se tomaron casos particulares para determinar los términos



m y b escritos a partir de los parametros a, b y c. La primera regularidad encontrada fue la
escritura de b en términos de los parametros a y b, teniendo como referencia el segundo caso
estudiado de las funciones cuadraticas y = ax? + bx. Para ello, se realizaron dos ejemplos a
partir de unas tabulaciones presentadas en la Tabla 8, en donde se evidencian los cambios que se
presentan en b, al tener fijo a, ir moviendo by f = 4:

Tabla 8

Ejemplos para encontrar b

a b b a b b
7 1 0 0
7 2 —0.07 —0.25
7 3 —-0.14 —-0.5
7 4 —-0.21 —0.75
7 5 —0.29 -1

Posteriormente se identificé una nueva forma de escritura de b, teniendo en cuenta el

pardmetro a y la conversion de los nimeros decimales a fraccion, obteniendo asi los resultados

delaTabla9:

Tabla 9

Distinta forma de escritura del parametro b

a b b b
7 1 0 0
7 2 (_l>l (_l>l
2/ a 2/ a
7 3 1 1
(1) (-1




Finalmente, se encontrd la regularidad para estos dos casos de b, que también sirve para

todas las funciones cuadraticas de los casos anteriormente estudiados, esta es:

b—1

—2a

Cuando se evalua un b en la expresion usual de la funcion cuadrética (y(b) = a(b)? +
b(b) + ¢) y a f (distancia entre los ejes) en la ecuacion de la recta asintética que representa a la
funcion cuadrética en el plano PAR (f(f) = m(f) + b), se obtiene como resultado el mismo
valor. En este sentido, las dos funciones evaluadas coinciden con la interseccion de la recta
asintética y el eje y del plano PAR. Lo anterior pasa porque una corresponde a la imagen de la
funcién cuadratica en el plano PAR y la otra desde una perspectiva del plano cartesiano es la
imagen de la recta en el eje y evaluada en x = f, respectivamente.

Con base en lo anterior se afirma que f(x) = v, de lo cual despejando adecuadamente se
puede deducir la expresion para encontrar el valor de 711, dando como resultado:

m(f) +b = a(b)?+b(h) +c

. a4+ bb)+c—-b
"o f

Es de mencionar que a la par que se realizaban los célculos a papel y lapiz se

corroboraban con el software, en donde se percatd de un error en la comparacion de los

resultados, ya que en el software se trabajo a partir de nimeros decimales y a papel y lapiz con la



fraccion, dando asi un error de aproximacion del 0,01. Por ello los célculos para el valor de 1 se

tendran con un error de aproximacion muy pequefio.

Funcidn cubica

El estudio de las funciones clbicas que se caracteriza por tener una expresion algebraica
de laformay = ax3® + bx? + cx + d, donde a,b,c,d € Ry a # 0, se hizo através de la
representacion grafica que se genera por los puntos de interseccion de las rectas coordenadas en
el plano PAR, de la siguiente manera:

Sea el conjunto de n rectas coordenadas [; y cuyas intersecciones son el conjunto de
puntos P, que determinan la representacion de la funcion cuadrética en el plano PAR, los cuales
se definen como [ N l,_-—1) = Py, k € Z*. Dichos puntos arrojaron una sucesion de puntos
que pertenecian a una Unica recta, en ese sentido, la sucesion de puntos es la representacion
grafica de las funciones cubicas en el plano PAR.

Para el estudio de las funciones cubicas se tomaron los ocho casos que se derivan de la
expresion y = ax3 + bx? + cx + d,estosson: y = ax3, y = ax® + bx?, y=ax3 +cx,y =
ax3+d,y=ax3+bx*+cx,y=ax>+bx*+d,y=ax*+cx+dyy=ax3+bx*+
cx+d

El primer caso, correspondi6 a las funciones clbicas de la forma y = ax3, cuya
representacion grafica fue la sucesién de puntos que se encontraba ubicada en la recta de origen,
donde, dependiendo del valor de a los puntos tienen una posicion en la recta. Cuando a > 0 los
puntos estan ubicados en las semirrectas formadas por los sextantes | y V1y los sextantes Iy 1V

y si a < 0 estaban en el segmento determinado por los sextantes 11y V.



En el segundo caso, se estudiaron las funciones cubicas de la formay = ax3 + bx? las
cuales tienen su representacion grafica a partir de la secuencia de puntos que esta ubicada en uno
0 mas de los sextantes que tiene el plano PAR, dependiendo del valor que tomen los parametros:

e Sia>0yb >0 enlaFigura 14 se ve la ubicacion de los puntos que esta dividida
entre el sextante | y IV de forma ascendente.



Figura 14

Representacion secuencia de puntos y = ax3 + bx?

e Sia<0yb <0 los puntos que representan a la funcion cubica en el plano PAR estan
ubicados en el sextante V de forma ascendente.

e Sia>0yb < 0que los puntos estan ubicados en los sextantes Il 'y VI de forma
descendente.

e Sia<0yb >0 enlaFigura 15 se muestra que la secuencia de puntos esta ubicada

en el sextante Il de forma descendente.

Figura 15

Representacion secuencia de puntos y = —ax3 + bx

Para el tercer caso se estudiaron las funciones cubicas de la forma y = ax® + cx, donde su
representacion grafica es similar a lo estudiado en el primer caso ya que su ubicacion esta en la

recta de origen, y depende del valor que tienen los parametros a y c.



Sia >0y c > 1los puntos estan ubicados en la semirrecta determinada por los
sextantes Iy IV y cuando ¢ toma valores més grandes los puntos se acercaron al eje
x. Pero si se mantiene a tiene las mismas condiciones y 0 < ¢ < 1 los puntos estan en
las dos semirrectas del plano PAR.

Sia < 0y c < 0 los puntos estan ubicados en segmento determinado por los sextantes
I1'y V, y los puntos se aproximaban mas al eje x cuando ¢ se toma valores mas
grandes.

Para los casos donde a y c tienen signos diferentes la secuencia de puntos no tiene un

lugar en especifico de la recta de origen ya que los puntos estan a lo largo de la misma.

En el cuarto caso se estudiaron las funciones de la forma y = ax3 + d, donde analizando

sus pardmetros se obtuvo que la secuencia de puntos esta en uno 0 mas sextantes.

Sia > 0yd > 0 lasecuencia de puntos esta en los sextantes | y IV de forma

ascendente.

Sia < 0yd > 0 lasecuencia de puntos estd ubicada en el sextante 11y los puntos

estan de forma ascendente.
Sia > 0yd < 0 los puntos estan en los sextantes 111y VI de forma descendente,

Sia < 0yd <0 los puntos estan en el sextante V, de forma descendente.

El estudio del quinto caso corresponde a las funciones clbicas de la forma y = ax3 +

bx? + cx, las cuales tienen una particularidad en su representacion grafica cuando ¢ = 1, ya que

los puntos estan determinando una recta paralela a la recta de origen. Cuya ubicacion en el plano

PAR depende del parametro a, si a > 0 los puntos estan en el sextante I11 'y si a < 0 los puntos

estan en los sextantes 1 'y I1. En ese sentido, la representacion de estas funciones gira en torno a

losvaloresdec:c>1,0<c<1yc<0.



e Conc>1
o Sia > 0,b > 0 los puntos estan en el sextante IV de forma descendente.

Sia < 0yb > 0 los puntos estan en los sextantes I, 11 y IV de forma ascendente.

o

Sia <0y b <0 los puntos estan en los sextantes I11, V' y VI de forma descendente.

O

o Sia>0yb < 0los puntos estan en el sextante 111 de forma ascendente.
e Con0<c<1
o Sia > 0yb > 0 los puntos estan en los sextantes | y IV de forma ascendente
o Sia < 0yb > 0 los puntos estan en los sextantes | y 1l de forma descendente.
o Sia < 0yb <0 los puntos estan en los sextantes V' y VI de forma ascendente.
o Sia > 0yb <0 los puntos estan en los sextantes 111 VI de forma descendente.
e Conc<o0
o Sia>0yb > 0 los puntos estan en los sextantes I, Il y IV de forma ascendente.
o Sia<0yb > 0lospuntos estan en el sextante Il de forma descendente.
o Sia < 0yb <0 los puntos estan en el sextante V de forma ascendente.
o Sia>0yb < 0los puntos estan en los sextantes I11, V 'y VI de forma

descendente.

Para el sexto caso, se toman las funciones cubicas de la formay = ax3 + bx? + d en
donde la ubicacion de la secuencia de puntos se determina a partir de las ocho posibles
combinaciones que se presentan en los valores de los parametros.

e Sia>0,b>0yd > 0lospuntos estan en los sextantes | y IV de forma ascendente.
e Sia<0,b<0yd <0 lospuntos estan en el sextante V de forma descendente.
e Sia>0,b>0yd <0 lospuntos estan en los sextantes Il1, IV y V de forma

descendente.



e Sia>0,b<0yd <0 los puntos estan en los sextantes | y IV de forma ascendente.
e Sia>0,b<0yd > 0los puntos estan en los sextantes | y IV de forma ascendente.
e Sia<0,b>0yd <0 los puntos estan en los sextantes 1l y V de forma descendente.
e Sia<0,b>0yd > 0lospuntos estan en el sextante Il de forma ascendente.

e Sia<0,b<0yd > 0los puntos estan en los sextantes 1l y VV de forma ascendente.

En el séptimo caso, se estudiaron las funciones de cubicas de la formay = ax3® + cx + d,
donde como en el caso anterior se analizaron las ocho posibles combinaciones de los valores que
pueden tomar los parametros.

e Sia>0,c>0yd > 0los puntos estan en el sextante IV de forma ascendente.

e Sia<0,b<0yd <0 lospuntos estan en el sextante V de forma descendente.

e Sia>0,c>0yd < 0los puntos estan en el sextante 111 de forma descendente.

e Sia>0,c<0yd > 0los puntos estan en los sextantes 11 y IV de forma ascendente.
e Sia>0,c<0yd < 0lospuntos estan en los sextantes 111 y V de forma descendente.
e Sia<0,c>0yd > 0los puntos estan en los sextantes 11 y IV de forma ascendente.
e Sia<0,c>0yd < 0lospuntos estan en los sextantes 111 y V de forma descendente.

e Sia<0,c<0yd > 0lospuntos estan en el sextante 11 de forma ascendente.

Por ltimo, se estudiaron los casos done la funcién clbica es de la forma y = ax3 +
bx? + cx + d, dando como resultados que la ubicacion de la secuencia de puntos esta en uno,
dos, tres o0 varios sextantes.

La secuencia de puntos ubicados en un Unico sextante es porque los parametros tienen las
siguientes condiciones:

e Sia<0,b>0,c<1yd > 0lospuntos estan en el sextante Il de forma ascendente.



e Sia>0,b<0,c>1yd <0 los puntos estan en el sextante 11l de forma
descendente.

e Sia>0,b>0,c=1yd > 0lospuntos estan en el sextante IV de forma
ascendente.

e Sia<0,b<0,c<1yd <0 lospuntos estan en el sextante V de forma

ascendente.

La secuencia de puntos ubicados en dos sextantes es porque los parametros tienen las
siguientes condiciones:

e Sia>0,b>0,c>1,d<0ya>0,b<0,c>1 d >0 los puntos estan en los
sextantes 111y 1V de forma descendente y ascendente, respectivamente.

e Sia<0,b>0,c<1,d<0ya<0,b<0,c<1yd > 0lospuntos estan en los
sextantes 11y V de forma descendente y ascendente, respectivamente.

e Sia<0,b>0,c>1,d> 0lospuntos estan en los sextantes Il y IV de forma
ascendente.

e Sia>0,b<0,c<1yd <0 los puntos estan en los sextantes 111 y V de forma

descendente.

La secuencia de puntos ubicado en tres sextantes es porque los pardmetros tienen las
siguientes condiciones:
e Sia>0,b>0,c<1yd > 0los puntos estan en los sextantes I, Il y IV de forma
ascendente.
e Sia<0,b<0,c=>1yd <0 los puntos estan en los sextantes Ill, V'y VI de forma

descendente.



e Sia>0,h<0,c<1yd>0,a<0,b<0,c>1yd>0ya<0,b>0,c>1y

d <los puntos estan en los sextantes I, 11 y IV de forma ascendente.

Durante el proceso de exploracion se evidenciaron dos particularidades que
correspondieron a: la secuencia de puntos T; mencionados en la funcidn cuadrética, los cuales
forman curvas que dependiendo de la funcidn cubica estas tienen alteraciones, dichas curvas se
van a explicar en los primeros cuatro casos y los otros cuatro casos se dejan a ejercicio del lector.
El segundo corresponde a una particularidad en la funcion clbica de la forma y = ax3 + cx,
donde algunas de sus rectas coordenadas son paralelas.

Para el primer caso, las funciones clibicas y = ax3 en la Figura 16 se muestra que los
puntos T}, forman dos curvas simétricas respecto a la recta de origen, sin embargo, la posicion de
los puntos cambia cuando a toma valores negativos y positivos. Si a > 0 los puntos estan en los
sextantes I1l'y IV y si a < 0 los puntos estan ubicados en el sextante 11y V.

Figura 16

Curvas de rectas coordenadas intersecadas

En el segundo caso cuando y = ax3 + bx? los puntos T, tienen cuatro comportamientos en
donde se pueden presentar una o las dos curvas, las cuales dependen de los valores de los

parametros a y b anteriormente estudiados.



e Sia>0yb > 0lospuntos T) forman solo una curva que esta ubicada en el sextante
i
e Sia<0yb < O0enlaFigura 17 se muestra que los puntos T, forman dos curvas

ubicadas en los sextantes Il y V respectivamente,

Figura 17

Representacion curvas y = —ax3 — bx?

e Sia>0yb<O0enlaFigura 18 se muestra que los puntos T) forman una sola curva

en el sextante V.

Figura 18

Representacion curvas de y = ax3 — bx

.- e e .

e Sia<0yb>0 lospuntos T, forman una curva cuyos puntos estan ubicados en el

sextante V.



El tercer caso corresponde a las funciones clbicas de la forma y = ax3 + cx, donde se
presenta una similaridad con los puntos T;, del primer caso, puesto que se forman dos curvas
simétricas respecto a la recta de origen. Por un lado, cuandoa >0yc>1 0<c<1lenla
Figura 19 gréfica 18 se identifica que los puntos estan ubicados en los sextantes 11y IV y otro
lado, cuando a < 0y ¢ < 0 los puntos estan ubicados en los sextantes 11y V. Sin embargo, en las
funciones cubicas donde los parametros a y c tiene signos opuestos no se presenta ninguna curva,
porque la sucesion de puntos gque representa a la funcion en el plano PAR esta ubicada en toda la
recta de origen.

Figura 19

Representaciones de curvascona >0y0<c <1

Para el cuarto caso, en las funciones cubicas de la forma y = ax3 + d las curvas que son
formadas por los puntos Tj, se presentan de acuerdo con los valores de los parametros a y d.

e Sia>0yd > 0los puntos T, forman una curva ubicada en el sextante IV.

e Sia<0yd > 0los puntos T, forman una curvay estan ubicados en el sextante 1.

e Sia>0yd <0 los puntos T, forman una curva que esta ubicada en el sextante Il1.

e Sia<0yd < 0lospuntos T, forman dos curvas que estan ubicada en los sextantes Il

y V.



La segunda particularidad corresponde a las rectas coordenadas de las funciones cubicas de

laformay = ax3 + cx,yaque,sia>0yc=—(a—1)ya<0yc=(|la| +1) las rectas

coordenadas (0,0), (1,1) y (—1,—1) son paralelas. En la Figura 20 se muestra un ejemplo
especifico.
Figura 20

Coordenadas Paralelas

Teniendo en cuenta que la representacion de las funciones cubicas es la secuencia de
puntos que esta contenida en una recta, es de mencionar que no se logro identificar la regularidad
de la secuencia debido a la programacion realizada en GeoGebra, ya que, entre cada par de
puntos hay infinitos puntos. Por lo anterior, para encontrar las expresiones algebraicas que
permitan el paso del plano cartesiano al plano PAR, se toma como referencia la recta que esta
determinada como: f(x) = ix + b, donde la escritura de sus elementos se encontré a partir de
los casos anteriormente estudiados de la funcion cabica en el plano PAR, dando como resultado
dos posibles formas.

Forma #1

La primera expresion que se determind m, a partir de tomar ejemplos especificos de
funciones cubicas e ir cambiando el valor de sus parametros para asi identificar las variaciones

gue presentaba e incorporarlas a la expresion.



Como primer paso se tomé un ejemplo de las funciones clbicas de la forma y = ax3 +
bx? , donde en la Tabla 10 se muestran los resultados cuandoa = 1, b # 0y f = 4.
Tabla 10

Resultados de y = x3 + bx?

b m
1 0.25
2 0.5
3 0.75
4 1

5 1.25

Analizando la diferencia que tenia cada par de valores, se encontrd que el resultado es el

. . ao- 1 . . . ,
mismo 0.25, la cual equivale a escribir r teniendo en cuenta la influencia de los pardmetros a 'y b

se obtiene que la expresion de 71, para estos casos es:

Continuando y teniendo presente que el valor de 7 dependia de los demas parametros
de la funcién culbica, se tomo las funciones de la formay = ax3 + d,dondea=1,d #0y
f = 4. Dando como resultado que la diferencia entre los valores de 7 era la misma, indicando

asi que para estas funciones la expresion es:

. d
m=—

f



Con las expresiones anteriores y con los casos estudiados se evidencio que el valor del
pardmetro ¢ no estaba, pero influia fuertemente en 71, es por ello se tomé a las funciones
cubicas de la forma y = ax® + bx? + cx y en la Tabla 11 estan los resultados de m cuando
a=2,b=7,c#+0,f =4.

Tabla 11

Resultados de y = 2x3 + 7x% + cx

C m

1 —0.5

2 —0.125
3 —0.25
4 —0.375
5 —-0.5

6 —0.625

. . . ~ 1
Analizando la diferencia entre los valores de m, se obtuvo que es 5 lo cual se puede

oy - 1 . , . . .z
escribir como @ siendo analogo a la primera generalizacion. Es por ello, por lo que se toma la

., b . . ..y,
ecuacion @ y se incluye c teniendo en cuenta la condicion que debe tener para generar un valor,

ya que si ¢ = 1 la recta es constante. Obteniendo la siguiente expresion:

_b(c-1)
f(a)

m =



b(c-1)
f(a)

. : d .
Ahora bien, en las ecuaciones 7 y — se observa que los cuatro parametros de la

funcion cubica estan involucrados, lo cual permitio agruparlas y operarlas para asi obtener la

expresion final de 1.

_d_b(c—1)

"TFT @

m_b—bc+da
T @

Para encontrar la expresion de b, se tuvo en cuenta que los Ginicos parametros de la
funcion cubica que interferian eran a y b. Por lo tanto, en la Tabla 12

Resultado de b con la funcién y = 5x3 + bx? se muestran los resultados de tomar una
funcion cubica de laformay = ax® + bx2cona=5,b #0y f = 4.
Tabla 12

Resultado de b con la funcion y = 5x3 + bx?

b b

1 —0.2
2 —0.4
3 —0.6
4 —0.8

Posteriormente, reescribiendo los resultados en nimeros decimales se evidencié que 15, se

escribe de la forma:

S
Il

|

I



Por ultimo, con las dos Gltimas ecuaciones se obtiene la expresion de la recta que

representa la expresion de la funcion cubica en el plano PAR con los parametros a, b, c y d.
. _(b—bc+da - b
f(X) - F(a) a

Forma #2

Para encontrar la expresion de 7 y b, se tuvo en cuenta dos ecuaciones y la secuencia de
puntos. La primera ecuacion es f (x) = #iix + b que hace referencia a la recta donde esta
contenida la secuencia de puntos, la segunda es 9 = 7ix + b representando la ecuacion de las
rectas coordenadas del plano PAR y un punto de la secuencia es determinado como P(x,, y,). Lo
anterior con el objetivo de encontrar las expresiones teniendo en cuenta lo ya conocido en el
plano cartesiano, determinar la ecuacién de la recta a partir de dos puntos. Primero encontrando
la ecuacion de las rectas coordenadas, luego los dos puntos de interseccidn que las rectas generan
y por ultimo utilizando esos puntos para encontrar la ecuacién de la recta que contiene a la
secuencia de puntos.

El primer paso, correspondi6 a una particularidad que se encontraba al generar la
secuencia de puntos que representa a la funcion cubica en el plano PAR, ya que los valores que se
tomaban en el eje x tienen que ser simétricos respecto a la recta de origen para determinar el
punto de la secuencia. En ese sentido, si se toma a dos valoreseneleje x t; y —t; € R — {0} se
obtendran dos rectas coordenadas que pasan por esos valores y determinaran el punto que
pertenece a la secuencia. Con lo anterior, trasladado al plano cartesiano tomando a la recta de
origen y el eje x del plano PAR como eje x y y del plano cartesiano respectivamente, se obtiene
que las coordenadas que corresponden a esos valores son (0,t;) y (0, —t;).

Luego se evaluo el valor de t; y —t; en la ecuacion cartesiana de la funcion cubica:



y(t) = a(t;))* +b(t)*+c(ty) +d y y(—ty) = a(=t1)* + b(—t)* + c(—t)) +d

Dando como resultado las rectas coordenadas del eje y del plano PAR es decir

(t1,v(ty)) y(—t1, y(—t,)) . Ahora, teniendo como referencia el plano cartesiano y considerando
que el eje y del plano PAR en el plano cartesiano es x = f, entonces, en la Figura 21 se puede
observar que los puntos de interseccion de la recta coordenada con x = f estan definidos en su

primera coordenada como f y en la segunda como la imagen que corresponde a la funcion cubica

en el plano PAR es decir (f,y(t1)) Y (f, y(—t1)).

Figura 21

Puntos (O, tl) ' (0' _tl) ' (fl y(tl)) y (fl y(_tl))

—a———r—yg o S+ o+

Con los cuatro puntos (0,t,), (0,—t), (f,y(t1)) y (f, y(—t;)), se pudo encontrar las
pendientes de las dos rectas coordenadas que van a determinan el punto de la secuencia,

utilizando la formula de la pendiente:

iy = y(tl;_tl i = y(—t;)+t1

Dando como resultado que las ecuaciones de las rectas coordenadas son:

9= y(tlj?_tlx +b y 9= Y(‘t;)”lx b



Es de mencionar que, para facilitar los célculos, las rectas coordenadas vistas desde el
plano cartesiano van a tener su punto de corte en t; y —t4, por tal motivo se toma las ecuaciones

de las rectas como:

y(t1)—tq
f

y(=t1)+tq

y= xX—1t

Para el segundo paso se encontré el punto de interseccion de las rectas coordenadas que

pertenece a la secuencia de puntos que representa a la funcién cubica en el plano PAR, para ello

se igualaron las ecuaciones de las rectas coordenadas y posteriormente se reemplazaron con las

expresiones de las pendientes m; y m, para asi poder despejar x:

() —t y(=t) + ¢
Y x4 =2 1y

7 X+t 7 —t
mx +t, = myx —tg
x(my —my) = =2t

T2y
* T - )

Luego, se realizo la resta de las pendientes, con la finalidad de dejar expresado todo en los
términos que ya se conocian, dando como resultado:

_alt)’ +b(t)?* +ct) +d -ty a(=t)*+b(-t)*+c(-t)+d+t

m; —m, 7 7
o 2a(t)® + 2c(ty) — 2t
m; —mp; = f
o 2(at)?+c—-1)
m1 - mz = f

Reemplazando el resultado de la resta en la expresion de x se obtuvo:



—2t,
<2t1 (a(t))?+c— 1))
f
—f

B a(t1)2 +c—-1

X =

X

Con el valor de x, se sustituy0 y se opero en una ecuacion de las rectas coordenadas. Lo
anterior, con la finalidad de encontrar la posicion del punto que esta en la sucesion, obteniendo la

siguiente expresion:

. a(t)®+b(t)?+c(t) +d+t —f

Y= f (a(1:1)2 +c— 1) Th
. (a@)®+b(t)* +c(t) +d +t; +at)® +c(t) —t;
y——< a(t;))?+c—1 )

c(t)(a—1) = b(t;)* —d
a(t))?+c—1

y=

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de las rectas coordenadas son:

P1< —f b(t)* +d )

a(t;)?+c—-1 '_a(t1)2+c—1

Es de notar que, para encontrar la recta que contiene a la sucesion de puntos, es necesario
tener la posicion de dos puntos P, y P,. En el caso de P,, su ubicacién se encuentra tomando
otros valores t, y —t, € R — {0} y realizando un procedimiento analogo se obtiene que su

ubicacion en el plano cartesiano esta determinada como:

Pz< —f b(t,)* +d >

a(t,)? +c—1 '_a(t2)2+c—1

Para finalizar, se encontro la ecuacién de la recta que contiene a la secuencia de puntos,
haciendo uso de los puntos P; y P, y reemplazando de manera adecuada en la férmula de

pendiente. Obteniendo el siguiente resultado:



__b(t))*+d b(t)? +d
a(t,)?+c—1 a(t))*+c—1
—f f

a(t,)?+c—1 + a(t;)?+c—1

m =

_(b(t)* + D (alt)’ +c—1) + (b(t)* + d)(a(ty)* + c— 1)
- (a(t))? + c— D(a(t;)?+c—1)
—F(a(t))?+c—1)+F(a(t)?+c—1)
(a(t)®* +c—D(alt)* +c—1)

3
I

(b — bc + da)(t,? — t,2)
~_ (a(t)* +c—1D(alt))?* +c—1)

"= Fa(t,® — t,%)
(a(t)?* +c—D(alt)* +c—1)
_ _b—bc+da
m= Fa

Con la expresion de la pendiente y el punto P;, se encontro la ecuacion de la recta que

contiene a la secuencia de puntos que representa a la funcion cubica en el plano PAR:

. _(b=bc+da f b(t))?>+d
f) _< fa ><x+a(tl)2+c—1>+<_a(t1)2+c—1>

. _(b=bc+da b — bc+da b(t)? +d
fe) = <f—a> <a(a(tl)2 tc—1) a(t)?+c— 1)
. . _(b=bc+da b —bc+da—ab(t))? — ad
f) = < fa >x < a(a(t;)?+c—-1) >
. . _(b—bc+da b(1 —c—a(t)?)
f(")‘< fa >x+<a(a(t1)2+c—1)>
. _(b=bc+da b(a(t)?*+c—1)

1) = (f—a>x Ca(a(t)?+c-1)

b



Funciones pares e impares

El comportamiento de las funciones pares e impares se estudid de acuerdo con los puntos
de interseccidn que determinaron las representaciones de las funciones cuadréaticas y cubicas en
plano PAR, donde las intersecciones de las funciones cuadraticas se definieron como el conjunto
de n rectas coordenadas [; y cuyas intersecciones son el conjunto de puntos T}, que definen la
representacion de la funcion en el plano PAR, los cuales se determinan como [, N [, =
{T} con K € Z*. Por su parte, las funciones cubicas son el conjunto n rectas coordenadas [; y
cuyas intersecciones son el conjunto de puntos P, que definen la representacion de la funcién en

el plano PAR, los cuales se determinan como I N l,_—1) = Py, K € Z7.

Con los dos conjuntos de puntos T}, y P, respectivamente se logré mostrar
particularidades de su comportamiento con las funciones de cuarto hasta séptimo grado. En ese
sentido, para este apartado se presentara el comportamiento de los puntos si lo tienen, en cada
una de las funciones, con la finalidad de encontrar una generalidad en la representacion grafica de

las funciones pares e impares.

Funciones pares

En primer lugar, las funciones de cuarto grado de la forma y = ax* + bx3 + cx? + dx +
e en el plano PAR se caracterizan por tener un comportamiento similar en los dos conjuntos de
puntos. En los puntos T), se tiene una representacion formada por dos curvas que en algunos
casos es parecido a una hipérbola y en casos como en la Figura 22 no se puede identificar, por
dicho comportamiento, se le asigna el nombre de PAR-Hiperbdlica. Por otro lado, los puntos P,
presentaron dos comportamientos que dependian del parametro b, cuando b = 0 en la Figura 23
los puntos de interseccion forman una recta perpendicular a la recta de origen y como caso

contrario b # 0 los puntos formaban una curva PAR-Hiperbolica.



Figura 22 Figura 23

Representacion con puntos Ty Representacion con puntos P,

Posteriormente en las funciones de sexto grado que tienen como expresion algebraica y =
ax® + bx® + cx* + dx® + ex? + fx + g las cuales solo contaron con una representacion en el
plano PAR determinada por el conjunto de los puntos Py, en los cuales se forma una recta o una
curva dependiendo de las condiciones de los parametros b y d. La recta se genera cuando b =
0 y d = 0 siendo esta perpendicular a la recta de origen y caso contrario cuando b # 0y d # 0
en la Figura 24 se muestra como se forma una seccion de la curva PAR-Hiperbdlica, la cual no
se pudo definir porque no se encontré una que tomara todo el conjunto de puntos.

Figura 24

Representacion con Py

Con base en lo anterior y lo estudiado y encontrado en la funcion cuadratica, se tiene que
cuando se gréafica una funcion par en el plano PAR se van a encontrar dos representaciones, la
primera es una recta euclidiana perpendicular a la recta de origen del plano PAR determinada por

el conjunto de puntos Py y la segunda una posible curva a los extremos de las rectas coordenadas.



Funciones impares

Las funciones de quinto grado cuya formaes y = ax® + bx* + cx3 + dx? + ex + f, en
el plano PAR tuvieron dos representaciones que contienen al conjunto de puntos P, la secuencia
de puntos y la elipse.

Cuando la funcién es y = ax® + cx3 + ex + f se genera una secuencia de puntos que
esta contenida en una recta de la forma f(x) = mx + b ,comportamiento similar a las funciones
cUbicas. La elipse en la Figura 25 por su parte se genera cuando los parametros de la funcion
a, c y e tienen las siguientes caracteristicasa > 0,e >0y —e < c < e.

Figura 25

Representacion elipse con P,

R

.-ooovc\-
-

En las funciones de séptimo grado y = ax” + bx® + cx®> + dx* + ex® + fx? + gx+ h
los puntos no tenian un comportamiento el cual se pudiera generalizar, sin embargo, si los
coeficientes b, d, f = 0 los puntos P, generan una sucesion de puntos contenidas en una recta de
la forma f(x) = mx + b.

Teniendo en cuenta lo estudiado en la funcion lineal y cubica y lo encontrado en las
funciones de quinto y séptimo grado, se concluye que, cuando se grafica una funcién impar en el
plano PAR se obtiene que su representacion grafica es una secuencia de puntos que esta

contenida en una Unica recta.



Capitulo 1V. Resultados y conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones y reflexiones que surgieron a lo largo del
desarrollo y construccion de este documento, expresando la influencia de los aspectos
metodoldgicos en este; y el alcance que se tuvo en relacidn con los objetivos especificos los
cuales permitieron el cumplimiento del objetivo general. Ademas, estaran inmersos los resultados
que se obtuvieron durante el estudio, la respuesta a las preguntas planteadas y las posibles
investigaciones que se pueden abordar a futuro teniendo como base el mismo. Por ultimo, se
expone cOmo esta investigacion influyé en mi formacion personal y profesional como futura

profesora de matematicas.

Aspectos metodologicos

Teniendo en cuenta las cuatro fases planteadas por Artigue et al. (1995) y las
caracteristicas del método inductivo y deductivo tomadas de Abreu (2014) y Samper et al. (2010)
respectivamente se hace necesario evidenciar en que parte del desarrollo del documento se vieron
0 no inmersas, para ello se tomara cada fase y se analizara lo respectivo. La primera fase, analisis
preliminar, no se contempla de una manera especifica en el estudio, ya que las formas de
ensefianza del objeto no se tomaron en cuenta, sin embargo, si estan presentes los conocimientos
que se adquirieron en la formacidn académica para encontrar particularidades de las funciones
polindmicas en el plano PAR.

La segunda fase de concepcion y analisis, a priori se presenta en la construccion del
marco de referencia, ya que se vio la necesidad de estudiar objetos, conceptos, procedimientos y
habilidades utilizados en el plano cartesiano para la ensefianza y el aprendizaje en la educacion

basica secundaria y media. Asi, se utilizaron los anteriores conocimientos como una guia



conceptual que permitio tener una claridad y orden durante el estudio, ademas de permitir tener
un buen dominio de las diferentes representaciones graficas y algebraicas que tiene un objeto
matematico.

La tercera fase de experimentacion se centra especialmente en el capitulo de estudio de las
funciones polindmicas en el plano PAR, el cual es organizado de la misma manera que el marco
de referencia: de lo sencillo a lo complejo analizando las representaciones algebraicas y graficas.
Asi mismo, dentro de esta fase se ve el uso del método inductivo y deductivo, ya que el método
inductivo permitid hacer los hallazgos directamente en el plano PAR debido a que se partia de
ejemplos muy particulares para llegar posteriormente a la generalizacion y el deductivo
evidenciado cuando se necesito tomar algo de lo ya formalizado en el plano cartesiano para
utilizarlo en el plano PAR.

La Gltima fase de andlisis a posteriori y evaluacion se evidencia en el presente capitulo:
resultados y conclusiones, en el cual se identifican diferencias y similitudes en lo expuesto en el

marco de referencia y lo encontrado en el estudio de las funciones polinémicas en el plano PAR.

En relacion con los objetivos especificos

La construccion del marco de referencia correspondiente al capitulo 11 dio el cumplimento
del primer objetivo especifico planteado para este trabajo, puesto que en él se abordaron distintos
asuntos que le dieron sentido y orden al documento permitiendo enfocar el objeto de estudio,
mediante los temas que alli se trataron: la nocion de representacion enfocada en el aprendizaje y
las habilidades que los estudiantes desarrollan cuando las utilizan, el estudio de las funciones
polindmicas en el plano cartesiano y las caracteristicas principales que tiene el plano PAR.

Ademas, se incluyeron asuntos emergentes que se consideraron importantes como es el caso del



conocimiento que debe tener el profesor de matematicas desde lo propuesto por Stacey (2008) y
los recursos tecnoldgicos en y para la practica docente.

Particularmente, el estudio de las funciones polindmicas en el plano cartesiano consistio
en analizar cada funcidn a partir de su expresion algebraica identificando el comportamiento que
tenia su representacion gréafica, de acuerdo con las modificaciones realizadas a sus parametros.
Lo anterior permiti6 que el estudio de las funciones polindmicas en el plano PAR se hiciera de
manera ordenada y de forma analoga a lo que normalmente se realiza en el plano cartesiano, con
ello los resultados obtenidos de sus representaciones se lograron identificar de manera méas
detallada, permitiendo una mejor comprension.

Con lo anterior se da paso al segundo objetivo especifico: la caracterizacion e
identificacion de las representaciones de las funciones polindmicas en el plano PAR, en donde se
vio la necesidad de tener un apoyo visual que permitiera identificar de manera rapida y eficaz el
comportamiento de las representaciones gréficas de las funciones. Por tal motivo, adicionalmente
se construy6 un programa en el software GeoGebra GeoGebra el cual se puede encontrar en el

siguiente enlace: https://www.geogebra.org/m/wkapgh52, en donde segun la expresion algebraica

usual ingresada se pueden visualizar las rectas coordenadas, los puntos de interseccion que tienen
las rectas y el objeto geométrico que ellos forman en el plano PAR.

De manera especifica, los objetos geomeétricos que se evidenciaron en cada una de las
funciones fueron:

La representacion grafica de la funcién lineal en el plano PAR esta determinada por los
dos parametros de la expresion algebraica usual de la funcion, dando como resultado que su
comportamiento es dependiente del parametro m, ya que si m = 1 la representacion de la funcion
polinémica en el plano PAR son infinitas rectas coordenadas que entre si son paralelas, caso

contrario cuando m # 1 donde su representacion es un punto.


https://www.geogebra.org/m/wkapgb52

En las funciones cuadraticas su representacion grafica es una recta asintética que hace
parte de una hipérbola y de acuerdo con los pardmetros de la expresion algebraica usual esta va
cambiando, ademas, cuando el parametro b # 1 se forma una recta perpendicular a la recta de
origen del plano PAR, con distintitos puntos de interseccion.

Las funciones cubicas se representan graficamente en el plano PAR, por una sucesion de
puntos contenidos en una misma recta, los cuales son determinados a partir de los valores que
tengan los pardmetros. En dichas funciones, también se evidenci6 otro comportamiento
interesante con otra sucesion de puntos que son determinados por las rectas coordenadas, los
cuales forman curvas que estan ubicadas a los extremos de las rectas coordenadas.

Por ultimo, se analizaron las funciones de cuartos, quinto, sexto y séptimo grado que
permitieron llegar a una generalidad de la representacion de las funciones pares e impares: las
funciones pares van a tener dos representaciones una curva o una recta perpendicular a la recta de
origen y las funciones impares en el plano PAR son una secuencia de puntos.

Con base en lo anteriormente mencionado surgen y se proponen las siguientes preguntas
para futuros trabajos ¢cudl o cuales seran las representaciones que tienen las funciones no
polinémicas en el Plano PAR?

En cuanto al programa, para el caso de la funcion lineal no solo se cuenta con el paso del
plano cartesiano al plano PAR, sino que, también se pueden ingresar los elementos de la
expresion algebraica que tiene la funcion en el plano PAR y este arrojara la expresion de la
funcion usual. Ademas, es de mencionar que la inclusion emergente del programa permitio: (1)
generar un dinamismo que no era posible tener si se construia a papel y lapiz cada una de las
funciones, lo cual tomaba mas tiempo y podia generar errores al no tener exactitud con ciertos

valores, dado que las funciones estan establecidas de R en R; (2) identificar el objeto geométrico



que representaba las funciones en el plano PAR y (3) evidenciar caracteristicas particulares de
cada funcion en el plano PAR.

Como es de notar, el programa no era parte del interés inicial del estudio y por tanto del
documento, se reconoce y sugiere que este puede ser mejorado en futuras investigaciones. A su
vez, con la creacion de este programa se dio respuesta a la pregunta “;se podran incorporar
recursos tecnologicos para el estudio de las representaciones de las funciones polindmicas en el
plano PAR? Si es el caso, ;como, para qué y cuales?” planteadas en la justificacion de este
trabajo. Puesto que lo anterior evidencio la importancia que tienen los recursos tecnoldgicos en el
aprendizaje de cualquier objeto matematico, el cual se puede manipular, modificar segun sea la
necesidad del momento, generando en los estudiantes habilidades, competencias o0 procesos
significativos como lo son la visualizacién y la argumentacion.

Finalmente, para dar cuenta del cumplimiento del tercer objetivo especifico sobre la
escritura de los resultados y conclusiones del estudio de las funciones polinémicas en el plano
PAR, haciendo énfasis en como este tipo de estudios influyen en la formacion de futuros
profesores de matematicas, se alude a dos asuntos referidos en este mismo capitulo. El primero
en relacion con el alcance de los objetivos especificos y el objetivo general, y el segundo en torno

a la experiencia profesional y personal que dejé el trabajo y que se presenta posteriormente.

En relacion con el objetivo general

A partir de lo expuesto previamente sobre los objetivos especificos y en general todo el
extenso de este documento, el objetivo general “Estudiar las representaciones de las funciones
polindmicas en el plano PAR, teniendo en cuenta las propiedades y caracteristicas de estas” en
términos generales, se puede concluir que fue alcanzado en su totalidad. Dado que, el estudio

permitio detallar algunas de las caracteristicas del objeto matematico, como lo fueron, sus



representaciones graficas a través de determinar los puntos que se forman por las intersecciones
de las rectas coordenadas y las expresiones algebraicas que las identifican en dicho plano, las
cuales surgen por el objeto que forman los puntos representativos. A su vez, en algunas funciones
se identificaron las expresiones que permitieron pasar de la expresion algebraica usual a la
comprendida en relacion con el plano PAR vy viceversa.

En ese sentido, a partir de las representaciones de las funciones polinémicas en el plano
PAR se logré evidenciar el objeto geométrico que las identifica en el plano PAR, dando asi
respuesta a la pregunta ¢ Cual es la representacion de las funciones polindmicas en el plano PAR?
Es de notar que la respuesta no es Unica, puesto que las funciones pueden tener dos o mas
representaciones dependiendo del dinamismo que se presenta en la interseccion de las rectas
coordenadas. Adicionalmente, en algunas de estas representaciones las cuales no fueron
seleccionadas como la representacion a considerar para caracterizar la funcion, se logroé
identificar el objeto geométrico; y en otras, se presento el analisis realizado de lo que se observo,
de acuerdo con las modificaciones que se le iban haciendo a los parametros de la expresién
algebraica usual. Por ello, se deja abierto el estudio de estas representaciones teniendo en cuenta
los compartimientos que estas pueden presentar, asi mismo poder experimentar que otras formas
geométricas 0 no geomeétricas salen con las posibles combinaciones de las intersecciones de las

rectas coordenadas.

Experiencia profesional y personal qué dejo el trabajo

Finalmente, en este apartado se dara respuesta a la pregunta ¢,como esta actividad
matematica aporta a mi formacion como futura profesora de matematicas? Contemplada en la
justificacion de este trabajo y que apoya el cumplimiento del ultimo objetivo especifico. Para

ello, se tienen en cuenta dos asuntos, siendo el primero el dominio que el profesor de



matematicas debe tener siguiendo el modelo de Stacey y el segundo reconociendo las
representaciones como una herramienta fundamental en el proceso de aprendizaje.

En primer lugar, lo expuesto en el conocer las matematicas y el saber matematicas del
modelo de Stacey junto con los recursos tecnoldgicos para la practica docente expuestos en el
capitulo 11, se destaca que el dominio del profesor sobre las herramientas tecnologicas juega un
papel fundamental en la ensefianza y el aprendizaje de cualquier objeto matematico, ya que este
le permitira explorar diferentes situaciones de una forma dindmica e interactiva. Lo anterior,
permite captar con mayor rapidez y efectividad la dificultad del estudiante y, posibilita al
profesor el disefio y estructuracion de métodos que lo ayuden a superar los errores o, en el caso
contrario, a potenciar aquellas habilidades que los estudiantes adquieran por medio del recurso.
Aunque dicho recurso tecnolégico resulta muy Util y eficiente, es importante reconocer que
también tiene limitaciones y barreras que le impiden abarcar algunas de las caracteristicas

particulares que tenga el objeto de estudio.

Siguiendo con el modelo de Stacey en el saber aprender matematicas y experimentar las
matematicas en accién se concluye la importancia de la vision articulada que debe tener el
profesor de matematicas, ya que le permitira tener mayor claridad y dominio de cualquier objeto
matematico. Por esta razdn, este trabajo destaca que la principal accion que debe hacer y tener un
profesional en la docencia o un docente en formacion es la capacidad investigativa, comunicativa
y argumentativa, ya que le da habilidades y seguridad para la ensefianza de cualquier objeto

matematico.

En el segundo momento se reconoce que la articulacion de conexiones entre las
representaciones graficas y algebraicas permitieron establecer que, dentro del aula de clase, estas

dos representaciones son necesarias para entablar conexiones conceptuales significativas en los



estudiantes. Lo cual les ayuda a ampliar su vision respecto al objeto matematico, identificando las
propiedades que cada una de ellas brinda. De lo anterior se evidenci6 que, para este trabajo las
conversiones mas trabajadas entre las representaciones de Burkhard et al. (1993, citados en Rico
et al, 2000) fueron el ajuste de curvas y el bosquejo, permitiendo el desarrollo de habilidades
matematicas por medio de la manipulacion de las representaciones, mediante la busqueda de los
resultados. Por ello es importante que el profesor identifique el objeto de su ensefianza y las

representaciones que mas se adecuan a las necesidades de los estudiantes.
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