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Introduccion

En las ultimas cuatro déecadas, se ha investigado acerca del uso de programas de
geometria dindmica para el aprendizaje de la geometria. Esto porque se ha visto el gran
potencial que tienen las representaciones dinamicas en la resolucién de problemas
(Baccaglini-Frank y Mariotti, 2009; Olivero, 1999). Un foco de interés de las
investigaciones es el empleo de estos programas para el desarrollo de situaciones donde se
requiere visualizar y formular conjeturas.

Algunos de los estudios sobre los procesos visualizacion y conjeturacion, que se
movilizan en la resolucion de problemas, cuando median programas de geometria
dinamica, se centran en las herramientas que ofrecen dichos programas. En particular, ha
habido especial interés en la herramienta de arrastre de elementos de una construccion
(Olivero, 1999). Como pretendemos mostrar en este trabajo de grado, esta herramienta es
crucial para movilizar los procesos mencionados, en la resolucion de problemas abiertos
(los cuales conceptualizaremos mas adelante). Cuando los estudiantes interactan
directamente con representaciones geométricas establecen relaciones entre lo que ven y las
propiedades que determinan a los objetos, posibilitando la formulacion de conjeturas.

En el presente documento, damos a conocer un estudio que hicimos como trabajo de
grado de la Licenciatura en Matematicas, de la Universidad Pedagdgica Nacional. Este
tenia como objetivo caracterizar la funcion que tiene un tipo particular de arrastre, el
arrastre mantenido, en los procesos cognitivos de visualizacion y conjeturacion. El interés
por este tipo de arrastre surgié porque en algunos documentos (Baccaglini-Frank, Mariotti
y Antonini, 2009; Samper y Molina 2013; Laborde, 2000) se mencionan el potencial que
tiene este tipo de arrastre en la solucién de problemas abiertos, pero durante la carrera no se
estudia dicho potencial. Consideramos que trabajos como este pueden contribuir a
incentivar el uso del arrastre mantenido en los cursos de geometria que ofrece el programa
de licenciatura.

Para cumplir el objetivo comenzamos por hacer una revision de antecedentes sobre
el arrastre mantenido e identificar cual es su impacto en la solucidn de problemas abiertos.
En seguida, construimos un marco de referencia donde conceptualizamos y ejemplificamos
el arrastre mantenido. Después hicimos un estudio empirico con estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas a los que les propusimos problemas, donde esperabamos que
ellos usaran el arrastre mantenido, con la orientacion del autor de este trabajo de grado que
actué como instructor. A partir de los resultados, cotejamos los hallazgos con lo
mencionado por los autores en la revision de la literatura y obtuvimos las conclusiones del
estudio.




El trabajo esta dividido en 6 capitulos. En el Capitulo 1, describimos la
delimitacién del estudio donde nos referimos al interés por el tema, presentamos la
justificacion del estudio y puntualizamos los objetivos.

En el Capitulo 2, presentamos la revision de estudios previos que, segin nuestro
criterio, abren el camino a los estudios sobre el arrastre mantenido. También sintetizamos
informacion sobre investigaciones en donde se introduce el arrastre mantenido, como
opcion de arrastre y de los cuales tomamos elementos conceptuales para construir el marco
de referencia.

En el Capitulo 3, presentamos el marco de referencia. En ese sentido: describimos
diferentes tipos de arrastre; conceptualizamos el arrastre mantenido y lo relacionamos con
otros tipos de arrastre; ejemplificamos el arrastre mantenido; y proponemos una
conceptualizacion de problema abierto y de los procesos de visualizacion y conjeturacion.

En el Capitulo 4 describimos la estrategia investigativa que empleamos para
estudiar el papel del arrastre mantenido en el paso de la visualizacién a la conjeturacion.
Presentamos el escenario que usamos para la interaccion con los estudiantes que nos
sirvieron como participantes informantes. También incluimos la experiencia académica de
los estudiantes. Enseguida, enunciamos los problemas que propusimos a los participantes
informantes. Luego, relatamos como se hizo la preparacion de una entrevista que acompafio
el proceso de resolucion. A continuacion, decimos como hicimos el registro de
informacion. Finalmente, presentamos la rejilla que disefiamos para el anélisis de la
informacion.

En el Capitulo 5, describimos el proceso de resolucion de los problemas por cada
uno de los estudiantes. Al finalizar, resumimos la informacion en una rejilla analitica. En
ella nos referimos a los arrastres que emplearon los estudiantes, los invariantes inducidos y
observados, las relaciones descubiertas y finalmente la conjetura formulada, como producto
de la exploracion.

En el Capitulo 6 generamos el espacio de discusion de los hallazgos obtenidos en el
estudio. El capitulo se encuentra dividido en 4 secciones. En la primera seccién, hacemos
un planteamiento sobre los problemas propuestos a los estudiantes y su pertinencia para
favorecer el arrastre mantenido. En la segunda seccion, hablamos sobre la complejidad del
arrastre mantenido como herramienta til en la resolucion de problemas. En la tercera
seccion, destacamos las relaciones entre los diferentes arrastres y el arrastre mantenido. Y
por Gltimo, expresamos nuestra postura sobre la manera como el arrastre mantenido
favorece los procesos de visualizacién y conjeturacion.

Al final del documento presentamos un apartado de conclusiones, en donde
contrastamos los objetivos que nos propusimos con el trabajo investigativo realizado.
Relatamos los logros del presente trabajo de grado y las dificultades que atravesamos. Y




presentamos las proyecciones y los alcances que esta investigacion puede tener en la
comunidad de educadores matematicos.




Capitulo 1 Delimitacion del estudio

1.1 Descripcion de la tematica a abordar

El arrastre mantenido es un tipo de movimiento que se puede realizar con objetos
representados en un programa de geometria dinamica, como GeoGebra. Fue definido por
Bacagglini-Frank en su investigacion doctoral, presentada en 2010.

En un acercamiento inicial a la literatura sobre este tipo de arrastre, divisamos su
potencial para el aprendizaje de la geometria (Baccaglini-Frank et al. 2009; Baccaglini-
Frank y Mariotti, 2009; Baccaglini-Frank y Mariotti 2010; Baccaglini y Antonini, 2016;
Baccaglini, 2019). Sin embargo, vemos, a través de un breve sondeo, que este no se ha
aprovechado lo suficiente n los cursos de geometria de la Licenciatura en Matematicas ni se
ha promovido en las préacticas iniciales con estudiantes de educacién basica. En el sondeo,
con estudiantes de la licenciatura, realizado en junio de 2021, determinamos que de 37
estudiantes a quienes preguntamos, solo 5 tenian alguna nocion vaga del arrastre
mantenido. Adicionalmente, al hacer una revision de trabajos de grado de la Licenciatura
en Matemaéticas y Maestria en Docencia de la Matematica, que se encuentran en el
repositorio de la Biblioteca de la Universidad Pedagogica Nacional, vimos que de 20
trabajos de grado realizados entre 2015 y 2020, solo 5 hablan del uso de los programas de
geometria dindmica pero no hacen énfasis en los arrastres empleados por los estudiantes en
dichos programas.

En esta investigacion estudiamos a fondo este tipo de arrastre para identificar el
papel que juega en la articulacion de los procesos de visualizacion y conjeturacion, en la
resolucion de problemas de geometria. Con ello queremos difundir esta importante
herramienta de apoyo a la resolucion de problemas, entre profesores en formacion,
profesores en ejercicio, y aportar al aprendizaje de la resolucién de problemas abiertos.

1.2 Justificacién

En las Gltimas décadas, las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones
(TIC) han impactado de manera vertiginosa la sociedad, de tal modo que han cambiado la
forma en que viven, conviven, aprenden y se comunican las personas. Esto se hizo mas
evidente en 2020, con la pandemia generada por el COVID-19, pues a partir de entonces el
vinculo principal entre muchas personas estd mediado principalmente por dichas
tecnologias. La Educacion Matematica no es ajena a esta influencia. Las TIC,
especialmente los programas de geometria dindmica han sido fundamentales para promover
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Actualmente son objeto de investigacion
para establecer, entre otras cosas, su papel en el aprendizaje, la naturaleza de la exploracion
empirica que promueven y como contribuyen a la resolucion de problemas.

En particular en Didéactica de la geometria, que es una de las ramas de la Educacion
Matematica, se ha investigado el uso de los programas de geometria dindmica en la




ensefianza de la geometria euclidiana (Baccaglini, Mariotti y Antonini 2009). Un foco de
interés es el empleo de programas como GeoGebra para el desarrollo de los procesos
cognitivos que se promueven mediante la exploracion empirica: la visualizacion y la
conjeturacion.

Como lo sefialan Gémez (1997) y Laborde (1993; citado por Baccaglini. et al. 2009)
aunque los programas de geometria dinamica no resuelven todos los problemas de la
ensefianza y el aprendizaje de la geometria, sirven como herramientas que abren espacios
para que los estudiantes puedan vivir experiencias matematicas diferentes a las
tradicionales. Esto debido a la posibilidad de manipular dinamicamente las
representaciones de los objetos geométricos en sistemas articulados e interactivos.

Los estudios acerca de la manipulacion dinamica de los objetos geométricos han
llevado a los investigadores a caracterizar diferentes maneras de hacer “arrastres” de estos
objetos, con el fin de establecer el papel que desemperfian en la resolucion de problemas
(Arzarello et al, 2002; Olivero, 2002; Laborde, 2000). El interés se ha enfocado
principalmente en las relaciones entre el arrastre y los procesos mentales que favorece.
Estos son entendidos, por los autores referenciados en este parrafo, como procesos de
recibir, manipular y obtener informacion via la visualizacion y la conjeturacion.

Por el potencial que se entrevimos para el aprendizaje de la geometria,
consideramos que podria resultar interesante describir el arrastre mantenido, determinar
cuéndo se usa y las tareas en las que se promueve su uso. Ademas, quisimos identificar el
papel que juega el arrastre mantenido en los procesos de visualizacion y de conjeturacion
en la resolucion de problemas abiertos (Mogetta et al. 1999; citado en Baccaglini y Mariotti
2009).

En las experiencias como estudiante de la Licenciatura en Matematicas ( autor del
presente trabajo) y como profesora del Departamento de Matematicas (la directora de este
trabajo), no hemos profundizado ni tedrica ni practicamente en el arrastre mantenido. El
trabajo de grado estuvo motivado por la intencion de profundizar en este tipo de arrastre,
caracterizarlo de manera precisa, entender como opera en la resolucién de problemas y
encontrar evidencias para confirmar (o descartar) lo Gtil que es esta herramienta puede ser
para promover la articulacion entre los procesos de visualizacion y conjeturacion.
Deseamos contribuir a estudiar un asunto que interesa al grupo Aprendizaje y Ensefianza de
la Geometria, quien nos sugiriod el tema.

1.3 Objetivo General

Caracterizar el papel que desempefa el arrastre mantenido en la resolucion de
problemas abiertos y determinar su rol en la articulacion entre los procesos de visualizacion
y de conjeturacion.




1.4 Objetivos Especificos
Los objetivos del trabajo de grado son los siguientes:

Describir y ejemplificar el arrastre mantenido y compararlo con otros tipos de
arrastre de objetos de una representacion hecha en GeoGebra.

Proponer una fundamentacion tedrica sobre los procesos de visualizacion y
conjeturacion en la que se establezca el papel que estos pueden jugar en la resolucion de
problemas abiertos.

Sugerir y ejemplificar una caracterizacion de los problemas abiertos en donde sea
posible aprovechar el papel del arrastre mantenido en los procesos de visualizacion y de
conjeturacion.

Identificar la influencia del arrastre mantenido en los procesos de visualizacion y
conjeturacion, que llevan a cabo algunos estudiantes de Licenciatura en Matematicas
cuando resuelven problemas abiertos en donde sea necesario su uso.




Capitulo 2 Revision de la literatura

A continuacion, presentamos algunos estudios en los que hacemos un seguimiento
al trabajo sobre el arrastre mantenido, iniciando por la investigacion de Arzarello, Olivero,
Paola y Robutti (2002) quienes lo insintan por primera vez. Los documentos siguen el
rastro del trabajo de Anna Baccaglini-Frank, quién en su tesis doctoral, dirigida por
Alessandra Mariotti, presenta a la comunidad el arrastre mantenido.

2.1 Estudios previos

Hemos decidido comenzar la revision documental, relacionada con el arrastre
mantenido, por el texto de Arzarello et al. (2002) porque se considera que es una
investigacion que sienta las bases para los estudios sobre el arrastre mantenido. En esta
publicacidn, los autores hacen un estudio de las practicas de arrastre, desde el punto de
vista cognitivo, estableciendo la transicion entre la visualizacion y la generacion de hechos
geomeétricos y viceversa.

El objetivo principal que enuncia el articulo es caracterizar y ejemplificar diferentes
tipos de arrastre, que realizan estudiantes de secundaria superior en Italia, cuando resuelven
problemas abiertos. También se proponen analizar de qué manera estos tipos de arrastre
favorecen los procesos cognitivos de visualizacion y conjeturacion en la ensefianza de la
geometria. Precisamente, los tipos de arrastre que los autores mencionan son, para nuestra
investigacion, la base de los estudios posteriores sobre el arrastre mantenido.

Para atender el objetivo, los autores construyen un marco teorico en el que
desarrollan algunas ideas sobre los procesos de visualizacion y conjeturacion y sobre el
papel de las representaciones dinamicas en el desarrollo de estos procesos. En primer lugar,
mencionan que para favorecer el proceso de conjeturacion, la exploracion debe permitir al
individuo la generacion de movimientos en las representaciones, para que pueda percibir
cambios que son de interés. De esta manera, encuentran una relacion entre lo perceptual y
lo tedrico; esto ultimo entendido como la generacion de conjeturas, de teoremas y de
demostraciones. En segundo lugar, se refieren a que los programas de geometria dindmica
son importantes en la exploracion, porque ofrecen diferentes tipos de arrastre, que
contribuyen a la forma de explorar con el movimiento. En este sentido, favorecen la
visualizacion de las formas en las que cambian los objetos y la identificacion de
propiedades que se pueden encontrar en el momento en que se arrastran dichos objetos. La
posibilidad de arrastrar ofrece a los estudiantes una retroalimentacidn que se convierte en
sustento fiable a la formulacién de conjeturas mientras ocurre la actividad del arrastre. Por
lo tanto, es indispensable clasificar y jerarquizar los diferentes tipos de arrastre.

Segun los autores, la visualizacion es el proceso que permite observar regularidades
patrones e invariantes que son interesantes para el proceso de conjeturacién. De igual
manera, las conjeturas pueden ser validadas, refutadas o verificadas usando como




herramienta la exploracion; de esta manera la exploracion puede aportar a diferencia entre
en lo que se considera dado y en lo que se concluye.

Arzarello, et al., (2002) proponen una jerarquia de tipos de arrastre, identificadas en
su investigacion, que los estudiantes usan cuando buscan dar solucién a los problemas
abiertos. De estos tipos de arrastre son de nuestro interés, con particular énfasis, el arrastre
vinculado, el arrastre guiado y el arrastre de lugar ficticio (cuyas definiciones se encuentran
en el Capitulo 3). Estos son los que estan asociados al arrastre mantenido, que
posteriormente es formulado por Anna Bccaglini Frank.

En el estudio, los investigadores propusieron a unos alumnos de secundaria, cuyas
edades estaban entre 15 y 17 afios, el siguiente problema: “Dado el tridngulo ABC
consideremos el punto P en AB y los triangulos APC, PCB. Proponer una hipdtesis acerca
de las propiedades del triangulo ABC para que APC y PCB sean triangulos isosceles
(lustracion 2.1).

llustracién 2.1 Opciones de respuesta puesto a los estudiantes. Fuente Arzarello et al. (2002)
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Arzarello et al (2002) anticiparon que al hacer un arrastre libre del punto C a
cualquier lugar de la pantalla, cuando P es punto medio del AB, los estudiantes deberian
ver, en algun momento, dos tridngulos isésceles (llustracion 2.2).

llustracién 2.2 Arrastre hecha por los estudiantes. Fuente: Arzarello et al. (2002)
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Los estudiantes también deberian ver que el tridngulo ABC es separable en dos
triangulos isdsceles cuando AP = PC, de tal manera que ellos empezarian a preservar
invariante la propiedad, AP = PC mediante el arrastre guiado. En consecuencia, ya el




arrastre no seria un arrastre libre por que se buscaria mantener la propiedad general de que
los tridngulos sean isosceles. Se evidencia que el arrastre se convierte en un arrastre de
lugar ficticio. Esto, ya que la ruta seguida por el punto C no se esta dibujando y en ese
momento la trayectoria de C es ficticia. Para evidenciar la trayectoria, los estudiantes
deberian hacer uso de la herramienta Rastro, de GeoGebra, aplicada al punto C, de manera
que muestre el “camino” que sigue C (a este tipo de arrastre el autor lo denomina arrastre
de linea) (llustracion 2.3).

llustracion 2.3

Trayectoria que describe el punto C. Fuente: Adaptado de Arzarello et al. (2002)

Si los estudiantes hacen el arrastre en guiado, se podrian dar cuenta de que el punto
C describe una circunferencia con centro en P y radio AP. Entonces el arrastre de lugar
ficticio se vuelve explicito, de manera que se puede promover la construccién de una
circunferencia para corroborarlo (ver Ilustracion 2.4).

llustracién 2.4 Construccidn de la Circunferencia con centro en P y radio AP Fuente: Adaptado de Arzarello
et al. (2002)

De esta manera, los estudiantes podrian conjeturar que los triangulos son isosceles si
el punto C pertenece a una circunferencia con centro P y radio AP. En otras palabras, dado
el triangulo ABC con 4C recto y P punto medio del AB entonces el triangulo es separable
en dos triangulos isdsceles.




Al llevar a cabo la experiencia, los estudiantes efectivamente realizaron el trabajo y
transitaron por los tipos de arrastre previstos. Como conclusion de este trabajo, Arzarello et
al. (2002) afirman que el uso de los arrastres: guiado, vinculado y de lugar ficticio, admite
la visualizacién de la forma de la circunferencia que permite la formulacion de la conjetura.

La resefia de esta investigacion nos muestra que Arzarello et al. (2002) abren un
camino sobre las variantes que puede tener un arrastre, que inspir6 a Baccaglini-Frank para
la formulacion del arrastre mantenido. De igual manera, confirmamos que los tipos de
arrastre son muy potentes en la resolucion de problemas en geometria. Sin embargo, hace
falta dar el paso hacia el arrastre mantenido, que es objetivo de la presente investigacion.

Continuamos la revision documental por el texto de Baccaglini — Frank, Mariotti y
Antonini (2009) en el que se resalta la importancia de la visualizacion en la actividad
matematica. Los autores mencionan que este proceso favorece la comprension de los
conceptos geometricos y facilita el descubrimiento, en el marco de la geometria. Esto se
hace mas evidente al utilizar programas de geometria dinamica, porque alli se pueden
visualizar representaciones de objetos que facilitan el razonamiento y la resolucion de
problemas.

Los autores tienen como objetivo proponer una clasificacion de dos invariantes
(inducida y observada) que son potentes para analizar y explicar el proceso de resolucion de
problemas con apoyo de GeoGebra. Para alcanzar el objetivo, Baccaglini-Frank et al.
(2009) parten de definir lo que entienden por punto base (es un punto construido libre o
semilibre en la pantalla, del que dependen otros objetos de la construccién). Luego,
establecen el concepto de invariante geométrico, como una propiedad que se mantiene
cuando se arrastra cualquier punto base de la figura. Después, explican con detalle una
experiencia de resolucién de un problema de dos estudiantes de secundaria en Italia, en
donde se hace evidente el papel que jugaron ambos invariantes.

Baccaglini-Frank et al. (2009) decidieron centrar la atencion en el arrastre de
puntos, de modo que comenzaron por establecer una distincion entre puntos base y puntos
dependientes. A diferencia del punto base, el punto dependiente es un punto que surge al
hacer una construccion, como dependiente de relaciones geométricas en ella (por ejemplo,
la interseccion de dos rectas) y no es posible arrastrarlo de manera directa. Estas
definiciones que proponen los autores son elementos claves para la caracterizacion del
arrastre mantenido.

Para explicar sus planteamientos, los autores proponen el siguiente ejemplo. Sean
A, M, K tres puntos base no colineales. Se construye B como el punto simétrico de A con
respecto a M, y el punto € como el punto simétrico de A con respecto a K. Se construye la
recta [ paralela al BC por A. Y la recta r perpendicular a I por C. Se determina D como el
punto de interseccion de [y r (llustracion 2.5). Como los puntos A, M, K son puntos base,
se mueven libremente por la pantalla. Se pide formular conjeturas sobre los tipos de




cuadrilateros en los que se pueden convertir el cuadrilatero ADCB, describiendo todas las
formas en las que es posible obtener un determinado cuadrilatero.

lustracién 2.5 Construccion del cuadrilatero ADBC. Fuente: Adaptado de Baccaglini-Frank et al (2009)

Segun los autores, es facil visualizar y justificar que el cuadrilatero ABCD es un
trapecio recto para cualquier punto 4, M, K porque el DA € 1y l es paralelo al BC y

ademas CD € r y r L 1. En consecuencia r L BC. Este es un ejemplo de una construccion
invariante.

El ejemplo anterior se propuso a dos estudiantes de secundaria. Por un lado, ellos
comenzaron arrastrando el punto A (ilustracion 2.5) de manera libre y se percataron que el
cuadrilatero ABCD siempre es un trapecio recto (invariante inducido por construccion). Y
observaron que los puntos K, M y el BC estaban fijos mientras el proceso de arrastre
ocurria (invariante observado durante el arrastre). Por otro lado, los estudiantes decidieron
arrastrar el punto M y notaron que los lados del cuadrilatero cambiaban, pero el
cuadrilatero ABCD se mantenia como un trapecio recto (invariante inducido por
construccion). Y observaron que los puntos A, K y B se mantenian invariantes (invariante
observado durante el arrastre). Después de analizar muchas veces la representacion
geomeétrica, propusieron una conjetura a la luz de los arrastres empleados durante la
exploracion: “Para cualquier punto base A, M, K el cuadrilatero ABCD es un trapecio recto”
En este caso los estudiantes tuvieron un acercamiento a la percepcion de invariantes y lo

hicieron evidente en una relacion condicional entre los puntos base de la construccion y el
resultado de la exploracion.

Este articulo resulta importante porque muestra como se puede articular el proceso
de arrastrar con la percepcion de invariantes en las representaciones geométricas. También
expone que dichos invariantes pueden generar una relacion de dependencia logica en el
mundo tedrico de la geometria. Estos elementos, anteriormente mencionados, son claves en

el proceso de conjeturacion que se apoya en el proceso de visualizacion cuando se usan
programas de geometria dindmica.




Continuamos el rastreo bibliografico por Baccaglini-Frank y Mariotti (2009). El
articulo tiene como objetivo estudiar el papel de los programas de geometria dinamica para
favorecer procesos como los de visualizacion, conjeturacion y demostracion. Las autoras
introducen el lenguaje de movimiento directo y movimiento indirecto de objetos.

Para llegar al objetivo, las autoras proponen que los tipos de arrastre son claves en
la generacion de conjeturas. El tipo de arrastre puede determinar el movimiento de los
objetos geométricos de dos posibles formas: el movimiento directo y el movimiento
indirecto. EI movimiento directo se refiere al movimiento hecho voluntariamente de un
elemento base, por ejemplo, un punto por cualquier lugar de la pantalla. EI segundo ocurre
cuando el elemento se mueve en la pantalla de manera que depende del movimiento
directo. En este sentido Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) afirman que: “el uso del arrastre
permite sentir una dependencia del movimiento que puede interpretarse en términos de una
dependencia logica dentro del contexto geométrico” (pp. 232). Asi, la herramienta de
arrastre puede ser Util en la interpretacion de una representacion geométrica en términos del
control 1égico;(es decir, en términos de relaciones de dependencia geométrica), los
estudiantes pueden trasformar los datos perceptivos, fruto de la visualizacién, en una
relaciéon condicional entre antecedente y consecuente, a manera de conjetura.

De esta manera las autoras hacen explicita la importancia del arrastre en la
generacion de conjeturas, ya que los estudiantes pueden: observar invariantes en las
representaciones geométricas, identificar una dependencia ldgica entre lo arrastrado y lo
observado y corroborar las conjeturas en el entorno de un programa de geometria dinamica.
Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) resaltan que es Util para los estudiantes el poder inferir
ciertos hechos que expliquen algunos fendmenos con el fin de conseguir organizar,
jerarquizar y transformar las acciones en determinado problema.

Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) sostienen una hipoétesis de lo que podria ocurrir
cuando un estudiante ha sido introducido a los tipos de arrastre y la exponen en los
siguientes pasos:

Paso uno: Uso consciente de diferentes tipos de arrastre y uso de la herramienta
Rastro para investigar la situacion; por ejemplo, el arrastre libre y el arrastre de lugar
ficticio. Con ello logran mantener una propiedad geomeétrica de la figura, a la que
denominan invariante inducido intencionalmente.

Paso dos: Toma de conciencia del lugar que describe un elemento de la
construccion, a través del arrastre de lugar ficticio. Con ello reconocen un segundo
invariante, que las autoras denominan invariante observado durante el arrastre.

Paso tres: Formulacidn de hipotesis acerca del vinculo condicional, entre el
invariante inducido y el invariante observado durante el arrastre, en sus diferentes tipos
(libre, guiado, vinculado, de lugar ficticio) para explicar la situacion.




Paso cuatro: Formulacion de la conjetura “Si el invariante observado entonces
invariante inducido”.

Paso cinco: Produccion de una verificacion matematica de la conjetura o intento de
la misma y potencial reformulacion de la conjetura.

Hasta aqui las autoras exponen elementos claves que posteriormente usaran para
dar paso al arrastre mantenido. Mientras tanto destacan que el proceso de arrastre poco se
utiliza pero tiene gran potencial para promover los procesos de visualizacion y
conjeturacion.

Para explicar con mas detalle cada uno de los tipos de arrastre, en particular el
arrastre de lugar ficticio, Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) precisan que este consiste en
arrastrar un punto con la intencion de mantener una determinada propiedad de la figura, es
decir, el invariante inducido intencionalmente. De esta manera puede aparecer una
regularidad interesante, que lleva al descubrimiento de cierta propiedad de la figura cuando
el punto es arrastrado, es decir, el invariante observado durante el arrastre. Sin embargo,
para los estudiantes este lugar esta oculto y se hace explicito cuando se aplica la
herramienta Rastro al punto. Durante el arrastre de lugar ficticio, los estudiantes perciben
regularidades del movimiento del punto y las traducen en un objeto explicito generando
conciencia de la existencia de este con el fin de vincular el punto a tal lugar y corroborar si
se mantiene la propiedad deseada. En resumen, las autoras proponen las siguientes
explicaciones:

Invariante inducido intencionalmente: los estudiantes intentan mantener una
determinada propiedad geométrica.

Invariante observado durante el arrastre: los estudiantes notan que, cuando arrastran
un cierto punto base a lo largo del camino, el invariante inducido intencionalmente parece
mantenerse.

Producto de los procesos anteriores resulta razonable para los estudiantes suponer
que si un punto base se encuentra en una trayectoria particular (descripcion del invariante
observado), el invariante inducido es verdadero. Si la trayectoria que sigue el punto se
encuentra en una figura geometrica particular, la conjetura puede tener la siguiente
estructura: si el punto se encuentra en tal figura, el invariante inducido intencionalmente es
verdadero.

A continuacion, Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) proponen el siguiente problema
para ejemplificar los procesos mencionados: dibuje tres puntos A, M y K no colineales,
luego construya el punto B como la imagen simétrica de A con respecto a M, y el punto C
como la imagen simétrica de A con respecto a K. Construya el punto D como la imagen
simétrica de B con respecto a K. Arrastre M y haga conjeturas sobre el cuadrilatero ABCD.

Al arrastrar el punto M, los estudiantes pueden visualizar distintos paralelogramos,
en particular cuando ABCD es un rectangulo. En este caso, ellos pueden elegir el rectangulo
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como el invariante inducido intencionalmente y buscar mantenerlo durante el arrastre. Para
lograr esto, los estudiantes pueden usar la herramienta Rastro al punto M para que se vea la
trayectoria que sigue y corroborar cuadndo esta configuracion es cierta (llustracion 2.6). Esto
puede llevar a observar cierta regularidad (el invariante observado durante el arrastre). El
movimiento del punto M podria evidenciar la trayectoria de una circunferencia con
didametro AK.

lHustracion 2.6 Arrastre del punto M con laherramienta  llustracion 2.7 Construccion de la robusta de la
Rastro. Fuente: Adaptada de Baccaglini-Frank y trayectoria descrita por M. Fuente: Adaptada de

Mariotti (2009) Baccaglini-Frank y Mariotti (2009)

Es posible que los estudiantes quieran corroborar la trayectoria haciendo una
construccion robusta de la circunferencia y vincular el punto M a este objeto (Ilustracion
2.7). Ellos pueden plantear un vinculo entre las invariantes reconocidas durante el proceso
de arrastre. Esto es, un vinculo condicional entre el invariante inducido intencionalmente y
el invariante observado durante el arrastre, de la forma “si el invariante observado ocurre
entonces el invariante inducido intencionalmente es verdadero”. Lo que lleva a la siguiente
conjetura: “Si M esta en la circunferencia de diametro AK, entonces ABCD es un
rectangulo™.

Este articulo introduce los elementos necesarios para dar paso al arrastre mantenido
que presentan mas adelante Baccaglini-Frank y Mariotti. Adicionalmente, el texto es
motivante porque ejemplifica de manera acertada como ocurren algunos procesos
cognitivos haciendo uso de los distintos tipos de arrastre, que pueden ayudar en los
procesos de ensefianza y aprendizaje en el aula.

2.2 Estudio sobre el arrastre mantenido

Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) definen en esta publicacién, por primera vez, el
arrastre mantenido a partir de investigaciones previas sobre tipos de arrastre. El objetivo
principal del articulo es investigar detenidamente los procesos cognitivos que ocurren
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durante la generacion de conjeturas, en la solucién de problemas abiertos, y vincularlos con
los tipos de arrastre.

Para alcanzar este objetivo, las autoras comienzan por hacer una revision de
antecedentes tedricos. En seguida proponen un trabajo con estudiantes italianos de
secundaria y finalmente desarrollan un analisis sobre las producciones de los estudiantes.

En los antecedentes tedricos Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) presentan tres
fundamentos conceptuales de la investigacion que son: el papel los programas de geometria
dinamica, las caracteristicas de un problema abierto y el arrastre como instrumento. Sobre
los programas de geometria dinamica, las autoras sefialan que estos son una herramienta
muy Util porque son un puente potencial entre el mundo fenomenoldgico de la experiencia
y el mundo matematico de la geometria euclidiana. En cuanto a las caracteristicas de los
problemas abiertos, consideran que los enunciados deben ser declaraciones breves que
incluyen una descripcion de una configuracion, la solicitud de establecer propiedades o
relaciones entre los elementos de esta y que no sugieren ningun método de solucién
particular. Pueden ser de la forma “;Qué configuracion se produce cuando...?”, “;Qué
relacion puede encontrar entre...?” “;Qué figura se puede transformar en...?”

Como lo habian mencionado en trabajos previos, las autoras interpretan el
movimiento directo e indirecto como una “dependencia logica” y esto resulta ser clave en el
desarrollo de conjeturas. Por lo tanto, el proceso de arrastre sirve como herramienta para
revelar una relacion entre las propiedades geométricas implicitas en la figura y la forma de
visualizar la imagen en la pantalla.

Baccaglini - Frank y Mariotti (2010), proponen dos problemas a los estudiantes,
aungue en el articulo solo mencionan las producciones de uno de ellos. Este problema es
descrito en el Capitulo 3 (ejemplo 1).

Con relacion al arrastre mantenido, las autoras precisan que este consiste en
arrastrar un punto o mas y mantener invariante alguna propiedad mientras se observa otra
propiedad interesante. En este sentido, Baccaglini - Frank y Mariotti (2010), aclaran que el
arrastre mantenido implica el reconocimiento de una configuracion particular como
interesante cuando el usuario intenta inducir otra propiedad particular para que esta se
convierta en un invariante durante el arrastre.

Baccaglini y Mariotti (2010) explican que el arrastre de lugar ficticio difiere del
arrastre mantenido en que el primero es un arrastre que “ha encontrado su camino”, un
lugar ficticio que no es visible para el usuario. Mientras que el segundo no tiene como
prioridad encontrar el camino que esta escondido, sino que tiene la intencion especifica de
mantener una propiedad particular. En ese sentido sirve para identificar por qué el camino
que recorre el elemento base mantiene un invariante en la representacion que controla dicho
elemento.

Consideramos este articulo como referente principal en el presente trabajo de grado
porque es donde las autoras proponen por primera vez el arrastre mantenido. A su vez,
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muestran su utilidad en los proceso de visualizacion y conjeturacién y describen elementos
claves en el proceso de visualizacion que conducen a la conjeturacion.

El objetivo de la investigacion reportada en el articulo de Mariotti y Baccaglini-
Frank (2011) es analizar de qué manera el uso del arrastre fomenta el proceso de
visualizacion y la produccion de una declaracion condicional a manera de conjetura. Este
articulo es pertinente para el presente trabajo de grado porque continta ampliando
informacion sobre el uso del arrastre mantenido en la solucién de problemas abiertos, con
foco de los procesos de visualizacién y conjeturacion.

Para lograr el objetivo, las autoras hacen un analisis sobre el arrastre, desde varias
perspectivas. Estas son: el arrastre para percibir invariantes, el arrastre para producir una
declaracion condicional, el arrastre para encontrar una premisa y el arrastre en el analisis de
una solucion paradigmatica.

Las autoras sefialan que el arrastre permite la transformacion de los objetos
geometricos de tal manera que los estudiantes pueden visualizar invariantes mientras hacen
uso de este. Los invariantes estan determinados por: las relaciones geométricas que se
establecen y que se encuentran asociadas una teoria de la geometria euclidiana.

Mariotti y Baccaglini-Frank (2011) consideran que existe una diferencia entre los
invariantes, que es fundamental para identificar la dependencia l6gica entre ellos. En este
caso, ellas se refieren, nuevamente, al invariante inducido correspondiente a propiedades
geometricas establecidas al hacer la construccion, y a otros invariantes que son propiedades
geomeétricas que son consecuencia del inducido.

El arrastre para producir una relacion condicional es complejo, porque no basta
solamente con observar de manera general el objeto geométrico y reconocer las
propiedades. Exige analizar y descomponer los elementos y sus propiedades para visualizar
las relaciones que existen entre dichas propiedades. Es decir, que para producir el
enunciado de una conjetura los estudiantes se deben basar en la interpretacion de los
invariantes inducidos y observados, en términos de relaciones entre las propiedades de un
objeto geométrico (Mariotti y Baccaglini-Frank, 2011). Las autoras presentan el siguiente
ejemplo: ABCD es un cuadrilatero en el que CD es paralelo a AB 'y se construyen las
mediatrices de ABy CD (llustracion 2.8).
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lustracién 2.8 Cuadrilatero ABCD y mediatrices de los segmentos AB y CD. Fuente: Mariotti y Baccaglini

(2011)
///F
B
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La propiedades que se puede visualizar en la figura gracias al uso del arrastre son: el
paralelismo de BC y AD, la perpendicularidad de las mediatrices y los segmentos
correspondientes y el paralelismo entre las dos mediatrices. Segun las autoras, la
complejidad en la produccion de un enunciado condicional se sitla en hacer conciencia de
las jerarquias inducidas entre las propiedades de la contruccion y las correspondientes
relaciones Idgicas entre las propiedades que se obtienen. A partir de tal identificacion, es
posible construir la conjetura “si dos lados de un cuadrilatero (ni rectangulo ni cuadrado)
son paralelos, entonces las mediatrices de los lados correspondientes son paralelas”. El
arrastre se puede interpretar como un control I6gico sobre las relaciones entre las
propiedades dadas.

Otro aspecto que tienen en cuenta Mariotti y Baccaglini-Frank (2011) al describir el
arrastre y su papel en la generacion de conjeturas es que una figura dindmica depende de
sus puntos base y también de la construccion realizada que determina ciertas propiedades
invariantes. Por esta razén las autoras establecen un aspecto fundamental del “ser
dinamico” de una figura en los programas de geometria. Aclaran que los puntos base de un
objeto geométrico estan determinados por los pasos de la construccion y que depende del
resolutor traducir “estos pasos” en propiedades geométricas. De igual manera este debe
relacionar las propiedades dadas, por la naturaleza de la contruccion, con otras propiedades
a traves del razonamiento y descubrir nuevas propiedades que estan logicamente
asosciadas entre si. Lo anterior con el fin de que el resolutor le de sentido a lo que
experimenta.

Las conjeturas puede surgir por el vinculo que se establece entre las propiedades
gue se han construido intencionalmente y las propiedades que se pueden visualizar. Tal
vinculo puede interpretarse como una relacién condicional.

Para evidenciar de qué manera el arrastre mantenido favorece la produccién de
conjeturas, Mariotti y Baccaglini-Frank (2011) llevaron acabo una actividad con
estudiantes de secundaria de un liceo en Italia. Las personas que participaron de la
actividad tenian al menos un afio de experiencia previa en el uso del programa de geometria
dinamica antes de realizar el estudio.
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Concretamente la actividad consistio en dibujar tres puntos A, M, K no colineales.
Luego construir el punto B como la imagen simétrica de A respecto M, y el punto C como
la imagen simétrica de A con respecto K. En seguida se pedia que arrastraran diferentes
puntos de la construccion y realizaran conjeturas sobre cuadrilatero ABCD (llustracion 2.9).

llustracion 2.9

Cuadrilatero ABCD con las condiciones dadas. Fuente: adaptada de Mariotti y Baccaglini-Frank (2011)

Los estudiantes comienzaron a arrastrar el punto M tratando de matener el
cuadrilatero ABCD incialmente como un rectangulo. En este caso, ellos estaban induciendo
un invarante. Para mostrar la trayectoria que sigue el punto M cuando es arrastrado,
activan con la herramienta Rastro para determinar el segundo invariante (que M describe
una circunferencia). Por lo tanto, los estudaintes hacen una construccion robusta y
vincularon el punto M de tal manera que corroboraron la existencia de los dos invariantes.
Las autoras sugieren que el control directo del invariante genero el posible antecedente de
la conjetura y el control indirecto sobre otro invariante llevé al posible consecuente de la
conjetura.

En conclusidn, este articulo amplia la informacion sobre el uso del arrastre
mantenido, porque muestra los invariantes que se pueden producir a traves de los
movimientos en una representacion geométrica. Adicionalmente nos permite entender
coémo operan los procesos de visualizacion y conjeturacién, para extraer informacion visual
sobre propiedades de una representacion geométrica dinamica y establecer relaciones
condicionales.

Baccaglini-Frank y Antonini (2016) proponen, en la investigacion reportada en esta
publicacion, una hipdtesis sobre los diferentes tipos de arrastre (en paricular el arrastre
mantenido) y de qué manera estos sirven como una herramienta fisica o psicologica para la
generacion de conjeturas y demostraciones. Este articulo amplia informacion acerca del uso
del arrastre mantenido en la solucion de problemas abiertos y como opera en los procesos
cognitivos de los estudiantes.

Para alcanzar el objetivo, Baccaglini-Frank y Antonini (2016) retoman la definicion
del arrastre mantenido, descrita en investigaciones anteriores, explican coémo conciben el
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proceso de abuducciéony finalmente exploran la unidad cognitiva en la generacion de
conjeturas y demostraciones. Es de resaltar que nuestro interes esta enfocado sélo en el
proceso de conjeturacion que los autores refieren en este documento.

Baccaglini-Frank y Antonini (2016) retoman el arrastre mantenido indicando que lo
que se busca es inducir un invariante intencionalmente, arrastrando un punto base, para
visualizar otro invariante. EI problema correspondiente al ejemplo 1, que explicamos en el
Capitulo 3, se propuso a estudiantes de secundaria en Italia con edades entre 15y 17 afios.
En el problema mencionado, los autores hacen explicito el papel del arrastre mantenido
como herramienta psicoldgica. Este deja de ser usado de manera fisica y opera
mentalmente en los estudiantes de manera que imaginan trayectorias y establecen
relaciones entre los elementos de las figuras.

Esta investigacion mostrd que los estudiantes decidieron usar el arrastre mantenido
porque les ayudd a controlar el invariante inducido y percibir uno nuevo interpretando
dicha relacién como un vinculo condicional y provocando la formulacion de una conjetura
en el contexto de la geometria euclidiana (Baccaglini-Frank y Antonini 2016).
Adcionalmente esta invaestigacion muestra como opera el arrastre mantenido como parte
del proceso de visualizacion.

En la investigacion reportada en el articulo de Baccaglini-Frank (2019) se propone
como objetivo discutir la naturaleza particular del proceso de abduccion asociado con el
uso del arrastre mantenido. La autora intenta relacionar la evidencia visual con la evidencia
tedrica y profundizar en como el arrastre mantenido lleva a los estudiantes a la generacién
de conjeturas.

Para alcanzar el objetivo Baccaglini-Frank (2019) fundamenta su investigacion en
antecedentes tedricos relacionados con el uso del arrastre. A continuacion, expone el
trabajo adelantado por estudiantes de grado décimo en Italia, donde muestra la relacién
entre el uso del arrastre mantenido y los procesos de visualizacion y conjetruacion.

Baccaglini-Frank (2019) retoma el arrastre mantenido como un tipo de arrastre en el
cual los estudiantes intentan mantener una propiedad que les resulta interesante
induciéndola como un invariante. En este sentido este arrastre favorece la transicion de la
exploracion a la produccion de conjeturas. Asi mismo, la autora aclara que la estructura de
la relacion condicional entre el invariante inducido y el invariante observado se da de la
forma “si el invariante observado ocurre, entonces se tiene el invariante inducido”.
También Baccaglini-Frank (2019) resalta que el arrastre mantenido produce una
manipulacion importante debido al contacto que tienen los estudiantes con las
representaciones geométricas durante la exploracion.

Cuando se usa el arrastre mantenido para generar conjeturas, Baccaglini-Frank
(2019) sostiene que se produce un descubrimiento que ocurre a través de la accién. De
hecho, el uso del arrastre mantenido puede generar en los estudiantes la conciencia de la
percepcidn simultanea entre los invariantes, que depende del control sobre ellos. En este
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caso la autora se refiere al control directo sobre el invariante observado y al control
indirecto sobre el invariante inducido.

Para explicar lo anterior Baccaglini-Frank (2019) presenta el trabajo adelantado por dos
estudiantes en Italia en donde ellos hicieron uso del arrastre mantenido para resolver el
problema “El cuadrilatero especial” explicado en el Capitulo 3. En este caso los estudiantes
decidieron mantener el cuadrilatero ABCD como paralelogramo centrando su atencion en
que BP = PD . El invariante que los estudiantes observaron deriva de la equidistancia del
punto P entre D y B; es decir, que las diagonales se bisecan en el punto P. En consecuencia,
los estudiantes deciden construir una Op ppde tal manera que el punto B € Op pp (Ver
ilustracién 2.10).

llustracién 2.10 Cuadrilatero ABCD y mediatrices de los segmentos AB y CD. Fuente: adaptado de
Baccaglini-Frank (2019)

El invariante que los estudiantes observan es que B €Op pp. Ellos usan este
invariante como la causa de que el cuadrilatero ABCD sea paralelogramo (invariante
inducido intencionalmente). En consecuencia, los estudiantes buscan establecer la relacién
condicional entre los invariantes generando la siguiente conjetura “Si B €(©Op pp entonces
ABCD paralelogramo”. Sin embargo, Baccaglini-Frank (2019) afirma que los estudiantes
buscan establecer una proposicién donde el punto D sea involucrado directamente y no el
punto B, porque D es manipulado directamente y el punto B no. Visualizan que el punto D
describe una O 4 4p porque intentan mantener AP = AD, que corresponde a otro invariante
observado durante el arrastre. Por lo tanto, los estudiantes formulan la siguiente cojetura: Si
AP = AD entonces ABCD es un paralelogramo. Lo anterior responde al invariante
observado durante el arrastre que hace que ocurra el invariante inducido.

Este articulo muestra que el arrastre mantenido favorece la reinterpretacion de
fendmenos producidos en un programa de geometria dinamica, por parte de los estudiantes,
como proposicién condicional. Lo que a nuestro juicio representa una transicion del mundo
de la geometria dindmica al mundo de la geometria euclidiana, gracias a la visualizacion y a
la conjetruacion.
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Capitulo 3 Marco de referencia

En este capitulo presentamos los diferentes tipos de arrastre que han sido trabajados
por distintos investigadores. Conceptualizamos y ejemplificamos el arrastre mantenido.
Después, presentamos la postura sobre los problemas abiertos de conjeturacion y como
deberian formularse para desarrollar el arrastre mantenido. Finalmente proponemos una
conceptualizacion de los procesos de visualizacidn y conjeturacion.

3.1 Tipos de arrastre

Los estudios acerca de la manipulacién dindmica de los objetos geométricos han
llevado a los investigadores a caracterizar diferentes maneras de hacer “arrastres”.
Arzarello et al. (2002) fueron los pioneros en preocuparse por establecer las diferentes
maneras de arrastrar. Entre estas estan las siguientes:

Arrastre libre: consiste en mover puntos de una representacion por la pantalla de
forma aleatoria, para descubrir configuraciones o regularidades interesantes.

Arrastre guiado: consiste en mover puntos de una representacion para darle una
forma particular a esta, con el fin de lograr identificar alguna propiedad.

Arrastre vinculado: consiste en mover un punto sobre el objeto al que pertenece.

Arrastre de lugar ficticio: consiste en mover un punto de una representacion
procurando que ésta conserve una propiedad. El punto arrastrado se mueve siguiendo un
camino que quiza el usuario no conoce inicialmente, pero que deberia descubrir.

Este trabajo se centra en el arrastre mantenido, porque entrevé su potencial para
favorecer procesos de visualizacion y conjeturacion. A diferencia de los otros arrastres
descritos, este implica la visualizacion de una configuracion particular en la que hay
propiedades invariantes que a su vez generan una nueva propiedad que puede ser
descubierta y conduce a la formulacion de una conjetura.

3.2 Conceptualizacion del arrastre mantenido
Baccaglini y Mariotti (2010) definen el arrastre mantenido asi:

“es un tipo de arrastre que consiste en mover un punto de una representacion para que esta
conserve una propiedad interesante. Mientras el arrastre sucede, se reconoce otra configuracion
particular interesante y el usuario intenta inducir dicha propiedad para que se vuelva un invariante
durante el arrastre sin importar el camino que sigue el punto que se arrastra” (pp. 230).

Esta definicion de arrastre mantenido es un poco confusa y no establece claramente
la diferencia con el arrastre de lugar ficticio. En la primera parte de la definicidn pareceria
que las autoras se estan refiriendo al arrastre de lugar ficticio. Pero, en la segunda parte de
la definicion aluden al interés del usuario de inducir un invariante en una representacion
que depende del movimiento del punto que se arrastra en el lugar ficticio. En ese sentido, el
arrastre mantenido se diferencia del arrastre del lugar ficticio, en que con el primero se
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busca mantener una propiedad de la representacion a través de una trayectoria, que el
usuario no percibe inicialmente, mientras que con el segundo se busca producir un
invariante en una representacion, controlada por la ruta que sigue el punto base, es decir, el
punto que controla toda la construccion. Para aclarar la definicion proponemos los
siguientes ejemplos.

3.2.1 Ejemplificacion del arrastre mantenido

Para entender un poco mas el arrastre mantenido presentamos a continuacion los
siguientes ejemplos.

Ejemplo: “Cuadrilatero especial”

Este ejemplo es sugerido por Baccaglini y Mariotti (2010). Se parte de un
cuadrilatero construido de la siguiente manera (llustracion 3.1):

e P un punto.

e Rectar que pasa por P.

e Recta [l perpendicular a r, que pasa por P.

e CunpuntoenlconC &r.

e A un punto simétrico de C con respecto a P.

e D un punto en el semiplano determinado por r que contiene A.
e DP.

e Circunferencia con centro en C y radio CP.

e B segunda interseccion de la recta DP y la circunferencia.

e Cuadrilatero ABCD o0 ADBC.

llustracién 3.1 Cuadrilatero ABCD. Fuente: adaptado de Baccaglini-Frank y Mariotti (2010)

Se pide a los estudiantes que elaboren conjeturas sobre los tipos de cuadrilateros que
podria producir el movimiento del punto D (punto base). Es decir, los estudiantes deben
arrastrar el punto D de forma que el cuadrilatero ABCD o ADBC sea un cuadrilatero
especial. A medida que arrastran, deben descubrir una propiedad inducida como invariante
y formular una conjetura.
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Supongamos que unos estudiantes deciden arrastrar el punto D en el semiplano
determinado por r que contiene A, tratando de mantener el cuadrilatero como
paralelogramo, para lo cual establecen las medidas de los lados. Al activar la herramienta
Rastro en el punto D observan que el movimiento de D genera un paralelogramo si el
punto describe una trayectoria circular (llustracion 3.2).

lustracién 3.2 Arrastre del punto M con la herramienta Rastro. Fuente: adaptado de Baccaglini-Frank y Mariotti
(2010)

e—°
\;\~ \\

\\\ \‘\ | \\

N SU [N - =
% =C -
\ NS
e \ | N\
N\ A
. \A \D
A “a,

Usando la herramienta Rastro, los estudiantes se dan cuenta de que para mantener el
cuadrilatero ABCD como paralelogramo, invariante inducido intencionalmente, el punto
D genera una trayectoria formando una circunferencia con centro en A y radio PA. En
busca de una explicacion, los estudiantes pueden identificar que cuando D € 4p, Ocurre
que PD = PB y que por eso las diagonales del cuadrilatero se bisecan, razén por la cual
el cuadrilatero es un paralelogramo (llustracion 3.3)

lHustracion 3.3 Construccion de la © 4 4p Y vinculo del punto D. Fuente: adaptado de Baccaglini-Frank y
Mariotti (2010)

En este punto, se han identificado dos invariantes. El primero es el invariante
inducido intencionalmente por el arrastre mantenido, que se refiere a que el cuadrilatero
ABCD sea un paralelogramo. El segundo es la trayectoria que sigue el punto D generada
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por un arrastre de lugar ficticio; es decir, la O 4 p4, de tal manera que PD = PB. Este es el
invariante observado.

Los estudiantes podrian proponer la siguiente conjetura: Si D pertenece a la
circunferencia con centro en A y radio PA entonces el cuadrilatero ABCD es un
paralelogramo. Con una construccién robusta pueden convencerse de la relacion
condicional entre el invariante observado durante el arrastre y el invariante inducido
intencionalmente. El invariante observado durante el arrastre es el antecedente y el
invariante inducido es el consecuente.

Baccagilini y Mariotti (2010) mencionan que el invariante inducido es una
propiedad de la figura que solo puede inducirse indirectamente mediante el movimiento de
un punto base. Mientras que el invariante observado es un movimiento inducido
directamente sobre el punto base. En consecuencia, el invariante inducido es causado por el
invariante observado. La relacion que se puede establecer entre los dos invariantes,
anteriormente mencionados, es una relacion condicional.

En sintesis, ilustramos el arrastre mantenido en el esquema 3.1.:

Esquema 3.1 Relaciones entre los invariantes del problema “El cuadrildatero especial”

Invariante inducido Invariante observado
Proceso de exploracion El cuadrilatero Se visualiza que el punto
Es D sigue una trayectoria
circular

paralelogramo

Proceso de verificacion El paralelogramo <«———— Circunferencia con
centro en P y radio PA

Conjetura El cuadrilatero ABCD D pertenece a la
es un paralelogramo S circ nferencia con centro
en Ay radio PA
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3.2.2 Ejemplo “Triangulo co-recto”

Este ejemplo es sugerido por Sua (en comunicacion personal). Se pide a los
estudiantes que construyan un triangulo ABC, tomen la medida del angulo C y arrastren
dicho punto hasta que la medida del angulo C sea 90°. Luego muevan el punto C
manteniendo dicha propiedad y encuentran otra (ilustracion 3.4).

llustracién 3.4 Triangulo ABC rectangulo. Fuente: elaboracion propia

90°

Los estudiantes resuelven la tarea arrastrando el punto C, en el semiplano
determinado por la recta AB. Al activar el rastro del punto C con la ayuda de la herramienta
Rastro, observan que el movimiento del punto C describe una trayectoria circular
(Hustracion 3.5).

llustracién 3.5 Rastro aplicado al punto C del triangulo ABC. Fuente: elaboracion propia

90.1°

[ N

Pueden suceder dos casos:

¢ Que los estudiantes reconozcan que el punto describe media circunferencia y
quieran conservar esta forma circular mientras arrastran el punto C. En este caso,
sus acciones van dirigidas a conservar la forma circular que el rastro les muestra,
ignorando la medida del angulo. En este caso estamos ante un ejemplo de arrastre
de lugar ficticio.

e Que los estudiantes inicien el arrastre del punto C y vean que se forma un camino,
que es una semicircunferencia; ven un patrén y deciden continuar el movimiento
con la atencion puesta en gque el angulo sea de 90°, para buscar por qué ese
invariante inducido produce el camino que se visualiza (invariante observado). En
este caso estamos ante un arrastre mantenido.
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En el arrastre mantenido, los estudiantes saben que el 2 ABC es de 90°, invariante
inducido intencionalmente. Y que produce como invariante observado que el punto C
describe la semicircunferencia con diametro AB. En cuyo caso, podrian proponer la
siguiente conjetura: Dado triangulo ACB , si C pertenece a la semicircunferencia o a la
circunferencia diametro AB entonces, triangulo ACB es un triangulo rectangulo.

Como en el ejemplo del cuadrilatero, si los estudiantes deciden hacer una
construccion robusta (llustracion 3.6), pueden convencerse de la relacion condicional entre
el invariante observado durante el arrastre (antecedente de la conjetura) y el invariante
inducido intencionalmente (consecuente de la conjetura).

llustracién 3.6 Construccion de la semi circunferencia que pasa por los vértices del tridangulo. Fuente:
elaboracion propia

90

En sintesis, ilustramos el arrastre mantenido en el esquema 3.2

Esquema 3.2 Relaciones entre los invariantes del problema “El triangulo co-recto”

Invariante inducido Invariante observado
Proceso de exploracion El angulo C recto Se visualiza que el punto
. C sigue una trayectoria
del triangulo ACB -
Proceso de verificacion El <« La Semicircunferencia

. . con diametro AB
triangulo rectangulo

Conjetura El tridngulo ACB es — C pertenece a la
triangulo  rectangulo semicircunferencia con
con £C recto diametro AB

3.2.3 Ejemplo: “Area Invariante”
Este ejemplo es sugerido por Sua (en comunicacion personal).

Dado el tridngulo ABC, se pide arrastrar cualquiera de los veértices de este de manera
que el area del triangulo siempre sea la misma y encontrar otra propiedad (ilustracion 3.7).
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llustracion 3.7 Area de triangulo ABC. Fuente: elaboracion propia

Area de ABC = 38.1

A A\,

Supongamos que los estudiantes comienzan con el arrastre del punto A de manera
que el triangulo tenga siempre el area con la misma medida. Este es el invariante inducido
intencionalmente. Al activar el rastro al punto A, visualizan que este describe una recta
(este es un caso de arrastre de lugar ficticio). Ven que la recta descrita es paralela al BC.
Este es el invariante observado durante el arrastre que se hace tratando de mantener el area
igual. Por este se dice que este es un caso de arrastre mantenido (llustracion 3.8).

llustracién 3.8 Rastro aplicado al vértice C del tridngulo ABC manteniendo el &rea invariante. Fuente:
elaboracion propia

’(')

Area de ABC =38.1

Los estudiantes puden generar la siguiente conjetura Dada una familia de triangulos
ABC con los puntos B y C fijos, C € L tal que I || BC, entonces el interior de los triangulos
ABC tienen la misma area. Los estudiantes corroboran la conjetura con la construccion
robusta en la que construyen una recta m paralela al BC y vinculan el punto A sobre esa
recta, de modo que los triangulos ABC tienen la misma area (llustracion 3.9).

lustracién 3.9 Familia de tridngulos ABC con la misma area. Fuente: elaboracion propia
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El invariante inducido intencionalmente, es decir, el &rea constante de la familia de
triangulos ABC con B, C puntos fijos es el consecuente de la conjetura. Y A desplazandose
por una recta paralela al BC, es el invariante observado durante el arrastre, es el antecedente
de la conjetura.

En sintesis, ilustramos el arrastre mantenido en el esquema 3.3 :

Esquema 3.3 Relaciones entre invariantes del problema “El drea invariante”

Invariante inducido Invariante
observado
Proceso de exploracion El &rea del triangulo Se visualiza que el

—» punto C sigue una
trayectoria recta y
ademas es paralela al
AB

siempre es la misma

Proceso de verificacion Familia de Trazar la recta m tal

Tridngulos con ABC queC €myml AB

tienen la misma area

Conjetura los triangulos ABC una familia de

tienen la misma area === triangulos ABC con
los puntos B y C fijos,
€ltalquel || BC

Un no ejemplo del arrastre mantenido

Con el &nimo de aclarar aun mas el arrastre mantenido, proponemos un no ejemplo
de este. Dado el triangulo ABC con apariencia de triangulo rectangulo, con punto medio D
del AC, se arrastra el punto C de manera que el ZABC siempre sea recto (llustracion 3.10)

lustracion 3.10 Triangulo ABC con D punto medio del AC. Fuente: elaboracion propia

C

D// |
A/ B

Los estudiantes mueven el punto C, tratando de que el ZABC sea recto (ver

w
|
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ilustracion 3.11). Este es un invariante inducido intencionalmente.
lustracién 3.11 Tridngulo ABC con Rastro aplicado al punto D. Fuente: elaboracién propia

C

Al hacer el arrastre de modo que 2ABC sea recto (invariante inducido) se observa
que el punto D describe una recta paralela al CB, que corta al segmento AB por el punto
medio. Este es el invariante observado durante el arrastre. Sin embargo, este ejemplo no es
un caso de arrastre mantenido porgue el invariante observado no esta causado por un
movimiento directo sobre el punto base. Es consecuencia (el invariante observado) de un
movimiento indirecto y por eso no cumple con las condiciones.

3.4 El proceso de visualizacion

De acuerdo con Gutiérrez (1991), asumimos la visualizacién como un proceso
mental que hace “uso de elementos visuales o espaciales, tanto mentales como fisicos,
realizado para obtener informacion, resolver problemas o justificar hechos” (pp. 44).
Mediante la visualizacién, segin Samper y Molina. (2013) “se consigue informacion de una
representacion geométrica con el fin de encontrar relaciones que no son evidentes de forma
inmediata. Esto se logra, por ejemplo, al: identificar los elementos que la componen,
percibir sus propiedades, establecer relaciones entre elementos de los objetos, entre objetos
o entre el observador y el objeto e interpretar simbolos que representan dichas propiedades,
en particular, congruencias “=”, paralelismo “||”” o perpendicularidad ” (pp. 18)

De acuerdo con lo anterior, el proceso de visualizacion es importante en la
formacion conceptual de los objetos geométricos. Desempefia un papel importante en la
produccion de definiciones, conjeturas y teoremas.

3.5 El proceso de conjeturacion

El proceso de conjeturacion lo entendemos, de acuerdo con Samper y Molina.
(2013),

“Como aquel que tiene por meta formular enunciados hipotéticos de caracter
general. Estos enunciados se fundamentan en la visualizacion o en el anlisis de indicios
cuyos valores de verdad no estan definidos, pero estan pendientes de ser sometidos a
verificacion y tienen un alto grado de certeza sobre su veracidad. En el proceso de
conjeturar intervienen las acciones como visualizar, explorar, producir enunciados y
verificar propiedades. Estas promueven que los estudiantes reconozcan las representaciones
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geométricas, invariantes, propiedades y relaciones que existen en dichas representaciones”
(pp. 17)

Desde nuestro punto de vista la definicion del proceso de conjeturacion se ajusta al
proceso que ocurre cuando los estudiantes exploran la representacién geométrica y a partir
de ella logran establecer relaciones de dependencia entre los objetos. En este sentido el
proceso de conjeturacion lleva a que se formulen dichas dependencias en una estructura
I6gica si... entonces... Segn Baccaglini-Frank y Mariotti (2009) gracias al arrastre
mantenido los estudiantes son capaces de transformar lo que visualizan en la relacion ldgica
mencionada. El invariante inducido en el arrastre se convierte en el consecuente y el
observado en el antecedente.

3.6 El concepto de problema abierto

Un problema abierto lo entendemos, como lo proponen Baccaglini-Frank y Mariotti
(2010), como un enunciado corto que no presenta una ruta especifica alguna que muestre
una solucion particular ni mucho menos la solucion en si. Generalmente consiste en una
descripcion simple de una configuracion dada y una solicitud general sobre las posibles
relaciones entre los objetos geométricos o las propiedades de una representacion. Las
preguntas se presentan de la forma “;Qué configuracion se produce cuando?”, “;Qué
relacion puede encontrar entre...?” “;Qué tipo de figura se puede transformar...?” Puede
ocurrir que en el problema se pida una conjetura de manera explicita, como en el caso de
los problemas que enunciamos previamente (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010)

Para dar solucion a un problema abierto, se elabora una relacion condicional
mediante un enunciado que relacione el antecedente con el consecuente, producto de la
exploracion. Dicha relacion condicional se traduce en una conjetura.
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Capitulo 4 Estrategia investigativa

En este capitulo, presentamos las caracteristicas de la experimentacion con la que
buscamos evidenciar el potencial que tiene el arrastre mantenido en los procesos de
visualizacion y conjeturacion, a favor de la actividad matematica. Describimos el escenario
investigativo, los participantes del estudio, los tres problemas propuestos a ellos, la
preparacion de la entrevista para los participantes sobre cada uno de los problemas, el
registro de la informacién y finalmente coémo hicimos el anélisis de la informacion obtenida
en la interaccion con los participantes informantes.

4.1 Escenario

El escenario de la experimentacion es un intercambio comunicativo entre el autor
del trabajo de grado y estudiantes de Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagogica Nacional. Este se hizo de manera individual mediante la plataforma Microsoft
Teams.

Se propusieron a cada estudiante uno o dos problemas abiertos que corresponden a
ejemplos explicados en el Capitulo de Marco de referencia (Capitulo 3). Los estudiantes los
debian resolver con el apoyo de GeoGebra. A medida que iban resolviendo los problemas,
el autor de este trabajo asumio el rol de entrevistador proponiéndoles preguntas con el fin
de que explicitaran, de la manera mas clara, lo que visualizaban y lo que conjeturaban.
Adicionalmente, buscaba que identificaran cuél era el invariante inducido
intencionalmente, (consecuente de la conjetura), y cuél era el invariante observado durante
el arrastre (antecedente de la conjetura).

4.2 Participantes informantes

A continuacion, presentamos una breve descripcion de la experiencia académica de
los participantes informantes. Ellos fueron escogidos a conveniencia, por la cercania con el
autor y deseo de colaborar. Aludimos a los semestres cursados, a las experiencias con el
programa de geometria dinamica y a las practicas que han tenido con el arrastre. Ademas, a
la respuesta que dieron a la pregunta: ¢para que utiliza el arrastre de GeoGebra?

e Ronald: es estudiante de décimo semestre. Ha cursado gran parte del plan de
estudios de la Licenciatura en Matematicas y por lo tanto ha visto todos los cursos
de geometria que se proponen en el programa. Cuenta con amplia experiencia en el
uso de la herramienta arrastre del programa de geometria dinamica GeoGebra para
resolver problemas de geometria. En respuesta a la pregunta dice que utiliza el
arrastre para observar si lo que conjetura corresponde a lo que visualiza, tratando de
mantener alguna propiedad mientras arrastra y saber si lo que ha concluido se
cumple efectivamente.

e Cecilia: es estudiante de segundo ingreso a la Licenciatura en Matematicas y
actualmente se encuentra en segundo semestre, pero ya habia cursado elementos de
Geometria y Geometria Plana en su primer ingreso. Ha tenido la oportunidad de
trabajar con el programa de geometria dindmica GeoGebra y ha experimentado el
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uso de la herramienta arrastre que ofrece el programa. En respuesta a la pregunta
informa que usa el arrastre para observar como cambia las representaciones, generar
conclusiones, generalizar, proponer conjeturas y hacer demostraciones.

Juan Carlos: Es estudiante de séptimo semestre. Por lo tanto, ha visto todos los
cursos de geometria que se proponen en el programa. Ha tenido la oportunidad de
trabajar con el programa de geometria dindmica GeoGebra y tiene experiencia con
la herramienta arrastre. En respuesta a la pregunta dice que lo utiliza con el fin de
encontrar algun atributo particular que permita realizar una conjetura sobre el objeto
arrastrado.

Jhon: Es estudiante de noveno semestre. Ha visto todos los cursos de geometria que
ofrece el programa. Ha tenido la oportunidad de trabajar en el programa de
geometria dindmica GoGebra y ha utilizado la herramienta arrastre para resolver los
problemas de geometria que se proponen en los cursos. En respuesta a la pregunta,
menciona que hace uso del arrastre para observar las regularidades que se cumplen
en una representacion geométrica a traves de la visualizacién, y comprobar que las
conjeturas que propone estan bien planteadas.

4.3 Problemas propuestos a los estudiantes

En la Tabla 4.1 se encuentran los enunciados de los problemas tal como se los

propusimos a los estudiantes.

Tabla 4.1. Problemas propuestos a los participantes informantes.

El cuadrilatero especial El triangulo co-recto

cuadrilateros que podria producir el movimiento del punto D.

1)Realice la siguiente construccion 1) Construya el triangulo ABC,
2) Tome la medidadel 2Cy

arrastre dicho vértice hasta que
Recta r que pasa por P. msC = 90°, luego mueva el
Recta [ perpendicular a r, que pasa por P. vértice C manteniendo la

C un punto en l-, _ medida del angulo.
A un punto simétrico de C con respecto a P. 3) Elabore una conjetura

D un punto en el semiplano determinado por r que
contiene A,D € 1

DP .

Circunferencia con centro en C y radio CP.

B segunda interseccion de la recta DP yla
circunferencia.

Construya el cuadrilatero ABCD

P un punto.

2) Realice una conjetura sobre los tipos de

El &rea invariante

1) Construya el triangulo ABC
2) Arrastre cualquiera de los vértices del tridngulo de manera que el area del tridngulo sea siempre

igual.
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3) Elabore una conjetura.

En la Tabla 4.2 presentamos qué problemas propusimos a cada estudiante. La
escogencia de los problemas asignados a cada uno se hizo considerando su experiencia
academica y el tiempo de instruccidn disponible.

Tabla 4.2

Nombre del problema y participante informante.

Problema Participante
informante

El cuadrilatero especial- El tridngulo co-recto Ronald

El &rea invariante Cecilia
El triangulo co-recto Juan Carlos
El cuadrilatero especial — El &rea invariante Jhon

4.3 Preparacion de la entrevista correspondiente a cada problema

Considerando las posibles actuaciones de los estudiantes, previmos una entrevista
que intentaba que ellos, durante la resolucion de los problemas, hicieran explicitos los
procesos de visualizacion y conjeturacion. Con ello buscamos recopilar informacion que
evidenciara el nexo de tales procesos con el arrastre mantenido.

En las Tablas 4.3, 4.4 y 4.5 presentamos la planeacion de la entrevista
correspondiente a cada uno de los problemas. Aunque previmos las preguntas, decidimos
que si veiamos que los estudiantes eran autbnomos al ir explicitando: las acciones que
pretenden realizar, lo que observan, lo que descubren, etc., el entrevistador intervendria lo
minimo posible.

Tabla 4.3 Planeacion entrevista para el problema “El cuadrilatero especial”.

Posible situacién Pregunta o sugerencia

Si los estudiantes tienen dificultades con la | ¢ Tiene alguna duda sobre alguno de los pasos?
interpretacion de los pasos de la
construccion

Si los estudiantes no entienden que es un En este caso de debe dar la interestancia C — P — A donde
punto simétrico de C con respecto a P P es punto medio de CA
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Si los estudiantes no entienden la
instruccion 2 del enunciado del problema

¢ Qué se le ocurre que debe hacer?

¢Puede expresar con sus palabras que le estan pidiendo que
haga?

Si los estudiantes empiezan a intervenir
sobre la representacion sin decir nada

¢Qué va a hacer? ;Va a arrastrar?, ;Para qué?

Si los estudiantes arrastran, pero no es
claro lo que esta visualizando

¢Describa como esta arrastrando? ;Qué busca? ;Qué esta
visualizando o que pretende visualizar?

Si los estudiantes mencionan que visualiza
varios cuadrilateros

¢ Cual esté& observando en estos momentos? Deténgase en
uno de ellos y continde la exploracion.

Si los estudiantes no se detienen para
mantener el arrastre en un invariante de un
cuadrilatero especial.

¢ Cuales cuadrilateros esta observando en estos momentos?
¢Por qué no intenta arrastrar tratando de mantener un
cuadrilatero que esté visualizando a ver que descubre?

Si los estudiantes no inducen la propiedad
invariante

Manteniendo las propiedades invariantes para un cuadrilatero
intente descubrir otra propiedad invariante.

Si los estudiantes se centran en el arrastre
de lugar ficticio y no da informacion
acerca de nuevos invariantes observados.

¢Qué otro invariante esta visualizando? ;Qué camino sigue
el punto D?

Si los estudiantes descubren la propiedad
invariante pero no genera la conjetura

¢ QUé relacidn encuentra entre el punto arrastrado y la
representacion que visualiza? Formule una conjetura.

Preguntas finales

¢ Qué papel jugo el arrastre en la visualizacién y en la
formulacion de la conjetura? ¢ Tendria algo mas que agregar
sobre lo que dijo en la entrevista inicial?

Tabla 4.4 Planeacion de la entrevista “El triangulo co-recto”.

Posible situacion

Pregunta o sugerencia

Si los estudiantes tienen dificultades con la

interpretacion del enunciado del problema

¢ Tiene alguna duda acerca del enunciado del
problema? ;Hay algo que no esté claro?

Si los estudiantes no entienden la instruccion 2 del

enunciado del problema

¢ Qué le estan pidiendo que haga? ;Puede expresar
con sus palabras que le estan pidiendo que haga?

Si los estudiantes empiezan a intervenir sobre la

representacion sin decir nada

¢Qué va a hacer? ;Va a arrastrar?, ¢Para qué?
¢Describa como esta arrastrando?

Si los estudiantes arrastran, pero no es claro lo que
esta visualizando acerca del comportamiento de

triangulo

¢ Qué esta visualizando? ¢ Esta centrando la atencion
en el punto arrastrado?
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Si los estudiantes visualizan que al arrastrar el
punto C lograr mantener el triangulo rectangulo,
pero no se percata de la trayectoria que sigue C

¢ Qué camino esta siguiendo el punto C?

Si aln no es claro para los estudiantes el camino
que sigue el vértice para mantener el triangulo
rectangulo

¢Qué haria usted para que el vértice del tridangulo
muestre el camino que sigue?

Si los estudiantes no identifican que la trayectoria
del vértice C forma un camino definido

¢Que haria usted para identificar cuales es el lugar
geométrico donde C mantiene m«C = 90°?

Si los estudiantes descubren la propiedad invariante
pero no genera la conjetura

¢ Qué relacion encuentra entre el punto arrastrado y
la representacion que visualiza? Formule una
conjetura.

Preguntas finales

¢ Qué papel jugé el arrastre en la visualizacién y en
la formulacion de la conjetura? ¢ Tendria algo méas
que agregar sobre lo que dijo en la entrevista
inicial?

Tabla 4.5 Planeacion de la entrevista “El drea invariante”.

Posible situacion

Pregunta o sugerencia

Si los estudiantes tienen dificultades con la
interpretacion del enunciado del problema

¢ Tiene alguna duda acerca del enunciado del
problema? ;Qué no es claro?

Si los estudiantes empiezan a intervenir sobre la
representacion sin decir nada

¢Qué va a hacer? ;Va a arrastrar?, ;Para qué?
¢Describa como esté arrastrando?

Si los estudiantes arrastran alguno de los vértices,
pero no es claro lo que esté visualizando acerca del
comportamiento de triangulo

¢Qué esta visualizando? o {Qué busca?

¢En qué se esta fijando?

Si los estudiantes visualizan que al arrastrar el
vértice se mantiene el area, pero no se percatan de
la trayectoria que deja el punto arrastrado

¢ Qué observa cuando arrastra el punto?

¢Qué hace para que no se pierda la igualdad en el
area de la familia de triangulos?

Si aln no es claro para los estudiantes el camino
que sigue el punto arrastrado

¢Que haria usted para que el punto le muestre el
camino que sigue?

Una vez muestra el trazo el punto los estudiantes no
se convencen qué es una recta

Construya la recta por donde se supone que pasaria
el punto.

Si los estudiantes no identifican la invariante que
induce, y la invariante observada

¢ Qué propiedad se ha mantenido durante el arrastre
en la representacién? Formule una conjetura.
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Si los estudiantes descubren la propiedad invariante | ¢Qué relacién encuentra entre el punto arrastrado y

pero no genera la conjetura la representacion construida? Formule una
conjetura.
Preguntas finales ¢Qué papel jugo el arrastre en la visualizacion y en

la formulacion de la conjetura? ¢ Tendria algo mas
que agregar sobre lo que dijo en la entrevista
inicial?

4.6 Registro de informacién

Para tener la informacion que nos permitiera hacer el andlisis sobre el proceso
adelantado, grabamos las sesiones de resolucion de los problemas en la plataforma
Microsoft Teams. Esto nos permitio observar y escuchar, las veces que fuera necesario,
tanto las acciones que realizé cada estudiante en GeoGebra como lo que dijo en voz alta y
las respuestas a las preguntas que les hizo el entrevistador.

A partir de las grabaciones, realizamos una descripcion escrita del proceso de
resolucion de cada estudiante. En la descripcion incluimos informacion sobre las acciones
que realizaba en GeoGebra y sobre las ideas que explicitaba oralmente, con citas textuales
en donde mencionaba lo que observd, lo que descubrid, lo que conjeturd y las respuestas a
las preguntas que le formuld el entrevistador.

4.7 Analisis de la informacion

Para adelantar el proceso analitico tomamos la descripcion y diligenciamos la Tabla
4.6 para cada proceso de resolucion. En ella identificamos los siguientes elementos: los
arrastres empleados, las configuraciones que visualiza, los invariantes detectados, la
verificacion adelantada, las relaciones descubiertas y la conjetura formulada.
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Tabla 4.6 Rejilla analitica.

Estudiante:

Arrastres

empleados

Libre:

De lugar ficticio:

descubiertas:

Guiado:
Vinculado:
Mantenido:
Configuraciones Objetos
que visualiza
Relaciones
Invariantes Invariante
detectadas inducido
intencionalmente.
Invariante
observado durante
el arrastre.
Verificacion
adelantada:
Relaciones

Conjetura
formulada

34




Capitulo 5 Analisis y resultados

Apoyados en el objetivo que nos hemos trazado, en este capitulo nos proponemos
presentar los procesos de resolucion de los problemas, de cada uno de los participantes
informantes. En el analisis nos enfocamos en los resultados que dan cuenta de la mediacion
del arrastre mantenido en la resolucion de problemas y el papel que este jugé en los
procesos de visualizacion y conjeturacion involucrados. Presentamos la informacion
inicialmente de manera descriptiva, de acuerdo con el registro de la interaccién con cada
uno de los participantes, y posteriormente en la rejilla analitica en la que sintetizamos la
informacion mas relevante.

5.1 Resolucién de los problemas desarrollados por Jhon

A continuacion, describimos el andlisis del proceso adelantado por Jhon en la
resolucidn de los problemas “El Cuadrilatero especial” y “El 4rea invariante”. Como se
vera, su actitud es particularmente interesante porque permanentemente se interroga acerca
de lo que visualiza.

“El Cuadrilatero especial”

El estudiante es expresivo y todo el tiempo comunica sus pensamientos.
Inicialmente, hace la construccidn segun las instrucciones del problema. Luego, empieza a
arrastrar el punto D de manera libre y visualiza que el cuadrilatero es convexo. Mientras el
estudiante arrastra libremente el punto D le preguntamos: “;Qué tipo de cuadrilatero esta
observando en este momento?”. Jhon responde: “Parecer ser un paralelogramo”. En
seguida le sugerimos: “Intente arrastrar el punto D tratando de mantener el cuadrilatero que
esta observando”. El estudiante manifiesta que no es fécil arrastrar el punto D manteniendo
el cuadrilatero como paralelogramo; es decir, provocando el invariante inducido. Después
de varios intentos, sugiere que hay una relacion de paralelismo entre BC y PH y alude a que
el punto D describe una recta “especial”. Pero al seguir arrastrando D se percata de la
posibilidad de que D esté en una circunferencia y no en una recta. En este caso estamos
presenciando un arrastre de lugar ficticio.

Al observar que el participante no esta seguro de la trayectoria que sigue el punto D
le preguntamos “;Qué haria usted para que el punto D le muestre la trayectoria que sigue?”
Como el estudiante se queda pensativo, le pedimos que active el Rastro al punto D. Jhon
activa el rastro del punto D, arrastra dicho punto tratando de mantener el cuadrilatero
ABCD como paralelogramo (invariante inducido) y visualiza el rastro que deja D
(invariante observado) (ver llustracion 5.1).
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lustracién 5.1 Jhon arrastra el punto D con la herramienta Rastro activa. Fuente: elaboracion propia

Le preguntamos a Jhon: “;Qué invariante intenta mantener?, ;Qué trayectoria le
muestra el punto D?”. Jhon afirma: “El paralelogramo y parece que el punto D sigue la
trayectoria de una circunferencia o de una elipse”. Acto seguido, el participante propone la
construccion de una O 4 4p Yy arrastra el punto D sobre dicha circunferencia (arrastre
vinculado), con el fin de corroborar que D describe una circunferencia (ver Ilustracion 5.2).

Después, le formulamos otra pregunta: ““; Qué relacion encuentra entre el punto
arrastrado y la representacion que visualiza?”. Jhon dice: “que para mantener el
paralelogramo la trayectoria que sigue D es una (4 4p”(invariante inducida
intencionalmente e invariante observada durante el arrastre).

llustracién 5.2 Jhon construye la circunferencia con centro en A y radio AP y vincula al punto D. Fuente:
elaboracion propia

Le proponemos que formule una conjetura de la forma: si... entonces... Jhon piensa
en voz alta mientas explora la representacion con el raton: “si es paralelogramo, todos sus
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lados son congruentes [sic], es decir que AP = PC, porque P es punto medio; entonces

tienen la misma medida...Pero, también observo que DB y CA4 se intersecan; esto nos debe
servir para construir la conjetura”. Regresa a la representacion detallando el rastro de la
circunferencia y se detiene en el paralelogramo. “La conjetura seria referida a la
circunferencia y referida al paralelogramo... jAh si! ya se cual seria la conjetura”. Jhon
empieza a construir la conjetura tomando como premisa el invariante inducido, pero se
detiene a pensar que la circunferencia que sigue el punto D es el causante que el
cuadrilatero ADBC se mantenga como un paralelogramo. Hasta que finalmente construye la
conjetura quedando asi: “Si D €Op 4p entonces el cuadrilatero ADCB es paralelogramo”™

En la Tabla 5.1 presentamos la sintesis del desarrollo del problema realizado por

Jhon
Tabla 5.1 Rejilla analitica del proceso adelantado por Jhon en el problema “El cuadrilatero especial”
Tabla 5.1 rejilla analitica del proceso adelantado por Jhon en el problema "EI cuadrilatero especial™
Estudiante: Jhon Acciones en GeoGebra y verbalizaciones realizadas por Jhon
Arrastres Libre: Aurrastra el punto D de manera libre.
empleados . . L
De lugar ficticio: | Arrastra el punto D y este describe una trayectoria circular.
Guiado: Aurrastra el punto D al cual le ha activado Mostrar rastro
Vinculado: Arrastra el punto D que ha vinculado previamente a la O 4 4p
Mantenido: Arrastra el punto D que esta vinculado a la O 4 4p (invariante
observado) y mantiene el cuadrilatero con apariencia de
paralelogramo (invariante inducido).
Configuraciones Objetos Un paralelogramo (invariante inducida)
ue visualiza . .
a La ©y4p (invariante observada).
La relacion de dependencia entre el movimiento del punto D y la
Relaciones configuracion del cuadrilatero.
El paralelismo entre BC y PH.
Invariantes Invariante El cuadrilatero ABCD mantiene la apariencia de paralelogramo
detectadas inducido
intencionalmente.
Invariante D €QO44p
observada durante
el arrastre.
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Verificacion Construyo la circunferencia con centro en A y radio AP

adelantada:

Relaciones Cuando arrastra el punto D descubre este que describe la trayectoria circular cuando el
descubiertas: cuadrilatero se mantiene como paralelogramo.

Conjetura Si D € ©44p entonces el cuadrilatero ADBC es paralelogramo.

formulada

“El area invariante”

Tal como ya dijimos, Jhon se muestra expresivo y comunica sus pensamientos.
Inicialmente construye el tridngulo ABC vy utiliza la herramienta Area de GeoGebra para
calcular y mostrar el area del triangulo. En seguida, empieza a mover el punto B de manera
libre tratando de mantener el &rea del tridngulo siempre igual. Se percata que la trayectoria
que describe B es rectilinea. En este caso presenciamos el arrastre de lugar ficticio.

A continuacion, Jhon propone aplicar la herramienta Rastro al punto B para
evidenciar la trayectoria que deja el punto (llustracion 5.3). En ese momento Jhon arrastra
el punto B sobre una posible recta y declara que se mantiene el area triangulo incluso
cuando 2CAB es obtuso. En esta ocasion se evidencia un arrastre de guiado.

llustracién 5.3 Jhon arrastra el punto C con le herramienta Rastro. Fuente: elaboracion propia

B
m

Areade ABC =185

0

Ae

Posteriormente le preguntamos a Jhon: ¢Es posible que el triangulo siempre sea el
mismo; es decir, tenga siempre la misma forma? Jhon responde: “No, no son iguales, eso |0
podemos asegurar”. En seguida le preguntamos: ¢ Qué propiedad se ha mantenido durante
el arrastre en la representacion?” El participante afirma: “Si muevo el punto asi bien rectico
creo que se mantiene la misma 4rea” y continta diciendo: “El segmento del tridngulo que
nunca se ha movido es el AC y la trayectoria que deja B tiene algo en especial”. Le
preguntamos: “; Qué relacion encuentra entre el punto arrastrado y la representacion
construida? Es decir, esa recta que describe el punto B ¢Qué tiene de especial con respecto
al triangulo?” El participante contesta: “La recta (que describe B) es paralela al AC, parece
ser, no sé” (invariante observada). El participante dice querer construir una recta [ || AC que
pase por un punto externo y vincular el punto B a esa recta (arrastre vinculado). Al hacerlo,
corrobora que se mantiene el area invariante (ilustracion 5.4).
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lustracién 5.4 Jhon arrastra el punto C con le herramienta Rastro

D

B

—0\_\_._\—‘

Areade ABC =18

Ae ¢

Le proponemos que formule una conjetura. El participante revisa unay otra vez la
representacion y se detiene en la relacion entre los puntos fijos A y C del triangulo y la
recta paralela al AC. Tras varios intentos de formular la conjetura, en los que expresa no
saber como hacerlo, observamos que revisa una y otra vez los invariantes que visualiza.
Finalmente decide formular la conjetura: “Dada la familia de triangulos ABC, Si B € [, L es
paralela al AC entonces la familia de tridngulos ABC tienen la misma area”. En la siguiente
tabla se presenta la sintesis del desarrollo del segundo problema con Jhon.

Tabla 5.2 Rejilla analitica del proceso adelantado por Jhon en el problema “El area invariante”

Estudiante; Jhon

Acciones en GeoGebra y verbalizaciones realizadas por Jhon

Arrastres
empleados

Libre:

Avrrastra el punto B de manera libre.

De lugar ficticio

Arrastra el punto B en una trayectoria recta.

intencionalmente:

Guiado Arrastra el punto B al cual se le ha activado Mostrar rastro.
Vinculado Arrastra el punto B sobre la recta [ paralela al AC.
Mantenido Aurrastra el punto B sobre la recta [ y visualiza que el area de la familia
de tridngulos se mantiene invariante.
Configuraciones | Objetos La recta [ que describe el punto B.
que visualiza JCAB.
Una familia de triangulos que comparten el lado AC.
Relaciones Paralelismo entre [ y AC .
La igualdad en el valor de igualdad en la familia de triangulos
Invariantes Invariante Area de la familia de triangulos.
detectadas inducida
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Invariante La recta [ paralela al AC

observada

durante el

arrastre.
Proceso de Construye la recta [ paralela al AC que pasa por un punto distinto a B y vincula dicho punto
verificacion a larecta ! y arrastra el punto y verifica que el punto B
Relaciones Cuando arrastra el punto B sobre una recta, el area de la familia de tridngulos se mantiene
descubiertas constante.
Conjetura Dada la familia de tridngulos ABC, si B € I, L es paralela al AC entonces la familia de
formulada tridngulos ABC tienen la misma &rea.

5.2 Resolucién de los problemas desarrollados por Ronald

A continuacion, presentamos el reporte del proceso adelantado por Ronald en los
problemas “El Cuadrilatero especial” y “Triangulo co-recto”. Como veremos, Ronald se
caracteriza por realizar un analisis minucioso y detallado de todas las configuraciones.

“El Cuadrilatero especial”

El estudiante es expresivo y todo el tiempo y manifiesta sus pensamientos. Inicialmente
procede a realizar la construccion segun las instrucciones del problema. Empieza arrastrar
el punto D de manera libre. En seguida, le preguntamos: “;Qué tipo de cuadrilatero esta
visualizando en estos momentos?” Ronald responde: Al parecer el cuadrilatero es un
paralelogramo. Le pedimos: “Arrastre el punto D de tal manera que el cuadrilatero se
mantenga como paralelogramo”. El estudiante manifiesta que la distancia de PD = CP.
Inicialmente el estudiante considera que la trayectoria que sigue el punto D es una
semicircunferencia, pero, como no esta convencido, intenta hacer movimientos bruscos
para visualizar el camino que sigue el punto. Le preguntamos: “;Qué haria usted para que
el punto D le muestre el camino que sigue?” Ronald responde: “Creo que se debe activar
la herramienta Rastro y aplicarlo al punto D (ilustracion 5.5).

llustracion 5.5 Ronald arrastra el punto D del cuadrilatero ABCD con la herramienta Rastro. Fuente:
elaboracion propia
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El estudiante observa el invariante: D € ©, 4p (invariante observado) y visualiza
que el cuadrilatero permanece como paralelogramo (invariante inducido). Para comprobar
que efectivamente D € ©, 4p hace la construccion robusta (Ilustracion 5.6).

llustracién 5.6 Ronald construye la circunferencia con centro en A y radio AP y vincula el punto D a la
circunferencia. Fuente: elaboracion propia

Le preguntamos a Ronald: “;Qué relacion encuentra entre el punto arrastrado y la
representacion que visualiza?”. El estudiante dice: Que D € ©y4 4p Y que las diagonales del
cuadrilatero son congruentes [sic]. Sin embargo, tambien afirma que D € ©4 4p Y que el
cuadrilatero es un paralelogramo. Entonces le proponemos que formule la conjetura de la
forma si ... entonces ... Al principio, Ronald titubea mucho al formular la conjetura,
debido a que busca las relaciones entre los pasos de la construccion y los invariantes
observados. Por ejemplo, relaciona las diagonales del cuadrilatero y se detiene en la
distancia entre el punto entre el punto P y los vértices del cuadrilatero, pero no tiene en
cuenta la trayectoria que sigue el punto D. Le decimos a Ronald que busque la relacion
entre la trayectoria que sigue D y el cuadrilatero ABCD. El participante por fin organiza sus
ideas teniendo en cuenta la trayectoria que sigue el punto D y el cuadrilatero. Finalmente,
formula la conjetura como sigue: “Dado el cuadrilatero ABCD. Si D € ®,4 4p entonces el
cuadrilatero ABCD es un paralelogramo”

En Tabla 5.3 se presentamos la sintesis del desarrollo de la resolucion del problema
que hizo Ronald. Se resume cada uno de los arrastres empleados, las invariantes observadas
y la relaciones entre las invariantes.

Tabla 5.3 Rejilla analitica del proceso adelantado por Ronald en el problema “El cuadrilatero
especial” Tabla 5.3 Rejilla analitica del proceso adelantado por Ronald en el problema "El
cuadrilatero especial”

Estudiante: Acciones en GeoGebra y verbalizaciones realizadas por Ronald
Arrastres Libre Avrrastra el punto D de manera libre.
empleados
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De lugar ficticio

Aurrastra el punto D describiendo una semicircunferencia

Aurrastra el punto D describiendo una circunferencia

descubiertas

Guiado Aurrastra el punto D y aplica Mostrar rastro al punto
Vinculado Avrastra el punto D que ha vinculado previamente ala O 4 4p
Mantenido Arrastra el punto D que esta vinculado a la O, 4p (invariante
observado) y mantiene el cuadrilatero con apariencia de paralelogramo
(invariante inducido).
Configuraciones | Objetos Un paralelogramo
que visualiza
La Ogap
Las diagonales del paralelogramo.
Relaciones Las diagonales del cuadrilatero son congruentes [sic] Las diagonales
se bisecan
Invariantes Invariante El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.
detectadas inducido
intencionalmente.
Invariante El invariante observado durante el arrastre fue que D €O 4 4p
observado durante
el arrastre.
Proceso de Construye la D €4 4p, Vincula el punto D a la circunferencia, visualiza que el cuadrilatero
verificacion ABCD es un paralelogramo
Relaciones D describe la trayectoria circular, y el cuadrilatero se mantiene como paralelogramo.

Las diagonales se bisecan.

Conjetura
formulada

Dado el cuadrilatero ABCD. Si D € ®4 4p entonces el cuadrilatero ABCD es un

paralelogramo

“El triangulo Co-recto”.

Como ya dijimos, el estudiante manifiesta sus pensamientos en voz alta durante la
exploracién. Ronald construye el triangulo ABC luego mide el 2C. Luego arrastra el
vértice C de manera libre para determinar las “zonas” en las que el triangulo es rectangulo
con &ngulo recto en C (invariante inducido). El estudiante afirma conocer el problema en
mencion. Sin embargo, sigue arrastrando el punto C activando el rastro al punto de manera
autonoma y visualiza que C esta en una semicircunferencia (invariante observado y arrastre
guiado). (llustracion 5.7)
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lustracién 5.7 Ronald arrastra el punto C con la ayuda de la herramienta Rastro. Fuente: elaboracidn propia

Acto seguido, procede a construir la circunferencia con diametro AB y centro en D
y vincula el punto C a la circunferencia (arrastre vinculado, ilustracién 5.8).
llustracion 5.8

Ronald construye la circunferencia con didmetro AB y vincula el punto C a la circunferencia. Fuente:
elaboracion propia

Le proponemos a Ronald que realice una conjetura con los invariantes percibidos
durante el ejercicio. Inicialmente, Ronald relaciona el triangulo rectangulo con la
semicircunferencia que describe el punto C afirmando: “si el angulo del triangulo es recto
es porque esta circunferencia...”. En este momento le preguntamos a Ronald: “;Qué esta
causando que el triangulo sea un triangulo rectangulo?” El participante responde: “la
trayectoria circular que describe el punto D”. Afiade que el &ngulo recto del tridngulo causa
la trayectoria de la semicircunferencia. Pese a que le insistimos varias veces en que se fijara
qué era lo que causaba que el tridngulo fuera rectangulo €l establece la siguiente: “Dado el
triangulo ABC y el angulo C recto entonces C pertenece a la semicircunferencia con
didmetro AB”. En este caso Ronald no basé la formulacion de la conjetura en la
verificacion para confirmar su hallazgo, sino la dependencia observada mediante el arrastre
vinculado.

En la Tabla 5.4 presentamos la sintesis del desarrollo de la resolucion del problema
de Ronald
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Tabla 5.4 Rejilla analitica del proceso adelantado por Ronald en el problema “El triangulo Co-recto”.
Fuente: elaboracidn propia

Tabla 5.4 Rejilla analitica del proceso adelantado por Ronald en el problema "El triangulo co-recto™

Estudiante: Acciones en GeoGebra y verbalizaciones realizadas por Ronald
Aurrastres Libre Arrastra el vértice C de manera libre.
empleados

de lugar ficticio

Arrastra C esta en una posible Semicircunferencia

descubiertas

Guiado Aurrastra el veértice C y aplica mostrar rastro al punto.
Vinculado Arrastra el punto C que ha vinculado previamente a la circunferencia
con didametro AB
Mantenido Arrastra el punto C del triangulo a través de una trayectoria circular y
vincula el punto C a la circunferencia con diametro AB para mantener
el tridngulo rectangulo.
Configuraciones | Objetos Triangulo rectangulo (General)
ue visualiza - . - . -
a el vértice C describe una semicircunferencia con diametro AB
Relaciones El Tridngulo ABC es un tridngulo rectangulo
El didmetro AB se mantiene constante
Invariantes Invariante El tridngulo ABC es rectangulo.
detectadas inducido
intencionalmente.
Invariante C pertenece a la semicircunferencia con diametro AB
observado
durante el
arrastre.
Proceso de Construye la circunferencia con diametro AB y vincula el punto C a la semicircunferencia
verificacion
Relaciones Cuando arrastra el punto C observa que describe la trayectoria circular, y el tridngulo se

mantiene como triangulo rectangulo.

Conjetura
formulada

Dado el tridngulo ABC y el &ngulo C recto entonces C pertenece a la semicircunferencia con

didmetro AB.
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5.3 Resolucién del problema desarrollado por Juan Carlos

A continuacion, presentamos el reporte del proceso adelantado por Juan Carlos en el
problema “El triangulo Co-recto”. Como veremos Juan Carlos, se caracteriza por detallar
las caracteristicas de las representaciones geomeétricas.

El triangulo Co-recto

El estudiante es una persona expresiva y manifiesta todos sus pensamientos durante
el desarrollo del problema. Comienza con la construccion del tridngulo ABC y afirma que
es dificil lograr la igualdad 2C = 90° a pulso. En seguida, mueve el vértice C del triangulo
de manera arbitraria tratando de buscar que lugar geométrico describe C. En seguida le
preguntamos: ““¢Describa como esté arrastrando?” Juan Carlos responde que no sabe, pero
al parecer esta tratando de arrastrar a C sobre una “curva” (arrastre de lugar ficticio). Le
preguntamos al estudiante: “;Qué puede hacer para que el vértice C, muestre el camino que
sigue?”” Juan Carlos responde: “Activar el rastro al punto C” y empieza a mover dicho
punto (arrastre guiado, llustracion 5.9).

lustracion 5.9 Juan Carlos arrastra el punto C con ayuda de la herramienta Rastro. Fuente: elaboracion
propia

A 9020

A continuacion, le preguntamos a Juan Carlos: “;Qué esta tratando de mantener
invariante?”” Juan Carlos responde: “El triangulo rectangulo”. Enseguida le realizamos otra
pregunta: “;,Cuando usted arrastra el punto C qué otro invariante observa?” Juan Carlos:
manifiesta que trata de percibir muchas invariantes. Entre esas estan: el didmetro de la
semicircunferencia, la altura del triangulo y la posible bisectriz correspondiente al &ngulo
C. Sin embargo, le preguntamos: ““;,Qué sucede con la trayectoria que sigue el punto C?” El
estudiante responde exclamando: “jQue va describiendo una semicircunferencia!” Entonces
parece ser que esta es una invariante.

A continuacion, le preguntamos a Juan: ;Como corrobora usted que el punto C,
describe una semicircunferencia? Juan dice: “construyo una semicircunferencia con la
herramienta Dos puntos semicircunferencia (arrastre vinculado)”. Pero juan no se convence
del todo de esa construccidn porque el programa le muestra la circunferencia en el
semiplano donde no esta el rastro dibujado por el punto C (ver llustracién 5.10).
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llustracién 5.10 Juan Carlos construye la semicircunferencia el determinado por AB donde no esta C.
Fuente: elaboracidn propia

Entonces el estudiante opta por construir la circunferencia con diametro AB y
vincula el punto C a la semicircunferencia (llustraciones 5.11 ay 5.11 b).

llustracion 5.11a Juan Carlos construye la llustracion 5.11b Juan Carlos vincula el punto C a la
circunferencia con didmetro AB y centro H circunferencia con didmetro AB y centro H

Le proponemos a Juan Carlos que formule la conjetura. El titubea bastante para
referirse los invariantes que ha observado durante el arrastre. Regresa a la representacion y
continda arrastrando a C sobre la semicircunferencia, buscando relacionar la
semicircunferencia y el tridngulo rectangulo. Le preguntamos: “;Qué relacion encuentra
entre la semicircunferencia y el triangulo rectangulo?” Juan Carlos responde: “El vértice C
del triangulo describe una circunferencia para que sea recto”. Le insistimos a Juan Carlos
sobre el invariante que intenta mantener y el invariante que observa. Juan Carlos asevera
estar seguro de que, para que el triangulo sea rectangulo con 2C recto, el punto C describe
una circunferencia. Finalmente, termina formulando la siguiente conjetura “Dado el
triangulo ABC, si £C es recto entonces el lugar geométrico que describe 2C del triangulo
en uno de los semiplanos determinados por el segmento AB es una semicircunferencia”. En
este caso Juan Carlos no logro la conjetura esperada porque centrd su atencion en el arrastre
vinculado, donde la trayectoria que sigue vértice del punto C causa la semicircunferencia
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por eso resalta este Gltimo como el consecuente de la conjetura. Por eso no operd el arrastre
mantenido como estabamos esperando.

En la siguiente Tabla 5.5 presentamos la sintesis del desarrollo de la resolucion del
problema “El triangulo Co-recto” adelantado por Juan Carlos

Tabla 5.5 Rejilla analitica del proceso adelantado por Juan Carlos en el problema “El tridngulo Co-

recto”.

Tabla 5.5 Rejilla analitica del proceso adelantado por Juan Carlos en el problema "El triangulo co-recto”

Estudiante: Juan
Carlos

Acciones en GeoGebra y verbalizaciones realizadas por Ronald

Arrastres
empleados

Libre

Arrastra el vértice C de manera libre.

de lugar ficticio

Aurrastra C esté en una posible Semicircunferencia

Guiado Arrastra el vértice C y aplica mostrar rastro al punto.
Vinculado Aurrastra el punto C que ha vinculado previamente a la circunferencia
con didmetro AB
Mantenido Aurrastra el punto C del triangulo a través de una trayectoria circular y
vincula el punto C a la circunferencia con didmetro AB para mantener
el triangulo rectangulo.
Configuraciones | Objetos Triangulo rectangulo
ue visualiza .
g La altura del triangulo
el vértice C describe una semicircunferencia con diametro AB
Relaciones El tridngulo ABC es un triangulo rectangulo en la circunferencia con

didmetro AB

El diametro se mantiene constante
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Invariantes Invariante El triangulo rectangulo.
detectadas inducido
intencionalmente.
Invariante C pertenece a la semicircunferencia con diametro AB
observado
durante el
arrastre.
Proceso de Construye la Circunferencia con didmetro AB y vincula el punto C a la semicircunferencia
verificacion
Relaciones Cuando arrastra el punto C observa que describe la trayectoria circular, y el tridngulo se
descubiertas mantiene como triangulo rectangulo.
Conjetura Dado el triangulo ABC, Si £C es recto entonces el lugar geométrico que describe 2C del
formulada triangulo en uno de los semiplanos determinados por el segmento AB es una
semicircunferencia”.

5.4 Resolucién de los problemas desarrollados por Cecilia

A continuacion, presentamos el reporte del proceso adelantado por Cecilia en la
resolucion del problema “El area invariante”. Cecilia se caracteriza por ser inquieta con lo
que observa y es muy activa en la busqueda de patrones e invariantes.

“El area invariante”

Le solicitamos a la estudiante que comunique sus pensamientos durante el proceso
de solucion del problema. La estudiante afirma no entender el problema, puesto que no es
claro si debe mover cada vértice o si solo basta con mover un solo vértice. Le decimos que
solo debe mover un vértice, con el fin del que el area se mantenga invariante. La estudiante
afirma no recordar donde se calcula el area del triangulo. Acto seguido, le sugerimos usar la
herramienta Area. Cecilia usa la herramienta y comienza a arrastrar el punto B de manera
libre (arrastre libre). La estudiante afirma que lo hace con el fin de observar qué
regularidades pueden presentar los lados o a&ngulos del triangulo.

Cecilia arrastra el punto B del tridngulo y dice fijarse en el valor que le muestra el
area del triangulo. Acto seguido, le preguntamos “¢Qué esta haciendo para que no se pierda
la igualdad del area del tridngulo?” Cecilia dice: “Estoy arrastrando B, fijandome en que la
medida del area, los lados y los angulos del triangulo tienen alguna relacion”. Tras muchos
intentos, observa que la relacion del area, los lados y los angulos de tridangulo no son de
gran ayuda. En seguida le preguntamos a Cecilia “;Qué haria usted para que el punto B le
muestre el camino que deja?” Cecilia responde: “Voy a aplicar al punto B Rastro (arrastre
guiado)”. Continua arrastrando el punto B de una manera mas controlada. En primera
medida, empieza arrastrar el punto B en direccion al AB. En segunda medida, arrastra el
punto B en direccion al BC pero ninguno de estos le dan informacion (ilustracion 5.12).
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lustracién 5.12 Cecilia arrastra de manera libre del punto B con ayuda de la herramienta Rastro. Fuente:
elaboracion propia

B
‘ Area de ABC =23

C
Posteriormente le preguntamos a Cecilia: “;De qué otra manera se le ocurre
arrastrar el punto B?” Cecilia responde: “Se me ocurre arrastrarlo hacia arriba y hacia
abajo, pero jno encuentro relacion!”. A continuacion, le preguntamos: “;Qué relacion

encuentra entre la trayectoria que sigue el punto B y él AC?” Cecilia dice: “La Unica que
queda es una recta que es paralela al AC” (Arrastre de lugar ficticio, llustracion 5.13)

llustracién 5.13 Cecilia arrastra B de manera rectilinea. Fuente: elaboracion propia

A

Areade ABC =229

Cc

Cecilia decide hacer una construccion robusta para corroborar la trayectoria que
sigue el punto B. Para ello, construye una recta m paralela al AC que pasa por B, pero al
arrastrar B se mueve toda la figura junto con la recta. Entonces decide construir una recta
paralela m al AC por un punto distinto a B y vincula el punto B a dicha recta (arrastre
vinculado). Adicionalmente manifiesta que observa que B debe estar en esa recta

(invariante observado) para que el tridngulo mantenga la misma area (invariante inducido
intencionalmente) (llustracion 5.14)

llustracién 5.14 Construccidn robusta de una recta paralela. Fuente: elaboracién propia
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Area de ABC =23

C

Le proponemos a Cecilia que formule una conjetura. Cecilia hace varios intentos de
conjeturar, tras revisar una y otra vez los invariantes observados durante el arrastre. Se
convence que la trayectoria que sigue el punto B mantiene el area invariante de la familia
de triangulos. Finalmente formula la conjetura. “Dado el triangulo ABC y AC paralela m. Si
B € m, entonces el area de los triangulos ABC es la misma”. A continuacion, en la Tabla
5.6 presentamos la sintesis del desarrollo de la resolucion del problema “El area invariante”

adelantado por Cecilia.

Tabla 5.6 Rejilla analitica del proceso adelantado por Cecilia en el problema “El area invariante”

Tabla 5.6 Rejilla analitica del proceso adelantado por Cecilia en el problema "El area invariante™

Estudiante: Cecilia

Acciones en GeoGebra o verbales por Cecilia

Arrastres empleados

Libres:

Arrastra B de manera libre.

De lugar ficticio:

Arrastra B sobre una posible recta

Guiados:

Arrastra el punto B siguiendo una
trayectoria recta aplicando la
herramienta “Mostrar rastro”

Vinculados:

Avrrastra B sobre la recta m paralela al
AC

Mantenido:

Aurrastra el punto B sobre la recta m
paralela al AC y visualiza que el area
de la familia de triangulos se
mantiene invariante.

Configuraciones que visualiza

Objetos:

Familia de triangulos
Los angulos del triangulo

Los lados del triangulo

Relaciones:

El punto B € m; m paralela AC
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Invariantes detectadas

Invariante inducido La familia de triangulos con la misma
intencionalmente: area

Invariante observado El punto B € mm paralela AC
durante el arrastre:

Verificacion adelantada:

Construye la recta m paralela al AC

Relaciones descubiertas:

m paralela al AC

Familia de triangulos con la misma &rea

Conjetura formulada:

Dado el triangulo ABC y AC || m. Si B € m, entonces el area de
los tridngulos ABC es la misma.
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Capitulo 6 Discusion

En este capitulo realizamos la discusion derivada del analisis, que hemos realizado
previamente, del proceso de resolucion de los problemas por parte de los estudiantes que
participaron en la experimentacién. Empezamos por mostrar los alcances que puede tener el
arrastre mantenido en la solucion de problemas abiertos. Luego, aludimos a la complejidad
del uso eficiente del arrastre mantenido. A continuacion, mencionamos las relaciones entre
los diferentes tipos de arrastres. Finalmente, destacamos de qué manera la visualizacion y la
conjeturacion son promovidos por el arrastre mantenido.

6.1 Sobre los problemas que favorece el arrastre mantenido

De acuerdo con el analisis realizado previamente, afirmamos que todos los
problemas que se presentan en este trabajo de grado favorecen el arrastre mantenido, aun
cuando no todos con la misma facilidad. En la resolucién, pudimos evidenciar que los
cuatro estudiantes hicieron una exploracién en la que jugaron con invariantes inducidos en
busca de observar regularidades que surgen al mantener dichos invariantes.
Adicionalmente, pudimos observar que los estudiantes optaron por valerse de inducir un
invariante con el fin de encontrar en la representacion otro invariante que les permitiera
descubrir la causa del invariante inducido. Y este descubrimiento en algunos casos se
corrobor6 mediante una construccion robusta que les permitié proponer el invariante
inducido como consecuencia del invariante observado.

Afirmamos que el problema “El area invariante” propone una buena situacion para
acercar a los estudiantes al arrastre mantenido. Lo anterior, debido a que este problema
parte de una representacion que contiene elementos sencillos, en la que los estudiantes
reconocen rapidamente cudl es el invariante que se induce, en este caso un nimero, y al no
ser compleja la representacion encuentran rapidamente el invariante que se busca. Pero,
ademas, la exploracion los induce a realizar una construccidn robusta porque si no hacen la
recta efectivamente paralela a un lado del tridangulo, no es sencillo controlar el invariante
inducido. Lo que el problema genera es la dependencia entre el invariante inducido y el
invariante observado. Este planteamiento lo hacemos al observar principalmente el trabajo
de Jhon y Cecilia. Jhon resolvio el problema rapidamente. Cecilia, con un poco mas de
dificultad que Jhon, también logré resolverlo.

En cuanto al problema “El triangulo Co-recto” pudimos evidenciar que este también
favorece el arrastre mantenido. Como lo sefialan Baccaglini y Mariotti (2010)

“el arrastre mantenido implica el reconocimiento de una configuracion
particular como interesante en un intento del usuario de inducir la propiedad particular
(de manera indirecta) para que ésta se convierta en una invariante durante el arrastre”

(pp. 230).

Cabe aclarar, sin embargo, que en el caso de Ronald y Juan Carlos a pesar de que
ellos encontraron el invariante inducido y el invariante observado ellos no generaron la
relacion condicional esperada por nosotros. Usaron el invariante observado como el
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consecuente y el invariante inducido como el antecedente. Esto pas6 porque en el proceso
de verificacion mantuvieron la relacion condicional de manera invertida. La situacién que
se generd con Ronald y Juan Carlos no es causa del problema, sino probablemente del
entrevistador quien debid haber invitado de manera més insistente a hacer la verificacion
para promover que el proceso se hubiera adelantado como lo sefialan Baccaglini y Mariotti
(2010).

Para nosotros, el problema “El cuadrilatero especial” también favorece el uso del
arrastre mantenido. Sin embargo, es un problema que requiere una mayor experiencia en el
trabajo con programas de geometria dinamica. Al ser una construccion relativamente
compleja, el arrastre para mantener el invariante inducido no enfoca la atencion
necesariamente en una sola regularidad. Por ejemplo, Jhon se fijé inicialmente en el

paralelismo entre BC y PH y en que el cuadrilatero es convexo, mientras que Ronald se
enfoco en las diagonales del cuadrilatero. Fue necesario encaminar la atencion hacia la
regularidad que queriamos que observaran (en este caso la trayectoria que describe el punto
D), para que efectivamente pudieran establecer la relacion entre el invariante observado y el
invariante inducido. Si bien es cierto que el problema es complejo, afirmamos que favorece
el uso del arrastre mantenido si el profesor enfoca a los estudiantes en el invariante que se
estd buscando. De esa manera, induce a los estudiantes a hacer la construccion robusta de
verificacion y por eso logran la conjetura esperada.

6.2 La complejidad del arrastre mantenido

En esta seccidn, vamos a referirnos a la complejidad que demanda el arrastre
mantenido. Como lo sefialan, Mariotti y Baccaglini-Frank (2011), “aunque percibir e
interpretar geométricamente invariantes es dificil, es posible desarrollar esta habilidad.”
(pp. 23). En nuestra experimentacion corroboramos lo que dicen las investigadoras y
concluimos que esta complejidad tiene que ver con tres aspectos:

Uno: El aprender a observar regularidades mientras se mantiene un invariante.
Dos: El aprender a establecer la relacion entre los movimientos directo e indirecto y
los invariantes que se inducen o se observan, para poder establecer la conjetura de
manera tal que la dependencia entre las propiedades quede correcta.
Tres: Las exigencias que demanda la construccion robusta al hacer el proceso de
verificacion.

Estas complejidades las observamos en la resolucién de los problemas por parte de

Jhon, Ronald, Juan Carlos y Cecilia, como vamos a presentar a continuacion.

El primer aspecto se hizo evidente en el proceso de resolucién del problema “El
cuadrilatero especial”. Observamos que los estudiantes se tomaron un buen tiempo para
realizar la exploracion, porque tuvieron que aprender a provocar un invariante (en este caso
el cuadrilateroque fuera un paralelogramo) y observar otro invariante (la circunferencia que
describe el punto D), asunto que no es sencillo.
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El segundo aspecto de la complejidad que se presenta con el arrastre mantenido la
pudimos observar en la resolucién del problema “El triangulo Co-recto”. Alun cuando
Ronald y Juan Carlos encontraron el invariante observado, al momento de proponer la
conjetura el invariante inducido intencionalmente oficié como antecedente y el invariante
observado como el consecuente. Lo anterior porque los estudiantes no lograron relacionar
el movimiento indirecto con el invariante inducido y el movimiento directo con el
invariante observado. Lo cual es necesario para producir la conjetura correcta, como lo
mencionan Baccaglini y Mariotti (2009).

El tercer aspecto de la complejidad que se presenta con el arrastre mantenido la
pudimos observar en el problema “El &rea invariante”. Aunque hemos dicho que este
problema casi de manera natural induce hacer una construccién robusta para verificar, esta
construccion robusta tiene una complejidad derivada de hacer una construccion auxiliar.
Jhon y Cecilia lograron identificar los invariantes esperados, pero cuando quisieron
construir una recta paralela a uno de los lados del triangulo, que pasara por el vértice
opuesto, no usaron una construccion auxiliar apropiada y entonces al arrastrar el veértice
toda la construccion se movia conforme se arrastraba dicho punto. Por esta razon los
estudiantes se demoraron en la resolucion del problema hasta que se les ocurrio construir un
punto disinto del vértice del tridngulo para trazar la paralela a uno de los lados y luego
vincular el vértice a dicha recta para corroborar que el area permanecia invariante.

6.3 Relaciones entre tipos de arrastre

Corroboramos los planteamientos de los autores sobre las relaciones entre el
arrastre mantenido y otros arrastres. A continuacion, nos referimos a cada tipo de arrastre.

El arrastre mantenido estd muy asociado al arrastre libre. Por este tipo de arrastre
se comienza el proceso de resolucion de los problemas, debido a que permite descubrir
configuraciones o regularidades interesantes para los estudiantes (Arzarello et al, 2002).
Gracias al arrastre libre, los cuatro estudiantes comenzaron a identificar el invariante
observado en todos los problemas propuestos.

El arrastre de lugar ficticio es el que permite a los estudiantes identificar el
invariante observado. De hecho, fue el arrastre més utilizado por los cuatro estudiantes. En
el problema “El cuadrilatero especial”, Jhon dijo inicialmente que el punto D describia una
posible elipse o0 una posible circunferencia. Mientras que en el problema “El area
invariante” afirmé que la trayectoria que seguia el punto B era una recta. En el problema
“El cuadrilatero especial” Ronald se percat6 de la posible trayectoria que describe el punto
D, en este caso una semicircunferencia o una circunferencia. Y en el problema “El tridngulo
co-recto” afirmo que el veértice del triangulo esta en una posible semicircunferencia.

Juan Carlos y Cecilia encontraron los mismos invariantes, gracias al arrastre de
lugar ficticio. En todos los casos el arrastre de lugar ficticio, opero en la resolucion de los
problemas como un posible lugar en el que se encontraba el punto que se arrastraba
mediante un movimiento directo pero que aun debia ser corroborado para determinar el

54



lugar geométrico donde se encontraban. Y esto genero una estrecha relacion con el arrastre
mantenido porque, gracias al arrastre de lugar ficticio, los estudiantes mantuvieron el
invariante que controlaba el punto base (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010).

Los arrastre guiado y vinculado estan asociados al arrastre mantenido porque son
los que permiten determinar una forma particular en la representacion. Gracias al uso de la
herramienta Rastro, el arrastre guiado permite identificar la trayectoria que sigue el punto
base. Y el arrastre vinculado permite (como su nombre lo indica) vincular el punto a la
trayectoria que describe. Con esto los estudiantes pueden verificar la conjetura. Este fue el
caso de la resolucién del problema “El cuadrilatero especial” por parte de Jhon y Ronald.
Los estudiantes tuvieron que hacer uso del arrastre guiado con ayuda de la herramienta
Rastro para identificar la trayectoria de la del punto D. Una vez identificada, los estudiantes
pudieron hacer la construccion robusta y vincularon el punto D a dicha construccion. De
igual manera sucedio6 con los problemas “El area invariante” y “El tridngulo Co-recto”.
Jhon, Cecilia y Juan Carlos hicieron uso de los arrastres guiado y vinculado para
“garantizar” la relacion entre los invariantes inducido y observado.

6.4 El arrastre mantenido en los procesos de visualizacion y conjeturacién

Con la experimentacion corroboramos que efectivamente el arrastre mantenido
favorece un puente entre la visualizacién y la conjeturacion. Esto se hizo evidente en el
proceso de resolucion de los problemas con los cuatro estudiantes.

En el caso de Jhon esto se hizo evidente sobre todo porque el estudiante mantuvo un
actitud muy observadora. Entonces el arrastre lo impulsaba a encontrar la causa a traves de
la visualizacién y esto lo llevo a establecer la conjetura en los problemas “El cuadrilatero
especial”y “El area invariante” . En el primer problema, el proceso de arrastre ayudé a
visualizar la congruencia entre los lados del paralelogramo y adicionalmente la relacion de
paralelismo entre los lados opuestos del paralelogramo. Cuando el estudiante intentd
construir la conjetura el proceso de visualizacion le ayudé a encontrar la causa que
mantenia el cuadrilatero ABCD como paralelogramo. Por esta razon el invariante inducido
fue el consecuente de la conjetura y el invariante observado el antecedente. En cuanto al
problema “El area invariante”, el proceso de visulizacion de Jhon se centré en la trayectoria
que describe el punto B y la familia de triangulos que se producian cuando arrastraba el
vertice del triangulo, intentado mantener los dos invariantes. Adicionalmente la
visualizacion de la relacion de paralelismo entre la trayectoria que seguia el vértice del
triangulo y uno de los lados de triangulo le ayudd a establer la relacion de dependencia
entre los invariantes, para generar la conjetura.

Al resolver el problema “El cuadrilatero especial” Ronald aplico la herramienta
Rastro al punto D, con el fin de visualizar la ruta que seguia el punto para que el
cuadrilatero se mantuviera como paralelogramo. Visualiz6 que las diagonales del
cuadrilatero se bisecan, hecho que le ayudoé a establecer la relacion entre los invariantes y la
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propiedad del paralelogramo. Cabe aclarar que el estudiante tratd de usar todos los
elementos de la construccion para lograr producir la conjetura; sin embargo su atencién se
centrd en las propiedades del cuadrilatero y el invariante observado. Este proceso que
desarroll6 Ronald le permitié establecer la conjetura en términos del invariante observado y
el invariante inducido.

Infortunadamente, en el problema “El tridngulo co-recto” Ronald centré toda su
antencion en el angulo de triangulo, a pesar de que el camino que le mostraba el punto C se
encontraba en el lugar geométrico de la semicircunferencia. Consideramos que el proceso
de visualizacion de Ronald se limito exclusivamente al invariante inducido. Por eso
afirmamos que es importante orientar a los estudiantes en la resolucién de problemas, sobre
todo para que visualicen todos los elementos de la representacion geométrica y durante
proceso de arrastre. Es importante mencionar que una actitud interrogativa y reflexiva,
posibilita a los estudiantes sacar provecho del uso del arrastre mantenido para favorecer la
visualizacion y la conjeturacion en la resolucion de problemas abiertos.

En la resolucion del problema “El area invariante” desarrollado por Cecilia,
pudimos notar que para la estudiante fue de gran importancia poder visualizar de manera
simultanea el lugar geométrico que describia el punto que arrastraba y el invariante que
deseaba mantener. Sus movimientos estuvieron encaminados hacia la busqueda de ese lugar
geomeétrico lo que le permitio establer la causa del por qué el area del tridngulo era
invariante. Una vez logré visualizar el invariante observado, se did cuenta que este ultimo
era la causa del invariante inducido y por esto le result6 natural establecer la relacion
condicional entre los invariantes, produciendo la conjetura deseada. En este caso el arrastre
mantenido jugo un papel importante en los procesos de visualizacion y conjeturacion
porque le permito a Cecilia determinar elementos claves en la solucion del problema.

A pesar de lo que hemos dicho queremos mencionar como lo sefialan Mariotti y
Baccaglini-Frank (2011) que “arrastrar para generar conjeturas presenta claramente una
mayor complejidad en comparacion con, por ejemplo, arrastrar para probar una
construccion.” (pp. 24). Esto se reflejo en que los estudiantes lograron visualizar los
invariantes pero no siempre lograron la conjetura como nostros deseabamos. Esto paso
especificamente en el caso de la resolucion del problema “El triangulo Co-recto” por parte
de Juan Carlos. Notamos que él mantuvo el tridngulo con el angulo recto y también centré
su atencion en el rastro que dejaba el vértice C. El arrastre estuvo apoyado por la
construccion robusta que le permitio visualizar las causas para determinar la relacion entre
el invariante inducido y el invariante observado. Sin embargo, al momento de construir la
conjetura, a partir de lo que habia observado ignoré las relaciones en las que estaba
trabajando Yy fijo su mirada en otros elementos de la representacion y no en la relacion entre
los invariantes. Por esta razon considerd que el invariante inducido era el que causaba la
trayectoria del triangulo y por eso en la conjetura establecid el invariante inducido como
antecedente y no como el consecuente.
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Conclusiones

En este capitulo presentamos las conclusiones més relevantes del trabajo de grado.
Las organizamos de la siguiente manera: en la primera seccion, hablamos sobre el
cumplimiento del objetivo general del trabajo de grado. En la segunda seccién, nos
referimos a los objetivos especificos que nos propusimos en este trabajo. En la tercera
seccion, describimos los logros y dificultades encontradas en la investigacion. En la ultima
seccion, presentamos las proyecciones para futuros trabajos de investigacion.

Sobre el objetivo general del trabajo

Como objetivo general nos propusimos caracterizar el papel que desempefia el
arrastre mantenido en la resolucion de problemas abiertos y determinar su rol en el
desarrollo de los procesos de visualizacion y de conjeturacion. Afirmamos que en el
estudio cumplimos con el objetivo general. A partir de una fundamentacion conceptual,
propusimos un estudio empirico de resolucion de problemas con estudiantes de
Licenciatura en Matematicas. Nos dimos cuenta de que, para esos estudiantes, el papel
principal del arrastre mantenido es identificar los invariantes que dan lugar a una relacion
de dependencia que se convierte en una conjetura. Lo que logra el arrastre mantenido es
poner en juego la visualizacion, para lograr detectar los invariantes, establecer la relacion
de causalidad y por esta via, lograr generar una expresion condicional.

Adicionalmente nosotros identificamos que el arrastre mantenido establece un
puente entre los procesos de visualizacion y la produccion de conjeturas. Esto se puede
encontrar tanto en el marco tedrico del presente trabajo de grado como en los anélisis que
hicimos del trabajo que realizaron los estudiantes. Por ejemplo, Jhon y Ronald, en el
desarrollo del problema “El cuadrilatero especial” lograron efectivamente mantener el
cuadrilatero como paralelogramo y observaron la circunferencia que describe el punto D,
resultado que subyace de mantener el invariante inducido. Y por lo tanto los dos estudiantes
lograron establecer una relacion condicional entre los invariantes detectados. Es aqui donde
concluimos que el arrastre mantenido favorece los procesos de visualizacién y
conjeturacion.

Comprobamos que la influencia del arrastre mantenido en los procesos de
visualizacion y conjeturacion que llevaron a cabo los estudiantes resulta ser interesante en
términos del control l6gico. Sin embargo, esto no sucedid con igual fuerza en el problema
“El triangulo co-recto” porque los estudiantes lograron identificar los invariantes, pero no
lograron la conjetura deseada, como es el caso de Ronald y Jhon. Pero si fue marcadamente
importante en los problemas “El cuadrilatero especial” y “El area invariante” donde
logramos el producto esperado.
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Sobre los objetivos especificos del trabajo

El primer objetivo especifico a que nos comprometimos fue describir y ejemplificar
el arrastre mantenido y compararlo con otros tipos de arrastre de objetos, en una
representacion hecha en GeoGebra. Este objetivo especifico se cumplié completamente,
como se puede apreciar en el capitulo de marco de referencia (Seccion 3.1) Alli se
encuentra la descripcion e ilustracién logradas, fruto de la revision de la literatura que
hicimos.

También nos propusimos, como objetivo especifico, proponer una fundamentacion
tedrica sobre los procesos de visualizacion y conjeturacion en la que se estableciera el papel
que pueden jugar en la resolucion de problemas abiertos. Este propdsito también se
cumplio, como se puede ver en el capitulo marco de referencia y en los analisis. Aun
cuando debemos sefialar que nosotros hicimos una fundamentacion limitada sobre estos
procesos, muy cercana al trabajo en resolucién de problemas con el arrastre mantenido. No
fue un desarrollo amplio sobre cada uno los procesos.

Debemos destacar que mediante el proceso de visualizacion, como sefialan Samper
y Molina, (2013) se consigue informacion de una representacién geométrica con el fin de
encontrar elementos que la compone, percibir sus propiedades, establecer relaciones entre
elementos de los objetos con el fin de interpretar la naturaleza de dicha representacion.
Estas caracteristicas de la visualizacion se pusieron de manifiesto con el uso del arrastre
mantenido.

Ademas, nos propusimos caracterizar y ejemplificar los problemas abiertos, donde
se observa el papel del arrastre mantenido en los procesos de visualizacion y conjeturacion.
Esto se puede encontrar en la descripcion de cada uno de los problemas que se encuentran
en el capitulo del marco de referencia y en el estudio empirico. Alli también adoptamos una
postura sobre las caracteristicas que deben tener los problemas abiertos.

Adicionalmente, identificamos el papel que ejerce el arrastre mantenido en los
procesos de visualizacion y conjeturacion. Esto se hizo evidente porque los estudiantes
pusieron en juego estos procesos cognitivos para dar solucion a los problemas propuestos.
Por ejemplo, en el caso de Cecilia y Jhon en el problema “El area invariante”, los
estudiantes mantuvieron el area del triangulo constante, generando otro invariante. En este
caso, pudimos observar que el proceso de visualizacion operd haciendo uso del arrastre
mantenido. Cuando los estudiantes lograron tener conciencia de estos invariantes buscaron
la relacion logica entre ellos y obtuvieron la conjetura deseada logrando el segundo proceso
cognitivo.

Logros y dificultades

Al terminar este trabajo de grado ofrecemos a la comunidad una explicacion
detallada sobre el arrastre mantenido y el papel que juega en los procesos de visualizacion y

conjeturacion. Esto podra ser comunicado a partir de las ideas que estan consignadas en el
marco tedrico.
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Otro aspecto que ofrecemos es un recorrido bibliografico por los estudios que se han
hecho acerca del arrastre mantenido, para que alguien que siga en esta linea de
investigacion tenga claridad sobre la ruta que ha llevado este trabajo. Adicionalmente,
seflalamos los conceptos mas importantes para que los lectores ubiquen con facilidad los
diversos elementos que intervienen en el arrastre mantenido y su relacion con otros
arrastres. También proponemos una mirada detallada al trabajo hecho por estudiantes de
Licenciatura en Matematicas, de la Universidad Pedagdgica Nacional, para profundizar en
cémo opera el arrastre mantenido en la solucién de problemas abiertos.

Los ejemplos que sugerimos en este trabajo de grado sirvieron como insumo para
determinar el papel que juega el arrastre mantenido. Confirma los planteamientos que
Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) proponen en sus investigaciones. Observamos en dos
de los problemas, que el uso del arrastre oper6 adecuadamente en la solucion de problemas
abiertos cuando los estudiantes dieron solucién a dichos problemas propuestos.

A manera de dificultad, comentamos que describir el arrastre mantenido no fue tarea
sencilla ya que este tipo de arrastre tiene elementos muy precisos que lo diferencian de
otros tipos de arrastre. En particular, establecer la diferencia con el arrastre de lugar ficticio,
fue dificil, porque es muy similar al arrastre mantenido. Estos tipos de arrastres tienen
elementos en comdn, lo que hace complejo encontrar caracteristicas propias de cada uno.
Resultd tan complejo el asunto que durante un tiempo no teniamos muy claro qué papel
jugaban el invariante inducido y el invariante observado en la formulacién de la conjetura.
Lo habiamos trastocado porque no habiamos visto con suficiente peso el papel de la
verificacion a partir de los movimientos directos e indirectos que enuncian Baccaglini y
Mariotti (2011).

Proyecciones del trabajo

Lo presentado en este trabajo de grado corresponde a una caracterizacion y
ejemplificacion del arrastre mantenido y como este favorece los procesos de visualizacion y
conjeturacion. Sin embargo, debemos seguir ahondando en tipos de problemas abiertos en
donde se haga uso del arrastre mantenido.

A partir de este estudio reconocemos algunos asuntos que merecen atencion en
futuras investigaciones. A continuacion, presentamos la descripcion de dichos asuntos.

Un primer asunto corresponde la manera en como los docentes pueden llevar este
tipo de arrastre a las aulas para promover procesos de visualizacion y conjeturacion.
Pudimos establecer que los problemas abiertos aqui presentados favorecen dichos procesos,
siempre y cuando haya una guia adecuada. Adicionalmente. resulta interesante que a partir
de esta investigacion se promueva una exploracion sobre como el arrastre mantenido puede
favorecer el proceso de demostracion como una “extension” de los procesos antes
mencionados.

Un segundo asunto, que merece ser estudiado, tiene que ver con cdmo ensefiar a
usar este tipo de arrastre para que se superen las complejidades detectadas en este trabajo
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de grado. Un estudio de esta naturaleza permitiria reconocer de manera mas asertiva cOmo
impulsar el establecimiento de las relaciones de dependencia entre los objetos geométricos
presentes en una representacion.

Finalmente, tenemos previsto hacer un articulo de divulgacién para que profesores
en ejercicio y profesores en formacion conozcan y aprovechen el arrastre mantenido. Con
esta investigacién pudimos constatar el potencial que tiene dicho arrastre en favor de la
resolucion de problemas. Adicionalmente el autor de este trabajo empezara a utilizar este
tipo de arrastre en el aula para promover los procesos de resolucion con sus estudiantes y
espera aportar a la comunidad elementos para comprender la importancia de usar
herramientas tecnoldgicas, como GeoGebra, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas.
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