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1. RESUMEN ANALITICO

1. Informacién General
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Palabras Claves

Triseccion de un angulo, curvas mecénicas, problemas clasicos de
la geometria, construcciones con regla y compas.

2.Descripcion

En este escrito se complementara el trabajo de grado de Rodriguez, Y. (2008) el cual expone la
construccion de algunas curvas mecanicas y Su respectivo uso para triseccar angulos.
Especificamente el aporte del nuestro trabajo de grado consiste en la deduccién de una de las
ecuaciones de cada curva (polar, cartesiana o paramétrica) y la demostracion de la triseccion
mencionada en la cual se hace uso de alguna curva mecanica.
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4. Contenidos

El primer capitulo de este documento presenta una breve exposicion sobre la imposibilidad de la
triseccion de angulos usando regla y compas, justificado a partir del trabajo de Pierre Wantzel
(1837) y algunas construcciones para trisecar angulos especiales con ayuda de poligonos
regulares. En el segundo capitulo se presenta métodos de triseccion de angulos mediante curvas
mecanicas; para cada uno de tales método se muestra su respectiva construccion, la deduccion de
una de las ecuaciones (cartesiana, polar o paramétrica) de la respectiva curva mecanica y la
demostracion de la triseccion de un angulo. Por ultimo se exponen algunas conclusiones
resultados del estudio realizado.

5. Metodologia

En primer lugar se hizo una consulta del método de Pierre Wantzel sobre la imposibilidad de la
triseccion de angulos mediante regla y compas. Posteriormente se muestra un compendio que da
cuenta de varios métodos para la triseccion de algunos angulos especiales mediante regla y
compas; finalmente, se recopild informacion sobre algunas curvas mecanicas que permiten
resolver el problema de la triseccion de angulos, aportando con nuestro trabajo, la deduccion de
alguna de sus ecuaciones (cartesiana, polar o paramétrica) de tales curvas y la demostracion de por
qué estas trisecan cualquier angulo.
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6. Conclusiones

A partir del desarrollo de este trabajo nos fue posible conocer hechos que dieron lugar a diversos
problemas de la geometria, como la cuadratura del circulo, duplicacion del cubo y la triseccion del
angulo términos, nociones y construcciones utilizados para abordar el problema de la triseccion de
angulos mediante curvas mecénicas. Resaltamos entre estos asuntos, aquel método que utiliza
poligonos regulares trisecar angulos especiales, ; la demostracién realizada por Wantzel sobre la
imposibilidad de resolver este problema con regla y compés; la forma de abordar el problema a lo
largo de la historia, conociendo diferentes curvas mecanicas que varios personajes propusieron
para solucionarlo y cémo algunas de tales curvas, solucionan otros problemas (e.g. la trisectriz de

Hipias que permite resolver la cuadratura del circulo, y con ello, la construccion dev/.).

La elaboracion de este estudio nos permitié observar que no son de facil acceso las investigaciones
realizadas o publicadas sobre los problemas clasicos de la geometria que involucran la triseccién
de angulos mediante curvas mecanicas; los libros que abordan estos temas se han centrado sobre
todo en la cuadratura del circulo y la duplicacion del cubo.

Para finalizar, consideramos que nuestro trabajo constituye una herramienta y fuente de consulta
para quienes sientan interés por estudiar temas similares. Ademas de aportar un material
bibliografico para algunos espacios académicos de la Licenciatura en Matematicas, como por
ejemplo, Geometria Analitica.

Elaborado por: GARZON RODRIGUEZ, Angie Lorena; DUARTE, Dilza Judith

Revisado por: AVILA, Juan Carlos

Fecha de elaboracion del Resumen: 6 Noviembre 2014
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2. PRESENTACION

2.1 INTRODUCCION

En el marco del espacio académico de Geometria Analitica del Plan Curricular de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, se realizé un trabajo
en el que se debia resolver, a partir de la construccién de una curva mecénica, uno de los
problemas clésicos de la geometria: la triseccion de angulos.

En la indagacion realizada se encontr6 el trabajo de Rodriguez, Y. (2008), en el que se
presentan los pasos para construir curvas mecanicas que resuelven algunos problemas
relacionados con la imposibilidad de construccion con regla y compas, entre estos, la
triseccion de angulos. Dicho trabajo fue la base para la elaboracion de nuestro estudio;
Especificamente el aporte de nuestro trabajo de grado consiste en la deduccion de una de
las ecuaciones de cada curva (polar, cartesiana o paramétrica) y la demostracion de la
triseccion mencionada en la cual se hace uso de alguna curva mecanica.

El presente documento se encuentra organizado de la siguiente manera: El primer capitulo
de este documento presenta una breve exposicion sobre la imposibilidad de la triseccion de
angulos usando regla y compas, justificado a partir del trabajo de Pierre Wantzel (1837) y
algunas construcciones para trisecar angulos especiales con ayuda de poligonos regulares.
En el segundo capitulo se presenta metodos de triseccion de angulos mediante curvas
mecanicas; para cada uno de tales metodo se muestra su respectiva construccion, la
deduccidon de una de las ecuaciones (cartesiana, polar o paramétrica) de la respectiva curva
mecanica y la demostracion de la triseccion de un angulo; vale la pena mencionar que tales
deducciones y demostraciones son producciones propias (a excepcion de la Espiral de
Arquimedes). Por ultimo se exponen algunas conclusiones resultados del estudio realizado.

2.2 JUSTIFICACION

En la antigua Grecia se resolvian problemas de geometria a través del uso de regla y
compas, utilizando los métodos expuestos en el libro Elementos de Euclides, tales como:
encontrar el punto medio de un segmento, dividir un segmento en un nimero determinado
de partes congruentes, bisecar un angulo, construir angulos congruentes, etc., por lo cual es
natural pensar que si es posible dividir un segmento en el nimero de partes que se desee
usando regla y compés, entonces, también lo es dividir un angulo! cualquiera en un
determinado numero de partes congruentes, en particular, tres, esto es, trisecar un angulo.

'Unién de dos rayos que comparten un su punto extremo u origen.



Es sabido que el problema de la triseccion no es posible resolverlo con regla y compés; un
argumento de este hecho fue dado en 1837 por el matematico francés Pierre Wantzel quien
demostré que la ecuacion de tercer grado 4x® — 3x + | = 0, donde | es la medida del &ngulo
que se quiere trisecar, no tiene todas las raices construibles en general, razon por la cual es
imposible la triseccion de un &ngulo. A pesar de que se haya demostrado que no es posible
resolver este problema, a lo largo de la historia de las matematicas han surgido otros
mecanismos de solucion, basados en curvas que se obtienen a partir de agregar movimiento
a objetos de la geometria euclidiana, esto es, las curvas mecanicas.

Bajo el conocimiento de la imposibilidad de la resolucion de la triseccion de un angulo con
regla y compas, y teniendo en cuenta el estudio que se ha realizado para la construccion de
este trabajo, el interés de los matematicos ha estado mas centrado en los problemas de la
duplicacién del cubo y la cuadratura del circulo (Gomez, 1905) por tanto, nos planteamos
la opcion de consultar acerca del problema de la triseccion de un angulo; esto, convencidas
de que aporta a nuestra formacion académica y profesional como futuras Licenciadas en
Matematicas.

2.3 OBJETIVOS

2.3.1 Objetivo general:

- Mostar algunas soluciones de la triseccion de angulos a través de analisis
algebraicos y geometricos de diferentes curvas mecanicas.

2.3.2 Objetivos especificos:

- Exponer métodos, que usan poligonos regulares, para la triseccion de algunos
angulos especiales.

- Demostrar que las curvas estudiadas solucionan el problema de la triseccion de
cualquier angulo.

- Deducir una de las ecuaciones paramétricas, polares o cartesianas de las curvas
estudiadas.

- Usar los métodos de Nicémedes e Hipias para construir = y V2.

2.4 METODOLOGIA

En primer lugar se hizo una consulta del método de Pierre Wantzel sobre la imposibilidad
de la triseccién de angulos mediante regla y compas. Posteriormente se muestra un
compendio que da cuenta de varios métodos para la triseccion de algunos angulos
especiales mediante regla y compas; finalmente, se recopil6 informacion sobre algunas
curvas mecanicas que permiten resolver el problema de la triseccion de angulos, aportando
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con nuestro trabajo, la deduccion de alguna de sus ecuaciones (cartesiana, polar o
paramétrica) de tafies curvas y la demostracion de por qué estas trisecan cualquier angulo.

11



3. CAPITULO I: (POR QUE NO ES POSIBLE TRISECAR UN
ANGULO CON REGLAY COMPAS?

En este capitulo inicialmente se muestra una breve descripcion de cémo en la antigiiedad,
los matematicos de la época abordaron el problema de la triseccion de dngulos mediante
una artefacto que crearon con regla y compas, evidenciando a través de ella, que de forma
estatica no es posible trisecar un angulo, siendo necesario incluir movimiento a las
construcciones geométricas. Luego se expone el método realizado por Pierre Wantzel
(1837), demostrando analiticamente que las soluciones a ecuaciones de la forma x2" +
Px2"" +Qx2"" +-- + S =0son construibles con regla y compés. Seguido de esto se
presenta la aplicacion de este método, mostrando que es imposible trisecar un angulo

cualquiera, mediante regla y compas.

Para finalizar el capitulo, se exponen ejemplos de algunos angulos especiales que se pueden
trisecar con regla y compas a través de poligonos regulares, y a partir de ellos, trisecar los

7 a 7 - 7
angulos de la forma pr donde a es un &ngulo que se puede trisecar con regla y compasy n
un nimero natural mayor que uno.

3.1 IMPOSIBILIDAD DE LA TRISECCIONDE UN ANGULO

En la antigua Grecia se resolvian problemas de geometria, como dividir un segmento en un
namero determinado de partes iguales, bisecar un angulo, construir poligonos regulares,
entre otros, todos ellos basados en los Elementos de Euclides, en los cuales solo se permitia
usar regla sin marcas y compas, condicion que genera el surgimiento de los problemas
clasicos, esto es, problemas que no se podian resolver mediante este método. Estos
problemas son la duplicacion del cubo, la cuadratura del circulo y la triseccion de un
angulo, razén por la cual se crearon diferentes instrumentos que permitieron dar solucién a
estos problemas, pero agregando movimiento a los objetos geométricos.

En el caso de la triseccién de un angulo, los matematicos griegos crearon un artefacto en
forma de L que guardaba ciertas proporciones como se muestra en la figura 1, dondeMN =
AB = BC = CD = CE y DE es un arco de circunferencia con centro en C y radio CE.
(Rochera, J. 2005)
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E =C

M
4B

A
Y A

N

Figural: Artefacto creado por los griegos para trisecar un angulo

Se utilizaba de la siguiente manera:

Figura2: Uso del artefacto para trisecar angulos

Para trisecar el £TOA (figura 2) uno de sus lados debe contener el punto A y el otro debe
ser tangente al DE en el punto T, el punto O debe quedar ubicado en la parte superior del
instrumento como lo muestra la figura 2. De esta manera los OB y OC trisecan el T0A ya
que los triangulos rectangulos OBA, OBC son congruentes puesAB = BC, los 20BA,
£0BC son rectos y el OB es comun a los dos; igualmente los triangulos rectangulos OBC
y OTC son congruentes ya que CT = BC, por ser CT radio de la circunferencia con centro
en C y radio CE, los LOBC, £0TC son rectos y el OC, es com(n a los dos, entonces el
AOBA = AOTC.

Aunque este instrumento les permitié a los griegos trisecar un angulo, no fue aceptado en
cuanto era una solucién técnica que requeria movimiento, por lo que continuaron
realizando diferentes procedimientos con el objetivo de solucionar este problema mediante
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el uso de regla y compas, pero solo obtuvieron aproximaciones. Es asi como diversos
matematicos, pusieron sus esfuerzos en solucionar este tipo de problemas, hasta que en
1837 el matematico francés Pierre Wantzel demostro la imposibilidad de solucionar los
problemas clésicos de la geometria con regla y compas, mostrando que estos no cumplian
las siguientes condiciones. En primer lugar, las construcciones debian ser resultado de:

1) Interseccion de dos rectas
2) Interseccion de una recta y una circunferencia
3) Interseccion de dos circunferencias

Todas estas, en un nimero finito de pasos.
Al estudiar (desde un punto de vista analitico) tales casos se tiene:

1) Interseccion de dos rectas: Dadas dos rectas cuyas ecuaciones son y = ax + by

y = cx + d, al igualarlas se obtiene el punto de interseccion (x,y) representados
b—-d ad—bc
por (224, ad=be)
a—c a—c
2) Interseccion de una recta y una circunferencia: Dada una recta y una
circunferencia con ecuaciones y = ax + by (y — h)? + (x — k)? = r?respectivamente,

al sustituir ypor ax + ben la ecuacion de la circunferencia, se obtiene:

(ax+b—h)?>+ (x —k)?> =1r?
es decir, una ecuacion de segundo grado de la forma
x*+Ax+B =0

2ab-2ah-2k b2—2bh+h?%—k2-12
dondeA=———— vy B=

a?+1 aZ+1

3) Interseccion de dos circunferencias: Dadas dos circunferencias con ecuaciones
- +x-K*=r* (1)
-p?+x—q@?=s" (2)
Al resolver las ecuaciones (1) y (2) e igualando se obtiene:
2x(q—k)+2y(p—h)+h?—p?+k?*—q¢*+s*—r?2=0
Es decir una ecuacion de primer grado de la forma Ax + B = y.

pz_hz_k2+q2_sz+T2
2(p-h)

DondeA=“2y B=
p—h

Al encontrar las soluciones de dos cualesquiera de las ecuaciones resultantes en los tres
casos anteriores, se obtiene o una ecuacion de primer grado o una de segundo grado de la

14



forma x? + Ax + B = 0, cuyos coeficientes A y B resultan de las construcciones realizadas

previamente y son funciones racionales.

A continuacion se presentan dos problemas que se pueden resolver con regla y compas con
su respectiva solucién, que ayudan a entender el método de wantzel, el cual se muestra

posteriormente.

Problema 1: Bisecar el &ngulo que forma los rayos:

{((x,0)eR xXR:x=0}y{(x,y) ER XR:ix =0 A y =2x}

Para hallar la bisectriz de un angulo cualquiera con regla y compas se realiza lo siguiente

Solucién con regla'y compas

Solucion desde el método de Wantzel

Dado el £x,x, x5

o

X1 x5

Sean las rectas® con ecuaciones y = 0 y y = 2x

que se intersecan en el punto x; =
x3=0y y;=0

2x

Xy

(0,0), siendo

se traza la circunferencia c; con centro
en x, y radio x;x,
£y
Xy xs

Sea la circunferencia C; con centro en (x;,0) y

radio arbitrario 4, cuya ecuacion es:
(x—x)?+y2 =16

Cy

4 00 cm

[1]

“Estas rectas contienen a los lados del &ngulo dado.
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Se traza x,x, , donde
X1X; N ¢y = {x3}

Al intersecar la recta y = 2xcon C; , Se obtiene:
5x2 —2x;x+ (x2—-16) =0

x?-16

SiA - —%xlyB1 ===

La anterior ecuacion puede escribirse como:
x*+A;x+B; =0 [2]

Al resolver [2], se obtienen las soluciones

X, Y x5, las cuales tiene el siguiente sistema

x2+Ax, +B; =0

(x))?+Ax,+B; =0

De la cual se tomara la solucion x,

Cy

4,00 cm

Se traza x,x; , donde

nr

T _ "
X1X; Ncp ={x3'} y{x3

Al intersecar y = 0y [1], se obtiene

x?—x)x+(x?—-16)=0
si A} = —2x,;yB] = x? —16

la anterior ecuacion queda de la forma
x2+ Alx+B; =0][3]

Al resolver [3], se obtienen las soluciones

x5 Y x5, las cuales tiene el siguiente sistema
(x5)? + A1 (x3) + By =0
(x3)? + A1 (x;") + B1 =0

De la cual se tomara la solucion x;

16




4 00 cm

"

e

se traza la circunferencia C, con centro | sea la circunferencia C, con centro en (x,, 2x,)
en x, y radio x,x; y que pase por el punto (x5, 0), cuya ecuacién
es:

(x = x2)% + (y — 2%3)* = (x; — x3)% + 4x3

4.00cm

sea la circunferencia C; con centro en | Sea la circunferenciaC; con centro en (x;,0) y
x5 Yy radio x, x5, que pase por el punto (x,, 2x,), cuya ecuacion
es:

(r—x)? +y% = (x — x5)% + 4x5
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4,00 cm

Sean s y j los puntos de interseccion de
C, y Cs;. Sea l la recta que pasa por los
puntos s y j, la cual es la bisectriz del
LXyX1 X5

Al intersecar C, con C; se obtiene la ecuacion:
(2x) — 2x)x + (x3 + 4x2 — (x))?) = 4x,y
S A, X3 —%; y B, = 5x3-(x3)?

2%, 4x,
entonces la anterior ecuacion se puede escribir
como:

A, x+B, =y
La cual contiene la bisectriz del &ngulo dado y
resuelve el problema planteado.

G

4,00

Por lo tanto el sistema que resuelve este problema es:
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x?+A;x+B; =0
x2+Alx+B; =0

A2X+B2=y

Sistema del problema 1

Problema 2: dividir un segmento en dos partes iguales cuyos extremos son A4 = (1,2) y

B = (3,6).

Para hallar la bisectriz de un angulo cualquiera con regla y compas se realiza lo siguiente:

Solucién con regla y compas

Solucion desde el método de Wantzel

Sea el CD se traza la circunferencia
C; con centro en C y radio CD

Dados C = (xy,v1) ¥ D = (x1,y;), la recta que
contiene a CD, es

x| — Xy X;— Xy
y=x =)ty e W
1

sien [1]

’ ’
X1—X1 X1—X1
A=8yp =y (B22) 4

Yi-Y1 y 1 yi—v1 71

Entonces [1], queda dela forma
y= Ax+B

sea C; circunferencia con centro en C = (x1,y1) Y
pasa por el D = (x7,y;) cuya ecuacion es

(x — x1)2 + - Y1)2 = (x; — x1)% + 1 — y1)?

\\-‘_

la circunferencia C, con centro en

Sea la C, circunferencia con centroen D = (xy,y;) Y

19




D yradio DC

pasa por el punto € = (x,, y;) cuya ecuacion es
(—x)?+ (@ —y)? = (x1 —x1)* + (1 — y1)?

1

Sean los puntos P y Q los puntos
de interseccién de
Cy Gy

Al igualar las ecuaciones de las circunferencias c; y
c, Se obtiene la ecuacion de la recta que pasa por los
pUﬂtOS P = (x21y2) y Q = (xé,yé)

los cudles dependen de
C=(x,y1) YD =(x1,y1),
Siendo esta

Entonces[2], queda de la forma

y: A1x+Bl
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R

la interseccion dew y CD es el
punto medio de CD

Al igualar [1] y [2] se obtiene el punto medio de CD,
elcuales T = (x,y), siendo

B-B,

ArAyyzA(

B-B;
A—A

)+B
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Como se advirtio antes, la solucion de los dos problemas planteados estan basados en el
método de Wantzel, el cual permite demostrar cuando un problema de geometria se puede
resolver con regla y compas, asi, en general para dar solucion a cualquier problema ( que se
puede resolver con regla y compas) empleando el método de wantzel se tiene que:

El primer punto x; es solucion de la primear ecuacién cuadrética resultante del problema, la
cual es:

x}+Ax;+B =0
Donde Ay B son funciones racionales. El segundo punto x, se determinaré por la ecuacion
XZZ +A1x2 +Bl = 0

Donde A, y B, son funciones racionales y dependeran de las incognitas anteriores, es decir
Xq.

En general un punto x,, se determinara por una ecuacion de la forma
X2+ Ap_1Xp+Bp_1 =0

Donde A,,_; Y B,_;50n funciones racionales y dependeran de las incognitas anteriores, esto
€S,X 1,X2, o) Xp_1-

Concluyendo de esta manera que todo problema que puede resolverse con regla y compas
conduce un conjunto de ecuaciones de segundo grado en el que cada una de ellas depende
de la anterior. En resumen, se obtiene el siguiente sistema:

x}+Ax; +B =0 )
x22+A1x2+B1 :0
x32 +A2x3 +B2 = 0 > (1)

x121—1 + Apn-2Xn-1 + By, =0
x% + An_lxn + Bn—l =0 )

Donde cada una de estas no se puede reducir a un menor nimero de ecuaciones.

Basado en los resultados anteriores Wantzel enuncio tres teoremas® en los cuales sintetiza
su método

Teorema 1: una de las ecuaciones del sistema (1), sea esta

x12n+1 + ApXme1 + Bp =0 (2)

® La explicacion previa, es un resumen del método de Wantzel que se sintetiza en los tres teoremas que
Siguen, pueden ser consultadas en Echegaray, J. (1887).
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no puede ser resuelta por una funcion racional f, es decir, no existe f racional tal que:
f2+Anf+B,=0.
Demostracion:
Supongamos que hay un valor racional que satisface la ecuacion (2), este valor es
Xma1 =0, Q1) ey X1 ooy Xi)
Donde p,q,71, ..., X1 ..., X,y POr lo tanto al reemplazar este valor en (2) se tiene
f2+Anf+B,=0
Como esta funcién satisface la ecuacion se tiene que
A1 X + By =
Siendo A;,,_, Y B,,_, funciones racionales de los datos anteriores p, q, 7, ..., X1 «., Xm—1
Este valor de x,,, sustituido en
x2 +Ap_1Xm + By =0
Daria Ay,_2%m_1 + By, = 0 al sustituir este valor en la siguiente ecuacion
X2 1+ Am_2Xmq1 + By =0
Daria Ay,_3%m_o + By,_3 = 0. Asi sucesivamente hasta A'x; + B’ = 0, por lo tanto

BI
x1 = _I

Al sustituir este valor en las ecuaciones del sistema (1) este se reduce a un numero de n — 1
escuaciones, lo cual contradice la hipotesis.

Wantzel demuestra este teorema por reduccion al absurdo, suponiendo que hay una funcion
racional que satisface la ecuacion x2,; + ApxXm+1 + Bm = 0, reduciéndola a una de la

forma Ax + B =0, cuya solucion es x = —%, lo que quiere decir que el sistema (1) se

puede reducir a un menor niumero de ecuaciones, contradiciendo la hipétesis de no poder
reducir a menor nimero de ecuaciones el sistema (1).
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Teorema 2: toda ecuacion x, resultante de eliminar las incognitas anteriores
X1, X, X3....Xn_, del sistema (1), es de grado 2™.

Demostracién

Para la primera ecuacion del sistema (1) x? + Ax; + B = 0 se obtienen dos soluciones x; y
x; al sustituir estos valores en A; y B; en la segunda ecuacion del sistema (1) x2 +
A;x, + B; = 0 se obtienen dos soluciones para cada x,, continuando con este proceso al
sustituir estos valores en A, y B, de la ecuacion x2 + A,x; + B, = 0 se obtienen 2
soluciones por cada x,. En el siguiente esquema se ilustra el procedimiento:

( X5
xz "
X3

1 x3
{2
X3

( " xg
Xy 6

" X3

x4
7
4{x3

X1 9

2
X3

Por lo tanto, en la primera ecuacion se obtienen 2 soluciones, en la segunda se obtienen 22
soluciones en la tercera 23, es decir, al solucionar la Gltima ecuacion x2 + A,_,x, +
B,_1 = 0 se obtendra 2™ soluciones para x,. De esta manera, solo se podra resolver por
recta y compas los problemas que den una ecuacion de grado 2™.

Teorema 3: la ecuacion en x, del sistema (1) de grado 2™ puede descomponerse en n
ecuaciones de segundo grado irreducibles, las cuales pueden resolverse por interseccion de
rectas y circunferencias por ser de segundo grado, siendo las raices de una ecuacion de
grado menor diferentes a una de grado mayor.

Al suponer que las ecuaciones  x2+A,_1x,+B,_;=0 Yy F(x,) =0 (con
coeficientes racionales) tienen una raiz en comun, siendo esta x,,, sucede que:

Al sustituir los valores x;, x,, X3, X,—; en x2 + A,_1x, + B,_; = 0 forman uno de los
2™ sistemas, al reducir a menor nimero de potencias x,,, se obtiene una ecuacion lineal, de
la forma A,_,x,+ B,_, =0, donde A;,_; y B;,_; seran funciones racionales de x;,
X5 ....Xn_1 , Siendo estos los Unicos valores que con x,,, forman uno de los sistems a la cuél
X, pertenece

Se tiene que en lugar de  F(x,) =0 y A,_ix,+B,_1=0, A,_;x, +B;_; sean
nulas, es decir que la ecuaciones anterior es idéntica.
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. ., . B! _ .
si la ecuacion x2 + A,_1x, + B,_, =0 queda satisfecha por x,, = —A? L, es decir por

n-—1
una funcién racional de x,, x5 ....x,_1, lo cual por el teorema 1, es imposible, se tiene que
A',)’l—l = O y +B1,’L—1 == O

En conclusién estos teoremas indican que todo problema que pueda ser expresado como
una ecuacion de la forma

X2+ P2 T Q2 T e+ 5 =0
Puede ser resuelto por regla y compés. Donde, P, Q, ---, S son coeficientes racionales.

3.2 EL METODO DE WANTZEL EN LA TRISECCION DE UN ANGULO.

En esta seccion se explica a partir del método de Wantzel, por qué la triseccion de un
angulo (en general) no es posible usando regla y compas.

Encontrar la tercera parte de un angulo 36, es equivalente a hallar el angulo cuya medida
sea 6 o de igual manera encontrar sen(8), conociendo sen(36). Con base en esto y
utilizando la identidad trigonométrica de un angulo triple, se tiene lo siguiente:

sen(30) = —4sen3(0) + 3sen(H)
Igualando la ecuacion a 0, se obtiene:
sen3(0) — Zsen(e) + %sen(39) =0
Haciendo x = sen(6)y P = sen(30), resulta la ecuacion:
x3—3x+%p:0 (2)

Con el fin de expresar dicha ecuacidn con coeficientes enteros se realizara

X x\3 3 ,x 1
1G)=G) 3G+ =0
Obteniendo de esta manera la siguiente ecuacion
x3—3x+2p=0 (3)

Desde el método de Wantzel para que esta ecuacion (3) sea reducible, sus coeficientes
deben ser racionales, por lo tanto las raices de esta ecuacion polindmica solo pueden ser
+2,+py £2p.

25



Al ensayar cada uno de estos valores en la ecuacion (3) se obtiene lo siguiente:

- Conx=2
23 -324+2p=0
p=-1
- Conx=p
p>=3p+2p=0
p(*—-1) =0
p=0;p==1
- Conx=2p
8p3 —6p+2p =
8p(p2—1)=0
2
P=0;p=ig

De igual manera para los valores negativos.

Luego, los Unicos valores que puede tomar p son 0, +1, + g Como p = sen(36), entonces

algunos angulos que se pueden trisecar mediante regla y compas son aquellos cuyo valor de
sen(360) den como resultado alguno de estos valores, es decir los siguientes angulos:

- Cuando p = 0 se tiene que sen(36) = 0 donde 36 es 180° o 360°. Al resolver la
ecuacion (2) para este valor se obtiene

R T S
P —-—x+-p=
4 X TP

3 _ =0
X 4X

x(xz—%):

x=0;, x=

-+

0
V3
2

Como x = sen(6) se tiene que 8 = 60°,6 8 = 120° siendo estas las trisecciones de
los angulos 180° y 360° respectivamente.

- Cuando p = +1 al tomar el valor positivo se tiene que sen(36) = 1, donde el
angulo 30 es 90° 0 —270°. Al resolver la ecuacién (1) para este valor se obtiene
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Por lo tanto 8 = —90°, y 6 = 30°siendo estas las trisecciones de los angulos 90° y
—270° respectivamente.

Al tomar el valor negativo obtenemos x =1y x = —% por lo tanto 8 =90° y
6 = —30° siendo estas las trisecciones de los angulos 270° y —90° respectivamente.

- Cuando p = i? al tomar el valor positivo se tiene que sen(30) = g donde el
angulo 36 es 45° 0 —315°, al resolver la ecuacion (2) para este valor se obtiene

3 W2
x——x+—:0
V6-V2\ [, (VB-vZ\ 143
e )
V6 -2 V2 ++/2
(=) )l )
V6-vZ V2 B+2
YET o XTI

Por lo tanto 8 = 15° y & = —105° siendo estas las trisecciones de los angulos 45° y
—315° respectivamente.
V2-v6 V6+v2 V2

Al tomar el valor negativo obtenemos x = L X=—, . x=--por lo tanto

6 = —15° y 6 = 105° siendo estas las trisecciones de los angulos —45° y 315°
respectivamente.

Por lo tanto algunos angulos que podemos trisecar mediante regla y compas son:
360°,315°,270°,180°,90°,45°, es decir, bajo el método de Wantzel, en general, un
angulo cualquiera no se puede trisecar con regla y compas.

3.3 TRISECCION DE ANGULOS ESPECIALES CON REGLA Y COMPAS

Si bien no todos los angulos pueden trisecarse mediante regla y compas, como se mostro
anteriormente, se ha visto que ciertos angulos especiales si pueden ser trisecados. A
continuacion se mostrara la triseccion de los angulo de 90° y 45° a partir de dos poligonos
regulares inscritos en una circunferencia, y un método para trisecar los angulos de la forma
a/2%" , donde a es un angulo que se puede trisecar con regla y compas.
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3.3.1 Triseccion de un angulo de 90°

e Sea C; una circunferencia con centro en O y radio r.
e Sean los poligonos regulares de tres y cuatro lados PQW y PRST respectivamente
inscritos en C;, como se muestra continuacion.

Figura3: poligonos de 3 y 4 lados inscritos en una circunferencia

Los poligonos regulares PQW y PRST construibles con regla y compéas dividen la
circunferencia C; en 3 y 4 partes iguales respectivamente, es decir:

— 1
m (PQ) =3
— — 1
m (PR) = m (RS) = 2G
Por otro lado, enel (PRQ)

m (PQ) —m (PR) = m (RQ)

Con lo que:

luego
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Como la circunferencia comprende un angulo de 360°, el &ngulo central que subtiende el
RS = 90° por lo tanto el RQ = 30°

o3
Figura 4: triseccion de un angulo de 90°

Finalmente se traza la bisectriz del 2QO0S obteniendo el OM, por lo tanto los 0Q y OM
trisecan el LROS = 90°

3.3.2 Triseccion de un angulo de 72°

e Sea c; una circunferencia con centro en O y radio r.
e Sean los poligonos regulares de tres y cinco lados PQW y PRSTX construibles con
regla y compas respectivamente inscritos en C;, Como se muestra continuacion.

Figura 5: poligonos de 3 y 5 lados inscritos en una circunferencia
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Los poligonos PQW 'y PRSTX dividen a c; en 3 'y 5 partes iguales respectivamente, es decir
— 1
m (PQ) = §C1

— A 1
m (PR) =m (RS) = €1
De otro lado:
m (PQ) —m (PR) = m (RQ)
Luego:

m () = m (PR = (3-5) = (5) (5) 6 =5 m )

Y por lo tanto
- 2 —
m (RQ) = 3m (RS)
asi
— 1 —
m (QS) = 3 M (RS)

Como la circunferencia comprende un angulo de 360°, el angulo central que subtiende el
RS = 72° por lo tanto el QS = 24°

Figura 6: triseccion de un angulo de 72°
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Finalmente se traza la bisectriz del LROQ obteniendo el OM, por lo tanto los 0Q y OM
trisecan el m £R0OS = 72° (Ver figura 7).

3.3.3 Triseccion de un éangulo a/n donde n es el nimero de lados de un poligono

Como se observa en los ejemplos anteriores se pueden trisecar algunos angulos a partir de
la construccion de poligonos regulares, los cuales deben cumplir algunas de las siguientes
condiciones para ser construibles con regla y compas:

e Desde lo expuesto por Wantzel, son construibles con regla y compas los poligonos
regulares cuyo nimero de lados es una potencia de 2.
e Segln Gauss para que un poligono sea construible con regla 'y compas se debe tener
en cuenta que
o El nimero de lados del poligono debe ser un primo de Fermat, es decir, un
nimero de la forma 22" + 1.
o El ndmero de lados del poligono debe ser producto de varios primos de
Fermat.

Teniendo en cuenta lo expuesto por Gauss y Fermat, también es posible construir poligonos
regulares con regla y compas si:

e El ndmero de lados del poligono es producto de una potencia de dos y varios primos
de Fermat distintos.

De estos poligonos regulares, trisecan el angulo aquellos que tienen un namero n de lados
que no es multiplo de 3, ya que en caso de serlo, los vértices del tridngulo equilatero y del
poligono regular coincidirian.

En conclusién se pueden trisecar los angulos de la forma 360°/n donde n es el niUmero de
lados del poligono regular que no es multiplo de 3.

e Sea c + C; una circunferencia con centro en O y radio r.
e Sean los poligonos de tres y n lados PQW'y PRS ... Z,, respectivamente inscritos en
c1, COMO Se muestra continuacion.

e EIl angulo comprendido entre los OR y 0S es el angulo a trisecar, cuya medida
es360°/n.
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Figura 7: poligonos de 3 y n lados inscritos en una circunferencia

Para saber cuantos vértices del poligono de n lados quedan inscritos en un tercio de
circunferencia se divide n en tres donde se obtiene un cociente t y un residuo r que solo
podra tomar valores de 1 0 2. Por el algoritmo de la division se tiene que

3c+r=n

Por lo tanto del poligono de n lados se toman t lados, es decir

—

t
PR =-
n

Los poligonos PQW 'y PRS ...Z,, dividen a C; en 3 y n partes iguales respectivamente, es
decir:

_— 1
m(PQ) = 3G,

— 1
m (RS) =~
Como en los ejemplos previos:
m (PQ) —m (PR) = m (RQ)

Con lo que:

t n— 3t
)1_ ¢y

_ . 1
m(P0) = m (PR = (3- )6 =5,

Como
n—3t=r
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Entonces

. - 1
m (PQ) - m (PR) = 3

Ne=()()e

Como (%) ¢, = m (RS) yentonces m (PQ) —m (PR) = m (RQ)

m (R0) = (3) m (&S)

Como r toma valores de 1 y 2 se tienen dos casos

e Cuandor=1

m (RQ) = (3) m ()

es decir lam 2R0OQ = g m £R0OS

e Cuandor =2

m (FQ) = (3) m (7S)

Por lo cual

1
m (QS) = 3™m (RS)

es decirel m £Q0S = é m £R0OS

A continuacion se muestra una tabla de algunos angulos que se puede trisecar mediante este

método.

Numero de lados del | Angulo para
poligono regular trisecar
22 =14 90°
(22" +1) =5 72°
23 =38 45°
2(2" +1) =10 36°
2 =16 22.5°
(22 +1) =17 360°/17
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(22" +1)(2¥ +1) =25 14.4°
25 =32 11.25°
2(22° +1) = 34 360°/34
26 = 64 5.625°
(2 +1)(2* +1) =85 | 360°/85

(22’ +1) = 257

360°/257

Se pueden hallar otros angulos que se logran trisecar mediante regla y compas partiendo de

un angulo ya trisecado de la siguiente manera.

3.3.4 Triseccion de angulos de la forma a/2™

Si tenemos un angulo de 90° (anteriormente trisecado), por el teorema del 4ngulo central’

se puede trisecar el angulo de 90°/2 = 45°, de la siguiente manera (ver figura 9):

e Dado £R0OS = 90° con los 0Q y OM que lo trisecan.

e Trazar una circunferencia C; de radio cualquiera y centro en O.

e Desde un punto Y de C; que no esté en el interior del ROS, se trazan los YR, Y_Q)

YM,yYS (ver figura 9).
e Los ﬁf YM trisecan el angulo £RYS.

* Teorema del angulo central: la medida del &ngulo inscrito en una circunferencia es la mitad del arco

comprendido entre sus lados
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Figura 8: triseccion angulo de 45°

Demostracion:

Dado que la el m£ROS =90° con los @ y oM que lo trisecan, es decir § m (R\S) =

m (RQ). Por el teorema del angulo central se tiene que m ZRYS = 45°, por lo tanto el RS
subtiende un angulo central de 90° y un angulo inscrito de 45°. Una vez mas, por el
teorema del angulo central

1 1 c 1
mLRYQzEm(RQ)=E(30)=15 =3 MLRYS

Entonces los 0Q y OM trisecan el ZRYS

Siguiendo con este procedimiento se obtiene otro angulo trisecable, en este caso, un angulo
de 22.5° = 90°/22.
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Figura 9: triseccion angulo de 22, 5°

De esta manera se pueden seguir trisecando los angulos de la forma 90°/2™ conn € N.

En general se pueden encontrar mas angulos que se pueden trisecar mediante regla y
compas partiendo de un angulo a ya trisecado, es decir, si « es un angulo trisecable,
entonces los angulos de la forma a /2™ con n € N, se pueden trisecar.
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4. CAPITULO II: CURVAS MECANICAS USADAS EN LA
TRISECCION DE ANGULOS

En este capitulo se muestra una seleccion de nueve curvas mecanicas que solucionan el
problema de la triseccién de angulos; para algunas una de estas se expone un breve
contexto histérico y la construccion de la curva basada en Rodriguez, Y. (2008), la
deduccién de una de las ecuaciones(polar, cartesiana o paramétrica) y las otras dos tomada
de Rodriguez, Y. (2008), la demostracion de forma analitica (geométrica) o geométrica de
la triseccidn de un angulo a través de la curva mecanica respetiva, aunque algunas de estas
se expongan en otras fuentes de consulta, las demostraciones realizadas en este trabajo
fueron deducidas sin tener en cuanta dichas fuentes, a excepcion de la Espiral de
Arquimedes la cual estuvo basada en Melgarejo, N.(2011).

Las curvas a trabajar en este capitulo son: La trisectriz de Hipias, el Caracol de Pascal, la
Cicloide de Ceva, la Concoide de Nicomedes, la Espiral de Durero, la Hipérbola de
Pappus, la Trisectriz de Delanges, la Espiral de Arquimedes y la Trisectriz de Maclaurin.
Estas curvas se clasificaron de acuerdo a la demostracion realizada (geométrica o analitica)
para dar solucion al problema de la triseccion del &ngulo.

4.1 DEDUCCIONES GEOMETRICAS

4.1.1 La Trisectriz de Hipias

Hipias vivid hacia finales del siglo V, a. C., en Atenas y era un sofista, es decir, “un sabio”
que sabia o simulaba saber de todo. Es considerado un enciclopedista pues se dedicé a
organizar y sistematizar el conocimiento y los datos. Hipias ensefid poesia, gramatica,
arqueologia, historia, politica, matematicas y astronomia; adicionalmente se le asigna un
trabajo sobre Homero, colecciones de literatura griega y extranjera y tratados de
arqueologia. (Blanco, 2003, p. 29)

Para resolver el problema de la triseccion de angulos, Hipias inventd una curva
denominada trisectriz, es considerada como la primera curva que se define
cinematicamente, es decir, con un movimiento de rotacion uniforme alrededor de algun eje
(Morales, 2002, p. 7); Tal curva, construida con métodos mecanicos fue criticada por
suponer como conocida la propiedad buscada, pues era necesario conocer la relacion entre
una recta y un arco de circunferencia, sin embargo es la primer curva diferente al circulo
que fue reconocida por los geGmetras griegos.

Posteriormente Hipias y Dinostrato trabajaron en un método para cuadrar el circulo, fue
Dinostrato el primero en resolver dicho problema por medio de la trisectriz de Hipias,
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desde entonces dicha curva se conoce como cuadratriz. Posteriormente Nicoémedes uso
también la cuadratriz para cuadrar el circulo (Bombal, 2012, p. 249).

4.2.1.1 Construccion de la Trisectriz de Hipias

Para la construccion de la trisectriz de Hipias se realiza lo siguiente:

Dado el cuadrado con vértices 0,4, B y C, se traza el arco de circunferencia centrado en O
y con extremos en C y A4, sea D un punto que pertenece a dicho arco. Se traza el AD y
elOD. Sea E un punto sobre OC tal que (OE) = m (% OC). Se traza la recta h que pasa
por E tal que h L OC.Sea Pel punto de interseccion de h con 0D. El lugar geométrico
generado por P cuando se mueve Des la trisectriz de Hipias.

|
Figural0Q: Trisectriz de Hipias

4.2.1.2 Deduccidn de la ecuacion polar

Se debe hallar la distancia delOP = p. Tomamos O como el polo

La construccion proporciona la siguiente relacion:

(OE) _m (AD)
(0C)  m (CA)

(1),

donde m (AD) = (OD) 6, siendo 8 = m £DOA. Como OD = OC por ser radios de la
circunferencia se tiene que:

m (AD) = (0C) 6
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m (C4) =5 (00)

Al reemplazar en (1) se tiene

(0E) _ (0C) 6
00) = (00)

Por lo tanto

0p) - 2800

La medida del OC = k, es decir, una constante, asi que:

OF) = 2k 6
(0F) =—
En el AOPT de la figura 12, se tiene que:

(OE)

senf = ——=

al despejar p y reemplazar OE se tiene la ecuacion polar de la curva:

_ 2k6
P " mwsen@

Por otro lado, la ecuacion cartesiana de la trisectriz es:

y = xcot (%)

Y sus ecuaciones paramétricas, con t € [0,1], son:

{x =(1—t)tan (g)

y=1-—t
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Figura 11: Trisectriz de Hipias (ecuacién polar)

4.2.1.3 Aplicacion para la triseccion de un angulo

Con esta curva no solo se puede trisecar un angulo cualquiera, se puede dividir en el
numero de partes congruentes que se deseen. Para el caso de tres, tenemos:

Se divide el OF en tres partes congruentes obteniendo los puntos F y G, por estos se trazan las
rectas m y n paralelas a h.sean U y W las intersecciones de las rectas m y n con la curva.
Finalmente se trazan los OW, 0U. La medida del ZAOU es un tercio de la medida del 2A0OD
(figural3). La demostracion de este hecho se realiza a continuacion:

A
E N
5
F W \
E-.l
7 17
\' L5

Figural2: Trisectriz de Hipias (triseccion del angulo)
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Por la construccién de la curva se tienen las siguientes relaciones:

(OE) _m (AD)
(0C)  m (CA)

(1),

(06) m (AU")
(0C)  m (CA)

(),

(0E) =3(06)(3),

(OF) _m (AW")

00 = mcn P

3
(OE) = > (OF) (5).

De (1) y (3) se tiene que

3(0G6) m (AD)
(0C) ~ m (CA)

_lm(@)
" 3m (CA)

(06)

De (2) se tiene que

m (AU")

)

(00)
Por tanto, al igualar estas expresiones se obtiene
1 — _
3m (AD) = m (AU")
es decir

1
3 m £LAOD = m £AOU'.

De (1) y (5) se tiene

~(0F) _m (4D)
(0C)  m (CA)

Asi que:
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(OF) = m (AW")

= m@ay 09

Al igualar estas expresiones se obtiene
_ 3
m (AD) = Sm (AW’
Por otro lado vemos que:

m(AW") =m (AU') + m (W'U")

Por tanto,
2 g . N
3m (AD) =m (AU') + m (W'U")
Como
1 _ .
3™m (4D) = AU’
Entonces:
2 ,\ 1 .y N
3m (4D) = 3m (AD) + m (W'T")
1 _ N
3 m(AD) = (WD)
Es decir

1
3m £AOD = m 2U'OW'’

De igual manera se tiene que
1
3 m £AOD = m £LW'OD.

4.2.1.4 Construccion de Vm

Con la trisectriz de Hipias también se puede construir /m de la siguiente manera:



Se toma la curva de Hipias donde el (0C) = 1, sea M el punto de interseccion de esta curva

con OA. El m £AO0G = 6, de la construccién de esta curva se tienen las siguientes
relaciones:

(CK) (00)
i Y]
2 9 7
(0K) (00)
=% @
2
En el AEKO se tiene que el senf =%, por lo tanto(OK) = (OE)send, el (0C) =

(CK) + (OK), entonces (CK) = (0C) — (OK), es decir (CK) = (0OC) — (OE)senf (ver
figura 14). Al sustituir el OK en la ecuacion (2) se tiene que:

(OE)sen8  2(0C)
0 o oon

n(OE)sen6

2(0C) = 2

senb
0

Cuando 6 tienda a 0 el OF tiende al OM y = 1, por lo tanto

2(0C) = (OM)

2(00)
OM) =——
Como (0C) = 1, entonces
OM) = 2
(om) ==,

Se trazan las rectas s y [ de tal manera que s L 04 por Myl L 04 por A. Sea R la
interseccion entre la recta s y la circunferencia C;. Se traza OR y sea Q la interseccidn entre
larectaly OR. Como AOMR ~ AOAQ se tiene que

(OM) (OR)
(04) ~ (0Q)
Como (0A) =1 y(OR) = 1, entonces (0Q) = m/2, se continta trazando la circunferencia

C, con centro en O y radio 0Q. Sea T la interseccion entre C, y 04, se traza la

circunferencia C; con centro en T y radio 2. Sea H la interseccion entre C5 y 04, sea N el
punto medio de OH se traza la circunferencia C, con centro en N y radio NH. Se traza la

43



recta j 1 04, por T, sea Z el punto de interseccion de la recta j y C, (figura 14). Por lo
tanto el (TZ) = +/m, yaque (OT) = /2, (TM) = 2y TZ es la media geométrica entre OT
yTM.

Figura 13: Construccion de vmr

4.1.2 Caracol de Pascal

Etienne Pascal naci6 en Francia (1588 — 1651), jurista y matematico, desempefio altos
cargos administrativos en el gobierno, este gedmetra es el padre de Blaise Pascal (1623-
1662), tras pocos afios de matrimonio y con tres hijos pequefios queda viudo, por lo cual se
traslada a Paris y decide encargarse de la educacion de sus hijos. (Gomes, F. 1905).

Crea una curva a la que Gilles Personne de Roberval llama El caracol de Pascal (Limacon),
por su evidente parecido al caparazon de un caracol, posteriormente Robervalanalizé su
modo de generacién, algunas propiedades de la curva, establecié el procedimiento para
trazar sus tangentes y en su libro Traite des Indivisibles, expuso una técnica para
determinar las areas limitadas por arcos de la misma curva (Gomes, F. 1905).

El Caracol de Pascal se puede definir como el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya distancia a los puntos de una circunferencia es una constante, estando la distancia
medida en las cuerdas trazadas desde un punto fijo de la propia circunferencia (Moran, V.
2013).

4.2.2.1 Construccién del Caracol de Pascal
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La construccion de esta curva se realiza de la siguiente manera:

Se trazan los ejes coordenados donde 0 = (0,0), sea k un numero real positivo. Se trazan
dos circunferencias C; y C, concéntricas con centro en 0 y radios k Yy 2k respectivamente.
Sean A y B los puntos de interseccion de la circunferencia C; y el eje x, donde se cumple
que A - O - By sean los puntos C y D las intersecciones de C, con el eje x, de tal manera

que C - O - D. Sea E un punto sobre C,, se traza OF y la recta m tangente a C;por el punto
E. Se traza la recta n que pasa por C tal que nlm, donde sea P el punto de interseccion de
las rectasn y m. Entonces el lugar geométrico generado por el puntoP cuando se mueve E
sobre C; es el Caracol de Pascal (figural5).

Figural4: Caracol de Pascal

4.2.2.2 Deduccidn de la ecuacion polar

La ecuacion polar de esta curva la hallamos de la siguiente manera:

Seaa = (0OB)y b = (C0O), como OE y(C_P> son perpendiculares a PD, entonces

LTOE = «TCP.
En el AEOT rectangulo se tiene que
a
cos(a) = )
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(0T) =

~ cos(a)

(CT) = (co) + (0OT), por lo tanto:

a
(CT) = +b

~ cos(a)
En el APCTrectangulose tiene que

cos(a) = (EC—P)

cos(a)
a + bcos(a) = (CP)

Por lo tanto la ecuacién polar de la curva es

p =a+ bcos(a)

Figura 15: Deduccion ecuacién polar del Caracol de Pascal

Por otro lado su ecuacién cartesiana del Caracol de Pascales:
(x? +y% — 2ax)* = b*(x* + yz)z,con a>0b>0

y sus ecuaciones paramétricas son:
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(,_ (A=t +2a+ (b -20)?)
4 (1+1t2)?

| _2t(b+2a+ (b—2a)t?)
L7 (1 + 72

4.2.2.3 Aplicacion para la triseccion de un angulo

Para trisecar el2BAPmediante esta curva se trazan AP y PC, obteniendo que la medida del
£APC es la tercera parte del angulo dado.

Se traza el CF, la AG tal que es paralela con la PC y se traza la OH paralela a la PA
(figural?).

Figural6: triseccién de un angulo con el Caracol de Pascal

Como OC = OF por ser radios de C,entonces el ACOF es isdsceles, por lo tanto se tiene
que £FCO = £CFO. Por el teorema del angulo externo el m £FOB = 2 m £CFO.
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Como OF |l AGentonces2FOB = +GAO, por sustitucion se obtiene m 2GAO =

2m £CFO y como AP || OH se tiene que 2FOH = ~GAP. Al ser Epunto medio de OF
,OE = EF.

Se tiene que OF LEH por lo tantoOEH y <FEH son rectos,por el criterio de
congruencia LAL se tiene que AOEH = AFEH vy por definicibn de congruencia de
triangulos £OFH = £FOH.

Comom £0AP = m £0OAG +m £GAP, por sustitucion se tiene que m 2OAP =

3m +GAP. Se tiene que AG | CPpor lo tanto 2GAP = £APC. Finalmente, por
sustitucién, lam 20AP = 3 m £APC, es decir

1
m LAPC = 3 m LBAP

4.1.3 Cicloide de Ceva

Giovanni Ceva 1648- 1734, matematico e ingeniero hidraulico italiano, solo después de su
muerte el matematico frances M. Chasles y posteriormente G. Cremona, publicaron en sus
obras el Teorema de Ceva, gracias a lo cual se dio a conocer el nombre de este teorema; sin
embargo exiten publicaciones anteriores tanto del enunciado como de su demostracion, por
parte del rey Yuasuf Al-mutaman, conocido como Al-mutanin, y por el matematico Josée
Zaragoza (Labarga, 2013).

Este famoso teorema de la geometria clasica es el dual del teorema de Menelao, el
enunciado y la demostracion se encuentran el libro De lineis rectis se invicem secantibus:
statica constructio (Milan, 1678), escrito por Ceva.

Esta trisectriz es una ciloide, se compone de tres movimientos circulares uniformes, como
todas las ciloides, esta curva es el lugar de centro de tres movimientso circulares.

4.2.3.1 Construccion de la cicloide de Ceva

Para realizar su construccién se traza una recta h horizontal y se ubica un punto O en esta.
Sea k un numero real positivo, se traza la circunferencia C; con centro en O y radio k. SeaA
un punto sobre C;, se traza 04 y se hallan dos puntos B y P sobre las rectas h y 04
respectivamente de tal manera que OA = AB = BP. El lugar geométrico generado por P
cuando se mueve A sobre la circunferencia C, es la Cicloide de Ceva.
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Figural?: Cicloide de Ceva

4.2.3.2 Deduccidn de la ecuacion parametrica

Su ecuacion parametrica la hallamos de la siguiente manera:

Figura 18: deduccidn ecuacion paramétrica de la Cicloide de Ceva
m+sLBOA =«

Como OA = BA, entonces m £0AB = 180 — 2a. Por teorema del seno y siendo P la
distancia B a P se tiene que

sen(180 — 2a)  sen(a)
©oB)  p

(OB) = 2cos(a) (2)

(1)

Como 2£0BAy «BAP forman par lineal, entonces
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m LBAP = 2«
BA = BP
p = (BP)
Los £ZABO, £ABP y «£PBX forman par lineal, por lo tanto

m £PBX = 3a

cos(3a) = @

cos(3a)p = (BX)
(0X) = (OB) + (BX)
(0X) = 2cos(a) + cos(3a)p
x = 2cos(a) + cos(3a)p

sen(3a) = (I;fX)

psen(3a) = (PX)
y = psen(3a)
En conclusion las ecuaciones paramétricas de la cicloide de Ceva son:

{x = 2cos(a) + Pcos(3a)
y = Psen(3a)

Su ecuacion cartesiana es (x? + y?2)3 = a?(3x2 — y?)2, y su ecuacion polar es

sen(k@) cos ((k + 1) 8)
senf

p=a+2a

4.2.3.3 Aplicacion para la triseccion del angulo

Con esta curva se puede trisecar cualquier angulo menor a 90° realizando lo siguiente:

Se traza la recta n paralela a la recta h por A, la interseccion de dicha recta y la cicloide de

Ceva es el punto P’; finalmente se traza la OP'. La medida del 2BOP' es la tercera parte de
la medida del £BOA.

50



Figural9: triseccidn de un angulo con la Cicloide de Ceva

Los AOAB, AABP, AOA'B’, AA'B'P'son isOsceles por ser

circunferencias.

m £LBOA = m £BOA' + m £A'0OA
Por el teorema del angulo externo se tiene que
m£B'A'P' = m £B'OA" + m LA'B'0
Como el AOA’'B’ es isosceles se tiene que
LB'0A" = £A'B'O
Por lo tanto

m4B'A'P' =2 m £B'0A’

radios

de

las

Sea C el punto interseccion de la circunferencia con centro A en y radio r y la

circunferencia con centro P’ y radio r.

Como todas las circunferencias tienen el mismo radio entonces se obtienen las siguientes

congruencias

O0A = B'P’ (1)
A'B'= AC 2)
0oC =pP'A (3)
P'C = 0A' (4)
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Por interestancia
(0C) = (0A") + (ACH
(P'A"y = (P'C)+ (A'0)
De (1), (2), (3) y por el criterio de congruencia LLL se tiene que
AOAC = AP'B'A’
y por ende,
LB'A'P" = £0CA
Como AOAC es isbsceles se tiene que 2COA = £0CA
Por lo tanto
£COA = £B'A'P’
m £COA =2 m 4B'0A’
Como
m£B'OA =m £B'OA" + m £A'0A
Por sustitucion se obtiene
m £B'OA =m £B'OA" + 2 m £B'0A’

Finalmente

1
3m 2B'0A = m £BOA'".

4.1.4 Concoide de Nicomedes

Nicomedes y Arquimedes vivieron en la misma época, aproximadamente en el 200 a. C. y
aungue no se sabe nada de su vida se le atribuye la creacion de La Concoide y el tratado
Sobre las lineas concoides, se ha establecido que esta curva “formaliza el proceso de
Arquimedes de rotar una regla manteniendo un punto sobre una linea” (Morales, 2002, p.
6), lo anterior es un ejemplo mas del progreso que se puede alcanzar al estudiar
profundamente las ideas de los grandes matematicos, pero el estudio de esta curva, sélo
pudo retomarse en el siglo XVII, gracias a los trabajos de Pappus y de Eutocio, en los
cuales se describe la Concoide (Morales, 2002).
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Esta curva ademas de que permite trisecar el angulo, es muy citada como ejemplo de las
curvas mecanicas, en libros de Geometria Analitica, en articulos, en investigaciones y
demds, que se ocupan del estudio de estas curvas o del problema de la triseccion del

angulo; su nombre se origina del griego “konkhe” que significa concha (Gomes, F. 1905).

4.2.4.1Construccion de la Concoide de Nicomedes

Para realizar la construccion se debe realizar lo siguiente:

Se toma un numero k real positivo se traza una recta h horizontal y se ubican en esta dos
puntos O y T. Se trazan las circunferencia C; y C, con centro en O y T, respectivamente y

radios k y se ubica un punto B sobre esta. Se traza el 0B y la TE; sean M y N los puntos de

interseccion de la circunferencia C, con la TB. El lugar geométrico generado por los puntos M

y N cuando se mueve T sobre la recta h es la Concoide de Nicomedes.

Figura 20: Concoide de Nicomedes

4.2.4.2 Deduccidn de la ecuacion polar

Se debe hallar la distancia de M y N al polo que en este caso es B

Enel ABLT el cos 6 = @; asi tenemos que (TB) = IL)
(TB) cos6

Por interestancia se tiene que (TB) = (TN) + (NB) yse sabe que TN = k entonces

_ (TL)
(TN)+ (NB) = 050
_ (TL)
(NB) = cos® k

Como

53



cosO =

(TB) =

Al igualar las expresiones se obtiene

Es decir

Al reemplazar (TL) en

Se obtiene la ecuacion polar

(BM) = (TB) + k
(TB) = (BM) — k

an

(BM) —k = cos6

_ (L)

(BM) = 050 +k

(TL) _ (BL)
@, senf = ﬁ

(D gy _ BD)

cos@’ senf
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Figura 21: deducci6n ecuacion polar de la Concoide de Nicomedes

Su ecuacion cartesiana es: (x — b)?(x2 + y?) —a?x?> =0

4.2.4.3 Aplicacion para la triseccion del angulo:

Para trisecar un angulo con la curva Concoide de Nicomedes, se debe realizar lo siguiente:

Sea Q la otra interseccion entre la Concoide de Nicomedes y la circunferencia C, se traza la

<Q_B>, sea C el punto de interseccion entre la rectah y (Q_B> El £OCB es la tercera parte del
2AOB.

El ABOQ y el AOQC son isdsceles ya que OB = 0Q y CQ = QO son radios de la
circunferencia, por lo tanto £QC0O = 2Q0C y 2£0QB = £0BQ . EI LOQB es externo al
A0QC, por lo tanto m £0QB = 2 m £0CQ, por transitividad se tiene que

m 20BQ = 2m 20CQ.

El LAOB es externo al ABOC, por lo tanto la m £LAOB = 2m £0CQ + m £0CQ por lo
tanto

1
3M £A0B = m £0CQ
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Figura 22: triseccion de un angulo con la Concoide de Nicomedes

4.2.4.4 Construccion de ¥/2

Esta curva también permite construir /2, que es un nimero que no es posible construir
con regla 'y compés. Para esto, se debe realizar la siguiente construccion:

El £AOB es recto, se ubica un punto D sobre la Concoide de Nicomedes de tal manera que
el £LDOE =60° y (DF) = (B0O) =1, donde E es el punto de intercesion de la recta

paralela a 04 por el punto D y F es el punto de interseccién del BD con la 0A. La medida
del (BF) = ¥/2

Figura 23: construccion de ¥/2
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Demostracion:

El ADEB~AFOB, por definicion de semejanza se tiene que

r 1  (0F)
r+1 1+4+s (ED)

s=-
r
Enel AOED

an(or) - &)

Por lo tanto el (ED) = +/3r
En el ADEB se tiene que
(r+1)2 = (1+5)%+ (V/35)?
r% 4+ 2r = 25 + 4s?

Por sustitucion

2 4
r’+2r=—+—
ror

r3(r? +2r) = 2r? + 4r
r3(r+2)=2(r+2)
r=32
4.1.5 Espiral de Durero

4.1.5.1 Construccién

Para realizar su construccion se debe realizar lo siguiente (figura26).

Se traza una recta horizontal m, sean O y A dos puntos sobre la recta m, se traza la
circunferencia C; con centro en O y radio OA, sea B un punto sobre C;, se traza la OB. Sea
R punto medio de OB, se traza la circunferencia C,con centro en R y radio RB. Sea
n=mAB. Se transfiere la medida n sobre C, tomando B como punto inicial de
transferencia y S el punto final. EI lugar geométrico generado por S cuando se mueve B
sobre la C; es la Espiral de Durero.
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Figura 24: Espiral de Durero

4.2.5.2 Deduccidn de la ecuacion paramétrica

Su ecuacién paramétrica la hallamos de la siguiente manera (figura27).
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F

..........

Figura 25: Deduccion ecuacion polar de la Espiral de Durero

Con base en la figura 27, se dan las siguientes condiciones:

<57J_m, X = SX nm. W=TS'7)00_B), bﬁllm,
Z=RZNnm, AB=BS, W—R—-B m,AOB =«

Por el Teorema del angulo inscrito en una circunferencia®

en loSAOXW, AWQR, ASQR

Sip = (OR)

m £BRS = 2 «,

m LOWX = 90—
m LQRW =

m £QRS = 180 — 3 «,

(RZ) = p sen(x)

(5Q) = psen(180 — 3 x)

Q= SX NQR RZ I SX,

5 c: . . . N . ,
Si el ZBRS es un angulo inscrito en una circunferencia y ZAOB es un angulo del centro en la

circunferencia entoncesla m LAOB = é m £BRS. (Gonzales, H. 2007)
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(RZ) + (SQ) = psen(180 — 3 x) + psen(c)

(RZ) + (SQ) = p(sen(x) + sen(3 «))

Por lo tanto
y = p(sen(x) + sen(3 «))
(QR) = pcos(180 - 3 x)
(QR) = —pcos(3 x)
(OW) = p — (WR)
oWy = p <1 N cos(3 oc))
cos(x)
(0X) = cos(e)p (1 + C:i?:?)
Entonces

x = p(cos(x) + cos(3 x))
En conclusion las ecuaciones paramétricas de la espiral de Durero son

{x = p(cos(x) + cos(3 x))
y = p(sen(x) + sen(3 x))

Su ecuacion cartesiana es: (x2 + y2)?(2(x? + y?) — a?)? = a*x?
L _ 0
y su ecuacion polar es:p = asen (E)

4.2.5.3 Aplicacion para la triseccion del angulo

Sea P la otra interseccidn entre la circunferencia C, y la Espiral de Durero, se traza la 0P y
se tiene que la medida del 2POB es un tercio de la medida del 2AOB, siempre que el
£AOB mida a lo méas 135° (figura28).
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Figura 26: triseccion de un angulo con la Espiral de Durero

Sean {M} = C, N OP,{T} = C,nm.{W} = OBNTM,{U} = TMNBP TMy RP.

El BM = BP,por lo tanto el ZBWM = £BRP, por la interestancia W — U — M se tiene que
el ZBWU = 2BRP. Por el criterio de semejanza de triangulos AA el ARBP~AWBU, por

teorema de angulos correspondientes se tiene que RP || WU, es decir, RP | MT por lo tanto
ZRPO = £TMO.

El OM = OT y RO = RP por ser radios de las circunferencias c; y c, respectivamente;
luego los AMOT y AORP son isosceles. Por lo tanto2TMO = £0TM y £ROP = £RPOse
tiene que ZRPO = £TMOy por transitividad 2OTM = 2ROP.

Por el teorema del angulo inscrito en wuna circunferencia se tiene que
2m LATM = m £MOAes decir,2m £0TM = m £MOA; por transitividad 2 m £ZROP =
m £MOA.

Lam £AOB = m £BOM + m £4MOAlo  que significa quem £AOB = m £ROP +
2 m £ROP.Porlo tanto
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1
§‘m 2AOB = m £ROP.

4.1.6 Hipérbola de Pappus

Vivio en Alejandria, en su obra “Sinagogemazematique” sintetiza gran parte de los
conocimientos matematicos que se tenian hasta finales del siglo 1V, aproximadamente, esta
coleccion de geometria griega que tuvo gran reconocimiento, en aquella época, consta de 8
libros (el primero y una parte del segundo figuran perdidos) que tratan temas como
aritmética, proporcion, poliedros (regulares y semirregulares), analisis geométrico vy
mecénica (Ruiz de la rosa, 1987).

Entre los aportes personales de Pappus, los cuales incluye en su obra, se puede mencionar
la distincion que hace entre la mecanica teorica y la practica, la explicacion de la solucion
al problema de trisecar un angulo, propuesta por Apolonio, quien utiliza para ello las
conicas y las dos soluciones que propone para trisecar al angulo, valiéndose de una
hipérbola. Pappus al trabajar con las secciones conicas da un paso adelante en comparacion
con los adelantos que se tenian, seguramente porque la construccion de una conica es
mucho mas sencilla y por las propiedades de estas curvas. (Morales, 2002)

En los estudios realizados por este griego, descubre propiedades de los centroides, entre
ellas “la relacion del centroide de una region plana con el volumen del solido de
revolucion obtenido por la rotacién de la citada region alrededor de una recta de su
plano” (Apostol, 1973, p. 459), también formula dos teoremas que son de gran utilidad en
las aplicaciones de las integrales dobles. El primero establece que el volumen del sélido de
revolucion, obtenido por la rotacion, es igual al producto de la longitud de esa
circunferencia multiplicada por el area de la region plana; este teorema sirve entre otras
cosas, para determinar el centroide de una regién plana y el segundo proporciona la manera
de encontrar el centroide de la reunion de varias regiones planas (Apostol, 1973).

4.2.6.1 Construccioén

Su construccidn se realiza de la siguiente manera (figura 29).

Trazar el AB y la recta m mediatriz de AB, donde Mes el punto de interseccion de AB con
la recta m. Se traza la circunferencia C;con centro en A y radio AM y la circunferencia C,
con centro en A y radio BM. Sea C un punto sobre C;, se traza la circunferencia C5 con
centro en C y radio CM, Sea D la otra interseccion de C,y C5 , E el simétrico de D respecto

a la recta m, se trazan las AC y BE y sea P la interseccidn entre estas semirrectas y Q el
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simétrico del punto P respecto a la recta m. El lugar geométrico generado por los puntos P
y Q cuando se mueve C sobre la circunferencia C5 es la Hipérbola de Pappus.

Figura27: Hipérbola de Pappus

4.2.6.2 Deduccidn de la ecuacion polar

Figura 28: deduccion ecuacion polar de la Hipérbola de Pappus

El DA =AM por ser radios de la circunferencia con centro en A y radio AM,
DC = CM por ser radios de la circunferencia con centro en C y radio CM; por criterio de
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congruencia de triangulos LLL, el ADAC = ACAM. Y por lo tanto el ZDAC = 2£CAM, €S
decirel m £DAM = 2 m 2£CAM. (Figura 30)

Como M es punto medio del segmento AB, las circunferencias con centro en A y centro
en B tienen el mismo radio y el punto E es el simétrico de D, la medida DM es igual a la
medida de ME por lo tanto el ZDAM = £EBM, por transitividad se tiene que m £LEBM =
2msCAM.

Por ley de senos en el AAPB, se tiene:

sen(180 — 3a)  sen(2a)

2a ~ (AP)
_ 2asen(2a)
(4P = sen(3a)

Por lo tanto la ecuacion polar de la curva es

sen(2a)

p=aa sen(3a)

La ecuacion cartesiana es: (3x2 — y?2) = 4ax

x = at?

Las ecuaciones paramétricas son: {y = qt?

4.2.6.3 Aplicacion para la triseccion del angulo

Para trisecar un angulo con esta curva se realiza la siguiente construccion (figura 31).

Se trazaAP y BP, Sean | y n las mediatrices de dichos segmentos, respectivamente. Sea H

la interseccion de las mediatrices [ y n, se traza las HA, HB y HP. La medida del 2BHP es
un tercio de la medida del ZBHA.
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Figura29: triseccion de un angulo con la Hipérbola de Pappus

Como la HQ es mediatriz del AP entonces 4Q = QP y AH = PH, por el criterio de
congruencia LLL, AAHQ = APHQ. Luego£AHQ = £PHQ.

Como la HT es mediatriz del 4B, se traza ATy BT , entonces AH = HB, AT = BT,
QH =PH, y QT = PT, como (AT) = (AQ)+ (QT) y (BT) = (BP) + (PT), por
sustitucion se tiene que(4Q) + (QT) = (BP) + (PT) por lo tanto AQ = BP.

Como se tiene que AH = HB, QH = PH y AQ = BP;el AAHQ = ABHP por el criterio de
congruencia de triangulos LLL. Asi se tiene que ZAHQ = £PHQ = « BHP.

L an £BHA = m £BHP + m £PHQ + m £AHQ por lo tanto m £BHA = 3 m £BHP, €S

decir

1
§m ¢<BHA = m « BHP

4.1.7 Trisectriz de Delanges

4.2.7.1 Construccién

Su construccidn se realiza de la siguiente manera (figura 32):

Se traza una recta horizontal m, sea k un namero real positivo y O un punto sobre la
rectam.
Se traza la circunferencia C,con centro O y radio klos puntos E y A son las intersecciones

entre C, y la recta m. Sea B un punto sobre la circunferencia C,, se traza OB y seaH la otra
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interseccion entre la 5§y C; se traza la recta b bisectriz del AOB, los puntos C y D son las
intersecciones entre larecta b y la C,, se trazan las rectas | y s paralelas a m que pasan por C
y D respectivamente. Sean P y Q los puntos de interseccion entre las rectas [ y s con la OB.
El lugar geométrico generado los puntos P y Q cuando se mueve B sobre C; se llama
trisectriz de Delanges.

Figura 30: trisectriz de Delanges

4.2.7.2 Deduccidn de la ecuacion polar

Su ecuacion polar la hallamos de la siguiente manera (figura 33).
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Figura 31: deduccion ecuacidn polar de la trisectriz de Delanges

Se sabe por la construccion que 2 QOD = 2 DOA yque QD || OA , por la ley de senos en
el AOQD, se tiene

sen(180 — B) _ sen(f)

a )
asen (g)
0Q) = “sen(B)

(0Q) =—
- 2cos (ﬁ)

2
Por lo tanto la ecuacion polar de la curva es

a
P ="
2cos (g)
Su ecuacion cartesiana es:
(x2 + y2 _ 2a2)2 — x2(y2 + yZ)

4.2.7.3 Aplicacion para la triseccion de angulos

Para trisecar un angulo con esta curva se debe realizar la siguiente construccidon (figura 34).
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Sea G la interseccion entre la trisectriz y la recta m. Se traza la circunferencia C, con centro
en O yradio 0G, Sea F un punto sobre la circunferencia C,, se traza la OF. Se traza la recta
t tangente a la circunferencia C, que pasa por F,sea R la interseccion entre la trisectriz de

Delanges y la recta t. se traza la OR. La medida del ZROF es un tercio de la medida del
2GOF.

-

Figura32: triseccién de un angulo con la trisectriz de Delanges

Demostracion (figura 34).

De la construccion de la curva se sabe que 0D es bisectriz del ZAOB por lo tanto 2AOD =

£DOB, como OA Il QD se tiene que 2AOD = QDO por ser alternos internos, por
transitividad los £D0OQ = 2QDO. Por el teorema reciproco de triangulos isosceles, se tiene
que AOQD es isosceles, por lo tanto 0Q = QD.

Como el punto Q genera la trisectriz de Delanges entonces cualquier punto que pertenezca
a esta curva sera equidistante al punto O y al punto de interseccion entre la recta paralela a

04 por dicho punto y la circunferencia c¢;. Como RS || 04 y el punto R pertenece a la
curva, se tiene que OR = RS. Como el punto G también pertenece a la curva y a la 04 se
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tiene que OG = GA, es decir la circunferencia c, tiene la mitad del radio de la
circunferencia c, entonces OF = FB.

Como se tiene que FR L OB entonces se cumple que £OFR = ~BFR, por el teorema de
congruencia de triangulos LAL, los AOFR = ABFR luego RB = ROy 2FOR = LFBR.
Como el ZMRB es externo al ABRO, se tiene que m ZMRB = 2 m £FOR.

Como RB = RO y OR = RS, por transitividad BR = RS por lo tanto el ASRB es isosceles.
Se tiene entonces que «BSR = «SBR, por el criterio de congruencia de tridngulos

rectangulos LLA los ABRM = ASRM entonces 2BRM = £SRM y como RS || OA

£SRM = £AOR por ser alternos internos, por transitividad m £SRM = 2 m 2FOR, el
m £LAOB = m £AOR + m £ROB se tiene finalmente por sustitucion que m £AOB =
3 m £ROB, es decir

1
§m £2AOB = m £ROB

4.2 DEDUCCIONES GEOMETRICAS (ANALITICAS)

A continuacién se mostraran las curvas cuya demostracion de la triseccion de angulos, se
realizé de forma analitica. Para esto, se tuvo en cuenta que si 8 es la medida de un angulo,

entonces 0 < @< 180. Dado que la funcion tan x es biyectiva en (0,180) — {90}, entonces
si tan(x) = tan(y), se tiene que x =y.

4.2.1 Espiral de Arquimedes

Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.), considerado como uno de los mas grandes matematicos,
se muestra en sus obras como “el investigador”, pues estas son catalogadas como memorias
cientificas (Babini, 1966, p.7), en ellas retoma lo ya conocido y aporta nuevos elementos.

Cumpliendo con las exigencias de su época, demostro grandes hallazgos matematicos, de
los cuales se conservan doce escritos, cuyo orden no es posible establecer con certeza.
Heiberg (citado Babini, 1966) “propone el siguiente: 1. De la esfera y el cilindro, 2. De la
medida del circulo, 3. De los conoides y los esferoides, 4. De las espirales, 5. Del
Equilibrio de los planos, 6. El arenario, 7. Cuadratura de la parabola, 8. De los cuerpos
flotantes, 9. a 12. Cuatro escritos que comprenden el Método” (p.7).

Arquimedes con sus investigaciones logra avanzar mas que los grandes matematicos de su
época, disefia su propio método, utiliza medios mecanicos para realizar sus conjeturas,
trasciende la geometria elemental y se convierte en un experto del “algebra geométrica”,
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denominada asi por Zeuthen (Babini, 1966, p.13), adicionalmente sus obras fueron muy
elaboradas, siguiendo procesos rigurosos. Estudiosos del método de Arquimedes han
establecido analogia con los métodos infinitesimales actuales.

En la misma definicién de la espiral hay un cambio, en cuanto a la geometria de la época,
puesto que se involucra el movimiento de un punto a lo largo de una recta, mientras dicha
recta también gira alrededor de otro punto fijo, los dos puntos coinciden inicialmente y los
movimientos son uniformes. Gomes (1905) menciona que las demostraciones de las
propiedades de la espiral parecian largas y complejas a Libri, sin embargo Peyrard
(traductor de las obras de Arquimedes) explica que si se conocen los antiguos métodos de
investigacion geométrica, dichas demostraciones no presentan dificultad alguna, es decir
son claras y sencillas.

4.3.1.1 Construccion
La espiral de Arquimedes se construye de la siguiente manera (figura 35).

Se trazan los ejes coordenados donde O el origen, se traza la circunferencia C; con centro
en O y radio k (namero real positivo). Sea B la interseccion entre la circunferencia C; y la
recta h, sea A un punto sobre la circunferencia C;, se traza 04 y BA. Sea m la medida del
arco BA, se traza la circunferencia C, con centro en O y radio m. Sea P la interseccion
entre la recta OA y la circunferencia C,. El lugar geométrico generado por P cuando se
mueve A sobre la circunferencia C; es la Espiral de Arquimedes.

Figura 33: Espiral de Arquimedes
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4.3.1.2 Deduccion de la ecuacion polar

Su ecuacion polar se halla de la siguiente manera (figura 36).

Figura 34: deduccién ecuacion polar de la Espiral de Arquimedes

(OB) =a, m<cAOB =g
La medida de AB = af, por definicién de longitud de arco
Cémo m (AB) = (OP), entonces su ecuacién polar es
(OP) = ap
.. . 2 2 _ X
Y su ecuacion cartesiana es 4/x? + y? = a Arctan (x)

4.3.1.3 Aplicacion para la triseccién del &ngulo®

Para trisecar un angulo con esta curva se debe realizar lo siguiente (figura 37).

Se triseca el OP y se obtienen los puntos S y R, se trazan las circunferencias C; y C,
concéntricas en O y radios con centro en OS y OR respectivamente. Sean Y y T las
intersecciones entre las circunferencias C, y C; y la Espiral de Arquimedes, finalmente se

®La demostracion siguiente se basa en la elaborada por Melgarejo, N.(2011).
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trazan las OT y 0Y. La medida del angulo BOT es la tercera parte de la medida del angulo
BOA.

Figura 37: triseccion del &ngulo con la Espiral de Arquimedes

Dada la ecuacion cartesiana de la espiral de Arquimedes (figura 37)
y
2 2 — 42 2 (2
x“+y° =a“arctan (x)

Sea s; la recta que pasa por el origen y forma un angulo a con el eje de las abscisas, dicha
recta tiene como ecuacion y = m,x, donde m; = tan(a).

Se halla el punto de interseccion entre la espiral y la recta de la siguiente manera

myx
x? + (myx)? = aarctan® (—)
x

Al despejar x? se obtiene

a’arctan®(m,)

2
X
1+ m,?

Es decir
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a arctan(m,)
1/ 1+ m12
Se reemplaza el valor de x para obtener y de la siguiente manera
a arctan(m,)

y=m \/1+m12

Por lo tanto el punto de interseccion P tiene como coordenadas

(a arctan(m,) a arctan(m1)>
= ,ml
J1+my? J1+my?

Se continta hallando el punto S que es la tercera parte del OP, dicho punto tiene como
coordenadas:

(a arctan(m,) a arctan(m1)>
)] ml
341+ my? 341+ my?

Por lo tanto la distancia del punto O al punto S sera

4(0.5) = \/(a arctan(m1)>2 N <m1 a arctan(m1)>2

341+ my? 341+ my?

4(0,5) a?arctan?(m,) + m,%a?arctan?(m,)
S 9(1 + m,y2)

B a?arctan?(m;)(1+ my?)
d(0,5) _\/ 91 +m,2)

a arctan(m,)

d(o,S) = 3

a arctg(mq)

Sea c5 la circunferencia con centro en O y radio Cuya ecuacion es

a’arctan®(m,)

2 2
x“+y 9

Al despejar y se tiene que
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\/azarctanz(ml)
y = 9 —x?

Se halla el punto T de interseccion entre c; y la espiral de la siguiente manera

a’arctan®(m,)
9

= a’arctan® (X)
X

Se reemplaza el valor de y obteniendo

aZarctan?(m,) 2
a?arctan?(m,) 9 x

2 2
=a“arct
’ )
/\[azarctznz(ml) _xz\

1
—arctan(m,) = arctan \ . /

Al operar se obtiene

3

Como m, = tan(a) se tiene que

aZa?
: (57
—a =arctany ——
3 \ )

Se aplica tan? y se obtiene

aa
tan? (— a) = tan?| arctan (—) -1
3x

Por lo tanto la coordenada en x es
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1 aa
X = §
2(1
\[tan (3 a) +1
Al reemplazar x en
a’a?
2 4 y2 =
X y 9
Se obtiene
a’a? a’a?
y= 9 1
9tan? (5 a) +1
Por lo tanto

aat (1 ) 1
y=—tan(-a
3 3 tan? Ga)+1

Es decir las coordenadas de T son

ot e T
\3Jmnz(§a)+1' 53 )jwnZ(éa)H/

Finalmente se halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos T, O y forma un angulo
6 con el eje de las abscisas.

aa 1 1
3 an (5 a) tan?(fa)+1
tan (ga)+1

aa

3 [tan?(ta)+1
Jran?(3a)
3aa tan G a) ’W\/mnz G a) +1

3aa

tanf =

1
tanf = tan (§ a)

Por lo tanto
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De esta manera queda demostrado que la espiral de Arquimedes triseca el &ngulo «a.

4.2.2 Trisectriz de Maclaurin

Colin Maclaurin, Kilmodan 1698 — Edimburgo 1746, matematico britanico, amigo de
Newton. En 1740 comparti6 con Euler y Bernoulli, el premio ofrecido por la Academia de
las Ciencias de Paris a un ensayo sobre las mareas. En sus obras Geometria organica en
1720, expone un metodo de generacion de las conicas, en Treatise of fluxions, estudio la
trisectriz, ademas de sentar la bases para la fundamentacion légica del célculo y en el
Tratado del lgebra, aplico el método de los determinantes a la resolucién de ecuaciones
con cuatro incognitas, descubrié la Regla de Cramerhacia 1729,

La trisectriz de Maclaurin hace parte de las curvas denominadas Cubicas circulares, la
cuales son envolventes de circulos, cuyos centros se hallan situados, segun los casos, sobre
distintas parabolas.

4.3.2.1 Construccion de la Trisectriz de Maclaurin

Se traza el plano cartesiano, sea a un real positivo, se traza la recta x = —2a, sea B(4a, 0).
Se traza la circunferencia C, con centro en B y radio 4a y sea P un punto sobre C;, se traza
oP y sea R el punto de intercesion entre las rectas x = —2a y OP, sea M el punto medio de

RP.El lugar geométrico generado por M cuando se mueve P sobre C,es la Trisectriz de
Maclaurin. (figura 38)
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“

Figura38:Trisectriz de Maclaurin

4.3.2.2 Deduccion de la ecuacion paramétrica

Sus ecuaciones paramétricas se hallan de la siguiente manera (figura 39)

Figura 39: deduccién de la ecuacion paramétrica de le Triseccion de Maclaurin

Se traza PX, L OB, PB, MX L OB, PY, || OBRY, || OB

La medida del m £POB =t, (OB) = (BP) = 4a, el AOBP es isdsceles por ser PB 'y
OB radios de C,
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£4POB = £0OPB
m £PB0O = 180 — 2t.
Por ley de senosenel A OBP
sin(180 — 2t) _sint

opP 4a
4asin(180 — 2t)
(OP) = :
sint
cost = (0x1)
(OP)

(0x;) = cost (0OP)
4asin(180 — 2t)
sint
M es punto medio del RP, la coordenada para este punto en el eje x es:

(Ox;) = cost

—2a+0X1 —2a+4acott sin(180 — 2t)
2 B 2
x = —a(l —4(cost)?)
Se llamay, a la interseccion de la recta perpendicular al eje Y por el punto P con el eje Y.
El angulo formado por los puntos P, y; y O es recto, por lo tanto:
(0y1)
(or)
(0y;) =sint (OP)
4asin(180 — 2t)
sint
(0y,) = 4asin(180 — 2t)
Como los AORC ~ AOPx, entonces.

X =

sint =

(Oy;) =sint

Xy 2a
i Y2
2a¥Y1 2a(4asin(180 — 2t))
Y2=7X1T T 4asin(180 — 20) cott
y, = 2atant
Pero como y,esta por debajo del eje x, entonces el punto que le corresponde es y, =
—2atant.
Luego como el punto M es punto medio del RP, la coordenada correspondiente para este
punto en el eje Y es:

_Y2+y; —2atant+ 4asin(180 — 2t)

2 2
y = —a(tant — 2sin(180 — 2t))

= —a(tan t — 2(sin(2t)))
= —a(tant — 2(2sint cost))
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y = —a(tant — 4sint cost)
Por lo tanto las ecuaciones paramétricas son:

x = —a(l — 4(cost)?)

Ecuaciones paramétricas: { .
y = —a(tant — 4sint cost)

Su ecuacion cartesiana es: y2(a + x) = x?(3a — x)?

4.3.2.3 Aplicacion para la triseccion de un angulo

La medida del &ngulo z es igual a la suma de las medidas de los angulos t y w, esto es:
z =t + w (figura 37)
Se define:

my; =tanz =
X —2a

—a(tant —4sintcost)

~ —a(1 —4(cost)?) — 2a
_ tant — 4sintcost
=" 4(cost)?
m, = tant
La pendiente entre dos rectas esta definida como:
tant—4sintcost

_ —tant
tanw = my—Mmy; 3—4(cost)?
- - tant—4sintcost
T+mm, 14225 ant
3—4(cost)?

tanw = tan(2t)
tanw = tan(2t)

w =2t
z=t+w
z=t+2t =3t
z =3t
1
t:§Z
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5. CONCLUSIONES

A partir del desarrollo de este trabajo nos fue posible conocer hechos que dieron lugar a
diversos problemas de la geometria, como la cuadratura del circulo, duplicacion del cubo y
la triseccién del angulo términos, nociones y construcciones utilizados para abordar el
problema de la triseccion de angulos mediante curvas mecanicas. Resaltamos entre estos
asuntos, aquel método que utiliza poligonos regulares trisecar angulos especiales, ; la
demostracidn realizada por Wantzel sobre la imposibilidad de resolver este problema con
regla y compas; la forma de abordar el problema a lo largo de la historia, conociendo
diferentes curvas mecanicas que varios personajes propusieron para solucionarlo y como
algunas de tales ctrvas, solucionan otros problemas (e.g. la trisectriz de Hipias que permite
resolver la cuadratura del circulo, y con ello, la construccion dev/.).

La elaboracion de este estudio nos permitié observar que no son de facil acceso las
investigaciones realizadas o publicadas sobre los problemas clasicos de la geometria que
involucran la triseccion de angulos mediante curvas mecéanicas; los libros que abordan estos
temas se han centrado sobre todo en la cuadratura del circulo y la duplicacion del cubo.

Para finalizar, consideramos que nuestro trabajo constituye una herramienta y fuente de
consulta para quienes sientan interés por estudiar temas similares. Ademas de aportar un
material bibliografico para algunos espacios académicos de la Licenciatura en Matematicas,
como por ejemplo, Geometria Analitica.

Para finalizar, teniendo en cuenta las consultas realizadas y las demostraciones de la

triseccion de las nueve curvas mecanicas estudiadas, el uso de las tecnologias y las
dificultades presentadas durante el proceso, referentes a las fuentes de informacion;
consideramos que nuestro trabajo constituye una herramienta de apoyo y fuente de consulta
para quienes sientan interés por estudiar temas similares. Ademas de aportar un material
bibliografico para algunos espacios académicos de la Licenciatura en Matematicas, como
por ejemplo, Geometria Analitica.
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