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RESUMEN

Actualmente es muy comun utilizar videos en d&mbitos educativos, procurando enri-
quecer el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, no es clara la idoneidad de
tales videos en relacion con el abordaje de los contenidos matematicos. En este tra-
bajo de grado se analiza tal idoneidad (denominada idoneidad epistémica) en doce
videos populares relativos al Teorema de Pitagoras albergados en la plataforma
YouTube. Este andlisis involucra cuatro aproximaciones conceptuales al Teorema:
concepciones, argumentos, situaciones problema y generalizaciones. En este marco,
usando como marco analitico los criterios de idoneidad propuestos por el Enfoque
Onto-Semidtico, se aborda cada video y se presenta un panorama general segin cada
aproximacion. Resultados del estudio muestran que los videos no tienen un uso del
lenguaje matematico sostenido a lo largo de los videos, no hay argumentos que hagan
uso de proposiciones explicitas para un espectador, hay procedimientos ocultos o no
expresados de una manera rigurosa. Se resalta un intento por coordinar diferentes
tipos de representacion, pero no es usual el uso de software especializados que podrian

apuntar a mejores representaciones y favorecer procesos de visualizacion.

Palabras clave: Teorema de Pitagoras, analisis de videos educativos, idoneidad epis-

témica.

ABSTRACT

Currently, it is very common to use videos in educational environments, seeking to
enrich students' learning. However, the suitability of such videos in relation to the
approach of mathematical contents is not clear. This study analyzes such suitability
(called epistemic suitability) in twelve popular videos related to the Pythagorean
Theorem hosted on the YouTube platform. The analysis involves four conceptual
approaches to the Theorem: conceptions, arguments, situations, and generalizations.
The suitability criteria proposed by the Onto-Semiotic Approach was used as ana-
lytical tool. Results of the study show that the videos do not have a sustained use of
mathematical language throughout the videos, there are no arguments that make use
of explicit propositions for a viewer, there are hidden procedures or not expressed in
a rigorous way. An attempt to coordinate different types of representation is high-
lighted, but the use of specialized software that could aim at better representations

and favor visualization processes is not usual.
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INTRODUCCION

El presente documento es una monografia de Trabajo de Grado, requisito para optar
por el titulo de Licenciados en Matematicas, de la Universidad Pedagogica Nacional.
Presentamos una propuesta de andlisis de idoneidad epistémica de video educativos
alojados en la plataforma YouTube que estén relacionados con el objeto matematico
Teorema de Pitagoras. Consideramos que la propuesta es pertinente en el marco de
los cambios educativos que se produjeron a raiz de la emergencia sanitaria causada
por el Covid-19.

Estamos interesados en generar un andlisis de idoneidad epistémica, tomando como
principales referentes la propuesta de anélisis presentada por Beltran-Pellicer et al.
(2018), v los indicadores y descriptores de idoneidad epistémica propuestos por Breda
et al. (2017). En particular, nosotros abordamos el andlisis epistémico del Teorema,
de Pitdgoras desde cuatro maneras de aproximarse conceptualmente a este: (i) sus
concepciones, que aluden a las formas en las que es posible enunciarlo teniendo en
cuenta la relacién entre objetos (por medidas de lados y por areas de cuadrados); (ii)
tipos de argumentos que lo sustentan (numéricos, geométricos, geométrico-algebrai-
cos y geométrico-dinamicos); (iii) mediante las diversas situaciones en las que el Teo-
rema puede ser aplicado (reales, realistas, fantasiosas, puramente mateméticas y
cientifico-matematicas); y (iv) posibilidades de generalizarlo a partir de la concepcion
relacionada con areas (para poligonos regulares, para poligonos semejantes y para

triangulos nos rectangulos).

Teniendo en cuenta este panorama, hemos planteado la elaboracion de este docu-

mento en cinco capitulos:

En el primero, presentamos el planteamiento del problema; especificamente, expone-
mos la justificacién basdndonos, entre otras cosas, en nuestras experiencias educati-
vas durante la emergencia sanitaria; asi mismo, el objetivo general y los objetivos

especificos del trabajo.

En el segundo, presentamos los referentes conceptuales del estudio, el cual consta de
cuatro partes. En la primera, presentamos una tipologia de videos segun la intencio-
nalidad con la que se presenta su contenido. En la segunda, los referentes matemati-
cos desde las aproximaciones al Teorema de Pitdgoras (concepciones, argumentos,

situaciones y generalizaciones). En la tercera, el marco curricular a partir del cual
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indicamos cémo aparece el Teorema en los documentos directrices educativas para
las matematicas en Colombia. En la cuarta, una descripcion sucinta de la teoria de
idoneidad didactica del Enfoque Ontosemidtico (EOS).

En el tercero, presentamos la metodologia, la cual consta de tres fases. En la primera,
determinamos los videos que fueron analizados para el estudio y la manera para hacer
tal determinacion. En la segunda, adaptamos los indicadores de idoneidad epistémica,
propuestos por el EOS para el Teorema de Pitagoras. En la tercera, describimos la

forma en la que fueron presentados los anélisis.

En el cuarto, presentamos lo andlisis de los videos y los resultados correspondientes.
Finalmente, en el quinto capitulo presentamos las conclusiones del trabajo; para ello,
indicamos el nivel de desarrollo de los objetivos planteados, comentando los resulta-
dos obtenidos de los anélisis; por iltimo, describimos los principales aportes que nos

dejé la elaboracion de este trabajo de grado como futuros educadores matematicos.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

1.1 JUSTIFICACION

El marco de la pandemia originada por el COVID-19 asentd una dinamica educativa,
mediante la cual los procesos de instruccién deben ser cambiados. Recomendaciones
generales hechas por el MEN por esa época (MEN, 2020) indicaron elementos para
llevar a cabo los procesos de ensenanza-aprendizaje mediados por las TIC; entre estos
se abordaron entornos virtuales de aprendizaje como las plataformas Edmodo, Google
Classroom o Teams; diferentes aplicaciones para realizar clases de forma sincrénica
como Zoom, Google Meet o Skype; y material audiovisual disponible en linea como
Discovery Education!, Colombia Aprende® o YouTube. De acuerdo con lo expuesto,
es evidente que las practicas docentes que conociamos como normales en la modalidad
presencial de la educaciéon han venido cambiado considerablemente. Esto, debido a

que dichas practicas deben, ineludiblemente, adaptarse a las realidades coetaneas.

Esta actual normalidad implico que los docentes se vean abocados a cambiar sus
practicas educativas apoyando parte de su labor en videos disponibles en plataformas
como YouTube. Nuestras experiencias basadas en las practicas pedagogicas y la lite-
ratura especializada (Beltran-Pellicer et al., 2018a; 2018b) nos dejaron entrever que
es usual que los profesores no tienen criterios no ingenuos para elegir un material
audiovisual idoneo que apoye su ejercicio profesional. Este escenario nos lleva a poner
en duda la calidad de la formacion de los estudiantes, por cuanto no esta totalmente
controlada la riqueza de los contenidos o procesos que se puede poner a su disposiciéon

mediante los videos que se les sugiere.

En el ambito de esta nueva realidad, hemos tenido la oportunidad de ver de primera
mano las experiencias de personas de nuestro entorno mas cercano. En ese contexto,
nos ha sido facil notar que, para el caso de la educacion basica secundaria y media,

los docentes de matematicas estan optando por la realizacion de guias taller que viene

! Discovery Education es una péagina web que desarrolla recursos curriculares digitales, en los que
incluyen sus propios videos como parte de los recursos.
2 Colombia Aprende es una pagina web educativa propuesta por el Ministerio de Educacién Nacional

que ofrece videos propios como material educativo interactivo.
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acompanadas de enlaces a videos de YouTube. Al momento de hacer el pertinente
acompanamiento en nuestras practicas iniciales, tuvimos la percepciéon de que no
todo el material audiovisual era afortunado: presentaba errores conceptuales, no
usaba un lenguaje matematico adecuado o no era pertinente para el nivel de escola-

ridad respectivo.

Asi mismo, durante el desarrollo de nuestras practicas de inmersion, que realizamos
con mediacién de las TIC, nos vimos en la necesidad de complementar nuestras in-
tervenciones con videos de YouTube. Durante el proceso de eleccion pudimos obser-
var que en algunos de estos habia errores en los procedimientos, no se usaba adecua-
damente el lenguaje matematico o no promovia el interés en los estudiantes. Este
escenario no solo nos dejo la percepcion de que habia videos no idoneos, sino que nos
llevé a preguntarnos si como futuros profesores teniamos criterios suficientes para
escoger videos idéneos que pudieran ser usados en modalidades de educacién remota
mediado por TIC.

Por otro lado, no debemos desconocer un hecho real. Podemos encontrar gran varie-
dad de videos educativos en linea que son altamente consultados por los estudiantes
bien sea para reforzar lo “visto” en clase, o para hacer una consulta previa a la clase
misma. Siendo YouTube una red tan popular entre los jévenes (Castatio, 2008), es
normal que ellos tiendan a utilizar estas producciones en busca de ayuda para sus
tareas escolares, o para reforzar algin tema que no quedd claro. En consecuencia,
parece ser que los videos de YouTube son ampliamente aceptados por la comunidad

estudiantil como una forma de aprender matematicas (Ramirez, 2010).

El escenario anterior nos indujo, entonces, el planteamiento de las siguientes pregun-
tas: ;Qué tan idéneos son los videos que se encuentran en YouTube respecto a una
tematica de la matematica escolar como el Teorema de Pitagoras? ;Qué criterios
debe tener en cuenta un docente de matematicas al momento de elegir material au-

diovisual para ser usado como apoyo didactico en el aula?

Apoyandonos en nuestra experiencia adquirida durante el paso por la LM, conside-
ramos que uno de los objetos matematicos que tiene una gran aplicabilidad en las
matematicas y otras ciencias es el Teorema de Pitdgoras. Ademadas, su aplicacion
posibilita la construccién de algunos elementos de la trigonometria, permite definir
la distancia euclidiana sobre la cual se construye la geometria analitica usual, facilita

la introduccién a los niimeros irracionales, etc. Adicionalmente desde una perspectiva
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curricular encontramos que en los Estandares Basicos de Competencia en Matemati-
cas (MEN, 2006, p. 86) se declara que, al finalizar el ciclo octavo a noveno, en el
pensamiento espacial y sistemas geométricos, los estudiantes debieron adquirir cono-
cimientos y desarrollar habilidades directamente relacionadas con el Teorema de Pi-
tagoras, lo que implica que sea uno de los contenidos matematicos mas estudiados

en la geometria escolar de la educacién basica secundaria y media.

Por consiguiente, consideramos que en medio de esta nueva realidad en donde la
educacién es medida por las TIC y, por ende, la blisqueda de material audiovisual
disponible en linea como apoyo a la labor docente es méas recurrente, es necesario el
estudio de los videos disponibles en YouTube relacionados con el Teorema de Pita-
goras (uno de los contenidos curriculares mas estudiados), con el propésito de conocer

su Idoneidad Epistémica desde la perspectiva del EOS.

1.2 OBJETIVOS

Con base en la problematica planteada consideramos que para poder abordarla se

hace necesario declarar los siguientes objetivos generales y especificos del trabajo.
1.2.1 Objetivo general

Analizar cualitativamente el nivel de Idoneidad Epistémica, desde la perspectiva del
Enfoque OntoSemidtico, de los videos méas populares de YouTube relacionados con

el Teorema de Pitagoras.
1.2.2 Objetivos especificos

1. Escoger los videos mas populares de YouTube relacionados con el Teorema de
Pitagoras.

2. Adaptar los descriptores de los criterios de idoneidad didéctica propuestos por
el Enfoque Onto-Semiotico, al Teorema de Pitagoras, poniendo énfasis en la
faceta epistémica.

3. Analizar el material audiovisual recopilado usando los descriptores de los cri-

terios de Idoneidad Epistémica adaptados.
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CAPITULO 2. REFERENTES CON-
CEPTUALES

En este capitulo presentamos los principales referentes conceptuales que permiten
sustentar y desarrollar el trabajo de grado. Especificamente, consta de cuatro seccio-
nes: en la primera, presentamos la conceptualizacion adoptada para videos educativos
y una tipificacién para esta clase de videos; enseguida, exponemos diferentes aspectos
de orden epistémico (representaciones, proposiciones, procedimientos, argumentos,
problemas) sobre el Teorema de Pitagoras, centrado en aspectos (en adelante, apro-
ximaciones) tales como: diversas concepciones del teorema, los tipos de argumentos
mas usuales de este, algunas de sus situaciones matematicas mas comunes y las prin-
cipales generalizaciones del mismo; luego, presentamos un panorama general de este
objeto matematico dentro del Curriculo Escolar Colombiano; por tultimo, exponemos
algunos elementos que plantea la teoria del Enfoque Ontosemidtico (EOS) para la

Idoneidad Didactica, en particular para la Faceta Epistémica.

2.1 TIPOS DE VIDEO EDUCATIVO

Como describimos en el planteamiento del problema, el principal insumo para la
elaboracion de este trabajo son los videos educativos; por consiguiente, presentamos

la conceptualizacion adoptada sobre video educativo empleada para este estudio.

Un video educativo es todo material audiovisual que cumple un objetivo didactico
(Bravo, 1996) y que puede ser utilizado durante el proceso de ensenanza o el proceso
de aprendizaje, como un recurso del profesor, a pesar de no estar diseiado con este

proposito (Atencia, 2009).

Los videos educativos se pueden caracterizar de acuerdo a sus recursos técnicos pro-
puestos por (Vaquero, Brescd, Coiduras & Carrera, 2019), si utilizan como soporte
varias aplicaciones como pizarras electronicas, simuladores, motores de realidad au-
mentada, animaciones, programa informatico (e.g., tutorial sobre las generalizaciones
del Teorema de Pitagoras usando GeoGebra), aplicaciones de captura de pantalla y
ediciéon, material didactico (e.g., archivos PDF, presentaciones de diapositivas, y
otros tipos de complemento), filmacién, (e.g., documental sobre el Teorema de Pité-
goras de Universo Matematico, qué incluye filmes, voces secundarias, ediciones, dia-

positivas, entre otros).
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Los videos educativos se pueden tipificar de acuerdo con la intencionalidad que pre-
sentan, (Cebrian, 1987). La Tabla 1, presenta la descripcién para cada uno de los
tipos de videos atendiendo a estas categorias: Interés Publico e Interés Académico;
el Interés Académico se divide entre Curricular y No Curricular; y, el interés No

Curricular entre Cientifico-Técnico y Areas del Conocimiento.

Tabla 1. Tipos de videos segiin su intencionalidad

Ti d
II.)OS © Intencionalidad
videos

Son aquellos cuyo objetivo es presentar a una audiencia dispersa aspectos relacionados
Interés PU- | con determinadas formas culturales. Para este tipo de videos no se requiere un previo

blico conocimiento matematico (e.g., documental de Universo Matemético, sobre el teorema
de Pitdgoras).

Son aquellos que se realizan explicitamente a la programacion especifi-
camente de la asignatura; plantean elementos evaluativos de manera ex-
plicita (e.g., un video para sexto grado que pretenda explicar una apli-

Curricular ., L . ,
cacién sobre el teorema de Pitagoras; en este caso, el video comenzaria
hablando del nivel educativo para el cual estd dirigido e indicaria su
objetivo concreto dentro del plan curricular).

Son aquellos que exponen contenidos relacionados con el
Interd avance de la ciencia y la tecnologia. Este tipo de videos
nteres < Lepe . . . "
Académi Cientifico- requieren un previo conocimiento matematico para ser
cadémico L. . i L
Técnico entendidos (e.g., un video sobre la generalizacién del teo-
. rema de Pitagoras requiere conocer previamente el Teo-
No Curri- .
rema de Pitdgoras).
cular

Son aquellos que pretenden dar a conocer algin contenido
Areas  del | académico, y son utilizados como recursos didacticos, pero
Conoci- no pretenden explicitamente evaluar los aprendizajes po-

miento tenciales involucrados en el video (e.g., tutorial que pre-

senta la demostracion del Teorema de Pitagoras).

Estas categorias se convierten en un referente para tipificar los videos educativos que
consideremos como muestra del estudio, segin su intencionalidad. Asi mismos, los
rasgos técnicos indicados antes se convierten en un referente para caracterizar estos

videos educativos, segin sus componentes.

2.2 REFERENTES MATEMATICOS

El objeto matematico protagonista de este trabajo es el Teorema de Pitagoras. To-

mando de base principalmente la propuesta de (Torres, 2017) para estudiar este
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objeto desde un punto de vista epistémico, es decir, la representatividad de los sig-
nificados institucionales pretendidos (o implementados) respecto a un significado de
referencia, segiin Godino (2013); en nuestro caso es el significado matemético del
Teorema de Pitagoras. Nosotros planteamos cuatro aspectos centrales que apuntan
a presentar diferentes aproximaciones al Teorema: concepciones, situaciones, argu-
mentos y generalizaciones. Vale aclarar que este ultimo aspecto no es mencionado

por Torres; nosotros completamos la propuesta anadiéndolo.

2.2.1 Concepciones del Teorema de Pitagoras y principales

representaciones asociadas

El Teorema de Pitagoras es posible enunciarlo a partir de dos concepciones: como
una relacién entre areas de superficie de cuadrados o como una relacién entre medidas
de lados de un triangulo rectangulo. A estas dos interpretaciones se les pueden rela-
cionar diferentes tipos de representaciones, a saber, verbal, grafica estatica, simbo-
lica, numérica, grafica dinamica y en material concreto. En la Tabla 2 y Tabla 3 se
presentan las dos concepciones del Teorema, y una ilustracion de algunos tipos de
representaciones asociadas a cada uno con sus respectivas descripciones. Creemos que
esto permite dejar el mensaje de los tipos de representaciones que se pueden vincular
al objeto en una practica matemaética o de instruccién especifica en la que el Teorema

intervenga.

Tabla 2. Concepcién del Teorema de Pitagoras de la relacién entre medidas de lados de un tridngulo

rectangulo y representaciones asociadas

Concepcién
Relacién entre medidas de lados de un tridngulo rectangulo
Representacion

. En un tridangulo rectangulo, el cuadrado de la medida de la hipotenusa es
Verbal (Enunciado)

igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos.
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A b C

Figura 2.2-1. Gréfica estatica-simbdlica para las medidas de lados de un

Grafica estética-

Simbdlica o ;
tridngulo rectangulo

Las letras maytsculas 0, 6 y 0 indican los vértices del tridngulo; el dngulo
recto se encuentra marcado por su respectiva notacién geométrica para el
" 8; las letras mintsculas (3 @y ®indican las medidas de la hipotenusa y los
catetos respectivamente, estando estas directamente relacionadas con el vér-
tice opuesto a cada segmento. Yoy Gse relacionan mediante la igualdad
O © ®;siendo ®,® y ®, los cuadrados de las medidas de la hipote-
nusa y los catetos, respectivamente.

Las letras mindsculas ¢ @y ®indican nimeros naturales diferentes de cero®
que satisfacen la igualdad & @ @ ; el paréntesis indica que dichos va-
lores forman una triada ordenada de ntimeros, donde cada componente co-
Numérica rresponde a V& , VI& y NG respectivamente. A su vez () J)y windican las
medidas de la hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo, colocando
en la primera componente, el menor entre ellos. A la expresiéon GH¥O se le
conoce comunmente como terna pitagorica.

Para un tridngulo rectangulo en movimiento, se debe cumplir, que el cua-

Grafi drado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
réafica . i )
DinAmi las medidas de los catetos. Este es el tipo de representaciones que se pueden

indmica . e . o
realizar en un software de geometria dinamica. Estas representaciones dina-

micas son utiles para ilustrar el Teorema, mas no para demostrarlo.

Hay material concreto que ilustra tridangulos rectangulos cuyos lados tienen
como medida una terna pitagérica —e.g., (3, 4, 5)—, pero que en sentido
estricto no ilustran que la medida de la hipotenusa al cuadrado es igual a la
. suma de los cuadrados de la medida de los catetos —e.g., U o T —,dado
Material concreto . . i . i
que esa igualdad se puede verificar a través de realizar la suma de nimeros
especificos que resultan de los cuadrados —e.g., 9 y 16—.

En la literatura no encontramos referencias sobre material concreto que mos-

trara el Teorema de Pitadgoras segin su relacion entre medidas de lados, por

3 Cuando se trabaja con triadas pitagéricas, en teoria de nimeros, es usual utilizar nimeros naturales; sin em-

bargo, no desconocemos que hayan triadas con ntmeros reales —e.g., “ hift* ‘Q —, pero para este trabajo,

estos no son de nuestro interés.
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lo que nos atrevimos a realizar una propuesta que puede ser de interés. A
continuacién, explicamos cémo se podria hacer uso de cierto material con-
creto para ilustrar el Teorema bajo esta concepcion:

Para un caso particular del tridngulo rectangulo (3, 4, 5), deberfa tener una
antena de medida 5 unidades, que al expandirse tenga como medida 25 uni-
dades; de la misma manera, tener una antena de medida 4 unidades y ex-
tenderla hasta que tenga una medida de 16 unidades; y una antena de me-
dida 3 unidades, que al expandirse tenga como medida 9 unidades y se ubi-
carian las antenas como se muestra en la Figura 2.2-2. En seguida, poner las
antenas de medida 0 y T , una al lado de la otra y colineales, como se
muestra en la Figura 2.2-3, y comprobar que la medida total de las dos
antenas juntas es igual a la medida de la antena de 5 unidades extendida a
L .

-9
‘e

-

Figura 2.2-2. Material concreto para las medi-
das de lados de un triangulo rectangulo

Figura 2.2-3. Material concreto para las medi-

das de lados de un tridngulo rectangulo

Tabla 3. Concepcion del Teorema de Pitagoras de la relacion entre areas de cuadrados y representa-

ciones asociadas

Concepcién

Relacién entre areas de cuadrados

Representacion

20




Verbal (Enunciado)

El area del cuadrado construido tomando como uno de sus lados la hipote-
nusa de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de las areas de los cua-
drados construidos tomando como lado, respectivamente, uno de los catetos

del mismo triangulo rectangulo.

Grafica estatica-
Simbdlica

Figura 2.2-4. Grafica estatica-simbdlica para areas de cuadrados

Las letras maytsculas 0, 6 y 0 indican los vértices del tridngulo; el dngulo
recto se encuentra marcado por su respectiva notacién geométrica para el

" 8; las letras mintsculas € @y ®indican las medidas de la hipotenusa y los

catetos respectivamente, estando estas directamente relacionadas con el vér-
tice opuesto a cada segmento; las letras griegas| ,T y —indican el area de
superficie de los cuadrados construidos tomando como uno de sus lados la
hipotenusa o uno de los catetos respectivamente. | ;T y —se relacionan
mediante la igualdad | 1 — siendo estas las areas de los cuadrados cu-
yos lados miden ¢fudy @ respectivamente.

Gréfica
Dinédmica

Para un tridngulo rectdngulo en movimiento, se debe cumplir, que el area
del cuadrado construido tomando como uno de sus lados la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados
construidos tomando respectivamente como lado uno de los catetos del
mismo tridngulo rectangulo. A modo de ejemplo, en la Seccién 2.2.2.3, en la
p- 34, se presenta un argumento dindmico para la demostracién del Teorema
de Pitdgoras propuesta por Perigal (1830); estas representaciones dindmicas
son Utiles para ilustrar el Teorema, mas no para demostrarlo.

Material concreto

Para cualquier ficha o pieza que representa un tridngulo rectangulo, se debe
cumplir que las fichas o piezas que representan el area del cuadrado cons-
truido tomando como uno de sus lados la hipotenusa, cubran exactamente
dicha regién; a su vez, que al ser reacomodadas tales fichas cubran exacta-
mente las regiones que representan las superficies de los cuadrados construi-
dos tomando respectivamente como lado uno de los catetos del mismo trian-
gulo rectdngulo. En la Figura 2.2-5 se muestra céomo las fichas de las super-
ficies de los cuadrados que corresponden a los catetos cubren la superficie
del cuadrado, al reubicarse cubren la superficie del cuadrado construido a
partir de la hipotenusa, como en la Figura 2.2-6. (Anaricio-Gopel, 1824,
como se cité en Gonzélez, 2008). (Loomis, 1968)
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Figura 2.2-5. Material concreto

Figura 2.2-6. Material concreto
para las areas de los cuadrados

para las areas de los cuadrados

2.2.2 Argumentos

Existe un cuantioso nimero de argumentos que soportan la validez del Teorema de
Pitagoras propuestos por diversos autores —e.g., Pappus, Bhaskara, Euclides, Leo-
nardo Da Vinci— (Torres, 2017); Loomis (1968) recopilé 367 argumentos entre de-
mostraciones formales® y pruebas’, proponiendo una clasificaciéon para estos. Esta
clasificacién consiste en cuatro categorias: geométrico-algebraica, geométrica, dina-

mica’ y cuaternionica’.

Para nuestro trabajo, usamos tres categorias: la geométrica, la geométrico-algebraica
y la geométrico-dinamica. Para las dos primeras, usamos la misma descripcién pro-
puesta por (Loomis, 1968); para la tltima, usamos la descripcién de (Barrantes, Za-
mora y Barrantes, 2021); esto es, en lugar de aludir a propiedades de fuerza y masa
como lo hace Loomis para verificar la invariante pitagérica, aludimos a la posibilidad
de movimiento o transformacién en un continuo de las figuras geométricas implica-

das, verificando dicha invariante.

! Para este Trabajo de Grado, entendemos por demostracién, como la descripcién, en el contexto de una comu-
nidad de aula en un momento dado, de un argumento matematico que cumple tres criterios: (i) utiliza declara-
ciones aceptadas por la comunidad del aula (conjunto de declaraciones aceptadas) que son verdaderas y estan
disponibles sin maés justificacién; (ii) emplea formas de razonamiento (modos de argumentacién) que son vali-
das y conocidas por, o dentro del alcance conceptual de, la comunidad del aula; y (iii) se comunica con formas
de expresién (modos de representacién de argumentos) que son apropiadas y conocidas por, o dentro del al-
cance conceptual de, la comunidad del aula, segin Stylianides (2007).

® Para este Trabajo de Grado, entendemos por prueba a aquellos argumentos que se sustentan en verificaciones
hechas a partir de diferentes representaciones —graficas, con material concreto, con simbologia algebraica, etc.—
sin exponer encadenamientos de aserciones o garantias (que son parte de un sistema tedrico).

6 Argumentos sustentados a través de las propiedades de fuerza y masa.

" Argumentos sustentados mediante el uso de vectores que representan cuaterniones. Estos son una extensién de
los ntimeros reales, similar a la de los complejos, en el que cada nimero estd compuesto por cuatro partes de la
siguiente manera: 1 @ QO QROQQQNQ Q Q p.
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En la Figura 2.2-7 presentamos la relacion que existe entre las dos concepciones del
Teorema de Pitagoras, las tres categorias de los argumentos para dicho objeto mate-

matico y sus respectivas subcategorias (en adelante, grupos).

Argumentos del
Teorema de Pitdgoras

Relacion entre . i Relacion entre la
. Coneepeiones )
area de cuadrados media de lados

3

. | Geomdétrico-
Geométricos .
I algebraicas

Composiciones con
trisimpulos congruentes

Transformaciones

Relaciones de
semejanza de triangulos

Propiedades métricas
de la circunferencia

Descomposicidn y
composicion de partes

Division en unidades de Geométrico-
medida dindmicas

Figura 2.2-7. Relacién entre las concepciones del teorema de Pitdgoras, las categorias y subcatego-

rias de sus argumentos

Es importante resaltar que para los argumentos de descomposicion y composicion de
partes y las transformaciones, usualmente se presentan en textos como comprobacio-
nes a la luz de representaciones graficas, es decir como pruebas que no estan basadas
en un sistema teérico ni se sustentadas formalmente; ello no significa que no haya
textos, como el Libro I de los Elementos de Euclides (Elementos de Euclides, 1996,
p. 2426), que presenten las respectivas demostraciones formales, desatacando, eso si,

que no es usual que tales demostraciones formales sean expuestas.
Argumentos geométricos

Este tipo de argumentos le da la prioridad a la representacion grafica estatica y al
significado del teorema por areas. (Loomis, 1968) propone diez subtipos para este

tipo de argumentos. Sin embargo, decidimos utilizar la clasificacion propuesta por
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(Torres, 2017) quien, basado en aquella, considera solo tres subcategorias. Utilizamos
esta ultima propuesta ya que la consideramos mas operativa para nuestro analisis.

Presentamos a continuacion la descripcion para cada uno de tales grupos:

Grupo 1. Argumentos a partir de la division en unidades de medida:
Estos argumentos consisten en dividir los tres cuadrados (formados con los lados del
tridngulo) en unidades iguales; obtenemos que la suma de las unidades en las que ha
sido dividido el cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las
unidades en las que han sido divididos los cuadrados construidos sobre los catetos.
Este tipo de verificacién se basa en ternas pitagéricas, a partir de las cuales se define
el nimero de unidades a considerar por cada lado los respectivos cuadrados®. La
Figura 2.2-8 ilustra un ejemplo para este tipo de argumento, en el que con la terna
oftfv se prueba graficamente que el cuadrado que tiene uno de sus lados como la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados que tienen uno de sus lados como los

catetos, como se muestra en la figura tomada de (Loomis, 1986):

Figura 2.2-8. Argumento a partir de la divisién en unidades de medida

En el tridngulo rectangulo de la Figura 2.2-8, se sabe que el triangulo rectangulo con
0, T y U como la medida de la hipotenusa y los catetos, respectivamente, determina
la terna pitagérica ofthy ; ademas, se tiene que cada uno de los cuadrados formados
con los lados del tridangulo rectangulo se dividen en cuadrados mas pequenos con la
medida sus lados pO, como se muestra en la Figura. Si se cuenta la cantidad de

cuadrados que lo componen (formados a partir de la hipotenusa y los catetos), seran

¥ Los triangulos rectangulos que cumplan estas condiciones se conocen como triangulos egipcios.
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@, &) y o respectivamente; a la vez se tiene que se satisface la igualdad

Para el caso particular de la Figura 2.2-8, tenemos un triangulo rectangulo con o, 4
y U como la media de la hipotenusa y los catetos respectivamente, con lo cual se
determina la terna pitagérica oftfv ; aplicando el Teorema de Pitagoras a esta terna

se tiene que:

v w peCu O T

Queda asi verificado el Teorema para este tipo de triangulos rectangulos.

Grupo 2. Argumentos a partir de descomposicién y composicion de

partes: También conocidos como puzles pitagoricos; estos argumentos consisten en
la, descomposicion en partes de los cuadrados que tienen como uno de sus lados alguno
de los catetos, para luego componer, a modo de rompecabezas, el cuadrado que tiene
como uno de sus lados la hipotenusa. El procedimiento inverso también hace pate de
este grupo: las partes en que se descompone el cuadrado, construido con base en la
hipotenusa, se disponen en los cuadrados construidos con base en los catetos del
triangulo rectangulo. La Figura 2.2-9 muestra como ejemplo de este tipo de argu-

mento, una forma de descomposicién segtin (Perigal, 1830, como se cit6 en Gonzéles,

2008):

Figura 2.2-9. Argumento de Perigal a partir de descomposicién y composicién de partes.
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w v

Mostracion® del teorema: Para un tridngulo rectangulo con 6 @ © Oy 0 6 como la
media de la hipotenusa y los catetos, respectivamente; ademas que 0 0 0 G9. Se
tiene que para el cuadrado con uno de sus lados el cateto de medida 0 @ se debe
descomponer trazando dos segmentos, uno paralelo a la hipotenusa y el otro perpen-
dicular a esta, tal que estos se intersequen en el centro de dicho cuadrado y sus
extremos pertenezcan él. Con la construccién anterior, el cuadrado con medida de
sus lados igual a la medida del cateto mayor queda descompuesto en cuatro trape-
zoides congruentes. El cuadrado, con la hipotenusa como uno de sus lados, se com-
pone en forma de rompecabezas a partir de los cuatro trapezoides construidos a partir

del cuadrado con lados de medida O Oy el cuadrado con lados de medida 0 O

Grupo 3. Argumentos a partir de transformaciones: Este tipo de argu-
mentos requieren un conocimiento sobre equivalencias de area en figuras no con-
gruentes. Se llaman de transformacion porque en los procedimientos implicados en la
argumentacion hay cambios de forma en figuras que finalmente representan la misma,
area. Estos argumentos, en algunas ocasiones, se acompanan de la explicitacion de
las cadenas deductivas implicadas. A manera de ejemplo, presentamos el argumento

de (Euclides, 300 a.C.), a partir de transformaciones.

Dado el ¥0 6 &on el” & recto, scan lost 6 6 O'® 6 6 'Ot 6 6 "Q'@adrados y
la OBJ O Btal que OR) 6 & ©

Sean 0 6e 0 "G 0 0e O Opor la D. Cuadrado;” 0 0 '®©" 0 0 @ado que” 0 0 @

" 0 0 "@n rectos y ambos tiene por dngulo adyacente al” 0 0 0Se cumple, entonces,
que Y6 6 ' ©Y6 6 'Qor el Postulado LAL (Lado-Angulo-Lado), por lo tanto
by by (Figura 2.2-10).

Sea " y "y yaquelos Y8 6 "® Y6 "O®@mparten el 6 "Qomo base y la altura

relativa a 0 'QFigura 2.2-11).

vy

, . ! TN N~ T
Anélogamente a lo anterior, se cumple que ° y "y yaquelos YO 0 ' ©®Y0 "Ou

comparten el 6 "@omo base y la altura relativa a 0 "QFigura 2.2-12).

9 Decimos “mostraciéon” del teorema porque se provee una explicacién del procedimiento de construccién de las
piezas y se aluden a las propiedades de estas; sin embargo, no se provee una sustentacion de estas propiedades.
En suma, es una explicacién de la representacién, més que una justificacién de las propiedades de los objetos que
la constituyen. Esta mostracién es un tipo de prueba.

0Sid 6 0 Oel procedimiento es anilogo, ya que cualquiera de los dos cuadrados se puede descomponer, con la

particularidad que el cuadrado que se descompone, lo hace en cuatro tridngulos congruentes.
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Usando el Principio de Sustitucién podemos concluir que : Y y (Figura
2.2-13).

OUU determina los t 0 O0 U0y t O "O0 Urectangulos, con lo cual
! ! !
t t t

. 1 1 1 1
Por otro lado, podemos afirmar que = v - y oy - , ya que

0 "® 'OUson diagonales det 0 0 'G/Q O "OQ itkspectivamente.

Aplicando  nuevamente el  Principio de  Sustitucién  tenemos  que:

- t - { y por lo tanto que! t ! t

Llevando cabo un procedimiento anilogo parat 0 6 O@t 6 "OU tenemos que:
! !

t t
Realizando las  sustituciones correspondientes, podemos concluir que:
! ! !

£ t t
E E
I 1
D D
A A
H H
=

g7k LJs ) i S e 5

¢
F 7 G F 7 G
Figura 2.2-10. a Figura 2.2-11. b

E E

1 g3
D D
+—A e o
W/ W q '
U _1 U

cH B ¢ B
F 1 G F T G
Figura 2.2-12. C Figura 2.2-13. d
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En la Tabla 4 presentamos otros ejemplos para cada grupo de argumentos con el fin
de esclarecer y diferenciar estas tres subcategorias de argumentos del Teorema de

Pitagoras.

Tabla 4. Argumentos geométricos del Teorema de Pitagoras

Grupo 1: Divisién en uni- | Grupo 2: Descomposicién y | Grupo 3: Transformacio-

dades de medida

composicion de partes

nes

_________|_________
'
i
'
'
'
'
'
i
1
I
'
'
'
i
I
I

ccssscssdann -
I
'

i
I
I
'
'
'
i

1
’ 1l

. 1 ~
¢ 1
]
H

Fuente: Adaptado de paper
folding “proofs” por (Loomis,
1968)

Fuente: Adaptado de El teo-
rema llamado de Pitdgoras.
Una historia geométrica de
4.000 afios por (Anaricio—

Gopel, 1824, como se citd en

Gonzéles, 2008)

Fuente: Adaptado de El teo-
rema llamado de Pitdgoras.
Una historia geométrica de
4.000 arios por (Leonardo da
Vinci, 1452 - 1519, como se
cité en Gonzéles, 2008)

Argumentos Geométrico-Algebraicos

Este tipo de argumentos usan tanto propiedades geométricas como algebraicas, con
lo cual combinan representaciones graficas propias de la geometria con representa-
ciones simbolico-algebraicas. En esta categoria podemos diferenciar tres subcatego-
rias de argumentos: una que se relaciona con la concepcién a partir de la relacion
entre areas, en la cual se prioriza la composicion de figuras a partir de tridngulos
congruentes. Las otras dos que privilegian la concepcion de relacion entre medidas
de lados; por un lado, tenemos las que se fundamentan en las relaciones de semejanza,
entre triangulos y, por otro, aquellas que se sustentan en las propiedades métricas de
la circunferencia. A continuacion, se presentan las descripciones de este tipo de ar-
gumentos; hemos seguido la secuencia de la numeracién para los grupos de argumen-

tos, para una facilidad en la referenciacion ulterior.

Grupo 4. Argumentos a partir de composiciones con tridngulos con-

gruentes: Este tipo de argumentos privilegia las medidas de las areas, razén por la
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cual estd directamente relacionado con los argumentos geométricos; sin embargo, se
diferencian en que su desarrollo también alude a propiedades algebraicas. A manera
de ejemplo, presentamos el argumento a partir de composiciones con triangulos con-

gruentes propuesto por (Zhao y Liudel, 300 a.C., como se cité en Gonzales, 2008).

Dado ¥6 6 dectangulo, construimos tres triangulos congruentes al Y0 6 @bicandolos
como se muestra en la Figura 2.2-14. Por cémo se ubicaron los tridngulos se pueden
deducir que la medida de los lados del cuadrado mas pequenos que se ha formado es

0 0 O Qcon locual el 4rea de este cuadrado se puede expresar como 0 0 0 O

Por otro lado, los tridngulos forman un cuadrado con medidas de sus lados igual a
0 g siendo 6 Oigual a la medida la hipotenusa; a partir de esto, el area del cuadrado
se puede expresar como 0 0. Por otro lado, podemos expresar tal area como la suma
de las areas de los cuatro tridngulos, mas el area del cuadrado central; de lo anterior,

se tiene que:

" 66066 , . ..
60 T 60 06
C
6060606 von o ow
66 T—— ® 606000

~

66 6000 60 0000 W

66 00 00
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