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Unidad Patrocinante Universidad Pedagégica Nacional.

Palabras Claves METRICA, DISTANCIA, MAXIMO, EXPLORACION Y GEOMETRIA.

2.Descripcion

Este trabajo de grado se dirige a profesores de matematicas que tengan interés en ensefiar, en sus aulas
de clase, el concepto de distancia desde una perspectiva distinta a la usual, aqui se encuentran nuevas
formas de objetos geométricos, sus definiciones reinterpretadas bajo la métrica del maximo y sus
justificaciones pertinentes. Los elementos geométricos abordados en esta monografia son entre otros:
interestancia, segmento, rayo, recta, rayo opuesto, punto medio, mediatriz, congruencia entre segmentos.
Ademas, se identifican las propiedades que cada elemento mantiene o modifica, también se encuentran
algunos objetos, teoremas o propiedades que no adquieren una particularidad bajo dicha métrica con su
debida justificacién y que por consiguiente no adquieren una forma fija, sin embargo, se pueden utilizar
también en las clases ya que se identificarian caracteristicas y se lograria conducir a los estudiantes a

disenar y corroborar conjeturas.

3. Fuentes

Garcia, M. Ramirez, T. (S.F). Relaciones de equivalencia. Recuperado de:
https://ocw.ehu.eus/file.php/133/algebra/temaiapto3.pdf

Ministerio de Educacién Nacional., (1998), Lineamientos curriculares de matematicas. Bogota D.C,
Colombia.

Moise, E., (1963). Elementary feometry from an Advanced Standpoint. Estados Unidos de América: The
Book Company.

Morris, S. (2010). Topologia sin dolor. Recuperado de:http://www.topologywithouttears.
net/topbookspanish.pdf

Samper, C., Molina, O., Echeverry, A., (2013). Elementos de Geometria. Bogot4 D.C, Colombia:
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Fondo Editorial Universidad Pedagogica Nacional.

Samper, C., Molina, O., (2013). Geometria plana, un espacio de aprendizaje. Bogota D.C, Colombia:
Fondo Editorial Universidad Pedagagica Nacional.

Stewart, J., Redlin, L., Watson, S. (2012). Matematicas para el calculo. Recuperado de: http:
//190.90.112.209/precalculo_-_matematicas_para_el_calculo-1.pdf

4.Contenidos

El trabajo de grado se divide en cinco capitulos:

En el primero, se seleccionan las definiciones, postulados y teoremas de la geometria Euclidiana, ademas
de algunas propiedades de los numeros reales necesarios en el desarrollo del trabajo de grado al
momento de realizar algunas demostraciones formales. En este capitulo también se encuentra la
definicién formal de la métrica en cuestion y también la forma de la bola abierta encontrada para esta
distancia.

En el segundo capitulo se realiza el estudio de los objetos geométricos segmento, rayo, rayo opuesto,
recta, angulo y tridngulo, bajo la definicién de la métrica del maximo. Cada objeto matemético tiene su
respectiva justificacion sobre el porqué funciona o por qué no, se pueden abordar bajo la métrica del
maximo.

El tercer capitulo consta algunos teoremas y propiedades que se estudian a partir de la definicién de la
métrica del maximo. Estos teoremas y propiedades son seleccionados principalmente de dos libros de
geometria: Geometria plana de Carmen Samper y Oscar Molina (2013), y Elementary feometry from an
Advanced Standpoint de Edwin Moise (1963).

En el cuarto capitulo se realiza el estudio de la congruencia entre segmentos, presentando la justificacién
correspondiente sobre la relacion de equivalencia que debe cumplir la congruencia, el segmento
representante, el conjunto cociente y dos teoremas, seleccionados también del libro de Moise, E. (1963).
En el quinto y Ultimo capitulo se realiza el estudio de dos definiciones relacionadas con los elementos
geométricos ya trabajados en el capitulo 2, estos son, el punto medio y la mediatriz. Dichos elementos se
presentan en una seccién diferente ya que, en Moise, E. (1963) estas definiciones se encuentran después
de abordar la congruencia de segmentos en un capitulo diferente.

Es importante mencionar que, cada situacién cuenta con un enlace de GeoGebra en el que el lector puede
encontrar la construccién realizada para cada objeto, con el fin de que puede explorar y verificar los
resultados presentados para cada uno.

Documento Oficial. Universidad Pedagégica Nacional
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5.Metodologia

El trabajo de grado se realiza, en un primer momento, haciendo una revision de los conceptos basicos de
la geometria, con el fin de comprender las propiedades de cada uno de ellos, y asi poder interpretarlas a
partir de la definicién de métrica del maximo.

La exploracion fue la estrategia que se utilizd, para iniciar el reconocimiento de la forma que adquieren los
objetos geométricos bajo la definicion de la métrica del maximo; dicha exploracion permitié que, los
nuevos elementos estudiados se determinaran de manera mas practica, ya que en la mayoria de
ocasiones se basaron en los elementos previamente construidos. Ademas, al hacer uso de la herramienta
tecnologica GeoGebra, los resultados se obtenian con mayor fiabilidad y asi mismo se podian demostrar a
partir de teoremas, definiciones y postulados de la geometria usual de manera méas exacta. Esta
herramienta tecnoldgica permite evidenciar de manera mas precisa la validez de la definicion de
interestancia, ya que con la opcion “vista - hoja de célculo” se podia verificar dicha propiedad geométrica,
ubicando los puntos en diferentes lugares del plano.

Se seleccionaron algunos teoremas y propiedades, por la relacion que tienen con los objetos
reinterpretados de la geometria Euclidea, en ocasiones no es posible llevar el mismo orden de
construccion que se presenta en los libros de esta area, ya que existen elementos, como por ejemplo la
recta, que, bajo la métrica del maximo, dependen tanto del segmento como del rayo, en cambio en la
geometria usual la recta es un objeto no definido.

Las demostraciones formales de la existencia de elementos y cumplimiento de propiedades son, en
algunos casos, extensas. Es por esto que se presenta su debida explicacion, justificacion formal y ademas

un enlace de GeoGebra que posiblemente ayudara a comprender mejor la demostracion.

6. Conclusiones

El estudio del segmento bajo la métrica del maximo, muestra que adquiere dos representaciones (un
segmento usual y un cuadrilatero) que dependen de 3 diferentes ubicaciones del punto B, esto muestra
una diferencia importante en comparacién a la métrica usual, ya que se pasa de tener un solo tipo de
representacion de segmentos a tener tres; ademas el hecho de encontrar tres casos de segmentos obligd
inmediatamente a los demas objetos geométricos (rayo, rayos opuestos, recta) a tener, también, tres
casos distintos.

Al estudiar la congruencia de segmentos generados por la métrica del maximo, se demuestra que la
congruencia es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva), a partir de esto se encuentra
el representante de todos los segmentos, el conjunto cociente y se elaboran instrucciones que pueden

llevar de un segmento en cualquier posicién del plano a su representante y del representante al conjunto

Documento Oficial. Universidad Pedagégica Nacional
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de congruencias.

Luego, al estudiar la definicién de punto medio y mediatriz de un segmento se encuentra que, como se
menciond anteriormente, en el caso 1 del segmento del maximo, el punto medio y la mediatriz tienen la
misma representaciéon de la métrica usual. Ahora, para los casos Il y I, en el punto medio se determina un
segmento de la métrica usual y para la mediatriz se determina un segmento unido con dos rayos de la
geometria usual.

Realizar este tipo de trabajos y explorar las distintas métricas existentes, puede ser de ayuda para
comprender de manera mas profunda el significado de distancia, ya que, al interpretar las cosas de
manera no usual, se genera una motivacién y un interés por descubrir las diferentes formas que adquieren

los objetos si no se definen de manera convencional.

Se debe observar que, de una definicion, bajo dos métricas distintas, se obtienen diferentes objetos
geomeétricos, esto quiere decir que, si a una misma definicion se le aplican diferentes métricas, entre las
tantas que existen, se pueden obtener una gran cantidad de formas diferentes.

Por dltimo, se debe mencionar y sugerir que, el trabajo de reinterpretar la geometria de Euclides, a partir
de la métrica del maximo, abre una nueva ventana para explorar, interpretar y representar los elementos
de la geometria del espacio o también identificar cual seria la representacién y las caracteristicas de las

secciones cénicas, que se obtienen a partir de la métrica del maximo.

Elaborado por: Chaves Barbosa, Fredy Alexander; Pinzéon Rodriguez, Michael Stiven.

Revisado por: Donado Nufez, Alberto.

Fecha de elaboracion del
Resumen:
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Introducciéon

El presente trabajo de grado involucra definiciones, postulados y teoremas de la geometria
de Euclides abordados, no de la forma usual, sino a partir de la definiciéon de la métrica del
maximo. Para su realizacion, en un primer momento se hace una recolecciéon de los objetos
geométricos junto con sus caracteristicas, y las propiedades fundamentales y bésicas de la mé-
trica del maximo. En este trabajo, se tienen en cuenta, principalmente, dos libros, el primero
es el utilizado en los cursos de geometria de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional: Geometria Plana de Carmen Samper y Oscar Molina (2013); y el segundo

Elementary Geometry from an Advanced Standpoint de Edwin E. Moise (1963).

En un segundo momento se realiza una exploracion de los objetos geométricos basicos, co-
mo lo son la interestancia y el segmento; luego, teniendo estos objetos geométricos como base,
se interpretan de manera formal algunos elementos de la geometria de Euclides bajo la definicién
de la métrica del maximo. Una herramienta fundamental en el desarrollo de esta monografia es
el software GeoGebra, en el cual se exploran y se corroboran los resultados de cada elemento
tratado; en la mayoria de secciones se encuentran enlaces de esta aplicacién, en los cuales se
presentan las construcciones de diferentes objetos trabajados, el lector puede explorar y confir-

mar las conjeturas que se realizan acerca de dichos objetos.

Para identificar la nueva forma de los objetos, bajo la métrica del maximo, se realiza una
exploracion detallada siguiendo la definicién de distancia del maximo e ir justificando cada
particularidad encontrada, esto, con los elementos que proporciona la geometria plana y las
propiedades de los ntimeros reales. Las exploraciones, en cierto punto dejan de mostrarse, pues
los procesos llevados a cabo para encontrar las formas de los objetos geométricos son similares

en la mayoria de los casos.

A partir de la definicién de interestancia, se realiza la construccién de segmento, obtenien-
do tres casos diferentes, dependiendo de la ubicacién de los puntos A y B, de estos tres casos,
dos estan justificados formalmente y el tercero se presenta como analogia del segundo. Los rayos
y las rectas surgen a partir de la definiciéon de segmento, por lo tanto, también se encuentran
tres tipos de rayos y tres de rectas, junto con sus respectivas justificaciones que se presentan de

manera similar a las del segmento.

Por el cambio en las representaciones, al hacer la reinterpretacién correspondiente de las defini-



ciones, se encuentran elementos geométricos en los cudles no se cumplen las mismas caracteris-
ticas y propiedades que en la métrica usual, un ejemplo de ello es el angulo; para este objeto, no
fue posible establecer algin niimero real, tal que este represente la medida del angulo. Cuando
esto ocurre en la presente monografia, se realiza la respectiva justificacion del porqué se consi-

dera que no es posible trabajarlo bajo la distancia del maximo.

Moise, E. (1963), en su libro presenta propiedades y teoremas sobre la geometria, de ellos
se seleccionan los relacionados con los objetos construidos por medio de la exploracién y se
interpretan bajo la métrica del maximo, para establecer si se satisfacen o no dichas conjeturas
y porqué. También se tuvieron en cuenta algunas definiciones y teoremas estudiados en el libro
Geometria Plana de Samper, C. y Molina, J. (2013) realizando el mismo proceso de verificacién

de propiedades, determinando si se cumple o no bajo la métrica del maximo.



Justificacion

El presente trabajo de grado surge del interés de interpretar la definiciéon de distancia de una
manera diferente a la usual, en este caso se abordan los conceptos basicos de la geometria como
lo son: interestancia, segmento, rayo recta, rayo opuesto, angulo, punto medio y mediatriz bajo
la métrica del méximo; para realizar la identificacién de las propiedades de cada concepto que

se mantienen o se modifican al ser abordados de una manera no convencional.

La importancia de este trabajo de grado radica en que no existe documentacién suficiente
sobre una manera distinta de ver el concepto de distancia; es por esto que la presente mono-
grafia proporciona ideas y herramientas a los profesores de matematicas para que a partir de
esta informacion se indague y se realice probablemente una planeacién distinta y novedosa para

abordar este tema en el aula.

Ademas de lo anterior, al tener que ser minuciosos con las definiciones de cada objeto geo-
métrico para abordarlo de manera diferente, se considera que el empeno por comprender cada
concepto debe ser mayor, que al ser trabajado de la manera usual, lo cuadl genera un mayor
entendimiento por parte de los alumnos; ya que se encontraran distintas representaciones, con
diferencias significativas respecto a lo trabajado por ellos a lo largo de su trayecto en la es-
cuela; aportando asi al desarrollo de los pensamientos espacial y métrico determinados por el

Ministerio de Educacién Nacional (MEN).



Objetivos

A continuacion, se presentan los objetivos para el desarrollo de la presente monografia. Se

trabaja bajo un objetivo general y seis objetivos especificos:

Objetivo General

Elaborar un documento en el que se describa y justifique la forma que adquieren algunos
de los objetos de la geometria de Euclides junto con las caracteristicas que se mantienen y se

modifican al abordarlos bajo la métrica del maximo.

Objetivos Especificos

= Hacer una revision conceptual de la geometria de Fuclides

» Estudiar la métrica del maximo.

= Interpretar los objetos geométricos usuales desde la perspectiva de la métrica del maximo.
= Determinar conjeturas acerca de los objetos geométricos construidos.

= Demostrar las conjeturas que surjan del objeto matematico.

» Generar representaciones graficas y simbélicas de los objetos geométricos construidos



1. Marco Conceptual

La siguiente lista de objetos matematicos corresponde a los elementos sobre los cuales se trabaja

la métrica del maximo en este trabajo de grado. Aqui se presentan, en su mayoria: definiciones,

postulados y teoremas abordados en los primeros semestres de la Licenciatura en Matematicas

en la linea de Geometria de la Universidad Pedagdgica Nacional (U.P.N.) La informacién aqui

contenida, proviene principalmente, del libro Geometria plana, un espacio de aprendizaje de

los profesores Carmen Samper y Oscar Molina (2013) y del libro Elementary Geometry from

an Advanced Standpoint de Edwin E. Moise (1963).

1.1.

Definiciones

. Angulos congruentes: Dos angulos son congruentes si tienen la misma medida.

. Angulos opuestos por el vértice: Dos angulos son opuestos por el vértice si sus lados

determinan dos pares de rayos opuestos.

Circunferencia: Dado un punto P en un plano . El conjunto de todos los puntos X del
plano S que equidistan del punto P una distancia r recibe el nombre de circunferencia.
El punto P es el centro de la circunferencia. Para referirnos a la circunferencia con centro

P se usara la notacion ©P.

Distancia: El nimero real asignado a dos puntos (A, B) se llama la distancia entre los

puntos (d(A, B)).

Interestancia: El punto B esta entre los puntos A y C' si
i) A, By C son colineales
it) AB+ BC = AC

Mediatriz: Dado PQ. En un plano, la mediatriz del PQ es la recta perpendicular al

segmento que contiene su punto medio.

Paralelismo: Dos rectas son paralelas si son coplanares y no se intersecan (no tienen

puntos en comun).

Punto medio de un segmento: M es punto medio del AB si se cumplen las siguientes

condiciones:
i) A—M—-B
it) AM = MB



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Rayo: Dados dos puntos de una recta A y B, el rayo AB (que se denota 1@) es la unién

del AB con el conjunto de puntos X de la recta para los cuales B esta entre A y X.
Rayo opuesto: Dados dos rayos BA y BC', estos son opuestos si y solosi A — B — (.
Rectangulo: Un cuadrilatero con cuatro angulos rectos es un rectangulo.

Segmento: Dados dos puntos A y B, el segmento AB (que se denota con AB) es la unién

de los puntos A y B con todos los puntos que estan entre A y B.

Segmentos congruentes: Dados AB y CD, AB = CD siy solosi AB=CD.

Triangulo: Dados tres puntos no colineales, un triangulo es la unién de los segmentos

cuyos extremos son dichos puntos.
Triangulo equilatero: Un tridngulo es equildtero si todos sus lados son congruentes.
Triangulo isésceles: Un triangulo es isésceles si tiene dos lados congruentes.

Triangulos congruentes: Dos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia

entre los vértices de tal forma que los angulos y los lados correspondientes son congruentes.

(Samper y Molina, 2013)
(Samper, Echeverry y Molina, 2013)

Angulo: Un angulo es una figura que es la unién de dos rayos que tienen el mismo origen,
pero que no estan en la misma recta. Si el angulo es la unién de A§ y Al %, entonces estos

rayos son llamados, los lados del angulo; el punto A es llamado vértice y el angulo es

denotado con el simbolo: ZBAC

Triangulo: Si A, B y C son tres puntos no colineales, entonces el conjunto ABUBCUAC

es llamado triangulo.

Sistema de coordenadas: Sea f : [ <> R una correspondencia uno a uno entre la recta

[ y los ntimeros reales. Si para todos los puntos P, () de [ se tiene:
PQ = 1f(P) - f(Q)I,

Entonces f es un sistema de coordenadas de [. Para cada punto P de [, el nimero z = f(P)

es llamado la coordenada de P.



21.

22.

23.

24.

1.2.

1.

2.

3.

(Moise, 1996)

Relacion de equivalencia: Sea A un conjunto. Una relacién de equivalencia definida en
A es una relacion binaria de A que verifica las tres propiedades siguientes:

Reflexiva: a ~ a para todo a € A.

Simétrica: a ~b< b~ aa,b € A.

Transitiva: a ~by b~c—a~ca,b,c€ A

Clase de equivalencia: Sea A un conjunto y ~ una relacién de equivalencia sobre A.
Para cada a € A se llama clase de equivalencia de a, y se denotard por @ o por [a], al

siguiente conjunto:

a

[a] ={be A|a~ b}

Representantes de la relacion: Sea A un conjunto y ~ una relaciéon de equivalencia
en A. un sistema completo de representantes de la relacion ~ es un subconjunto X C A

tal que cualquier elemento de A esta relacionado con exactamente un elemento de X.

Conjunto cociente: Dado un conjunto A y ~ una relacién de equivalencia sobre A, al
conjunto A/ ~ formado por las clases de equivalencia se le llama conjunto cociente, esto

es

A ~=A={a|ac A}

(Garcia y Ramirez, S.F)

Postulados

Angulo - nimero: A cada dngulo le corresponde un tinico niimero real entre 0 y 180.

Dos puntos - recta: Si A y B son dos puntos entonces existe una tnica recta m que los

contiene.

Existencia: Los puntos, las rectas y los planos existen.



4. Paralelas: Dada una recta [ y un punto P, tal que P ¢ [. Entonces existe una tunica
recta m tal que P € my m || .

(Samper y Molina, 2013)

5. De la regla: Cada recta tiene un sistema de coordenadas.

(Moise, 1996)
1.3. Teoremas

1. Angulos desiguales - Lados desiguales: Dado el AABC, si m£ ABC > m£LACB
entonces AC' > AB

2. Angulo opuestos por el vértice: Si dos dngulos son opuestos por el vértice, entonces
son congruentes.

3. Condiciones para paralelogramo: Si en un cuadrilatero
i) ambos pares de lados opuestos son congruentes, o
it) ambos pares de dngulos opuestos son congruentes, o
iti) las diagonales se bisecan, o
iv) un par de lados son paralelos y congruentes,
entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.

4. Conjunto no vacio: Los segmentos y los rayos son conjuntos no vacios de puntos.

5. T. construccion de angulos: Sean un @ en un plano o y un ntmero real r tal que,
0 < r < 180. Entonces existe un tnico ﬁ tal que D esta en alguno de los semiplanos
determinados por j@ enay m{ DAB =r.

6. Cuatro angulos rectos: Si dos rectas son perpendiculares, entonces se determinan cua-
tro angulos rectos.

7. Existencia de paralela: Dada una recta [ y un punto P tal que P ¢ [. Entonces existe
una recta m tal que m || Ly P € m

8. Existencia del punto medio: Todo segmento tiene un punto medio.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Existencia perpendicular punto externo: Por un punto externo a una recta dada

existe una recta perpendicular a dicha recta.
— S
Existencia rayo opuesto: Dado BA, existe un B? opuesto a BA.

Interseccion de rectas: Si dos rectas distintas, m y [ se intersecan entonces su inter-

seccion es un unico punto.

Perpendicularidad - paralelismo: Si dos rectas son perpendiculares a una misma recta

y son coplanares, entonces estas dos rectas son paralelas entre si.
Punto a un lado: Sean A y B dos punto. Existe un punto C tal que A — B — C.

Punto medio: Si M es punto medio de C'D, entonces la mitad de la medida de C'D es

igual a la distancia de C' o D a M.
Tridngulo isésceles: si AABC es isosceles con AB =2 BC entonces £ A = £C

Reciproco del tridangulo isdsceles: Si dos angulos de un tridngulo son congruentes

entonces los lados opuestos a ellos son congruentes.

T. Suma de medidas de angulos en triangulo: Para todo triangulo se tiene que la

suma de las medidas de los angulos es 180.

(Samper y Molina, 2013)

Propiedades de los nimeros reales

A continuacién, se presentan algunas propiedades y definiciones de los nimeros reales que son

utilizadas en las demostraciones realizadas en el presente trabajo.

Propiedad conmutativa

1.

2.

3.

4.

a+b=b+a

ab = ba

Propiedad asociativa
(a+b)+c=a+(b+c)

(ab)e = a(be)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Propiedad distributiva
a(b+c¢) =ab+ac

(b+c)a = ab+ be

Valor abosluto

Definicién: Si a es un nimero real, entonces el valor absoluto de a es

a
|al=

Propiedades de valor absoluto

af20
al=|—al
fabl=la ]
5 1=l

Desigualdades y valor absoluto
Sia<byb<c, entonces a < c.

Si a < b, entonces a+c < b+ c.
Sia<byc>0,entonces ca < cb.
Sia>byc<0,entonces ca > cb.

Si a > 0, entonces

| © |= a significa que x =a 0 v = —a.
| x |< a significa que —a < x < a.

| x |> a significa que z > a o0z < —a

10

—a sia<0

(Stewart et al, 2012)



1.4. Espacios métricos

Distancias y espacios métricos:
Definicién de Distancia: Dado un conjunto X, una distancia es una aplicaciéon d : X x X — R
que a cada par (z,y) € X x X le asocia un nimero real d(x,y) que cumple con las siguientes

condiciones:
) d(z,y) >0 y dz,y)=0&zx=y Vr,ye X
i) d(z,y) =d(y,x), Ve,ye X
i) d(z, 2) < d(z,y) +d(y,z), Vr,y,z€ X

Dicho en otras palabras, cada condicién anterior significa:

i) Las distancias no son negativas y los tnicos puntos con distancia cero es cuando los dos
puntos son el mismo.
ii) la distancia es una funcién simétrica.

iii) la distancia satisface la desigualdad triangular.

Definicién de espacio métrico: Se llama espacio métrico a un par (X, d), donde X es un
conjunto y d, es una distancia definida en X.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de espacios métricos:

Ejemplo 1: El espacio métrico de los reales con la métrica del valor absoluto de la diferencia,

es decir d : R x R — R definida como d(z,y) = |z — y|

Ejemplo 2: El espacio métrico discreto. Sea X un conjunto no vacio cualquiera; si x,y € X

definimos d(z,y) =0siz =y y d(z,y) = 1 si x # y. (X, d) es un espacio métrico.

En el libro, Topologia Basica de Mufioz (2003) se definen sobre R? dos métricas diferentes
a la usual y son las siguientes.

Métrica del taxista: diq,((z1,y1), (€2, ¥2)) = |21 — 22| + |y2 — 1]

Meétrica del maximo: dps..((x1,11), (22, y2)) = maz{|x; — zal, |y2 — 11|}
A partir de esta definicién se realiza el estudio de los elementos de la geometria de Euclides,

con el fin de observar el cambio de las representaciones al definirlas desde otra métrica distinta
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a la usual. En el siguiente item se define y describe con detalle esta métrica.
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1.5. Meétrica del maximo

Definicién de la métrica del maximo: Dados dos puntos A y B, se define la distancia

del maximo asi:

do(A,B) =maz{ |z1—ax2|;]y1—y2| }

A continuacion, se listan y se demuestran las condiciones que debe cumplir la métrica del

maximo para ser una distancia:
)d(z,y) >0 y dz,y)=0&r=y Vr,yeX
ii) d(z,y) = d(y,z), Vr,yeX

iil) d(z, z) < d(z,y) +d(y,z), Vo,y,zeX

Demostracién

Sean 1,79, 23, y1,2 Yy Y3 € Ry A= (x1,11), B = (72,9) C = (x3,y3) , con
A B,C € R?

i) si

doo(A,B) = Maz{| x1 —z2 |;| 1h — y2 |}

Al operar z1 y x5 dentro del valor absoluto, por la propiedad 1, el resultado sera positivo o

cero, ocurre lo mismo con y; y y2, por lo tanto se puede asegurar que:

|21 =22 >0y [y —12]=0
Luego, al aplicar la definiciéon de métrica del maximo de los valores se obtiene:
Maz{| z1 —z2 [;[pn — 52 [} 2 0
por definiciéon de distancia del maximo se puede concluir que:
dso(A,B) >0

Ahora si se tiene que do (A4, B) =0

13



entonces por definicién de distancia entre A y B se tiene que:

Maz{| z1 —z2 ;[ y1 — 92 |} =0
Para que el maximo de estos valores de igual a cero, se debe cumplir que

|21 =22 =0 vy |yi—y|=0
Por propiedad cancelativa de los nimeros reales x1 —xs 'y  y; — y2 daran cero cuando:

=22 5, WY1=Y2
Si las componentes resultan ser iguales, se puede concluir que:
A=B

La demostracion de quesi A = B entonces d.(A, B) =0 escompletamente andloga

a lo que se ha hecho previamente

ii) Si

do(A,B) = Maz{| z1 —x2 |;| y1 — y2 |}

doo(B, A) = Maz{| y1 —yo || 21 — 2 [}

Las componentes de los valores absolutos son las mismas y al calcular el maximo entre los dos,

no importa la posicién de los valores absolutos, entonces se puede decir que:

Moaz{| z1 — 2 ;| y1 — vy |} = Maz{| y1 —v2 |;| 21 — 22 |}

Y por definiciéon de distancia del maximo se puede concluir que:

dwo(A, B) = dx(B, A)

iii) Si se tiene que:

doo(A,C) = Maz{| z1 —z3 |;| 11 — y3 |}
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doo(A,B) = Mazx{| x1 —z2 |;| 11 — y2 |}

doo(Bac) = M%’{’ Ty — I3 \; ’ Y2 — Y3 \}

Por las propiedades de desigualdades y valor absoluto 11 y 12:

|ZL’1—I3|S|Z‘1—ZL’2|+’I2—Z‘3|

<doo((1,%1), (T2, Y2)) + doo((22, Y2), (23, 3))

=y <y =y |+ | ya—us |
Sdoo(('rlv ?/1), (x27 92)) + doo(('r% yQ)a (ZL‘g, 93))

Ccomo

doo((71,91), (73,y3)) =Maz| 21 — x3 |, [ Y1 — Y3 |
<doo((z1,91), (T2, 92)) + doo (22, Y2), (73, Y3))

se puede concluir que

doo(A, C) < doo(A, B) + doo(B, O)

Queda entonces demostrado que la métrica del maximo cumple las tres propiedades de distancia,
por tanto, se procede ahora a estudiar el comportamiento de la Geometria Euclidea bajo la

definicién de esta métrica.
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1.6. Bola abierta con respecto a la métrica del maximo

Una vez definida y demostrada la métrica del méximo, se puede preguntar sobre como seria
la bola abierta definida desde esta métrica.
La definicién de bola abierta para cualquier espacio métrico es la siguiente: Sean X, d un espacio
métrico y r un numero real positivo cualquiera. Entonces la bola abierta centrada en a € X y

de radio 7 es el conjunto:
By(a)={z:z€ X A d(a,z)<r}
(Morris, 2010, pp 110).

A partir de esta definiciéon de bola abierta para cualquier métrica, se define ahora la bola

abierta para la distancia del méximo, asi:

Sean (R?,d,,) la métrica del maximo y r un nimero real positivo cualquiera. Entonces la

bola abierta centrada en a € R? y de radio r es el conjunto:

B.(a)={r:2€R* A dyla,z)<r}

Partiendo de esta definicion podemos determinar como se ve graficamente una bola abierta con

base en la métrica que se estd trabajando en este documento.

Tenemos que, para la distancia del maximo se debe cumplir:
lzg — 1| <7 A |y —w| <7

Primero se observa que con x5 pasa lo siguiente:

Por propiedades del valor absoluto:
—r<Ty—x1 <T
Despejando o para ver en que lugar del plano se ubicara:
—r+r<ry<r4+a
Y re ordenando tenemos finalmente que:

T —r<zo<xTi+r
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Lo cudl graficamente se ve de la siguiente manera:

A

y1l—

X Hr

[y e e ———
i A A R i A A AR A

Figura 1: Construcciéon bola abierta 1.

Para g, el proceso es similar: Por propiedades del valor absoluto:
—r<yy—yp <r
Despejando s para ver en que lugar del plano se ubicara:
=ty <y <r—+uy

Y re ordenando tenemos finalmente que:

Y1 —1r <y <y1+r

y al graficar:

X

Figura 2: Construccion bola abierta 2
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Como se tenia al inicio |z — x| <r A |y2 — 11| < r la bola abierta con la métrica del

maximo serd la interseccion de las dos regiones construidas anteriormente, esto es:

Figura 3: construcciéon bola abierta 3

Por tanto, se puede afirmar que las bolas abiertas de la métrica del maximo tienen la si-

guiente forma:

A
+ s o e
y1+r i : -:
I_. X o
: (x1:_Y_1)'-|
Y4 [ ] T )
1 1 %4 1
1. 4
I X
B |
L L A XDORN S0 &
Y1'r
‘X.I-I' x1+r _

Figura 4: Bola abierta en la métrica del méaximo

Lo anterior muestra que no todas las bolas abiertas necesariamente tienen forma circular;

en la métrica del maximo se observa que son de forma cuadrada.
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2. Definiciones y postulados de la geometria Euclidea

estudiados desde la métrica del maximo.

En este capitulo se tienen como guia principal las definiciones y teoremas presentadas en el
libro de Moise (1963) en el capitulo 3. Cabe resaltar que el orden en el que se presentan los
conceptos trabajados aqui, no es el mismo del libro, ya que en la geometria usual la existencia
de las rectas es algo que se tiene como punto de partida y en este trabajo de grado, por el

contrario, se realiza una construccién de rectas a partir de los segmentos y los rayos.

2.1. Segmento en la métrica del maximo

El segmento bajo la métrica del méximo (que se denota con AB ), se construird a partir
de las definiciones de interestancia y segmento.
Definicién de segmento: Dados dos puntos A y B, el segmento AB . es la unién de los

puntos A y B con todos los puntos que estan entre A y B.

En notacién de conjuntos la definicion se representa de la siguiente manera:
AB., = {A,B}U{X € R*|A,, — Xo — B}

Los puntos que cumplen esta definicién se encontraron de la siguiente manera. Primero se
determinan puntos al azar, revisando cuando se cumple la interestancia A, — Xo — B, €s decir,
comprobando en qué ubicacién del punto X se cumple que la do, (A4, X)+doo (X, B) = doo (A, B),

por ejemplo:

Figura 5: a. Exploracién Segmento,,

En la imdgen se muestran los puntos A, X y B, observe que por la definicién de métrica del
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maximo se tiene que:
do(A, X) =2 | doo(X,B)=2 y do(A B)=4

Cumpliendose la condicion dada: 2 +2 =4

Ahora se presenta un ejemplo de un punto que no cumple con esta condicién:

Figura 6: b. Exploracion Segmento,,

En este caso se tiene que:
do(A, X) =4 |, doo(X,B)=1 y do(AB)=4

Donde claramente no se cumple la condicion, ya que: 4 + 1 # 4

Para seguir encontrando puntos que cumplen la condicién, dentro de la exploracion se en-
contré que si se ubican los puntos X; como se muestra en la figura siguiente, dichos puntos

cumplen la condiciéon dada:

Figura 7: c. Exploraciéon Segmento,

Al ver esta caracteristica, se opté por determinar una recta que pase por el punto A y que

determine un angulo de 45° con el eje = (trabajando sobre un plano cartesiano). Utilizando el
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software GeoGebra se realiza la comprobacién de todos los puntos que pertenecen a la recta [

que cumplen con la definicién de interestancia para construir el segmento.

Figura 8: d. Exploraciéon Segmento,,

Al determinar las medidas de las distancias AX y X B, con todos los puntos X; pertene-
cientes a AX, se cumple la condicién du (A4, X) + doo (X, B) = dso(A, B).

En los demés puntos de la recta, la suma de las distancias es diferente de la do.(A, B).

Siguiendo con el proceso de exploracion se observa que el punto X y el punto B determi-
nan una recta que es perpendicular a la recta [, al determinarla se observa que los puntos que

pertenecen al segmento X B también cumplen con la definicién de interestancia.

De manera anédloga a como se ha venido trabajando, con ayuda del software GeoGebra y por
medio de la exploracion, se obtiene que todos los puntos que pertenecen a la figura geométrica
determinada por los puntos A, X, By Y cumplen con la definicién de interestancia para poder

obtener el segmento.
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Figura 9: e. Exploraciéon Segmento,

En este momento se debe aclarar que no se habla de cuadrilatero determinado por los puntos
A, X, By Y porque al mover el punto B se da el caso de que Y = Ay X = B, esto se explica

en la siguiente seccién.

Continuando la construccion del segmento de la distancia del maximo se observa, que ocu-
rre con los puntos que pertenecen al interior de la figura determinada hasta el momento. Se
comienza con los puntos del segmento (usual) determinado por los puntos A y B, observando

que todos los puntos que pertenecen a dicho segmento cumplen con lo que se esta buscando:

Figura 10: f. Exploracién Segmento,

22



Tenemos entonces, que si se mueve el punto X;; por todo el interior de la figura, cada punto
X; cumple con la definiciéon de interestancia y por ende la figura geométrica determinada por

los puntos A, X, By Y , junto con su interior son el AB

Figura 11: Segmento en la métrica del méximo

2.2. Casos de segmento en la métrica del maximo

A partir de la definicién de interestancia trabajada previamente y de la exploracién realizada
para la construccién del segmento, se generan tres casos de figuras que representan este objeto
de la geometria, a continuacion se presenta la construccion, la demostracion y la representacion

de cada uno de ellos.

Ahora se presentan los pasos de la construccién geométrica del AB.,, siguiendo las defini-
ciones, los postulados y los teoremas de la Geometria Plana. Para realizar las construccion del
segmento en la métrica del maximo, se asumen como dados los puntos A y B con la condicién

de que sean diferentes.

El siguiente cuadro se debe tener en cuenta durante todo el documento, pues en adelante las

rectas construidas , servirdn como referencia en todas las demostraciones.
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Construccién Geométrica

1. A, B diferentes en el plano Dado

2. 3m|m es paralela al eje x y A € m | P. de las paralelas.

3.85ea PIPemAP#A T. recta infinitos puntos.

4. Sea r =45 P. angulo niimero

5. 3B|D gmymsPAD =r T. construccién de angulos

6.1 = 1@ P. dos puntos recta.

7. 3n|n L1 por B T. existencia perpendicular por punto

externo.

8. 3h|h L n por B

T. perpendicular punto de la recta.

9. 3k|k Ll por A

T. perpendicular punto de la recta.

10. Sea Z =nNlysea K =hNk

T. interseccion de rectas

Cuadro 1: Pasos de la construccién del ABo,

Al realizar la construccion anterior, se encuentran dos figuras geométricas distintas depen-
diendo de la ubicacién inicial del punto B. Si este punto se ubica en la recta [ o en la recta k, se
obtiene como AB,, un segmento con la representacién de la geometria usual y si el punto B no
pertenece a alguna de estas dos rectas, el AB serd el cuadrilatero AZBK junto con “su inte-

rior”; que, para efectos de la demostracion se trabaja como la interseccién del interior de angulos.

El siguiente esquema muestra la estructura sobre la cual se realiza la demostracion de los

puntos que cumplen estar entre A y B teniendo en cuenta la métrica del maximo.

Caso 1

4

/

segmento

Ax = Ay AB,, = AB

XeintzZAK y ‘

Demostracion ( ] Caso 2 I
\

W \/ X & intzZBK

Xeint2ZAKy
X eint£ZBK

\7 - 0 — 7 N
\‘ Caso 3 H Ax < Ay %__ Acr;asiggzo

Figura 12: Estructura de la demostracién
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Caso 1

En este primer caso, el punto B se encuentra ubicado en una recta que determina un an-
gulo de 45° con la recta m de la construcciéon del cuadro uno. Se debe probar que todos los

puntos X que pertenecen al AB de la métrica usual, cumplen la condicién de que:
doo(A, X) 4+ doo (X, B) = d (A, B) (1)

Para realizar esto, se determinan dos tridngulos rectdngulos cuyas hipotenusas son AX y X B,
(tridngulos 1 y 2), por como se ha realizado la construccién se puede observar que estos tridn-
gulos tienen un angulo de 45° cada uno, y como son rectangulos, es evidente que los dos son
is6sceles. Andlogo a esto, se construye un tridangulo rectangulo, cuya hipotenusa es el AB, y

bajo los mismos argumentos este triangulo también sera isésceles.

Se define luego, do(A, X), doo(X, B) v ds(A, B) como la medida de uno de los catetos del
primer, segundo y tercer tridngulo respectivamente. Al ser isdsceles, los catetos son congruen-
tes y no importa cual se tome, sin embargo, por conveniencia se trabaja con el cateto que
representa la base de los tridngulos en cada uno de los casos. Finalmente, por la construcciéon

es evidente que la suma de las medidas de las bases los tridngulos 1 y 2 es igual a la medida

de la base del tridngulo 3, obteniendo lo que se querfa probar: d (A, X)+doo (X, B) = dw (A, B)
A continuacién, se presenta la demostracién formal de lo anteriormente expuesto, cabe re-

saltar que esta puede parecer extensa, es por ello que se deja al lector el siguiente enlace de

Geogebra con los pasos seguidos en la demostracion: https://ggbm.at/Jh62cxbh

m

Figura 13: Construccién del segmento cudndo B € [
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Demostracion caso i

11. Im/|m’ L m por B T. perpendicular por punto externo.

12.C=mnm/ T. interseccion de rectas.

13. AABC recto D. triangulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

14.m/CAB = 45 T. suma medidas de dngulos en trian-
gulo.

15. AC =2 CB T. reciproco del triangulo isosceles.

16. AC=CB D. segmentos congruentes.

17. doe(A, B) = AC = CB

D. distancia del maximo.
18.Sea X cAB | X #ANX #B T. recta infinitos puntos.

T.

T.

19. In' L m por X, A" L n/ por X.
20.C"=n'Nm, B =m'Nnl

perpendicular por punto externo.

interseccién de rectas.

21. AC"=2 C'X N XB'"= B'B Analogo pasos 13-15

22. do(A,X) = AC' = (C'X A | D. distancia del maximo.

dw(X,B) = XB = B'B

23.0C"C B’ X Rectangulo D. rectangulo.

24. C'C = XB' T. rectangulo - paralelogramo. T. con-
diciones paralelogramo.

25. AC = AC"+C'C D. segmento. D. interestancia.

26. AC = AC"+ X B Sustitucién 24, 25.

27. do(A, B) = doo AX + doo X B Sustitucion 17, 22, 27.

Cuadro 2: Demostracién caso i del AB,

Por tanto, hasta el momento se ha demostrado que los segmentos bajo la definicion de
distancia del maximo pueden tener la representacién de un segmento de la geometria usual,
dependiendo de la ubicacién de los puntos A y B. En la figura [14] y [15], Se presentan ejemplos

de AB., con las condiciones demostradas anteriormente.
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Figura 14: Ejemplo AB,, caso 1, B € k Figura 15: Ejemplo del AB. caso 1, B €1

Para continuar con los casos 2 y 3 de segmento se realiza una division del plano, que se

determina a partir de las rectas [ y k. Se nombra cada divisién como cuadrantes (I, I1, I11y

V).
» Si B € alolll entonces se determina el AB., del caso 2 en el que AX > AY

» Si B € allolV entonces se determina el AB, del caso 3 en el que AX < AY

Caso 2

En este caso, el punto B pertenece al cuadrante I o al cuadrante 111, se debe probar que todos
los puntos X que pertenecen al interior del /ZAK y /ZBK, cumplen la condicién de que la
dso(A, B) esigual a dy (A, X) 4+ doo (X, B), con el fin de probar que X siempre debe estar en el
interior de esos dngulos. Se supone que B no esta en el Z/ZBK, mostrando que la dy (A, B) es

diferente a do (A, X) + doo (X, B) . Lo anterior teniendo en cuenta que este es el caso nimero

2, donde AX > AY.

Caso a.l del caso II: En esta parte de la demostracién, se ubicara un X tal que X per-
tenezca al semiplano determinado por ¢ donde esta A.

La construccién previamente establecida y la ubicacién de X permite determinar los siguien-
tes triangulos rectangulos: AAMX y AXJB; teniendo en cuenta las medidas de los angulos
de cada triangulo y haciendo uso del Teorema dngulos desiguales - lados desiguales y el rec-
tangulo MCBJ con las caracteristicas que da su definicién, se muestra que no es cierto que
doo(A, X) + doo (X, B) = dw(A, B), lo que quiere decir que la distancia de A a X mas X a B

es diferente de la distancias de A a B .
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En la figura [16] se encuentra la construccion que se realiza para la demostracion del caso 2

f

t

Figura 16: Construccién segmento B € cuadrante [

Demostracion caso ii

28. 3X|
a)X € int/ZAK y X € int/ZBK
b)X € int/ZAK y X € int/ZBK

p.

plano infinitos puntos

29. X € int/ZAK y X € int/ZBK

Caso a

30. Jt|t L m por B

T

. recta perpendicular por punto externo.

31. a.l) X € semiplano ¢, A
a.2) X € semiplano t,—A

Sub casos, caso a

32. X € semiplano t, A Caso a,l.

33. Jolo L m por X y J¢|lq L o por B T. recta perpendicular por punto externo.
34.3J|J =oNgq T. interseccién de rectas.

35. AM|M =mnNo T. interseccién de rectas.

36. AC|IC =mnNt T. interseccién de rectas.

37. AABC es rectangulo D. tridngulo rectangulo.

38. m/LCAB < 45 T. adicion medida de angulos. P. de los reales.
39. CB < AC T. angulos desiguales - lados desiguales.

40. do(A, B) = Mazx{AC; BC'} D. distancia del maximo.
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Demostracion caso ii

41. d (A, B) = AC Propiedades de los reales 39 y 40.

42. NAMX y AXJB son rectangulos D. tridngulo rectangulo.

43. mZ/XAM < 45y m£LJBX > 45 T. adicién medida de dngulos. Propiedades
de los reales.

44. XM < AM v XJ > JB T. angulos desiguales lados desiguales.

45. doo(A, X) = Max{AM; XM} D. distancia del maximo.

46. doo(A, X) = AM Propiedades de los reales 44 y 45.

47. doo(X, B) = Maz{BJ; JX} D. distancia del maximo.

48. doo(B, X) = JX Propiedades de los reales 44 y 47.

49. Af|f L g por A T. recta perpendicular por punto externo.

50. UM CBJ D. rectangulo.

51. MC = JB T. reciproco paralelogramo. T. condicional
paralelogramo.

52. AC = AM + MC D. segmento. D. interestancia.

53. AC =AM + JB Sustitucion 51 y 52.

54. AC < AM +JX Propiedades de los reales.

55. =(AC = AM + JX) Propiedades de los reales.

56. 2(doo (A, B) = doo(A, X) + ds (X, B)) Conclusion 55.

Cuadro 3: Demostracién a.l caso ii del AB

Caso a.2 del caso II: En esta parte de la demostracion, se ubica un X tal que X pertenezca

al semiplano determinado por ¢ donde no esta A.

Se tiene un desarrollo completamente analogo al caso a del caso II, en el que se determinan los

triangulos rectangulos: AAM X el AXJB y el rectangulo MCBJ, haciendo que nuevamente

se pueda concluir que no es cierto que do(A, X) + doo(X, B) = dx(A, B), lo que quiere decir

que la distancia de A a X mas X a B es diferente de la distancias de A a B.
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Demostracion caso ii

57. X € semiplano t,—A Caso a.2

58. doo(A, X) = AM Anélogo pasos 42 - 46.

59. do(A, B) = AC Anélogo pasos 37 - 41-

60. AM = AC+CM D. segmento. D. interestancia.
61. doo(A, X) = do(A,B) + CM Sustitucién 58, 59 y 60.

62. do(A, X) > doo(A, B) Propiedades de los reales.

63. deo(A, X) 4+ doo (X, B) > doo(A, B) Propiedades de los reales.

64. doo (A, B) # doo(A, X) + doo (X, B) Propiedades de los reales.

65. =(doo(A, B) = doo (A, X) + doo (X, B)) conclusién 64

66. =(X € intLZAK y X ¢ int/ZBK) conclusion 56 y 65

Cuadro 4: Demostracién a.2 caso ii del ABL,

Luego de esto se puede concluir que en el caso a del caso 2, donde se propone que X

pertenece al interior del Z/ZAK y no pertenece al interior del Z/ZBK, no es cierto que:
doo (A, X) + doo (X, B) = doo(A, B).

Caso b del caso II: En esta parte de la demostracion, se ubica un X tal que X pertenece
al interior de ZZAK y al interior del Z/ZBK, se usa una construccién andloga al caso 1 para
determinar el AAMX, el AXJB los cuales son triangulos rectangulos, teniendo en cuenta
las medidas de sus angulos y usando el Teorema angulos desiguales - lados desiguales y el
rectangulo M CB.J con las caracteristicas que da su definicién, se determina que do (A, X) =
MA, d(X,B) = BJ y doo(A, B) = AC, con lo cual se logra establecer que MA + BJ = AC,
lo cual permite concluir la demostracion con que dy (A, X) + doo (X, B) = dwo(A, B).
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Demostracion caso ii

67. X € int/ZAK y X € int/ZBK Caso b.

68. Construccién andlogo pasos 33 - 37.

69. AAM X y AXJB son rectangulos | D. tridngulo rectangulo.

70. m£LZ BK recto D. recta perpendicular. D. angulo recto.

1. mLZBK = m/ZBJ T. PAL T. angulos opuestos por el vér-
tice.

2. m/ZBJ =45 D. segmento. D. interestancia.

73. m/KBJ =45y m/KAM = 45 T. adicién medida de angulos.
4. m/MAX <45y mZXBJ < 45 T. adicién medida de angulos.

HBMX <MAy XJ < BJ T. dangulos desiguales lados desiguales.
76. do(A, X) = Max{MA; M X} D. distancia del maximo.

7. ds(A, X)=MA Propiedades de los reales 75 y 76.

78. dw(X,B) = Max{BJ; X J} D. distancia del maximo.

79. doo(X, B) = BJ Propiedades de los reales 75 y 78.

80. doo (A, B) = AC Anélogo pasos 37 - 40.

81. AC =AM + MC D. segmento. D. interestancia.

82. MC = JB Analogo pasos 50 - 51.

83. AC' =AM + MC Sustitucion 81 y 82.

84. doo(A, B) = doo(A, X) + doo(X, B) | Sustitucién 77, 79 y 80.
8. X e int/ZAK y X € mt/ZBK Conclusién 84.

Cuadro 5: Demostracién b caso ii del AB

Hasta aqui se ha demostrado cuales son los X entre A y B que cumplen la definicion de

interestancia del maximo, para el segmento del caso 2.

A continuacién, se muestra como es la representacion de los segmentos del caso 2, en la fi-

gura (17 con B en el cuadrante [ y en la figura [I8 con B en el cuadrante 11
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Figura 17: Ejemplo del 4B caso 2 Figura 18: Ejemplo del AB., caso 2

En el siguiente enlace de Geogebra se presenta la construccion de los pasos de la demostracion

del caso 2. https://ggbm.at/Z9pqSH64

Caso 3
Para la demostracién del caso 3 en el que B pertenece al cuadrante /1 o al cuadrante IV, se

debe probar que X pertenece al interior del /ZAK y /ZBK para llegar a:
doo(A, X) 4+ doo (X, B) = doo (A, B).

Teniendo en cuenta que en el caso 3, se cumple AX < AY.

Como se puede observar en el siguiente cuadro, la demostracién de este caso, es andloga al caso

2.

Demostraciéon caso iii

86. 3X|
a)X € intLZAK y X ¢ intZZBK | P. plano infinitos puntos.
b)X € int/ZAK y X € int/ZBK
87. =(X € intLZAK y X ¢ | Caso a, andlogo pasos 30 - 65.
int/ZBK)
88.X e mt/ZAK y X € int/ZBK caso b, analogo pasos 69 - 83.

Cuadro 6: Demostracién caso iii del AB

A continuacién, se muestra la representacion de los segmentos del caso 3, en la figura
con un punto B que pertenece al cuadrante I y en la figura con un B que pertenece al

cuadrante V.
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Figura 19: Ejemplo del AB,, caso 3 Figura 20: Ejemplo del AB,, caso 3

En el siguiente enlace de Geogebra, se encuentra la construccion de los pasos de la demos-

tracién del caso numero 3. https://ggbm.at/XktXCxJU

Luego de realizar la demostracion de cada uno de los casos que se encontraron de segmen-
to en la métrica del maximo, se puede afirmar con seguridad cuales son los segmentos con sus

respectivas representaciones.

En el siguiente enlace de Geogebra se encuentra una construccién en la que se puede mover
el punto B por los cuadrantes para observar las diferentes representaciones del AB.,, ademas
de esto, el lector puede verificar si efectivamente, al tener a X en el segmento del maximo se

cumple la definicion de distancia del maximo. https://ggbm.at/bRXekSYn

2.3. Rayo en la métrica del maximo

La construcciéon del rayo bajo los parametros de la métrica del maximo se realiza, al igual
que el segmento, por medio de la exploraciéon. Esta surge de manera natural, pues ya se contaba

con una metodologia o estrategia, luego de haber construido el segmento.
La definicion de rayo, al igual que la del segmento, es determinada a partir de lo trabajado

en el curso Geometria plana, de la licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica

Nacional.
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Definicién de rayo: En notacion de conjuntos, la definicion de rayo es:

AB=ABU{X €R*A— B X}

Realizando la respectiva exploracion para encontrar los puntos que, de acuerdo con la defi-

nicion, hacen parte del 1@00 se obtiene lo siguiente.

Figura 21: Rayo en la métrica del maximo - Caso 2

Anteriormente se mostré que hay tipos diferentes de segmentos; con el rayo sucede exacta-
mente igual. Se tienen tres casos de rayos que dependen del segmento que se construya.
El primero corresponde a: AX > AY y es el rayo determinado anteriormente, el segundo es
cuando AX = AY, que al igual que en el segmento, este tiene la forma de una rayo de la geome-
tria de métrica usual, y el tercero se construye cuando AX < AY. Esta ultima representacion

es la siguiente:
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2.4.

Para la demostracion de los puntos que cumplen la pertenencia en el rayo, teniendo en

cuenta la definicion de interestancia en la métrica del méaximo, se tendra como base los casos

Figura 22: Rayo en la métrica del maximo - Caso 3

Casos de rayo en la métrica del maximo

del AB vy el teorema punto a un lado de la geometria de Euclides.

El siguiente cuadro muestra la estructura que tendran los rayos, que se determinaran en la

métrica del maximo.
Construccion Geométrica
1. A, B diferentes en el plano Dado.
2. 3m|m es paralela al eje x y A € m | P. de las paralelas.
3.85ea PIPemAP#A T. recta infinitos puntos.
4. Sea r =45 P. angulo niimero.
5. 3E|D ZmymsPAD =71 ! T. Construccién de dngulos.
6.1 = 1@ P. dos puntos recta.
7. 3n|n L1 por B T. existencia perpendicular por punto
externo.
8. 3hlh L n por B T. perpendicular punto de la recta.
9. Jk|k L1 por A T. perpendicular punto de la recta.
10. Sea Z =nNlysea K =hNk T. interseccion de rectas.

Cuadro 7: Pasos de la construccion del rayo AB

1 En el curso de geometria plana de la U.P.N representa el la medida de un dngulo.




De acuerdo con la construccion descrita en la tabla anterior, al desplazar el punto B se ob-
tienen los tres casos mencionados previamente. En el siguiente esquema se muestra la estructura

sobre la cual se realiza la demostracion de los puntos que cumplen la condicién A, — Boo — Xoo.

Caso 1 Ax = Ay AB. = AB ‘
X € intzZAK y ‘
sy K— Caso 2 Ax > Ay | X @ntZEBF
\ [ XxeintzzaKy
\ X € int2EBF
T —— — L=
\
* Caso 3 H Ax < Ay % | Analogo ‘
| caso 2 |

Figura 23: Estructura de la demostracion

Caso 1: Se demuestra que si A, B y X pertenecen a la recta [, teniendo en cuenta que
la prueba serfa la misma si dichos puntos pertenecen a la recta k. De manera similar a como
se hizo con el segmento, en el siguiente link, https://ggbm.at/MSSzv7Gv, se puede acceder al
software GeoGebra donde se encuentra la construccion de lo presentado a continuacion.

La demostracién de que el caso I del rayo, corresponde a la representacién de rayo en la geome-
tria usual es andloga a la del caso I de segmento. Se deben determinar triangulos rectangulos
AABC ABLX y AADX, y concluir que las medidas de sus catetos (por ser tridngulos isds-
celes, no importa cual se tome) son las distancias del maximo de A a B, de B a X y de
A a X respectivamente y luego mediante calculos y propiedades de los reales concluir que

oo(A, X) = do(A, B) + dss(B, X).

La siguiente tabla, muestra la demostracion formal de lo mencionado anteriormente.
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Demostracion caso i

11.3X|[A-B-X T. punto a un lado.

12. Jolo L m por X T. existencia Perpendicular por punto
externo.

13. 3¢|¢ L m por B T. existencia perpendicular por punto
externo.

14. 3C|C = q¢nm y sea AD|D = oNm | T. interseccién de rectas.

15. AABC y AAXD son rectangulos | D. tridangulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

16. mZABC =45 y m/ZAXD = 45 T. suma de medidas de angulos de un
triangulo.

17. AC=CBy AD = DX T. reciproco triangulo isosceles. D. seg-
mentos congruentes.

18. dw(A, B) = Maz{AC;CB} D. distancia del méaximo.

19. dw(A, B) = AC Propiedades de los reales.

20. dw(A, X) = Mazx{AD; DX} D. distancia del maximo.

21. d(A, X) = AD Propiedades de los reales.

22. 3s|s L g por B T. existencia Perpendicular por punto
externo.

23.dLIL=0Ns T. interseccién de rectas.

24. d(X,B) = BL Analogo pasos 15 - 19.

25. AD = AC+CD D. segmento. D. interestancia.

26. doo(A, X) = doo(A, B) + doo(B, X) | Sustitucién 19, 21 y 24.

Cuadro 8: Demostracién caso i del del rayo AB,
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Figura 24: Ejemplo del rayo AB caso 1, B € I Figura 25: Ejemplo del rayo AB caso 1, B € k

Caso 2 Si se observa el esquema, para el tipo II del rayo, se determinan dos casos para la
demostracion. Para esto se determina un angulo y con base en él se describen dichos casos. En
el siguiente Link https://ggbm.at/r2kGWMey se presenta la construccion de la demostracion,

alli se puede observar el ZEBF que es el que sirve como referencia para la demostracion.

Hasta el momento y en la mayoria de las demostraciones, el lector podra observar que se basan
en la misma idea, determinar triangulos rectangulos y elegir cudl de los dos catetos representa

la distancia del maximo entre dos puntos.

Caso a del caso II:Si se supone queX € intZZAK y X ¢ int/FEBF, ésta demostracion
es muy sencilla, ya que para la distancia de A a B ya se tiene que, por ser el caso 2 de segmen-
to, la distancia es la base del triangulo y para la distancia de B a X, resulta ser el cateto que
no es la base del triangulo, ya que la ubicacion del punto X determina un triangulo rectangulo
donde dicho cateto es el mayor de los dos, esto se concluye gracias al teorema dngulos desiguales
- lados desiguales, luego, al hacer uso de las propiedades de los reales, se obtiene que la suma
de las distancias de A a B y de B a X es diferente de la distancia de A a X. Lo anterior se

muestra formalmente en la tabla Demostracion caso a del caso I1.
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Figura 26: Construccién rayo en la métrica del maximo

Demostracion caso a del caso ii

27.3E|K —B—Ey3F|Z-B—F

T. punto a un lado.

28. X
a)X € int/ZAK y X ¢ int/EBF
b)X € int/ZAK y X € int/EBF

P. plano infinitos puntos.

29. X e mtLZAK y X ¢ int/EBF

Caso a.

30. 3t|t L m por B

T. recta existencia perpendicular por

punto externo.

31. a,1 X € semiplano t, ~A?

a,2 X € semiplano t, A

Sub casos, caso a

32. X € semiplano t,—A

Caso a,1

33. dLIL =mnNt

T. interseccion de rectas.

34. Jolo L m por X y ds|s L o por B

T. existencia recta perpendicular por

punto externo.

35.3J|J =snNo,dIN|N=mnNo

T. interseccion de rectas.

2 En el curso de geometria plana de la U.P.N representa el X que pertenece al semiplano

determinado por ¢t donde no esta A
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Demostracion caso ii

36. AABL rectangulo D. triangulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

37. mLBAL < 45 T. adiciéon medidas de angulos. Propie-
dades de los reales.

38. BL < AL T. &ngulos desiguales - lados desiguales.

39. do(A, B) = Max{AL; LB} D. distancia del maximo.

40. do(A, B) = AL Propiedades de los reales.

41. AX AN rectangulo D. tridngulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

42. mZX AN < 45 T. adiciéon medidas de dngulos. Propie-
dades de los reales.

43. XN < AN T. angulos desiguales - lados desiguales

44. doo(A, X) = Max{AN; NX} D. distancia del maximo.

45. doo(A, X) = AN Propiedades de los reales.

46. AX BJ rectangulo D. tridngulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

A47. m&L X BJ > 45 T. adicién medidas de dngulos. Propie-
dades de los reales.

48. XJ > BJ T. 4ngulos desiguales - lados desiguales.

49. doo(B, X) = Max{BJ; JX} D. distancia del maximo.

50. dw(A,B) = XJ Propiedades de los reales.

51. UBJNL D. rectangulo.

52. BJ = LN T. rectangulo paralelogramo.

53. BJ = LN D. segmentos congruentes.

54. AN = AL+ LN D. segmento. D. interestancia.

55.

AN < AL+ XJ

Propiedades de los reales.

56.

(AN = AL + XJ)

Propiedades de los reales.

o7.

~(doo(A, X) = doo(A, B) + doo(B, X))

Conclusion. Sustituciéon 40, 45 y 50.

58 X € semiplano ¢, A

Caso a.2
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Demostracion caso a del caso ii

59. ~(doo(A, X) = doo(A, B) + doo(B, X))

Analogo pasos 33 - 56.

60. ~(X € int/ZAK y X & int/EBF)

Conclusion 57 y 59.

Caso b del caso II: Si se supone que X € intLZAK y X € intZEBF, En este momento

se demuestra que, en efecto, los puntos encontrados en la exploracion cumplen con la definicién

Cuadro 9: Demostracién a caso ii del rayo AB

de interestancia y hacen parte del E o0

Para demostrar esto, basta con determinar los triangulos rectangulos que involucran los puntos
A, By X, estos son: AALB , ABJX y AANX y mostrar que, si X esta en el interior de los
angulos mencionados, se cumple que: doo (A, X) = AN |, d(A,B) = ALy doo(B,X) = BJ, lo
cual es cierto ya que, por la ubicacion del punto X y con el teorema dngulos desiguales - lados
desiguales; AN, AL y BJ son las medidas de los catetos que cumplen con ser el méximo en

cada tridngulo, asi que, con ayuda de las propiedades de los niimeros reales, se concluye que:

doo(A, X) = do(A, B) + doo (B, X).

Demostracion caso b del caso ii:

62. X € intLZAK y X € imnt/EBF Caso b.

63. Construccién andloga pasos 33 - 35.

64. AALB rectangulo D. tridngulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

65. m/BAL < 45 T. adiciéon medidas de dngulos. Propie-
dades de los reales.

66. BL < AL T. d&ngulos desiguales - lados desiguales.

67. dw(A, B) = Max{AL; LB} D. distancia del maximo.

68. doo(A, B) = AL Propiedades de los reales.

69. AX AN rectangulo D. tridngulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

70. m/X AN < 45 T. adiciéon medidas de dngulos. Propie-
dades de los reales.

71. XN < AN T. angulos desiguales - lados desiguales.
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Demostracion caso b del caso ii

72. doo(A, X) = Max{AN; NX} D. distancia del méaximo.

73. doo(A, X) = AN Propiedades de los reales.

74. AX BJ rectangulo D. triangulo rectangulo. D. recta per-
pendicular.

75. mZXAN < 45 T. adiciéon medidas de angulos. Propie-
dades de los reales.

76. BJ < XJ T. angulos desiguales - lados desiguales.

77. doo(B, X) = Max{BJ; X J} D. distancia del maximo.

78. doo(B,X) = BJ Propiedades de los reales.

79. AN = Al+ LN D. segmento. D. interestancia.

80. UBJNL D. rectangulo.

82. BJ = LN T. rectangulo paralelogramo.

83. BJ =LN D. segmentos congruentes.

84. AN = AL + BJ Sustitucion 78 y 83.

85. doo(A, X) = dw(A, B) + doo(B, X) | Sustitucién 68, 73, 78 y 84.

Cuadro 10: Demostracion b caso ii del rayo AB

Figura 27: Ejemplo del rayo AB, caso 2
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Caso 3
Como se describié en el esquema realizado para la demostracion de rayo, este caso es anélo-
go al caso II. Por lo cudl se escribe una tabla mencionando los pasos que son analogos a la

demostracion anterior y se muestran dos ejemplos de rayos de este tipo.

Demostracion caso iii
86. IE|K —B—Ey3F|Z-B—-F T. punto a un lado.
87. 3X|
a)X € ntLZAK y X ¢ int/EBF b)X € | P. plano infinitos puntos.
mt/ZAK y X € int/EBF
88. 7(X € intLZAK y X ¢ intZEBF) | Caso a, andlogo pasos 30 - 59.
90. X € int/ZAK y X € int/EBF Caso ¢, analogo pasos 63 - 85.

Cuadro 11: Demostracion caso iii del rayo AB,

/ 2V

Figura 29: Ejemplo del rayo AB; caso 3 Figura 30: Ejemplo del rayo ABj caso 3

Queda demostrado entonces que los rayos bajo la métrica del maximo tienen dos representa-
ciones diferentes, la de rayo usual y la que depende del cuadrilatero que representa el segmento;
de esta ultima se desprenden dos representaciones similares que dependen de la ubicacién del

punto B.
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2.5. Rayo opuesto en la métrica del maximo

Es necesario aclarar que se anade el concepto de rayo opuesto por estar relacionado con los
elementos geométricos trabajados en este capitulo, teniendo como referencia el curso de Geome-
tria Plana estudiado en la Universidad Pedagégica Nacional, es decir que esto no se encontrara

en el orden establecido del capitulo 3 del libro de Moise (1963).
—
Definicién rayo opuesto: BA y @ son opuestos si A — B — C
— —
Teorema existencia rayo opuesto Dado BA, existe un B? opuesto a BA.

Dado Ezloo para la demostracion de este teorema, haciendo uso del Teorema punto al lado
se tendra la interestancia D — B — A teniendo en cuenta que ya se demostré el Teorema exis-
tencia de rayo de la métrica del maximo, al hacer uso de este, en la interestancia D — B — A se
pude afirmar que existe el B?OO tal que D pertenece al rayo B?OO con lo cual se puede decir

—
que cumple la interestancia C'— B — A, por Definicién de rayo opuesto @OO es opuesto a BA.

Teniendo en cuenta que ya se demostrd la existencia del rayo opuesto y se quieren buscar

representaciones inicas para cada uno de los tres casos de rayo opuesto.

Si se cumple A, — B, — C y se quieren representaciones tunicas se establecen condiciones

para A, By C

« A—-B-C
» AB = BC
Caso 1

—
Si se usa el rayo del caso 1 para determinar la BA., opuesto a B?oo en el que los puntos A y

C cumplen AX = AY su representacién sera:
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Figura 31: Ejemplo de rayo opuesto caso 1 Figura 32: Ejemplo de rayo opuesto caso 1

Caso 2
Si se usa el rayo del caso 2 para determinar la BA,, opuesto a BC, en el que los puntos A y

C cumplen AX > AY su representaciéon sera:

Figura 33: Ejemplo del rayo opuesto caso 2
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Caso 3
Si se usa el rayo del caso 3 para determinar la BA,, opuesto a BC'y, en el que los puntos A y

C' cumplen cumplen AX < AY su representacion es la siguiente:

Figura 34: Ejemplo de rayo opuesto caso 2

2.6. Recta en la métrica del maximo

Partiendo de la definicién de interestancia, la definicion de segmento , la definiciéon de rayo
y la definicién de rayo opuesto construidos a partir de la métrica del maximo, se realizo la
exploracién de cudl es la representaciéon gréafica (se debe tener en cuenta que cada uno de los
casos de segmento afectaran la apariencia del objeto estudiado) de la recta en la métrica del
maximo.
Usando como base, la definicién que se aborda en la geometria plana, se determina la siguiente

definicion para la recta en la métrica del maximo.

AB.={XeRYA-X -BJU{XERIA- B X}U{X cR)X - A B}
Lo cual se puede resumir en lo siguiente:

AB.. = AB., U 4B,
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Caso 1
Si se usa el segmento del caso 1 para determinar la jﬁm, en el que los puntos A y B cumplen

AX = AY su representacion sera:

—
Figura 35: Ejemplo del recta AB ., caso 1 Figura 36: Ejernplo de recta <—>AB _ caso 1

La cual al igual que el segmento y el rayo del caso 1, determina una recta de la geometria

usual.

Caso 2
Si se usa el segmento del caso 2 para determinar la jﬁoo, en el que los puntos A y B cumplen

AX > AY su representacion sera:

: Ay —
Figura 37: Ejemplo del recta AB ,, caso 2 Figura 38: Ejemplo de recta AB ., caso 2
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Caso 3
Si se usa el segmento del caso 3 para determinar la jﬁm, en el que los puntos A y B cumplen

AY > AX su representacion sera:

— >
Figura 39: Ejemplo del recta AB , caso 3 Figura 40: Ejemplo de recta AB ., caso 3

2.6.1. Sistema de coordenadas

Este concepto se estudia en este momento, ya que como se mencioné anteriormente, la rec-
tas en nuestra métrica tienen una justificacion de su existencia a partir de los segmentos y los
rayos, a diferencia de la métrica usual y para poder abordar los sistemas de coordenadas era
necesario primero tener la recta. El estudio de este objeto matematico, se realiza a partir de la

definicion.

Sistema de coordenadas: Sea f : [ <> R una correspondencia uno a uno entre la recta [

y los ntimeros reales. Si para todos los puntos P, () de [ se tiene:

PQ = [f(P) - f(Q),

Entonces f es un sistema de coordenadas de [. Para cada punto P de [, el nimero x = f(P)

es llamado la coordenada de P.

Antes de entrar en el estudio formal de este concepto, es necesario tener en cuenta el siguiente
teorema presentado en el libro de Moise (1963), pues se utilizard para construir la justificacién

que sigue:
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Teorema de la colocacién de la regla: Sea [ una recta, y sean P y () cualesquiera dos
puntos de [. Entonces [ tiene un sistema de coordenadas en el cual la coordenada de P es 0 y

la coordenada de @) es positiva.

Al tener como referencia la definicién de sistema de coordenadas para una recta [ y al rea-
lizar el analisis correspondiente se determina que, para una recta bajo la métrica del maximo,

no se puede asignar una coordenada o un numero real para cada punto que pertenezca a ella.

—
En particular, si determinamos la AB ., = [ donde al punto A le corresponde la coordenada
f(A) = 0 trabajando bajo un plano cartesiano usual, y al punto B le corresponde la coorde-
nada f(B) = z, esto por el teorema mencionado anteriormente; entonces se deben cumplir las

siguientes dos condiciones para dos puntos Py () que pertenezcan a dicha recta:

f:l<>Reslal

do(P, Q) = |f(P) = f(Q)|

Para mostrar que efectivamente el sistema de coordenadas bajo la métrica del maximo no se

cumple, se realiza la prueba en la que si una de las dos condiciones se cumple, la otra no.

En primer lugar si suponemos que la funcién es 1 a 1, para dos puntos distintos P y () se tiene
que f(P) # F(Q), pero se puede observar que si se deja fijo el punto P, existen distintas ubica-
ciones del puntos () de modo que se cumpla la condicién nimero dos: doo (P, Q) = | f(P)— f(Q)|-
Un ejemplo de esto se muestra en la figura [41] donde P tiene coordenadas en (3,0) y @ ini-
cialmente tiene coordenadas (4, 1); en esta imagen, al ubicar este punto en cualquier segmento
del cuadrado determinado, la distancia de P a () siempre sera la misma. Esto quiere decir que
existen diferentes @); que satisfacen do(P,Q) = |f(P) — f(Q)|, de esto, inmediatamente se

contradice el hecho de que f sea 1 a 1.

Ahora bien, si se parte del supuesto de que se satisface la condicién: do. (P, Q) = | f(P) — f(Q)]
se pueden determinar dos puntos P y @, diferentes, tal que f(P) = F(Q), como dichos puntos
son diferentes se tiene por que doo (P, Q) = |f(P) — f(Q)] = 0, pero por la definicién de distan-
cia, doo (P, Q), es igual a cero solo cuando los puntos son iguales, de esta manera, no se satisface

la segunda condicion.
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Verificando finalmente que bajo la métrica del méximo no es posible determinar un sistema de

coordenadas para una recta l..

Figura 41: Sistema de coordenadas

Por lo anterior, se puede afirmar que en la métrica del maximo, no es posible utilizar el
sistema de coordenadas, de manera que este concepto y los demas que estén relacionados con

el, no se tendran en cuenta en el desarrollo del trabajo de grado.

2.7. Angulo en la métrica del maximo

A partir de la definicién de angulo, se realiza la exploracion de la imagen que representara
un angulo bajo la definicién de la métrica del maximo. Para la construccion se inicia con tres
puntos distintos que no pertenecen a la misma recta (Recta bajo la métrica del maximo) y se
determinan los @oo y /@OO. Cumpliendo con la definicién de ser dos rayos que parten del

mismo origen.

Al ubicar los puntos B o C' en diferente lugar se evidencian los siguientes tipos de dngulos:

1. Esta representacién surge a raiz del caso 1 del segmento,, y del rayo,,, donde AX es igual

a AY. Aqui se obtiene por la construccion mostrada en el cuadro 1, que la m£BAC = 90

Solo cuando los puntos B y C' cumplen la condicién del caso 1 mencionados anteriormente,

se puede determinar la medida de los angulos bajo la métrica del méaximo.
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Figura 42: Angulo caso [

y = e
2. En esta representaciéon se puede observar que tanto el BA,, como el AC, corresponden
al caso 2 de rayo. En esta representacion los rayos se intersecan en mas de un punto y

ademas no se puede determinar una medida para el “angulo” determinado.

Figura 43: Ejemplo de angulo no valido

3. Otro de los casos presentados en la biisqueda de la representacién que se obtiene al realizar
la construccién de los dngulos, bajo la métrica del maximo, es cuando uno de los segmentos
es de caso 2 y el otro de caso 3. En este caso tampoco se puede determinar la medida del

angulo y se puede observar que los rayos no se intersecan en un solo punto, en estos la
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interseccién resulta ser el AG. Esto se puede observar en la figura

Figura 44: Ejemplo de angulo no valido 2

4. Por 1ultimo, en la figura [45| se presenta un angulo en el que alguno de los rayos sea del
caso 1 y el otro sea del caso 3. En este caso los rayos solo se intersecan en el origen,
A, sin embargo, determinar la medida del angulo no tiene sentido, ya que no se puede
determinar un punto representativo del Jﬁm que permita hallar un nimero real que sea

la medida del angulo.

Figura 45: Ejemplo de angulo no valido 3

De acuerdo con lo anterior, es valido asegurar que bajo la métrica del maximo no es posible

asignarle medida a un angulo, tal como si ocurre en la geometria usual.
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2.8. Triangulo en la métrica del maximo

Teniendo como base las dos definiciones para el objeto geométrico triangulo, se realiza la
respectiva exploracién bajo la métrica del méximo. Para realizar esto se tienen en cuenta los 3

tipos de segmento trabajados previamente.

Dados A, B y C no colineales, se obtendran los siguientes triangulos

1. El AB,, del caso 1, AC del caso 2 v BCy del caso 3.

B
[ ]

Figura 46: Ejemplo 1 de triangulo del maximo

2. El AB, del caso 2, AC, del caso 2 y BC del caso 3.

5

Figura 47: Ejemplo 2 de triangulo del maximo
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3. El AB, del caso 3, AC, del caso 2 y BC, del caso 3.

=

Figura 48: Ejemplo 3 de triangulo del maximo

4. El AB, del caso 1, AC del caso 1 y BC del caso 3.

Figura 49: Ejemplo 4 de triangulo del maximo

A partir de las representaciones obtenidas, se puede evidenciar que si A, B y C' son no
colineales y sin importar los tipos de segmentos que se utilicen, el triangulo bajo la métrica del

maximo, tiene la forma de un rectangulo de la geometria usual, esto se demuestra a continuacién

o4



Demostracion

1. A, B y C no colineales

Dado.

2. AB.., AC.. v BC..

D. segmento métrica del maximo.

3. AB, sera el DANBM, AC, sera el
OAJCL v BCy sera el OBOCP

Construccién segmentos. (Cuadros 1 y

2) .

4.4ONA, ANAL, £ALO y £LON son

rectos

D. rectas perpendiculares.

5. ANOL es rectangulo

D. rectangulo.

Figura 50: Construccién demostracién de triangulo
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3. Teoremas relacionados con interestancia segmentos,

rayos, rectas y angulos.

3.1. Interestancia

Definicién de interestancia: El punto B esta entre los puntos A y C si la distancia del
maximo entre A y B, mas la distancia del méximo entre B y C, es igual a la distancia del
maximo entre A y C; lo cual se expresa simbdlicamente para la métrica del maximo de la

siguiente manera:

Ao — Boo — Coe & doo(AB) + doo(BC) = doo (AC)

A continuacion, se presentan algunas propiedades importantes relacionadas con la interes-

tancia, abordadas bajo la métrica del maximo.

3.1.1. Teorema Al

SiA—B—CentoncesC —B— A

Realizando la respectiva correspondencia con el simbolismo utilizado en nuestra métrica, este

teorema queda enunciado de la siguiente manera:
Si Ay — Bs — Co entonces Cyy — By — Ao

Demostracién:

Se tiene dado A, — Bo, — C entonces, por definicién de interestancia del méaximo:

doo(A, B) + doo(B, C) = ds(A, C) (2)

Luego, por propiedad reflexiva de la métrica

doo(B, A) + doo(C, B) = do (C, A) (3)

doo(C, B) + doo (B, A) = doo(C, A) (4)

Y por definiciéon de interestancia del maximo:

Co — Bs — Ay, lo cual concluye la demostracion.
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3.1.2. Teorema A2

Sean A, B y C' Puntos diferentes entre si, que pertenecen a la misma recta. si se supone que

A— B — C entoncesno puedeser B—A—CoA—-C—-B
La respectiva correspondencia en la métrica del maximo es:

Sean A, B y C Puntos diferentes entre si, que pertenecen a la misma recta. si se supone

que Ay — B, — C entonces no puede ser By, — Aye — Cop 0 Ay — Coy — Boo

Al realizar una exploracién para saber si se cumple este teorema al aplicar la métrica del
maximo, se encuentra que dados tres puntos A, B y C que pertenecen a una misma recta, se
ven casos en los que no se cumple ninguna de las siguientes interestancias A—B—C, B—C—A

o A — C — B como se muestra a continuacion

Contra-ejemplo
Si se tiene una jﬁo@ como se muestra en la figura [51| y los puntos A = (4,1), B = (6,1) y
C = (6,2)

Figura 51: Contra - ejemplo Teorema A2

doo(A,C) =2 (5)
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doo(A, B) + doo(B,C) = 3 (6)

por 4 y 5 se puede concluir que

doo(A, B) + doo(B, C) # ds(A, C) (7)

Asi que no se cumple A— B —C, de forma andloga se puede concluir que tampoco se cumple
B-C—-AyA-C-B

3.1.3. Teorema A3

Cualquier cuatro puntos en una recta pueden ser nombrados en un orden A, B, C'y D de

una manera que A — B—C — D
La respectiva correspondencia en la métrica del maximo es:

Cualquier cuatro puntos en una recta pueden ser nombrados en un orden A, B, C' 'y D de

una manera que A, — By — Coo — Do

Al igual que en el Teorema A2, se encuentra que no se cumple al aplicar la métrica del maximo,

como se muestra a continuacion

Contra-ejemplo

——
si se tiene que la EF o y los puntos A, B,C' y D contenidos en esta, con B 'y C' en el punto
medio maximo del segmento AD ., no se cumplird Ay, — By — Coo — Do, como se muestra en

la figura

Figura 52: Contra - ejemplo Teorema A3

o8



A=(4,1), B=(6,1), C=(6,3)y D = (8,3)

deo(A,D) =4 (8)
doo(A, B) + doo(B,C) + doo(C, D) = 6 (9)

por 7y 8 se puede concluir que
doo(A, D) # doo(A, B) + d(B.C) + doo(C, D) (10)

Asi que no se cumple A— B—C — D

3.1.4. Teorema A4

Si Ay B son dos puntos, entonces
1. Existe un punto C tal que A — B — C
2. Hay un punto D tal que A— D — B
La respectiva correspondencia haciendo uso de la métrica del méximo, el enunciado del teorema
queda de la siguiente manera:
Si Ay B son dos puntos, entonces
1. Existe un punto C tal que Ay, — Bs — Cuo
2. Hay un punto D tal que Ay, — Do — Boo
Al realizar el estudio de este teorema resulta evidente que:

1. Se refiere al teorema punto al lado, el cual se estudio y se demostré para determinar los

rayos en la métrica del maximo.

2. Se refiere al teorema punto entre, el cual se estudio y se demostré para determinar los

segmentos en la métrica del maximo.
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3.1.5. Teorema A5

Si A— B — C, entonces A, B y C son tres puntos diferentes de la misma recta.

Enunciado que corresponde al teorema, haciendo uso de la métrica del maximo es:

Si Ay, — By — C, entonces A, By C son tres puntos diferentes de la misma recta.

Al revisar lo que establece este teorema, se encuentra que es una afirmacién que se ha es-
tado usando desde el inicio del trabajo, ya que bajo la definicién de interestancia, se considera

que A, B y C son tres puntos diferentes de la misma recta.

3.1.6. Propiedades interestancia
1.SiA-B—-CyB—-C-D ,entonces A—C — D

Al realizar la correspondencia, haciendo uso de la métrica del maximo, se obtiene.

Si Aww — Boo = Cs ¥ Boo — Cso — Do, , entonces Ay, — Coo — Do

Demostracion: si se tiene dado Ay, — Boo —Coo ¥ Boo —Coo — D , entonces por definicién

de interestancia del maximo

doo(A, B) + doo(B, C) = ds(A, C) (11)

doo(B,C) + doo(C, D) = duo(B, D) (12)

por propiedades de los reales

doo(B,C) = doo(B, D) — duo(C, D) (13)

sustituyendo 12 en 10

doo(A, B) + doo(B, D) — doo (C, D) = doo (A, C) (14)
por propiedades de los reales
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doo(A, B) + doo(B, D) = doo(A, C) + doo(C, D) (15)

por propiedades de los reales

doo(A, D) = doo(A, C) + doo(C, D) (16)

por definicion de interestancia

A-C—-D

.siA—-B-CyA—-D—-C,entonces A—B—-D—-C,A—-D—-B—-CoB=D

La respectiva correspondencia haciendo uso de la métrica del maximo, el enunciado de la

propiedad queda de la siguiente forma:

St Apg — Boo — Coo v Ase — Do — Cs, entonces Ay — Boo — Doo — Cogy Ase — Doo — Boo — Cg
oB=D

Demostracion: si se tiene dado Ay, — Boo — Coe v Ase — Do — C'so, entonces por definicién

de interestancia

doo(A, B) + doo(B, C) = doo (A, O) (17)

doo(A, D) + do(D, C) = doo(A, C) (18)

ya que tanto 16 y 17, resultan ser iguales a do(A, C), al igualar las ecuaciones

doo(A, B) + doo(B,C) = d(A, D) + doo (D, C) (19)

hasta aqui la demostracién permitirfa decir que B y D estén en el AC ., pero no se puede

concluir esto, ya que como se muestra en la figura
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Figura 53: Contra - ejemplo Propiedad 2

A=(2,1), B=(8,4),C = (12,4) y D = (8,6) los cuales cumplen Ay, — By, — Cx ¥

dso(A,C) =10 (20)
doo(A, B) + ds(B, D) + doo (D, C) = 12 (21)

por 19 y 20 se puede concluir que
duol(A, B) + dso(B, D) + duo(D, C) # doo(A, C) (22)

Asi que no se cumple Ay, — By — Do — Co

doo(A, D) + du(D, B) + due(B, C) = 12 (23)

por 19 y 22 se puede concluir que

doo(A, D) + due(D, B) + doo(B, C) # dso(A, C) (24)

Asi que no se cumple A, — Do, — Bs, — C,, como B y D tienen diferentes coordenadas
también se puede asegurar que B # D, asi que la propiedad 2 en la geometria del maximo

no se cumple.
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3.2. Segmentos, rayos y angulos
3.2.1. Teorema A6

Si Ay B son dos puntos diferentes, entonces AB = BA
Al realizar la respectiva correspondencia de este teorema, bajo la métrica del maximo, se obtiene:
Si Ay B son dos puntos diferentes, entonces AB., = BA
Demostraciéon: Esta demostracién es muy sencilla, y resulta por la definiciéon de la métrica del
maximo. Este teorema representa la propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos, por
tanto la demostracion formal, se puede observar mas adelante, en el capitulo de congruencia de

segmentos.

3.2.2. Propiedad R1

Si C' es un punto del f@ diferente de A entonces f@ = 1@

La interpretacion de este teorema bajo la métrica del maximo es la siguiente:

Si C' es un punto del @Oo diferente de A entonces @oo = 1@00
Para esta propiedad, se puede afirmar que no siempre se cumple que los rayos sean iguales, a
continuacion se presenta un contra-ejemplo que muestra que, si hay un punto C' diferente de A
que pertenece al f@oo, los rayos no son iguales, en esta imagen se puede observar la interseccion

de los dos rayos y evidenciar que hay secciones que no comparten:

Figura 54: Contraejemplo - Propiedad rayos iguales
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3.2.3. Propiedad R2

Si By y C son puntos de 1@ y 1@ diferentes de A, entonces ZBAC = £ZB,{AC
Esta propiedad queda completamente igual, bajo la simbologia de la métrica del maximo:
Si B; y C] son puntos de /ﬁ o ¥ /ﬁ « diferentes de A, entonces /BAC = /B, ACY

Justificacion: Ya se observé en la propiedad anterior de Rayos iguales, que cuando hay un
punto C diferente de A, que pertenece al 1@ s, N0 se cumple que los rayos sean el mismo.
Por lo tanto, para este caso tampoco se cumpliria la propiedad.

Ademas, cabe resaltar que se estudié este teorema de la geometria usual que involucra angulos,
dado que no fue necesario hacer uso de la medida; de lo contrario, inmediatamente se podia

descartar.

3.3. Rectas
3.3.1. Interseccion de rectas

T. Interseccion de rectas: Si dos rectas distintas, m y [ se intersecan entonces su inter-

seccion es un unico punto.

Al realizar la exploracion de la interseccion de rectas, teniendo en cuenta el teorema ante-
rior y al interpretado bajo las rectas de la métrica del maximo, se puede establecer que dicho
teorema no es valido, concluyendo entonces que la interseccién de dos rectas, en la métrica del

maximo, no siempre es un uinico punto.

En la figura |55 se puede observar el tinico caso que se ha encontrado, donde la interseccién

de dos rectas del caso 1, su resultado es un tnico punto F
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Figura 55: AB , N CD

En la figura [56| se puede observar un claro contra ejemplo del teorema en como la interesec-

=
ci6én de dos rectas del caso 2 dan como resultado un segmento y dos rayos (C' D, UC A, Ulﬁ )

<—— <>
Figura 56: AB ., N CD

En la figura [57) se puede observar un contra ejemplo del teorema, aqui se evidencia cémo la

intereseccion de una recta del caso 2 y una recta del caso 3 dan como resultado un ES.,
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Figura 57: AB N CD

3.3.2. Rectas perpendiculares

Al realizar la exploracién de la existencia de rectas perpendiculares, teniendo en cuenta los

siguientes teoremas.

T. Cuatro angulos rectos: si dos rectas son perpendiculares, entonces se determinan cuatro
angulos rectos.

Se puede concluir que no existen un recta perpendicular a otra, ya que al realizar un trabajo
con la métrica del méaximo, se encontré que no se le puede asignar un real a un angulo, por
lo tanto no se puede decir que la intereseccion de dos rectas determinen uno o cuatro angulos

rectos.

T. Existencia perpendicular punto externo: Por un punto externo a una recta dada
existe una recta perpendicular a dicha recta.

Por la justificacion del teorema anterior, es evidente que no existe una recta perpendicular a
otra dada por un punto externo.

3.3.3. Rectas paralelas

Al realizar la exploracion de la existencia de rectas paralelas usando la métrica del méximo

y teniendo en cuenta el siguiente postulado y definicion.

P. Existencia de paralela: Dada una recta [ y un punto P tal que P ¢ [. Entonces existe
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una recta m tal que m || ly P € m

—
En la figura [58| se puede evidenciar que si se tiene una AB ., que se llamaria la la recta [ y un
punto P tal que P ¢ [. No se puede encontrar en ninguno de los tres casos de recta, una recta
—

CD  que se llamaria recta m tal que m || ly P € m

Figura 58: Interpretacion del postulado

Para demostrar que dos rectas de la métrica del maximo siempre se intersecan, se debe tener
— —

en cuenta que k,n,h y [ determinan a la AB o v p,i,j v g determinan a la CD ., como se

muestra en la figura

Construccion Geométrica
1.ELL IInynlh Construccion recta del maximo.
2.9le,iljyjlp Construccion recta del maximo.
3.1y g estan a 45° del eje x Construccion recta del maximo.
4. 1|g D. rectas paralelas.
5. plg T. paralela perpendicular
6. JE/E=pnNyg D. rectas paralelas.

Cuadro 12: Demostracion interseccién rectas paralelas
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Figura 59: Interpretacion del postulado

De esta forma queda demostrado que dos rectas de la métrica del maximo que cumplen el

postulado y parecen ser paralelas siempre se intersecan en al menos un punto.

D. Paralelismo: Dos rectas son paralelas si son coplanares y no se interseca (no tienen puntos
en comun).

Como consecuencia de la interpretacion que se hizo del postulado y la demostracion donde dos
rectas paralelas siempre se intersecan en al menos un punto, al observar la definicién de para-
lelismo, se puede concluir que no existen las rectas paralelas cuando se hace uso de las rectas

en la métrica del maximo.
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4. Congruencia de segmentos en la métrica del maximo

Para establecer la congruencia de segmentos en la métrica del maximo, se tendré como base

la siguiente definicion.

Segmentos congruentes: Dados ABy CD, AB = B(C' si y solosi AB=CD.

Partiendo de esto se establece que si la distancia del maximo entre los puntos del AB. y

CD., es:

do(A, B) = max{| x1 —x2 |;| 1h — v2 |}

deo(C, D) =maz{| x3 — x4 ;]| ys — va |}

asi es que por definicion de segmentos congruentes AB,, y C'D,, son congruentes si cumplen

mazf{| 1 — o ;| 1 — 2 |} = max{| x3 — 24 ;]| y3 — va |}

Para poder identificar cudles son los segmentos que cumplen la definicion de congruencia,
se inicié la exploracion teniendo como base en la idea que se presenta en la Geometria Plana
de Euclides, la cual se realiza basdndose en una circunferencia (en la métrica del méximo la
circunferencia es un cuadrado), asi que aqui se hara lo mismo, usando una circunferencia de
radio AB3 nuevamente se evidencian tres casos, como los elaborados previamente en la repre-

sentacién de los segmentos.

Caso 1

Si se tiene AB.,, ACy, AD, v AFE son congruentes de tal forma que al calcular la distan-
cia entre cada uno de los puntos la solucién indique que AX = AY se obtiene la siguiente

representacion de segmentos congruentes.

3 En el curso de geometria plana de la U.P.N es la notacién AB
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Figura 60: Segmentos congruentes caso 1

Caso 2

Nuevamente AB.,, ACy, AD,, v AE. son congruentes, pero esta vez al calcular la distan-
cia entre cada uno de los puntos la solucién indique que AX > AY se obtiene la siguiente

representacion de segmentos congruentes

Figura 61: Segmentos congruentes caso 2
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Caso 3

por ultimo AB., AC, AD, vy AFE. son congruentes, pero esta vez al calcular la distancia
entre cada uno la solucién indique que AX > AY se obtiene la siguiente representacién de

segmentos congruentes

Figura 62: Segmentos congruentes caso 3

4.1. Congruencia de segmentos

i) Propiedad reflexiva: cada segmento es congruente consigo mismo, es decir: AB,, = BA.

para todo segmento AB
ii) Propiedad de simetria: si AB.. = CD,, entonces CD., = AB

iii) Propiedad transitiva: si AB,.=2CD., y (D = EF., entonces AB,, = EF,

Demostracién

Si se tiene que

doo(AB) = Maz{| x1 — 22 |;| y1 — v2 |}

doo(CD) = Max{| x5 — x4 |;| y3 — ya |}
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i) propiedad reflexiva

Por propiedad reflexiva de la igualdad

Moazx{] z1 — 2 ;| y1 — v |} = Maz{| 21 — 22 ;| y1 — 12 |}

Por propiedades de los reales

Maz{| z1 — 2o || y1 — o |} = Maz{| x2 — 21 ;| y2 — 01 |}

Ahora por definicién de congruencia de segmentos

B = BA

I

ii) propiedad simétrica

Si se tiene que

AB. = CDy
Por definicion de segmentos congruentes
Maz{| 1 — 2 |;| g1 — w2 [} = Max{[ x5 — 24 ;| ys — ya |}
Usando la propiedad simétrica de la igualdad
Maz{| zs — x4 ;[ ys —ya |} = Maz{| z1 — 22 ;[ 11 — v2 [}
Ahora por definicién de congruencia de segmentos se puede concluir que

B

I

CD4

iii) propiedad transitiva
Si se tiene un segmento EF ., tal que
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doo(EF) = Max{| 25 — w6 |;| ys — s |}
Si
AB,, = CDq

Max{| 1 — @ ;| y1 —yo |} = Max{| x5 — x4 |;| y3 — ya |}

CDy =2 EF,
Maq;{|x3—x4 |;|y3—y4 |}:Ma${|$5—l’6 |;|ys—y6 |}

[gualando los mismos valores que son congruentes con el C' D, se tendra que

Maz{| z1 — 22 [} g1 — 92 |} = Max{| 23 — 24 ;| ys —ya [} = Maz{| x5 — x6 |;| Y5 — ys |}
Por propiedad transitiva de la igualdad
Max{| x1 — 22 || 1h —y2 |} = Max{| x5 — 26 |;| Y5 — ys |}
Al sustituir lo que la distancia por su segmento correspondiente se puede concluir que

Fo

I

AB.,

Después de demostrar que la congruencia de segmentos en la geometria del maximo cumple
las propiedades de ser reflexiva, simétrica y transitiva, se puede concluir que la congruencia es

una relacion de equivalencia.

4.2. Representante de la congruencia

Después de haber mostrado que los segmentos de la métrica del maximo que llamaremos S

con la congruencia, que serd =2, determinan una relacion de equivalencia.

Se considera que el representante serd un segmento anclado al origen que esta contenido en

una recta, que determina un angulo de45 respecto del eje X, como se muestra en la figura [63]
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Figura 63: Representante de un segmento de la métrica del maximo

4.3. Conjunto cociente de la congruencia

A partir de la definicién de conjunto cociente, se llega a que el conjunto de segmentos S con

la congruencia ~ determinan el siguiente conjunto cociente.

S/~ =10,00)

4.3.1. Del segmento al representante

La forma de encontrar desde cualquier segmento de la métrica del maximo el representante

es:

1. Dado un AB,, y una recta m que esta a 45 del eje .

2. Se traza una [ tal que [ L al eje x por B.

3. Se determina un C tal que C'=1Nm.

4. Se traza una n tal que n L al eje x por A.

5. Se determina un D tal que D =nnNm.

6. Se determina un O tal que O es la intereseccién del eje x con el eje y.
7. Se traza una ©Op,cp.

8. Se determina un P tal que P = ©p cp Nm.
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El OP sera el representante de todos los segmentos congruentes a AB..

Esta construccion muestra el representante si el AB,, es del caso 1 o 2, si se quiere encontrar

el representante del segmento que cumple caso 3 se deben trazar [ y n paralelas al eje x.

Un ejemplo del representante del caso 2, al realizar los anteriores pasos se presenta en la figura

04]

Figura 64: Representante de un segmento de la métrica del maximo

En los siguientes enlaces encuentran construcciones en Geogebra, donde a partir del seg-

mento se muestra el representante.

Segmento caso 2

https://ggbm.at/VhhHUX7J

Segmento caso 3

https://ggbm.at/gKUBTQv3
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4.3.2. Del representante al conjunto de segmentos congruentes
La forma de encontrar desde el representante, el conjunto de segmentos congruentes:
1. Dado un AB, Yy Yy su representante RS.

2. Se traza una [ tal que [ L al eje x por S.

3. Se traza una n tal que n L [ por S.

4. Se determina un [ tal que I =[N eje x.

5. Se determina un K tal que K = nN eje y.
—

6. Se traza una r tal que r|| RS por K.
—

7. Se traza una t tal que t|| RS por I.

8. Se determina un P tal que P = fNr.

9. Se determina un O tal que O = fNt.

El KS y SI del poligono RPKSIO son el lugar donde se ubicara un punto de tal forma

que este y R determinaran el conjunto de segmentos congruentes a AB.

Un ejemplo del conjunto de congruencias del segmento de caso 2, al realizar los anteriores

pasos se presenta en la figura 65

I=

Figura 65: Representante de un segmento de la métrica del maximo
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Asi es que cada uno de los segmentos determinados por el representante es congruente a cual-

quier segmento (caso 1, 2 y 3) es congruente a cualquier segmento del plano de la misma medida.

En los siguientes enlaces se encuentran construcciones en Geogebra, donde a partir del seg-

mento se muestra el representante y el conjunto de segmentos congruentes.

Segmento caso 2

https://ggbm.at/tkUsYTZa

Segmento caso 3

https://ggbm.at/Raumj7K6

4.4. Teorema adicion

Si

1. A-B-C

2. AA-B' -

3. AB= A'B

4. BC= B
Entonces AC = A'C"

Demostracion:

Se debe tener en cuenta que se trabajara con la métrica del maximo, 1y 2 serdan A, — By, —C

y A — Bl — C’_ respectivamente.

Por definicion de interestancia y congruencia de segmentos del maximo

doo(A, B) + doo(B, C) = ds(A, C) (1)
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doo (A", B') + doo (B, C") = doo (A", C")

doo(A; B) = do (A, B')

do(B,C) = doo(B', C")

Sustituyendo 3 y 4 en 1

doo(A', B') + doo(B',C") = doo (A, C)

con 2y 5 se tiene que

doo (A, C") = doo (A, C)

Por definicién de congruencia se segmentos del maximo en 6 se puede concluir que

AC =2 A'CY

A continuacién se presenta un ejemplo de este teorema
SiA=(1,2), B=(4,4),C=(6,5), A’ =(4,1), B = (7,3), C" = (9,4)
7

5

Figura 66: Ejemplo teorema adiciéon
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Donde se cumple A— B—-—C, A — B —C'", AB= A'B'y BC' = B'C"

Como la do(A,C) =5y doo(A’,C") = 5 por lo tanto, por definicién de segmentos congruentes
se puede concluir que AC =2 A'C’

4.5. Teorema sustraccion
Si
1. A-B-C
2. AA—B -
3. AB=2 A'D
4. AC =2 A'C"
Entonces BC = B'C’
Demostracién:

Se debe tener en cuenta que se trabajara con la métrica del maximo, 1y 2 serdn Ay — Boo —Cx

y Al — B/ — C’_ respectivamente.

Por definicién de interestancia y congruencia de segmentos del maximo

oo (A, B) + doo(B, C) = do(A, C) (1)
deo(A', B") 4+ doo (B, C") = doo (A", C") (2)
doo(A, B) = doo(A', B) (3)
deo(A,C) = du(A, C") (4)
Sustituyendo 3 y 4 en 1
doo(A', B') + doo(B, C) = doo (A, C") (5)
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con 2y b se tiene que

ds(B',C") = d (B, C) (6)

por definicion de congruencia se segmentos del méaximo en 6, se puede concluir que

B'C" =~ BC

A continuacién se presenta un ejemplo de este teorema

Si A=(1,2), B=(8,1),C=(2,6), A = (8,1), B' = (7,4), C' = (8,6)

¥

Figura 67: Ejemplo teorema sustraccion

Donde se cumple A— B—-C, A — B —(C'", AB= AR AC' = A’/

Como la do(B,C) =2y doo(B’,C") = 2 por lo tanto, por definicién de segmentos congruentes

se puede concluir que BC = B'C’
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5. Punto medio y mediatriz

5.1. Punto medio en la métrica del maximo

Definicién de punto medio: En el AB, M es punto medio si se cumplen las siguientes

condiciones:
« A—M—-B
» d(A,M)=d(M, B)

Para determinar la forma que adquiere el punto medio de un segmento, al ser trabajado utili-

zando la métrica del maximo, se reescribira la definicion de la siguiente forma.
En el AB.,, M es punto medio si se cumplen las siguientes condiciones:
s A, — My — By
v doo(A, M) = do(M, B)

se obtiene lo siguiente gracias a la exploracion realizada. Hay que recordar que anteriormente
se concluyd que existen 3 tipos de segmentos, por tanto, para cada uno de ellos se determina

un punto medio distinto.

Caso 1: Segmento en el cual AX = AY, en este caso el segmento max tiene la misma re-

presentacion que en le geometria usual, Por tanto ocurre lo mismo con el punto medio.

Caso 2: El segmento de la figura 68| en el cual AX > AY, la representacion del punto medio

maximo es:

Figura 68: Segmento medio caso maximo 2
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En el siguiente enlace se encuentra un AB, con el punto medio méximo, en este caso,
FG en el que se puede mover el punto X y confirmar que se cumple doo (4, X) = doo(X, B).
https://ggbm.at/cPZZWKFN

Caso 3. Segmento de la figura |69 en el cual AY > AX, la representacion del punto medio

MAXImo es:

Figura 69: Punto medio méximo caso 3

A continuacién, se comprueba que el F'G representa el punto medio en los segmentos cons-
truidos con base en la métrica del maximo. Se realizard la demostracién para el caso 3 en el

que AY > AX, ya que son comprobaciones andlogas.

Para la demostracién del punto medio maximo se presenta el siguiente esquema, el cual

muestra la estructura a seguir durante la prueba:

/4 Casoa —— X € semiplanom’, B
| Demostracién ' | '
punto medio Casob X € semiplanom’, A
| maximo caso Il |
Casoc ‘ — X € EF

Figura 70: Estructura de la demostracion
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En la figura [71] se encuentra la construccién con la cual se realiza la demostracién del

segmento medio que, en la métrica en cuestion, es F'G

Figura 71: Construccién punto medio maximo caso 3

En primer lugar se ubica X en el AB., lo cual lleva a que dicho punto esté en el FG o en
los semiplanos que se determinan por la recta F'G teniendo en cuenta inicamente las regiones

del AB, que se determinan, ya que el punto medio, debe ser parte de él.

Demostracion
1. AB, Dado.
2. OAKBZ construccién cuadro 1.
3.3U'|l' Lm por B T. existencia perpendicular por punto
externo.
4.3DID =1U'nm T. interseccién de rectas.
5.dw(A,B) = DB D. distancia maximo. dado caso 3

(AY > AX).

6. IM|M punto medio DB

T. existencia punto medio.

7. 3Im/|m’ || m por M

T. existencia paralela.

8. JE,F|E=m'Nnh, F=m'NI

T. interseccion de rectas.

9. 3X|X € AB,

a)X € semiplano m’, B
b)X € semiplano m’, A
¢c) X € EF

P. plano infinitos puntos.

Cuadro 13: Planteamiento demostracién punto medio del méximo
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Para el caso a, X se ubica en el semiplano m’ donde esta B, permitiendo concluir que no es

cierto que la do (A, X) = doo(X, B)

Demostracién
10.X € semiplano m/, B caso a.
11. 3i|i LI por By 3j|jLi por X T. existencia por punto externo. T.

existencia perpendicular punto de la

recta.

123H|H = jni, AL|L = m N j y | T. interseccién de rectas.

AN|IN =m/Nj

13. DM =MB D. punto medio 5 y 6.

14. DM+ MB = DB D. segmento. D. interestancia.
15. DM = NL, MB = HN y BD = | T. rectangulo - paralelogramo. T. con-
HL diciones paralelogramo.

16. HL=LN + NH Sustitucion 13 y 14.

"W L-N-XyN-X-H D. interestancia.

18.LX > LN, NH > XH

LX >NH, NH > NX Propiedades de los reales.

19. LX > XH Propiedades de los reales.

20 LX +XH=LH D. segmento. D. interestancia.
21. dw(A,B) = LH = BD Sustitucion 5 y 15

22. 7(LX = NX) Conclusion 18.

Cuadro 14: Demostracion a caso III punto medio del maximo

Para el caso b, X se ubica en el semiplano m’ donde esta A, llevando a que es analogo al caso

a, se concluye que no es cierto que la do (A, X) = doo(X, B) .

Demostracion
23. X € semiplano m/, A Caso b.
24 L—-X-NyX—-N-H Analogo pasos 11 - 16.
25. LX < KH Analogo pasos 17 - 18.
26. ~(LX = XH) Conclusién 25.

Cuadro 15: Demostracion b caso III punto medio del maximo
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Para el caso c, se establece que X € EI', a partir de la construccién realizada para el caso a,

se concluye que la dy (A, X) = doo (X, B).

Demostracion
27. X € EF Caso c.
280 N =X T. interseccion de rectas.
29. HL=LX + XH
DB=LX+ XH Susticucién 5 y 15.
30. LX = XH Propiedades de los reales 15 y 29.
31. dw(A, X) = dw(X, B) Conclusién 29 y 39.

Cuadro 16: Demostracion ¢ caso III punto medio del méximo

En este enlace se encuentra la construccion en Geogebra de la demostracién realizada
anteriormente https://ggbm.at/DE6nGZpJ v en el siguiente se encuentra un AB., con el
punto medio maximo FG en el que se puede mover el punto X y confirmar que cumple

doo(A, X) = doo(X, B). https://ggbm.at/prCuMnmg

5.2. Mediatriz en la métrica del maximo

Definicién de mediatriz: Dado PQ. En un plano, la mediatriz del PQ es la recta perpendi-

cular al segmento que contiene su punto medio.

Para la construccién de la mediatriz en la métrica del maximo se debe tener en cuenta que
cualquier punto H de la mediatriz de un AB., debe cumplir la siguiente condicion: doo (A, H) =

doo(H, B).

Para determinar la forma que adquiere la mediatriz de un segmento, al ser trabajado a partir
de la métrica del maximo, se generan las siguientes representaciones. Se debe tener en cuenta
que se tienen 3 casos de segmento, por lo tanto, cada uno de ellos determina una representacion

diferente de mediatriz.

Caso 1: el AB en el cual AX = AY. En este caso el segmento tiene la misma representacién

que en le geometria usual, por ello la representacion de la mediatriz no cambia.
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Figura 72: Mediatriz caso 1

Caso 2: el AB, en el cual AX > AY, la mediatriz tiene la siguiente representacion

Figura 73: Mediatriz caso 2

A continuacién, se demuestra que F'G unido a los extremos con dos rayos, representan a
la mediatriz en los segmentos construidos con base en la métrica del méximo. Se realizard la
demostracion para el caso 2 en el que AX > AY, ya que, como se ha venido trabajando, la

demostracion del caso 3 para este concepto geométrico también es analoga.

Para la demostracién de mediatriz se presenta el siguiente esquema, en el cual se muestra

la estructura a seguir durante la prueba.
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HEeFL

H € semiplano€ b, Ay H E semiplano€ [, L ‘

Parte a \
‘Demostracion | L ) - -
Mediatriz \( H € semiplano€ b, Ky H €semiplano€ [, L ‘
caso 2

HeFL

Parte b H € semiplanoe b, Ky H € semiplano€ [, L ‘

H €semiplano€ b, Ay H € semiplano€ [, L ‘

Figura 74: Estructura de la demostracion

En la figura se encuentra la construccién, con la que se realiza la demostracion de la

mediatriz del segmento caso 2

-

I~

Figura 75: Construccién Mediatriz caso 2

Se inicia ubicando H en tres lugares, en ﬁ y en la interseccién de dos semiplanos, el
primero es b donde esta A y [ donde esta L y el segundo b donde esta K y [ donde esta L, se
debe aclarar que el segmento F'G, por ser punto medio en la métrica del maximo, ya cumple la

condicién de ser parte de la mediatriz en la métrica del maximo. (parte a)
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Demostracion
1. AB, Dado.
2. OAKBZ Construccion cuadro 1.
3. FG D. punto medio maximo.
4. 3blbLs por F T. existencia perpendicular por punto
externo.
5.3Y|Y € by Y € semiplano [, B T. recta infinitos puntos.
6. 3L|IF —-Y — L T. Punto al lado.
7. ﬁ D. rayo.
8. JH|

a.l) H € Fl
b.1) H € semiplano b, A y H € semi- | P. plano infinitos puntos.
plano [, L
c.1)H € semiplano b, K y H € semi-
plano [, L

Cuadro 17: Planteamiento demostracion parte a mediatriz del maximo.

La construccién de las rectas y la interseccién de estas que se presentan a continuaciéon

serviran como base para la demostracion o contradiccién de cada uno de los casos de la demos-

tracion.
Demostracion

9. 3t|tLm por H T. existencia perpendicular punto ex-
terno.

10. 3s|s Lt por B T. existencia perpendicular punto ex-
terno.

11. 3L J Y kI =tns, J =mnty | T. interseccion de rectas.

P=j3Nnm

Para el caso a.l, se ubica H en el ﬁ, se logra demostrar principalmente a partir de trian-
gulos, el teorema dngulos desiguales - lados desiguales y la definicion de distancia que al estar

H en este lugar cumple que la d(A, H) = do(H, B).
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Demostracion

12. H € ﬁ caso al.
13. dw(A, F) = doo(F, B) D. punto medio maximo.
14. k||b D. rectas paralelas.
15. ZHFI =45, /ZFIH = 90 Construccion.
16. AIHF D. de tridangulo.
17. ZIHF =45 T. suma medidas de triangulo.
18. AIHF D. tridangulo isésceles.
19. HI =2 IF T. tridngulo isésceles.
20 HI =1IF D. segmentos congruentes.
D

21.do(F, H) = {FI; HI}

. distancia del maximo.

22. doo(F,H) = FI = HI

Propiedades de los reales.

23.UIFGJ y OF BSG paralelogramos.

D. paralelogramo.

24.1J = FG

T. paralelogramo, D. segmentos con-

gruentes.
25.ANFBG D. triangulo.
26. /ZFBG =45, /BFG =90 Construccion.
27. AFBG isbsceles D. triangulo isésceles.
28. FG= FB T. tridngulo isosceles.
29. FG=FB D. segmentos congruentes.
30. FB=1J Sustitucion 24 y 29.
31. JH=HI+1Jy BI =I1IF+ FB | D. segmento. D. interestancia.

32. JH = BI

sustituciéon 24, 30 y 31.

33. doo(A, H) = {AJ; JH}

D. distancia del méximo.

34. ZAJH =90 D. rectas paralelas.

35. ZHAJ > 45 construcciéon cuadro 1.

36. AFBG D. tridngulo.

37. ZFBG < 45 T. suma medidas de triangulo.

38. JH > AJ T. dngulos desiguales - lados desiguales.
39.d(AH) = JH Propiedades de los reales 33 y 38.

40. do(H,B) ={IB; HI} D. distancia del maximo,
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Demostracion
41. mZHIB = 90 D. rectas paralelas.
42. mZIBH < 45 construccién cuadro 1.
43. m AN HIB D. triangulo.
44. mZIHB > 45 T. suma medidas de triangulo.
45. 1B > HI T. d&ngulos desiguales - lados desiguales.
46. d(H,B) = IB Propiedades de los reales 40 y 45.
47. do(A, H) = do(H, B) Sustitucion 32, 39 y 46.

Cuadro 18: Demostracion parte a.1 caso II mediatriz del maximo

En el caso bl, se ubica H en el semiplano b donde esta A y en el semiplano [ donde esta L

llegando a la conclusién de que no es cierto d (A, H) = d(H, B).

Demostracion
48. H € semiplano b,A y H € semi- | Caso b.1
plano [, L
49. doo (A, H) = {AJ; JH} D. distancia del méximo.
50. doo (A, H) = JH Andlogo pasos 34 - 37,
51.dw(H,B) ={IB;IH} D. distancia del méximo.
52.dw(H,B) = JH Analogo pasos 41 - 45.
53. JH=JI+HIyIB=I1F+ FB | D.segmento D. interestancia.
54. IF = FB Analogo pasos 23 - 29
55. mZHFI <45y m/ZFIH = 90 Construccion.
56. ATHF D. tridngulo.
57. mLIHF > 45° T. suma de medidas de triangulo.
58. IF > HI T. &ngulos desiguales - lados desiguales.
09. JH=JI+HIlyIB=I1IF+1J Sustitucion 53 y 54.
60. IH <IB Propiedades de los reales.
61. do(A, H) < do(H, B) Propiedades de los reales 50, 52 y 60.

Cuadro 19: Demostracion parte b.1 caso II mediatriz del maximo

En el caso cl, se ubica H en el semiplano b donde esta K y en el semiplano [ donde esta L

llegando a la conclusién de que no es cierto do (A, H) = do(H, B).
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Demostraciéon

62. H € semiplano b, K y H € semi- | Caso cl.

plano [, L

63. JH > IB Analogo pasos 49 - 59.

64. doo(A, H) > do(H, B) Propiedades de los reales 63.

Cuadro 20: Demostracion parte c.1 caso II mediatriz del méximo

En esta parte se demostré que el @ hace parte de la mediatriz de la métrica del maximo,

su justificacién es andloga a la que se acaba de presentar. (parte b)

Demostracion

65. JalaLh por G T. existencia perpendicular por punto

externo.

65. IM|M € a y M € al semiplano | T. recta infinitos puntos.

determinado por h donde no esta A

66. AL|FF — M — O T. Punto al lado.
67. ﬁ D. rayo.
68. 3H|

a.2) HeGO

b.2) H € semiplano a, B y H € semi- | P. plano infinitos puntos.

plano h,O

c.2) H € semiplano a,Z y H € semi-

plano h, O

69.3t|tLm por H T. existencia perpendicular punto ex-
terno.

Cuadro 21: Planteamiento demostracion parte b mediatriz del maximo.
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Demostraciéon

70. Js|sLt por B T. existencia perpendicular punto ex-

terno.

71.31,JY P|J =tnNns, I =mnNty|T. interseccion de rectas.

P=j3nm

72. H € (@ caso a2.

73. doo(A, H) = do(H, B) Andlogo pasos 13 - 46.
74. H € semiplano a, B y H € semi- | Caso b2.

plano h, O

75.ds(A, H) < do(H, B) Anélogo pasos 49 - 60.
76. H € semiplano a,Z y H € semi- | Caso c2.

plano h, O

77. dw(A, H) > ds(H, B) Analogo paso 62 - 63

Cuadro 22: Demostracion parte b caso II mediatriz del méximo

a anterior demostracién nos permite concluir que la mediatriz en la métrica del maximo
es ﬁ UFGU Cﬁ
En los siguientes enlaces se encuentran las construcciones en Geogebra de la demostracion rea-
lizada.
En este, https://ggbm.at/NYhtwNkC, se evidencia la construccion de los caso al, bl y cl.
En este, https://ggbm.at/d6eHUnJj, se evidencia la construccion de los caso a2, b2 y c2.
En este enlace, https://ggbm.at/d6eHUnJj, se encuentra un AB., con la mediatriz del méxi-
mo. Alli se puede mover el punto X para confirmar que cumple d..(A, H) = d.(H, B), sobre

la mediatriz.
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Caso 3. El AB en el cual AY > AX, la mediatriz tendré la siguiente representacion.

Figura 76: Punto medio caso 3

En este enlace, https://ggbm.at/ENNJb4WR, se encuentra un AB. con la mediatriz del
méximo. Alli se puede mover el punto X para confirmar que cumple do.(A, H) = do(H, B),

sobre la mediatriz.
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Conclusiones

El estudio del segmento bajo la métrica del maximo, muestra que adquiere dos representaciones
(un segmento usual y un cuadrildtero) que dependen de 3 diferentes ubicaciones del punto B,
esto muestra una diferencia importante en comparacién a la métrica usual, ya que se pasa de
tener un solo tipo de representacién de segmentos a tener tres; ademas el hecho de encontrar
tres casos de segmentos obligd inmediatamente a los demas objetos geométricos a tener, tam-

bién, tres casos distintos.

Es importante resaltar que, en esta métrica, se conserva la usual en todo sentido, cuando
el punto B se encuentra en la recta de 45 respecto al eje x, construida y nombrada como recta
(1), en este caso particular, (Caso 1), los segmentos, los rayos, las rectas, el punto medio y la
mediatriz tenfan la misma representacién usual, por tanto, si se trabajan los objetos, tunica-
mente con estas condiciones se cumple cada una de las propiedades geométricas de la métrica

usual para cada uno de ellos.

Al aplicar la métrica del maximo, a objetos geométricos como el angulo, se encontré que el
combinar los diferentes casos de rayo, generan diferentes representaciones de angulo, de este
objeto se determind que no se puede asignar un nimero real que represente su medida. En
cuanto al tridngulo construido con segmentos de la métrica del maximo, se encontré que sin
importar el tipo de segmento que lo determine, el tridngulo siempre serda un rectangulo de la

geometria usual.

En cuanto a los teoremas y propiedades que se estudiaron, asociados con los objetos geométri-
cos reinterpretados, se encuentra que, de los relacionados con el objeto geométrico interesancia,
solo se pueden demostrar dos de los cinco teoremas que se encuentran en el libro de Moise, E.
(1963); y a los tres restantes se les proporciona un contra ejemplo, que muestra que no siempre

cumple la condicién estudiada.

Por otra parte de las propiedades relacionados con segmentos, rayos y angulos, se encontrd
lo siguiente:

= Los segmentos cumplen la propiedad de ser reflexivos.

= Si existe un punto C' que pertenece a un 1@00, diferente de A y de B, no se cumple que

los rayos AB y AC' sean el mismo.
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= Para determinar el rayo opuesto a uno dado, se establecen dos condiciones de manera que
este objeto geométrico sea unico, ya que si se elige cualquier punto que cumpla con la

definicion, se encuentran infinitos rayos opuestos.

Ahora, de los teoremas relacionados con rectas, se muestra que si dos rectas son distintas y se
intersecan, su interseccion no siempre es un tnico punto, ya que se pueden determinar dos rayos
unidos con un segmento de la métrica del méaximo; ademas también se encontrd que no existen
rectas perpendiculares pues no se pueden determinar angulos de 90 y finalmente se muestra que
no existen rectas paralelas, ya que cualquier dos rectas que se determinen se intersecan en al

menos un punto.

Al estudiar la congruencia de segmentos generados por la métrica del maximo, se demuestra
que la congruencia es una relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva), a partir
de esto se encuentra el representante de todos los segmentos, el conjunto cociente y se elaboran
instrucciones que pueden llevar de un segmento en cualquier posicién del plano a su represen-

tante y del representante al conjunto de congruencias.

Luego, al estudiar la definicién de punto medio y mediatriz de un segmento se encuentra que,
como se mencion6 anteriormente, en el caso 1 del segmento del maximo, el punto medio y la
mediatriz tienen la misma representacién de la métrica usual. Ahora, para los casos 2 y 3, en
el caso del punto medio se determina un segmento de la métrica usual y para la mediatriz se

determina un segmento unido con dos rayos de la geometria usual.

Realizar este tipo de trabajos y explorar las distintas métricas existentes, pueden ser de ayuda
para comprender de manera mas profunda el significado de distancia, ya que, al interpretar las
cosas de manera no usual, se genera una motivacién y un interés por descubrir las diferentes

formas que adquieren los objetos si no se definen de manera convencional.

Se debe observar que, de una definicién, bajo dos métricas distintas, se obtienen diferentes
objetos geométricos, esto quiere decir que, si a una misma definicion se le aplican diferentes
métricas, entre las tantas que existen, se pueden obtener una gran cantidad de formas diferentes

que significan lo mismo.

Por ultimo se debe mencionar y sugerir que, el trabajo de reinterpretar la geometria de Eucli-

des, a partir de la métrica del maximo, abre una nueva ventana para explorar, interpretar y
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representar los elementos de la geometria del espacio o también identificar cudl seria la repre-
sentacién y las caracteristicas de las secciones conicas, que se obtienen a partir de la métrica

del maximo.
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