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Introduccion
El trabajo que se presenta a continuacion tiene como finalidad describir y analizar los objetos
matematicos relacionados con el teorema fundamental del calculo, incluyendo alli el limite, la
derivada y la integral. Desde una breve recopilacion historica de los mismos hasta una
formalizacidn actual de dichos objetos o cuando menos la forma en que son presentadas en el

aula.

Por otra parte, el trabajo no pretende solo describir los objetos matematicos y analizarlos,
sino que presenta una propuesta didactica hacia un re-descubrimiento del teorema
fundamental del célculo, tanto en la primera parte del teorema como en la segunda parte del

mismo Yy que busca que se dote de un nuevo significado al mismo.

En ese sentido el trabajo se divide en cuatro marcos, en los cuales se apoya la propuesta
didactica que se presenta en otro capitulo del presente trabajo. El primer marco que se
presenta es el de antecedentes, en el que se realiza una recopilacién de algunos textos
relacionados directamente con el teorema, asi como también una sucinta revision historica. El
segundo marco es el matematico, en él se plasman los objetos matematicos necesarios para la
correcta comprensién del teorema, incluyendo lo presentado en tres libros de texto
universitarios. El tercero es el marco tecnoldgico, el cual esta enfocado en las implicaciones
del uso de herramientas tecnoldgicas en el aula y su uso en contextos didacticos para una
mejor significacion de algunos objetos matematicos. Por ultimo, el trabajo presenta un cuarto
marco, el didactico; en él se brinda, de manera global, los elementos sobre como abordar la
ensefianza de objetos del calculo necesarios para el re-descubrimiento del teorema desde la
propuesta presentada. Ademas, se abordan algunas dificultades a tener en cuenta para el

analisis de dicha propuesta de ensefianza.

En un capitulo aparte se encuentra la propuesta didactica, en la cual se presentan el disefio de
dos actividades con su respectiva justificacion a la luz de lo presentado en los marcos de
referencia. Posteriormente se realiza el analisis de los resultados de las actividades antes
mencionadas que fueron aplicadas a un grupo de estudiantes de un programa de formacion
inicial de profesores de matematicas. Por Ultimo se exponen las conclusiones y sugerencias

obtenidas del desarrollo y andlisis del trabajo.



Justificacion
El teorema fundamental del calculo relaciona los dos campos bésicos del trabajo del anélisis
matematico, el célculo diferencial y el integral. La importancia que tiene este teorema se ve,
en muchas ocasiones, reducida a un procedimiento de verificacion dejando oculta su
importancia dentro del campo del analisis tal y como Newton y Leibniz lograron presentarlo
a la comunidad matematica de su tiempo. La mayoria de las secuencias didacticas
presentadas en textos escolares parten de la presentacion de la derivada a través del problema
con la recta tangente y el calculo integral desde la determinacion de areas bajo la curva,
(Stewart, 2012; Larson, 2010), dejando como vinculo entre los dos campos el teorema

fundamental del calculo.

Por otra parte, histéricamente, se ha presentado el teorema fundamental del calculo enunciado
en dos partes; una referente a “la derivada de una integral” (o derivada e integral como
“procesos” inversos) Yy otra referida al calculo de areas o integrales de manera mas eficaz, sin
tener que recurrir a sumas reiteradas de pequefios rectangulos y luego haciendo el paso al

limite.

Teniendo en cuenta la dificultad que se presenta al entender este concepto matematico a nivel
universitario, evidenciado a lo largo del proceso académico llevado por parte de los autores,
se pretende desarrollar una actividad o una serie de actividades, propuesta inicialmente para
un curso de Calculo Integral, de un programa de formacion inicial de profesores de
matematicas, donde, a partir del uso de conceptos geométricos previos, se re-descubra de
manera intuitiva en qué consiste el teorema fundamental del calculo y se pueda establecer una
relacion comprensiva del mismo, es decir se lo dote de un significado para su proceso de

aprendizaje.

Es importante resaltar el deseo que se tiene con el disefio de las actividades de lograr que el
estudiante descubra por si mismo, el papel fundamental que cumple este teorema en el
calculo. Para dicho descubrimiento es importante que en la ensefianza se haga algo mas que
demostrar el teorema. De este modo, se generd el interés de los autores para considerar una
mejor manera de abordar el teorema fundamental del célculo, procurando asi una

interiorizacion del mismo o cuando menos que se dé una aproximacion mas significativa.



Para los autores es importante el uso de tecnologia en el disefio e implementacion de las
actividades, pues permite que los estudiantes puedan explorar, conjeturar, y estimar; ya que
estos procesos, entre otros, son necesarios en el aprendizaje, y segin autores como Tall
(1992), Vinner y Heershkowitz (1980) y Dreyfus (1991), ya que fortalecen el desarrollo del
Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) y por lo tanto la compresion de la matematica en

si misma.



Objetivos

El presente trabajo pretende entonces generar una secuencia de actividades que permitan
dotar de un significado al teorema fundamental del célculo, asi se formulan los siguientes
objetivos para el mismo.

Objetivo General
Disefar una secuencia de actividades con el fin de generar que los estudiantes de los primeros
cursos de un programa de formacion inicial de profesores de matematica, y en particular de la
Licenciatura en Matematicas la Universidad Pedagdgica Nacional, redescubran y den
significado al teorema fundamental del calculo.

Objetivos especificos

° Proponer actividades donde sea necesario relacionar las areas de las figuras

geomeétricas con el concepto de integral.

° Implementar las TIC, principalmente mediante el uso de applets en entornos

de geometria dindmica, para facilitar la visualizacion de las funciones y sus

respectivas integrales.

° Generar un entorno de exploracion que permita resignificar el enunciado

general del teorema fundamental del calculo.



1. Antecedentes

Con el fin de enriquecer el trabajo que se va a llevar a cabo, se indagaron diversas fuentes
entre las cuales se encuentran algunos documentos que vale la pena destacar, pues son de
importancia para desarrollar cada uno de los marcos que se proponen. Particularmente, y
siendo consecuentes con el enfoque de la propuesta del Departamento de Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional de Bogota- Colombia; el cual sugiere la presencia de
elementos disciplinares (propios de las matematicas o de la educacion matematica), que se
denominaran marco matematico; elementos didacticos, que se mencionaran como marco
didactico y elementos del uso de las tecnologias de la educacién e informacion, que se

Ilamara marco tecnolégico.

Para el desarrollo del marco matematico y teniendo en cuenta que el teorema fundamental del
calculo se ha presentado a la comunidad matematica y a los estudiantes desde hace mucho
tiempo es importante analizar algo del contexto historico del mismo. En la tesis doctoral, “E!
teorema fundamental del célculo: un estudio sobre algunos aspectos, formulas y métodos
relacionados con su aplicacién”, Ponce (2013), menciona gque a pesar de que muchas veces
se parte de la errénea idea de creer Newton y Leibniz fueron los creadores del célculo y su
formalizacion, existen maltiples versiones preliminares del teorema fundamental del célculo
que habian partido de conceptos como la recta tangente y areas bajo la curva. Resefia que
Isaac Barrow en 1669 publicaba sus “lecciones geometricas”, donde logro establecer una
relacion entre las cuadraturas (areas bajo las curvas) y las tangentes, siendo asi el primero en
descubrir y demostrar la naturaleza inversa entre los problemas ya mencionados que
actualmente se conocen como el teorema fundamental del calculo. A pesar de ello, Barrow no

logro hacer un uso eficaz de su descubrimiento, pues no desarroll6 completamente su idea.

Tal como se menciond anteriormente, Leibniz y Newton lograron, de manera independiente,
la formalizacion de la relacion existente entre el area bajo las curvas y las rectas tangentes a
funciones; y por ello Ponce (2013) menciona la contribucién especifica de cada uno de ellos.
Los trabajos de Leibniz, que datan de 1675, abordan el estudio de las curvaturas y desarrollan
la integracion y la diferenciacion. Leibniz fue el que incorporé los simbolos que se conocen

actualmente para derivar y para integrar "d" y" [ "y de algiin modo los introdujo con un

sentido de operadores funcionales. Finalmente, en el afio 1693 publicé un articulo llamado



“Acto Eruditorum” donde reduce el problema de las cuadraturas, que se encontraba vigente
en esa €poca, a encontrar una curva con una “regla de tangencia”. Lo que diferencié el trabajo
de Leibniz del de Barrow fue que no solo dio un resultado geométrico, sino que utilizé de

manera analitica el calculo que él mismo habia inventado.

Por su parte, Newton se encontraba desarrollando numerosas investigaciones para la misma
época, sin embargo, a diferencia de Leibniz, no publicaba todos sus resultados ya que se
encontraba trabajando en muchos campos de las ciencias paralelamente, principalmente en
fisica y matematicas. Los primeros avances respecto al teorema son presentados por Newton
datan del afio 1711 y otros incluso s6lo se conocieron después de su muerte, pero estan

fundamentados en su trabajo “De analysi per aequationes numero terminorum infinitas” de
1669.

Desde 1748 hasta 1860 se fue formalizando el teorema fundamental del calculo por
matematicos como la italiana Mari Gaetana Agnesi, los franceses Lacroix, Cauchy y De
Freycinet y el irlandés Lardner, entre otros. Como puede apreciarse el teorema fundamental
del calculo se volvié un problema central de la comunidad cientifica del siglo XVII y hasta la

primera mitad del XIX.

En cuanto al marco didactico este documento también resulta Gtil pues en él se presentan
algunas sugerencias metodologicas y dificultades en torno a la ensefianza del teorema
fundamental del célculo en la educacion superior, lo cual es importante para cumplir el
objetivo general propuesto en el presente trabajo. Teniendo en cuenta que en dicho
documento se menciona la importancia del uso de la tecnologia para el calculo de algunas
funciones primitivas, dicha mencién es enriquecedora para el marco tecnolégico que se
presentara en esta propuesta, pues uno de los objetivos especificos es el uso de la tecnologia

para el desarrollo de las actividades.

Otro documento a destacar en los antecedentes es “Una propuesta de acercamiento
alternativo al teorema fundamental del cdlculo” elaborada por Robles, Tellechea & Font
(2014). En ella, es posible reconocer algunos elementos béasicos para construir el marco
matematico, ya que se presentan algunas consideraciones matematicas y los conceptos
importantes que se han trabajado en el calculo y que llevaron a poder descubrir y formular el

teorema fundamental del calculo. En cuanto al marco didactico, el articulo aporta una manera

6



de disefiar la secuencia de actividades para lograr una mejor comprension del teorema

fundamental del célculo, justificadas tedricamente.

Por su parte, en la tesis doctoral: “La ensefianza y aprendizaje del calculo integral en entorno
computacional: actitudes de los estudiantes hacia el uso del programa de célculo
simbdlico”, Depool (2004) presenta como objetivo principal el disefiar, implementar y
evaluar un mdédulo instruccional para la ensefianza del concepto de integral definida en
estudiantes de primer curso de ingenieria, y analizar las actitudes de los estudiantes frente a
las matematicas y el aprendizaje con un software o en concreto con el uso de las TIC. El
estudio experimental se centré en torno a dos ambitos, el primero afectivo y el segundo
cognitivo. En ese sentido el primero es analizar las actitudes de los estudiantes hacia las
matematicas, el uso de ordenadores y el aprendizaje con DERIVE ®. En el segundo, se

determina la comprension del concepto de la integral definida por parte de los estudiantes.

Teniendo en cuenta que la segunda parte del teorema fundamental del célculo se encuentra
estrechamente relacionado con lo que se denomina la integral definida, el documento anterior
aporta principalmente informacion necesaria para el disefio de las propuestas, en concreto de
la segunda parte de la misma que sera presentada posteriormente. A su vez aporta al marco
tecnoldgico, teniendo en cuenta que el estudio experimental se centrd en torno a la actitud de
los estudiantes hacia las matematicas y en concreto con el uso de las TIC y cédmo se

modifican las mismas en un entorno tecnolégico.

Finalmente, Pochulu, Font & Rodriguez (2013), en su documento “Criterios de disefio de
tareas para favorecer el andlisis didactico en la formacion de profesores” analizan las
actividades de disefio y redisefio de tareas efectuadas por profesores de matematicas durante
un ciclo formativo. El ciclo que comprende seis fases: (a) seminario virtual de 10 semanas de
duracidn, (b) encuentro presencial inicial donde se presentan los disefios de tareas, y al
mismo tiempo, se realizan redisefios y ajustes en virtud de los anélisis didacticos realizados,
(c) implementacidon de la secuencia de tareas, (d) seleccion de algunos episodios de las clases
implementadas (a partir de registros de videos) (e) analisis presencial de los episodios de las
clases y (f) encuentro presencial final donde se analizaron episodios de clase y se reflexiona
sobre el proceso antes mencionado. Pochulu, Font & Rodriguez (2013) resaltan que la
competencia en el andlisis didactico se logra desarrollar al disefiar, aplicar y valorar

secuencias de aprendizaje, mediante técnicas de analisis didactico y criterios de calidad, para

7



establecer ciclos de planificacion implementacion, valoracion y plantear propuestas de

mejora.

Por otra parte, introducen el concepto de “caracterizacion de tarea profesional” como tareas
que son propuestas a los profesores o futuros profesores con el objetivo de que realicen
analisis didacticos con base en sus conocimientos, creencias, experiencias previas, o bien

utilizando herramientas tedricas que van emergiendo en su formacion.

Los documentos mencionados ofrecen un panorama global que aporta al disefio de las
actividades que se proponen, implementan y analizan en el presente trabajo de grado, ya que
evidencian los elementos tedricos fundamentales a considerar, pero ademéas develan los
elementos para facilitar el andlisis didactico y a tener en cuenta en la caracterizacion de tarea

profesional.



2. Marco Matematico
Teniendo en cuenta las necesidades tanto de los autores del trabajo que disefian las
actividades como de los estudiantes, quienes solucionan cada una de ellas, se construye este
marco matematico, con el apoyo de textos universitarios como (Spivak, 1988), (Apostol,
1988) y (Stewart, 2012) y asumiendo un orden conceptual en que son desarrollados cada uno
de los conceptos y definiciones necesarios y que de alguna forman deben estar en el sustento

de la propuesta desde el campo disciplinar.

2.1.  Funcién

Funcién es uno de los conceptos mas importantes de las ramas de la matemaética, y esta
presente tanto en el calculo como en la teoria de conjuntos. Sin embargo, no es tan evidente
asignarle una definicion y por esa razon en (Spivak, 1988, p.49) se le asigna una "definicion
provisional” la cual es:
"Una funcion es una regla que asigna a ciertos numeros reales un numero real”.

Esta definicion esta considerada como intuitiva ya que es el proceso gue se hace al tener una
funcion, es decir al tener la funcion x? todos los nimeros reales se elevaran al cuadrado y asi
se les asignara un nuevo numero. Spivak (1988) aclara que no en todos los casos es posible
que dicha regla pueda ser aplicada para todos los nimeros y que los numeros que son
finalmente asignados se conocen actualmente como dominio de la funcion. Ademas de
definir la funcién es importante hablar acerca de su notacion pues la notacién correcta para
dicho concepto es f(x) lo que significa que se usara la regla con f al cual se le asigna un

numero x la lecturaes "f de x".

Dicho lo anterior, es posible pensar en que las funciones de pueden operar entre ellas, es decir
que se pueden sumar restar, multiplicar y dividir, al realizar dichas operaciones bastara con
operar sus imagenes, es decir el nimero que se asigna. Sin embargo, dado que no toda
“asignacion”, en los términos descritos, es una funcion, es importante tener una definicion
formal y clara de lo que ésta es, por tal razén (Spivak, 1988, p.60) la define formalmente de
la siguiente manera:

"Una funcién es una coleccion de pares de nimeros con la siguiente propiedad: si (a,b) y
(a, c) pertenecen a la coleccion, entonces b = c; en otras palabras, la coleccién no debe

contener dos pares distintos con el mismo primer elemento™.



2.2.  Limite

El concepto del limite es, quizas sin dudarlo, el concepto mas dificil del calculo infinitesimal
ya que es una nocion de una funcion que va al infinito, es decir que es una nocion de
infinitud, lo cual genera bastantes dificultades para su comprension. En (Spivak, 1988,
p.107). Una vez mas intentan explicar dicho concepto con una definicion provisional en la
cual se describe el proceso que se realiza con el mismo, lo cual no significa que sea su
definicion formal. La definicion provisional para el limite se describe a continuacion

"Una funcion f tiende hacia el limite | cerca de a, si se puede hacer que f(x) esté tan cerca
como queramos de [ haciendo que x esté suficientemente cerca de a pero siendo distinto de

a.

fa)

Figura 1. Spivak, 1988, Definicion provisional de limite,Gréafica,p.107

En la figura 1, se puede identificar que el hecho de que f(x) esté en el intervalo B cuando x
esta en el intervalo A, es decir que queda entre las rectas horizontales, eso significa que la
funcidn f(x) tiende a [ cerca de a.

La definicion formal resulta ser compleja. Sin embargo, su significado se resume en lo
mencionado anteriormente, en (Spivak, 1988, p.118). Se presenta como:

"La funcion f tiende hacia el limite [ en a significa: para todo € > 0 existe algin § > 0 tal

que, paratodo x, si0 < |[x —a| < &, entonces |f(x) =[] < &
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2.3. Continuidad

El concepto de la continuidad de una funcidn esta estrechamente relacionado con el limite de
dicha funcion en un punto, basta con pensar cuando el limite de una funcion x tiende a b es la
imagen de la funcion f( x) = f(b).
Es posible que suceda siempre y cuando la funcion esté definida en x = b, sin embargo, no
siempre sucede, por esa razon se decidié diferenciar las funciones que cumplen con ello 0 no
como funciones continuas 0 no continuas. Intuitivamente una funcion es continua cuando no
tiene interrupciones o saltos en su gréfica, la definicion formal de funcion continua que se
presenta en (Spivak, 1988, p.142) es la siguiente:

“La funcion f es continuaen a si limy,_, f(x) = f(a) ”
Hasta el momento tan solo se ha hablado de que una funcién es continua en un punto, sin
embargo, es posible que una funciéon sea o no continua en un intervalo (a,b) 0 en un
intervalo cerrado [a, b], la definicion en ese caso en Spivak (1988, p.147). Es:

1. “f es continua en x para todo x de (a, b) ".

2. lim, .+ f(x) =f(a) y lime,,- f(x) = f(b).

2.4.  Cotas superiores e inferiores

El concepto de cotas superiores e inferiores esta presente en algunos de los teoremas mas
importantes del calculo infinitesimal, en los cuales se mencionan tanto la continuidad como
las cotas superiores e inferiores de las funciones, dichos teoremas carecen de importancia
para el trabajo que se desea realizar aca, sin embargo, el concepto de cotas superiores e
inferiores es importante, puesto que mas adelante se abordaran con fines didacticos
particularmente para acotar sumas de rectdngulos. De esa manera se definen a continuacién
las cotas superiores e inferiores tal como se presentan en (Spivak, 1988, p.171).

“Un conjunto A de nimeros reales se dice que es acotado superiormente si existe un nimero
x tal quex > a Para todo a que pertenece a A. Un nimero x con esta propiedad se dice que

es cota superior de A”

A pesar de que la definicidbn menciona conjuntos numéricos esta propiedad se cumple para
cualquier conjunto. (Spivak, 1988, p.172). Se conoce como supremo al menor nimero de las
cotas superiores es decir que “ x es supremo de A si cumple que:

1. X €s cota superior de A

2. Si y es una cota superior de A entonces x < y”

11



En cuanto a las cotas inferiores (Spivak, 1988, p.173). La define como:
“Un conjunto A de nimeros reales se dice que es acotado inferiormente si existe un nimero
x tal que x < a Para todo a que pertenece a A Un nimero x con esta propiedad se dice que
es cota inferior de A ™.
Se conoce como infimo al mayor nimero de las cotas inferiores es decir que x es infimo de A
si cumple que:

1. x es cota inferior de A

2. Si y es una cota inferior de A entonces x > y.

2.5. Derivada

Tal como se ha mencionado la derivada es uno de los dos conceptos centrales del célculo
junto con la integral. Si bien todos los conceptos que se han mencionado hasta ahora son
parte fundamental de la disciplina, dichos conceptos s6lo son una preparacion para las ideas
generales que se presentan en adelante, los conceptos que son verdaderamente caracteristicos

del calculo infinitesimal.

Se destaca que las ideas mencionadas anteriormente proceden de una conexion intima entre
los conceptos matematicos y ciertas ideas fisicas. Muchos conceptos e incluso infinidad de
teoremas pueden describirse en problemas fisicos, pero tal como lo realizan en (Spivak, 1998,
p.197) se definiran las ideas en forma matematica precisa y su significado se discutira en
términos de problemas matematicos. Teniendo en cuenta que es una tarea compleja analizar
las propiedades generales de las funciones, es importante cuando se empiezan a restringir las
funciones, Puesto que las funciones continuas constituyen a una clase tan restringida, es
natural que se hallen algunos teoremas no triviales para ellas, sin embargo los resultados mas
interesantes acerca de funciones solo se obtienen cuando se limita ain més la atencion a
funciones que son “razonables” y cuyo comportamiento es aun mas regular que la mayor

parte de las funciones continuas.
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fla) =, w20
fla) = 2% 220
flx) =l

EY ib) (e

Figura 2 . Spivak, 1988, Comportamientos irregulares,Gréfica,p.197

La figura 2 muestra tres tipos de funciones continuas cuyos comportamientos son irregulares,
dichas gréficas se encuentran “quebradas” en algin punto, en particular en (0,0), las
comillas se usan para precisar que el término de funciones quebradas no existe, simplemente
en (Spivak, 1988, p.198) indican que una funcion es “quebrada” en un punto en el que no se

puede trazar una recta tangente.

Figura 3 . Spivak, 1988, Rectas tangentes a una funcion,Gréfica,p.197

A diferencia de las gréaficas de la figura 2, en la figura 3, se observa la grafica de una funcion
donde es posible trazar una recta tangente en cada punto de la grafica. Es preciso, entonces,
aclarar que definir la recta tangente como una recta que corta a la gréafica solamente una vez

seria demasiado restrictiva y demasiado amplia a la vez, es decir inutil.
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> 7

Figura 4 .Spivak, 1988, Definicion restrictiva,p.198 Figura 5. Spivak, 1988, Definicion amplia,p.198

Con dicha definicion es posible que se considere una recta como no tangente cuando en
realidad lo es, tal como en la figura 4. De otra parte, se hace que la definicion sea restrictiva,
0 que resulte posible que en una grafica haya dos tangentes en cada uno de los puntos, como

en la figura 5. Lo cual hace a la definicion amplia e imprecisa.

Ademas, seria posible trazar mas de una recta tangente en las gréficas de las funciones de la
figura 2, lo cual contradice lo que se considera como funciones “quebradas” en (Spivak,

1988, p.198). Tal como se muestra en la figura 6.

Y

Figura 6 .Spivak, 1988, Contradiccion de funciones “quebradas”. , p.198

Una manera mas eficaz de abordar la definicion de tangente es a través de las rectas secantes
y utilizando la notacion de limite. Si h # 0, entonces los dos puntos distintos (a,f(a)) y
(a + h, f(a + h)) determinan una recta secante a la curva, tal como se observa en la figura 7,

su pendiente se obtiene a partir de la definicion de pendiente, la cual es:
Y2a—M1

m=-"——=
X2 —Xq
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Teniendo en cuenta la anterior definicion y las coordenadas de la recta ya mencionada, su

pendiente es:
_fa+h—f@)
(a+h)—a
Teniendo en cuenta las operaciones indicadas la pendiente queda expresada finalmente como:

fla+h) —f(a)
h

&

Y/

(@ + h, fin =+ &)}

I

| )fta + k) = fla)
. |

1

|

Figura 7. Spivak, 1988, Recta secante a una curva, p.199.

Por otra parte se sabe que por (a,f(a)) pasan infinitas rectas secantes a la curva, sin
embargo la recta tangente resulta ser el limite, en algun sentido, de dichas rectas secantes tal
como se observa en la figura 8, cuando h se aproxima a 0. Es posible que nunca se haya
hablado de limites de rectas, sin embargo es posible hablar del limite de sus pendientes,

finalmente la pendiente entonces de la recta tangente en (a, f(a)) deberia ser

fla+h) - f(a)
h

conforme h - 0.
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la, flal)

Figura 8. Spivak, 1988, Limite de las pendientes de las rectas secantes, p.199

Con lo mencionado anteriormente es posible hablar sobre la definicion y algunos comentarios
que se presentan en (Spivak, 1988, p.201)

“La funcion f es derivable en a si:

I fla+h)—f(a)
1m

h—-0 h

existe.

En este caso el limite se designa por f'(a) y recibe el nombre de derivada de f en a. (se dice

también que f es derivable si f es derivable en a para todo a del dominio de f).”

El primer comentario que se hace es en realidad un afiadido, ya que se define la recta tangente
a la gréfica f en (a, f(a)) como la recta que pasa por dicho punto y tiene por pendiente
f'(a), lo cual quiere decir que la tangente en el punto (a, f(a)) solo estd definida si f es
derivable en a. El segundo comentario se refiere a la notacion, el simbolo f'(a) recuerda
ciertamente la notacion funcional. En efecto, para cualquier funcion f se designa por f’ a la

funcion cuyo dominio de todos los nimeros a tales que f es derivable en a, el valor de a es

I fla+h)—f(a)
1m
h—-0 h

Para ser precisos f ' tendrd como parejas ordenadas los puntos

fla+h)-f(a)

p ) Para todo a que esté en el dominio de f y que el limite exista

(a ) limh_,o

Dicha funcion f recibe el nombre de derivada de f. Esto hace que el concepto de tangencia

sea un concepto local.
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2.5.1. Derivada desde la fisica
El tercer comentario que se presenta en (Spivak, 1988, p.202). Es algo més extenso que los
dos primeros ya mencionados anteriormente y hace referencia a la interpretacion que tiene la
derivada desde la fisica, ya que como se menciond en el capitulo anterior las ideas ya
presentadas se pueden describir en problemas fisicos, Se considera una particula que se
mueve a lo largo de una recta, como se muestra en la figura 9. Sobre la cual se ha elegido un
origen, y una direccion en la cual las distancias a partir del origen se escriben como nimeros
positivos, mientras que las distancias a partir del origen de los puntos de la otra direccion se

escriben como nimeros negativos. Sea s(t) la distancia de la particula al origen en el tiempo

t.
L 0 =
movimiento de la particula
f=5 =4 t=3 t=2
—d o

: } t t
] muuklsllrmdehm:lhp-:tkmhmmu“:

Figura 9. Spivak, 1988, Movimiento de la particula,p.202

Debido a que la distancia esta determinada para cada namero t, es decir la particula estara a
una distancia del origen todo el tiempo, la situacion fisica suministra automéaticamente cierta
funcion s. La grafica de sindica la distancia de la particula hasta el origen sobre el eje
vertical, en términos del tiempo, indicado sobre el eje horizontal, como se muestra en la

figura 10.

Figura 10. Spivak, 1988, Funcién movimiento de la particula, p.202

. +h)— . . .y, ;. . .
El cociente M tiene una interpretacion fisica natural es la velocidad media de la

particula durante el intervalo de tiempo entre a y a + h. Para cualquier a, esta velocidad

media depende por supuesto de h. Por otra parte, el limite
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- s(a+h) —s(a)
lim
h—-0 h

Depende exclusivamente de a y existen importantes razones fisicas para considerar dicho
limite, ya que la definicidn para la velocidad instantdnea de la particula esta sujeta a dicho

limite, por esa razén la velocidad instantanea queda definida como s'(a).

Es importante notar que la velocidad instantdnea no corresponde a ninguna cantidad
observable. Aunque no es justo decir que la velocidad instantdnea no tiene nada que ver con

la velocidad media, es preciso aclarar que la velocidad instantanea es decir s’(t) no es

s(a+h)-s(a)

- , para ningun h. Unicamente es el limite de las velocidades medias de la particula

cuando h tiende a 0. En ese sentido la nocion de la derivada desde la fisica se entiende como
“variacion” ya sea de la posicion en funcion del tiempo como en el ejemplo anterior o una
variacion de otra magnitud fisica en funcion del tiempo, o de una manera mas general la

variacion de una magnitud en funcion de otra.

2.5.2. Derivacion
Hasta aqui se ha mencionado la definicion de la derivada y como se construyé dicha
definicion, pero méas alla de eso (Spivak, 1988, p.227). Resalta que el proceso de hallar la
derivada de una funcion recibe el nombre de derivacion, y que por lo tanto es relevante
pensar en el concepto de diferenciabilidad. Dado que para hallar la derivada de alguna
funcidén es necesario hacer un proceso laborioso a partir de su definicion, es cierto que dicho
proceso es valido para hallar la derivada de alguna funcién sin embargo a través del tiempo se
han desarrollado multiples teoremas con los cuales es posible derivar un gran nimero de

funciones sin necesidad de recurrir a la definiciéon de la derivada.

2.6. Integrales

A pesar de que ya se hablo acerca de la derivada, el cual es un concepto fundamental en el
desarrollo del célculo infinitesimal, sin embargo, no despliega toda su fuerza hasta que se alia
con la integral, el segundo concepto fundamental del calculo. Al principio, lo mencionado
puede parecer una falacia, ya que cuando se menciona la derivada no se necesita la integral
para su construccion o descubrimiento, sin embargo, una vez se estudie todo con respecto a la
integral se apreciara con mayor claridad la conexion entre los dos conceptos fundamentales

del calculo antes mencionados.
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Para definir la integral se suele hacer de una forma esencialmente complicada, ya que viene a
formalizar un concepto que es aparentemente sencillo, e intuitivo: el area de una superficie.
Sin embargo, la integral como funcion resulta un poco mas dificil de formalizar ya que
implica el manejo de familias paramétricas de funciones y no una funcion en particular a
menos que sobre ella se establezca un conjunto de condiciones iniciales o de valores en la

frontera.

En geometria se deducen las formulas para hallar areas de muchas figuras planas, sin
embargo, raramente se da una definicidn aceptable de area. El area de una region se define a
veces como el numero de cuadrados de lado uno que caben en la region sin que ellas se
solapen. Pero dicha definicion resulta inadecuada o insuficiente para todas las regiones con
excepciones de las mas simples. Por ejemplo, el circulo de radio 1 tiene por area el nimero

irracional m, pero no es claro cual es el significado de “m cuadrados”. Incluso si se considera
un circulo de radio —= Cuya area es 1, resulta dificil explicar de qué manera un cuadrado de

lado 1 puede llenar dicho circulo, ya no parece posible dividir el cuadrado de lado 1 en
pedazos que puedan completar el circulo de alguna manera.

La integral por su parte se encarga de identificar areas de algunas regiones muy especiales
(ver figura 11): aquellas que estan limitadas por el eje horizontal x, rectas verticales por
(a,0) y (b,0),y la grafica de una funciéon f tal que f(x) =0 para todo x del intervalo
[a, b]. Dicha region se denota por R(f,a,b).Cabe aclarar que las regiones incluyen

rectangulos y triangulos, asi como muchas otras figuras geométricas importantes.

El nimero que se asigna eventualmente como area de R(f, a, b) recibe el nombre de integral
de f sobre [a, b]. En realidad, la integral se define también para funciones que no satisfacen
la condicion f(x) = 0 para todo x en [a,b]. Si f es la funcién mostrada en la figura 12, la
integral representa la diferencia entre las areas de las regiones de sombreado claro y de
sombreado fuerte (“area algebraica”) de R(f, a, b).
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Figura 11. Spivak, 1988, area de figuras especiales Figura 12. Spivak, 1988, area algebraica ,p.346
,p.346

La idea de la definicion se va a indicar a partir de la figura 13. El intervalo [a, b] se ha

dividido en cuatro subintervalos

[to, t1] [t1, t2] [t2, t5] [E3, t4]

Por medio de nameros t,, ty, t,, ts, t, de tal forma que

a=t0<t1<t2<t3<t4=b

Sobre el primer intervalo [t,, t;] la funcién f tiene el valor minimo m; y el valor maximo
M, ; analogamente, sea m,, el valor minimo y M, el valor maximo de f sobre el intervalo i-

esimo [t;_q, t;].

s = my[t; — to] + my[ty, — t1] + ma[ts — to] + mylts — t,]

La suma anterior representa el area total de los rectangulos que quedan dentro de la region
R(f,a,b). Mientras que por otro lado la siguiente suma representa el area total de los
rectangulos que contienen la region R(f, a, b).
S =Mty — to] + My[t, — t1] + Ms[ts — tp] + Mu[ts — t4]
Lo que se debe observar como guia en el intento de definir el &rea A de R(f,a,b) seré la
observacién de que A debe satisfacer
s<Ay A<S
Y ademas siempre serd verdad, cualquiera que sea la division que se haga del intervalo

[a, b]. Es de esperar que las condiciones determinen el area A.
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Figura 13. Spivak, 1988, idea de la definicion de area, p.347.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente en (Spivak, 1988, p.347) plantea
definiciones y procesos para llegar a la formalizacion del area, en ese sentido mencionan la
siguiente definicion para particiones:

“Sea a < b. Recibe el nombre de particion del intervalo [a, b] toda coleccién finita de

puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.”

Los puntos de una particion pueden ser numerados de la misma manera que se ha hecho
anteriormente, es decir ty, ..., t,, de manera que

a=ty<t; < <th1<t,=>h
En ese sentido se ha generalizado la numeracién de una particién y siempre se hace una

numeracion de este tipo.

Con lo enunciado anteriormente, para la figura 13, se hace necesaria una definicion para las
sumas que se mencionaron, en ese sentido en (Spivak, 1988, p. 348) se hace la siguiente
definicion:
“Supongamos que f es acotada sobre [a, b] y P = {t,, ..., t,} €S una particion de [a, b]. Sea
m; =inf {f(x):t;_1 < x < t;}
M;=Sup {f(x):t;-1 <x <t}
La suma inferior de f para P, designada por L(f, p) se define poniendo

LUAP) = ) it = tia).
t=1

La suma superior de f para P, designada por U(f, P), se define poniendo
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UGLPY = ) Milt = tiy).”
t=1

Las sumas inferior y superior corresponden a las sumas s y S del ejemplo de la figura 13
representan las areas totales de los rectangulos que quedan por debajo y por encima de la
gréafica f. Cabe resaltar que las sumas fueron definidas sin recurrir al concepto de area.

Spivak (1998) aclara, pertinentemente, que la condicion de que f esté acotada sobre [a, b] es
esencial para que los m; y M; queden definidos. Y también aclara que fue necesario definir a
m; y M; como infimos y supremos, en vez de maximos y minimos, ya que no se exige que f

sea continua.

Es evidente que en relacién con las sumas inferiores y superiores: Si P es una particion
cualquiera, entonces

L(f,P) < U(f,P)
Se aclara que las letras L y P corresponden a las iniciales de las palabras inglesas “lower”

(inferior) y “upper” (superior).

Sin embargo, hay una relacion que no se hace tan evidente y para ello se enuncia y demuestra
el siguiente teorema en (Spivak, 1988, p. 352).
Teorema
Sean P,y P, particiones de [a, b], y sea una funcion acotada sobre [a, b]. Entonces

L(f,Py) < U(f, Py).
Teniendo en cuenta dicho teorema Spivak (1988) considera y aclara que la region (R, f, a, b)
es demasiado irrazonable para merecer que se le asigne un area. En ese sentido se intenta
disfrazar la irrazonabilidad con la siguiente definicion, la cual se encuentra en (Spivak, 1988,
p. 355).
“Una funcion f acotada sobre [a, b] es integrable sobre [a, b] si sup {L(f,P): Pes una
particion [a, b]} = inf {U(f, P): P es una particion de [a, b]}.

En este caso, este numero comun recibe el nombre de integral de f sobre [a, b] y se denota

[

La integral f:f recibe el nombre de &rea de R (f, a, b) cuando f(x) = 0 para todo x de

[a,b].

por

22



En ese sentido es posible afirmar que si f es integrable entonces
b
L(f,P) < f f < U(f,P) para todas las particiones P de [a, b].
a

. b ;. , .
Ademas fa f es el Gnico nimero con esta propiedad.

La definicidn antes mencionada Unicamente prepara, pero no resuelve, el problema planteado,
no se conoce cuales funciones con integrables ni tampoco como se halla la integral de f sobre
[a, b] cuando f es integrable, sin embargo para el trabajo acé propuesto basta tener claro que

la integral es el area de las funciones sobre un intervalo [a, b].

Por otra parte, en (Stewart, 2012, p.372) se hace una definicion para la integral definida de la
siguiente manera:

“Si f es una funcion continua definida para a < x < b, dividimos el intervalo [a, b] en n
. . b—
subintervalos de igual ancho Ax = % Sean a = xg, xq, X2, ... , X, = b 10s puntos de estos

subintervalos y sean x*;,x",,...,x", 10s puntos muestras en estos subintervalos, de modo
que x*; se encuentre en el i-ésimo subintervalo [x;_, x;]. Entonces la integral definida de f

desde a hasta b, es
b n
f £ (0)dx = lim Zf(x*l-) Ax"
a n—>o0o l=1

La definicion anteriormente mencionada se llama suma de Riemann, en honor del
matematico aleman Bernhard Riemann (1826-1866), indica que la integral definida de una
funcidén integrable puede aproximarse dentro de cualquier grado de exactitud mediante la
suma de Riemann, la diferencia en el abordaje radica, esencialmente, en que por sumas
superiores e inferiores el valor de la integral, si existe, queda siempre acotada por un Unico
namero real del cual se sabe que siempre estara por encima de cualquier suma finita L y por
debajo de cualquier suma finita U; en tanto que por las sumas de Riemann s6lo se tendria esa

certeza si el comportamiento de la funcion es monotono en el intervalo de integracion.

2.7. Teorema fundamental del calculo

A continuacion, se presenta un resumen de lo que se encuentra en algunos textos como
(Spivak, 1998); (Stewart, 2012) y (Apostol, 1988) con respecto al teorema fundamental del

calculo, teniendo en cuenta que se divide en dos partes.
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2.7.1. Primera parte del teorema fundamental del calculo
Es suficiente con lo que se ha mencionado en los apartados anteriores para intuir que si f es

. b ny . ; .

integrable, entonces F(x) = fa f también es continua; es natural preguntarse qué ocurre si la
funcién original f es continua. El resultado es que F es derivable (y su derivada es
particularmente sencilla), a partir de dicha informacién se enuncia el siguiente teorema, el

cual es el mas importante del calculo infinitesimal, por ello recibe su nombre y se enuncia en

(Spivak, 1988, p.399) de la siguiente manera:
“Teorema (Primer teorema fundamental del calculo infinitesimal)

Sea f integrable sobre [a. b] y definase F sobre [a, b] por

Fx) = f b

Si f es continua en ¢ de [a, b], entonces F es derivable en c, y

F'(c) = f(c)
(Si c = a o b,entonces F'(c) se entiende que representa la derivada por la derecha o por la
izquierda de F.)”
La demostracion del primer teorema fundamental del calculo infinitesimal que se enuncid
anteriormente se presenta a continuacion tal como se hace en (Spivak, 1988, p.400).
Demostracion
Se supone que c estd en (a,b); es facil suplir las modificaciones necesarias para

c =ao c¢ =b.Por definicién.

F(c+h)—F(c)
h
La demostracion se divide en dos casos, en el primero se supone que h > 0. Entonces

F'(c) = }li_r:r(l)

c+h
F(c+h)—F(c)=J f.
c
En ese sentido se define m, y M;,, como se muestra a continuacion y en la figura:
my, =inf {f(x)ic<x<c+h}

My =sup {f(x): c<x <c+h}
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Figura 14. Spivak, 1988, infimo y supremo para la demostracion, p.400.
Para continuar con la demostracion, teniendo en cuenta como se definen los infimos y
supremos se tiene que
c+h
Cc

Por tal razén al dividir h en la anterior desigualdad y al sustituir la integral por su

equivalencia como diferencia, escrita anteriormente se obtiene.

F(c+h)—F(c)
mp <
h
El segundo caso es suponer que h < 0, basta con hacer un cambio en pocos detalles del

<M,

razonamiento. Sea
my, =inf {f(x):c+h<x<c}
My =sup {f(x):c+h<x<c}.

Entonces
C
Mo ()< [ F <My ).
c+h
por ser
c+h c
F(c+h)—F(c)=f f=—J f
c c+h
se obtiene

mp-h>F(c+h)—F(c) =M, h.
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Debido a que h < 0, la division por h invierte de nuevo la desigualdad, obteniendo el mismo
resultado que en el caso anterior:

F(c+h)—F
th (c })l (C)SMh

La anterior desigualdad se cumple para cualquier funcion integrable, sea 0 no continla. Sin

embargo, puesto que f es continda en c, se cumple que:

limm, = lim M), = f(c),
Lo cual demuestra finalmente que

F'(x) = }li_r)l(l)F(C al h})l — Flo) = f(c)

A pesar de gue el teorema ya mencionado trata solamente de la funcién obtenida al variar el
limite superior de integracion, se menciona en (Spivak, 1988, p.402) que un sencillo artificio

indica lo que ocurre cuando se varia el limite inferior. Si se define G por

m@=L%

G@)=£?—L3.

En consecuencia, si f es continua en c, entonces

G'(x) = —f(o).

En ese sentido se puede afirmar con toda seguridad que el teorema se extiende al caso en que

entonces

la funcion

H@=L?

la cual esté definida incluso para x < a. En ese caso se puede escribir

a
P == 1,
X
de tal modo que si ¢ < a se tiene

F'(c) = =(=f(©) = f(©)
Exactamente el mismo resultado que daba antes, es importante resaltar que en cualquier caso
la derivabilidad de F en c queda asegurada por la continuidad de f en c. Sin embargo, el

teorema es interesante cuando f es continua en todos los puntos de [a, b]. En ese caso

F'=f.
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Desde otro punto de vista, se encuentra en (Apostol, 1988, p.247), que abordan el teorema
fundamental del calculo de manera diferente ya que se afirma que la relacion entre el proceso
de integracion y la derivacion es semejante a la relaciébn que se encuentra en “elevar una
cantidad al cuadrado” y “extraer la raiz cuadrada de una cantidad”, en ese sentido se hace la
aclaracion pertinente de que si se eleva un niamero positivo al cuadrado y se le extrae la raiz
cuadrada positiva del resultado, finalmente se obtiene el nimero original. Teniendo en cuenta
dicha informacion se asegura que analogamente, si se calcula la integral de una funcién
continua f se obtiene una nueva funcién que después de derivada reproduce la funcién

original f.

Un ejemplo de ello es f(x) = x2, una integral indefinida A de f queda:
x X 3 C3
A(x) =f f(®)dt =f t?dt =———
c c 3 3
Donde ¢ es una constante. Derivando la expresion anterior se obtiene: A’'(x) = x? = f(x). A
partir del ejemplo que se ilustra anteriormente, se enuncia el teorema en (Apostol, 1988,

p.247) de la siguiente manera:

“Primer teorema fundamental del calculo. Sea f una funcion integrable en [a, x] para cada

x de [a, b]. Seactal que a < ¢ < by definamos una nueva funcién a del siguiente modo:
X
A(x)=f f(t)dt sia<x<bh.
c

Existe entonces la derivada A’(x) en cada punto x del intervalo abierto (a, b) en el que f es

continua, y para tal x tenemos

A'(x) = f(x)."

Para comenzar se encuentra una interpretacion geométrica del teorema, la cual sugiere por
qué el teorema debe ser cierto; luego se hace una demostracion analitica.
Para la interpretacion geometrica es necesario el apoyo de una grafica, tal como se presenta a

continuacion.
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Figura 15. Apostol, 1988, interpretacion geométrica primer teorema fundamental del calculo, p.248.

La figura 15 muestra la gréfica de una funcion f en un intervalo [a, b], ademas h es positivo

y se cumple que

co+h x+h X
f f(tdt = f f(t)dt — f f)dt = A(x + h) — A(x).

Con la ayuda del teorema del valor medio se afirma que
A(x+h) —A(x) = hf(z),dondex < z<x+h
En ese sentido se obtiene que

A h)—A
SARDRELIRI

Teniendo en cuenta lo que se construye hasta ahora y debido a que x <z <x+ h, se

encuentra que f(z) — f(x) cuando h — 0 con valores positivos. Sin embargo para valores

negativos se razona de manera similar, en ese sentido A’(x) existe y es igual a f (x).

En (Apostol, 1988, p. 249) se encuentra la demostracion analitica, en la cual empiezan de la
siguiente manera:
Sea x un punto en el que f es continua y con x fija, se obtiene:

A(x+ h) — A(x)
h
Para demostrar el teorema se ha de probar que el cociente tiende a f(x) cuando h — 0. El

numerador es:

x+h x x+h
A(x + h) — A(x) =f f(t)dt—f f(t)dt:f £(t) dt.
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Si en la Gltima integral se escribe f(t) = f(x) — [f(t) — f(x)] resulta:

x+h x+h x+h
A@+m—mm=f ﬂmw+f v@—ﬂ@meﬂ@+f [F(0) — f(x) dt

De donde se obtiene

Alx+h)—A 1 [x+h
AR Doz O -

Por tal razén, para completar la demostracion es necesario demostrar que

1 x+h
tm & | @~ reonae =0
Para esa demostracion es necesario hacer uso de la continuidad de fen x. Si se designa

Gh) =f(x)+ %f;”h[f(t) — f(x)]dt. Se trata de demostrar que G(h) — 0 cuando h — 0.

Aplicando la definicion de limite, se ha de probar que para cada € > 0 existe un § > 0 tal que
G(h) < e siempreque 0 < h<§

En virtud de la continuidad de f en x , dado un & existe un numero positivo é tal que:

1
f® = fI <3
Teniendo en cuenta que

x—0<t<x+6

Si se elige h de manera que 0 < h < §, entonces cada t en el intervalo [x,x + h] satisface
que x — 6 <t < x4+ §ypor esarazon se verifica | f(t) — f(x)] < % €. Se verifica entonces
para cada t de ese intervalo.
Finalmente aplicando la siguiente propiedad |f;+hg(t)dt| < |f;+hg(t)dt|, cuando
gt) = f(t) — f(x), y lo antes construido se obtiene la siguiente expresion.

x+h 1
< Sfx ESdtS§h€<h8

x+h x+h
f F(6) — Folde f F(6) — FGolde

al dividir la anterior expresion por h se verifica que G(h) < € siempre que 0 < h < §. Si
h < 0, un razonamiento similar demuestra se verifica para 0 < |h| < 6, lo cual completa la

demostracion del teorema.
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Para finalizar con la primera parte del teorema fundamental del célculo se hace un resumen
de lo plasmado en (Stewart, 2012), en el cual se resalta que el nombre del teorema
fundamental del célculo es pertinente y apropiado ya que establece una fuerte conexién entre
las dos ramas del célculo: el célculo diferencial y el calculo integral. Se hace una importante
recopilacion historica entre el problema que conllevo a la construccion del calculo diferencial
(recta tangente) y el calculo integral (area), ademas se le da crédito principal a Newton y
Barrow como principales artifices de descubrir la conexion entre dichos problemas
aparentemente poco relacionados, a diferencia de los dos textos anteriores en este caso la

discusion sobre el teorema fundamental del calculo nace a raiz de un ejemplo en particular.

Segun Stewart (2012) si se define una funcién

X 2

g(x)=f0tdt=x7

Se observa que g'(x) = x; es decir que g’ = f. En otras palabras, si g se define como la

integral de f, entonces g resulta ser, aunque sea en este caso, una anti derivada de f.

i Ll _||' lI'. i I

i
L] LT N

Figura 16 . Stewart, 2012, Area de la gréafica con rectangulos, p.388.

A fin de calcular g'(x) a partir de la definicion de derivada, en primer lugar se observa que,
para h > 0, g(x + h) — g(x) se obtiene el resultado de las areas; por tanto, el area bajo la
grafica de f de x a x + h, tal como se muestra en la figura 16. Para h pequefias, se puede
observar que el area es aproximadamente igual al area del rectangulo con altura f(x) y

ancho h:

gx+h) —gx) = hf(x)
Por tal raz6n
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gx +h) —g(x)
h

~ f(x)
En consecuencia, se espera que

gx +h) —g(x)
h

g'(x) =lim = f(x)

A partir de dicho planteamiento, en (Stewart, 2012, p.388) se asegura que esto corresponde a
la primera parte del teorema fundamental del célculo el cual se enuncia de la siguiente
manera:

“Teorema fundamental del cdlculo, parte 1

Si f es continua sobre [a, b], entonces la funcion g definida por

g(x)=fxf(t) a<x<bh

Es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a,b) y g'(x) = f(x).”
A continuacion, se presenta la demostracion del teorema que se enuncié anteriormente se
presenta tal como se hace en (Stewart, 2012, p.388).

Para empezar se supone que x y (x + h) estan en (a, b), entonces

x+h X

ﬂwa—ffmdt

a

mh+@—gu>=f

a

=<L?a)a+1j%ﬂoﬂ>—L70>m

_ fx+hf(t) "

Y de este modo, parah # 0

glx+h)—g(x) 1 **"
- _Efx f(o) dt
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m

-

{ U v=x+Mh :

Figura 17. Stewart, 2012, Apoyo teorema del valor extremo, p.388

Por ahora se supone que h > 0. Debido a que f es continua sobre [x, x + h], el teorema del
valor extremo demostrado en (Stewart, 2012, p.286) establece que hay nimeros uy v en
[x,x + h] tales que f(u) =mYy f(v) = M, donde m y M son los valores minimos y maximo
absolutos de f sobre el intervalo [x,x + h], tal como se muestra en la figura 17.

Teniendo en cuenta algunas propiedades de las integrales se obtiene
x+h
mhsf f(t) dt < Mh
X
Lo que significa que
x+h
fahs [ @ de<roh
X
Dado que h > 0, se puede dividir la desigualdad entre h.

x+h
fws;[ @ asro

Entonces, con lo antes ya mencionado se reemplaza la expresion por la siguiente desigualdad:

fay < SEEN 290 iy

En caso de que h < 0 se obtiene la anterior desigualdad de manera muy similar, entonces sea

h— 0. Entonces u —» x y v — x, ya que u y v quedan entre x y x + h. Por tal razon.
lim f(u) = lim f(w) = f(x) y limf(v)=lim f(u) = f(x)
- u-x h—-0 VX

Para finalizar aclarando que f es continua en x. De acuerdo con la desigualdad mencionada
anteriormente teoremas de la comprension demostrado en (Stewart, 2012, p.105) se obtiene

que
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g/ =i SN 29O _

Si x =aob, entonces el limite anterior se puede interpretar como un limite unilateral,
entonces con el teorema ya demostrado en (Stewart, 2012, p.158) se demuestra que g es
continua sobre [a, b].

Teniendo en cuenta la notacion de Leibniz para derivadas, en (Stewart, 2012, p. 389) se

expresa el teorema fundamental del calculo como

d pe
| rod=rw.

Se quiere evidenciar con lo expuesto anteriormente, que, si bien el teorema tiene un
unico enunciado, la forma en que este puede ser presentado, abordado y formalizado puede
diferir en varios aspectos y

2.7.2. Segunda parte del teorema fundamental del calculo
En (Spivak, 1988, p.403) se enuncia un colorario que, segun el autor, reduce los célculos de
integrales a una trivialidad.
Colorario

Si f es continua sobre [a, b] y f = g’ para alguna funcion g, entonces

b
[ 7=90)-9@.

Sea

F(x) = jxf.

a

entonces F' = f = g'sobre [a, b]. En consecuencia, existe un nimero c tal que

F=g+ec.

El nimero ¢ puede calcularse facilmente: se observa que

0="F(a)=g(a)+c,
De modo que ¢ = —g(a); asi pues,
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F(x) = g(x) — g(a).
Esto se cumple, en particular, para x = b. Asi pues,

b
[ £=Fo)=90) - g@.

La demostracion del teorema puede hacer que parezca inutil, sin embargo, el colorario es tan
atil que es llamado con frecuencia como el segundo teorema fundamental del célculo
infinitesimal, el teorema se enuncia en (Spivak, 1988, p.405) como se presenta a
continuacion.

“Teorema 2 (Segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal)

Si f es integrable sobre [a, b] y f = g’ para alguna funcién g, entonces

b
[7=90)-9@ "

Sea P = {t,, ..., t,} una particion cualquiera de [a, b]. Segun el teorema del valor medio

existe un punto x; en {t;_4, t;} tal que

9(t) —g(ti-1) = 9" ) (& — ti—q)
= f ) — ti-1).
Si
m; =inf {f(x):t;_1 < x <t;},
M; =sup {f(x):ti_; <x <t;},

Entonces evidentemente

mi(t; —ti—g) < flx) (@t —timg) < Mi(t; — ti—q),
Es decir,
mi(t; —ti—1) < g(t;) — g(timy) < M;(t; — ti—y).

Sumando estas ecuaciones para t = 1, ..., n se obtiene

z m(t; — ti-1) < g(b) —g(a) < Z M;(t; — ti—1)

De manera que
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L(f,P) < g(b) —g(a) < U(f,P)
Para cualquier particion P. lo cual significa que

b
mm—mw=fﬁ

a

Si se estudia como presenta la segunda parte del teorema fundamental del célculo en
(Apostol, 1988, p.250) se observa que antes enuncian un teorema que lo nombran como
teorema de la derivada nula y se escribe a continuacion, como se presenta.

“Teorema de la derivada nula. Si f'(x) = 0 para cada x en un intervalo abierto I, es f
constanteen [."

Apostol (1988) Afirma que cuando el teorema de la derivada nula se utiliza combinado con el
primer teorema fundamental del Calculo, conduce directamente al segundo teorema
fundamental. Ademas, antes de enunciar el segundo teorema fundamental define una funcion
primitiva o antiderivada, como se va a presentar a continuacion:

Una funcion P se llama primitiva (o anti derivada) de una funcion f en un intervalo abierto /

si laderivadade P es f, estoes P'(x) = f(x) paratodo x en I.

Se aclara que se dice que P es una primitiva de f y no es Unica, ya que tambiénloes P+ k
para cualquier constante k. Reciprocamente dos primitivas P y Q de la misma funcion f solo
pueden diferir en una constante porque su diferencia P — Q tiene la derivada
P'(x)=Q'(x) = f(x) = f(x) =0

Para toda x en I y por tanto, segun el teorema de la derivada nula, P — Q es constante en 1.
Por otra parte, el primer teorema fundamental del célculo afirma que se puede construir una
primitiva de una funcién continua por integracion. Cuando se combina esa informacion con el
hecho de que dos primitivas de la misma funcion tan sélo difieren en una constante, se
obtiene el segundo teorema fundamental del calculo, que se enuncia de la siguiente manera:
“Segundo teorema fundamental del cdlculo. Supongamos f continua en un intervalo abierto
I, y sea P una primitiva cualquiera de f en I. Sea P una primitiva cualquiera de f en I.

Entonces, para cada c y cada x en I, tenemos

P(x) =P(c)+ fxf(t) dt."
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Para demostrar el teorema se pone A(x) = fcxf(t) dt. Debido a que f es continua en cada x

de I, el primer teorema fundamental indica que A'(x) = f(x) para todo x de I. Es decir, A es
una primitiva de f en I. Puesto que dos primitivas de f pueden diferir tan sélo en una
constante, debe ser A(x) — P(x) = k. Para una constante k. Cuando x = ¢, implica que

—P(x) = k, yaque A(c) = 0. Por consiguiente, A(x) — P(x) = —P(c) de lo que se obtiene.

P(x) = P(c) + f o

El teorema finalmente indica como se encuentra una primitiva P de una funcion continua f.
Integrando f desde un punto fijo ¢ a un punto arbitrario x y sumando la constante P(c) se
obtiene P(x). Pero la importancia real del teorema radica en que si se pone la conclusion del

teorema de la siguiente manera:

jxf(t)dt = P(x) — P(c).

Se ve claramente que se puede calcular el valor de una integral mediante una simple
substraccion si se conoce una primitiva P. El problema de calcular una integral se ha

transformado en otro problema, el de hallar la primitiva P de f.

Finalmente se analiza como se aborda el teorema en (Stewart, 2012, P.391), cabe aclarar que
a diferencia de las otras propuestas no se tiene en cuenta algun teorema o colorario previo
para enunciarlo, como se presenta a continuacion:

“Teorema fundamental del calculo, parte 2

Si f es continua sobre [a, b], entonces

b
[ 7o ax=ry - F@

Donde F es una antiderivada de f; es decir, una funcion tal que F' = f.”
Para demostrar el teorema Stewart (2012) realiza un procedimiento similar a lo que presento
Apostol (1988), sin embargo, se presenta el proceso de la siguiente manera:
Sea g(x) = f;f(t)dt. De acuerdo con la parte 1, se sabe que g'(x) = f(x); es decir, g es
una anti derivada de f. Si Fes cualquier otra antiderivada de f sobre [a,b], entonces
apoyandose en un colorario demostrado en (Stewart, 2012, p.288), la diferencia entre F y g
es una constante:

F(x)=gx)+C
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Para a < x < b. Pero tanto F como g son continuas sobre [a, b] y de este modo, al obtener
los limites de ambos miembros de la anterior expresiéon (Cuando x - a* y x - b™), se
observa que también se cumple cuando x = ay x = b.

Si se hace x = a en la formula para g(x), se obtiene

9@ = f f(dt = 0

Entonces, al aplicar la expresion obtenida a partir del colorario demostrado en (Stewart, 2012,
p.288) con x = by x = a, se tiene
F(b) — F(a) = [g(b) + C] — [g(a) + (]

b
= g(b) - g(a) = g(b) = f F(O)dt

La conclusion que se realiza a nivel general acerca de la parte 2 del teorema fundamental es

que establece que si se conoce una anti derivada F de f, entonces se puede evaluar
b . . .

fa f(x) dt simplemente calculando la diferencia de los valores de F en los extremos del

intervalo [a, b].
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3. Marco Tecnoldgico
Teniendo en cuenta que la tecnologia ha sido primordial para la humanidad, y se ha tornado
casi que indispensable en el mundo contemporaneo, y méas hoy cuando la pandemia generada
por el Covid-19 obliga al distanciamiento social y ello a su vez a virtualizar muchas de
nuestras realidades, se debe resaltar la importancia que tiene en el aula de clases presenciales
0 virtuales y en especial en la educacion matematica, tal como se menciona en (Castiblanco,
2000, p.21).

Se resalta que el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia not6 la baja presencia, por
no decir ausencia, para el afio 2000, de herramientas tecnoldgicas incorporadas en el
curriculo. Por esta razon, desarroll6 una fase piloto de un proyecto llamado “Incorporacion de
nuevas tecnologias al curriculo de las matematicas de la educacion béasica y media en
Colombia”; este proyecto fue desarrollado en 60 instituciones educativas (44 colegios de
educacion basica secundaria y media y 16 escuelas normales superiores) de 17 departamentos
y 3 ciudades. El principal propésito de dicho proyecto era mejorar la calidad de ensefianza de
las matematicas y la capacidad de aprendizaje mediante los recursos expresivos que la
tecnologia pone al alcance de las instituciones educativas.

Castiblanco (2000) plantea que, otro aspecto importante del proyecto ya mencionado, era que
ademas de que el docente profundice en sus conocimientos también cuestione y reconozca el
papel fundamental que tienen las nuevas tecnologias en el proceso de ensefianza y

aprendizaje.

Para organizar el curriculo se plantearon tres ejes a partir de lo planteado por MEN (1998),
los procesos de aprendizaje, los conocimientos basicos y el contexto, teniendo en cuenta
dichos ejes es cuando se reconoce el papel fundamental de las nuevas tecnologias para
dinamizar y propiciar los cambios ya mencionados en el curriculo, en ese sentido Castiblanco
(2000) afirma que para profundizar las reflexiones sobre el uso de las nuevas tecnologias se
han desarrollado investigaciones desde 1998 con los aportes y asesoria de Luis Moreno
Armella, del CINVESTAV de México, y para quien las ideas centrales de la investigacion
debian ser:

e La mediacién de las herramientas computacionales.

e Los signos y los sistemas de representacion ejecutables.

e El conocimiento como conocimiento situado.
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A continuacion, se presenta una interpretacion sobre lo que se menciona en (Castiblanco,
2000, p.22) de cada una de las ideas centrales de la investigacion desarrollada para para
profundizar las reflexiones sobre el uso de las nuevas tecnologias.

La mediacion de las herramientas computacionales.

En esta idea central se resalta la importancia de la interaccion del estudiante con sus
instrumentos materiales o simbolicos, ya que, en todos los casos el conocimiento producido
depende directamente de los instrumentos de mediacion que se utilicen para su construccion,
es decir que las herramientas tecnoldgicas reciben un papel decisivo en la construccion de un
conocimiento, pues actia como un instrumento de mediacion para construirlo.

Los signos y los sistemas de representacion ejecutables.

Teniendo en cuenta que la produccion de signos y de representaciones es crucial para el
estudio de un conocimiento y para gran parte de la cognicion y apropiacion del contenido
matematico, los sistemas de representacion se convierten en un instrumento de mediacion en
la construccion del contenido matematico y como ya se menciond la construccién de dicho
contenido depende directamente del instrumento de mediacion.

En ese sentido se debe ser conscientes de que cuando se habla de un contenido matematico
sin pensar en las formas de representacion o a traves de ellas el trabajo se hace muy dificil ya
que es a través de las representaciones que las personas se acercan cognitivamente a los
objetos y particularmente a los objetos matematicos. Por ejemplo, cuando se habla de una
funcidn, es posible pensar en la grafica, su formula o en la tabla, y es en este momento
cuando la tecnologia toma la importancia que se merece, ya que existen software que poseen
mejores caracteristicas que los sistemas de representacion hechos con lapiz y papel, ademas
permite ventajas a la hora de realizar una transnumeracion entre los tipos de representaciones
de una funcién en menos tiempo y con mayor eficacia.

El conocimiento como conocimiento situado.

Para nadie es un secreto que el contexto, la interaccion social del estudiante, forma parte
fundamental de la construccion del contenido matematico, desde esa perspectiva se puede
afirmar que los instrumentos computacionales otorgan una direccionalidad al proceso de
construccién del conocimiento, eso implica que para la seleccion y disefio de estrategias de

ensefianza se facilita con instrumentos computacionales o tecnolégicos.

En resumen, la tecnologia brinda multiples beneficios en la educacién matematica; por dicha
razon las actividades que se proponen en este trabajo son principalmente apoyadas en la

tecnologia, en especial en el software Geogebra®. Por ésta razon se analiza la pertinencia del
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software a partir de lo expuesto en (Ruiz, Avila, & Villa-Ochoa ,2013, p.453) quienes
concluyen que este programa resulta ser una herramienta util en el aula ya que permite que
los estudiantes muestren a traves de la practica los conocimientos adquiridos, ademas es un
excelente instrumento de mediacion, pues posee innumerable beneficios para la educacion
matematica, entre ellos exploracion, conjeturacion y validacion de conjeturas asi como

favorecer la integracion de diferentes registros de representacion.

De otra parte, Castro, Céliz, & Fuentes (2013) presentan tres escenarios o actividades
particulares en el software Geogebra®, en los cuales se busca que los estudiantes relacionen
el calculo diferencial e integral para que sea de facil la comprension del teorema fundamental
del calculo. En ese sentido se busca generar escenarios dindmicos que mediante la
representacion geométrica de la derivada y de la integral los estudiantes generen una
comprension “intuitiva” del teorema fundamental del célculo, razéon por la cual las
actividades propuestas mas adelante se centran principalmente en la geometria, también se
hace uso de diversas herramientas tecnolédgicas para poder proponer conceptos matematicos
nuevos. Por altimo, cabe resaltar que Castro, Céliz, & Fuentes, (2013) afirman que en los
MEN de Buenos Aires se indica que Geogebra® es un software que le posibilita al estudiante
visualizar los conceptos matematicos, realizar construcciones libres o dirigidas y/o explorar e

investigar hipotesis.

Adicionalmente Castro, Céliz, & Fuentes, (2013) aclaran que la secuencia de actividades que
se proponen en son los llamados escenarios de aprendizaje, los cuales son fundamentalmente
desarrollados con Geogebra®, y tienen como principal objetivo una construccion
comprensiva del teorema fundamental del calculo a partir de la relacion entre la
representacion grafica de la derivada (recta tangente) y la integral (como area bajo la curva).
Para el desarrollo de la secuencia se proponen cuatro fases como referencia para su
implementacion.

Fase 1: Problematizar una situacion comprension, sentido y representacion del problema. Es
relevante en esta fase la secuencia entre las preguntas que se propongan, por tal razoén son
importantes las preguntas en las cuales se relacionan preguntas anteriores.

Fase 2: La exploracion visual y empirica. En esta fase es importante la exploracion para
lograr una buena comprension del problema propuesto en la fase anterior.

Fase 3: Busqueda de maltiples métodos de solucion. Lo relevante en esta fase es la basqueda

de diversos métodos para resolver el problema propuesto en la primera fase.

40



Fase 4: Episodio de reflexion. En esta fase es importante verificar como se resolvio el
problema propuesto en la primera fase, para de esa manera interiorizar los conceptos

matematicos presentes en las fases anteriores.

Finalmente se mencionan tres escenarios en los que Castro, Caliz, & Fuentes, (2013) buscan
una comprension “intuitiva” del teorema fundamental del calculo teniendo en cuenta las
cuatro fases ya mencionadas, para asi lograr un buen desarrollo de dichos escenarios.

Primer escenario: Se construye una actividad que permite ver la relacion de la funcién
derivada como la pendiente de una recta tangente en un punto a y la gréfica de dicha curva.
Segundo escenario: Se propone una construccion que posibilita la visualizacion de la integral
definida de una funcion en un intervalo [a, b]y la gréfica de la funcion original para que se
pueda observar la relacién que existe entre ellas.

Tercer escenario: Se propone una construccion en la que se relaciona la gréfica de la funcion
integral, con la grafica de la funcion derivada con la grafica de la funcion original para de

algin modo complementar lo que se conoce COMO Procesos iNversos.

Para terminar cabe resaltar que Castro, Caliz, & Fuentes, (2013) afirman que durante el
desarrollo de los tres escenarios propuestos guian a los estudiantes a través de preguntas,
justificando asi la importancia que recae sobre las fases que se mencionan anteriormente,

dichas preguntas orientadoras se encuentran en (Castro, Caliz, & Fuentes, 2013, p. 591).

41



4.  Marco Didéactico
Para la construccion de este marco, se tienen en cuenta dos grandes aspectos. EIl primero, con
relacion al disefio de las actividades y la justificacion desde la parte geométrica que propone
Turégano (1998) por otra parte, lo escrito por Artigue (1995) en relacion con el analisis de los
problemas epistemoldgicos, cognitivos y didacticos en el aprendizaje y la ensefianza de los

principios del célculo.

Inicialmente para el contexto didactico se parte de lo disciplinar y su relacion con la forma en
que se estructura el pensamiento matematico. Una de las formas en el proceso de integracion
es presentado, tal vez la manera mas convencional, como la operacion o proceso inverso de la
diferenciacion y como se expone en (Turégano, 1994, p. 128) de ésta forma los estudiantes
pueden ver que el teorema fundamental del célculo, tiende un puente conceptual entre la
integracion con la diferenciacion y con ello entre dos estructuras matematicas aparentemente
independientes. De otra parte, se suele entonces abordar la “integral definida”, que algunos
denominan simplemente como “la integral” para diferenciarlo del proceso de anti derivar y
que es denominado usualmente como “integral indefinida”, desde un proceso asociado a una
continuacion de la formalizacion y generalizacion de la nocion de area que los estudiantes
han venido construyendo desde los primeros afios de escolaridad. Asi va realizando una
transicion conceptual que busca que el individuo se familiarice, inicialmente, con el calculo
de éreas de superficies de curvas cerradas conocidas y que de cierto modo podrian
denominarse convencionales a un estudio generalizado de aquéllas que estan limitadas por
una curva s6lo por arriba o por abajo o por dos curvas en general (problema del area entre

curvas).

Segun lo propuesto en (Turégano, 1998, p.236) “el estudiante llega a convencerse realmente
de que hay un nimero que mide el area”, y que de alguna manera este proceso puede resultar
un poco mas intuitivo aun cuando no se tenga formalizada el area matematicamente. Sin
embargo, el pensar que se puede asociar una funcion a dicho valor dependiendo de un
parametro que puede ir cambiando puede resultar mas dificil, pero tal vez menos que la idea
de limite (ni qué decir de su definicién formal) que resulta indispensable al momento de
determinar la pendiente de una recta tangente a una curva dada, en un punto de la misma, a
partir de la pendiente de una cuerda o recta secante. Asi se genera una tension conceptual
adicional y es la tangencia local versus la tangencia global, aspecto que, aungque no sera

abordado en el presente trabajo, pero no por ello se debe dejar de mencionar.
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La introduccion a la integral definida mediante su definicion geométrica permite establecer
una relacion integral-medida que favorece la transferencia a otros contextos como es el caso
de las aplicaciones. Asi, se puede entender que siempre que se esté trabajando en un contexto
que relaciona dos magnitudes continuas (0 que eventualmente puedan ser tratadas como tal
sin desvirtuar la realidad) y sea factible modelarla a través de una expresion algebraica se
puede analizar la situacion desde los contextos del célculo diferencial y/o integral, y que ya
sea la pendiente de la recta tangente en un punto dado o la acumulacion de &rea bajo la curva
de la funcion pueden tener o no una interpretacion de dicho numero (acompafiado de unas

unidades) en el contexto mismo del problema.

De otra parte, el poder tener una representacion algebraica puede resultar insuficiente para
conceptualizar el objeto matematico, de alli que al utilizar simultdneamente diferentes
representaciones como la grafica, tabular o verbal de los mismos, se favorece no solo el tener
un sistema de representaciones que aproxime al concepto, sino el establecimiento de
conexiones entre ellas, siendo estas conexiones las que marcan las diferentes etapas del
aprendizaje en los estudiantes, ya que como han manifestado numerosas corrientes de la
didactica de las matematicas, el individuo se aproxima a los objetos matematicos es a través

de sus representaciones.

Un entorno que posibilita el manejo simultaneo de representaciones de los objetos
matematicos es el ordenador o mas puntualmente los softwares que hoy en dia estan
disponibles tanto en los computadores como en los teléfonos moéviles y tabletas y que ademas
se encuentran disponibles para ser descargados en los dispositivos o para ser trabajados
online. Un caso particular como lo es el entorno de geometria dinamica y de célculo
simbdlico como Geogebra ® evidencia el papel que juega la potencia visual en la
conceptualizacion de objetos matematicos, ya que ayuda a la formacién y transformacion de
intuiciones y a la creacion de iméagenes del concepto, aun cuando estas inicialmente no sean
las adecuadas, los errores cometidos estudiantes sirven para mejorar el aprendizaje y

completar las imagenes del concepto, tratando de unirlas en un todo articulado.

Ahora bien, en el proceso de aprendizaje de los objetos matematicos del calculo,
investigadores en didactica de las matematicas como Artigue (1995) han clasificado las

dificultades de este proceso en tres grandes tipos, a saber:
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° Aquellas asociadas con complejidades de los objetos basicos, como lo son nimeros
reales, sucesiones, funciones; y a la conceptualizacion de dichos objetos para iniciar una
ensefanza del calculo.

e  Aquellas asociadas con la conceptualizacion y formalizacion de la nocion del limite, el
cual es el concepto que se considera como el centro del campo del célculo. En esta categoria
caben todos los procesos asociados con el paso al limite

e Aquellas vinculadas con relacion a los modos de pensamiento puramente algebraicos, y a
las especificidades del trabajo técnico en el célculo. Por ejemplo, los algoritmos que son

necesarios para la solucion de objetos matematicos.

Teniendo en cuenta que, para el disefio de las actividades propuestas en este trabajo, resulta
relevante considerar cada una de las dificultades, ya que ellas aportan evidencias para
caracterizar algunas formas de conceptualizar y dotar de significado los objetos matematicos,
en este caso al Teorema Fundamental del Célculo, se presenta un analisis de estas desde la

teoria de la didactica de las matematicas propuesta por Artigue (1995)

Dificultades asociadas con los objetos basicos del calculo.

Artigue (1995) menciona que numerosas investigaciones muestran que para los estudiantes es
un problema evidente el establecer las relaciones existentes entre los diferentes conjuntos de
nameros, es decir los estudiantes comprenden que en los reales se encuentran otros conjuntos
numéricos como los enteros, los decimales, los racionales, sin embargo, pueden construir
relaciones inexactas entre ellos por ejemplo confundir los numeros reales y los nimeros
decimales o realizar operaciones dentro de los conjuntos numéricos de manera inadecuada.
Otra de las dificultades es la asociacion de los reales con la recta numérica, pues no
corresponde necesariamente con la vision del continuo numérico y esto repercute en la
conceptualizacién de muchos objetos matematicos. En el caso de la determinacién de la
integral definida, asociada al area bajo la curva, se puede presentar un obstaculo en
comprender si se requiere 0 no la condicién de continuidad para que la funcién sea integrable

en un intervalo y que implicaciones tiene esto.

Otro de los conceptos basicos del calculo en el cual se tiene dificultades es el de funcion, ya
que en algunas investigaciones se han observado dificultades con la identificacion de lo que
en realidad es una funcién, y se muestra una brecha entre las definiciones dadas por lo

estudiantes y entre la clasificacion de lo que es y no es una funcion y el tipo de funciones con
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el que se puede estar trabajando segun el tipo de variables involucradas. Por otro lado, otras
investigaciones se han centrado en la asociacion entre la funcién y su formula o la asociacion
entre la funcion y su representacion gréafica. Incluso aunque la ensefianza de las matematicas
ha evolucionado y los enfoques conjuntistas han desaparecido estas dificultades se mantienen

presentes en el proceso de aprendizaje de los conceptos basicos del calculo.

Artigue (1995) plantea que en los Gltimos afios se han presentado muchos trabajos en donde a
través de nuevas tecnologias se ha tratado de solventar dichas dificultades y aunque se han
tenido muchos avances ha sido imposible solucionarlas y se siguen presentando, y esta
afirmacion parece continuar vigente y cobra mas relevancia a la hora de asociar la funcion
propiamente dicha, con otros conceptos como el de derivada y el de integral. Esta dificultad
se acrecienta cuando se quiere diferenciar la derivada en un punto de la funcion derivada, o la
integral en un intervalo dado de la funcién integral y se agudiza si se quiere manejar

conceptos generales como diferenciabilidad e integrabilidad de una funcion.

Dificultades asociadas con la conceptualizacion de la nocién del limite.

Al igual que en el apartado anterior, las investigaciones que se analizan en (Artigue, 1995)
mencionan la evidente dificultad en la conceptualizacién de la nocion del limite. Y se
evidencia cémo las dificultades asociadas a la definicion y formalizacion de este concepto
repercuten en la conceptualizacién de otros ya que es el concepto de limite el centro del
calculo. Uno de los obstaculos epistemoldgicos que aparece es que relaciona al limite con el
significado que se le da en el sentido comdn y que evoca el término del limite como una
barrera intraspasable y no alcanzable, tal como una marca o un Gltimo término de un proceso,
lo cual ayuda a reforzar concepciones propias de la convergencia. Desde el punto de vista

algebraico “finito”, el principio de “continuidad” que propone Leibniz.

Artigue (1995) plantea que las dificultades que se presentan en torno a la nocién del limite
tienen que ver con su doble status operacional, lo que significa que los estudiantes consideran
que al realizar un limite se hacen dos procesos diferentes uno que se efectla sobre una

variable y otro sobre los valores de la funcion.

En particular para el presente trabajo al abordar el teorema fundamental del célculo y evaluar

la integral definida se propone establecerlo a través de sumas, ya sea las de Riemann o por
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suma de cotas inferiores y superiores, la dificultad se puede presentar en el paso al limite de

dichas sumas y que se presente una evidencia de que dicho limite existe.

Dificultades asociadas con la ruptura entre el lgebray el calculo

Existe una evidente relacion entre el célculo y el algebra, ya que el analisis y desarrollo, no
solo de procesos asociados a la evaluaciéon y célculo de resultados, sino en la definicion
propia de los conceptos, se apoyan en procesos y conceptos algebraicos y por lo tanto quien
aspire a tratar con cierto grado de facilidad y comprension dichos conceptos matematicos
deberéa tener competencias algebraicas.

Ser consciente de la ruptura que existe entre el pensamiento numérico y el algebraico que
emerge en la ensefianza del &lgebra no es suficiente pues, como lo sefiala Artigue (1995) falta
incorporar investigaciones en las que se evidencie y analice la ruptura entre el algebra y el
calculo ya que este paso ha sido poco tratado y es una de las principales dificultades
asociadas con los procesos de ensefianza y aprendizaje del calculo. En (Artigue, 1995, p.115)
se cita como el trabajo realizado por Legrando quien ha sido uno de los pocos investigadores
que apuntan a la ruptura antes mencionada en la ensefianza del célculo a pesar de los casi 25
afios que han pasado de la afirmacion de Artigue, este aspecto sigue sin ser profundizado. En
el presente trabajo se busca que mediante las argumentaciones presentadas ya sea en manera
del lenguaje natural o del simbolismo algebraico, se puedan evidenciar algunos aspectos de

esa ruptura.

Para lo anterior, en relacion con el presente trabajo se debe tener en cuenta que en el algebra
se trabaja con demostraciones que apuntan al manejo de varias igualdades o con el
tratamiento de ecuaciones y desigualdades, particularmente si se quiere establecer un
acotamiento de la integral definida. Sin embargo, de una manera formal, en el célculo no
sucede de la misma manera, ya que si se quiere entrar en el campo de las demostraciones se
requiere tener una comprension que con frecuencia no se encuentra en el manejo usual de los
estudiantes y en ocasiones ni de los profesores. Por ejemplo, para hacer demostraciones en
calculo no se trabaja con igualdades si no que se realiza un acotamiento que no
necesariamente implica determinar la inecuacion necesaria a satisfacer sino a la
determinacion de una vecindad que cumpla con lo que se pide. Las no distinciones entre estos
dos aspectos hacen que se pueda llegar a consideran que el algebra y el calculo son
exactamente lo mismo, y que lo Unico que se aporta son herramientas algoritmicas mas

sofisticadas.
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Las realizaciones didacticas a nivel universitario

En este apartado se pretende tener en cuenta algunas realizaciones didacticas para ilustrar la
diversidad de trabajos que se han llevado a cabo con respecto al célculo y la complejidad de
los problemas a resolver cuando se busca actuar directamente sobre los procesos de
ensefianza. Algunas de las investigaciones que se han realizado con respecto a dichas
realizaciones didacticas corresponden a un nivel universitario, y se han realizado
especialmente en Francia, ya que se quieren mantener una relacion entre las operaciones
formales y los conceptos claves del calculo, en particular se ha abordado la convergencia de
sucesiones numeéricas, procesos diferenciales e integrales y la ensefianza de las ecuaciones

diferenciales.

Teniendo en cuenta que el objetivo principal de este trabajo estd centrado en los procesos
diferenciales e integrales, dichas realizaciones didacticas son las que se tienen en cuenta y se

describen a continuacion.

Procesos diferenciales e integrales

Algunas de las realizaciones didacticas que se han trabajado a nivel universitario en procesos
diferenciales e integrales han sido desarrolladas por las comunidades de educadores
matematicos partiendo de las relaciones estrechas entre la fisica y las matematicas y de los
aspectos histdricos que las relacionan. Artigue (1995) realiz6 una investigacion con el
objetivo de comprender el funcionamiento de la ensefianza de los dos procesos en dichas
disciplinas y sus efectos sobre las concepciones que los estudiantes desarrollan frente a la
derivacion y la integracién. Se logrd determinar que, en el ciclo basico universitario, se tienen
dos funciones:

° Una funcion de aproximacion puramente local, es decir estudio especifico de curvas,
funciones, superficies, etc.

e Una funcion de aproximacion lineal en pasos de lo local a lo global, es decir un estudio
de leyes de variacién, determinacién o definicion de magnitudes geométricas o fisicas, etc.

Si bien es cierto las relaciones entre la fisica y la matematica se pueden establecer, esto no
garantia que las principales dificultades que se presentan sean persistentes, asi ocurre que los
estudiantes usualmente piensan que hacer procedimientos de las integrales mecanicamente
significa que saben célculo integral, pero en general se puede verificar que, aunque sean

habiles en lo algoritmo no pueden dar cuenta de lo que significa. De una manera objetiva, en
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las integrales y en los procesos de derivacion la dificultad usual es que se convierte en
procesos de aproximacion o de paso al limite y posiblemente esto se pueda evidenciar mucho
maés facilmente cuando se presenta la derivada como la recta tangente a una curva, pero ya no
resulta tan evidente al hacer la integral como una aproximacién en el paso al limite de una
suma. Adicionalmente se presenta otra dificultad cuando se tratan de presentar la integral y la
derivada como procesos inversos, la cual es una dificultad que se pretende superar a partir del
desarrollo de las actividades propuestas en este trabajo ya que son las dos formas del teorema
fundamental del célculo y lo que se denomina el teorema del cambio total lo que posibilita

cerrar esta brecha.
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5.  Propuesta didactica

Antes de abordar la propuesta didactica, se presenta un esquema que sintetiza de manera
global los referentes tedricos empleados en los marcos de referencia empleados y desglosados

en los apartados anteriores y que sirven de insumo sobre el cual se estructura la propuesta.

MARCO DE REFERENCIA

Se Dividen en

MARCO DE ANTECEDENTES MARCO MATEMATICO MARCO TECNOLOGICO MARCO DIDACTICO
Robles, Tellechea & Font (2014) Apgstoli(1988) Ruiz, Avila, & Villa-Ochoa (2013) Artigue, M.
R., Moreno, L.
& Gémez, P.

Pochulu, Font & Rodriguez (2013) Stewart (2012) Castro, Caliz, & Fuentes (2013) (1995)

Depool (2004) Spivak (1988)
Turégano, P. (1998)
Castiblanco (2000)

Figura 18, Elaboracion propia, marco de referencia.

Tal como lo plantean Robles, Tellechea & Font (2014) el disefio de actividades se ha
considerado un aspecto clave para conseguir una ensefianza de calidad. Por tal razén en este
trabajo se propone una secuencia actividades con el fin de llevar a cabo la comprension de
manera intuitiva del teorema fundamental del calculo, resaltando la importancia del orden
que se propone para la implementacién de las actividades ya que Robles, Tellechea & Font
(2014) afirman que una adecuacion “pobre” puede obstaculizar la correcta comprension del

objeto matematico.

Para el disefio de las secuencias de actividades se tuvo en cuenta lo propuesto por Castro,
Caéliz, & Fuentes, (2013) y expuesto en el capitulo 3 del presente trabajo, pues se expone la
importancia de estructurar una secuencia de actividades o, como ellos lo llaman, escenarios
de aprendizaje para una comprension; en nuestro caso la nocion intuitiva del teorema
fundamental del célculo, y alrededor de ello se articula el objetivo para el disefio de las
actividades. Teniendo en cuenta dichos escenarios de aprendizaje, las actividades disefiadas
se centran principalmente en el escenario dos y el escenario tres, los cuales proponen
construcciones que posibiliten la visualizacion de la integral definida en un intervalo y la

relacion con respecto a la grafica de la funcion original; por otra parte posibilita observar la
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relacion entre las dos gréficas ya mencionadas y la grafica de la derivada, lo anterior con el

fin de hacer evidente que la integral y la derivada son procesos inversos.

Por otra parte Castro, Caliz, & Fuentes, (2013) plantean la importancia de evidenciar 4 fases
diferentes en los escenarios de aprendizaje planteados; en ese sentido, se tienen en cuenta las
fases para el disefio de cada uno de los items presentados en las actividades propuestas: la
fase 1 resalta la importancia de vincular las preguntas con una situacién problema o en su
defecto vincularlas entre ellas; la fase 2, menciona la importancia de la exploracion visual y
empirica; la fase 3, menciona la busqueda de multiples métodos de solucién y la fase 4 se
trata de una fase de reflexion que busca que el estudiante verifique como se resolvieron las

preguntas, con el fin de interiorizar los conceptos matematicos.

Por otra parte, Labrafia, 2000; Robles, Del Castillo y Font; 2012 (como se citd en Robles,
Tellechea & Font, 2014, p.78). Mencionan la importancia de las perspectivas geométricas y
graficas en los procesos de conceptualizacion y significacion a los procesos de la derivacion e
integracion y es por esta razén que las actividades estan propuestas desde una perspectiva
geométrica y grafica utilizando imagenes de las funciones planteadas en las actividades y el
apoyo fundamental que se potencia con el uso del entorno de Geogebra®.

Ademas de lo anteriormente mencionado, es importante resaltar lo planteado en el capitulo 3
el cual habla sobre el papel que cumplen las herramientas tecnoldgicas en la construccion de
conocimiento; por esa razon las actividades estan propuestas pensando en que el estudiante
debe realizar exploracion para que logre conjeturar y poder establecer generalidades. En este

caso, puntualmente se espera que logre resignificar el teorema fundamental del calculo.

Cabe anotar antes de pasar a describir las actividades propiamente dichas, que debido a la
emergencia sanitaria que se present6 a nivel mundial por el COVID-19 surgio la necesidad de
modificar la propuesta inicial de actividad, ya que se habia disefiado para que su
implementacién fuera de manera presencial (Ver Anexo 1). Sin embargo, la cuarentena
obligatoria llevd a la suspension de actividades académicas in situ, y por ello se debid
repensar la actividad y virtualizarla haciendo uso de las herramientas que la tecnologia
brinda, especificamente Google Forms® y que posibilitara recoger los insumos de analisis
que el trabajo requeria. (Ver Anexo 2).
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51. Actividad 1

La primera actividad tiene como finalidad el desarrollo intuitivo de la primera parte del
teorema fundamental del célculo, la cual se define y demuestra en el capitulo 2. Teniendo en
cuenta el capitulo 4 se prioriza lo planteado por Robles, Tellechea & Font (2014) para el
disefio de la secuencia de items de la actividad para evitar obstaculizar la correcta
comprension del objeto matematico y lo propuesto por Castro, Caliz, & Fuentes, (2013) para
los escenarios de aprendizaje y sus respectivas fases.

Esta actividad estd compuesta por 5 puntos, de los cuales el primer punto tiene 3 literales, el
segundo, tercer y cuarto punto tienen 5 literales y el quinto punto tiene 2 literales. A
continuacion, se presenta una descripcion de la pregunta o accién a realizar y qué es lo

esperado.

1. Hallar el area de la region bajo la recta F(t)=2 entre t=0
y t=4. Utilice formulas geometricas. *

F(t) =2

-1

Figura 19. Elaboracion propia, Actividad 1

Primero, segundo y tercer punto: En estos puntos se espera que el estudiante, luego de
realizar una visualizacion de la figura presentada, logre encontrar el area a partir de férmulas
geométricas, en ese sentido el estudiante realiza la integral sin necesidad de evocar su
definicion, a su vez segun lo mencionado en el capitulo 4, lo planteado por Artigue, 2002;
Czarnocha, Loch, Prabhu y Vidakovich, 2001; Labrafa, 2000; Robles, Del Castillo y Font;
2012 (como se citd en Robles, Tellechea & Font, 2014, p.78). El uso de perspectivas
geométricas y graficas se espera dote de sentido el proceso de integracién y con ello se da
respuesta a lo propuesto desde la fase 1 segun lo planteado por Castro, Caliz, & Fuentes,
(2013).
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ftem

Respuesta o accién esperada

A. Si X€R, x>0 sea A(x) el area de la region bajo la recta F

(t)=2 entre t=0 y t=x. Plantee una expresion para A(x).

Se espera que el estudiante generalice el proceso
llevado a cabo anteriormente y plantee una
expresion en términos de x para el area, lo cual
hace parte de la fase 3 propuesta por Castro,
Cdliz, & Fuentes, (2013) en el capitulo 3 y 4 de

este trabajo.

B. Derive A(x) obtenida en el item anterior

Se espera que el estudiante derive la expresién

planteada en el item anterior.

C. Escriba una conclusién del resultado.

Se espera que el estudiante logre identificar el
enunciado presentado en el capitulo 2 presentado
para la primera parte del teorema fundamental del
calculo, lo cual hace evidente la fase 4 propuesta
por Castro, Cdliz, & Fuentes, (2013).

D. Seace[0, x]. Halle A'(c) y f(c)

Se espera que el estudiante evalie en la
expresion del item B y en la funcién original los
valores correspondientes para un numero real

gue pertenezca al intervalo.

E. Teniendo en cuenta el item D, escriba una nueva conclusion

Se espera que el estudiante logre identificar el
enunciado presentado en el capitulo 2 y
propuesto como relacion de los objetos

matematicos involucrados (Spivak, 1988, p.399).

4. Hallar el &rea de |la regién bajo la funcién F{t)=t* entre k

t=-3 y t=3 Utilice la suma de rectangulos. *

B -2 -1

2 B

Figura 20.Elaboracion propia, Actividad 1

Cuarto punto: En este item se espera que el estudiante, luego de realizar una visualizacion de

la funcidn propuesta logre encontrar el area a partir de sumas de rectangulos lo cual hace

parte de la fase 3 propuesta por Castro, Caliz, & Fuentes, (2013) ya que hasta este punto se

han solucionado los puntos anteriores de forma diferente, en ese sentido el estudiante esta

buscando multiples métodos de solucién a un mismo problema, y puede realizar una

aproximacion a la integral; por esa razon es importante analizar lo propuesto por Artigue
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(1995) expuesto en el capitulo 4 con relacion a las dificultades que conllevan los procesos

infinitos al resolver un limite en las sumas de rectangulos.

ftem

Respuesta o accion esperada

A. Haga visible todo en la construccion y explore.

(Ver anexo 3)

Se espera que el estudiante explore la construccién disefiada por los
autores de este trabajo en Geogebra®. (Ver anexo 3), este item es
importante ya que como se mencioné en el capitulo 3 segun lo que
afirman Castro, Céliz, & Fuentes, (2013) Geogebra® es un software
que permite al estudiante la posibilidad de visualizar los conceptos
matematicos y/o explorar e investigar conjeturas y ademas hace

parte de la fase 2 propuesta para el escenario de aprendizaje.

B. ¢Qué relacion observa entre suma superior, inferior, suma

de rectangulos y el area de la funcion?

Se espera que a partir del item anterior el estudiante plantee una
conjetura en relaciéon con las sumas de rectangulos y compruebe

dicha conjetura.

C. Sea xe R x>-3. Sea A(x) el area de la region bajo la funcion
F (t)=t2 entre las rectas t=-3 y t=x. Calcule el area bajo esa

curva con sumas de rectangulos.

Se espera que el estudiante, de manera similar a lo hecho en los
literales A de los tres primeros puntos, generalice el proceso llevado

a cabo en el cuarto punto con sumas de rectangulos.

D. Derive A(x) obtenida en el item anterior

Se espera que el estudiante tenga en cuenta la conclusién
presentada en los literales C de los tres primeros puntos e intuya que

la derivada de la expresion del item anterior es la funcion original.

E. Escriba una conclusion del resultado

Se espera una conclusion de manera similar a los presentados en los
literales C de los primeros tres puntos, lo cual hace evidente la fase 4
propuesta por Castro, Céliz, & Fuentes, (2013) en los capitulos 3y 5

del presente trabajo.

Quinto punto: En este punto se le brinda libertad al estudiante de que elija una funcion, ya

que se busca que el estudiante extrapole a partir de lo realizado a lo largo de la actividad.

5. Ingrese un ejemplo de una funcién

A, Teniendo en cuenta lo resuelto en el taller ¢ Cual sera la expresion A(x)?

B. Teniendo en cuenta lo resuelto en el taller ¢, Cudl seréa la expresion A'(x)? (Escriba sus conclusiones en términos de la

funcién propuesta en el punto 5)

Para los literales A y B: Se espera gue el estudiante teniendo en cuenta lo realizado a lo largo

del taller, usando las fases propuestas por Castro, Caliz, & Fuentes, (2013), e intuya la

respuesta de manera anticipada es en este punto donde se espera encontrar expresiones

verbales o algebraicas que expresen de manera explicita o implicita el contenido de la

primera parte del teorema fundamental del calculo.
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5.2. Actividad 2

La segunda actividad tiene como finalidad general el desarrollo intuitivo de la segunda parte

del teorema fundamental del célculo, la cual se define y demuestra en el capitulo 2. Para el

desarrollo de la actividad son fundamentales las herramientas tecnologicas, se proponen en

esta actividad procesos algebraicos complejos en los que surge la necesidad de una

representacion grafica. Es por eso que, teniendo en cuenta el capitulo 3 y en (Castilblanco,

2000, p.22), se resaltan las virtudes que brinda los diferentes software comparados con los

sistemas de representacion hechos a lapiz y papel, y la gran ventaja que presentan a la hora de

realizar una transnumeracion entre los diferentes tipos de representaciones de una funcion

evitando asi posibles errores y agilizando el proceso de evaluacion numérica que podria ser

requerido y por lo tanto, de ser asi, el entorno podria ser utilizado eventualmente como una

herramienta de verificacién de resultados.

Como se menciona en el capitulo 3 Se decide utilizar Geogebra ® para realizar la

construccion, ya que resulta ser una herramienta util en el aula, el software elegido para

realizar el cuestionario con las preguntas y las instrucciones correspondientes a la

construccién fue Google Forms® (Ver anexo 4).

La actividad estd compuesta por 15 items, los cuales son instrucciones teniendo en cuenta la

construccién realizada en Geogebra® por los autores de este trabajo (Ver anexo 5), gran parte

de los items brindan informacion relevante cuya finalidad es:

ftem

Respuesta o accion esperada

5. ¢ Qué relacion observa que hay entre F y f?

El item 5: Se espera que el estudiante al explorar la construccion identifique

que la funcién F es la integral de la funcién f.

7. ¢Qué coordenadas tienen P y Q teniendo en
cuenta los valores que le dio a Ay a B, con

respecto a F?

El item 7: Se espera que el estudiante identifique que los puntos P y Q
hacen parte de la funcion F y son imégenes los puntos A y B elegidos en el

eje de la abscisas, es decir F(A) y F(B).

9. ¢ Qué coordenadas tienen

teniendo en cuenta las coordenadas de Py Q?

CyD

El item 9: Se espera que el estudiante identifique que los puntos C y D
hacen parte de la misma recta de los puntos P y Q, sin embargo, se
encuentran sobre el eje y, es decir que las coordenadas de esos puntos son
(0, F(A) y (0, F(B)) respectivamente.

10. ¢(Cémo se halla la distancia entre Cy D?

¢ Cuanto es?

El item 10: Se espera que el estudiante identifique que debido a que los
puntos hacen parte de la misma recta (eje y) su distancia se halla a través

de la resta entre sus coordenadas en y, es decir F (B)-F(A).
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13 Teniendo en cuenta el item 10, 11y 12 ¢ Qué
puede concluir? (Escriba sus conclusiones en

términos de f, F, Ay B).

El item 13: Se espera que el estudiante identifique que el area de la funcion
f entre los intervalos A y B elegidos es lo mismo que la distancia entre los
dos puntos, es decir que area f = F (B)-(FA).

14 Generalizar el proceso para cualquier A y

cualquier B.

El item 14: Se espera que el estudiante teniendo en cuenta los desarrollado
durante todo el desarrollo de la actividad, identifique la segunda parte del
teorema fundamental del calculo presentado en el capitulo 2 sacado de
(Spivak, 1988, p.405).

En el siguiente capitulo se presentaran y analizaran los resultados obtenidos de la

implementacion realizada de las dos actividades.
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6.  Analisis de los resultados de la implementacion de las actividades

A continuacion, se presenta un analisis de las actividades desarrolladas por 14 estudiantes de
la Universidad Pedagogica Nacional del programa de formacion inicial de profesores de la
licenciatura en Matematicas Los participantes fueron escogidos aleatoriamente de un listado
de estudiantes que ya hubiesen cursado, en la linea del calculo los espacios de Precélculo,
Célculo Diferencial y Calculo Integral. Lo anterior implica que la muestra comprendia
estudiantes desde 4 semestre hasta 10 semestre, con lo cual algunos ya han cursado cursos
como Calculo en Varias Variables, Series y si son estudiantes de séptimo semestre en
adelante, y alguno de ellos que han optado por la linea de profundizacion en Anélisis han
trabajado los cursos de Analisis Matematico y Ecuaciones Diferenciales. No se presenta un
detalle de este aspecto ya que no es relevante para los objetivos del trabajo, pero podria ser
considerado si se quiere analizar, por ejemplo, como cambia la significacion del teorema

fundamental del célculo a medida que se avanza en el programa de formacion.

Las actividades fueron construidas en el software Google Forms® como se menciond en el
capitulo 5 y dada la contingencia sanitaria del Covid-19 se dejé un espacio prudencial para
que los participantes pudieran realizarlas en un plazo de dos semanas cuando su
disponibilidad de tiempo se lo permitiera. Ademé&s de las actividades, se planearon dos
encuentros virtuales con los participantes; uno de ellos para indagar acerca de su
conocimiento con relacion al teorema fundamental del célculo y el otro para recibir una

retroalimentacion sobre su percepcion sobre las actividades.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente los andlisis que aqui se presentan se
dividiran en dos partes, una reflexion con relacion a las producciones de las actividades y una
con relacion a lo mencionado por los estudiantes durante los encuentros, los autores optaron
por enumerar a los estudiantes cumpliendo con un acuerdo ético sobre confidencialidad en el

manejo de datos.

Para los analisis de las producciones de las actividades se plantearon cuatro diferentes
categorias, teniendo en cuenta lo que se menciono en el capitulo 4 de este trabajo, en especial
lo relacionado con las dificultades usuales que se presentan en el célculo, a continuacién, se

presenta una tabla que las sintetiza.
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CLASIFICACION DE CATEGORIAS

Se encuentran las producciones que no presentan ninguna dificultad.
CATEGORIA
1

Se sitdan las producciones que presentan dificultad conceptual asociada
CATEGORIA | con los objetos basicos.

2
Se hallan las producciones con alguna dificultad asociada con la
CATEGORIA | conceptualizacion y formalizacion de la nocion de limite.

3
Se presentan las producciones que presentan dificultades vinculadas
CATEGORIA | con relacion a la ruptura entre el calculo y el &lgebra.
4

6.1 Actividad 1
La actividad 1 (ver anexo 2), como ya se menciond, esta centrada en el desarrollo intuitivo de
lo que se denomina primera parte del teorema fundamental del calculo, ya que se pretende
que, a partir del hallazgo de algunas areas de figuras ubicadas en un plano cartesiano y la
derivada de dichas éareas, el estudiante identifique la relacién inversa entre la integral y la

derivada.

Para el analisis de la actividad se tiene en cuenta las categorias anteriormente descritas, por
esa razén los autores optaron por clasificar las respuestas de los estudiantes en cada uno de
los items propuestos en la actividad 1. A continuacion se presentan algunos de los hallazgos
mas importantes:
e En la primera categoria
o Primer punto
Como primera parte los estudiantes hallaron el area priorizando la parte
geomeétrica de la figura que se genera bajo la funcién F(t) = 2, usando férmulas
geométricas Del é4rea de figuras conocidas en éste caso

Area = Base - Altura.
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Figura 21. Elaboracion estudiante 1, Produccion del item 1 de la actividad 1

Posteriormente hallaron el area de la figura entre la recta t =0 y t = x. En ese
sentido se observa que los estudiantes de manera intuitiva encontraron la

expresion del area A(x).

Figura 22. Elaboracion estudiante 2, Produccion del item 1 a de la actividad

Una vez planteada la expresion A(x), los estudiantes derivaron la expresion; sin

embargo, todos los estudiantes manejaron de manera correcta este item.

Figura 23. Elaboracion estudiante 3, Produccion del item 1b de la actividad

Para terminar el punto 1 los estudiantes realizaron una conclusion con respecto al
proceso desarrollado en los items anteriores, los estudiantes en su mayoria
identificaron que la derivada del area es la funcidon original, uno de los
participantes concluy6 de manera concreta que ““si derivo la expresion voy a tener
como resultado la funcion inicial”.
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o Segundo punto
En el segundo punto a diferencia del primero el area estaba determinada por una
funcion lineal entre t =0 y t = 6, los estudiantes, al igual que en el punto

anterior, utilizaron férmulas geométricas para determinar el area de la figura

(Area =

base x altura)
5 .

Figura 24. Elaboracion estudiante 2, Produccion del item 2 de la actividad 1

Posteriormente el estudiante debia plantear una expresion para el area
determinada por la misma funcién pero entre t = 0 y t = x, a diferencia de lo
que desarrollaron los estudiantes en el item 1(a) se determiné la expresion A(x)
priorizando analiticamente las distancias entre puntos definida en coordenadas

cartesianas.

Figura 25. Elaboracion estudiante 4, Produccion del item 2a de la actividad 1.

Una vez planteada la expresion A(x), los estudiantes derivaron la expresion; sin

embargo, todos los estudiantes manejaron de manera correcta este item.
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Figura 26. Elaboracion estudiante 4, Produccion del item 2b de la actividad 1.

Posteriormente el estudiante debia plantear una conclusion con lo desarrollado a
lo largo del taller hasta el momento, en general la mayoria de los estudiantes
lograron identificar de manera precisa la misma conclusion que en el punto
anterior, un estudiante concluyé que “Se obtiene nuevamente una funcion de la
forma A’(x) = F(t)”.

Una vez concluido, se les pidi6 a los estudiantes que evaluaran un c¢ que
pertenezca al intervalo [0, x] en la funcion A’'(x) y f(t), de manera general los

estudiantes evaluaron correctamente el punto c en la funcion.

Figura 27. Elaboracion estudiante 4, Produccion del item 2d de la actividad 1.

Para terminar el punto 2 los estudiantes debian realizar una conclusion teniendo

en cuenta lo encontrado en el punto 2(d), para ello los estudiantes de manera
general lograron identificar lo que se esperaba, un participante concluyd “Si se
refieren a F(c) entonces se puede concluir que A"(c) tiene el mismo valor que F(c)
para cualquier c”. Por otra parte otro estudiante concluy6 lo mismo; sin embargo
lo expreso de manera diferente, el estudiante escribio en lenguaje simbolico que
“F) = A"

o Tercer punto
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De la misma manera que en los puntos anteriores los estudiantes debian
determinar el &rea que est& acotada por la funcion lineal y lasrectast =1yt =
3. Esto determina un trapecio. Algunos estudiantes identificaron el area de la
figura directamente a partir de la formula del area del trapecio; otros la
identificaron a partir de la suma de areas entre el rectangulo y el tridngulo lo que
implicitamente devela el hecho de poder aplicar propiedades topoldgicas de la

funcidn area y el principio de no superposicion de las superficies.

Figura 28. Elaboracion estudiante 3, Figura 29. Elaboracion estudiante 5,
Produccioén del item 3 de la actividad 1 Produccioén del item 3 de la actividad 1
(trapecio). (Triangulo y rectangulo).

Posteriormente se solicitd a los estudiantes que determinaran una expresion para
el area bajo la misma funcién pero determinada por las rectast =1y t = x, en
este punto se identificd que a diferencia de los puntos 1 y 2 la cantidad de
estudiantes que respondieron correctamente disminuyo, por otra parte aquellos
estudiantes que lo hicieron de manera correcta se apoyaron fuertemente en el

proceso utilizado en los puntos 1y 2.
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Figura 30. Elaboracion estudiante 4, Produccion del item 3a de la actividad 1
(trapecio).

Posteriormente se les solicitd que derivaran la expresién A(x); en general todos

los estudiantes hallaron correctamente la derivada de la expresion.

Figura 31. Elaboracion estudiante 3, Produccion del item 3b de la actividad

Posteriormente se les solicito que a partir de lo desarrollado a lo largo del punto 3
escribieran una conclusién. La gran mayoria ya habia notado lo que debia suceder
y concluyeron teniendo en cuenta la informacion; por ejemplo un participante
reporté lo siguiente: “La funcion dada f(t) es igual al resultado que se obtiene al

derivar la funcion A(x)”.
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Posteriormente en los item 3(d) y 3(e) se les solicitd lo mismo que en los puntos
2(d) y 2(e), en general los estudiantes que plantearon de manera aceptable la
expresion A(x) y concluyeron lo mismo que en el punto 2.

o Cuarto punto

Para el desarrollo del cuarto punto se les solicito a los estudiantes que hallaran el
area que se determina bajo la funcion f(t) = t? entre las rectas t = =3y t = 3
utilizando la suma de rectangulos, ademas se hizo una construccion en
Geogebra® (anexo3) para que facilitaran el proceso; sin embargo, algunos
estudiantes utilizaron las sumas de Riemann mientras otros se apoyaron

fundamentalmente de la construccion.
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Figura 32. Elaboracion estudiante 3, Figura 33. Elaboracién estudiante 1,
Produccién del ftem 4 de laactividad 1. Produccion del item 4 de la actividad 1.

Posteriormente la indicacion era expresar el area que se determina bajo la misma
funcidn pero entre las rectas t = —3y t = x, en este punto se identificé como la
cantidad de estudiantes que lo realizaron correctamente disminuyd
considerablemente, quiza por la dificultad que se presenta al realizar la suma de
rectangulos, algunos estudiantes; sin embargo, manejaron correctamente la suma

de rectangulos para hallar el area que se planteaba.
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Figura 34.Elaboracion estudiante 3,
Produccioén del item 4b de la actividad
1.

Una vez realizado ese punto la instruccion que se presenta es derivar la expresion
de A(x), en esa instrucciéon todos los estudiantes derivaron la expresion que

determinaron en el punto ya mencionado.

Figura 35. Elaboracion estudiante 3, Produccion del item 4c de la actividad 1.

Al terminar la derivada los estudiantes debian hacer una conclusion de lo que se

habia trabajado, la mayoria de los estudiantes que habian planteado de manera
correcta la expresién A(x) lograron la conclusién de manera correcta. Uno de
ellos concluyo “con las sumas hallamos el &rea que seria la integral de esa
funcion y al derivar esto encontramos la funcién inicial, muy similar a lo que se
encontrd anteriormente, pero creo que de esta manera se entiende mejor el
proceso”.
o Quinto punto
Para finalizar la actividad 1 se solicita que los estudiantes planteen una funcion y que a
través de lo desarrollado a lo largo del taller escriban una conclusion, una de las que

maés Ilama la atencion de los autores del trabajo fue la que realizé un participante que
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manifestd “Nuevamente y como sucedio en los otros ejercicios propuestos las funciones

f(x) y A'(x) son iguales”.

e En la categoria dos
Tal como se menciond al comienzo de este capitulo, la categoria dos hace
referencia a aquellos estudiantes que presentaron alguna dificultad en conceptos
béasicos del célculo.
o Primer punto
Al comenzar con la actividad la instruccion que se daba a los estudiantes era
hallar el area de una region que se determina bajo una funcién constante y dos
rectas; sin embargo la funcion que se definié estaba en términos de t, un
estudiante en particular cometié un error de interpretacion, ya que le esta
asignando simbologia desde un contexto (en este caso fisico) ya que interpreta
que la t son unidades de tiempo, atn cuando no se ha definido de esa manera esto
podria deberse a una fuerza en la representacion simbolica que asocia la variable

t al tiempo.

Figura 36. Elaboracion estudiante 10, Produccion del item 1 de la actividad 1.

o Segundo punto

En el punto 2(a) los estudiantes debian plantear una expresion para el area
determinada por una funcion lineal que pasa por el origen determinado por las
rectas t = 0y t = x, un estudiante en particular cometi6 un error en un concepto
basico del célculo, el cual corresponde a la confusion al hallar el area de un

rectangulo y el area de un triangulo.

Teniendo en cuenta F(t) y el intervalo (0, x) se puede determinar que las longitudes de la base y
la altura del tridngulo que se forma son x y x y como el rea en este intervalo es 4(x), una
expresion algebraica que determina este puede ser:

Alx) =x*

Figura 37. Elaboracion estudiante 7, Produccion del item 2a de la actividad 1.
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o Tercer punto

En el punto 3(a) los estudiantes debian determinar el area acotada por la funcién
lineal y lasrectas t = 1yt = 3 y el eje horizontal. Se forma la figura geométrica
que se conoce como trapecio, dos estudiantes en particular cometieron el mismo
error al expresar el &rea, al realizar una inadecuada conceptualizacion de las
distancias en coordenadas cartesianas, ya que al hallar el area del trapecio
descomponiéndola en la de las superficies no superpuestas del el triangulo y el
rectangulo no lograron expresar correctamente las dimensiones del triangulo ni la

base del rectangulo.

Figura 38. Elaboracion estudiante 7, Produccion del item 3a de la actividad 1.

Figura 39. Elaboracion estudiante 8, Produccion del item 3a de la actividad 1

En el punto 3(c) se identifica que el estudiante 8 concluy6é de manera incorrecta,
pues al determinar la expresion A(x) cometio el error mencionado, lo que lo llevd
a concluir que “La derivada no da como resultado la misma recta, deberia, pero
viendo el ejercicio con detenimiento se puede ver que la recta siempre va a cortar

en 3, por ende da como resultado 2x + 3”.
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Es de notar que este caso devela que el estudiante puede evocar la teoria pero que
no necesariamente lo hace de manera adecuada ya que no se cuestiond sobre su
resultado, sino que seguramente pens6 que era posible encontrar un
contraejemplo. Esto marca lo expuesto por Tall (1992).

e En lacategoria tres
Al comienzo de este capitulo se mencion6 que la categoria tres se corresponden
con las dificultades con relacion a la nocion del limite, teniendo en cuenta que en
la actividad 1 tan solo un punto brinda la posibilidad de evaluar dicha nocion. Los
autores optaron por analizar tan solo el punto 4(c). Tres estudiantes cometieron
un error al plantear la sumatoria de rectangulos ya sea en el establecimiento del

paso al limite o en el desarrollo del mismo.

Figura 40. Elaboracion estudiante 8, Produccion del item 4c de la actividad 1.

Figura 41.Elaboracion estudiante 1, Produccion del item 4c de la actividad 1.
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Figura 42.Elaboracion estudiante 9, Produccion del item 4c de la actividad 1

Como consecuencia del desarrollo inadecuado del punto 3(c) ambos estudiantes
concluyeron de manera incorrecta el punto 4(d), se presenta a continuacion la
conclusion a la que llegaron, el estudiante 1 reportd que “No sabia qué concluir”.
El estudiante 8 por otra parte concluyd que “Aunqgue la derivada no da lo mismo
que la funcion planteada se puede concluir que igualmente cuando se deriva, da
una funcion cuadratica”.
Finalmente, el estudiante 9 en su conclusion reporté que no veia una relacién del
resultado, con la funcion original.

e En la categoria cuatro
Para la categoria cuatro se tienen destinadas aquellas producciones de los
estudiantes en los que se evidencie alguna dificultad en relacion con la ruptura
entre el calculo y el algebra; sin embargo, en la actividad 1 ninguna de las

producciones evidencio rasgos de ésta categoria.

6.2 Actividad 2

La actividad 2 (ver anexo 4) esta centrada en el desarrollo intuitivo de lo que se denomina la
segunda parte del teorema fundamental del célculo, a partir de la exploracién de una
construccién realizada en la herramienta tecnolégica Geogebra®, y vinculandolo con las
distancias entre dos puntos con coordenadas cartesianas para llegar a vincularlo con lo que se
denomina el teorema del cambio total.

68



Para el analisis de la actividad se tiene en cuenta las categorias descritas al comienzo de este
capitulo, la actividad presenta algunos items que sirven como guia para la exploracion en la
construccién, es por ello que los autores optaron por clasificar las respuestas de los
estudiantes en los items 5, 7, 9, 10, 13 y 14 propuestos en la actividad 2.
Algunos de los hallazgos mas importantes se reportan a continuacion:
e Quinto item
Para este punto se solicita que los estudiantes hagan visibles las funciones F y f y
que, teniendo en cuenta la construcciones, se indique qué relacion tienen las dos
funciones. En particular la funcion F se construy6 como la integral de la funcién
f, y la funcion f es seleccionada por los participantes. La mayoria de los
estudiantes identificaron dicha relacion, estando de esa manera en la categoria 1.
En especial un participante concluyo explicitamente que “F es la integral de f”.
Por otra parte algunos estudiantes identificaron la misma relacion aunque la
establecen en el orden inverso, es decir que “la funcion f es la derivada de la

funcion F”, o usando un lenguaje funcional del tipo“F es una antiderivada de f”.

Algunos estudiantes que no identificaron la relacion de qué F es la integral de la
funcion f, se fijaron en otro tipo de relaciones, por ejemplo un estudiante
concluyé que “f y F se intersecan”, otro estudiante concluyd que “tienen dos
puntos en comun”, los autores optaron no incluir estas respuestas en alguna de las
categorias ya que a pesar de que los estudiantes no identificaron la relacién, la

conclusion no lleva a pensar en alguna de las dificultades categorizadas.

Llamé especial atencion la seleccién que tom6 un estudiante, y que al proponer
la actividad nunca se pens6 en esa posible opcion; el participante eligi6 como
funcion e*, por esa razon F sera la misma f, el estudiante concluyé que “son la
misma funcion”. Posiblemente un rediseno de la actividad implique proponer o
bien una funcion especifica o que realicen el analisis con dos funciones diferentes
y pedir que establezcan una relacion que sea general, independientemente de la

funcién seleccionada.
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Séptimo item

En el item anterior se solicita que hagan visibles los puntos P y Q, teniendo
visibles los dos puntos, en el item siete se piden las coordenadas de los dos
puntos, teniendo en cuenta la funcion F y el intervalo que queda determinado por

los valores de Ay B seleccionados por ellos.

Todos los estudiantes identificaron correctamente las coordenadas de los puntos;
sin embargo solo alguno de ellos tuvo en cuenta los valores Ay By la funcion F,
ubicAndose de esa manera en la categoria 1, un estudiante concluy6
concretamente que “ P = (A, F(A)) yQ = (B,F(B))".

Varios estudiantes identificaron las coordenadas de los puntos, sin relacionarlos
con la funcién F, los autores consideran los estudiantes se pueden categorizar en
la categoria 2, ya que no identifican las coordenadas que corresponden a las
ordenadas de los puntos. Lo anterior se refleja en una conclusién de un
participante, quien manifiesta que “La coordenadas en x de los puntos P y Q son

los valores asignadosa Ay B.”

Por otra parte algunos estudiantes en sus conclusiones escribieron las
coordenadas que observaron en la construccion, los autores optaron por clasificar
dichas respuestas en la categoria 3, ya que no presentan una generalizacion para
los valores de A y B, se conforman con una particularizacion para el caso que
ellos estan analizando, un ejemplo de ello fue un estudiante que concluyé que
“P(0,0),0(2,4),A=0; B =2".

Noveno item

En el item anterior se solicita que hagan visibles los puntos Cy D, de manera
similar que en el item anterior se piden las coordenadas de los dos puntos,
teniendo en cuenta las coordenadas de P y Q.

Todos los estudiantes identificaron correctamente las coordenadas de los puntos;

sin embargo solo alguno de ellos tuvo en cuenta las coordenadas de los puntos
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Q y P, ubicandose de esa manera en la categoria 1. Un estudiante concluyd
concretamente que

“Cc=(0,F(B))D =(0,F(4))".

A diferencia del item anterior, solo un estudiante identifico las ordenadas de los
puntos sin preocuparse de las abscisas, los autores clasificaron esta respuesta en
la categoria 2, ya que es posible que tenga una dificultad en identificar que las
coordenadas cartesianas estan compuestas por abscisas Yy ordenadas, el
participante concluyd que “sus componentes en y son los mismos”, es usual que
en el lenguaje cotidiano al solicitarse un punto las personas sélo hagan referencia
a los valores de las abscisas sin tener en cuenta que un punto esta conformado en

el plano por una pareja ordenada .

Por otra parte algunos estudiantes en sus conclusiones escribieron las
coordenadas que observaron en la construccion, los autores optaron por clasificar
dichas respuestas en la categoria 3, ya que no presentan una generalizacion para
los valoresF(A) y F(B), les resulta suficiente con referirse a una
particularizacion, un ejemplo de ello fue un estudiante que concluyd que “C =
(0,12) D = (0,—4)” para referirse a la especificidad del ejemplo por €l escogido.
e Décimo item

Para el item diez se pide que los estudiantes hallen la distancia entre los puntos C
y D, teniendo en cuenta las coordenadas obtenidas en el item anterior. Gran parte
de los estudiantes concluyeron que la distancia entre los dos puntos se halla con la
definicion usual de las coordenadas cartesianas, ubicandose asi en la categoria 1.
Un estudiante concluyo que

“CD =|F(A) — F(B)|".

Algunos estudiantes escribieron conclusiones particulares, dependiendo a la
funcidn escogida por ellos, lo cual para los autores representa que la respuesta se

puede clasificar en la categoria 3, pues no realiza una generalizacién adecuada.

Un estudiante en particular concluyd que “Esta distancia se halla integrando la

funcion f y colocando como limites de integracion los nimeros puestos en A y
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B”, para los autores esta respuesta se puede clasificar en la categoria 4, ya que el
estudiante concluye desde un objeto matematico del calculo como lo es la

integral, en un item donde se le solicita un proceso meramente algebraico.

e Décimo tercer item

Enelitem 11y 12 se le ha solicitado al participante que haga visible el area entre
la funcion f en el intervalo [4, B], asi como la distancia entre Cy D, con la
informacidn visible en la construccion el item trece se les solicita que hagan una
conclusion en relacion con los items ya mencionados. Gran parte de los
estudiantes identificaron correctamente que el area bajo la funcion f en el
intervalo [A,B] es igual a la longitud determinada por el segmento CD.
Destacando la conclusion de un estudiante quien reportd que “respectivamente, al
calcular la distancia entre C y D estamos hallando el area de la region que se

encuentra bajo f en el intervalo [4, B]”

De manera particular la conclusion de un estudiante se clasificd en la segunda
categoria, ya que se presenta un error conceptual de un objeto basico del célculo,
al comparar las coordenadas de los puntos ya que él concluyé que “F(A) =
f(A) yF(B) = f(B)”, lo cual no es correcto.

e Decimocuarto item
En el ultimo item se solicita a los estudiantes que generalicen lo desarrollado a lo
largo de la actividad para diferentes valores de A y B.
En general todos los estudiantes llegaron a la conclusion que se esperaba; a pesar
de que no la plantearon de manera simbdlica, tal cual como se enuncia la segunda
parte del teorema fundamental del célculo, algunas de las conclusiones que se
destacan son:
Estudiante 1: “Para encontrar la distancia, de dos puntos Cy D en intervalo
continuo A y B de una funcién, dado por los resultados de esos intervalos dentro
de F, se puede calcular”.
Estudiante 2: “El &rea determinada en el intervalo (4, B) de la funcion f es el
valor absoluto de F(B) — F(A).”
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6.3 Analisis en el encuentro virtual

Tal como se mencion0 al comenzar el presente capitulo se realizaron dos encuentros virtuales
por medio de la plataforma Zoom ®, y afortunadamente 10 de los 14 estudiantes se hicieron
presentes en los encuentros, en ellos se buscaba respectivamente determinar que ideas previas
tenian ellos sobre el teorema fundamentalmente del calculo y el recoger aportes y opiniones o

reflexiones post-accion.

Para empezar cada uno de los encuentros, ademas de agradecerles por su asistencia y
colaboracion dadas las circunstancias en que se desarrollaron los mismos, en medio de las
restricciones impuestas por la pandemia y las limitantes de horarios de disponibilidad, se les
dio una indicacion sobre el proposito especifico de encuentro. Para el primero se les solicit6
que en el chat de Zoom ®, escribieran lo que conocieran o recordaran del teorema
fundamental del Calculo. Lo anterior con el fin de identificar lo que ellos tienen como
preconcepto o como definicion personal del concepto o como lo denomina Tall (1998)

“Concept Imagen”

En lo reportado, los autores al analizar las respuestas identificaron que varios estudiantes
recuerdan o tan solo evocan una de las dos partes de la formulacién del teorema fundamental
del Célculo.

Para el segundo encuentro se buscaba de fondo una retroalimentacion y una reflexion post-
accion. Para ello inicialmente se realizd una explicacion por parte de los autores de la
intencion de las actividades y del trabajo mismo en general. Posterior a ello se les pidi6 a los
estudiantes que hicieran de manera verbal algunas sugerencias con respecto al desarrollo de
las actividades, de las cuales se puede afirmar que a los estudiantes en general les parecid
interesante la secuencia de las actividades. Algunas manifestaciones también indicaron que
les habian parecido muy extensas pero que se justificaba porque seguia una secuencia que
permitia relacionar los objetos que se iban construyendo y explorando. Dentro de los
comentarios se quiere resaltar que en la reflexion sobre lo que les dejo la actividad, un
estudiante afirmo que al realizar el taller identifico claramente que “el teorema fundamental

del célculo afirma que la derivacion y la integracion son operaciones inversas”.
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7. Conclusiones y recomendaciones

A continuacion se presentan algunas conclusiones y recomendaciones que los autores
consideraron mas relevantes a lo largo del desarrollo del presente trabajo, principalmente se
centran en lo encontrado en el andlisis realizado en el capitulo seis, ya que el objetivo
general que se planted al iniciar el trabajo fue disefiar una secuencia de actividades con el fin
de generar que los estudiantes de los primeros cursos de un programa de formacion inicial de
profesores de matematica, y en particular de la Licenciatura en Matematicas la Universidad

Pedagogica Nacional, redescubrieran y resignificaran al teorema fundamental del calculo.

De manera universal se considera que se cumplié el objetivo general, pues en el disefio de
cada una de las actividades los elementos de anélisis fueron considerados. En la actividad 1
se relaciond las areas de figuras geométricas directamente con el concepto de integral, se
implementaron las TIC en ambas actividades; ademas el entorno de geometria dinamica fue
primordial para el desarrollo de la actividad 2; finalmente dicho entorno de exploracion, junto
con la secuenciacion de las preguntas propuestas, permitié que el estudiante dotara de

significado el enunciado general del teorema fundamental del célculo.

Con respecto a los analisis de las actividades y en especial con lo que se discutio en el
encuentro virtual, los autores concluyen que de manera global se logré el objetivo, ya que, al
percibir las respuestas de los estudiantes, efectivamente las actividades lograron que los
estudiantes re-descubran el teorema fundamental del calculo. Algunos manifestaron que a
pesar de saber que usan el teorema fundamental del célculo al hacer integrales definidas, no
conocen la significacién del mismo, otros estudiantes por su parte manifestaron que al
realizar una de las actividades identificaron que la integral y la derivada son procesos
inversos y qué no eran conscientes de que el teorema fundamental del calculo hace notar
dicha relacion inversa. Por otra parte, es importante tener en cuenta la cantidad de items que
se plantean en las actividades, debido a que pueden resultar reiterativas y extensas, tal como
sucedio en la actividad 1 sin embargo se prefiri6 mantener el disefio para no hacer un salto

abrupto y aprovechar al maximo el referente geométrico asociado a la integral.

Las herramientas tecnoldgicas jugaron un papel fundamental en este trabajo, especialmente
por el momento que se vive a nivel mundial por la emergencia sanitaria, pues las actividades

se pudieron readaptar de acuerdo a las necesidades de los autores y sin afectar ningan tipo de
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proceso que generan las actividades, dicha adaptacion se realizé en Google Forms®, lo cual a
su vez facilito el proceso de revision y analisis de las producciones de los participantes en las
actividades. Adicionalmente cada una de las actividades se implement6 con la ayuda del
software Geogebra®, ya que permite una exploracion continua de lo que se esta trabajando y
una Optima relacion entre lo realizado en la exploracién y lo que se pregunta en las
actividades, asi como la posibilidad de que el participante pueda recurrir simultdneamente a

diferentes registros de representacion de los objetos matematicos.

Finalmente, a partir de las conclusiones mencionadas anteriormente surgen una serie de
recomendaciones que los autores desean agregar como parte final de este trabajo.

La primera sugerencia es dividir las actividades en mas momentos, para evitar que se torne
extensa y reiterativa, e incluso para evitar que los estudiantes de alguna manera no deseen
terminarla, o en su defecto no deseen realizar una segunda actividad, pensando en que sera
igual de extensa. Afortunadamente, y se quiere reiterar en eso, se contd con una excelente
disposicion de los participantes sin la cual el alcance del trabajo se hubiera restringido

significativamente.

Como segunda sugerencia es aprovechar el software Geogebra® al maximo e intentar que los
estudiantes de alguna manera exploren de una mejor manera el programa aumentando los
intervalos que se les solicita en la actividad 2, para que se identifique, en caso de que asi se
requiera, una generalizacion, pues como ya se reportd algunos concluyen sobre un caso
especifico. Por otro lado, es importante tener en cuenta el caso de los estudiantes que no
manejen adecuadamente el software, es prudente hacer una induccion del manejo del

software (En una reunion previa).

Dos sugerencias que surgieron en el desarrollo del trabajo estan relacionadas con realizar el
encuentro, ya sea virtual o presencial tanto antes del desarrollo de las actividades como
después del desarrollo de las mismas, para referirse no solo al preconcepto sino a la
generalidad de la actividad en si de manera que se encuentre un contraste claro y el analisis
sea mas preciso. La otra sugerencia es incluir en las actividades un contexto fisico, pues en
gran parte de los marcos se evidencié la estrecha relacion entre el teorema fundamental del

calculo y la fisica.

75



Para finalizar, los autores notaron la importancia de identificar si los estudiantes al realizar la
significacion del teorema fundamental del calculo priorizan la parte geométrica de las

representaciones graficas o priorizar la parte analitica que se presenta en las mismas.
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9.  Anexos

9.1. Anexol. (Primera version actividad parte del teorema fundamental de

célculo).

Nombre del Estudiante: Dia Mes ARo

1. Hallar el area de la regidon bajo la recta f(t) =2 entre t =0yt = 4. Utilice férmulas
geométricas.
2
Yy
3
F(t) =2
1
t
3 -2 -1 8] 1 2 3 11 ) ]

-1

a. Six € R,x > 1 seaA(x) el drea de laregién bajo larecta f(t) = 2entret =0yt =x
b. Plantee una expresion para A(x).

C.

Derive A(x) obtenida en el item anterior y escriba una conclusion del resultado.

2. Hallar el area de la regién bajo la recta

f(t) =t entre t =0yt = 6. Utilice formulas
geomeétricas.
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F(t) =t

a. Six€R,x>1 seaA(x) el drea de la region bajo larecta f(t) =tentret =0yt = x.
Plantee una expresién para A(x).

b. Derive A(x) obtenida en el item anterior y escriba una conclusion del resultado.

c. Seac €[0,x].Halle A'(c)y f(c)y concluya.

3. Hallar el area de la region bajo larecta f(t) = 2t + 1 entret = 1 y t = 3. Utilice la geometria

F(t) =2t+ 1

3 12 / o 2 a
-1

a. Si xeER,x>1 sea A(x) el drea de la regidn bajo la recta
f(t) =2t+1 entret =1yt = x. Plantee una expresion para A(x).
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b. Derive A(x) obtenida en el item anterior y escriba una conclusién del resultado.

c. Seac € [0,x].Halle A'(c)y f(c)y concluya.

4. Hallar el 4rea de la regién bajo la funcién f(t) = t? entre las rectas t = —3 y t = 3 Utilice la
suma de rectangulos.

a. Sea x€R,x>-3 sea A(x) el é&rea de la regidon bajo la funcion
f(t) = t? entre las rectas t = —3 y t = x. Calcule el drea bajo esa curva con sumas de
rectangulos.

b. Derive A(x) obtenida en el item anterior y escriba una conclusion del resultado.
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9.2. Anexo2. (Primera actividad del teorema fundamental de calculo en

software).

La actividad 1 se encuentra disponible:
https://docs.google.com/forms/d/e/1IFAIpQLSezZArhGDdFsILPW]BJNg-ePMNB99Ducu-
440pleUC6VIHVew/viewform

RN 17
| . B
N =i

s <2 f

<4

= =
2 Ed
i ]
-
N
4 =

Actividad 1

NOTA: Recuerde que debe adjuntar las fotos de cada procedimiento, Marcando la
respuesta.

Este taller contiene ayuda visual para su desarrollo , es posible que las imagenes tarden
varios segundos en cargar.

El nombre y la foto asociados con tu cuenta de Google se registraran cuando subas
archivos y envies este formulario. ;No eres ztmonroym6é@gmail.com? Cambiar de cuenta

*Obligatorio

Nombre: *

Tu respuesta
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1. Hallar el area de la region bajo la recta F(t)=2 entre t=0 y t=4. Utilice formulas

geometricas. *

F(t) =2

1, Agregar archivo

A.SixeR x>0 sea Alx) el area de la region bajo la recta F(t)=2 entre t=0 vy t=x.
Plantee una expresion para A(x). *

1, Agregar archivo

B. Derive A(x) obtenida en el itermn anterior

I, Agregar archivo

C. Escriba una conclusion del resultado. *

Tu respuesta
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2. Hallar el érea de la region bajo la recta F(t)=t entre t=0 y t=6. Utilice formulas
geometricas. *

| /

F(t)=t

]

X, Agregar archivo

A. Si xeR x>0 sea A(x) el area de la region bajo la recta F(t)=t entre t=0 y t=x.
Plantee una expresion para A(x). *

&, Agregar archivo

B. Derive A(x) obtenida en el item anterior *

&, Agregar archivo

C. Escriba una conclusion del resultado. *

Tu respuesta

D. Sea c£[0,x]. Halle A'(c) v f(c) *

&, Agregar archivo

E. Teniendo en cuenta el item D, escriba una nueva conclusion *

Tu respuesta
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3. Hallar el area de la region bajo la recta F(t)=2t+1 entre t=1y t=3. Utilice la
geometria *

3 F(t) =2t+ 1

X, Agregar archivo

A.SixeER ,x>1sea A(x) el area de laregion bajo la recta F(t)=2t+1 entre t=1y t=x.
Plantee una expresion para A(x). *

&, Agregar archivo

B. Derive A(x) obtenida en el item anterior *

X, Agregar archivo

C. Escriba una conclusion del resultado. *

Tu respuesta

D. Sea c£[0,x]. Halle A'(c) y flc) =

X, Agregar archivo

E. Teniendo en cuenta el item D, escriba una nueva conclusion *

Turespuesta
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Para la ultima parte del taller puede apoyarse en el siguiente link elaborado en
geogebra en caso de que se requiera. (No se requiere en los items C,D,E del
punto 4)

nttps-www gecgebra. org/m/tkybaskw

4. Hallar el area de la region bajo la funcion F(t)=t* entre las rectas t=-3 y t=3
u

ce la suma de rectangulos. *

&, Agregar archivo

A. Haga visible todo en la construccion y explore.

Tu respuesta

B. ;Que relacion observa entre suma superior, inferior, suma de rectangulos v el
area de la funcion?

Tu respuesta

C. Sea xER x>-3. sea Alx) el area de la region bajo la funcion F(t)=t* entre las
rectas t=-3 y t=x. Calcule el area bajo esa curva con sumas de rectangulos.

&, Agregar archive

D. Derive A(x) obtenida en el item anterior *

A, Agregar archivo

E. Escriba una conclusion del resultado *

Tu respuesta

5. Ingrese un ejemplo de una funcion *

Tu respuesta

A. Teniendo en cuenta lo resuelto en el taller ; Cudl sera la expresion A(x)? *

Tu respuesta

B. Teniendo en cuenta lo resuelto en el taller ; Cual sera la expresion A'(x)?
(Escriba sus conclusiones en términos de la funcion propuesta en el punto 5) *

Tu respuesta
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9.3.  Anexo3. (Construccibn de apoyo primera actividad del teorema

fundamental de célculo).
ExtremoDerecho = 4.5 X ExtremoDerecho =45
[ —
@ 0 @ 10 ®
Extremolzquierdo = -3

NOmeroderectanguios = 57 X R
(@)

0 o 100

@ Numeroderectangulos = 5
Extremolzquierdo = -3 X s ——— &o—

O O OO0 e
X
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9.4. Anexo4. (Segunda actividad del teorema fundamental de calculo
software).
La actividad 2 se encuentra disponible en:
https://docs.google.com/forms/d/e/1IFAIpQLSTliISXRQZYFzRMcvPghfVLMOAeLrNor-
VRCCf3nEt19JkQ_IQ/viewform

Actividad 2

NOTA: Para la solucién de este taller es fundamental el uso de la aplicacion GeoGebra

*Obligatorio

Nombre *

Tu respuesta

0. Ingrese al link
https://www.geogebra.org/m/dcdhwpzy

1. En la casilla "Funcion” escriba una funcion que sea una continua
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2. Hacer visible la funcion f

3. Ingresar un intervalo [A,B] en el que la funcién sea continua

4. Hacer visible a F

5. ;Qué relacion observa gue hay entre Fy f7*

Tu respuesta

6. Hacer visible los puntos Py Q

7. ;Qué coordenadas tienen P y Q teniendo en cuenta los valores que ledica Ay
a B, conrespectoaF?*

Tu respuesta

8. Hacer visible los puntos C y D y el segmentoCD

9. ;Queé coordenadas tienen C y D teniendo en cuenta las coordenadas de Py Q7
"

Tu respuesta

10. ;Como se halla la distancia entre C y D? ;Cuanto es? *

Tu respuesta

11. Hacer visible area y areasombreada

12. Hacer visible la distancia CD y comparar el resultado del item 10
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13 Teniendo en cuenta el item 10, 11y 12 ; Quée puede concluir? (escriba sus
conclusiones en términos de f,F, Ay B). *

Turespuesta

14 Generalizar el proceso para cualguier A y cualquier B, *

Turespuesta
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9.5. Anexo5. (Construccion de apoyo segunda actividad del teorema

fundamental del célculo).

e © @ e o o o o o O

X
" Infx)
="
X
1 "
) = )
P=(L0) X
Q=013 X
C=(0.13) X
0=(0.0) X
X

Segmento(D = 1.3
DistanciaCD = "Dix(nnuin?ﬁ)
reasombreada = 7

Aret = “Areas) 3

Funcidn in{x)  x

Extrema izquierda (A)1

Exiremo Derecho ()5

DistanciaCD =13

Area=13
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