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2.Descripcion

Este documento presenta una ruta seguida para estudiar el concepto de Grupo
Fundamental en la Topologia Algebraica. Para construir esta ruta se estudiaron
definiciones, ejemplos v teoremas de esta rama de la matemadtica. Para estudiar en detalle
algunas definiciones y teoremas fue necesario recurrir a ejemplos que podian ser
representados en el software de geometria dinamica GeoGebra.

La ruta expuesta en este trabajo de grado se divide en cuatro partes, que parten de la
definicién de funcidn continua que se estudia en la Topologia:

¥ Homotopia que hace referencia a la deformacion continua entre dos funciones.

¥ Caminos que son un caso particular de funciones, que se pueden deformar a partir

de la Homotopia Relativa (0. 1} que se pueden operar por medio de la multiplicacion
de caminos obteniendo una estructura topologica y de grupo.

¥ Algunos ejemplos conocidos del Grupe Fundamental son: el Grupo Fundamental "
es un grupo Trivial, el Grupe Fundamental de la circunferencia es homomorfo ha =
v el Grupo Fundamental del toro es homomorfo £ = Z,

Documento Cicial. Universidad Pedagdgica Naciona
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Tejada [imeénez, D. M. (2000). Introduccion a la Topologia Algebraica. Medellin, Colombia:
Universidad Nacional de Colembia.

4. Contenidos

Este documento contiene cuatro capitulos en los que se expone el estudio realizado sobre
el Grupo Fundamental de la Topologia Algebraica.

En el primer capitulo contiene los preliminares necesarios para poder entender la teoria
que se presentard en el siguiente apartado. En la segunda seccién se presenta la teoria
necesaria para comprender el Grupo Fundamental de la Topologia Algebraica, sus
propiedades y algunos ejemplos. En el tercerc apartadeo hace referencia el apoyo del
software de geometria dinamica - GeoGebra - para la realizacion de este estudio, y. por
ultimo, en el cuarto capitulo se presentan las reflexiones que se obtienen de este trabajo.

5.Metodologia

El proceso de construccion de la ruta de comprension del concepto de Grupo
Fundamental no fue lineal, es decir no se siguié una secuencia estricta de pasos y
actividades, sin embargo, es posible identificar algunas acciones que permitieron
construir la ruta que se presenta en el capitulo.

¥ Se leyeron diferentes libros, especialmente los capitulos 3 v 4 del libro Topologia
Algebraica de Rubiano y el articulo titulade "Invitacién a la teoria de homotopia:
Grupo Fundamental v espacios recubridores” de la revista Lecturas Matematicas en
los cuales se encontraban conceptos de homotopia, homotopia relativa, caminos
cerrados, topologia cociente, levantamiento de caminos y Grupo Fundamental.

¥ Se utilizo la estrategia de mapa de ideas para determinar las conexiones que
existian entre los conceptos que iban apareciendo y los ya abordados, para lograr la
construccion del mapa conceptual de la ruta expuesta en este trabajo de grado.

¥ Se construyeron applets que tenian la intencion de representar ejemplos que
permitieran comprender de mejor manera las definiciones de esta teoria.

Docurmnento Cficial. Universidad Pedagogica Maciona
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¥ Se presento una ponencia en un evento con un avance inicial de la ruta con el
proposito de determinar si lo construido era comprensible al lector y para saber si
este trabajo puede ser aceptado por la comunidad de matematicos.

¥" Porultimo, se consolidé este trabajo de grado.

6.Conclusiones

Las reflexiones finales luego de concluir el trabajo de grado se exponen a continuacion:
Generales

¥" Participar en diferentes eventos con ponencias, talleres o poster, permite afianzary
consolidar nuestros conocimientos matematicos especialmente en la topologia.

¥ La participacion en el semillero de Topologia y la realizacion de este trabajo de
grado ha contribuido al desarrollo de competencias como la lectura, la escritura, la
blusqueda de diferentes fuentes, la representacion de ejemplos en software de
geometria dinamica entre otras cosas, que fueron necesarias para el entendimiento
v la comunicacidn de los temas abordados en el trabajo de grado.

¥" Para comprender la teoria de una manera mas sencilla, se puede a partir de la
visualizacion de conceptos matematicos incorporando herramientas tecnoldgicas.

¥ Organizar los conceptos matematicos en un mapa conceptual permite ver las

conexiones entre cada objeto matematico, para una mayor comprension de la teoria
estudiada.

¥ Durante el desarrollo de este documento se mostro el proceso que se realizd para
poder construir la ruta topologica v algebraica v asl poder estudiar el grupo
fundamental de la Topologia Algebraica.

En relacion con la Teoria

¥ La reparametrizacion permite cambiar la velocidad o ritmo que se recorre en los
caminos.

¥ La multiplicacion de caminos en el conjunto de caminos cerrados tiene una
estructura de monoide topologico debido a que tiene una operacion interna que es

Documento Cficial. Universidad Pedagbgica Macional
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continua, pero carece de elemento idéntico y de elemento inverso. Pero al realizar
esta misma operacion en el conjunto de las clases de equivalencia se obtiene un
monoide algebraico que resulta tener toda una estructura de grupo.

¥ Una de las propiedades del grupo fundamental es que el punto base cambia dentro
de la misma componente conexa por caminos, por esta razon es suficiente estudiar
el subespacio correspondiente.

Apoyo de GeoGebra

¥ Es importante el uso de software de geometria dinamica para modelar algunos
conceptos de la Topologia Algebraica. Que nos permiten conceptualizar o
comprender mejor una definicion o teorema que se aborda en esta teoria
ayudando en los procesos de ensefianza v aprendizaje de las matematicas, en la
formacion de profesores en esta area.

¥v" El uso de GeoGebra nos ayuddé a buscar ejemplos de algunos conceptos v a
evidenciar visualmente algunos objetos matematicos como definiciones y teoremas
que se establecieron durante el desarrollo del trabajo.

¥ En la Universidad Pedagogica Nacional se aprovechan las caracteristicas
anteriormente mencionadas de GeoGebra en los diferentes cursos que ofrece la
Licenciatura en Matematicas permitiéndonos visualizar caracteristicas de objetos
matematicos que no son posible entender tan solo con la teoria.

¥ Este trabajo se logrd debido al dinamismo, rastro ¥ muchas de las propiedades que
nos ofrece GeoGebra.

Elaborado por: A..n gie Lizeth Galan Cipagauta; Maria Andrea Del Pilar Patifio
Cifuentes
Revisado por: Maria Nubia Soler Alvarez

Fecha de elaboracion del

04 o7 2019
Resumen:
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PRESENTACION DEL TRABAJO

"Las matemdticas poseen no solo la verdad,
sino cierta belleza suprema. Una belleza fria y
austera, como la de una escultura”

Bertrand Russell

Desde hace tres anos aproximadamente, como parte de un semillero estudiantil, hemos ve-
nido realizando estudios relacionados con la Topologia y la visualizacién de algunos de sus
objetos a través de herramientas tecnoldgicas, particularmente con software de geometria
dindmica. La exploracion que hemos hecho en el campo de la topologia nos ha permitido
avanzar en el conocimiento matematico y en el diseno de aplicativos que permiten com-
prender los conceptos de esta area. Los resultados de estos estudios los hemos comunicado

a través de talleres, ponencias y poster en diferentes eventos académicos.

El primer ejercicio académico que hicimos en el semillero fue estudiar la definicion de
Topologia. Observamos que este objeto matematico requeria al menos dos condiciones im-
portantes para su constitucién; para comprender dichas condiciones leimos la definicién en
varios libros pero no logramos entender lo que significaba que uniones arbitrarias e inter-
secciones finitas fueran elementos de ese conjunto al que llamamos topologia. Buscamos
ejemplos en conjuntos finitos y fue alli donde vimos con claridad lo que significaba que
se cumplieran las caracteristicas de la definicion. Después de esto fue posible encontrar

ejemplos en R y en R? los cuales se podrian representar en GeoGebra.

Dado que el curso de topologia es opcional en la Licenciatura y lo que habiamos estu-
diado nos parecia pertinente para nuestros companeros, nos parecié importante participar
en la Jornada del Educador Matematico -JEM- de ese semestre (2016 — I1) proponiendo

un taller a través del cual buscaAbamos que los participantes, desde representaciones hechas
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en GeoGebra, identificaran y comprendieran las condiciones que se necesitaban para de-
terminar si un conjunto era, o no, una topologia. Este taller tuvo una buena acogida por
parte de nuestros companeros, debido a los aplicativos y a que el tema abordado era nuevo

para ellos, lo que nos motivo a seguir con el estudio en esta area.

Después de esta indagacion inicial, quisimos estudiar otros conceptos de topologia, bus-
camos unos ejemplos que se pudiesen representar en GeoGebra y encontramos estos: base
para una topologia, adherencia, punto de acumulacién, conjunto abierto, conjunto cerrado,
exterior, interior y frontera.

Para comprender mejor las definiciones de estos conceptos revisamos diferentes ejemplos

que nos permitieron visualizar representaciones de cada uno de estos.

Como producto de este estudio surgi6é una ponencia para el VII Simposio de matematicas y
educacion matematicay VI congreso internacional de matematicas asistida por computador
(MEN 2017) de la Universidad Antonio Narino. El propdésito fue presentar una propuesta
en la cual los asistentes pudieran visualizar y discutir en relacién con algunos objetos topo-
logicos representados en un software de geometria dinamica. A los participantes les gusto
nuestro trabajo, debido a que habiamos buscado incorporar herramientas tecnologicas en el
aprendizaje de las matemaéticas, enfatizado en la topologia, la cual tiene un fuerte compo-

nente de abstraccion. Esto llevo a que creciera nuestra motivacion para seguir trabajando.

También realizamos un taller virtual para el 3°" Congreso Internacional de Matemaética
Educativa en linea, organizado por el Centro de Investigaciéon en Ciencia Aplicada y Tec-
nologia Avanzada (CICATA - IPN), México. No fue un trabajo facil debido a que se debia
especificar muy bien el taller preparado, el cual hace parte del estudio que habiamos hecho
hasta ese momento para que los participantes lograran la exploracién los conceptos de base,

de conjuntos y puntos especiales de una topologia por medio de los aplicativos de GeoGebra.

Posteriormente, nuestro estudio se centré en los espacios métricos. Estos tienen la par-
ticularidad de generar nuevas topologias a partir de la definicion de bolas abiertas. Para
visualizar ejemplos de bolas abiertas de diferentes métricas en R? hicimos construcciones
en GeoGebra. La bola en R? puede ser un circulo, ser vacia, un plano completo, la region

encerrada por un cuadrado, un rombo o una regioéon no acotada. Uno de los resultados més

INDICE DE FIGURAS
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sorprendentes de este estudio fue darnos cuenta que las circunferencias tenian diferentes
formas si cambidbamos la definicion de distancia, se nos ocurrié entonces estudiar otras
figuras geométricas como la elipse, la parabola y la hipérbola para participar en el IV
Encuentro Distrital de Educacion Matematica (EDEM 2017) con un postér el que se bus-
caba mostrar las distintas formas de las secciones conicas en la distancia: usual, inversa,

discreta, minima, taxista y maxima; como se muestra en la figura 1.

UN VISTAZO A LAS
SECCIONES
CONICAS

X=R? Circunferencia Pardbola Elipse
Usual .
Inversa
Minima AN | A )
= A\ = BES
—| |
Taxista g 2 |4 Gl
Méxima - (/= - B . :
= % U S o = / -
e ik Discreta Minima Taxista Maxima

4u((@.b).c.) gl “EbcD @) (@) | D)

=J@-or+@G-ay :{W:::’;"vﬁ :['o S bz | -maa@neon | =la-c+ip-dl [=H {la—cl.1b—dl}

USANDO DIFERENTES
METRIGAS

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA

NACIONAL

Figura 1: Poéster realizado para EDEM del 2017. Fuente: Creacion propia.

Continuamos con nuestro trabajo estudiando el concepto de funcién continua, nos dimos
cuenta que los objetos mateméticos de imagen directa e imagen reciproca son fundamen-
tales para comprender este concepto. Con el apoyo de GeoGebra se buscd estudiar las
representaciones graficas de imagen directa y reciproca de ciertos conjuntos. Otro ejerci-
cio académico que hicimos fue cambiar la topologia del dominio y rango de las funciones
estudiadas, lo cual nos permitié una mejor compresion de este objeto matemaético; donde
observamos la continuidad debido que de abiertos se devuelven abiertos en cada topologia.

Nos pareci6 importante dar a conocer en la JEM del semestre 2017 — I nuestro trabajo
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realizado sobre la imagen directa e imagen reciproca, debido que se debe tener muy claro
estos conceptos como futuros licenciados en matematicas, donde se busco que nuestros
companeros de la Licenciatura visualizaran diferentes funciones tanto de R a R como de
R? a R2. Esta ponencia resulto siendo un éxito, debido a que se conté con una buena

participacion por parte de los asistentes.

En nuestra exploracion de esta area, encontramos documentos de Topologia Algebraica
donde se relacionaban algunas cosas que habiamos estado estudiando con temas que ha-
biamos abordado en el curso de Teoria de Grupos. Pensamos entonces que podriamos

ponernos el reto de estudiar esta drea de las matematicas.

En los primeros acercamientos que realizamos en esta area logramos mostrar algunos ejem-
plos de la teoria, apoyandonos de la geometria dindmica (GeoGebra) para empezar a es-
tudiar los conceptos de Homotopia y Homotopia lineal. Los resultados obtenidos de este
nuevo estudio se mostraron en JEM del semestre 2018 — I con un taller que tenia como
proposito presentar y construir con los participantes Homotopias de diferentes funciones
continuas, a este taller asistieron estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y de otras
carreras de la Universidad. Lo que méas llamo la atencion de los participantes fue como se
lograba construir la deformacion de dos funciones continuas con el apoyo de GeoGebra,

debido a que algunos de ellos no manejaban este software de geometria dinamica.

Debido a que ya estdbamos finalizando nuestros estudios de licenciatura y ya habiamos
avanzado en el estudio de la Topologia Algebraica, nos pareci6 conveniente desarrollar
nuestro trabajo de grado en esta area, teniendo como base lo que habiamos realizado en
este ultimo taller. Nos propusimos entonces la tarea de construir una ruta para acceder al
concepto de Grupo Fundamental, a partir del estudio de definiciones, ejemplos y teoremas
de la Topologia Algebraica. El resultado de este ejercicio académico es el que presentamos

en este trabajo de grado.

Para comprender un poco mejor algunas definiciones y teoremas que hacian parte de la ruta
que ibamos construyendo y dada la experiencia previa que teniamos, fue necesario recurrir
a ejemplos que fuesen representados en GeoGebra. El proceso de construccion de la ruta

de comprension del concepto de Grupo Fundamental no fue lineal, es decir no se siguié
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una secuencia estricta de pasos y actividades, sin embargo es posible identificar algunas

acciones que permitieron construir la ruta que se presenta en el capitulo 2.

= Se leyeron diferentes libros, especialmente los capitulos 3 y 4 del libro Topologia
Algebraica de Rubiano [13] y el articulo titulado Invitacién a la teoria de homotopia:
Grupo Fundamental y espacios recubridores"de la revista Lecturas Matemaéticas [11]
en los cuales se encontraban conceptos de homotopia, homotopia relativa, caminos

cerrados, topologia cociente, levantamiento de caminos y Grupo Fundamental.

= Se utilizé la estrategia de mapa de ideas para determinar las conexiones que exis-
tian entre los conceptos que iban apareciendo y los ya abordados, para lograr la

construccion del mapa conceptual de la ruta expuesta en este trabajo de grado.

= Se construyeron applets que tenian la intencién de representar ejemplos que permi-

tieran comprender de mejor manera las definiciones de esta teoria.

= Se present6 una ponencia a un evento con un avance inicial de la ruta con el propoésito
de determinar si lo construido era comprensible al lector y para saber si este trabajo

puede ser aceptado por la comunidad de mateméticos.

= Finalmente se consolido este trabajo de grado.El cudl estd organizado de la siguiente
manera: En el primer capitulo contiene los preliminares necesarios para poder en-
tender la teoria que se presentara en el siguiente apartado. En la segunda secciéon se
presenta la teoria necesaria para comprender el Grupo Fundamental de la Topologia
Algebraica, sus propiedades y algunos ejemplos. En el tercero apartado hace referen-
cia la apoyo del software de geometria dinamica - GeoGebra - para la realizacion de
este estudio, y por ultimo, en el cuarto capitulo se presentan las reflexiones que se

obtienen de este trabajo.
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OBJETIVOS

En esta seccion se presentan los objetivos que se lograron a lo largo del trabajo de grado.

Objetivo general

= Apropiar la conceptualizacion y el conocimiento de objetos matematicos de Topologia
Algebraica que hicieron parte de la construccion de una ruta que lleva al concepto

de Grupo Fundamental.

Objetivos especificos

» Estudiar y apropiarse de los conceptos que llevan a la comprension del Grupo Fun-

damental.

» Estudiar algunos ejemplos de conceptos de la Topologia Algebraica que se pueden

representar con Software de geometria dinamica.

» Construir una ruta desde la Topologfa y el Algebra que permita ver conexiones entre
objetos matematicos que llevan al concepto del Grupo Fundamental de la Topologia

Algebraica.



Capitulo 1

PRELIMINARES

"Las matemdticas son un lugar donde puedes hacer cosas
que no puedes hacer en el mundo real”

Marcus du Sautoy

En esta parte, se presentaran las nociones basicas de Conjuntos, Algebra y Topologia, con
el fin de brindar las herramientas necesarias para la comprension de la Topologia Algebraica

que involucren contenido matematico necesario en el desarrollo del trabajo.

1.1. Conjuntos

En esta secciéon se presentarédn los conceptos de la teoria de conjuntos que se deben tener
presentes para la lectura de esté trabajo de grado, con la finalidad de establecer una

respectiva notacion.

1.1.1. Operaciones entre conjuntos
A continuacion, queremos recordar las operaciones entre conjuntos.

1. Unién de una familia de conjuntos

UB=JB={zI3Bec¢)(xeB)}

Becg

2. Interseccién de una familia de conjuntos

(1B=()B={zI(VB € ¢)(z € B)}

Bec
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3. Producto de una familia de conjuntos

[[B={r:7=UBil0) € B}

jeg =2
4. Suma de una familia de conjuntos, se denota [[,.; B;

S By ={(a.j)lac Bje T}

jed

1.1.2. Relaciones

Definicion 1.1.1. Sean Ay B conjuntos. Un subconjunto R del producto cartesiano A x B

se llama una relacion de A en B, es decir R es una relacion de A en B si R € P(A x B).

Definicién 1.1.2. Si X es un conjunto, una relacién R en X es un subconjunto de X x X.

Decimos que R es :

1. Reflexiva: si (z,2) € R pata todo x € X

2. Simétrica: Si (z,y) € R implica (y,z) € R

3. Transitiva: Si (z,y), (y,2) € R implica (z,2) € R
4. Antisimétrica: Si (z,y), (y,2) € R implica z =y

Definicién 1.1.3. Una relacién se llama de equivalencia en un conjunto A si es reflexiva,
simétrica y transitiva en A. Cada relacion de equivalencia determina una particion X/R =
{[z] : € X} de X formada por las clases de equivalencia [z] = {y : ¥Ry}; es decir existe

una funcion sobreyectiva.

qg: X = X/R

Toda funcion f : X — Y define una relaciéon de equivalencia en X si definimos x ~ y si 'y

solo si f(z) = f(y). Es decir la relacion como Ry con Ry = {f~!(t) : t € f(X)}.

1.1. CONJUNTOS
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1.1.3. Relacion de orden

Definicién 1.1.4. Una relacion R en un conjunto A se llama relacién de orden en A si
R es reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. Se dice que A es un conjunto ordenado por

R.

Definicién 1.1.5. Un subconjunto P de X es totalmente ordenado si para cada par
de elementos a,b € P se tiene que a < b o b < a; u € X es una cota superior para P si

r < u para todo = € P.

1.1.4. Funciones

Definicién 1.1.6. Una funcién es una relacion en la cual no existen dos o més parejas

distintas con la misma primera componente.
f es una funcion < f es una relacion, tal que

(Vz,y,2)((z,y) € fA(z,2) € f =y =2)

Ejemplo 1.1.1. Sea f(z) = y/x una funcién cuya grafica se puede observar en la figura
1.1.
Su dominio es D(f) = {Vx € R|x > 0} y su recorrido es R(f) = {Vz € R|z > 0}.

f(x) = Vx

Figura 1.1: Gréfica de la funcion f(z) = v/x. Fuente: Creacidn propia.

1.1. CONJUNTOS
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Definicién 1.1.7. Sea f : A — B ysea M C A; se llama imagen de M por f al conjunto

de las imagenes por f de los elementos de M. Si lo notamos por f(M), se tiene

fM) = {f(x)|x € M}

Ejemplo 1.1.2. Dada la funciéon f(z) = 2z — 1 cuya grafica se puede observar en la figura
1.2. Al ser una funcion polindmica (no hay ningin punto problematico en la definicion de

la funcién, como dividir por 0), el dominio es todos los reales:
D(f)=R
La imagen o recorrido de la funcion es el conjunto formado por los niimeros reales:

f(M) =R

S

-4 -3 -2

S
w
~

Figura 1.2: Grafica de la funciéon f(x) = 2x — 1. Fuente: Creacion propia.

Definicién 1.1.8. Sea f: A — B ysea N C B; se llama imagen inversa de N por f al
subconjunto de A constituido por todos aquellos elementos cuyas imagenes por f a N; se

nota por f~1(N), cuya grafica se puede observar en la figura 1.3.

Ejemplo 1.1.3. Dada la funcién f(z) = 23, su inversa es f~}(z) = V=

1.1. CONJUNTOS
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Figura 1.3: Grafica de la funcion inversa f(z) = x3. Fuente: Creacion propia.

Definicién 1.1.9. Una funcién f de A en B es uno a uno o inyectiva si elementos distintos

de A tienen imagenes distintas mediante f; es decir
f es inyectiva — (Vu,v € D(f)) (u#v— f(u)# f(v)).

Definicién 1.1.10. Se dice que una funciéon f : A — B es sobreyectiva si todos los

elementos de su codominio son imagenes por f de elementos del dominio, es decir R(f) = B.
f A — B es sobreyectiva si y solo si (Vy € B)(f(x) =vy).

Definiciéon 1.1.11. Una funciéon f : A — B es biyectiva si f es simultaneamente

inyectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.1.12. Sean f: A — By g : B — C dos funciones tales que f(A) C C.
Es posible a partir de las dos funciones anteriores, construir una tercera h : A — C, es

decir h=go f

1.2. Algebra

En esta seccién se presentarédn los conceptos de algebra abstracta que se deben tener

presentes para la lectura de esté trabajo de grado.

1.2.1. Grupos
En esta parte queremos recordar todo lo referente a grupos:

Definicién 1.2.1. Un grupo (G, *) en un conjunto G, junto con una operacion binaria *

en G, tal que se satisface las siguientes condiciones:

1.2. ALGEBRA
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= [La operacién binaria * es asociativa.
» Existe un elemento e en GG tal que e x x = x * e = = para todas las = € G.
. ’ . / ’
= Para cada a en G existe un elemento a en G con la propiedad de que a xa = axa =e

Un conjunto {e} de un elemento se le llama Grupo trivial. La tnica operacion binaria
« posible en {e} esta definida por e x e = e. Se puede corroborar de inmediato que se
cumplen los tres axiomas de grupo. En cada grupo, el elemento identidad es siempre su

propio inverso.

Definicién 1.2.2. Sea B un conjunto no vaci6. Una funcion % : B x B — B se llama

una operacion interna en B. Al par (B, %) se denomina monoide.

Dados a, b, c € B se puede calcular a x (bxc) y (a*b) ¢, si queremos igualar este calculo,

entonces x debe ser asociativo, es decir que para todo a,b,c € B se debe cumplir:
ax(bxc)=(axb)*c
A lo anterior se le denomina monoide asociativo

Definicién 1.2.3. Un monoide asociativo es un semigrupo. Un grupo (G,x*) es un

semigrupo el cual cumple con:

1. Existe e € G — axe =a = exa para todo a € G.

2. Para cada a € G existe b € GG talque axb =e = bx*a.

La primera condiciéon garantiza la existencia de un tinico elemento neutro para la operacion
x. La segunda condicion garantiza la existencia del elemento inverso para cada a € G. Este

elemento lo notaremos como a ™ '.

Definicion 1.2.4. Sea (G, ) un grupo. Si H C G tal que *x : H x H — H donde H # ()

es una operacion de grupo, donde H es un subgrupo de G. Se denota como H < G.

Definicién 1.2.5. Sea H un subgrupo de un grupo G de orden finito. El indice (G : H)
de H en G es igual a |G|/|H|. Es decir, el indice es el nimero de coclases a izquierda
(derecha) de H.

1.2. ALGEBRA
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1.2.2. Homomorfismos

En esta parte definiremos funciones entre los grupos que relacionen los conjuntos y sus

estructuras.

Definici6én 1.2.6. Dados dos grupos GG, H un homomorfismo es una funcion f : G — H
(como conjuntos) que satisface f(ab) = f(a)f(b) la operaciéon a la izquierda de la igualdad

es en GGy a la derecha es en H.
Ejemplo 1.2.1. Dada la funciéon f: (R,+) — (C — {0}, ) dada por
f(x) = (cosz, senx)

esta funcién satisface

flx+vy) = (cos(x +y), sen(z + y) (1.1)
= (coszcosy — senxseny, senrcosy + senycosr) (1.2)
= (cosx, seny)(cosy, seny) (1.3)
- 1)) (14)

El producto f(z)f(y) es geométricamente la suma de dos angulos.
Un isomorfismo permite cambiar los nombres de los elementos y preserva la estructura

algebraica y se usa el simbolo ~ para indicar que dos grupos son isomorfos.

Un automorfismo es un isomorfismo de grupo en si mismo. Este automorfismo se llama

automorfismo interno de G.

1.3. Topologia

En esta seccion se presentaran los conceptos de la topologia de conjuntos que se requieren en

lo que sigue del documento para comprender la Topologia Algebraica (Grupo Fundamental

[1,(X, %))

1.3. TOPOLOGIA
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1.3.1. Espacios topolégicos

En esta parte queremos recordar todo lo referente a topologia:

Definicién 1.3.1. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una

coleccion 3 de subconjuntos de X (llamados elementos bésicos) tales que:
1. Para cada x € X, hay al menos un elemento bésico 8 que contiene a x

2. Si z pertenece a la interseccion de dos elementos basicos (81 y [32), entonces existe

un elemento bésico B3 que contiene a z y tal que 83 C £; N Ss.

Ejemplo 1.3.1. Dado un conjunto ordenado (X, <), el conjunto 5 = {(a,b) : a,b € X}

es base para una topologia.

Definicién 1.3.2. Sea X un conjunto. Una colecciéon 7 de subconjuntos de X es una

topologia sobre X si cumple con las siguientes condiciones:
1. El conjunto vacio () y el conjunto X pertenecen a 7
2. Si A,BeTentonces ANBeET
3. La unién de cualquier familia de elementos de 7 pertenecen a 7.

La pareja (X, 7) es un espacio topoldgico

Definicién 1.3.3. Sea (X, 7) un espacio topologico y R = {4;} una particion o descom-
posicion de X. Formamos un nuevo espacio Y llamado el espacio cociente. Los puntos
de Y son los miembros de Ry si g : X — Y es la funciéon cociente ¢(z) — A;, la topologia
para Y es la mas grande para la cual ¢ es continua; es decir U C Y es abierto si y solo si
q }(U) es abierto en X. Esta topologia se llama la topologia cociente para la particion
R y se denota

/R

7/R:={UCY :q '(U) es abierto de X}

1.3. TOPOLOGIA
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Definicién 1.3.4. Sea X,Y espacios topologicos. Dado K subespacio compacto de X

compacto y U subconjunto abierto de Y, se define
S(K,U) == {f € C(X.Y) : f(K) C U}

La coleccion {S(K,U)}ky forma una subbase para la topologia sobre C'(X,Y) llamada la

Topologia compacto - abierto.

1.3. TOPOLOGIA



Capitulo 2

GRUPO FUNDAMENTAL

"S1 simplemente hace girar la rueda, es dlgebra;
pero si contiene una idea, es topologia.”

Solomon Lefschetz

En este capitulo se muestra la ruta tanto topologica como algebraica que fueron necesarias

para el estudio del Grupo Fundamental de la Topologia Algebraica.

Los teoremas que se presentan en este capitulo, sus respectivas demostraciones se en-

cuentran en el anexo de este documento.

Para exponer el estudio se realizé el mapa conceptual presentado en la figura 2.1, el cual
muestra la ruta de los conceptos generales para comprender el Grupo Fundamental de la
Topologia Algebraica, los cuales se describirdn a continuacion y el modo en que intervie-
nen en la teoria. Algunos de estos objetos se ilustran con ayuda de software de geometria

dindmica, en este caso GeoGebra resaltados en el mapa con color rosado.
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I FUNCION CONTINUAl
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Figura 2.1: Mapa conceptual del Grupo Fundamental de la Topologia Algebraica. Fuente:

Creacidn propia.
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Este estudio inicia con el concepto de funciéon continua.

Definicién 2.0.1. Una funcion continua es una funcion entre dos espacios
topolégicos X e Y, f : X — Y tales que la imagen reciproca de cualquier

abierto de'Y es un abierto de X.

Este concepto de funcién continua nos permitié estudiar tres conceptos importantes para

acceder al Grupo Fundamental: Homotopia relativa, caminos y homomorfismos.

2.1. Homotopia

El estudio del Grupo Fundamental de la Topologia se inicia con las homotopias, en la figura
2.2 se presentan los conceptos que se relacionan con estos objetos, los cuales se describen

a continuacion.

FUNCION CONTINUA

se relaciona
a través

tiene un caso

particular que ¢——] Homotopia es una
es Relativa i

Relacion de

Equivalencia

tiene como

a

Homotopia
Lineal

Figura 2.2: Ruta de Homotopia. Fuente: Creacion propia.

Las funciones continuas se pueden deformar una en otra, esta deformacion se denomina

homotopia y cumple con dos condiciones principalmente:

2.1. HOMOTOPIA
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Definicién 2.1.1. Una homotopia de f a g (f,g : X — Y dos funciones

continuas) es una funcion continua H : X x [0,1] — Y tal que
H(z,0) = f(z), para x en X

H(z,1) = g(z), para x en X

Las funciones f y g son llamadas homdtopas y las notamos como H : f ~ g.

Figura 2.3: Homotopia. Fuente: Creacion propia.

En la figura 2.3 se muestra la deformacion de las funciones f y g.

Se encuentra también la homotopia relativa, donde dicha deformacion entre las funcio-
nes es una homotopia H que cumple una condicién adicional, debido a que se establece a

partir de un subespacio A del conjunto X. Denotamos por I al intervalo cerrado [0, 1].

Definiciéon 2.1.2. Sean X eY espacios topologicosy AC X. Si f,g: X — Y
son funciones continuas, tales que f|a = gla, se dice que f y g son homdtopas

relativamente a A, si existe una funcion continua, H : X x [0,1] — Y, tal que

z,0) = f(x), para x en X.
x,1) = g(x), para x en X.
H(a,t) = f(a) = g(a), para todo a en A, todot en I.

Las funciones f y g son llamadas homdtopas y las notamos como H : f ~ g(rel
A).

2.1. HOMOTOPIA
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Figura 2.4: Homotopia relativa. Fuente: Creacion propia.

En la figura 2.4 se muestra la deformacion de las funciones f y g a partir de la homotopia

relativa.

Obsérvese que para todo t € [0,1] se define la funcion continua h; : X — Y por la
formula hy(z) = H(x,1), la homotopfa H da lugar a una familia {h;},.,, de funciones
continuas, transformando de manera continua hy = f en hy = ¢. La funcién h; puede

pensarse como la deformacion en el instante .

Sean X un espacio topoloégico cualquiera, ¥ C R"y f,g : X — Y dos funciones con-
tinuas. Si para cada punto x € X, las imagenes f(z) y g(z) pueden ser unidas por medio

de un segmento de recta en Y entonces f y g son homotopas.

Durante esta homotopia cada punto de H;(z) viaja por el segmento de linea recta que
une a f(z) con g(x); es decir, f va a g por medio de los segmentos de recta, como se

muestra en la figura 2.5.

Un ejemplo especial de homotopia es la homotopia lineal definida como

H(x.t) = (1— ) f(x) + tg(x) (2.1)

Ejemplo 2.1.1. Sea f(z) = 22?4+ 2y g(x) = cos(x) continuas.
La funcién f es homotopa a g porque existe la funcion H(x,t) = (1—t)(222+2) +t(cos(x))

que es continua y satisface lo siguiente:

H(z,0) = 22> +2 = f(z)

2.1. HOMOTOPIA
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Figura 2.5: Linea que viaja por las funciones en una homotopia. Fuente: Creacion propia.

H(z,1) = cos(z) = g(x)

La figura 2.6 permite apreciar como la funcién f se deforma en g a través de la funcion H.

Figura 2.6: Ejemplo Homotopia lineal. Fuente: Creacidon propia.

Ejemplo 2.1.2. Sean

2.1. HOMOTOPIA
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continuas. f y ¢g son homotopas relativamente a sen(mz) porque existe una funcion continua

H tal que:
H(z,0) = f(x)
H(z,1) = g(z)
H(sen(mx),t) = f(sen(mx)) = g(sen(nz))

como se muestra en la figura 2.7.

\\\

Figura 2.7: Ejemplo Homotopia lineal de Homotopia Relativa. Fuente: Creacion propia.

Las homotopias resultan siendo una relaciéon de equivalencia respecto a las funciones. La

clase de una funciéon f se denota [f] y se llama la clase de equivalencia de f.

Teorema 2.1.1. ! La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia

en C(X,Y) de las funciones continuas de X en Y.

IVer la demostracion en el anexo .1.

2.1. HOMOTOPIA
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Caminos

A continuacién, se presenta la ruta topoldgica y algebraica que se describe aparir de los

caminos para poder definir el Grupo Fundamental, la cual se muestra en la figura 2.8.

[ FUNCION CONTINUA]

puede ser
un elemento de

Conjunto de
caminos

que tiene como
subconjunto

X,Xa]] es un

cuyos Un conjunto de
elementos ) (
caminos cerrado Q
l Monoide "
w

se relacionan por
.

Homotopia de conla N
Caminos rel{0,1} s
\
.
Multiplicacién \
de caminos \
es una ) ‘\
l p
lleva .'
Relacion de | 3 .’
Equivalencia !
Multiplicacién | .I
de clases ,I
/
G
/
gue Conjunto de clases d /
onjunto de clases de || en k
geneelra - equivalencia ‘ el /
.
\' /
'
. tiene /4
permite una: '
observar 'l
Estructura Topolégica |
Compacto abierto

[ Estructura Algebraica

o ‘

Hl[X,xo]GRUPO FUNDAMENTAL

Figura 2.8: Ruta que describen los caminos. Fuente: Creacidn propia
Las funciones continuas también pueden ser caminos, los cuales se estudian en la Topologia

Algebraica, estos objetos tienen un punto de inicio y un punto final, como se muestra en

la figura 2.9.

2.2. CAMINOS
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(a) Camino 1 (b) Camino 2 (c) Camino 3
Figura 2.9: Ejemplos de caminos en R2. Fuente: Creacidn propia.
Definicion 2.2.1. Dado un espacio topoldgico X, un camino en X es una

funcion continua f : [0,1] — X. Si f(0) = a, f(1) = b, decimos que f es un

camino desde a hasta b con punto inicial en a y punto final en b.

Un tipo particular de los caminos, son los caminos cerrados o bucles en g, los cuales son
caminos de la forma f : [0,1] — X tal que f(0) = 2o = f(1), es decir, inician y terminan

en el mismo punto, como se muestra en la figura 2.10.

.4  -

) Cardioide ) Deltoide c) Epicicloide
d) Hipocicloide e) Epitrocoide ) Lemniscata

Figura 2.10: Ejemplos de caminos cerrados en R2. Fuente: Creacion propia.

2.2. CAMINOS
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El conjunto de todos los caminos cerrados de X en zy se denota por (X, z). En este

conjunto se define la multiplicacién de caminos de la siguiente manera:

Definiciéon 2.2.2. Dados dos caminos f, g tales que f(1) = f(0), definimos

otro camino f - g como

IN

f(2t) 0<t<
92t-1) 5

(2.2)

— N

<t<

La multiplicaciéon de caminos es continua ? y se nota por m(f,g) := f - g. Esta operacion
permite que los caminos se recorran a una doble velocidad, es decir, se debe recorrer cada

camino en % de tiempo.

El conjunto de caminos cerrados con esta multiplicacion, Q(X, z), tiene una estructura de
monoide topolodgico, esto quiere decir que tiene una operacién interna y que es continua.
Pero esta operacion carece de elemento idéntico y por tanto de inversos, tampoco cumple

con la propiedad asociativa, debido a esto tiene una estructura algebraica incompleta.

Los caminos cerrados se pueden deformar continuamente a partir de la homotopia de

caminos relativa {0, 1}.

Definicién 2.2.3. Una homotopia de caminos rel{0, 1} en X es una familia de

funciones f; : [0,1] — X con 0 <t <1 tal que:

1. Los puntos finales de cada camino fi;(0) = zo y fi(1) = z1 son los mismos
para todo t.
2. La funcion asociada F : [0,1] x [0,1] — X definida por F(s,t) = fi(s)

es continua.

Ejemplo 2.2.1. En la figura 2.11 se puede evidenciar la deformacion continua en entre dos

caminos, donde se cumple que i) f;(0) = zg = f;(1) para todo ¢ y ii) la funcién asociada

2Ver demostraciéon en el anexo .2.

2.2. CAMINOS
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F :0,1] x [0,1] — X definida por F(s,t) = fi(s) es continua.

Figura 2.11: Ejemplo de homotopia de caminos. Fuente: Creacion propia.

Por el teorema 2.1.1 sabemos que la homotopia es una relaciéon de equivalencia sobre el
conjunto de los caminos en X, C([0,1], X). Denotamos por [o] la clase de homotopia del

camino o.

Ejemplo 2.2.2. Para cualesquiera dos caminos f y ¢ en X un subespacio convexo R"
tenemos que [f] = [g], lo cual se puede demostrar usando la misma homotopia lineal,

notando que esta también es una homotopia de caminos.

Definiciéon 2.2.4. Sean X, Y espacios topoldgicos. Dados K subespacio com-

pacto de X y U subconjunto abierto Y, definimos
S(K,U) = {f € C(X,Y) : f(K) C U}

La coleccion {S(K,U)}  ; forma una subbase para una topologia sobre C(X,Y)

llamada topologia compacto abierto.

El producto de caminos es compatible con las clases de homotopia, por lo tanto, es posible
definir la multiplicacion dentro de las clases de equivalencia a partir de la multiplicaciéon

de caminos.

2.2. CAMINOS
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Teorema 2.2.1. ® Sean [f], [g] las clases de homotopia de [ y g respectiva-

mente, si el producto es f - g estd definido entonces el producto de clases es

definido como

[f]-lg] =1f - 9]

Esta bien definido y no depende del representante de clase

Esta nueva operaciéon que se realiza dentro del grupo de clases de equivalencia por homo-

topias genera una estructura algebraica de monoide notado por
I (X, o) = {[f] : f € QX 20)} (2.3)

Pero tenemos mucho mas, I1; (X, z¢) (2.3) tiene toda una estructura de grupo.

Teorema 2.2.2 (Grupo Fundamental). * T1; (X, zo) es un grupo con la opera-

cion [f]-[g] = [f - g]. Este grupo se llama el grupo fundamental del espacio

X en el punto base xg.

2.3. Propiedades del Grupo Fundamental

Una de las propiedad importantes del Grupo Fundamental es el comportamiento de éste
con respecto a las funciones continuas. Debido a que el Grupo Fundamental es la conexion
entre topologia y algbera, dado que es la manera sencilla como las funciones continuas son

convertidas en homomorfismos de grupos.

Es necesario recordar que es un espacio punteado.

Definicién 2.3.1. Dado un espacio topoldgico X y un punto xo € X, al par

(X, x0) se le llama espacio punteado

3Ver demostraciéon en el anexo .3.
4Ver demostraciéon en el anexo .4.

2.3. PROPIEDADES DEL GRUPO FUNDAMENTAL
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Si se tiene h : (X, z9) — (Y, yo) una funciéon continua entre dos espacios punteados tal
que h(xg) = yo, por cada camino f € Q(X,zo) la funcién compuesta ho f € Q(X, yo).
Pero si F' es una homotopia F': fy >~ f; entonces ho F' : ho fy >~ ho fi; por lo tanto, se
tiene que h induce de manera natural una funciéon h, entre los grupos fundamentales. En

la definicion 2.3.2 se define el homomorfismo inducido.

Definicién 2.3.2. Si h : (X, z9) — (Y,v0) una funcidn continua entre es-
pacios punteados, tal que h(xg) = yo. El homomorfismo inducido por h es la
funcion

h : TH(X, 29) — TI(Y, yo)

definido por h, = [ho f]

Con el teorema 2.3.1 demostraremos que la funcién que establece el homomorfismo inducido

esta bien definida.

Teorema 2.3.1. ° Dada una funcion h : (X,z0) — (Y,v0) continua en-
tre espacios punteados, la funcion h, : 7 (X, x90) — m(Y,y0) definida por
ho([f]) = [ho f] es un homomorfismo de grupos, llamado homomorfismo indu-

citdo por h.

Ejemplo 2.3.1. Sea

X={(z,y): @+ 1) +y* =1} U{(z,9): (z — 1) +¢y* =1}
Yy =5t

dos espacios punteados en los cuales se define la funcién A como
h: (X, 2o) — (Y, 90)
(z,y) — flz,y) = (|z[ — 1, y)
Sea f € Q(X,zo) definida por f(z) = (1 + cos(x), sen(z)), se tiene que

ho f = (cos(z),sen(x))

5Ver demostracién en Anexo .5.

2.3. PROPIEDADES DEL GRUPO FUNDAMENTAL
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Como se muestra en la figura 2.12. Logrando obtener que

hy : T (X, 20) — (Y, v0)
[h] = h.([f]) = [k o f] = [(cos(x), sen(x))]
£ (Xoza) — (¥.m0)

h(x) = (1 + cos(x), sen(x)) ) 2
donde h € (X, )

V]
]n

Figura 2.12: Ejemplo de homomorfismo. Fuente: Creacion propia.

Recordemos que el Grupo Fundamental 11, (X, z() del espacio X esta definido respecto al
punto base xy. Como en II; (X, zg) se involucra [z], el cual es la componente conexa por

caminos en X del punto z,, podemos afirmar que:
111 (X, zo) = L1 ([zo], o)

va que cada camino en el espacio X cerrado en xy debe tener toda su imagen en [z] C X.
Es decir, para el calculo del grupo fundamental con respecto a un punto base es suficiente

con estudiar el subespacio correspondiente del punto base.

También es cierto que si el punto base cambia dentro de la misma componente conexa
por caminos, el Grupo Fundamental permanece en las misma clase de grupos isomorfos.
Por otra parte, los grupos no tienen que guardar alguna relacién si los puntos base perte-

necen a diferentes componentes, como se indica en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. % Si z; € [x¢], entonces I1;(X, xq) es isomorfo a I, (X, ).

5Ver demostraccién en el Anexo .6.
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Si X es conexo por caminos, [xo] = X entonces I1; (X, z¢) es independiente del punto base y

por tanto la notacion I1; (X)) es suficiente si no se quiere distinguir entre grupos isomorfos.

2.4. Ejemplos de grupos fundamentales

Algunos grupos fundamentales tienen estructuras conocidas, por ejemplo IT;(R", zq) es
homomorfo al grupo trivial; IT;(S!, 79) es homomorfo a Z y el grupo fundamental del toro

es equivalente con Z x Z, como se muestra en la figura 2.13.

Homotopia Pn.::d ucto
Lineal 11,(X x,,|GRUPO FUNDAMENTAL directo

de grupos

permite ejemplos L

la equivalencia
entre

la equivalencia
entre

Levantamiento

Grupo FundamentalR" de caminos

Grupo Trivial

Grupo
Fundamental @

del toro

permite
la equivalencia
_ entre

Grupo Fundamental
de la circunferencia

Figura 2.13: Ejemplos de grupo fundamental. Fuente: Creacion propia.

A continuacién se describen los grupos fundamentales mencionados.

2.4.1. Grupo Fundamental R”

El Grupo Fundamental de R"™ es el grupo trivial, esto se debe a que dados dos caminos

cerrados f y g en R", estos se pueden relacionar por la homotopia linial:
hz,t) = (1—t)f+tg

Es decir que para todo zp € X C R”, el Grupo Fundamental IT; (X, x) es isomorfo al

grupo trivial, ya que todo camino con base en xy es homotopico al camino constante.

2.4. EJEMPLOS DE GRUPOS FUNDAMENTALES
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2.4.2. Grupo fundamental de la circunferencia

El Grupo Fundamental de la circunferencia (II; (S*, z0)) con punto base en (0,1) contiene
varias clases de homotopia; ya que un camino cerrado que da una vuelta dificilmente pue-
de transformarse en el camino constante sin soltar una de las puntas, debido que al soltar
uno de los puntos se viola las condiciones que establece la homotopia relativa, que debe

mantener los extremos de cada camino h; atado a sus extremos.

Para poder determinar que el Grupo Fundamental de la circunferencia es homomorfo a

7, se debe establecer la funcién:
p: R —51 (2.4)

t —p(t) := (cos(2nt), sen(2nt)) (2.5)

Donde se tiene que los nimeros enteros son identificados con el punto 1 = (1,0) por la

funcion 2.5, y escogemos este punto como el punto base.

Figura 2.14: R sobre S'. Fuente: Creacion propia.

Como se muestra en la figura 2.14 se deduce que cada intervalo unitario [0, 1], [1, 2], ..., [n, n+
1], ... da una vuelta alrededor de S'. Esta funcion puede ser visualizada como los puntos

de R se proyectan a R3 en forma de hélice o caracol por medio de la parametrizacion

t — (cos(2mt), sen(2mt), t)

2.4. EJEMPLOS DE GRUPOS FUNDAMENTALES
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Con lo que p es la restriccion a la hélice de la proyeccion
R? — R?

dada por (z,v, z) — (z,y), esta funciéon enrolla a R alrededor de S! en un namero infinito

de veces, como se muestra en la figura 2.15.

R

Figura 2.15: Proceso de levantamiento. Fuente: Creacion propia.

Definicién 2.4.1. Sip: R — S'y f: [0,1] — S son funciones cualquiera, una funcion

g:[0,1] — R tal que po g = f se llama levantamiento de f.

Esto es enrollar al intervalo [0, 1] n-veces al rededor de la circunferencia en sentido contrario
de las manillas del reloj si n es positivo, o en el sentido de las manecillas del reloj si n es

negativo.

2.4.3. Grupo fundamental del toro

El grupo fundamental del toro es homomorfo a Z x Z, debido a que 1I; es productivo.
Si tenemos dos espacios punteados (X, xg), (Y, o), su producto conjuntista es definido

como (X XY, (zg,yo)). II; preserva el producto.

Teorema 2.4.1. Sea (X, ), (Y, yo) dos espacios topologicos punteados y (X x

Y, (z0,y0)) con la topologia producto, entonces
I (X x Y, (%0, 90)) ~ (X, (z0)) x TL(Y, (y0))

Donde II; (X, (z0)) x II1(Y, (yo)) es el producto directo de grupos.

2.4. EJEMPLOS DE GRUPOS FUNDAMENTALES
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Topologicamente, un toro es una superficie cerrada definida como el producto cartesiano
de dos circunferencias: S* x S! y con la topologia producto. Aplicando el teorema 2.4.1 se

tiene

I, (S x S1) =11, (S*) x I, (S*) = Z x Z.

2.4. EJEMPLOS DE GRUPOS FUNDAMENTALES



Capitulo 3

APOYO DE GEOGEBRA

"La matemdtica es el trabajo
del espiritu humano que ésta
destinado tanto a estudiar como
a conocer, tanto a buscar

la verdad como a encontrarla”

Evariste Galois

Como se mencion6 en la presentacion inicial, GeoGebra nos ayudo a representar de manera
grafica, muchos de los conceptos que estan presentes en la ruta que construimos. Por esta
razon, en este capitulo presentamos las aplicaciones hechas en GeoGebra que representan

ejemplos que permitieron comprender las definiciones de la ruta mencionada.

3.1. Aplicativos para la ruta 1

Los conceptos estudiados en la ruta 1, que se encuentran en la figura 3.1 resaltados con
una sombra rosada, fueron aquellos que se representaron en GeoGebra. Estos conceptos
son: homotopia, homotopia lineal y la homotopia relativa. El concepto de homotopia lineal
se puede representar facilmente en GeoGebra cuando las funciones consideradas tienen
dominio y rango en los nimeros reales con la topologia usual. Este ejemplo particular de
la homotopia nos permitié acercarnos a la idea de la homotopia y homotopia relativa en

términos de deformacion continua de una funcién en otra.
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FUNCION CONTINUA

se relaciona
através

tene un caso Homotopia
particular que €s pna
& Relativa

Relacién de
Equivalencia

Homotopia oo,

Homotopia

Lineal

Figura 3.1: Ruta de la Homotopia. Fuente: Creacion propia.

Para lograr este acercamiento construimos una aplicacion en GeoGebra para representar
dos funciones f y g, y la funcion de homotopia lineal dada por la ecuacion H(x,t) =
(1 —¢t)f(z) + tg(z). Esta aplicacion se encuentra en la pagina https://www.geogebra.
org/classic/unbvmfkj y se caracteriza porque contiene un deslizador ¢ que representa el
intervalo [0,1] y dos casillas de entrada en las que se puede introducir la ecuacién de dos
funciones cualquiera. En la figura 3.2.(a) se pueden apreciar estos elementos. Al mover el
deslizador t se observa la deformacién de una funcién en otra, como se puede apreciar la

figura 3.2.(b).

P . Lo

All mover el deslizador l.‘v’odv'a Al mover el deslizad{r t\podr\
Ao o

aenlaotra.

tran e
a transdorma en la otra.\

comprender la homotopia lineal.

(a) Aplicativo de la homotopia  (b) Deformacion de una funcion a

otra

Figura 3.2: Aplicativo de la homotopia. Fuente: Creacion propia.

Cuando las funciones f y ¢ descritas anteriormente tiene puntos en comun la homotopia
lineal sobre estas funciones reales permiten acercarnos a la idea de homotopia relativa en

la que es posible evidenciar la deformacion de una parte de las funciones y la quietud de

3.1. APLICATIVOS PARA LA RUTA 1
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estas funciones en un conjunto dado, en donde es relativa. Para construir el ejemplo en
GeoGebra donde se observara las caracteristicas de la homotopia relativa fue necesario
recurrir a la definiciéon de funcién a trozos, como se muestra en la figura 3.1 la aplicacion

usada se encuentra en la pagina https://www.geogebra.org/classic/dqbdsyd3.

Al mover el deslizador t podrad /4
observar como una funcién se
transdorma en la otra. 2

Figura 3.3: Aplicativo de la Homotopia relativa. Fuente: Creacion propia.

3.2. Aplicativos para la ruta 2

Los objetos mateméticos estudiados en la ruta 2, que se encuentra en la figura 3.4, se re-
saltan con una sombra rosada los conceptos que logramos representar en GGeoGebra fueron:

caminos cerrados, multiplicacién de caminos y homotopia de caminos.

FUNCION CONTINUA

puede ser
un elemento de

Conjunto de

caminos

que tiene como
subconjunto

oo, | Unconluntode (Lol s
se relacionan por caminos cerrado Q! Q

Monoide '
“
Homotopia de conla N
Caminos rel{0,1} ——\
Multiplicacion |\
de caminos | !
es una ) 1

!

i

lleva .
M i
Relacién de H
Equivalencia /

Multiplicacién J
de clases J
'/
l/

que -
genera Conjunto de clases de o
el equivalencia o

%
i

permite permite
observar observar 7/

M
Estructura Algebraica Estructura Topolégica
Grupo Compacto abierto

[ 11,(X  JGRUPO FUNDAMENTAL]

Figura 3.4: Ruta de los caminos. Fuente: Creacion propia.
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Para lograr este acercamiento construimos una serie de aplicativos en GeoGebra para repre-
sentar caminos cerrados en R2. Al principio teniamos pocos ejemplos de caminos cerrado,
la circunferencia y la elipse. Nos pusimos a indagar por otras curvas cerradas y encon-
tramos una gran variedad, que después utilizamos para las comprensiones que estabamos
buscando. Particularmente trabajamos estas curvas: deltoide, epicicloide, epitrocoide, hi-
pocicloide, lemniscata, lissajous, trisectriz de ceva y cardioide. Estas aplicaciones se en-
cuentran en la pagina https://www.geogebra.org/m/xb4cbwpg y se caracterizan porque
tienen un deslizador ¢ que permite visualizar como el punto A recorre el camino una vez

en el intervalo [0, 1]. En la figura 3.5 se pueden apreciar estas curvas.

(a) Deltoide (c) Epitrocoide

2

Al mover el deslizador t podra
observar como el punto A recorre Almover el deslizador t podrd |
el camino en un tiempo t observar como el punto A recorre

el camino en un tiempo t.

'

(d) Hipocicloide (e) Lemniscata (f) Lissajous

Al mover el deslizador t podrd
observar como el punto A recorre ,

el camino en un tiempo t.

el camino en un tiempo t.

(g) Trisectriz de Ceva (h) Cardioide

Figura 3.5: Aplicativos de caminos cerrados en R2. Fuente: Creacion propia.

3.2. APLICATIVOS PARA LA RUTA 2


https://www.geogebra.org/m/xb4c6wpg

CAPITULO 3. APOYO DE GEOGEBRA 38

Los caminos cerrados pueden ser multiplicados segiin la ecuacion 2.2, por esta razon
realizamos ejemplos: multiplicamos un cardioide con una trisectriz de ceva, un deltoide
con una epicicloide, un lemniscata con un epicicloide, un epitrocoide con un hipocicloi-
de, un cardioide con un hipocicloide por ultimo un cardioide con un lissajous. En la fi-
gura 3.6 se muestran las aplicaciones realizadas, las cuales se encuentran en la péagina
https://www.geogebra.org/m/nuepychm, se caracterizan por tener un deslizador ¢ que
permite observar como el punto recorre los dos caminos en el intervalo [0, 1], este punto
recorre cada camino en % Nos dimos cuenta que la multiplicacién de caminos recorre ca-
da camino en la mitad del tiempo y recorre en un mismo tiempo los dos caminos. Esta
operacion también hace que en ocasiones se cambien el sentido en el que se recorre el

camino.

TN

%
A

(Multiplicacién de caminos).

(a) Cardioide por Trise

triz de Ceva

Al mover el deslizador t podrd.
observar como el punto recorre
los dos camino en el [0,1]

(Multiplicacién de caminos).

c- (b) Deltoide por Epici-

cloide niscata

Al mover el deslizador t podré
.| observar como el punto recorre

los dos camino en el [0,1]

| (Multiplicacién de caminos).

(c) Epicicloide por Lem-

(d) Epitrocoide por Hi

cicloide

Al mover el deslizador t podrd
observar como el punto recorre
los dos camino en el [0,1]

(Multiplicacién de caminos).

(e) Hipocicloide por Car-
dioide

po-
dioide

Al mover el deslizador t podra

s| observar como el punto recorre

los dos camino en el [0,1]

! (Multiplicacién de caminos).

(f) Lissajous por Car-

Figura 3.6: Aplicativos de la multiplicacion de caminos cerrados en R2. Fuente: Creacion

propia.

El concepto de homotopia relativa {0,1} se puede relacionar con los caminos cerrados,
el cual nos permitié acercarnos a la deformaciéon continua entre dos caminos. Para lograr

este acercamiento realizamos diferentes aplicaciones que se encuentran en la pagina https:

3.2. APLICATIVOS PARA LA RUTA 2


https://www.geogebra.org/m/nuepychm
https://www.geogebra.org/m/ydbcgems
https://www.geogebra.org/m/ydbcgems

CAPITULO 3. APOYO DE GEOGEBRA 39

//www .geogebra.org/m/ydbcgems, se caracterizan por tener un deslizador ¢; que permite
visualizar como los caminos se deforman continuamente en el intervalo [0,1]. En la figura
3.7 se muestran estos elementos. Al mover el deslizador ; se puede apreciar la deformacion

continua de un camino a otro.

(a) Homotopia entre Cir- (b) Homotopia entre (c¢) Homotopia entre cir-

cunferencia Cardioide y Trisectriz cunferencia y lemniscata

"

(d) Homotopia entre Del- (e) Homotopia entre Lis- (f) Homotopia Epitro-
toide y Epicicloide sajous y Cardioide coide y Hipocicloide

Figura 3.7: Aplicativos de la Homotopia de caminos cerrados en R2. Fuente: Creacion

propia.

3.3. Aplicativos para la ruta 3

Los objetos matematicos estudiados en la ruta 3, que se encuentra en la figura 3.8, se resal-
tan con una sombra rosada el concepto que logramos representar en GeoGebra fue: homo-
morfismo inducido. En la pagina https://www.geogebra.org/m/dyj4acdh se encuentra
el aplicativo que se caracteriza por tener una funciéon de R? en R?, donde su dominio son
dos circunferencias tangentes y se puede observar que al mover el punto de color azul sus

imagenes caen en el conjunto S', como se observa en la figura 3.9.

3.3. APLICATIVOS PARA LA RUTA 3


https://www.geogebra.org/m/ydbcgems
https://www.geogebra.org/m/ydbcgems
https://www.geogebra.org/m/dyj4acdh
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e [nl[x,xo]ckupo FUNDAMENTAL]

\ permiten

construir

Homomorfismo
Inducidos

Figura 3.8: Ruta de la propiedad de de los Grupo Fundamentales. Fuente: Creacion propia.

fi (X, @) — (Y, 50)

N
(2.9) = flz,y) = (2| - Ly)
. 3
h{z) = (1 + cos(x), sen(x)) 2 2
donde h € 2(X, ;)
f oh = (cos(x), sen(x)) 1

\_/

V3K Al mover el punto azul
™ E " 3
podrd observar que esta
W n funcidn cae en S7. .
-4

Figura 3.9: Aplicativo de Homomorfismo Inducido en R2. Fuente: Creacién propia.

3.3. APLICATIVOS PARA LA RUTA 3



Capitulo 4

REFLEXIONES

Como es posible que la matemdtica, un producto del
pensamiento humano independiente de la experiencia, se adapte
tan admirablemente a los objetos de la realidad”

Albert Einstein

Las reflexiones que se presentan a continuacién son en relacion a los estudios realizados
durante estos tres anos, en relacion al trabajo realizado en general, a la teoria y al apoyo

de GeoGebra en este estudio.

4.1. Generales

x La participacion en el semillero de Topologia y la realizacion de este trabajo de grado
ha contribuido al desarrollo de competencias como la lectura, la escritura, la biisqueda
de diferentes fuentes, la representacion de ejemplos en software de geometria dindmica
entre otras cosas, que fueron necesarias para el entendimiento y la comunicacion de

los temas abordados en el trabajo de grado.

x Participar en diferentes eventos con ponencias, talleres o poster, permite afianzar y

consolidar nuestros conocimientos matematicos especialmente en la topologia.

x Para comprender la teoria de una manera més sencilla, se puede a partir de la visua-

lizacion de conceptos mateméticos incorporando herramientas tecnoldgicas.
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*x Organizar los conceptos matematicos en un mapa conceptual permite ver las co-
nexiones entre cada objeto matematico, para una mayor comprension de la teoria

estudiada.

x Durante el desarrollo de este documento se mostro el proceso que se realizo para poder
construir la ruta topolodgica y algebraica y asi poder visualizar el Grupo Fundamental

de la Topologia Algebraica.

x Con este trabajo se logra evidenciar que la formacion académica brindada por parte
de la universidad, permite profundizar en contenidos matematicos mas avanzados,

como en este caso: Topologia Algebraica.

4.2. En relacion a la Teoria

x La reparametrizacion permite cambiar la velocidad o ritmo que se recorre en los

caminos.

* La multiplicaciéon de caminos en el conjunto de caminos cerrados tiene una estructura
de monoide topolégico debido a que tiene una operacion interna que es continua
pero carece de elemento idéntico y de elemento inverso. Pero al realizar esta misma
operacion en el conjunto de las clases de equivalencia se obtiene un monoide algebraico

que resulta tener toda una estructura de grupo.

x El Grupo Fundamental es la conexién entre topologia y algebra, dado que es la
manera sencilla como las funciones continuas son convertidas en homomorfismos de

grupos.

* Una de las propiedades del grupo fundamental es que el punto base, este cambia
dentro de la misma componente conexa por caminos, por esta razon es suficiente

estudiar el subespacio correspondiente.

4.3. Apoyo de GeoGebra

x Es importante el uso de software de geometria dindmica para modelar algunos con-

ceptos de la Topologia Algebraica. Que nos permiten conceptualizar o comprender

4.2. EN RELACION A LA TEORIA
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mejor una definicién o teorema que se aborda en esta teoria, ayudando en los proce-
sos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas, en la formacion de profesores en

esta area.

El uso de GeoGebra, nos ayudé a buscar ejemplos de algunos conceptos y a eviden-
ciar visualmente algunos objetos mateméaticos como definiciones y teoremas que se

establecieron durante el desarrollo del trabajo.

En la Universidad Pedagogica Nacional se aprovechan las caracteristicas anteriormen-
te mencionadas de GeoGebra en los diferentes cursos que ofrece la Licenciatura en
Matematicas permitiéndonos visualizar caracteristicas de objetos matematicos que

no son posible entender tan solo con la teoria.

Este trabajo se logro debido al dinamismo, rastro y muchas de las propiedades que

nos ofrece GeoGebra.

4.3. APOYO DE GEOGEBRA
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ANEXOS

A continuacion se presentan las demostraciones de los teoremas mencionados en el capitulo
2.

.1. Homotopia - Relacién de equivalencia

A continuacion se presenta la demostracion del teorema 2.1.1 que indica que

La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia en C(X,Y). La clase

de una funcion f la notaremos [f] y la llamaremos la clase de homotopia de

f.

Demostracion. Recordemos que debemos demostrar que la relacion es reflexiva, simética y

transitiva.

1. Reflexiva se obtiene ya que f ~ f por medio de la homotopia f; = f, donde
F(s,t) = f(s) para s,t € [0,1]

2. Simétrica si fy ~ f via f;, entonces f; ~ fy via la homotopia inversa fi_4, F"(s,1—
t)y=F(s,1—1)

3. Transitiva si fy >~ f; via f; y go =~ g1 via g;, donde f; = go, entonces fy ~ g, via la

homotopia h; que es igual a fo; para t € [0, %] V gor—1 parat € [%, 1}, es decir:

Jat

IN
~
IN

ht:

N = O
VAN

~

VAN

—_ N —

g2t—1
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.2.  Multiplicacién de caminos es continua
Teorema .2.1. La multiplicacion de caminos

m QX z) X QX, x0) — QUX, z0)
dada por m(f,g) := f - g, es continua.

Demostracion. Si (K, W) es un abierto basico en (X, z), con K compacto en [0,1] y W
abierto en X, entonces f € (K, W) significa que f:[0,1] — X con f(K) C W.

Definamos los conjuntos A 'Y B como
A:=2Kn[0,1/2]) yB:=2Kn[1/2,1]) -1
son subconjuntos compactos de [0, 1] y se tiene que
b YK, W) = (A,W) x (B,W)

Es decir, m(f,g)(K) = f - (K) € Wsiysolosi f(A) € Wy g(B) C W para (f,9) €
Q(X, z0) x Q(X, x9) Con esta demostracién también se demuestra que la multiplicacion de

caminos es abierta. O

.3.  Multiplicacién de caminos - clases de equiva-

lencia
A continuacion se presenta la demostracion del teorema 2.2.1 que indica que

Sean [f], [g] las clases de homotopia de f y g respectivamente, si el producto

es f - g estd definido entonces el producto de clases es definido como
f]- 1ol =1f -4l
Esta bien definido y no depende del representante de clase

Demostracion. Lo que se busca demostrar es que si fo ~ f; via F' = f;, go ~ g1 via G = ¢,

y si el producto existe entonces fy - gy >~ f1- g1 via H = h; donde hy = f; - g;.

.2. MULTIPLICACION DE CAMINOS ES CONTINUA
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H sigue a F' en la primera mitad del dominio, y a G en la segunda mitad, similar a la

ppropia definicion de multiplicacion de caminos:

F(2s,t), si (s,t) € [O, %} x [0, 1]
(H(s,1)) = 1
G(2s—1,t), si(s,t)€ {57 1] x [0,1]

Se tiene que H es continua en cada una de las partes cerradas y la interseccion ocurre
cuando s = %, y t es cualquiera. En este caso H (%,t) = F(1,t) = f;(1) por la primera
parte de la definicién, y H (%,t) = G(0,t) = ¢:(0) por la segunda parte; pero debido a a
que Iy G son homotopias, estos dos vales coinciden por estar unidas en los puntos iniciales

y finales de los caminos.Por tanto, H esta bien definida y es continua.

También se debe verificar que efectivamente hog = fo- 9o v h1 = f1 - 91.

Para % > s se tiene

Para % < s <1 se tiene

0" 90)(s)

hi(s) = H(s,1) = G(2s —1,1)
=q1(2s—1)
= (fi-91)(s)

Finalmente se nota que H preserva los puntos extremos de los caminos. O

.3. MULTIPLICACION DE CAMINOS - CLASES DE EQUIVALENCIA
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4. Grupo Fundamental

A continuacion se presenta la demostracion del teorema 2.2.2 que indica que

I (X, 20) es un grupo con la operacion [f]-[g] = [f - g]. Este grupo se llama el

grupo fundamental del espacio X en el punto base xg

Demostracion. Se debe demostrar que se cumple la propiedad asociativa, la existencia del

elemento neutro y la existencia de inversos.

- Asociativa. Dados los caminos f, g, h con f(1) = ¢(0) y g(1) = h(0) los productos

f-(g-h)y(f-9)h

estan definidos por la repeticion de la multiplicacién de caminos (Ecuacion 2.2). El
producto que se realiza entre caminos introduce cambios en la velocidad y lo que se
necesita es una homotopia correctora que los controle.

El camino f - (g - h) es el resulyado de componer primero g con h y luego componer
con f. Asi que, para 0 < § < % la funcion vale f(2s). Para % < s < 1 esta funcion
vale (g-h)(2s —1) que a su vez se descompone en dos vales: 0 < 2s—1 < £, o lo que
esigual £ <s < 3 setiene (g-h)(2s—1) = g(2(2s—1) — 1) = g(4s — 2), mientras que
para 3 < s <1 se tiene (g-h)(2s — 1) = h(2(2s — 1) — 1) = h(4s — 3). En resumen

se tiene que:

( 1

f(2s), si0<s< o

1 3

f-(g-h)(s) =1 g(4s — 2), sz§§s§1
3

h(4s — 3), sizgsgl

De manera similar se puede ver que

( . 1

f(4s), si0<s<—

4

1 1

((f-9)-h)(s) =4 g(4s — 1), sig<s<g
1

h(2s — 1), si§§3§1

f (g -h) es una reparametrizacion de (f - g) - h) por medio de la parametrizacion

4. GRUPO FUNDAMENTAL
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lineal a trozos « : [0,1] — [0, 1] donde

E s € |0 L

55 si s 3]

(5) = N 1

a(s)=ys—7, sis 21

25 — 1, sz‘SGF,l

\ a

Efectivamente,

( 1 1 1
((f-9)-h) (—s) =f (4—3> = f(2s), s10<s<-—
2 2 2
_ 1 1 3
((fg)-M)(a(s) =qg(4|s—=)—1)=g(4s—2), si—<s< -
4 2 4
\h(2(23—1)—1):h(43—3), siggsgl

lo que muestra que (f-g)-h)(a(s) = f-(g-h) y en definitiva ambas funciones recorren
f, luego g y finalmente a h, pero en diferentes velocidades durante el intervalo [0, 1],

y por tanto, la operacion I1; (X, zg) es asociativa.

- Existencia de Elemento Neutro. Se denota por ¢,, el camino constante a xg, es decir,
Czy = To para todo 0 < s < 1.

El camino ¢,, - f es una reparametrizacion de f

0 S € 01
St 8 —

’ "2
() 13
25 —1 ) -, =

S , 3236[2,4}

Co - | = Cay(25) = o para s € [0,2] v cop - f(s) = f(25 — 1) para s € [1,3].
o [ew] (la

clase de homotopia del camino constante a xg) es el elemento neutro de II; (X, zo).

Reparametrizando obtenemos que f - ¢, ~ f, es decir, [cy] - [f] = [f

- Existencia de Inversos. Para un camino f cerrado en xg, la clase del camino inverso f”
sera también su inverso algebraico a izquierda, es decir, f" - f ~ ¢,,. Intuitivamente,
si primero se recorre el camino f y a continuacion desandamos los pasos, es como si
hubiera permanecido en el punto zy, no se desplazo de .

Consideremos la homotopia H definida en el momento ¢ como un camino que co-

mienza en xg, va hasta el punto f(¢) y permanece alli por un intervalo de tiempo

4. GRUPO FUNDAMENTAL
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luego del cual regresa a xy por medio de f". La demostracion que f” también actia
como inverso a derecha es completamente similar. O si se prefiere, se hace referencia
a un hecho simple de la teoria de grupos:"La existencia de identidad e inversos a

izquierda, implica la existencia a derecha.

.5. Homomorfismos Inducidos

A continuacion, se demuestra el teorema 2.3.1, el cual indica

Dada una funcion h : (X, x9) — (Y,y0) continua entre espacios punteados,
la funcion h, : (X, 20) — m(Y,y0) definida por h.([f]) = [ho f] es un

homomorfismo de grupos, llamado homomorfismo inducido por h.

Demostracion. La composicién por h preserva el producto de caminos.

En efecto

F21), si0<t< %
(fg)(t) = 1
g(2t — 1), si§§t§1

entonces h o (f - g) es el camino definido por

(

h(f(2t)), si0<t<

N | —

ho (f - g)(t) = 1
\h(g(2t —1)), si 5 <t<1

(ho f)(2t), 510<¢t< %,

1
(hog)2t-1), sij<t<1

\

= ((ho f)-(hog))

Asi que ho(f-g)=(hof) - (hog)

.5. HOMOMORFISMOS INDUCIDOS
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Podemos notar que

.. h, es un homomorfismo de grupos. O

.6. Grupo fundamental - punto base

A continuacion se demuestra que el grupo base no depende del punto base como se indica

en el teorema 2.3.2.
Si x1 € X, entonces 111 (X, xg) es isomorfo a 11;(X, x7).

Demostracion. Sea a: I — X un camino de x1 a xp y sea o’ (a) = a(l — a) el camino
inverso de x; a xg.

A cada camino f cerrado en xj se le asocia el camino o - f - a definido por (o - f) - a =~
a” - (f - «) con lo cual se tiene una funcion [f] — [a" - f - a].

La funcion de traslacion T, : T1; (X, z9) — II1(X, z1) definida como T, ([f]) = [a" - f-a] ¥
la funcion T, ([f]) = [@- f-a"] estan bien definidas ya que que el producto esta bien definido
(es independiente de la representacion de la clase de homotopia) y son homomorfismos de

grupos debido a que

To([f]- [9]) = Ta(lf - 9)
=" f-g-a
=0 f-a-a" -g-a

= Ta[f] 'Ta[g]

.6. GRUPO FUNDAMENTAL - PUNTO BASE
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De manera similar para T,-

Tor([f] - [9]) = Tu([f - g])
=[a-f-g-a]
:[Oé'f'OKT'Oé'g'OZT]

= Tor[f] Tar|g]

Ademaés cada compuesta es la respectiva identidad, esto es

T(Tor([f])) = Tala- f-a']=[a" -a- f-a"-a] = [f]

con lo que T,, - To,r = tdyy, (x,2,) y asi la funcion T, es un isomorfismo de grupos.

.6. GRUPO FUNDAMENTAL - PUNTO BASE
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