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2. DESCRIPCION

Segun nuestra experiencia en los cursos de la linea del calculo de la version tres de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y el estudio realizado para
el trabajo de grado, Hernandez, C. y Velandia, D. (2013), en los cursos de Célculo Diferencial,
Calculo Integral y Calculo en Varias Variables, se evidencian falencias al abordar situaciones
problemas donde estan involucradas funciones analiticas relacionadas con las cénicas. Es por
ello, que se requiere realizar una propuesta que atienda esta problematica y que eventualmente
pueda ser implementada en los cursos que se mencionaron anteriormente. De igual manera, se
pretende generar herramientas y conocimientos integradores que potencien las habilidades de
los estudiantes de la Licenciatura para su desarrollo profesional; en este sentido, se buscara
situaciones que involucren, en la medida de lo posible, conceptos del calculo y de las conicas

bésicas, o realizar una generalizacion de las situaciones.

3. FUENTES

Para la elaboracion de este documento se consultaron tres libros de célculo, cuatro trabajos de

grado, cinco articulos y un medio electrénico. Los mas relevantes son:

Hernandez, C. y Velandia, M. (2013). Una Exploraciéon de las Conicas desde el Calculo
Diferencial [tesis de pregrado, Universidad Pedagdgica Nacional]. Repositorio
Institucional UPN.

Tejero, J. (2015). Exploracidn del calculo integral desde el contexto de la geometria dinamica

[Tesis de pregrado, Universidad Pedagdgica Nacional]. Repositorio Institucional UPN.




Stewart, J. (2013). Célculo de una variable trascendentes tempranas. Septima edicion México:

Thomson.

Larson, R. & Bruce, H. (2010). Calculo 1 de una variable. Novena edicién. México: McGraw-
Hill.

Leithold, L. (1992). Calculo con geometria analitica. Sexta edicion. México: HARLA.

4. CONTENIDOS

La presente propuesta busca, brindar algunos elementos que posibiliten la incorporacion del
estudio de algunos ejercicios representativos de las tematicas del célculo integral utilizando
como base los textos Célculo de una Variable Trascendentes Tempranas, séptima edicion
(2013) de J. Stewart, Calculo 1 de una variable, novena edicion (2010) de R. Larson y Calculo
con geometria analitica, sexta edicion (1992) de L. Leithold, en particular en relacién con los
contenidos fundamentales de las aplicaciones de la integral definida: areas, volumenes, area y
volumenes de superficie de revolucion, trabajo y centroide, las cuales estan asociadas con las

conicas.

El documento consta de seis capitulos: el primero, denominado justificacion, plantea las razones
que validan la elaboracion del mismo; en el segundo capitulo se exponen los principales
referentes tedricos en los que se basa el estudio, desde el punto de vista de la visualizacion,
conjeturacion y heuristicas en la resolucion de problemas y del uso de GeoGebra®. No se
presenta marco matematico ya que este estd sujeto al presentado en los textos antes

mencionados.




En el tercer capitulo, denominado contextualizacion de los problemas, se plantean los ejercicios
a estudiar; en el cuarto capitulo se realiza el analisis al desarrollo de los ejercicios
implementados en la prueba piloto (realizados por estudiantes o egresados de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional); por tltimo, se presenta el capitulo de las
conclusiones donde se muestra los resultados de la investigacion frente al cumplimiento de los

objetivos, asi como algunas observaciones generales.

5. METODOLOGIA

La metodologia que se usé para llevar a cabo este trabajo fue la siguiente:

1. Seleccion de situaciones problemas que tenian como eje principal el trabajo con cénicas
en los libros de calculo mencionados anteriormente.

2. Solucion analitica de situaciones problema seleccionadas.

3. Construccion en el software de GeoGebra® de situaciones problema seleccionadas.

4. Disefio de dos documentos como propuesta para desarrollar en un curso de Célculo
Integral en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional.

5. Disefio del documento “Prueba Piloto”.

6. Convocatoria a estudiantes y egresados de la Licenciatura en Matemaéticas de la
Universidad Pedag6gica Nacional, interesados en aportar a la investigacion mediante el
desarrollo de la prueba piloto.

7. Recoleccion de las pruebas desarrolladas y analisis de las mismas.

8. Elaboracion de un banco de situaciones problema con soluciones paso a paso para ser
implementadas por parte de los profesores del espacio académico ya sea como ejemplos

de clase, talleres para los estudiantes o evaluaciones




6. CONCLUSIONES

Las conclusiones se realizaron teniendo en cuenta los objetivos planteados en esta
investigacion; para cada objetivo se elaboraron de tres a cuatro conclusiones, es decir que se
obtuvieron un total de 11 conclusiones, a continuacion, se mencionan las mas relevante en cada

objetivo:

e La implementacion del software, dentro del proceso de formacion de Licenciados en
Matematicas cobra mayor relevancia ya que le brinda no solo herramientas disciplinares
dentro del Calculo Integral, sino que le suministra, al futuro docente, herramientas

didacticas para la ensefianza de dichos conceptos del célculo.

e Debido a que algunas situaciones problema que se adaptaron y disefiaron en la prueba
piloto eran generalizadas, se observo que hubo varias dificultades en su resolucion, por
lo que se recomienda que en los espacios académicos de Calculo Integral se presenten

mas ejercicios de esta forma con el fin de reducir estas dificultades.

e En ciertas situaciones problema ademés de vincular las conicas con el célculo integral
se relaciono estos dos conceptos con el area de la geometria, permitiendo de esta manera

mejorar los procesos de ensefianza - aprendizaje de la labor docente.

Fecha de elaboracién del resumen 18 10 2021




Tabla de contenido

QLI o] = e Lol | 0 ES o g Tod o] -SSP 13
INTRODUGCCION ..ottt ettt sttt n et 15
Capitulo 1: JUSEIfiCACION Y OBJELIVOS ....ocvviiiie ettt sbeebe e e e e e ntesrenreas 17
1.1 JUSTIFICACION ..ottt sttt s st s st s st nanens 17
A @] N 1 I L@ 1 OSSR 18
R @ T o 1=] A Yo X T=T =] - | SR 18
I @ ] o =] H V0T =t] oo o 1SR 18
Capitulo 2: Marco tedrico Y METOAOIOGIA .....c.oiveiiiiriiiiteie bbb 19
2.1 Resolucién de problemas en el desarrollo del conocimiento matematico.........ccccevcvvvvvveeierenninnnnns 19
2.2 El uso de GeoGebra como herramienta para el desarrollo de las tareas cognitivas (conjeturacion,
exploracion, visualizacidn y VErIfiCACION) ..........cceiiiiiiciecc st re s 22
2.3 Y121 oo (o] [0 - PSSR 23
Capitulo 3. Problemas propuestos para la prueba piloto ... 25
B0 o o] o] [=T o' - U OSSR 25
L2 PIOBIBMA 2. bbb r bbbt e e r e re e 27
BLBPIODIEMA ... bbb E bbbt e e e b re e 28
KRR e o] o] [-T o' - U SRS 32
TR I o o] o] [=T o' - T F USSR 33
BB PIODIBIMA B.......eee bbb bbb e bbbt e b e e 35
A o o] o] [=T o - N OO OSSOSO OPT PP 40
RS I o o] o] [-T o' - T RS 44
IR I o o] o] [=T o' - T ST 47
310 PrOBIEMIA L0 ittt bbb bbb h bR b e R e bbbt bt bRt nr e b b e 51
TN B I o o] o] 1< o= N B OO OO UR PP 53
Capitulo 4: Descripcion y andlisis de 1a prueba Piloto ... 61
4.1 ReSOIUCION el ProBIBMA ..ottt ettt sbe e 63
4.1.1 Completa € INCOMPIELA ........cciiiici et et e s te e s te e teeabeenbeeasesteesbeeteenaesneenrees 63
I I o o] o] L= = T T TSSOSO ORUPR PP 63
T 0 = o o[- 0= S 64
T TG T = o o[- 0= T B 68
4004 ProbDIemas 4, 5 Y B ...ttt bbbt bR e et b bbbt ebe et e e e e e 69
I R o o] o] [T = T OO OO UR PSP 70
T A = (o o[- = T S 71
T T o o[- 0= TS 71
4119 Problema L0 Y 1 ottt bbb bbb e e b e bbbt e e e e e e e 72

4.1.2 Algoritmo que us6 para solucionar la situacion problema planteada..........ccccvcvvvriiviiniiieieieiesee e 73



ZL2.0 USD .ot 74

4.2.2 THPO OB USD ...ttt etttk b bbb bbb bbb h b b h bbbt bbbt bbbt bbbt bbbt b r e 75

R e A 1= [ol T OSSPSR RR PR 76
4.4 Ampliacién del conocimiento en cénicas y Calculo Integral ... 78
(0= o1 (1] (o TR T @0 g Tod 115 o] o T-T OSSPSR 80
5.1 Con respecto al Primer ODJETIVO .......covciiiiii it 80
5.2 Con respecto al SEgUNAO ODJELIVO ........ciiiiiiiiiie bbb 81
5.3 Con reSPecto al tErCEr ODJELIVO .....ecviiciece s a e et re e e e e e e 82
AANEBXO A e E R R e R e R £ R AR e AR e e R e e R e e R e e R e e e R e e e Re e Rt e Rt e neanr e an e e nreenreen 83
F N 1=y (oI = T PSSP U PP RTUR PRSP 92
F N 1= (o 1 ST RTRTTRUTROTR 94
AANEXO D Rt E e AR e e R E e eR R R e e eR e e R e e R e e s Rt R e nRe e nReenreene e 102
AANEXO B R e AR e R e Rt eR e e R e e eR e e R e e Rt e Rt R e e Reenreen e 106
| (O] o o] [ [ PSSR 106
R =T YOO OO P TR 107
TIL. ATRAS BNEIE CUIVES.......e.veceeeiecisee et teeee sttt st a st a ettt ente st snssn st ns s nen s 116
Iv. 0] [H 43T TP 120
V1o [T (o130 [N 3] 11 o1 To ] o USRI 137
AATBBS ... h oLt E e bt b e b et b E e e R et ek b e e R et e R et Ee e e R et e bee e R et e nteeebreenreeenee s 137

0] 1143 T=T g TSROSO 137



Tabla de ilustraciones

Hustracion 1. Area de una superficie generada por un arco de CirCUNfEreNCiQ ..............ceeeveveveerererereeerereririererererennns 25
llustracion 2. Construccion en GeoGebra® del drea de una superficie. ....

Hustracion 3. Area entre UnQ Pardbola Y dOS FECLAS ...........ceueveveveveveeeerereveveeeessesesesesesssssssesesesesesessssssesesesessans
llustracion 4. Esfera de radio r cortada por uno y dos planos respectivamente ...............ccoeceueeevccveeeesvivsessiiesssrenann. 28
llustracion 5. Esfera cortada POr A0S PIANOS ...........cocueeeeeeeieie e eeeeeeeee e e e etee e et te e e st tte e e e saeaeestaeesastssaesssssaaesareeaaas 30
llustracion 6. Esfera inscrita en un Cilindro CirCUIQE FECEO. ............ceeecveeeeeieie e see e e e e s e e et a e e sraaaesraeaeas 31
HUSErACION 7. CONO CITCUIAE FECEO. ......eevuieeeieesiieeiee ettt s ettt s st s e st e st e s taesate e s teesataesaseesateessteenatessasaenass 32
llustracion 8. Paraboloide de revolucion obtenido por la rotacion de una pardbola................ccccoveeevvveeeccveeesrennnn. 34
llustracion 9. Barril de radior...................

llustracion 10. Hiperboloide de una hoja

Hustracion 11. Cilindro de Qltura B Y FQQIO F..........coueeeeeeeiieiieeeeeeee ettt s 40
llustracion 12. Rectdngulo dividido por un arco de ParGbOIa ..............oc.eevceeerieercieinieeieeseeeeeseeee e 40
llustracion 13. Centroide de las dos regiones que estdn en el triGNGUIO. ............c.ccovvueevceeencieeniiieneeeeeseeeeese e 44
llustracion 14. Sélido de revolucion generado por Una curva y dos rCLAS. ..........cccueeeecveeeeiiieeeesiieeeesivreessireaeesisenaens 45

llustracion 15. Centroide de la region en el primer cuadrante
llustracion 16. Sélido de revolucion definido por un arco en un intervalo dado. ..

llustracion 17. Volumen de un sélido de revolucion generado pOr Un Qreo. ...........cueeeeceeeeeciueeeesiieeeesiveeeesieseesisenaens 53
HUSErACiON 18. CONO CITCUIAT FECTO. .......ueeeeeiiieeeie ettt e ettt e e sttt e e et e e sttt e e e sttt e ssasteaesassteesssteasaassaaesassenanan 54
Hustracion 19. Cilindro CIrCUIGE FECTO. .......oc.vueeeeieeeeeeee ettt s et e ettt e e et e e s st e e e sttt e e s asteaesasseaesssstessassseassassenanns 55
HuStracion 20. ESEra de FAGIO . ...........coeueeiueerieiiieeeeeseeee ettt ettt e st sat e st e sat e st e e st e ssseenaneenaneenanes 56
HUSErACION 21. ElIDSOIAE. ....c..eeeneeeeeeeee ettt ettt et e st et sat e st e sat e e sateenateensteenateesaseenanes 57
11723 42 Lo (o] I B KoY o o (=3 g Lo | Lo 1 SRS
llustracion 23. Construcciones realizadas por un egresado. .................

llustracion 24. Regiones acotadas por una pardbola y A0S FECLAS..........c..veeeeceeeeeeieeeeecieeeecieeeesieeeeestaeeesiraaaesrenaens
llustracion 25. Expresa que el drea de las tres funciones es la sumatoria de todas las regiones. ...............cccucecuvee.... 65
llustracion 26. Indica que el drea de las tres funciones es lo coloreado por azul y rojo, la cual era simétrica con

LRy Lot (oo | = -2 RSP 65
llustracion 27. En los casos, p >0y p < 0, el drea obtenida fue diStinta. ............ccccccueeeeciveeeiiieeeesiieeeesieeeesireaessseeann 66
llustracion 28. Uno de los limites de integracion No fue el COrrecto. ..........couuvumimmvueeessiieeeiiieessieeescieeessieaessreeans 66
llustracion 29. El participante realizé observaciones generales sobre lo realizado. ...

llustracion 30. Falto escribir el pardmetro p en la funcion de 1a recta. ...........ccceeeeveeeeeciieeecieeesieeeesieeeeeea e 67
llustracion 31. El egresado no logro solucionar la situacion problema. .................cceeeeceeeeecieeeesiieeeecieeeeeiieaeesveeann, 68
llustracion 32. Soluciones de tres participantes al ProblemMQ CiNCO. ..............cccoueeecceeeeesiieeeiiieeesiieeeesireeeesireaeesirenaens 69
Hustracion 33. Solucion Correcta del €JEICICIO 4. ..........uuweauuueeeeeeeeeeeeeeeeee ettt e e tte e e et e e e et a e e st aaeestsaaeessaaeesasaeaans 69
llustracion 34. Soluciones de dos participantes al Problema Seis. ................cccoueeecveeeeesieieeeeiieeesiieeeesieeeeesieaeesianaens 70
llustracion 35. Se comete un error con respecto al signo y se hace la comparacion de la forma de escribir un
ejercicio y de esta manera buscar [a comprension Y SU SOIUCION. .........cc..uveeeceeeeeciieeescieeeecieeeeseeeeseteeeesiaeassssenansans 70
llustracion 36. El estudiante pone de manifiesto que se orienté por YouTube para resolver la situacion problema..71
llustracion 37. Solucion de la situacion problema 10 dada por un €greSado..............eecceeeeecveeeescieeeesiiieesseieessireeann. 72
llustracion 38. Solucion hecha por un participante a la situacion problema 11..............ccceeeeveeeeiceeeeesiieeeeiieeesveeann, 72
llustracion 39. Se evidencia el uso de conceptos pertenecientes al drea de Cdlculo en Varias Variables.................... 73
llustracion 40. El estudiante uso la representacion que realizé a ldpiz y papel para comprobar los resultados que iba
obteniendo en la situacion Problema AAAQ. .................ooecueeeeeieeeeeeeeeeeee e e et e et e e e e e e st a e e st e e e e itaa e e e araaeeaans 74
llustracion 41. Uso del software de GeoGebra con el fin de corroborar los resultados que se obtuvieron................. 75

llustracion 42. Apple que estaba disponible en Internet, la cual se usé para corroborar los resultados. ................... 76


file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959356
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959357
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959358
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959359
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959360
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959361
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959362
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959363
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959364
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959365
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959366
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959367
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959368
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959369
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959370
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959371
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959372
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959373
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959374
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959375
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959376
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959377
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959379
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959380
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959381
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959381
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959382
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959383
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959384
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959385
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959386
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959387
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959388
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959389
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959390
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959390
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959391
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959392
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959393
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959394
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959395
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959395
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959396
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959397

Hustracion 43. SEMICIrCUIO CON TAQIO T......uueeeeeeeeeieeieiee e eeeeetee ettt sttt e e e e ee st e e e ees st taeseessssassseeeseenas 83

HuStracion 44. Areq Minima SOMBIEAUQ. ..............c.ceveveveveeereesieieeevevsseseietesessssssssssssssessssssssssssssssssssassssssessssssans 86
llustracion 45. Complemento para visualizar las coordenadas polares. ............c.cccueeeecveeeecvieieesiieeeesivieeesieaeesreean, 87
Hustracion 46. CONSErUCCION QUXITIQL. .........ccc.vveeeuieeeeiiieeeseiiee ettt ectte ettt e e et e e s sateeeestteessasteassssseaesssstesssssssassassenaens 88
Hustracion 47. Semicircunferencia CON FAGIO I. ..........coccueevueeeueeiiieeiee ettt ettt e sse e 90
Hustracion 48. Volumen de UN CASQUETLE. .........cccuueeeecuieeeeeiiee ettt esee e e sttt eeetee e st e e e stteessasteasssssasessssesssssssasssasenanns 95
llustracion 49. Volumen de un casquete de UNQ @SferQ..............ooueeveiiieieiiiiiieieeseeee et 96
Hustracién 50. Area de una region acotada Por dos PAIGBOIGS. .............cccoceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeseseseseas 98
llustracion 51. Representacion de los costes paralelos de Una Pizza. ............cceeeeceeeeeecveeeeiieieesiieeeesieeeeiireaeescriean 99
llustracion 52. llustracion cortes de la pizza. Creada por Saldafia, A & Vallejo, Y. .....ccceeeeeeeeeeeecieeeeiee e, 99
llustracion 53. llustracion cortes de la pizza. Creada por Saldafia, A & Vallejo, Y..........cceeeeeveveeecieeeeiieeeecieeeenn, 101
llustracion 54. Tomado de Cdlculo de una Variable. Trascendentes Tempranas, (p. 549), por Stewart. J, (2008),
(&= o [o o (=3 X =10 4 1114 o FA TP 106
llustracién 55. Tomada de texto: Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable trascendentes tempranas. ............... 107
llustracién 56. Tomado de Cdlculo de una variable. Transcendentes tempranas. (p. 577), por Stewart. J.2012.
(@=3 o [0 o (=3 X =10 4 1114 o PR PSSO TUPP RIS 107
HUStracion 57. ESFEroide ProlQto. .............eeecueeeeeeieeeeeeeeeeeee ettt etcte e e et a e ettt e e e s taaa e s tsaaeeatasaeassssaeatsesenastssseasses 108
1 [V23 4 g Lo (o] MY 2 Ky (=T o] (o L) o) o [ f o RS SS 113
HUSErACION 59. AreQ e 10 SECCION FOJA..........coooeeeeseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt eee e v er ettt et e s e s snet et sesesesasans 117
Hustracion 60. SiMUIACION @JEICICIO. ..........ccccuveeeeeieieeeieeeeeteeeeeet e ettt e e ettt e e ettt e e e s taee e sttt s e e staseeassseasesstesasasseseassees 118
llustracion 61. Interseccion de las circunferencias y reqiones SiMEtriCaS. ...........u.ecvveeeecireeeeeiiireeeiireeeesireeeeesseeesisenas 119
llustracién 62. Tomado de Cdlculo de una variable. Transcendentes tempranas. (p. 577), por Stewart. J.2012.
(@=3 o [0 o (=3 X =10 4 1114 o PR PSSO TUPP RIS 120
llustracién 63. . Tomado de Cdlculo de una variable. Transcendentes tempranas. (p. 458), por Stewart. J.2012.
(@=3 o [0 o (=3 X =10 4 114 o PR RS TUP PSRRI 121
llustracion 64. Tomado de Cdlculo 1: de una variable. (p. 468), por Larson, R., & Edwards, B, 2010,
MCGIAWHIITEQUCGEION. ...ttt ettt ettt ettt e e e e e st e e et e e e satseeeenastesenassnaessaseneans 123
llustracion 65. Tomado de Cdlculo 1: de una variable. (p. 468), por Larson, R., & Edwards, B, 2010,
MCGIAWHIITEQUCGEION. ...ttt ettt ettt ettt et e e sttt e e e ettt e e asta e e s atsteeenastesenassnaessaseneans 124
llustracion 66. Tomado de Cdlculo 1: de una variable. (p. 468), por Larson, R., & Edwards, B, 2010,
MCGIAWHITEQUCGLION. ...ttt ettt ettt ettt ettt et e st e e bt e st e e st e sateeestesabaeeseeeseeenseaeans 125
llustracion 67. Tomado de Cdlculo 1: de una variable. (p. 468), por Larson, R., & Edwards, B, 2010,
MCGIAWHITEQUCGTION. ...ttt ettt ettt ettt et st e e bt e st e e st e sateeeseesabteesesesneenseaenns 126
llustracion 68. Tomado de Cdlculo 1: de una variable. (p. 517), por Larson, R., & Edwards, B, 2010,
MCGIAWHIITEQUCGEION. ...ttt ettt ettt e e et e e e st e s e asta e e satbteeenastesenssnaessaseneans 128
llustracion 69. Tomado de Cdlculo de una variable. Transcendentes tempranas. (p. 459), por Stewart. J.2012.
(00T Lo [ =3 X =1o T4 1] [ [ RO PP PP PTUPPPPPPPPIPRE 130
llustracion 70. Raices de la funcion cubica dada en la situacion problema. .................ccocueeeeviveeeecieeeeciieeeeciee e 133
llustracion 71. Tomado del texto Cdlculo de una variable trascendentes tempranas. Stewart. J. .............cccuueun.... 137
Hustracion 72. SOlido generado POF [0S CUIVAS. .............cueeecueeeeeeeieeeeeaeeeee e ettt e e st a e s teaeestaeasssaeaesssseseessesaesansees 140
llustracion 73. S6lido generado €n €l €JEICICIO. .............uueeecuueeeeeeeeeeee e cee et ee e e et e e e sttt e e ssaeaeestteaeeesesaenaneees 143

F 1123 o g Lot o] B0 L B o XYe ) o =S 145


file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959398
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959399
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959400
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959401
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959402
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959403
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959404
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959405
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959406
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959407
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959408
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959409
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959409
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959410
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959411
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959411
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959412
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959413
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959414
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959415
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959416
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959417
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959417
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959418
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959418
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959419
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959419
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959420
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959420
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959421
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959421
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959422
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959422
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959423
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959423
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959424
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959424
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959425
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959426
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959427
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959428
file:///D:/Descargas/Resolución%20de%20situaciones%20problema%20del%20Cálculo%20Integral%20que%20involucran%20las%20cónicas.docx%23_Toc89959429

INTRODUCCION

El presente estudio se desarrolla en el marco de la didactica del célculo, en la misma linea de las
monografias de grado “Una Exploracion de las conicas desde el Célculo Diferencial” (Velandia y
Hernandez 2013) y “Exploracion Del Calculo Integral Desde El Contexto De La Geometria
Dinamica” (Tejero 2015), en las que se destaca la importancia del trabajo relacionado con la
resolucion de problemas en la linea del calculo (diferencial e integral) y de la misma manera, la
importancia del manejo de software educativo como lo es GeoGebra®. Es por ello que, en la
presente investigacion, surgio el interés de disefiar e implementar una propuesta de estudio en el
calculo integral, basado en las secciones cénicas a través de situaciones problema, las cuales seran

mediadas por el software de GeoGebra®.

Esta investigacion inicialmente se lleva a cabo con el fin de dar continuidad a la propuesta
desarrollada por Velandia y Hernandez (2013) “Una Exploracion de las conicas desde el Calculo
Diferencial”, puesto que en la experiencia de las autoras de la presente investigacion, en el espacio
académico de Célculo Integral de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional se percibié que, aun seguia evidenciandose dificultad en conceptos que involucran las
cdnicas en los espacios académicos correspondientes a la linea del calculo y la geometria analitica.
De esta manera, se busca fortalecer los conocimientos en el célculo integral con situaciones
problema que involucren conceptos que en otros espacios académicos son abordados
superficialmente, (por diferentes circunstancias como lo son, la falta de tiempo y problemas
sociopoliticos de la universidad), para que a través de contextos intra-matematicos o de aplicacién
a otras ciencias, el estudiante adquiera herramientas que le permitan tener una mejor comprension
respecto a las conicas y asi mismo mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje en el area de

las matematicas y que estos le contribuyan a su futura labor docente.

En el primer capitulo, se encuentran los fundamentos de la investigacion, en el cual se exponen los
argumentos que dieron origen a este proyecto, los cuales se encuentran en la justificacion y que
sirven como base para generar los objetivos de la investigacion. En el segundo capitulo, se
encuentran los referentes tedricos que dan fundamento al estudio realizado, los autores que se
mencionan en este apartado se enfatizan en la importancia del trabajo con situaciones problema y

la implementacion de GeoGebra ® como software educativo. No se presenta marco matematico,



debido a que los temas que se abordaron se pueden investigar en los textos universitarios de calculo

en una variable en trascendentes tempranas que se relacionan en la bibliografia.

En el tercer capitulo, se desarrollan analiticamente los ejercicios que fueron propuestos para la
prueba piloto; dichos ejercicios se retomaran en el cuarto capitulo para el disefio, ejecucion y
andlisis de los resultados obtenidos al implementar dicho pilotaje. En el quinto capitulo, se
muestran las conclusiones que se obtuvieron en esta propuesta. Finalmente, en los anexos se
encuentra dos propuestas adaptadas y disefiadas por las autoras, al igual que un banco de ejercicios
con su respectiva solucién analitica, con la finalidad de que sirvan como insumo para generar
material de trabajo en el curso de célculo integral en un programa de formacion inicial de
profesores y particularmente de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica

Nacional.



Capitulo 1: Justificacion y objetivos

1.1 JUSTIFICACION

En el ano 2013 Herndndez y Velandia realizaron el trabajo de grado titulado: “UNA
EXPLORACION DE LAS CONICAS DESDE EL CALCULO DIFERENCIAL”, en el cual
propusieron una serie de actividades basandose en los conocimientos sobre las secciones conicas
en situaciones problema, la finalidad de dicha propuesta era dar un enfoque mas profundo sobre el
concepto de las cénicas en el ambito del calculo diferencial de la LICENCIATURA EN
MATEMATICAS de la UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL. Teniendo en cuenta lo
mencionado anteriormente, se plantea este trabajo de grado con el objetivo de dar continuidad a

dicha propuesta en el espacio académico de calculo integral.

Ademas, con la implementacion de estas propuestas en los dos espacios académicos nombrados
anteriormente, se espera una mejor comprension y un mejor rendimiento académico de los
estudiantes de la licenciatura en los espacios académicos que estan directamente relacionados con
estas tematicas, como lo son: Geometria Analitica y Célculo en Varias Variables. De igual manera,
se pretende generar herramientas para los estudiantes de la licenciatura a favor de su desarrollo
profesional y les permita experimentar en este contexto procesos como la exploracion, la

visualizacion, la conjeturacion y la resolucién de problemas.



1.2 OBJETIVOS

Para el desarrollo del presente trabajo, la elaboracion de la propuesta y la evaluacion preliminar

de la misma, se plantearon los siguientes objetivos

1.2.1 Objetivo general

Disefar actividades matematicas que permitan la exploracion y argumentacion en el trabajo con

conicas utilizando GeoGebra® en el espacio de Célculo Integral de la Licenciatura en Matemaéticas

de la Universidad Pedagdgica Nacional

1.2.2 Objetivos especificos

Presentar soluciones analiticas a problemas relacionados con conicas, en el contexto del

Célculo Integral.

Implementar el software GeoGebra® para la visualizacion y exploracién de los problemas
que se trabajaran en relacién a las cénicas en el contexto del Célculo Integral.

Generar unas actividades matematicas exploratorias y analiticas que vinculen las conicas
con las integrales y que puedan ser implementadas en el espacio académico de Calculo
Integral en un programa de formacién inicial de profesores, en particular de la Licenciatura

de Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional.



Capitulo 2: Marco tedrico y metodologia

En este apartado, se presentaran algunos aportes realizados por dos lineas de investigacion en
didactica de las matematicas, las cuales son fundamentales para el desarrollo de este trabajo: una
de ellas es la importancia de la solucién de problemas en el desarrollo del conocimiento
matematico, y por otro, el uso de GeoGebra® como herramienta para el desarrollo de los procesos
cognitivos (conjeturacion, exploracién, visualizacion y verificacion). Cabe resaltar que
inicialmente se penso6 en incorporar un marcé matematico al presente trabajo, pero se opt6 por no
hacerlo pues basicamente correspondia a reproducir lo que se presenta en diversos textos de calculo

universitario de célculo en una variable en trascendentes tempranas.

2.1 Resolucion de problemas en el desarrollo del conocimiento matematico

Hacia la década de los 40, Polya empieza a inquietarse por el bajo rendimiento de sus estudiantes
en el aprendizaje de las matematicas y especificamente en la resolucién de problemas. Y tras cinco
afios de recopilar informacion en sus cursos, establece que la resolucion de problemas es una
caracteristica esencial que distingue a la naturaleza humana y cataloga al hombre como “el animal
que resuelve problemas”; y con ello nace la inquietud de llevar al aula de clase diferentes
problemas que le permitan a los estudiantes poner a prueba sus conocimientos e investigar aquellos
conceptos que desconoce y desarrollar métodos heuristicos en la resolucion y solucion de

problemas (citado por Sepulveda 2009).

Unos afios después, hacia la década de los 70, se empez6 a dar el reconocimiento que se debia al
trabajo que Polya venia haciendo, y surge una linea de investigacion que acoge los planteamientos
tedricos y metodoldgicos que Polya habia propuesto para la educacion matematica. Ademas de
esto, incorpora los procesos heuristicos y el monitoreo y control como aspectos indispensables en

la resolucion de problemas, y, por ende, en la educacion matematica (Sepulveda 2009).

Sepulveda (2009), sefiala que Polya clasifica los problemas en dos tipos: los rutinarios (problemas
gue al momento de solucionarlos no requieren de mayor esfuerzo por parte de la persona que lo

esta realizando), y los no rutinarios (problemas que requieren de mayor atencion y esfuerzo por



parte de la persona que lo realiza). Sin embargo, mas alla de la complejidad del problema, también
se trata de sefalar la importancia de los contextos que se manejan en los problemas, segln
Sepulveda (2009), estos contextos, pueden ser de experiencias cercanas a los estudiantes, al igual
que aplicaciones de otras ciencias (siempre que estas involucren los conceptos matematicos que
se requieren en el momento). Barrera y Santos (2002), caracterizan los contextos en: contextos del
mundo real, los hipotéticos o realistas y los formales o puramente matematicos (llamados también
intramatematicos). El propdsito de esta caracterizacion, va enfocado a la necesidad de realizar la
eleccion de los problemas més apropiados (en cuanto a complejidad y contexto) para que el
estudiante pueda tener avances en el aprendizaje matematico, los cuales, posteriormente seran base

para la solucién de problemas de mayor complejidad.

“El sujeto construye su conocimiento en la medida en la que tiene contacto con los objetos de
aprendizaje y adapta sus nuevas experiencias con las anteriores, lo cual genera una readaptacion
de sus estructuras mentales que se traducen como cambios en la manera de pensar sobre dichos
objetos y que, necesariamente, se manifiestan a través de representaciones externas.” (Sepulveda,

2009, p. 87, 88)

En este sentido, Polya (citado por Sepulveda 2009) identifica a los procesos heuristicos...:
“algunas veces son trazos, toma de valores extremos, aplicacion de resultados conocidos,
comparaciones, visualizaciones, descarte de posibilidades, etc., los cuales necesariamente se
combinan con los procesos de reflexion (autorreflexion)”. Pero esto no queda alli, segin
Sepulveda, 2009, como citd a Schooenfeld, 1985, quien adopta el trabajo de Polya, incorporando
la dimension cognitiva, y a las acciones de monitoreo y control los renombra como procesos
metacognitivos. Y resalta, que la forma en que un estudiante sabe que va avanzando en el método
propuesto por Polya es haciendo un inventario de sus conocimientos y la forma en las que fueron

adquiridos.

Sepulveda, 2009, evidencia como desde los NCTM, (2000), también hacen énfasis en la resolucion
de problemas como eje central de las matematicas escolares, sefialando que debe ser una actividad
fundamental, que puede ser desarrollada por los estudiantes de forma individual o grupal, ya que
brinda al estudiante las herramientas para un aprendizaje significativo, intervenido por otros
procesos de pensamiento como lo son: la busqueda de conexiones, el empleo de distintas

representaciones, la necesidad de justificar los pasos dados en la solucion del problema y



comunicar los resultados obtenidos. De igual manera, “La resolucion de problemas no es una parte
aislada de la educacion matematica y de los programas de las materias, es una parte fundamental

para todo aprendizaje matematico” (Sepulveda, 2009, p.84 como se citd en NCTM, 2000)

Schoenfeld (1992) plantea que la Resolucién de Problemas (RP) son actividades que permiten a
los estudiantes desarrollar habilidades matematicas, las cuales facilitan un mejor entendimiento en
los diferentes conceptos que se estén trabajando y esto, a la vez le da la posibilidad de realizar un
estudio méas profundo de dicho tema; Schoenfeld, manifiesta que el aprendizaje de las matematicas
es un proceso continuo que se ve favorecido en un ambiente de resolucion de problemas, donde
los estudiantes pueden desarrollar modos de pensar consistentes con el quehacer de la disciplina.
Con ello identifica las siguientes acciones como las caracteristicas del pensamiento matematico:
tomar casos particulares, plantear conjeturas, descubrir patrones Yy relaciones, hacer

generalizaciones y justificar resultados.

Sepulveda (2009), citael NCTM (1989) donde resalta la importancia de crear situaciones problema
con caracteristicas especificas que permitan evidenciar los niveles de entendimiento, los grados de
interpretacion y los tipos de acercamiento realizados por los estudiantes, asi como el manejo de
los recursos y conceptos matematicos. El buen disefio de los problemas es necesario para ayudar
a los estudiantes a tener un mejor dominio matematico, incluyendo habilidades como: “explorar,
conjeturar y razonar I6gicamente, asi como la habilidad para usar efectivamente una variedad de

métodos matematicos en la resolucioén de problemas”

De igual manera, define que la RP se adapta a diferentes significados de acuerdo al uso que se le
da:

e Resolver problemas como contexto para: ensefiar matematicas, crear motivaciéon por

algunos temas, recrear, desarrollar habilidades y practicar

e Resolver problemas como destreza: rutinarios (habilidades bésicas), no rutinarios (de nivel

superior) y técnicas de resolucién como contenido para aplicar lo aprendido.

e Resolver problemas es “hacer matematicas”: enfocar el trabajo de los matematicos para
resolver problemas y concibiendo las matematicas como problemas y soluciones (Polya.
1954).



2.2 Eluso de GeoGebra como herramienta para el desarrollo de las tareas cognitivas

(conjeturacion, exploracion, visualizacion y verificacion)

Las TIC (tecnologias de la informética y las comunicaciones), estdn jugando un papel muy
importante en los diferentes niveles de la educacion: “La tecnologia informatica ha avanzado para
permitir la estructuracion intencional de entornos matematicos altamente complejos
(‘micromundos’), donde las configuraciones ya no son estaticas como las producciones de lapiz y
papel, sino dindmicas. Esto hace que los anélisis de los sistemas de representacion externos sean
ain mas importantes. Debemos considerar no sélo la estructura de fondo, sino la estructura
representativa, si queremos entender como cambian las cogniciones humanas al interactuar con

tales entornos” (Grijalva, 2020, p. 222).

Rodriguez (2017) resalta que las matematicas universitarias tienen un alto nivel de complejidad en
su aprendizaje, debido a la rigurosidad de sus procesos y demostraciones, el formalismo de su
lenguaje, la implementacion de los saberes previos y la aplicacion de los contenidos a la vida
cotidiana; es por ello que resalta la importancia del trabajo con las TIC en este nivel educativo, ya
que asegura que con ellas se generan procesos de ensefianza y aprendizaje que permiten la
exploracion de contenido en situaciones particulares, desarrollando précticas investigativas y
analiticas que luego implementaria en la toma de decisiones para el desarrollo de modelos
matematicos y la comprension de conceptos abstractos.

Sombra (2019) resalta algunas cualidades de GeoGebra® como software educativo, entre ellas ser
un programa de féacil acceso, libre, facil de utilizar, su interfaz gréfica es atractiva, tiene la
posibilidad de vincular diferentes representaciones de los objetos matematicos, existen versiones
para diferentes dispositivos (computador, Tablet y celular), se pueden ver representaciones 3D y
actualmente ya se puede implementar la realidad aumentada y la posibilidad de hacer impresiones
en 3D. Es por ello que en este trabajo se implemento este software con el fin de brindar a los
estudiantes herramientas que le permitan desarrollar algunos procesos cognitivos como lo son:

visualizar, explorar, conjeturar y verificar.



Rodriguez (2017) destaca lo dicho por Debarboa (2012) haciendo referencia a la ventaja de usar
GeoGebra® como software educativo de tipo heuristico, resaltando las cualidades que permiten
tener un aprendizaje experimental y por exploracion, esto debido a que el programa admite hacer
modificaciones, que deja evidenciar las variables para finalmente comparar y verificar los
resultados, lo que ayuda al estudiante a desarrollar los diferentes pensamientos matematicos,
ademas de poner en juego los saberes previos que le ayudaran a descubrir y generar conocimientos
nuevos. En otras palabras, se le estd dando al estudiante la posibilidad de modelar situaciones
problema, que le permitan generar algin tipo de conjeturas, en las que posteriormente podra validar
o replantear dependiendo de la exploracion realizada. Asi, no s6lo esta generando la reconstruccion
del conocimiento, sino a su vez esta desarrollando nuevas habilidades matematicas y competencias

que aportan en la educacion (Rodriguez 2017).

Reyes (2017) sefiala la estrecha relacion que existe entre la visualizacion y la exploracion, asi
como entre la conjeturacion y la justificacion ya que él trabaja dichos procesos desde la
demostracion y, para uso en este trabajo se cambiaria por la solucién declarativa y justificada de
las situaciones problema. También, resalta que todo inicia desde el proceso de visualizacion,
pasando a la exploracion para luego conjeturar y finalmente argumentar, en el presente trabajo

estos argumentos se tomaran como la verificacion de los resultados.

2.3 Metodologia

La metodologia que se usé para llevar a cabo este trabajo, puede considerarse emergente en el
sentido que se empled un esquema basico de desarrollo que consistia en las siguientes fases:

1. Seleccion de situaciones problemas que tenian como eje principal el trabajo con cénicas en

los libros de calculo mencionados anteriormente.

2. Solucion analitica de situaciones problema seleccionadas.

3. Construccion en el software de GeoGebra® de situaciones problema seleccionadas.



Disefio de dos documentos como propuesta para desarrollar en un curso de Calculo Integral

en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional.

Diseno del documento “Prueba Piloto”.

Convocatoria a estudiantes y egresados de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, interesados en aportar a la investigacion mediante el desarrollo de la

prueba piloto.

Recoleccion de las pruebas desarrolladas y analisis de las mismas.

Elaboracion de un banco de situaciones problema con soluciones paso a paso para ser
implementadas por parte de los profesores del espacio académico ya sea como ejemplos de

clase, talleres para los estudiantes o evaluaciones (ver Anexo E)



Capitulo 3. Problemas propuestos para la prueba piloto

En este capitulo, se mostrara la solucion analitica, paso a paso de las situaciones problema que se

seleccionaron para implementarlos en la prueba piloto:

NOTA: en algunas situaciones problema, se encontrardn enumeradas ciertas ecuaciones
necesarias para su respectiva solucién; esta enumeracion se hace para cada una de las

situaciones problema abordadas.

3.1 Problema 1

Adaptado del texto, Calculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart

ejemplo 1 pagina 548.

La curvay =va? —x2, —=b<x <b con b <a es un arco de la
circunferencia x2 + y? = a2. Encuentre el area de la superficie

obtenida al hacer girar este arco en torno al eje x. (ver ilustracion 1)

Se tiene la férmula de area superficial:

llustracion 1. Area de una
superficie generada por un arco
de circunferencia

Se deriva y con respecto a x



dy 1 _, '
_— - —_ 2 —2 =
In Z(a x“)2 (—2x) e

Luego,

b 2
X

S=2Tl,'j vaz—xz 1+de
-b -

b
a
S = 27'[[ \/az —x? ———dx
b Vaz = x2

b
S = 2anf 1dx
-b

S =2an(b+b)

S = 4abrn

Por tanto, el area de la superficie obtenida al hacer girar el

arco y = va? — x? en torno al eje x es de 4abm.

Enlace de la construcciéon en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/trtpxmh3

llustracion 2. Construccion en
GeoGebra® del drea de una
superficie.


https://www.geogebra.org/m/trtpxmh3

3.2 Problema 2

Tomado del texto, calculo con geometria analitica de L. Leithold seccidn 5.9 ejercicio 48

pagina 468

Obtenga la region acotada por la pardbola x? = 4pyylasrectasy =x +8pyy = —x + 8p

Se sustituye la ecuacién de una de las rectas en la de la pardbola para determinar los puntos de

corte
x?=4p(x+8p)
x% = 4px + 32p?

x? —4px —32p% =0

4p +/16p? + 128p%  4p £ /144p2
x = =
2 2

4p + 12p
x=—2

x =8p x =—4p

Ahora se halla el area de las dos regiones mediante el uso de la simetria

4p X2
A=2f <—x+8p——>dx
0 4p

4
x3 1P

—x2
A=2|—+8px ——
Iz O T |

3

64p 16 56 112
A=Z| 8"+ 32t 12,,] - 2(2? - 50) = 2(30) = 5’




Por tanto, la region acotada por la parabola x? = 4py y las , 7

rectasy=x+8pyy=—x+8pe313£p2

Enlace de la construccion en GeoGebra®: &« 2

https://www.geogebra.org/m/xfyzhaga

Ilustracién 3. Area entre una pardbola
y dos rectas

3.3 Problema 3

Tomado de Calculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart problemas

adicionales capitulo 8 ejercicio 3 pagina 577

Si la esfera de radio r se corta mediante un plano cuya distancia desde el centro de la esfera es
d, entonces la esfera se divide en dos piezas llamadas segmentos de una base. Las superficies

correspondientes se llaman zonas esféricas de una base.

b W8

e —

llustracion 4. Esfera de radio r cortada por uno y dos planos respectivamente

a) Determine las areas superficiales de las dos zonas esféricas indicadas en la figura.

Se tiene que y = Vr? — x2, y se deriva con respecto a x


https://www.geogebra.org/m/xfyzhqga

dy 1 —X
e (2X) = ——
dx  2vrz — x2 r?2 —x2

Con la ecuacion del area superficial, se tiene:

5= [(2ny [14(2) 4
= . my dx X
d x2
S=f 27'[\/7'2—962 1+ﬁdx
0 r<—Xx
d szz +X2
S=j 27'[\/7'2—9(2 ﬁdx
0 1’ r<—Xx
d

S= f 2nrdx = anx]g = 2nrd
0

Para encontrar las superficies pedidas se tiene, para la parte superior, que:
Sarriba = Sme — S = 2nr? — 2mrd = 2nr(r — d)
Anélogamente se hace para la parte inferior:
Se = Sarriba = 4mr? — 2nr? + 2mrd = 2nr(r + d)
Por tanto, las areas superficiales de las dos zonas esféricas son:

S =4nr? — 2nr? + 2nrd = 2nr(r + d)



Enlace de la construcciéon en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/fdfgsrtg

llustracion 5. Esfera cortada por dos planos

b) Una esfera de radio r se inscribe en un cilindro circular recto de radio r. Dos planos
perpendiculares al eje central del cilindro y apartados una distancia h cortan una zona
esférica de dos bases en la esfera. Demuestre que el area superficial de la zona esférica es

igual al area superficial de la regién que los dos planos cortan en el cilindro.
La ecuacion de la circunferencia, vista frontal de la esfera, es:
x2+y2=71r2(1)

Al derivar la ecuacion (1)

2xx"+2y =0
P2y
= 2x
, y
x'=—-=
x

El area superficial es
S = fyyj 2mx/1 + (x)2 dy (2)

Al reemplazar x’ en la ecuacion (2) se tiene



https://www.geogebra.org/m/fdfgsrtq

S = 2mx >— dy
X
V1
Y2
S = 2w~/ x% + y? dy
V1

Ahora, al tener en cuenta que r? = x? + y?

Y2
s=j 2172 dy

Y1

S= [any]i,’i
Por el Teorema Fundamental del Célculo (T.F.C),

S =2nr (y, —y1)

Dado que y, — y; = h, se tiene

S =2nrh

llustracion 6. Esfera
inscrita en un cilindro
circular recto

Por tanto, el area superficial de la region que los dos planos cortan en el cilindro es igual

al area superficial de la zona esférica.

Enlace de la construcciéon en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/sw7x5hd5



https://www.geogebra.org/m/sw7x5hd5

3.4 Problema 4

Tomado de calculo con geometria analitica de L. Leithold seccion 6.1 ejercicio 18 pagina

500

Obtenga la formula del volumen de un cono circular recto de altura h y un radio de base a,
generado al hacer girar la region acotada por un tridngulo rectangulo alrededor de uno de los

catetos.

Enlace de la construccion
https://www.geogebra.org/m/gj4nhbkk

llustracion 7. Cono circular recto.

Se tiene que la ecuacion general de la recta es y = mx + b, donde b = h, los puntos de corte
de la recta que contiene la hipotenusa son: (0, h) y (a, 0), respectivamente. Con dichos puntos
se procede a encontrar la pendiente de la recta:

Y2~ V1 _ h—0 h

m = =—=
x,—x; 0—a a

Por lo que se tiene la ecuacion de la recta
h
y:mx+b:—ax+h

Se despeja x

_ath=y)
~ h


https://www.geogebra.org/m/qj4nhbkk

Ahora se halla el volumen del sélido por el método de discos
horath —y)1?
0 h

"a?(h—y)?
V= nf Tdy
0

h

ma*[ (h—y)?
e

Y por el Teorema Fundamental del Célculo

3 ma’h
3

Por tanto, se obtiene que la formula del volumen de un cono circular recto de altura h y un radio
de base a, generado al hacer girar la region acotada por un triangulo rectangulo alrededor de uno

de los catetos es:

B ma’h
3

3.5 Problema s

Tomado de calculo con geometria analitica de L. Leithold seccion 6.1 ejercicio 37 pagina
501

Un paraboloide de revolucidn se obtiene por la rotacion de la parabola y? = 4px alrededor del
eje x. Encuentre el volumen limitado por un paraboloide de revolucion y un plano que se
encuentraa 10 cm del vértice, y la seccion plana de la interseccion es una circunferencia de 6 cm

de radio.



Enlace de la construccion en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/fgmah4vy

° yz = 4px

o x2+y?=r2

llustracion 8.  Paraboloide de
2 2 revolucién obtenido por la rotacion
e x"+y°= 36 de una pardbola

Se determina el valor de p, es decir la distancia focal de la parabola, para ello, se tiene que

x=10;y=6
Entonces,
y? = 4px
Al reemplazar
62 = 4p(10)
36 = 40p
36
P =10
9
=10

Luego, el volumen, por el método de discos, es

10
V:f Ty?dx
0

Al sustituir y? en la integral

10
%4 =f m (4px)dx
0


https://www.geogebra.org/m/fgmah4vy

Al resolver la integral

36 [x2]"°
Y =E”HO

Por el Teorema Fundamental del Célculo

36m(100)

y="
20

V =180mus

Por tanto, el volumen limitado por un paraboloide de revolucién y un plano que se encuentra a
10 cm del Vértice, y la seccion plana de la interseccion es una circunferencia de 6 cm de radio es
180 1t u?

3.6 Problema 6

Tomado de Célculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart seccion 6.2
ejercicio 69 pagina 441

Algunos de los iniciadores de calculo, como Kepler o Newton, se inspiraron en el problema de
determinar volimenes de barriles de vino. (De hecho, Kepler publicé un libro Sterometria
Doliorum en 1615, en el que se tratan los métodos para determinar volimenes de barriles). A

menudo se aproxima la forma de sus lados mediante parabolas.

a) Segeneraun barril de altura h y radio maximo R al girar alrededor del eje x la parabola

y =R —cx? — h/z <x< h/z, donde ¢ es una constante positiva. Pruebe que el radio

de cada extremo del barrilesr = R — d, donde d = Ch2/4



b) Demuestre que el volumen encerrado por el barril es

1 2
V== h(ZRZ + 72 ——dz)
3" "5
c) Identifique por medio de un software qué superficie de revolucidn se obtiene cuando
¢ < 0, siendo c la constante dada en el item a.
Solucion:
a)
Datos:

. y=R—cx2;—h/2sth/2;c>0.Ejedegirox
. Averificar:r=R—dcond=Chz/4

Al evaluar la funcion en h/z se tiene
h 2
h/\—p—c(=
ACORLEE (2)

CARLEES

Luego, si y(h/z) = r entonces, y(h/z) —r=R—d;cond =

4
- 7 -7 h 4 -
Ahora, si se evalla la funcion en (— 5), el resultado sera el mismo que se obtuvo

con h/z

Ya que (h/z)2 = (_h/z)z.



Enlace de la construccion en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/hayaag7m

llustracion 9. Barril de radio r

b) Demuestre que el volumen encerrado por el barril es

1 2
V= §7‘L’h(2R2 +T2 —gdz)

Del método de discos para hallar el volumen se tiene:

b
V= nJ [r(x)]%dx (1)

Por lo que se reemplaza los valores dados en la ecuacién (1)

h/2
V= nj (R — cx?)?dx
_h/z

Por simetria se tiene
h/2
V= Zﬂf (R? — 2Rcx? + c?x*) dx
0

Al resolver la integral y mediante el Teorema Fundamental del Célculo


https://www.geogebra.org/m/hayaag7m

V =2m

2 C2x5 h/Z
R*x — =Rcx® +
X 3 cx 5]

R QORI ORERON

h 2 1
— 2(_) _ 3 215
vV Zn[R (2) 24Rch +16och]

Al simplificar se obtiene

b [R2h Rch3+ 1
~ AT T 12 T 160

Lo cual que equivale a

_2_[3R%h 3Rk’ 3
—3"| 2 12 " 160°
,_1 [6R? 6Rech® 6 ,
3772 T 712 T160°
v=Ln[srzn o 2R, 3 o]
-37 2 80°

T 1 3
V:—h[3R2——R h? 4+ — 2h4]
3 g Ren +gp¢

mh 1 3
_ 2R2 RZ__R 2 _ A2 4-]
|4 3 [ + 5 ch +80C h*1 (3)

Completando cuadrados en la expresion, R? — %Rch2 + % c?h* se obtiene

1 3 1 1
2 _ 2 24 24 214
R 2Rch +8Och +16Ch 16ch



R? — %Rch2 + 1—16c2h4 + %czh4 - 1—16c2h4
Factorizando y reduciendo términos semejantes
R - %chz]z — 2 c?h* (4)
De los datos dados en el item (a), se sustituye d = % en la ecuacion (4)

[R —d]? — - (ch?®)? (5)

Nuevamente al sustituir ch? = 4d en la ecuacion (5)

1
[R—d]? - 5 (4d)?

[R_d]2_16d2
40

2

_ 2 __ /2
[R-d)* -<d

Luego, al sustituir la expresion [R — d]? — Edz en la ecuacion (3) se tiene:
_Th 2 2 _ 232
V=228 + (R - d)? - 2d?] (6)
Sustituyendo r = R — d en la ecuacion (6)

th 2
V =— |2R? 2——d2]
3[ T

Por tanto, se tiene que el volumen de un barril de altura h y radio R es:

h 2
V=—oI|2R*+1r?—-_d*
3[ oy

¢) Utilizando el software de GeoGebra®, se obtuvieron las siguientes representaciones

cuandoc <0



Finalmente, dado que el ejercicio proponia que la constante ¢ > 0; se realizé un anélisis

mas all& del mismo, para ver la representacion en GeoGebra® cuando ¢ < 0:

llustracion 11. Cilindro de altura h 'y

llustracion 10. Hiperboloide de una radio r
hoja
Si ¢ < 0, la superficie es un Si ¢ = 0, la superficie es un cilindro.

hiperboloide de una hoja.

Enlace de la construccion en GeoGebra®:
https://www.geogebra.org/m/rsfadpzb

3.7 Problema 7

Tomado de Calculo de una Variable, Trascendentes Tempranas de J. Stewart seccion 8.3

ejercicio 42 pagina 562

Un rectangulo R con lados a y b se divide en dos partes R; y R,

mediante un arco de la parabola que tiene sus vertices en las .

esquinas de R y que pasa a través de la esquina opuesta. Halle el

e T —

centroide tanto de R, como de R,.

0 a x

llustracion 12. Rectdngulo dividido
por un arco de pardbola


https://www.geogebra.org/m/rsfqdpzb

De la definicién de centroide se tiene:

b
f:%f x f(x)dx (7)

Para determinar la coordenada x del centroide de la region 1, (R,), es necesario hallar el area de
esta region:

b
A, = j £ - g(x) dx

Por el Teorema Fundamental del Céalculo:

b a3
)

ab
Ar =3

Luego, al reemplazar Ag, en la ecuacion (7)

3 (% (bx?
XZEJ;)X ? dx

3 bx4r
X=—|—=—
0

ab|a? 4



La coordenada y del centroide de la region 1 (R,) es:

1r%1 2
}7=Zf E(f(x)) dx

1b? A
ab_f EF’C dx

3b2 [x5]*
Y= 2a5h l?l
0
Por el Teorema Fundamental del Célculo:
_ 3 b s
Y= 10a5
3,
Y=710

Luego, el centroide de la region 1 es: G a,%b)

Ahora, para determinar el area de la regién 2 se va a tener en cuenta el area del rectangulo y a

esta area se restara el area de la region 1:

1. Lacoordenada en x
AR2 = Apec — Ag

1

A = ab ab
R, — @ 3

2

2

A —Zb
R_3a

Las coordenadas del centroide de la regién 2, (r,), son:

JZ=—=JOaxf(x) dx

X = Zabf lb—— dx



3 [bx? bx4r
0

*T2ab| 2 a4

Por el Teorema Fundamental del Calculo

2. Lacoordenadaen y

3 [ba? ba4l

*T2ab| 2 a4

3 [a®h a®b
T2 2 T2
_ 3 [2a’b—a?b
X = 2ab 4
__3a2b[1]
T2 |4
3
x—8a

Por el Teorema Fundamental del Calculo:



_ 3 b2 b? a®
Y= 4ab a a* 5
3 b%a

5__ 2
Y= aap|” * " s

__3b%a L 1
Y= 4ab 5
7=0[3)
Y=2"Is
__3b
Y=5

Finalmente, se obtiene que el centroide de cada region es:
ion1l (342
Region 1: (4 s b)

Region 2: (g a,%b)

Enlace de construccion en GeoGebra®:

1 ° https://www.geogebra.org/m/hsc7p4z6

0 1 2 3 4 5

llustracion 13. Centroide de las dos
regiones que estdn en el triangulo.

3.8 Problema 8

Tomado de calculo con geometria analitica de L. Leithold seccion 6.1 ejercicio 4 pagina 500


https://www.geogebra.org/m/hsc7p4z6

Encontrar el volumen de la region limitada por lacurvay = x? + 1, x = 2; x = 3 girando

alrededor del eje x.

Enlace de la construccion en GeoGebra®: para visualizar el

solido de revolucion en la construccion, es necesario activar el

deslizador a.

https://www.geogebra.org/m/rzhg7waqu

llustracion 14. Sélido de revolucién
generado por una curva y dos
rectas.

a) Utilice el Teorema de Pappus para encontrar dicho volumen.

Para aplicar el método de Pappus es necesario determinar el &rea de cada una de las

regiones:

Para la region 1 (R,):

3
A=j (x2+1) dx
2

a=[2y 3
2

Por el Teorema Fundamental del Calculo:
A=0+3)-(8/3+2)

10 822,
- 3~ 3¢

La coordenada y del centroide es:


https://www.geogebra.org/m/rzhg7wgu

11
y=7] 3Ce dx

o = 24+ 1)%d

3 3
Y1 4 22 1
y —44f2(x+x+)dx

<
Il
N
| w
[r—1
N
)
m|$
w
+
—
+
w
N——
|
VS
a
+
|»—\
o
+
N———
—

3

El volumen por el método de Pappus es:

V =2nyA

V=2 (419)(22)
~ “"\110/) 3

838 .
= 15 mTu

b) Verifique el resultado anterior usando el volumen de un s6lido de revolucién.

Por el método de los discos:

3
Vznf (x? +1)? dx
2

3
V=T[f (x* 4+ 2x%2 + 1) dx
2



x> 2x3

V=7T[?+T+X

Por el Teorema Fundamental del Calculo

V= [(243+18+3) (32+16+2)]
R AN 5 '3

, _ 838
= 15 Tu

3

3.9 Problema 9

Tomado de calculo con geometria analitica de L. Leithold ejercicios de repaso capitulo 6

ejercicio 27 pagina 549

Halle el centroide de la region en el primer cuadrante acotada por

los ejes coordenados y la pardbolay = 9 — x2. fe

Enlace de la construccion en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/bgvgxcxk

0

Este ejercicio se realizara de forma general y luego para el > |

llustracion 15. Centroide de la

caso particular regién en el primer cuadrante.

Lo primero es buscar los puntos de corte de la parabola y = b — ax? con el eje x
b—ax?*=0

Factorizando


https://www.geogebra.org/m/bgvgxcxk

(Vb —vax)(Vb++vax) =0
Como el centroide se encuentra en el primer cuadrante, entonces

(Vb—+vax)=0

Luego, el &rea es:

A= fbf(x) dx

i

(b — ax?) dx

Resolviendo la integral

3

ax3 \/%
4= [bx——l
0

Usando el Teorema Fundamental del Calculo

o= -
AngMuz (8)

Para el caso en particular, se tiecne y = 9 — x?; dondea=1yb =9

Reemplazando los valores de a y b en la ecuacion (8)



2
A=§(9)\/?1 u?

A="—03)u?
3()u
A=18u?

Ahora, la coordenada x del centroide es

b
f=%fo(x)dx

X =12

b/a
! frx(b —ax?) dx
0

)

b/a
! fr(bx —ax3) dx
0

x|

Resolviendo la integral

__ 1[bx* ax*
YTAl2 T4
0
2 b/
F=-"[2b- axZ](F

A
x? Jb_/a

I _ 2
X 4A[2b ax*],

Por el Teorema Fundamental del Célculo

M o)

X =
4A

Sustituyendo A en la ecuacién (9)



Finalmente, la coordenada y del centroide es

b
1 fa1
= _ = 2 .
y_AJ;) 2[f(x)] dx; cona # 0

<

= %LM(% (b— axz)z) dx

1 (Y
y=— (b? — 2abx? + a’x*) dx

24 ),

Resolviendo la integral

Porel T.F.C



y= S

e e B 22

Sustituyendo A en la ecuacion (11) y factorizando /b/a en el numerador

M [bz_éab(§)+‘§2—2];conb¢0

3 2 1
= 2 _ " h2 _h2
y_4bp 3P +5b]

_ 3 [sz]
Y= 2|15

2,
Y =60
_ 2
y=:b(5)

Para el caso en particular, se sustituye b = 9 en la ecuacién (10):

_ 209
Y¥=75
_ 18
y==u

Por tanto, las coordenadas del centroide del caso particular son:

@y = (%/g.18/s)

3.10 Problema 10

Tomado de Calculo 1 de una Variable R. Larson seccion 7.2 ejercicio 67 pagina 467



2
Elarcodey =4 — % en el intervalo [0,4] se gira alrededor de la recta y = b (ver ilustracion
14)

llustracion 16. Sélido de
revolucion definido por un
arco en un intervalo dado.

a) Encontrar el volumen del sélido resultante como una funcion de b

Como el eje de rotacion del solido es la recta y = b se halla el volumen

4 x2 2
Vznfo [4—Z—bl dx

4 %21
V=nf I(4—b)—— dx
0 4
4 (4 —b)x? x*

— _ 2 _ >~ 77 4
V—nLIM b) 16|
V =1|(4 - b)> (4__b)x34-x5-4
ik (S 6 80|

32 64
V:nk4—mu—{4—m§~+§

128 32b 64
V=ﬂk4—%b+ﬂﬂ———+—— —

3 3 * 5
64 512

_ 2 _ 7 -
V—ﬂ[4b 3b+15

Para el apartado b, se tiene la funcion



64 512
— 2 _ —_
V(b)—n[4b Th+02

Se halla la primera y la segunda deriva la funcién
64
V(b)) =n [8b - ?]

V" (b) = (8) = 8n

Como la segunda derivada es positiva, quiere decir que la funcion es concava hacia arriba,
por tanto, tienen un minimo. Para encontrar ese minimo, se iguala a cero la primera

derivada

[8b o4 =0
I 3| =

64
8h = —

Ly ., 8
Por tanto, el volumen del s6lido en funcion de b es de 3

Enlace de la construccion en GeoGebra®: para
visualizar el solido de revolucién en la construccion,

es necesario activar los deslizadores ay B

https://www.geogebra.org/m/bgek94n2

llustracion 17. Volumen de un sdlido de
revolucion generado por un arco.

3.11 Problema 11

Tomado de Calculo 1 de una Variable R. Larson seccion 7.2 ejercicio 69 pagina 467


https://www.geogebra.org/m/bgek94n2

Emparejar cada integral con el sélido cuyo volumen representa, y dar las dimensiones de cada

solido.

Cilindro circular recto . h (rx)?

. X (7)
Elipsoide i thhrzdx

0
Esfera iii. wf (ViZ—x2) dx
Cono circular recto b 2\
iv. mf, <a 1- b—2> dx

Toro v. wf [(R +Vr2 — xz)z —(R=+rz— xz)z] dx

®,

% Setoma la primera integral

Enlace de la construccién en el Software de GeoGebra®:

L

https://www.geogebra.org/m/tjgdtuds

7

llustracion 18. Cono circular recto.

iy nf (7")2 dx



https://www.geogebra.org/m/tjgdtuds

Y r2<x3>h
=1m7—| —
2
h?\ 3 o

V_r2h30
~ Th2\3 3

V= hr?

Que corresponde al volumen de un cono circular recto inciso (d)

+« Para la segunda integral

Enlace de la construccion en el Software de GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/stcwbgva

llustracion 19. Cilindro circular
recto.

i) wf'r2dx
h
V= rtf r2dx
0
h
V= m‘zf dx
0

V =nr?(x)t

V=nr?th—-0)


https://www.geogebra.org/m/stcwbgva

V = mthr?

Esta férmula de volumen corresponde al cilindro circular recto inciso (a)

+« Tomando la tercera integral:

Enlace de la construccion en el Software de GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/ytu3mucv

llustracion 20. Esfera de radio r.

iy wf (VrZ—x7) dx

Vznf_:(mydx

x3\"
V=mn(rx——
n(rx 3>
-r
5 r3 3
m|re(r+r) (3 3)
2r3
v=2r3 -
-5
Ve 6x3 — 2r3
B 3


https://www.geogebra.org/m/ytu3mucv

7
A X4

V= 473

Formula que corresponde al volumen de una esfera, inciso (c)

Para la cuarta integral

Enlace de la construccion en el Software de GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/zucfgaae

llustracion 21. Elipsoide.

iv) nf_bb<a /1—’5—2) dx



https://www.geogebra.org/m/zucfqaae

4ma’b
3

Esta formula corresponde al de volumen un elipsoide, inciso (b)

Finalmente, para la quinta integral

Enlace de la construccion en el Software de
GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/qygkj9k5

llustracion 22. Toro de radio r
v, o [(R +Vrz - xz)z —(R—+rz— xz)z] dx
T
V= rtf [(R + 472 —x2)2 — (R — 412 —xz)z] dx
-r

.
V=nj (R2+2R r2 —x2 4+ 1% —x%—R? 4 2R\1? — x?
-r

—7r? +x2) dx
T
V= nj 4R\1?% — x2%dx
—r

T
V= 41'[Rf VT2 —x2dx
-r

Se realiza sustitucion trigonométrica


https://www.geogebra.org/m/gygkj9k5

x = r sin @ entonces dx = r cos 8d6

Al hacer la sustitucién también cambian los limites de integracion

Six=-r Six=r
—r =rsinf r=rsind
0 =sin"1(-1) 0 = sin"1(1)
== g ==
2 2

Sustituyendo se tiene

T/,
V=47er Jr2 —r2sin@rcos6 do
=/,

™/,
V = 4nR rv1 —sin@rcosf8do

=/,
T/,
V= 47TRJ r2 cos?6do
="/,
/, 1
V= 47rerj 5(00529 +1)do

~"/2

De nuevo se hace sustitucion

u = 26 por tanto 6 =%yd0=%du

Sig== Sig==2
2 2

_—T[ _7T
2 2 2 2



De lo que se tiene

T 1 T/,

V = 2nRr? f cosu-—du+f ae
o 2 -
2

V = 2nRr? (% [sinu]™, + [0]22/2)

V = 2nRr? <% (sinm — sin(—m)) + (g + g))

V = 2m?Rr?

Esta formula de volumen corresponde a un toro, inciso (e)



Capitulo 4: Descripcion y analisis de la prueba piloto

Inicialmente, el profesor director de trabajo de grado se reunio con los dos profesores, que estaban

a cargo del espacio academico de Calculo Integral del semestre 2021-1 de la Licenciatura en

Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, con el fin de llevar a cabo en dichos cursos

la actividad propuesta en la presente investigacion, para ello, se disefiaron dos documentos con

algunas de las situaciones problemas seleccionadas y adaptadas anteriormente, dichos documentos

se enviaron a los profesores a cargo. A continuacion, se presenta el contenido basico de ellos y

donde pueden ser vistos en extenso dentro del presente escrito.

Documento 1: Se proponen cuatro problemas resueltos paso a paso junto con las
construcciones en el software de GeoGebra, sobre los siguientes temas: area entre
curvas, volumenes, superficies de revolucién, y teorema de Pappus, uno de cada uno.
La propuesta era para ser desarrollados, o bien como ejemplos guiados paso a paso en

clase, 0 como una asignacién de taller sobre aplicaciones de la integral (Ver Anexo A).

Documento 2: Se presenta seis problemas que podian ser para un parcial extra-clase,
con el propdsito de que las autoras de la presente investigacion revisaran y analizaran
los resultados entregados por los estudiantes y de esta manera, ellas asignaran una
calificacion que seria entregada a los profesores titulares del espacio académico. Ellos
habian sido consultados y se acordd que los temas sobre los que se centraria la
propuesta fueran areas, volumenes, superficies de sélidos de revolucion, centro de masa
y teorema de Pappus (ver Anexo B). De la misma manera, se adjunto, a los profesores
que orientan el espacio académico, un tercer documento en el cual se encuentran las

soluciones a los ejercicios planteados en el documento 2 (ver Anexo C).

Debido al cese de las actividades académicas producido en el marco de la movilizacion social en

Colombia, por el paro nacional estudiantil que inici6 el 28 de abril de 2021 y que tuvo una duracion



inicial de aproximadamente dos meses, resultd imposible llevar a cabo la actividad del documento
uno y dos con los estudiantes que en ese momento estaban cursando el espacio académico Calculo
Integral. Asi, las autoras del trabajo decidieron disefiar y adaptar una prueba piloto (ver Anexo D)
que contenia 11 situaciones problemas que se basaron en los temas que se enunciaron en el
documento dos. Para llevar a cabo dicha prueba, se solicito la colaboracién de 42 compafieros
egresados y docentes en formacion de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, los cuales, se seleccionaron entre amigos y allegados de las autoras y el
asesor de la investigacion y teniendo en cuenta que los docentes en formacion ya hubieran cursado
el espacio académico de Calculo Integral; la muestra que se escribi6 anteriormente se pensé con
el fin de tener al menos tres a cuatro soluciones diferentes por cada una de las situaciones que se
plantearon en dicho documento. Teniendo claro el listado de los problemas y de la poblacién
muestra, se hizo una asignacién aleatoriamente de los ejercicios y a partir de ello, se organizé un
Word con las indicaciones generales y el ejercicio especifico, el cual fue enviado personalmente a

cada participante por medio de correo electronico o redes sociales.

Una vez enviada la invitacion a los 42 comparieros, s6lo se obtuvo la respuesta de 19, (10 egresados
y 9 de pregrado), los cuales resolvieron la situacion problema que le correspondié a cada uno; a
continuacion, se realiza un andlisis general de las respuestas dadas a las situaciones problema que
se presentd como una prueba piloto. Cabe resaltar que se envio un ejercicio a cada participante, y

estos tenian un tiempo de ocho dias para resolverlo y enviar la respuesta nuevamente por e-mail.

El analisis de los resultados se realizé teniendo en cuenta los cuatro apartados que se mencionaron
en cada una de las pruebas piloto, es asi como se solicito a cada compafiero realizar los siguientes

items segun el ejercicio propuesto:

a) Resolverlo paso a paso.

b) Si hace uso de un software a plataforma matematica por favor indicar (en qué sentido se

uso; conjeturar, explorar, verificar, entre otros) y evidenciar.



c) Su opinion sobre la pertinencia de abordar este ejercicio en el espacio académico de

Caélculo Integral de la Licenciatura en Matematicas.

d) Indicar si el ejercicio le permitio afianzar sus conocimientos sobre conicas en torno al

Caélculo Integral.

4.1 Resolucion del problema
En este apartado se crearon dos categorias para analizar las producciones, la primera en relacion

con la completes de la solucion y la segunda frente al algoritmo de solucién empleado.

4.1.1 Completa e incompleta
Se analiza si el participante realizé completa o incompletamente la solucion a la situacion problema

planteada. (La instruccion solicitaba realizarla paso a paso)

4.1.1.1 Problema 1:

Este ejercicio lo resolvieron dos participantes egresados, en el cual, uno de ellos lo resolvié de
manera completa, sin embargo, la respuesta que obtuvo no fue correcta. Como se evidencia en la
ilustracion 22, el participante (egresado), uso el software de GeoGebra®, con el fin de explorar y
visualizar el sélido que se iba a obtener mediante la rotacion del arco de la circunferencia respecto
al eje x, lo cual le permiti6 entender la situacion problema propuesta y de esta manera plantear
alguna solucion o estrategia para solucionar dicha situacion, tal y como lo menciona Rodriguez
(2017), el uso del software de GeoGebra® ayuda a que el estudiante pueda modelar situaciones
problemas y a partir de ello, inicie con los procesos matematicos, es decir, inicie con la
visualizaciodn, posteriormente con la exploracion, luego con la conjeturacién y finalmente con el
proceso de la argumentacion y de esta manera realizar la respectiva verificacion mediante la

argumentacion analitica.
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llustracion 23. Construcciones realizadas por un egresado.

4.1.1.2 Problema 2:

Fue resuelto por cuatro participantes, tres de ellos son estudiantes de pregrado y el otro egresado.
Solo hubo un participante que lo soluciond de manera completa y los deméas cometieron errores u
omitieron pasos significativos que impidieron una solucion adecuada. El ejercicio solicitaba

encontrar la region acotada por la parabola x? = 4py v las rectas

y =x+8pyy = —x + 8p (ver ilustracion 24)

Dos participantes, ambos de pregrado obtuvieron la respuesta, que se observan en las ilustraciones
25y 26, en la cual se puede evidenciar que tomaron las cuatro regiones para realizar dicha area, es
decir, que hicieron una interpretacion alternativa del enunciado que dentro del contexto del mismo

también podia ser acertada.

Asumieron, que el area de las tres funciones era: A = Y7, R; y no la interpretaron como la acotada
por la parabola y la que esta bajo las dos rectas. En este sentido, es importante en este ejercicio

hacer claridad sobre lo que se busca determinar.



y=x+8p

0 y=ux*/4p
Regién 3 Regién 4

5

ect Region 1 | Region 2

llustracion 24. Regiones acotadas por una pardbola y dos rectas

llustracion 26. Indica que el drea de las tres
funciones es lo coloreado por azul y rojo, la cual
era simétrica con respecto al eje y.

llustracion 25. Expresa que el drea de las tres
funciones es la sumatoria de todas las
regiones.

Otra situacion que se presento al analizar dichas actividades fue que el ejercicio al ser generalizado,
tuvo en cuenta dos casos, cuando p > 0y p < 0, pero en los dos casos la region sombreada era la
misma, por tal motivo el area debia ser igual, pero en la ilustracién 27, se evidencia que no se

obtuvo este resultado, mostrando que las areas obtenidas eran distintas.



Casolip >0
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Regién acotada:
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x

llustracion 27. En los casos, p >0y p <0, el drea obtenida fue

distinta.

Otra situacion que se observd es que al determinar los limites de integracion de la integral estos
quedaron inadecuadamente establecidos, por lo que el resultado no fue el esperado. (ver ilustracion
28); el participante se percat6 del error y volvié a realizar el proceso adecuadamente, adjunto un
documento de 10 paginas, en el cual se encontraba las dos soluciones que realiz6 de dicha situacién
problema en los dos intentos que realizo y en las conclusiones generales que él escribio, menciond
que realiz6 dos intentos para encontrar la solucion a lo planteado en dicha situacién. (ver
ilustracion 29); esto hace evidente lo propuesto por Polya citado en Sepulveda 2009, donde resalta

la importancia del autorreflexion como parte del proceso metacognitivos, el cual le permite al

sujeto construir y ampliar su conocimiento.
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llustracion 28. Uno de los limites de integracion no fue el correcto.



1

llustracion 29. El participante realizo observaciones generales sobre lo realizado.

Finalmente, uno de los participantes olvidd escribir el parametro p de la funcion de la recta
x + 8p. lo que altera significativamente el resultado, pero ademas restringe la solucién a un caso

muy particular donde la distancia focal de la parabola es unitaria. (ver ilustracion 30)
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llustracion 30. Falto escribir el pardmetro p en la
funcion de la recta.



4.1.1.3 Problema 3:

El ejercicio fue resuelto por dos participantes, (egresado y estudiante de pregrado); ninguno lo
resolviéo completamente. El participante egresado menciono textualmente, que no habia logrado
plantear la integral de la superficie de revolucion dado que el ejercicio de maestro de secundaria
no le ha dado uso al célculo integral. (ver ilustracion 31); Esto permite inferir que algunos
licenciados que son egresados de la Licenciatura en Matematicas de la universidad ingresan a
trabajar a una institucion educativa en donde solo se enfatizan por tener presente lo que ensefian a

sus estudiantes, olvidando por completo su proceso continuo de formacién como profesional.

La parte a) del ejercicio lo recordé de la Geometria de Baldor y su formula para ello, pero al

abordarlo por integrales no pude plantear la integral de superficie o no lo recordé dado que el
oficio de maestro no le he dado uso al calculo vectorial.

a)

llustracion 31. El egresado no logro solucionar la situacion problema.



4.1.1.4 Problemas 4,5y 6:
Estos ejercicios lo resolvieron uno, tres y dos participantes respectivamente, los cuales lo

solucionaron completos, paso a paso, y obteniendo las respuestas esperadas, en la cual se puede
evidenciar que cada participante realiza los procesos matematicos, como lo es la visualizacién a
partir de la construccion a lapiz y papel, debido a que hay ciertas situaciones problemas que se
pueden solucionar con un bosquejo que realice de dicha situacién y partir de esta plantear la

estrategia a usar para resolver el problema y de esta manera conjeturar lo obtenido.
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llustracion 32. Soluciones de tres participantes al problema cinco.

llustracion 33. Solucion correcta del ejercicio 4.



llustracion 34. Soluciones de dos participantes al problema selis.

4.1.1.5 Problema 7:

La participante abordo la situacion problema usando otras variables diferentes a las dadas en la
ilustracién que acompariaba al enunciado; los resultados que se obtuvieron en el centroide de la
region dos fueron diferentes a los esperados, debido a que ella, la participante, se equivoco en un
signo, lo cual cambia el resultado total, tal y como se evidencia en la ilustracion (35) se hace una
comparacion de las dos maneras en las que se abordd la situacién problema y de la misma manera
se encierra en circulos de color rojo el error que se evidencié en hallar la coordenada y de la region

2 que se solicitaba en el ejercicio.

llustracion 35. Se comete un error con respecto al signo y se hace la comparacion de la forma de escribir un
ejercicio y de esta manera buscar la comprension y su solucion.
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4.1.1.7 Problema 8:

Este ejercicio fue resuelto por un estudiante de pregrado; se solicitaba determinar el centroide de
la region acotada entre una pardbola y el primer cuadrante. El participante menciond que observo
y se oriento por un video en YouTube para solucionarlo debido a que en su paso por el espacio
académico de Célculo Integral no habia visto dicho tema. Aun asi, no logra la respuesta esperada.
(ver ilustracion 36); Esta accién y la indicacion dada por el participante pone de relieve varios
cuestionamientos que van mas alla de los objetivos del presente trabajo, entre otros, ;qué esta
ocurriendo con los desarrollos de los contenidos tematicos de los cursos de fundamentacion de la
licenciatura?
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llustracion 36. El estudiante pone de manifiesto que se orientd por YouTube para resolver la situacion problema.

4.1.1.8 Problema 9:
Debido a que no todos los participantes a quienes se les envié la invitacion pudieron efectivamente

colaborar, por diversas razones, no se obtuvo una solucion a dicho ejercicio.



4.1.1.9 Problema 10y 11:

Fueron resueltos por un participante cada uno, se solucionaron completos, paso a paso Yy

obteniendo las respuestas esperadas.

Ejercicio:
Elarcode y = -t—"—" en el intervalo [04] e girs slrededor de larecta ¥y = B

a) Encontrar el volumen del sélida resultante come una funcién da b,

comparar el resultado con la respuests del apartads b
Solucién:
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generada (V) es igual @ la integral definida en el intervalo [0,4] del volumen
del disca. En dande el valumen el disco se define camo dv = TR, dande
T e constante, B es el radio del disce, que para elcso es R = b—(4-Z)
s la wariacion de “x°; het

) Usar chleulo para encantrar ol valor da b que hace minimo o velumen del slids,

!

v= J’ [n —zb[4 ?H[:a-i:}k:j dx

N R

v= J’ [b‘ ab+2—+15—5i+16|.¢x

1-:J' _'.'[h=—Blt+bT+16—2x=+E}a‘r

%514
| — Blrx+—+15x 3+BD]G

(2] 28 102
V= x[4a=—3zb+—+s4—]—+ 0

b 512
v= Y[-ta- +1—;]

Para encontrar el valar de *b” gue hace minimoe el volumen del sdlido generada dervamos la funcian
de valumen y encontramas cuando ésta se hace cero

B4bw 512
2 -
= [4b'm + 1;]

V= Bbr——
3
lgualamas & cere
Bbr——=0
3
s
8w =—
3
B4
b= ERE-EE4
]
b=s
3

Por fagbg =l valor de b que hace minime el vslumen del ssiida e b=if1

llustracion 37. Solucion de la situacion problema 10 dada por un egresado
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llustracion 38. Solucion hecha por un participante a la situacion problema 11.




4.1.2 Algoritmo que us6 para solucionar la situacion problema planteada

En este apartado se identificaron diferentes tipos de proceder algoritmico (calculo integral, calculo
en varias variables o geometria), que usaron los participantes para resolver las situaciones
problema que se les propuso a cada uno. Dentro de las cuales se puede mencionar que la mayoria
de estos usaron el calculo integral como método para argumentar sus procesos, de la mano de la
geometria analitica para ver propiedades de las cdnicas, sin embargo, hubo algunos casos en los
que se logro evidenciar el uso de calculo en varias variables, ya que se observa el uso de integrales
dobles y coordenadas polares. Asi como lo dice Sepulveda (2009), la RP es “hacer matematica”,
y, destacar las diferentes soluciones que se plantearon para las situaciones problema, muestra la
pertinencia de las misma para dicho proposito. A continuacion, se presenta algunas evidencias al

respecto:
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llustracion 39. Se evidencia el uso de conceptos pertenecientes al drea de
Cdlculo en Varias Variables



4.2 Software

En este apartado se analizan dos aspectos, el primero en relacion con el uso que se le da dentro del
proceso de solucion (esto es si se emplea 0 no, con evidencias proporcionadas) y el segundo, para

los casos en que se le da uso, en referencia con las acciones para las cuales se emple6.

4.2.1 Uso

Hubo 10 participantes que usaron el software GeoGebra® para apoyar el proceso de solucion del
ejercicio que se propuso, en términos de lo descrito por Sombra (2019), lo estarian implementando
como herramienta en los procesos cognitivos de visualizar, explorar o conjeturar. Seis
participantes adjuntaron la evidencia del uso mientras que los otros cuatro participantes

manifestaron haberla usado, pero no adjuntaron las evidencias.

Los nueve participantes restantes, mencionaron en el documento, que no habian usado ningun
software para dar solucidn al problema propuesto; sin embargo, es importante mencionar que la
mayoria de los participantes 16 de 19 usaron alguna representacion (lapiz y papel, software o

apple) para dar sustento a lo realizado.

llustracion 40. El estudiante uso
la representacion que realizé a
Idpiz y papel para comprobar los
resultados que iba obteniendo
en la situacion problema dada.
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llustracion 41. Uso del software de GeoGebra con el fin de corroborar los resultados que se obtuvieron.

4.2.2 Tipo de uso

Los participantes que usaron Software manifestaron con qué finalidad lo emplearon, a
continuacion, se sintetizan las ideas expresadas y se presentan en relacion con la herramienta

empleada.

4.2.2.1 Uso el software de GeoGebra®:

A continuacion, se encuentra los aspectos en que los estudiantes mencionaron al haber hecho uso del

Software de GeoGebra® en el momento en el que lo usaron para solucionar la situacion problema.

e Explorar y mediante la visualizacion evidenciar propiedades que a simple vista no

se puedan detectar.
e Comprobar los resultados obtenidos.

e Comprobar conjeturas dadas inicialmente al abordar la solucion de un ejercicio.



e Observar y comprobar los puntos de interseccion de las funciones dadas.

e Verificar si la funcion encontrada correspondia con el grafico esperado bajo las

condiciones dadas en el enunciado del ejercicio.
e Entender la situacion problema.

e Conjeturar posibles soluciones o aproximaciones a la solucion.

4.2.2.2. Uso de una aplicacién ya realizada en GeoGebra®

En los resultados obtenidos de la prueba piloto, un participante mencioné que habia usado un
Apple en GeoGebra® que se encontraba en internet, con el fin de verificar el resultado obtenido.

(ver ilustracion 40)
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llustracion 42. Apple que estaba disponible en Internet, la cual se usé para corroborar los resultados.

4.3 Pertinencia

En este apartado se menciona si el ejercicio propuesto a cada compafiero resultaria pertinente para
abordarlo en una clase de Calculo Integral de un programa de formacion inicial de profesores de
matematicas y en particular de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica

Nacional. Frente a ello se obtuvieron las siguientes afirmaciones:

Los ejercicios fueron pertinentes debido a que:



Mejoro la comprension del tema “drea de una superficie de revolucion”, de igual manera,
es un ejemplo clasico para introducir el tema desde la superficie mas conocida como lo es

la esfera.

Obliga a plantear hipdtesis y conjeturar

Ayuda a conceptualizar el area entre curvas

Se puede resolver cierta situacion problema de distintas maneras.

El problema geométrico les oportuno en la ensefianza del célculo ya que permite ilustrar el

calculo de areas no regulares como aplicacion importante del concepto de integral.

Permite trabajar el volumen de sélidos de revolucion a partir de figuras que se han trabajado

desde la escuela, como lo es el tridngulo para conformar un cono.

Permite mostrar habilidades para interpretar y plantear una solucion a un problema

involucrando el célculo de una integral.

Visibiliza las aplicaciones de integrales, las cuales en muchas ocasiones quedan como un

gjercicio mecanico.

Estos ejercicios trabajan aspectos fundamentales de las matemaéticas, como lo son la

modelacién, razonamiento, representacion, y la mecanizacion de procedimientos.

Con respecto al ejercicio de centroide permite visualizar la aplicaciéon de integrales en

contextos reales.

Permite que se establezca una relacion entre conceptos conocidos como: determinacion de
volimenes de sélidos (cilindros, para el caso de los discos), la integral (métodos de
integracion de funciones polinomicas e integrales definidas), la derivada, determinacion de

maximos y minimos de una funcion a partir de la derivada.

Permite al estudiante acercarse al concepto de integral definida, de la misma manera,
permite evidenciar que hay situaciones (ejercicios que se pueden representar en un software

dinamico) que se pueden resolver haciendo uso de la integral definida.



4.4 Ampliacion del conocimiento en cénicas y Célculo Integral

En este apartado se analizan las referencias que las producciones de los participantes hacen frente

al aporte que la situacion problema que se les propuso hace frente al conocimiento ya sea de las

conicas, sus propiedades y elementos, y frente a los conceptos y procesos del Célculo Integral.

Para recoger esta informacion, en cada documento que se envio, se realiz6 una Gltima pregunta,

en la cual se indagaba por ello. A continuacidn, se recopilan algunas de las afirmaciones dadas por

los comparieros.

Si contribuy6 debido a que:

Implico recordar el concepto de integral como el limite de sumatoria, es decir, desde el

punto de vista gréafico y el volumen a partir de un sélido de revolucion;
En el espacio académico, algunos temas no se alcanzan a estudiar;

No es usual utilizar la ecuacién general de una cénica, en el caso de cierto ejercicio, la

parabola, al momento de plantear una integral,

Permitié afianzar habilidades en términos de secciones conicas en el momento de
relacionar la ecuacion y la representacion grafica de la parabola y de la misma manera con

la circunferencia.

Con respecto al célculo integral, permitié afianzar la capacidad de plantear y resolver
situaciones a través de la formulacidn de integrales definidas y los métodos para determinar

volimenes.
Integrd el calculo integral con la geometria analitica.

El ejercicio permitié el afianzamiento de conceptos, ya que para llegar a su solucion se
requiere poner en juego conocimientos de tematicas propias del calculo integral, del calculo

diferencial, como las propiedades de los sélidos.

Para realizar la simulacion de GeoGebra®, implicé recordar la ecuacion de la esfera.

No contribuyo debido a:



En algunos ejercicios no permitié afianzar conocimientos en conicas, ya que, i se usa una

parabola en el ejercicio, no se hace uso de alguna caracteristica de ésta, como directriz,

foco, vértice, entre otros.

No amplio el conocimiento que el participante ya tenia.



Capitulo 5: Conclusiones

A continuacion, se presentan las conclusiones obtenidas del trabajo articuladas desde los objetivos

propuestos y en correlacion con las evidencias obtenidas en las soluciones presentadas por los

estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional y egresados

del mismo programa durante el pilotaje de los ejercicios

5.1 Con respecto al primer objetivo

Desde la presentacion de soluciones analiticas a problemas relacionados con cénicas, en el
contexto del Calculo Integral.

Sepulveda (2009), plantea que la RP se puede adaptar en un contexto con el fin de recrear
conocimientos previos, lo cual fue necesario por parte de los participantes y las autoras de
la investigacion debido a que algunos ejercicios que se seleccionaron abarcaron temas que
por falta de uso frecuente suele olvidarse y también porque debido a las diferentes
dindmicas propias de la universidad, dichos temas no se alcanzan a estudiar. Lo anterior,
infiere que la investigacién, contribuy6 a un espacio de aprendizaje y de cuestionamiento

de los saberes.

En algunos ejercicios se pude evidenciar que existen diferentes estrategias para resolver
una misma situacion problema, lo cual conlleva, un aporte significativo para nuestra labor
docente, debido a que fortalece los procesos de ensefianza y de aprendizaje, asi como lo

plantea Polya, la RP se vuelve una estrategia para “hacer matematicas”.

Puesto que muchas de las aplicaciones de las integrales no se estudian a profundidad en el
espacio académico de Calculo Integral es sorprendente ver como a partir de ellas se pueden

modelar o resolver situaciones del contexto real.



Debido a que algunas situaciones problema que se adaptaron y disefiaron en la prueba
piloto eran generalizadas, se observo que hubo varias dificultades en su resolucion, por lo
que se recomienda que en los espacios académicos de Célculo Integral se presenten mas

ejercicios de esta forma con el fin de familiarizarse con estas situaciones.

5.2 Con respecto al segundo objetivo

Desde la implementacion el software GeoGebra® para la visualizacion y exploracion de los
problemas que se trabajaran en relacion con las cénicas en el contexto del Calculo Integral.

Rodriguez (2017) resalta la pertinencia de los software educativos de tipo heuristico, ya
que permiten a los estudiantes tener un aprendizaje experimental y por exploracién; es por
ello que ciertos ejercicios fueron generalizados, por ende, es importante modelar en el
software de GeoGebra® la gréafica del ejercicio planteado, con el fin de realizar un analisis
de esta, visualizando las condiciones dadas a través de variaciones con el fin de conjeturar

posibles soluciones 0 aproximaciones a la solucion.

Como lo plantea Sombra (2019), algunos de los ejercicios planteados que involucraban las
conicas fue necesario modelar el ejercicio en el software de GeoGebra® con el fin de

visualizar propiedades que, a simple vista, lapiz y papel, no se alcanzan a percibir.

Es importante comprobar la expresion analitica del resultado (lo que en su momento Polya
llamaria autorreflexion) con la construccion en el software de GeoGebra® con el fin de
verificar las respuestas obtenidas y constatar que estas fueron el resultado correcto, lo cual
infiere que se tiene mas seguridad al tener estos dos resultados. Sin embargo, al usar un
software como verificacion se debe estar seguro de aspectos como la sintaxis, las
aproximaciones que se realizan y en el caso de las construcciones, que estas sean correctas,
pues una diferencia emergente en los resultados suministrados por él y el obtenido a papel
y lapiz puede dar origen a cualquier combinacion de valores de verdad frente a la pregunta

¢ es adecuada la solucion?



e La implementacion del software, dentro del proceso de formacion de Licenciados en
Matematicas cobra mayor relevancia ya que le brinda no solo herramientas disciplinares
dentro del Calculo Integral, sino que le suministra, al futuro docente, herramientas

didacticas para la ensefianza de conceptos de la matematica en general.

5.3 Con respecto al tercer objetivo

Desde la accion de generar actividades matematicas exploratorias y analiticas que vinculen
las conicas con las integrales y que puedan ser implementadas en el espacio académico de
Calculo Integral en un programa de formacién inicial de profesores, en particular de la
Licenciatura de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional.

e Los ejercicios planteados en la prueba piloto permitieron reflejar los procesos cognitivos
planteados por Schoenfeld (1992) involucrados en la matematica, como lo son, la

modelacion, el razonamiento, la representacion y la mecanizacion de procedimientos.

e Las situaciones problema que se disefiaron desde el eje central de los NCTM (2000), que
permitieron crear un reto a los participantes en el cual debian mostrar todas las habilidades
matematicas que se ha adquirido en el transcurso de la formacion académica con el
propdsito de interpretar y plantear una solucion a un problema involucrando el célculo de

una integral.

e En ciertas situaciones problema ademas de vincular las conicas con el céalculo integral se
relacion6 estos dos conceptos con el area de la geometria, permitiendo de esta manera

mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje.



Anexo A.

Propuesta de problemas resueltos paso a paso para que se implementen en la clase de Célculo
Integral

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
= LICENCIATURA DE MATEMATICAS

Propuesta de ejercicios para que el profesor desarrolle en las clases de Célculo de Integral

1. Algunos de los iniciadores de calculo, como Kepler o Newton, se inspiraron en el
problema de determinar voliumenes de barriles de vino. (De hecho, Kepler publico un
libro Sterometria Doliorum en 1615, en el que se tratan los métodos para determinar
volumenes de barriles). A menudo se aproxima la forma de sus lados mediante

parabolas.
La solucién de este problema la puede encontrar en el problema 6 del capitulo 3

2. En la figura se muestra un semicirculo con radio 1, diametro horizontal PQ y rectas
tangentesen Py Q. (A qué altura arriba del diametro debe colocarse la recta horizontal

para minimizar el &rea sombreada?

/ \ Tomado de Calculo de una variable trascendentes

/ A1 A2 \ tempranas de J. Stewart problemas adicionales

[ f | capitulo 8 ejercicio 6 pagina 577
-1 o |

llustracion 43. Semicirculo con radio 1



Datos:

° y:Vl—xZ
. y:h

Por simetria se tiene
A = Al + AZ

Ahora bien,

Alzf:(m—h)dx

V1-h2

A1=f0 (Vi-x2—h)dx
A1=Lb(M—h)dx

Azszl(h—m)dx

1

A2=J
TTR?

A=A, +A4,

(h— 1—x2)dx

Vi-n? 1
AL+ Ay = [—hx]T7 + j [V1— 22| dx + [hx) s - J | = V1 - x2|dx
(0] V1-h2

V1-h2

V1-h2
A=—h 1—h2+f
0

[V1-22|dx+h—h 1—h2+f [V1-x2|dx

Vih? Vih?

A(h) = h—2h 1—h2+f [w/l—xz]dx+f [V1—x2|dx
(0] 1



V1-h2

I ey S a =
A=—=1 2:/1— h? — 2h 2\/1_7}12(2h)+dho [\/1 xZ]dx

V1-h2

¥ f [V1=+?]dx

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene

dA 2h? 1 2
—=1-2J1—-h%2+ +y1—-(1—-h?)———=(-2h +\/1— V1—h?
dh V1= h2 ( ) 2*/1—h2( ) ( )

1
w AP0

2h*  V1—-1+h2 \/1—1+h2h_0

1-2y1—h%+ —
Vi—hz  V1-h2 V1 - h2

2h? h? h?

1-2J1—-h%+ — - =0
Vi—h? VJ1-h? V1-h2

1-2J1-h%2=0

1=2y1—h?

h? =

h = g (se toma solo la raiz positiva)



h es un punto critico, ahora toca demostrar que es un minimo, por lo que se
tiene
A'=1-21-h?

3 . ., 3 .
Paralos x < g se tiene y < 0, la funcion decrece y para los x > g setieney >0la

funcidn crece. De lo cual se concluye que h es un minimo.

b=021

/' . Enlace de la construccion
©

p F Q?” D'DSI https://www.geogebra.org/m/ug24fr9n

lustracién 44. Area minima sombreada.

3. Un paraboloide de revolucion se obtiene por la rotacion de la pardbola y* = 4px
alrededor del eje x. Encuentre el volumen limitado por un paraboloide de revolucion y
un plano que se encuentra a 10 cm del vértice, y la seccion plana de la interseccion es

una circunferencia de 6 cm de radio.

La solucidn a este problema la puede encontrar en el capitulo 3 problema 5

4. Una esfera se forma al girar la grafica de y = Vr2 — x2 alrededor del eje x.

Adaptado de célculo con geometria analitica L. Leithold seccidn 6.5 ejercicio 24 pagina
533

a) Calcule el centro de masa del semicirculo y = Vr? — x2

La fisica garantiza, como lo presenta, Sandonis, J (s.f.), que la posicion del centro de

masas de un sistema de particulas viene dada por la siguiente expresion:

[#dm [xdm [ydm
Tem = W > Xem = W: Yem Tam (12)



https://www.geogebra.org/m/uq24fr9n

Ahora, si el cuerpo tiene forma de hilo o alambre, los diferenciales de masa dm estan
asociados a diferenciales de longitud dl: dm = A dl, donde A es la densidad lineal (masa

por unidad de longitud), esta densidad puede ser constante o no.

Para obtener la posicion del centro de masas se necesita dos coordenadas, la coordenada
x del centro de masas y la coordenada y; la integral se debe realizar a lo largo de toda la

longitud L de la semicircunferencia, por tanto, las ecuaciones (12) seran:

_fL xdm_ _fL ydm_
Xem =" YemM ="
J, dm J, dm
A continuacién, se resuelve la
T situacion problema propuesta:
2 r 3
Y
9 ‘D

llustracion 45. Complemento para visualizar las coordenadas

polares.

Enlace de construccion:

https://www.geogebra.org/m/vpvbfknd



https://www.geogebra.org/m/vpvbfknd

Teniendo en cuenta la ilustracion (45) y al hacer uso de las coordenadas polares se tiene

x =rcosf

y =rsinf

La coordenada x del centro de masas esta dada por:

J, xam

Xem =

donde L es la longitud de la curva (13)

Ldm

/ \\ .
r‘/// "\
e Teniendo en cuenta que:
dm = AdL
llustracion 46. Construccion auxiliar.
1 dm
~dL
dL =rdé

Sustituyendo dm en la ecuacion (13)

JyxAdL
XeM=—m——
M Tadl

A" xdL
0
Xem = —2— (14

Reemplazando dL y las coordenadas polares en la ecuacion (14)

fonr cosOrdo

X, =
M fonr do

r? f:cose Wl
rfon do

XeMm =



rf:cose de

X =
r[sin 817
o =R

Por el Teorema Fundamental del Célculo

r[sinm — sin 0]

Xem = =
C. T—0

Resultado que desde el concepto fisico era de esperarse.

La coordenada y del centro de masas esta dada por:

fL ydm
Yem =

donde L es la longitud de la curva (15)

Ldm

Sustituyendo dm en la ecuacion (15)

Jy yAdL
Yem = T
AL dL
AT ydL
=—2—— (16

Reemplazando dL y las coordenadas polares en la ecuacion (16)

_ f:rsinerdé?
Yem _f:r—de
B r2 fonsiné? do
eu = a
rfonsinH do

Yem =" m ;-

Jy de



b)

r[—cos 013

Por el Teorema Fundamental del Calculo

r[cos 0 — cos ]
Yem T—0

rl1- (D] _2r

Yem =
T

Por tanto, las coordenadas del centro de masas son:

x.y) (0 2r>
xl = T
Y /4
Utilice el primer teorema de Pappus para verificar el resultado anterior

Primer teorema de Pappus: si un segmento de una curva plana C se gira alrededor de un
eje que no corta la curva (posiblemente excepto a sus puntos finales), el area S de la
superficie de revolucion resultante esta dada por el producto de la longitud de C por la

distancia d recorrida por el centroide de C.

La funcion dada es

y = [r2 — x2

Por simetria de la figura se tiene que la

coordenada en x es:

x=0

llustracion 47. Semicircunferencia con radio r.

Por el primer teorema de Pappus, el area de la superficie S de la superficie de revolucién

es
A=1.d(17)

Al reemplazar el area de una esfera, que es la superficie generada, en la ecuacion (1)



amr? = 1.d (18)

Donde [ es longitud de la curva generadora y d la distancia recorrida por el centroide al

generar la superficie; asi [ y d son

l_271'1‘_
= =7r

d =2y

Luego, al reemplazar los valores de [ y d en la ecuacién (18)

4mr? = r. 2my

2r = my

Por tanto, las coordenadas del centroide son:
%) (0 2r>
xl = ) -
y T
Referencias:

Stewart, J. (2012). Célculo de una variable trascendentes tempranas. México. D.F: Cengage

Learning

Sandonis, J. (s.f.). Repositorio Abierto de la Universidad de Cantabria. Cantabria, Espafia.

Recuperado de: https://personales.unican.es/jungueraj/JavierJunquera_files/Fisica-

1/Teoria Centros de Masa.pdf



https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/Teoria_Centros_de_Masa.pdf
https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/Teoria_Centros_de_Masa.pdf

Anexo B
Propuesta de ejercicios que se pueden utilizar para taller o parcial

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

UNLYERSIDAD FEDAGGGICA DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NACIONAL

[ Evwadurs ds edeumheaes ] LICENCIATURA EN MATEMATICAS

Propuesta taller aplicacién de cénicas en calculo integral

1. Encontrar el volumen de la regién limitada por la curva y = x? + 1, x = 2; x = 3 girando

alrededor del eje x.

a) Utilice el teorema de Pappus para encontrar dicho volumen.

b) Verifique el resultado anterior usando el volumen de un sélido de revolucion.

2. Lacurva y=+vVa?—x? —-b<x<b con b<a es un arco de la
TR

circunferencia x* + y? = a®. Encuentre el area de la superficie obtenida i;,l,l.-gié}
T

T
naaAn -2

al hacer girar este arco en torno al eje x.

3. Halle el centroide de la regién en el primer cuadrante acotado por los ejes

coordenados y la parabolay = 9 — x2.

4. Calcular el volumen de un casquete de una esfera con radio r y altura h.




5. Obtenga el area de la region acotada por las dos parabolas y? = 4px y x? = 4py

6. Tres estudiantes han ordenado una pizza de radio r. En lugar

de cortar en la forma tradicional, deciden hacer cortes

-
Q6
Y

I

I

| =
paralelos, como se ve en la figura. Debido a sus & l R
B
cortar de modo que cada uno obtenga la misma cantidad de > :

|

I

) @

I
I
I
I
L
conocimientos de matematicas ¢pueden determinar donde }
|
|.
pizza. ;Donde se hacen los cortes? ,l
|

* Figuras tomadas de texto: Stewart, J. (2012). Calculo de una variable trascendentes tempranas.

México. D.F: Cengage Learning

Material adaptado y disefiado por Saldafia Anamaria y Vallejo Yenny.



Anexo C
Solucién de los ejercicios propuestos para taller o parcial

A continuacion, se encuentra la solucion de los ejercicios propuestos para el taller o parcial

1. Encontrar el volumen de la regiéon limitada por la curva y=x>+1, x =2; x =3

girando alrededor del eje x.

La solucion la puede encontrar en el problema 8 del capitulo 3

2. Lacurvay =+va?—x%, —b < x < bconb < aesun arco de la circunferencia

x* + y? = a®. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar este arco en

torno al eje x.
La solucién la puede encontrar en el problema 1 del capitulo 3

3. Halle el centroide de la region en el primer cuadrante acotado por los ejes coordenados

y la parabolay = 9 — x2.

La solucién la puede encontrar en el problema 9 del capitulo 3



4. Calcular el volumen de un casquete de una esfera con

radio r y altura h

Tomado de Calculo de una variable trascendentes
tempranas de J. Stewart seccion 6.2 ejercicio 49 pagina
439

En el plano x — y se tiene:

Se despeja x?
x2=r2—y2
Por el método de discos

d
v=r [ ro)ray

Sustituyendo con los datos del problema

Integrando

37'
Vznlrzy—y?
r—h

Aplicando el teorema fundamental del célculo

llustracion
casquete.

48.

Volumen

de

un



V=n[<r3—2—3>—<r2(r—h)—(—r

V= 273 3, 2h+r3 3r2h
i 3 3

+-

h3
_ 2 _
V—nlrh 3

V =mh? [r — g] (u3)

llustracion 49. Volumen de
un casquete de una esfera.

Enlace de la construccion en GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/wgnnbztn

5. Obtenga el area de la region acotada por las dos parabolas y* = 4px y x* = 4py

Adaptado de célculo con geometria analitica de L. Leithold seccidn 5.9 ejercicio 47 pagina
468

y? =4px (19)
x% = 4py (20)
Suponiendo quep > 0

Al despejar y de la ecuacion (20) se tiene

Ahora reemplazando y en la ecuacion (19)


https://www.geogebra.org/m/wgnnbztn

Resolviendo

Por tanto,

1) x=0
2) x3—64p®=0(3)

Factorizando la ecuacion (3)

T6p? = 4px

x* = 64p3x
x* —64p3x =0

x(x3 —64p3) =0

(x —4p)(x®> + 4p + 16p?) =0

Dado que p > 0, la expresion x2 + 4p + 16p? > 0, entonces

Por lo tanto, como

El 4rea es

Integrando

x—4p =0
x =4p

y? = 4px (1)

x? = 4py (2)



Usando el Teorema Fundamental del Calculo

Y Yy L ays
A—3p 2(4p) /2 1210(419)

_4 1 3/ 1 3
A—3p 2(8)p /2 1210(6410)

32 16

A — 2 _ 2
3P ~3P
16
A =—p?
3 P
) ) 16
Por tanto, el area de la region acotada por las dos parabolas es: A = ?pz

Enlace de la construccion en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/nd65ychr

-5

-3

-2

lustracién 50. Area de una region acotada

por dos pardbolas.


https://www.geogebra.org/m/nd65yc5r

6. Tresestudiantes han ordenado una pizza de radio r. En
lugar de cortar en la forma tradicional, deciden hacer
cortes paralelos, como se ve en la figura. Debido a sus
conocimientos de matematicas ¢pueden determinar
dénde cortar de modo que cada uno obtenga la misma .

cantidad de pizza. ¢ Donde se hacen los cortes?

Tomado de Calculo de una variable trascendentes

tempranas de J. Stewart problemas adicionales capitulo 7~ //ustracion 51. Representacion de los
costes paralelos de una pizza.

ejercicio 1 pagina 534

Fraccionando los sectores, se puede considerar que el representado en la ilustracion 16

corresponde a la doceava parte de la pisa a repartir en tres partes de idéntica area.

R2
A=)

Se tiene que A = ['(R? — x2) dx (2)

S — Aplicando sustitucién trigonométrica

llustracion 52. llustracion cortes de la pizza. .
Creada por Saldafia, A & Vallejo, Y. x = Rsinf — dx = Rcosf db

x% = R?sen?6
R? — x? = R?> — R%sen?6
R? — x? = R?(1 — sen?0)

R? — x? = R?cos?0



Seigualan (1) y (2)

77.'R2 b
— = f R2c0s?%8 - Rcos8d6
12 a
77.'R2 b
—_— = RcosORcosO6do
12 fa

mR? b

—=f R?cos?6d6
12,

T[RZ b

— = sz cos?0de

12 .
_f 1 —cos(20)

a

T 1 sin(20)1?
[9 (26)

T 2sinfcosO1’
T_ [e + —]
2 a

= [0 + sen(8)cos(6)1%

Como

| S

X
x = Rsin@ - sin@ =§=

v(RE-X5)



T _, (@ , aVR? —a?]
g = |sen (E) +T
s LA\  avR? —a?]
s e @
B (2 aVR*—a* m
0 =sen (E) + T - g

La solucion en a amerita resolucion grafica o por métodos numéricos. En particular, como
propuesta didactica y para apoyar los procesos de visualizacion se propone realizarla por

método gréafico, determinando el punto de corte de las funciones:

—1(a T avR?%-qa?
y=sen” (3)yy=5- 5

La solucion gréafica puede ser apreciada en el siguiente

c=708 enlace:

b'=708 https://www.geogebra.org/m/cwtcv3pp

Enlace de la construccién en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/classic/arcmstxa

llustracion 53. Ilustracion cortes de la pizza. . e s s
Creada por Saldafia, A & Vallejo, Y. NOTA: Como alternativa didactica se propone un

video en la plataforma de YouTube realizado por las
autoras de la investigacion, en el cual se modela la situacion problema de la pizza mediante
Realidad Aumentada con el fin de potenciar y enriquecer los resultados que se obtuvieron

analiticamente y en el software de GeoGebra®:

Enlace del video: https://youtu.be/VVolXp-Z3Sdl



https://www.geogebra.org/m/cwtcv3pp
https://www.geogebra.org/classic/arcmstxa
https://youtu.be/VoIXp-Z3SdI

Anexo D

Ejercicios que se seleccionaron para aplicar la prueba piloto

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
NACIONAL

[ Educadora de educadores |

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

LICENCIATURA EN MATEMATICAS

EJERCICIOS PARA REALIZAR EL PILOTAJE

A cada uno de los participantes se le envié un archivo Word, en el cual contenia las
instrucciones generales que se mencionan a continuacién junto con el ejercicio que a cada uno
de ellos de correspondio.

INSTRUCCIONES GENERALES
Cordial saludo, estimado compariero.

Como se habia comentado en dias anteriores, se envia el ejercicio con el fin de solicitarle
amablemente nos colabore con los siguientes cuatro items:

a) Resolverlo paso a paso.

b) Si hace uso de un software a plataforma matematica por favor indicar (en qué sentido se

uso; conjeturar, explorar, verificar, entre otros) y evidenciar.

c) Su opinion sobre la pertinencia de abordar este ejercicio en el espacio de Calculo
Integral de la Licenciatura en Matematicas.




d) Indicar si el ejercicio le permitié afianzar sus conocimientos sobre cénicas y/o sobre el

Célculo Integral.

EJERCICIOS SELECCIONADOS PARA APLICAR LA PRUEBA PILOTO

La curva y =Va? —x?, —b<x <b con b <a es un arco de la
circunferencia x? + y? = a%. Encuentre el area de la superficie

obtenida al hacer girar este arco en torno al eje x.

Obtenga la region acotada por la pardbola x> = 4py ylasrectasy =x+8pyy = —x +
8p

Si la esfera de radio r se corta mediante un plano cuya distancia desde el centro de la esfera
es d, entonces la esfera se divide en dos piezas llamadas segmentos de una base. Las

superficies correspondientes se Ilaman zonas esféricas de una base.

==

T

bW

————

a) Determine las areas superficiales de las dos zonas esféricas indicadas en la figura.

b) Una esfera de radio r se inscribe en un cilindro circular recto de radio r. Dos planos

perpendiculares al eje central del cilindro y apartados una distancia h cortan una zona




4.

6.

esférica de dos bases en la esfera. Demuestre que el area superficial de la zona esférica

es igual al area superficial de la region que los dos planos cortan en el cilindro.

Obtenga la formula del volumen de un cono circular recto de altura 2 y un radio de base a.,
generado al hacer girar la region acotada por un tridngulo rectangulo alrededor de uno de

los catetos.

Un paraboloide de revolucion se obtiene por la rotacion de la parabola y? = 4px alrededor
del eje x. Encuentre el volumen limitado por un paraboloide de revolucion y un plano
perpendicular a su eje si el plano se encuentra a 10 c¢m del vértice, y si la seccion plana de

la interseccion es una circunferencia de 6 cm de radio.

Algunos de los iniciadores de calculo, como Kepler o Newton, se inspiraron en el problema
de determinar voliumenes de barriles de vino. (De hecho, Kepler publicé un libro
Sterometria Doliorum en 1615, en el que se tratan los métodos para determinar volumenes

de barriles). A menudo se aproxima la forma de sus lados mediante parabolas.

a) Se genera un barril de altura h y radio méximo R al girar alrededor del eje x la parabola

y =R —cx? — h/z <x< h/z, donde c es una constante positiva. Demuestre que el

radio de cada extremo del barrilesr = R — d, donde d = Ch2/4

b) Demuestre que el volumen encerrado por el barril es v = gnh (ZR2 +7r?— %dz)

Un rectangulo R con lados a y b se divide en dos partes R, y

R, mediante un arco de la parabola que tiene su vertice en las ]

esquinas de R y que pasa a través de la esquina opuesta. Halle :

R,
el centroide en ambos R; Yy R,. ’




8. Emplee el teorema de Pappus para hallar el volumen de un cono circular recto cuyo radio

en la base es de r unidades y la altura de h unidades.

9. Halle el centroide de la region en el primer cuadrante acotada por los ejes coordenados y la

pardbolay = 9 — x?

2
10.Elarcodey = 4 — x: en el intervalo [0,4] se gira alrededor de larectay = b
a) Encontrar el volumen del sélido resultante como una funcién de b.

b) Usar célculo para encontrar el valor de b que hace minimo el volumen del solido, y

comparar el resultado con la respuesta del apartado b.

11. Emparejar cada integral con el sélido cuyo volumen representa, y dar las dimensiones de

cada solido.
Cilindro circular recto vi. foh (%>2
Elipsoide Vi, fohrzdx
Esfera

viii. nf_rr(\/rz — xz)zdx

Cono circular recto 2\ 2
ix. nf° (al1-%) dx
: L =

Toro x. nf [(R+VrT=22) = (R-ViZ=x%) | dx

Agradecemos de antemano su apoyo para sacar adelante nuestro trabajo de grado.
Atentamente:
Anamaria Saldafia

Yenny Vallejo
Orlando Aya




Anexo E

Solucidn de los ejercicios que se pueden implementar en el desarrollo de un curso de

calculo integral.

En este apartado, se encuentran todos los ejercicios que se resolvieron en la investigacion, los
cuales quedan como base de datos para ser utilizados en un curso de célculo integral. A

continuacion, se encuentran dichos ejercicios ordenados por temas:

l. Centroide

Un rectangulo R con lados a y b se divide en dos partes Ry y :

R, mediante un arco de la pardbola que tiene sus vértices en R,

las esquinas de R y que pasa a través de la esquina opuesta. 0 a X

Halle el centroide en ambos R, YR, . llustracién 54. Tomado de Cdlculo

de una Variable. Trascendentes
Tempranas, (p. 549), por Stewart. J,
(2008), Cengage Learning.

La solucién se puede encontrar en el problema 7 capitulo 3

Halle el centroide de la regién en el primer cuadrante acotado por los ejes coordenados

y la parébolay = 9 — x2.

La solucidn se puede evidenciar en el problema 9 del capitulo 3

Una esfera de radio r se forma al girar la curva y = Vr2 — x2 alrededor del eje x.
y

La solucidn la puede visualizar en el punto 4 del anexo A



1. Areas

Tres estudiantes han ordenado una pizza de radio r.

En lugar de cortar en la forma tradicional, deciden

-

G

/

hacer cortes paralelos, como se ve en la figura. Debido C s)

@

™
»w

a sus conocimientos de matematicas ¢pueden )

U

determinar donde cortar de modo que cada uno

- e
v v

=

¢

obtenga la misma cantidad de pizza. ;Donde se hacen

(]

J

D

I
|
|
|
|
|
|
:
|
los cortes? !

La solucion se puede visualizar en el punto 6 del anexo C llustracion 55. Tomada de texto: Stewart,
J. (2012). Cdlculo de wuna variable
trascendentes tempranas.

Si la esfera de radio r se corta mediante un plano cuya distancia desde el centro de la esfera
es d, entonces la esfera se divide en dos piezas llamadas segmentos de una base. Las

superficies correspondientes se llaman zonas esféricas de una base.

== <& A -

Iz = h

llustracion 56. Tomado de Cdlculo de una variable. Transcendentes tempranas. (p.
577), por Stewart. J.2012. Cengage Learning.

La solucidn la puede visualizar en el problema 3 del capitulo 3



2 2
La elipse % + % = 1; a > b Se hace girar en torno al eje x para formar una superficie

Ilamada Elipsoide o Esferoide Prolato. Determine el area superficial de este elipsoide.

Enlace de la construccién

https://www.geogebra.org/m/yfwsayts

llustracion 57. Esferoide prolato.

En primer lugar, se identifica la definicion de Esferoide Prolato:

Esferoide Prolato: es una superficie de la revolucién obtenida girando una elipse sobre su eje

principal.

La funcion es
x2 2

y
;+b—2=1; a>b

Derivando con respecto a x

2x 2ydy
a2 bhZdx

2ydy  2x
b2dx a2

dy  2xb?
dx  2ya?



https://www.geogebra.org/m/yfwsayts

dy  xb?

dx  ya?
Luego, el &rea superficial seré:

S =f27tyds

s=2n[" y/1+( ) dx (21)

Sustituyendo Z—i’ en la ecuacion (21)

y?a* +x*b* 2a* + x2p*
= 271] —— dx
—a y2a

a
y
S=12n j_a E Vy2a* + x2b* dx (22)

2
Se tiene que y? = (1 - Z—z) b?, se sustituye esta expresion en la ecuacion (22)

2w (¢ x2
S=— 1-— bZ2a* + x2b* dx
a?)_, a

Factorizando b2, y por simetria

S = —ZbJ \/a4—x a® + x2b? dx

4ﬂbJ \/(a4 — (a%? — b?)x?) dx

Factorizando a*




x2dx

5 _4mb aa2j1 (@ —b)

- 2 4
as J, a

§=dmb [7 |1 -2 dx (23)

4

Siu= aZ;bzx entonces, du = a;bz dx
aZ
————du =dx
Nrey
Six=0->u=0six=a su= a2¢2
Al sustituir u y du en la ecuacion (23)
V@52 ,
S =4nb ¢ (Vl——uz )du
0 a2 _ b2
ety
mwa
S=—— f C 1 —wdu24)
a2 - bz 0
Luego, si u = sin (0)
du = cos (6)do
Siu=0-60=0ysiu= az_b2—>0=sin‘1($>
Al sustituir u y du en la ecuacion (24)
4 2b sin‘1<ﬂ>
mwa a
S=— /1 —sin2%(8) cos (0) db
,/aZ — bZ 0
4 2b sin‘1<ﬂ>
mwa a
S=— \J cos?(0) cos (0)do
‘/(12 — bZ 0

,/az_bz

4ma’b 5in—1< a ) )
S = ﬁf cos (9) déo
- 0




Usando las identidades trigonométricas, angulos dobles

__1(Ya?—p?
4ma’h [ 1( e ‘) 1+ cos (26)
as — 0

. _1(Va2—b2> . _1<Va2—b2>

2T[a2b sin a sin

S = \/ﬁ .[; do + .[;) COS(ZG) do
2 . sin~ ! 7‘0'2_132
G 2mwa“b g+ sin (26)] a
~ VaZ — b2 2 0

a

, _1<\/a2 —b2>
sin

(25)

P 2mwa®h 0+ 2sin(8) cos (8)
~Vaz—p? 2

0

Pero u = sin (0), luego 8 = sin~1(u) ,

Teniendo en cuenta el 4ABC y sustituyendo sin(0) se tiene

< que cosf = 1Iu2 =V1—u?
1 2ma’b a®-b?
U _ i —1 — 72 a
S = m[sm (w) +uyl—u ]0 (26)
4 []
A B Luego, sustituyendo u en la ecuacion (26)

S= Py

2ma’b | . (Va?— b2
\/2:b2 Sin 1 — X
a —

a’ a? — b2 a? — b2 a? — b2
S =2mh |———| sin! <—x> + (—x) 1-— x?
Vaz — b2




Usando la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicion

a
N N ey W P
S=2n \/7 a2 X X P X
0

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo

= 21b

I . Vaz — p2 valt a? — b2 ,
—a al|l-— a
Va2 a? a*

Simplificando tenemos

1 aZ_bZ aZ_bZ
et (T [

Usando la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la suma

G—> a’h _ _ (Va?—b? b 1t a? b2
= n—msm T +a _E—i_ﬁ

@b (NE—B b
[—msm <T>+ab (—)l

S =2
a

P a’b . _, (Ya? —b? b2
=27 —az—— = sin —a +

a) Si la elipse del inciso anterior, gira en torno a su eje menor (el eje y), el elipsoide

resultante se le conoce como esferoide oblato. Halle el area de la superficie de este

elipsoide.



Enlace de la construccion

https://www.geogebra.org/m/uwaz2hjmy
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llustracion 58. Esferoide oblato.

Despejando x de la funcion

2 2
y
;+ﬁ—1,b>a
2 2
—=1-2
a b?

Derivando con respecto a y

X2 y?
2 =t
2xdx 2
2rdx 2y
a’dy b?
2xdx 2y
a?dy b2
dx 2a%y

dy 2b%x


https://www.geogebra.org/m/uwa2hjmy

dx  a’y

—=——= (27
dy b2x @7
Reemplazando x en la ecuacion (27)
dx ay
dy [ 2
Y b?a /1 — %;—2
dx ay
dy , [b2—y?
b 57
dx ay

dx  a y
dy_ b b2 — y2

Elevando al cuadrado en ambos lados de la expresion

2 y2

(dx)2 _a
dy T p2 p2 _yz
Luego, el area superficial es

S =f2nxds (28)

Reemplazando x y ds en la ecuacion (28)

S = f_l; 2ma /1 —Z—z J1 + (dx/dy)zdy (29)

. d .y, . -
Sustituyendo ﬁ en la ecuacion (29) y usando la simetria, tenemos

S=2Jb2ﬂa 1—y—2 1+a—2y—2dy
. b2 b2 b2 — 2




b 2 4 24,2 24,2

y¢ 1 |b*—Db%y%+a?y
—4 1-2 2 d
S nao Zb\/ b2 —y2) y
S:@fb 1_y_z b4—b2y2+a2y2d
b Jo iz |7 wr-yy Y
B 47Taj‘b b2 —y2 |b* — b2y2 + q2y? p
b Jy | b? wr—yn 7

(b2 —y?)

4ma (P b* — b2y2 4 q2y?
S:?-]‘ \/bz—yz\/ Y Y d
0

_ 4mta

b
s= | VI @ - dy

Nota: Podria usarse el método anterior, pero por efectos didacticos y para que el profesor pueda
hacer uso de ellos, sugerimos el uso de las tablas de integracién, en particular, tomando la
“Pagina de Referencia 6” del texto Célculo de una variable. Transcendentes tempranas, Stewart.

J.2012. Cengage Learning. De la entrada nimero 30:

u a? u
f a? —u?du==+va?—-u?+—sin’? (—) + C (30)

2 2 a

Haciendo la comparacion, tenemos

a? = b*

a = b?

u2 — yZ(bZ _ aZ)

u = y\b?—a?

Reemplazando los términos de a, u en la ecuacién (30)



b
4ma [yVb?% — a? b* yVbZ% — q?
— 4 _v2(hZ — g2 -1 et

S 52 [ > \/b y4(b a)+251n % i

Por el Teorema Fundamental del Calculo

4 bvb? — a? b4 Vb2 — a2
S= ;Tzal - ¢ \/b4—b2(b2—a2)+7sin‘1<—a>l

4ma [bVb?2 — a? b* b2 — g2
$=3 [ 5 Vb* — b* + b2a? + 7sin_1 <—>l

2na
== |byb2 — a?+/b2a? + b* sin_1<

b

bZ

2ra b% — a2
S = % ab?\b% —a? + b*sin~! (—)l

b

bZ — A2
S=2m laZ\/bz —a? + ab?sin?! (Taﬂ

I1l.  Areas entre curvas

Obtenga la region acotada por la parabola x* = 4pyylasrectasy =x+8pyy = —x + 8p

La solucién se puede visualizar en el problema 2 del capitulo 3

Una elipse es cortada por un circulo de radio a. El eje mayor de la elipse coincide con un

diametro del circulo, y el eje menor tiene longitud 2b. Demuestre que el rea de la parte

restante del circulo es la misma que el &rea de una elipse con semiejesay a — b

Tomado de Célculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart problemas

adicionales capitulo 7 ejercicio 5 pagina 534

Se tiene la ecuacidn general de la elipse



Se despeja y

Ahora se halla el &rea de la elipse
b
A =4j E\/az—xzdx
0

Para realizar esta integral se implementa las tablas de sustituciones trigonométricas

a

4b [x a? x
A= = IE\/ a? —x? + — arcsen (E)L

4b (a®’m
A=—\|—==|=mab
a

Como lo que se pide es el area de la region que en la
ilustracién 37 aparece en rojo, se tiene que es el area de la

circunferencia menos el area de la elipse.

Area de la circunferencia

A@ = 7Ta2

Area de la elipse

lustracién 59. Area de la seccidn roja.
A =mab /

Area de la region roja
A=Ap—A=ma*—mnab =na(a—b)

Ahora se debe encontrar el area de la elipse con semiejesay a — b

2 2

X Y

@ @



y=<a—b)/1—z—2

a xZ a a2_x2
A=4f (a—b) 1——2dx=4(a—b)J —dx
0 a 0 a

a

—p) (¢
A=4(a )f Ja?—x?dx
0

_ (a—=hb)[x a? x
A=4 [E\/az —x2+ 7arcsen (E)l

a

2 a

A =mna(a—Db)

a

0

(a—b)[a a’ m (a — b) ma?
A=4— l?/ﬁ+7(—)—ol=4 —

4

Obtenga el area de la region acotada por las dos parabolas y?> = 4pxy x* = 4py

La solucidn se puede visualizar en el punto 5 del anexo C

Tomado de Célculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart problemas adicionales

capitulo 7 ejercicio 4 pagina 534

Los centros de dos discos con radio 1 estan apartados una

unidad. Encuentre el area de la union de ellos.

Primero se halla el area de una de las circunferencias

A=nr’=n(1)’=n

A
m

as
N

llustracion 60. Simulacion ejercicio.

Como son dos las circunferencias, el resultado se multiplica por 2, es decir A; = 2@




Pero como se pide es la union, a el area ya encontrada se le debe restar el area de la interseccion.

Para encontrar el area de la interseccion se tiene:

Se forman 4 regiones simétricas como se evidencia en la

imagen por lo que se tiene 4,

llustracion 61.

Interseccion de las

1
/
A1=4f 2\/1—(x—1)2dx
0

circunferencias y regiones simétricas.

Se hace sustitucion

u=x—1ldu=dxsix=0u=-1 x=%u=7

“1
A = 4[ 1—u?du
-1

/s
A= 4j V1 —sen?6 cos6d6
-1

Se realiza sustitucién trigonométrica

u=senfu=-1= 49:_7”

du=cost9dt9u=_71 = 0 =—

-7
6

/e
A1=4f cos?0 do
/s

/61 + cos(26)

A1=4J SR
- 2

2

-7

4 6
A= —J [1+ cos(26)] do
/s

"2
sen(26) L
]

A2 [9 +
7/



Al=2K;§+smmzyﬁ>_<%;+gﬁ%jgﬂ

—Tr \/§ T
A =|———+=
6 4 ' 2
4, =3,
1= 3 Ty Tn
_ 2T \/§
173 2

Ahora se tiene que el &rea requerida es 2 — A, por tanto:

2T \/§
A=2n—-—-2
T3

At /3

3 2

En la figura se muestra un semicirculo con radio 1, P
diametro horizontal PQ y rectas tangentesen Py Q. (A qué V4 “_

altura arriba del diametro debe colocarse la recta

horizontal para minimizar el &rea sombreada? P

Q
llustracion 62. Tomado de Cdlculo de

.. . ] una variable. Transcendentes
La solucion se puede visualizar en el punto 2 del anexo A tempranas. (p. 577), por Stewart.

J.2012. Cengage Learning.

V. Volimenes

Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paraboloide de revolucion, como se muestra

en la figura; es decir, su forma se obtiene haciendo girar una parabola alrededor de un
eje vertical.



a) Su alturaes de 4 piesy el radio en la parte superior es de
4 pies, encuentre el trabajo necesario para bombear el agua
fuera del tanque.

b) Después de que se han realizado 4000 lbr — pie de

trabajo ¢Cual es la profundidad del agua restante en el

tanque?
llustracion 63. . Tomado de Cdlculo de

una variable. Transcendentes
tempranas. (p. 458), por Stewart.

J.2012. Cengage Learning. , .
Tomado de Calculo de una variable trascendentes tempranas de

J. Stewart ejercicios de repaso capitulo 6 ejercicio 29 pagina 458

: : uacion y = ax*, u i
a) La parabola esta dada por la ecuacion y 2 por lo que se tiene

4 = a(4)?

1

a=-

Se sustituye en la ecuacién inicial
1

— 42

y 4x
x? =4y

Se mueven discos de radio R = 2\/§

4
W= f TR%262.5(4 — y)dy
0

W = J m(4y)62.5(4 — y)dy
0



4
W= 25071[ y(4 —y)dy

0

4
W= ZSOnf (4y —yH)dy
0
_ .Y
W = 250m 2y - =

0

64 32
W = 250m [32 — ?] = 2507 [?]

8000w
W= libra — pie =~ 8378 pie — libra

314
b) W =250m |2y - y?]h = 4000

Portanto0 < h<4

Se empieza a reducir el intervalo para encontrar el valor (dado que es una cubica no facilmente
solucionable, se sugiere aprovechar para hablar de métodos como el de encajonamiento

biseccidn)

h(0) >0



hel24]->h(2) <0
he[23]->h(3)<0
hel225] - h(21) <0

Se recomienda hacer la tabla por Excel

Tomado de calculo 1 de una variable R. Larson seccion 7.2 ejercicio 72 pagina 468

Encontrar el volumen del sélido cuya base es acotada por el
circulo x? + y2 = 4 con las secciones transversales indicadas

perpendiculares al eje x

a) Cuadrados

El area estara dada por la funcién en términos de x es decir:

A = L(x)?
2
1= ()
A=4(4—x?%)
Ahora se halla el volumen
b
V= f A(x)dx

a

V= f_zz 4(4 — x*)dx, y por simetria

2
V= Zf 4(4 — x*)dx
0

llustracion 64. Tomado de
Cdlculo 1: de una variable. (p.
468), por Larson, R., & Edwards,
B, 2010, McGrawHillEducation.




r=op-

V_8[16_128
31 3

b) Triangulos equilateros

llustracion 65. Tomado de
Cdlculo 1: de una variable.
(p. 468), por Larson, R., &
Edwards, B, 2010,
McGrawHillEducation.

La funcién es:

y =+4—x?

La base del triangulo es

b =24 — x2

La altura del tridngulo es

h
sin(60) = ————
(60) 2V4 — x2

Luego, el volumen del sélido es



dx

2 2\4 — x\3V4 — x2
V= f b

Por simetria
2
V= 2\/§f (4 —x?)dx
0
Resolviendo
x3]°
V=23 [4x -5
0
Por el Teorema Fundamental del Célculo

23
vV =2V3 (4(2) — ?>

/26

323
V=g

c) Semicirculos

llustracion 66. Tomado de
Cdlculo 1: de una variable. (p.
468), por Larson, R., &

Edwards, B, 2010,
McGrawHillEducation.
El area de la media circunferencia es
2 r?
2
2
n(\/4 — xz)
N 2
n 2
A==(4—x*)



Luego, el volumen es

V= fA(x)dx

2
V=f %(4—x2)dx

-2

Por la simetria se tiene

2
m
V=2f —(4—x?)dx
0 2

2
sz w (4 —x?) dx
0

Resolviendo tenemos

2
X3

V =ml4x —=—
T[[X 3
0

Por el Teorema Fundamental del Célculo

d) Tridngulos isosceles rectos

llustracion 67.

Edwards,

o
y

Visualizando el 4ABC isosceles recto

Tomado

R.,

de

Cdlculo 1: de wuna variable.
(p. 468), por Larson,

&

2010,

McGrawHillEducation.



El drea del 4ABC es
24 — x2
a A= b.h a? 31
B A,

a

Por el Teorema de Pitadgoras
2
a’?+a? = (2 4—x2)

2a% = 4(4 —x?)

a? =204 —x?)
Reemplazando a? en la ecuacion (31)
2(4 — x?
PR ICEED)
2
A=14—x?

El volumen del sé6lido es

2
V=2] (4 — x?) dx
0

<4 x3>2
3
0

Por el Teorema Fundamental del Célculo

Ejercicio # 6



Tomado de célculo 1 de una variable R. Larson solucién de problemas capitulo 7 ejercicio 6

pagina 517

Un orificio perforado en el centro de una esfera de radio r. La altura del anillo esférico

restante es h. Encontrar el volumen del anillo y mostrar que es independiente del radio de la

esfera.

Enlace de construccion en GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/esbfytbp

La funcion esta definida por la ecuacion de la circunferencia

Por el método de casquetes cilindricos el volumen es

r
V=2T[f x(h—+r?2—x?)dx
a

Por simetria

V=4T[j x (h—+/r?—x?)dx

a

Para hallar el valor de a

y =+1r?—x%2(32)

Dado que y = h, reemplazamos en la ecuacion (32)

h=+1r%—x2

llustracion 68. Tomado de
Cdlculo 1: de una variable.
(p. 517), por Larson, R., &
Edwards, B, 2010,
McGrawHillEducation.


https://www.geogebra.org/m/esbfytbp

h2 = 72 — 52

Por tanto,

r

V=477.'f x (h—+r2—x2)dx
Ny

Usando la propiedad distributiva

r

V= 471] [xh —x\1r?%— xz] dx
VrZnZ

Siu =r?—x?entonces du = —2x dx

Luego, se tiene que

r b 1
V=47TU xhdx+J —(xul/z)dul
VrZ2—hp2 a 2x

V=4 [lxzh + lz(r2 — x2)3/2]r
-2 23 Neeomy)

Factorizando % y usando el Teorema Fundamental del Calculo
2
V=2m [rzh —(r?-=h>h - §h3]

2
V=21 [rzh—r2h+h3 —§h3]

B 2mh3
3

Dado que la expresion del volumen solo es una expresion que depende la altura h entonces el

volumen es independiente del radio r.



a) Demuestre el volumen de un segmento de altura h de

una esfera de radio r es

1
Uy V= §1th2(3r —h)

llustracion 69. Tomado de Cdlculo de
una variable. Transcendentes
tempranas. (p. 459), por Stewart.
J.2012. Cengage Learning.

Tomado de Calculo de una variable trascendentes tempranas de J. Stewart problemas

adicionales capitulo 6 ejercicio 5 pagina 459

La ecuacion general de la esfera esta definida por:

x% 4 y2 =2

Se despeja x?
x2 =72 _ yz

Se aplica el método de discos

b
v=r [ rordy

Sustituyendo los datos del problema

Integrando

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo

V= n[<r3 _1’3_3)_ (rz(r—h) —@)l



. 273 3, 2h+r3 3r2h+3rh2 h3
i 373 3 3

h3
= 2 _
vV nlrh 3

V= %nhz [3r — h] (u®)

b) Demuestre que si una esfera de radio 1 se corta mediante un plano a una distancia
x desde el centro de tal manera que el volumen de un segmento es el doble del volumen
del otro, entonces x es una solucion de la ecuacién 3x> —9x + 2 = 0. Donde 0 < x < 1.
Utilice el método de Newton para determinar una x con una aproximacion de cuatro

cifras decimales.

El método de Newton nos dice que:

f)

le+1 = xn _fl(x)
Por lo que se tiene
fx) =3x3—9x+2
f(x,) =3x,% —9x, + 2
f'Oq) =9%,* =9

Sustituyendo en el método de Newton
f) 3x,3 — 9x, + 2

T TG T T T 9@ — D)

Para encontrar la x, se debe iniciar sustituyendo valores en la anterior ecuacion, se inicia con

x=1yx=0.

Parax =1 Parax =0




31 -9 +2 x, =0

= 9(1— 1)
B 3(0)2 —9(0) + 2 2
o=t R CEE I
70
2\° 2
2 3(5) —9(5)+2 470
No tiene sentido porque se X3 = 9 2 = 2079
. . I(5-1)
indetermina.

x4 = 0,22602
Xs

= 0,22602

3(0,22602)3 — 9(0,22602) + 2
9(0,22602 — 1)

xs = 0,2261

c) Utilice la formula para el volumen de un segmento de una esfera para demostrar
que la profundidad x en la cual una esfera flotante de radio r se hunde en el agua es una
raiz de la ecuacion

x3 —3rx? +4r3s = 0;

donde s es el peso especifico de la esfera. Suponga que una esfera de madera de radio igual a
0,5 m tiene peso especifico de 0,75. Calcule la profundidad con una aproximacion de cuatro

cifras decimales, a la cual la esfera se hunde.



Enlace de la construccion en GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/zrsc8uw4

llustracion 70. Raices de la funcion cubica dada
en la situacion problema.

Como datos se tiene:

e p, =s;dado
* = énhz(Sr — h); “por el item a”

o S= :—S; (1); por la definicién densidad relativa
T
Sustituyendo V; y V- en la ecuacion (1) se tiene

. STh2(3r — h)

%m‘?’
Luego, teniendo en cuenta que h = x

. %nxz(Sr —x)

4 3
gT[T
4sr3 = x%2(3r — x)
4sr3 = 3x%r — x3
x3 = 3x%r+4sr3 =0(2)
Ahora, al suponer que
1. 3
r=-m,s=-
2 4

Sustituyendo r y s en la ecuacion (2)


https://www.geogebra.org/m/zrsc8uw4

3 3
3 _ 42 —_ =
X Zx +8 0

Para calcular la profundidad x, con cuatro cifras decimales
—.3_3.2,3.

fx)=x X+

f(x) es una funcion continua por ser un polinomio, luego

o f(0)=x(0)*-2(0)2+=

0 3

f()—g

o f()=x(1)*-2(1)%+2
« f=—3

8

Entonces, existe un cero entre (0,1).
Usando el método de Newton

f(xn)

Xn+1 = Xn — f,(xn)
f'(x) =3x% - 3x

1
Empezando con x = > entonces,

v =L A
1 2 1(1)
1 g
X1 E+V
4

_2

x1—3

1

2

X, §+ /216



=27 <0674
2= T

Por tanto, la esfera se hunde 0, 674 m. aproximadamente

Nota: se debe tener precaucion al usar el método de Newton debido a que si se toma un punto
muy lejano del que se busca, este puede converger o0 muy despacio o dar saltos de un lado a

otro del punto de corte (fenémeno de desborde).

pulg

a. Un tazon semiesférico tiene radio de 5 pulg y le entra agua a razon de 0.2

i. ¢Qué tan rapido sube el nivel de agua en el tazon en el instante en que el agua tiene
3 pulg de profundidad?
Como datos se tiene:
e 1 =>5pulg
v _ pulg?
* @ 0,2 /5
e h=3pulg

e V= gnhz (3r — h) “por item a”

Luego, al derivar v se tiene:

%—3 2h—(3r—h)+—nh2( 1) (33)
Sustituyendo r y % en la ecuacién (33)

dh
dt

1 pulg® 2 i
gp Sg =—7T(h)—(15pulg —h) -k

. dh . .
Factorizando — en la ecuacion (33)

dh 2

_t
I nh(15 pulg — h) h]

5



3
dh 1 P97/

dt 3 h[2(15 pulg — h) — h]

(34)

w

Dado que h = 3 pulg, se sustituye h en la ecuacion (34)

ulg?
dh _  pulg®/
dt

%n (Bpulg)[2(15 pulg — 3 pulg) — 3 pulg]

3
dh _ 1 P/
dt  5mpulg [24 pulg — 3 pulg]

3
dh 1P/
dt 120  pulg? — 15 7 pulg?

dh _ 1 pulg,
dt ~ 1057 $

Por tanto, en el instante en el que el agua tiene 3pulg de profundidad, el nivel de agua sube en el

. 1 pulg
tazon es de oo /S

Nota: es importante que en algunos problemas matematicos el profesor utilice las unidades de
medida con el fin de proporcionarle al estudiante un aprendizaje significativo en cada una de

las tematicas presentadas en el curriculo.

ii.  Enun cierto instante, el agua tiene 4 pulg de profundidad. ;qué tiempo se requiere

para llenar con agua el tazén?

Se tiene que la formula para el volumen es:
|4 SPNCR h?(3r — h)
==nr’—=T r—
3 3
Pero en el problema se plantea el area de un tazdn semiesférico, por lo cual la anterior formula

Y 1
se multiplica por >



V—1(4 s_Lones h)
—2371'7' 37 (3r—h)

1/4 1
i = V= E(gﬂ.’(S)s - §7T(4)2(3(5) - 4‘))

V_1(500 16 4)_250 176 74
=3 3 T3 )) =3 -3 =T

llustracion 71. Tomado del 2
texto Cdlculo de una variable
trascendentes tempranas.

St t. J. . . . .
ewar Se aplica proporcionalidad directa

0.2pulg — 1s

74m
__)t

3
741 370
t = [— (1)] +02="——~387.46s
3 3
V. Sélidos de revolucion

Areas

Lacurvay = Va2 —x%,—b < x < bcon b < aes unarco de la circunferencia x? + y% =

a?. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar este arco en torno al eje x.

La solucidn se puede visualizar en el problema 1 del capitulo 3

Volumenes

Encontrar el volumen de la region limitada por lacurvay =x* +1,x=2;x =3

girando alrededor del eje x.

La solucidn se puede visualizar en el problema 8 del capitulo 3



Obtenga la formula del volumen de un cono circular recto de altura h 'y un radio de base
a, generado al hacer girar la region acotada por un tridngulo rectdngulo alrededor de

uno de los catetos.

La solucidn se puede visualizar en el problema 4 del capitulo 3

Algunos de los iniciadores de calculo, como Kepler o Newton, se inspiraron en el
problema de determinar volimenes de barriles de vino. (De hecho, Kepler publicé un
libro Sterometria Doliorum en 1615, en el que se tratan los métodos para determinar

volumenes de barriles). A menudo se aproxima la forma de sus lados mediante parabolas.

La solucién se puede visualizar en el problema 6 del capitulo 3

Un paraboloide de revolucion se obtiene por la rotacion de la parabola y? = 4px
alrededor del eje x. Encuentre el volumen limitado por un paraboloide de revolucién y
un plano que se encuentra a 10 cm del vértice, y la seccion plana de la interseccion es

una circunferencia de 6 cm de radio.

La solucién se puede visualizar en el problema 5 del capitulo 3

Ejercicio # 4 Pagina

La base de un solido es la region delimitada por una circunferencia con radio de 2 unidades.
Obtenga el volumen del sélido si todas las secciones planas perpendiculares a un diametro fijo

de la base son cuadrados
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e Labase del solido es

e El area del cuadrado es

A= (2y)?
A = 4y?
A=4(4—x?)

e El volumen de la seccion transversal es

szA(x) dx

Como es una circunferencia de radio 2, entonces, el intervalo de integracion es [—2,2]

V= f_ZA(x) dx

Por simetria
2
V= 2f A(x) dx
0
Sustituyendo A(x) en la integral

2
V= Zf 4(4 — x*)dx
0

2
V=8f (4 — x?)dx
0

Resolviendo la integral

2
x3

V=8[4x——
3 0



Usando el Teorema Fundamental del Calculo

vV =8[8-58/]

La region limitada por las curvas x = y> —2 y x = 6 — y? gira alrededor del eje x,

determine el volumen del sélido generado

Adaptado de calculo con geometria analitica de L. Leithold seccion 6.2 ejercicio 21 pagina

508

Enlace de la construccion en GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/ykhafscy

(0]

llustracion 72. Sélido generado por las curvas.

x=y%—-2 (35
x=6-y? (36)

El punto de interseccion de las funciones es

yi-2=6-y


https://www.geogebra.org/m/ykhgfscy

Siy+2,entoncesx =6 —4 =2
Despejando y? de la ecuacion (35) y la ecuacion (36)

y2=x+2
y2=6—x

Luego, el volumen es

-2 6
Vznf ylzdx+nfy22dx
2 2

-2 6
Vznj; (x+2) dx+7rf2 (6 —x)dx

Integrando
216

venlSt2 2+ 63 — >
—T[Z x_z T X 22

Usando el Teorema Fundamental del Calculo
V=n[2+4)—(2-4)]+nr[(36—-18) — (12 — 2)]

V=8r+8mr=16m

La region limitada por las curvas x = y* — 2y x = 6 — y? gira alrededor de la recta

y = 2. Determine el volumen del solido generado.
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Se igualan las dos ecuaciones y se despeja y

y2—2=6—y2
2y =38
y2=4
y =12

Se sustituye y en cualquiera de las dos ecuaciones para encontrar x
x=y%-2
x=4-2=2

Ahora se procede a hallar el volumen del sélido usando cascarones cilindricos
2
v=2n| @-»I6-y) -0 - Dldy
-2
2
V= 27TJ 2-y)(8—-2y3dy
-2
2
V= an (16 — 4y? — 8y — 2y3)dy
-2
4 4]?
V =2m|16y — sy — 4y? +L
3 2],
32 32
V= 2n[<32 3~ 16+8) —(—32 +?— 16+8)]
128 256m

v =2m |64 64]— @) =
- or 3|~ 3 YW TT3



Enlace de la construccion en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/n2wmyfna

llustracion 73. Solido generado en el
ejercicio.

2
Elarcodey =4 — % en el intervalo [0, 4] se gira alrededor de la recta y = b.

a) Encontrar el volumen del sélido resultante como una funcién de b

b) Representar la funcién en una calculadora para el apartado a), y usar la grafica para

aproximar el valor b que hace minimo el volumen del solido.

c) Usar calculo para encontrar el valor de b que hace minimo el volumen del sélido, y comparar

el resultado con la respuesta del apartado b)

La solucidn se puede visualizar en el problema 10 del capitulo 3

2 2
Considerar el plano acotado por la region (5) + (%) =1; a,b> 0. Mostrar que el

volumen del elipsoide formado cuando esta region se gira alrededor de eje x es

4 b2
311'a u

3

La funcion dada es:


https://www.geogebra.org/m/n2wmyfna

XA 2 y 2
() +(G) =1
Resolviendo los términos que estan al cuadrado

2 2

x= Y
2tpE=1
Despejando y
2 .X'Z
Y 1L
b? a?

Usando la férmula de un volumen de revolucion por el método de los discos:

V= [rlfeol2dx (1)

Al sustituir los valores dados en (1)

S(CEE

Por la propiedad de la simetria en las conicas

Resolviendo la integral



Por el Teorema Fundamental del Célculo

a3
V =2nb*|a — —
" [ 3a2]

2
V= 27'L'b2 [g Cl]

Por tanto, se ha demostrado que el volumen de un elipsoide es:

4
V= §1tab2 u3

Enlace de la construccion en GeoGebra®:

https://www.geogebra.org/m/yfwsayts

llustracion 74. Elipsoide.

NOTA: Como alternativa didactica se propone un video en la plataforma de YouTube
realizado por las autoras de la investigacion, en el cual se modela la situacion problema del
volumen de un elipsoide mediante Realidad Aumentada e igualmente se realiza un
experimento para realizar una aproximacion del volumen de un objeto fisico muy similar al
de un elipsoide con el fin de potenciar y enriquecer los resultados que se obtuvieron

analiticamente y en el software de GeoGebra®:
Enlace del video:

https://voutu.be/DKGD1Cv-j4w



https://www.geogebra.org/m/yfwsayts
https://youtu.be/DKGD1Cv-j4w
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