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2. Descripcion

El trabajo es un estudio de la base (R?, triangulares), en el cual se analiza los
elementos de la base (abiertos basicos) y reuniones de estos, cerrados, nociones
topoldgicas, tales como interior, exterior, frontera y adherencia. Finalmente,
propiedades topologicas, tales como conexidad, compacidad, separacion y
enumerabilidad.
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4. Contenidos

Este trabajo esta dedicado al estudio de la topologia generada por la base denominada
(R?, triangulares) cuya definicion se encuentra en el libro “Topologia general” de
Gustavo Rubiano de la Universidad Nacional de Colombia.

En el capitulo 1, marco tedrico, se plasma una introduccion de la teoria que seré
necesaria para realizar el trabajo; describiendo definiciones y teoremas en los cuéles se
basa el estudio a realizar. Ademas, de una descripcion del software Geogebra con el
cual se presentaran algunos ejemplos de los temas tratados.

En el capitulo 2, base topoldgica, se presenta, en primera instancia, la demostracion de
que (R?, triangulares) corresponde a una base topoldgica en el plano cartesiano.
Ademas, se muestran algunos ejemplos de abiertos generados por esta topologia.
También, se realiza un estudio sobre los abiertos bésicos, determinando algunas
caracteristicas que cumplen.

En el capitulo 3, se muestra un estudio realizado a los conjuntos cerrados, esta seccion
estd relacionada con el capitulo dos, puesto que se establecen algunos ejemplos de
cerrados a partir de algunos abiertos propuestos previamente.

En el capitulo 4, conjuntos asociados, se realiza un estudio de algunas nociones
topoldgicas, como interior, exterior, frontera y adherencia de algunos conjuntos
asociados en relaciéon con los abiertos basicos de la topologia generada por la base
(R?, triangulares).

En el capitulo 5, comparacidn con otras topologias, se plantea la comparacion entre la
topologia generada por la base (R?, triangulares) y las topologias, usual y del orden
lexicografico, a partir de sus abiertos basicos. La finalidad de este capitulo, es concluir
si alguna topologia es mas fina que otra o si no son comparables.

En el capitulo 6, propiedades topoldgicas, se realiza un estudio para verificar si la
topologia propuesta cumple o no algunas propiedades topoldgicas, tales como,
conexidad, compacidad, separacion y numerabilidad, los resultados obtenidos se
presentan como teoremas.

Ademas se presenta un compilado de conclusiones que muestra los resultados mas
sobresalientes del trabajo.




5. Metodologia

A partir de un ejercicio planteado en el libro “topologia general” (2002) Pag. 16. de
Gustavo Rubiano, en el que se plantea demostrar que la coleccion de regiones infinitas
(R?, triangulares) es base para una topologia, se realiza un estudio para hacer
explicitas las propiedades y nociones topologicas que cumple la topologia generada por
dicha base.

6. Conclusiones

A lo largo de la licenciatura se han trabajado diferentes conceptos matematicos que
enriquecieron y posibilitaron la elaboracion del trabajo, esto se evidencié durante su
disefio y validacion, en particular, cuando se realizaron las demostraciones fue evidente
la relacion de dichos conceptos y la utilidad de su estudio.

Al realizar el estudio de algunas nociones topoldgicas, tales como interior, exterior,
frontera y adherencia de algunos conjuntos asociados en relacién con abiertos basicos
de la topologia generada por la base (R?, triangulares), se observaron algunas
regularidades o caracteristicas, un ejemplo es el teorema 3, que establece una
regularidad del interior de los conjuntos acotados.

El uso de Geogebra, ayud6 a ampliar la informacién propuesta, a clarificar algunos
temas y a evidenciar visualmente algunos ejemplos que se establecieron durante el
desarrollo del trabajo.

Edwin Andrés Acero Gutiérrez

Elabergaoipis Duvan Alexis Zabala Huertas

Revisado por: Gil Alberto de Jesus Donado Nufiez
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INTRODUCCION

Como el titulo del documento refleja, éste trabajo esta esencialmente dedicado al estudio de
la topologia generada a partir de la base denominada (R?, triangulares) cuya definicion se
encuentra en el libro “Topologia general”* de Gustavo Rubiano de la Universidad

Nacional de Colombia.

Nuestro punto de partida sera demostrar que la coleccion de regiones triangulares infinitas
denominada (R?, triangulares), corresponde a una base topoldgica en el plano cartesiano;
junto a esto explorar ejemplos de abiertos de la topologia generada, proponiendo diversos

ejemplos que nos permitan si es posible caracterizarlos.

En el capitulo 1, marco tedrico, se plasma una introduccién de la teoria que sera necesaria
para realizar el trabajo; describiendo definiciones y teoremas en los cuales se basa el
estudio a realizar. Ademas, de una descripcidon del software Geogebra con el cual se

presentaran algunos ejemplos de los temas tratados.

En el capitulo 2, base topoldgica, se presenta en primera instancia la demostracion de que
(R?, triangulares) corresponde a una base topoldgica en el plano cartesiano. Ademas, se
muestran algunos ejemplos de abiertos generados por esta topologia. También, se realiza un
estudio sobre los abiertos basicos, determinando algunas caracteristicas que cumplen.

En el capitulo 3, se muestra un estudio realizado a los conjuntos cerrados, esta seccion esta
relacionada con el capitulo dos, puesto que se establecen algunos ejemplos de cerrados a

partir de algunos abiertos propuestos previamente.

En el capitulo 4, conjuntos asociados, se realiza un estudio de algunas nociones
topoldgicas, como interior, exterior, frontera y adherencia de algunos conjuntos asociados
en relacion con los abiertos basicos de la topologia generada por la base (RZ,

triangulares).

! Rubiano, G. (2002). “Topologia general segunda edicion”. Departamento de Matematicas. Universidad
Nacional. Bogotd Colombia. Pag. 16.



En el capitulo 5, comparacion con otras topologias, se plantea la comparacion entre la
topologia generada por la base (R?, triangulares) y las topologias, usual y del orden
lexicogréafico, a partir de sus abiertos basicos. La finalidad de este capitulo, es concluir si

alguna topologia es mas fina que otra o si no son comparables.

En el capitulo 6, propiedades topoldgicas, se realiza un estudio para verificar si la topologia
propuesta cumple o no algunas propiedades topoldgicas, tales como, conexidad,
compacidad, separacion y numerabilidad, los resultados obtenidos se presentan como

teoremas.

Ademas se presenta un compilado de conclusiones que muestra los resultados mas

sobresalientes del trabajo.

JUSTIFICACION

La razdn principal por la que optamos por este tema para trabajo de grado, es porque
consideramos que explorar en un espacio topoldgico nos permite reforzar en procesos de
razonamiento, conjeturacién y demostracion. Ademas, es de nuestro interés realizar un
estudio de la base (R?, triangulares), profundizando en tematicas como abiertos, cerrados,
nociones y propiedades topolégicas. Finalmente, tenemos altas expectativas de poder
caracterizar la topologia generada a partir del estudio realizado; de no ser asi podemos
acércanos a ella con ayuda de diversos ejemplos y la visualizacion de algunos de estos en

un software como Geogebra.



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

= (R2, triangulares)
Dados a, b,c € R, con a > 0, definimos:
Da,b,c: x;ylyZax+b/\y2—ax+c g[RZ

Sea la coleccion g = D,j,.:a > 0,b,c € R de todas las regiones triangulares infinitas. g

es base para una topologia.

Por ejemplo, la region que se muestra en el siguiente diagrama esta determinada por la
interseccion entre las regiones y > x + 1y y = —x — 3, por consiguiente, todos los puntos

(x,y) que cumplen la definicion anterior conforman el elemento D, ; _3 de la base.

Grafico 1. Ejemplo abierto Dy 1,3

A partir de esta base topologica, se propone realizar un estudio sobre la topologia
generada, de esta manera enfatizar en nociones topoldgicas como, interior, exterior y
adherencia; Ademas, identificar y explorar ciertas propiedades topolégicas, como
compacidad, conexidad y separacion, para esto se propondran diversos ejemplos con el fin

de poder caracterizar o generalizar.
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OBJETIVOS
A continuacién se presenta una breve descripcion de lo que se espera obtener durante la
realizacion del trabajo de grado. Se tienen en cuenta aspectos netamente matematicos y de

valor agregado para la formacion profesional de sus autores.
OBJETIVO GENERAL

» Realizar un estudio sobre la topologia generada por la base denominada (R?,

triangulares).
OBJETIVOS ESPECIFICOS

Basados en la base topoldgica: (R?, triangulares):

= Demostrar que es una base para una topologia, y proponer diversos ejemplos de
abiertos de la topologia generada.

= Determinar si la topologia generada cumple algunas propiedades topoldgicas, tales
como, compacidad, conexidad y separacion.

= Estudiar diferentes nociones topoldgicas como: cerrados, frontera, exterior, interior
y adherencia en la topologia generada.

= A partir del software Geogebra, presentar ejemplos visuales de abiertos que

pertenecen a la topologia generada por la base (R?, triangulares).
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1. MARCO TEORICO

En este capitulo se describen las herramientas utilizadas en la realizacion del trabajo de
grado, herramientas tanto matematicas (definiciones, axiomas, postulados y teoremas)
como virtuales (software Geogebra), en particular para este Gltimo se hacen explicitas las

caracteristicas por las cuales se utilizo.

1.1 DESCRIPCION DEL SOFTWARE EMPLEADO EN EL ESTUDIO?

A continuacion se realiza una breve descripcion del software Geogebra y de las

caracteristicas por las cuales se utiliz6 durante el desarrollo del trabajo.

1.1.1 DESCRIPCION DE GEOGEBRA

Geogebra es un software de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos que
reine geometria, algebra, hoja de célculo, gréaficos, estadistica y calculo en un solo
programa facil de usar. Geogebra es también una comunidad en rapida expansion, con
millones de usuarios en casi todos los paises. Geogebra se ha convertido en el proveedor
lider de software de matematica dinamica, apoyando la educacion en ciencias, tecnologia,
ingenieria y matematicas (STEM: Science Technology Engineering & Mathematics) y la

innovacion en la ensefianza y el aprendizaje en todo el mundo.

Datos interesantes

= Conecta geometria, algebra y hoja de célculo de forma completamente dinamica.

= Interfaz muy facil de usar, a pesar de contar con poderosas herramientas.

= Herramienta de autoria para crear materiales de aprendizaje interactivos como
paginas web.

= Disponible en varios idiomas.

1.1.2 BENEFICIOS DE LA UTILIZACION DE GEOGEBRA
Son innumerables los beneficios que trae el uso de Geogebra en el proceso de ensefianza y

aprendizaje de las matematicas para los profesores y estudiantes de todos los niveles

> Tomado de www.geogebra.org.
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educativos, a continuacion se describen algunos de ellos:
= Hace tangible la matematica: Geogebra crea una conexion entre la geometria y el
algebra de un modo completamente visual, de esta forma los estudiantes pueden ver
y experimentar la matematica.
= Los estudiantes que usan Geogebra demuestran mejores resultados y mas interés
hacia el estudio de las matematicas.
= Por medio de la visualizacion hace que el concepto matematico sea mas accesible
para el estudiante.
En particular, para la realizacion del trabajo de grado se tuvo en cuenta que dado el grado
de complejidad de los temas tratados, era necesario el uso de graficas que permitieran una
visualizacion y una mejor lectura del trabajo, ademas, dadas las -caracteristicas
anteriormente descritas de Geogebra y el hecho de que ha sido el software utilizado a lo

largo de la carrera se decidid que era el mas conveniente para el proposito del trabajo.
1.2 DEFINICIONES Y TEOREMAS

A continuacion se describen las herramientas matematicas que se usaron para la realizacion
del estudio y que lo sustentan como un proceso l6gico-matematico estructurado.

Teorema 1.

La recta que pasa por el punto dado P; (x4, y;) Y tiene pendiente dada m, tiene por ecuacion
y—y1=m(x—xq).

Teorema 2.

La circunferencia cuyo centro es el punto (h,k) y cuyo radio es r, tiene por ecuacion
(x—h)?+ @ —-k)?=r?enlacual h,k,r € Ryr > 0.

Teorema 3.

La elipse de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X tiene por ecuacion

— h)? —k?
(x2)+y _q
a b?

enlacual h,k,a,b € R,a>0yb > 0.

Teorema 4.

La ecuacién de una hipérbola de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X, es de la
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forma

(x—h)? y—k?

a? b2 =1

enlacual h,k,a,b € R,a>0yb > 0.
Teorema 5.
Una ecuacion de segundo grado en las variables x,y y que carezca del termino en xy
puede escribirse en la forma
Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F=0

Si A+0,C=0,y E +#0 la ecuacion representa una parabola cuyo eje es paralelo o
coincide conel eje Y.
Teorema 6. Sea X un conjunto. B € P(X) es base para una topologia para X si y solo si se
cumple que.

1. X=U BBE€g.

2. Dados cualesquiera U,V € By x € UNV existe B en  tal que x € B < UNV. Esto

es, UNV es unidn de elementos de S para todo par U,V de S.
Definicion 1.
Sea f: R — Z entonces f se llama funcion parte entera denotada por: f x = x donde
x =max{z € Z: z < x}.

Definicion 2.
Un conjunto A € R™ es acotado si existe una bola que lo contenga, es decir, existe a € R™
y r> 0 talesque A € B(a,r).
Definicion 3.
Un espacio topoldgico X es T, 0 Kolmogoroff si para todo par de puntos x,y € X, existe un
conjunto abierto que contiene a x y no contiene a y 0 existe un conjunto abierto que
contiene a y y no contiene a x.
Definicion 4.
Un espacio topoldgico (X,G) es un espacio T, si para todo par de puntos x,y € X con

x # y, existen dos abiertos Uy, U, talesque y € U, y x &€ U,,.
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Definicion 5.

Un espacio topologico (X, G) se dice 2 — contable o que satisface el segundo axioma de
enumerabilidad si y solo si entre sus bases existe una con un nimero contable —finito o
infinito- de elementos.

Definicion 6.

Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Se dice que p es punto interior de
A cuando existe un abierto contenido en A y que contiene al punto p.

Definicion 7.

Sea X un espacio topoldgico. Se Ilama exterior de un conjunto al interior de su
complemento. SiA € X ext A = int(A°).

Definicion 8.

Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Un punto x € X eS un punto
frontera de A si todo abierto de x interseca a A y a A°. El conjunto de todos los puntos
frontera de A se denota por Fr(A) y se llama la frontera de A.

Definicion 9.

Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Un punto x € X es adherente a A si
todo abierto de x contiene puntos de A. El conjunto de todos los puntos adherentes a A se
denota por A y se llama la adherencia de A.

Definicion 10.

Sean X un conjunto y T;, T, topologias sobre X. Se dice que T, es menos fina que T, 0 que

T, esmas finaque T, si Ty € Ty.

Definicion 11. Dado un espacio topolégico X, , una separacion para X la constituye un
par A, B de subconjuntos no vacios, abiertos y talesque AUB=XyANB = Q.
Definicién 12. Un espacio topoldgico X, 7 es conexo si Yy solo si no existe una separacion
para X.

Definicion 13.

Un espacio topologico X, 7 se llama un espacio de Hausdorff o un espacio T, si para todo
par de puntos x, y € X con x # y existen abiertos disyuntos V'y W talesque x € V' y
yeWw.
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Proposicion 1.

Sean (X,G) un espacio topoldgico y F € X. F se llama cerrado si y solo si F€ es un
conjunto abierto.

Proposicion 2.

Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Entonces A = A U Fr(A).

Proposicion 3.
Lexicografico. Dados a, b,c,d € R, con a < c, se define:
= (ab), ¢d : ab < c,d CSR?

B una base para la topologia del orden lexicogréafico.
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2. BASE TOPOLOGICA (R?, triangulares)
Dados a,b,c € R, con a > 0, definimos:

Da,b,c= x,y:yZax+b /\_’yZ—ax+C gRZ

SeaD = Dgpcia>0,b,c €R.D esunacoleccion de regiones triangulares infinitas.

Gréfico 2. Ejemplo abierto basico D113

Por ejemplo, el grafico anterior muestra las rectasy = x + 1y y = —x — 3 en R?, y todos
los puntos x,y tales que:

y=zx+1Ay=—x—3
A continuacién se muestra que D es base para una topologia. Para eso se tiene en cuenta el
teorema 6 descrito en el marco teorico.
Demostracion

Para el caso de la topologia (R?, triangulares) se tiene que: X = R? y = D € P(R?).

1. Se definen los siguientes elementos de D:
Dipo= x,y:y=x Ay=-—x
Di_11= xy:y=2x—1Ay=—-x-1

Dy ,= x,y:y=2x—2ANy=—x—2

Dy _pn= xy:y=x—nAy=—-x—n; n€l



Graficamente, se puede representar de la siguiente manera:

10

e N e D
Grafico 3. Unidn de abierto basico
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Como los abiertos de la topologia se definen como unién de elementos de la base, se

supone que:

8

— 2
Dl,—n,—n =R

n=0
Para demostrar la igualdad anterior se procede a demostrar contenencias:
I.  Por la definicion de abierto basico se tiene que:
Do € R?
Dy-1-1 S R?
Dy, S R?
Dy - € R? Paratodo n € R, ademés como cada uno de estos elementos esta

contenido en R? la reunidn de todos ellos también esta contenida en R?, es decir

que se tiene la contenencia:

8

2
Dl,—n,—n cR

n=0
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Il.  Dado un punto cualquiera w,z € R* debemos encontrar un D, ,,, tal que
w,z € Dq,,Yp € Z, paraesto se verifican dos casos:
a.  w,z €R*conw =0 para encontrar el D, ,,, debemos encontrar
la ecuacién de una recta [ tal que w,z €[y cuya pendiente sea
m = 1, en efecto, pues si conocemos un punto y la pendiente de una
recta se tiene la igualdad:
y—z=m(x —w)
y=x—w+z
Teniendo en cuenta que p € Z se define como:
p= z—w
Usando la definicién 1 plasmada en el marco tedrico, se tiene que

p € Zy ademas:

p<z—w
Es decir
Z—WwW S<zZ—w
De donde
x+ z—w <x+z—w
Luego

w,Z €Dy,
b. w,z €R* conw < 0 para encontrar el D, ,,,, debemos encontrar

la ecuacion de una recta [ talque w,z €l y cuya pendiente sea
m = —1, en efecto, si se conoce un punto y la pendiente de una recta
se tiene la igualdad:

y—z=m(x—w)

y—z=—(x—w)

y=—x+w+z

Teniendo en cuenta que p € Z se define como:

p= w+t+z
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Usando la definicion 1, se tiene que p € Z y ademas:

ps=w+z
Es decir
z+w <=z4+w
De donde
—-x+ z4+w <—x+z4+w
Luego

w,z € Dl,m,

Luego la region triangular Dy ,,,, contiene al punto w, z . De esta manera se

concluye que:

2. Si U,V € D se tiene que:
U=Dgp.= x,y:y=ax+b Ay=—-ax+c,a>0,b,c€R
V=Dger= xy:y=dx+eAy=—dx+f,d>0ef€ER
Sea w,z € UNV se define h = max{a, d}, usando la ecuacion punto pendiente se
tiene:
y—2z=h(x—-—w)
y=hx—hw+z (1)
La recta que representa la ecuacion (1) tiene pendiente h, pasa por el punto w,z y
corta al eje yen el punto 0,z — hw , también se tiene:
y—2z=—h(x—w)
y=—hx+hw+z (2)
La recta que representa la ecuacion (2) tiene pendiente —h, pasa por el punto w, z
y corta al eje y en el punto 0,z + hw , por consiguiente se concluye que existe el
abierto Dy, ,_pw,z+nw Que contiene al punto w, z .

Sielpunto p,q € Dp,—pwz+nw S€ CUmple que:
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y=2hx+z—hw Ay = —hx+z+ hw
q=hp+z—hw Aq=—hp+2z+hw
Entonces p,q € UNV con lo que se concluye que Dy, ,—pyw z+nw © UNV.

Con lo cual queda demostrado que (R?, triangulares) es base para una topologia.

Grafico 4. Interseccion entre abiertos basicos

Como ayuda al desarrollo y lectura del trabajo, ademas, para abreviar su escritura, se

denotara la topologia generada por la base (R2, triangulares) como ;.

2.1 ALGUNOS EJEMPLOS DE ABIERTOS

En primera instancia, se tomard como punto de partida los elementos de la base de t, 0
abiertos basicos D, .. Luego, se generaran reuniones de ellos con la finalidad de
determinar nuevos abiertos de la topologia. A continuacion, se presentan algunos ejemplos
de estos abiertos.
1. Consideremos un caso particular:
D;3:.= x,y:y=2x+3 Ay=-2x+1

Si a partir de él se define la region en el plano:
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A= x,y:y=2x+3
A es un abierto de ;.

—44

Gréfico 5. Semiplano como abierto

Demostracion
Para evidenciar que efectivamente A es un abierto se debe demostrar la siguiente

igualdad:

A= x,y:y=22x+3 = Dy3_n

n=1
Si p,q €A se cumple que q = 2p + 3, se define la regiébn y > —2x + z, para
encontrar z en términos de p y g usamos la ecuacion punto pendiente:
y—q=-2(x-p)
y=—-2x+2p+gq

Luego se concluye

8

(® @) € Dy32p4q € D3 _n

n=1

Entonces



22

8

AC Dy3_n

n=1
SiDy3m € ne1Ds3_y por definicion se tiene
Dysm= xy:y=22x+3 Ay=-2x+m
Luego se cumple que
y=2x+3
Asi
D,;_,EA

n=1

De forma analoga se demuestra que
A= x,y:y=ax+b,a>0b €R

Es un abierto de t,.

A partir del abierto anterior se puede definir el siguiente. Se considera el abierto
A= x,y:y=ax+b
Sisetomab = b’ + 1 se tiene:
A= xy:y=ax+b +1
Se define la sucesion de abiertos

1
A= x,y :yZax+b’+;

Luego

A, = xy:y>ax+b =T

n=1

La cual por ser reunién de abiertos también resulta ser un abierto de ;.
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Graéfico 6. Semiplano sin frontera como abierto

Demostracion

Si x,y € [L{A,secumplequey >ax+b+ % comon € N se tiene que% > 0.
Por tanto y > ax + b. De esta manera se tiene que x,y € T. Por otro lado, si
x,y €T se cumple que y > ax + b; usando la propiedad Arquimediana de los

nameros reales existe n € N tal que (y —ax —b)n > 1 de donde y > ax + b +%

lo que implica por propiedad de las desigualdades que y = ax + b +% es decir

X,y € p2,A,. Enconclusion T es un abierto.

3. Analogamente se tiene que los conjuntos:
A= xy:y=-mx+c
B= xy:y>-mx+c
Son abiertos de ;.

4. Seael producto cartesianoA = Rx b,0 U a,b , A esun abierto de z,.
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Gréfico 7. Semiplano sin frontera como abierto

Demostracion

24

Sea (a, b) un punto en el plano y m la pendiente de una recta que pasa por dicho

punto, se sabe que:
y=mx—ma+bhb
Si se toma el inverso aditivo de la pendiente se tiene:
y=-mx+ma+b
Luego se define el abierto:

Dm, b—ma , b+ma

Se debe demostrar que:

n=1
Si x,y € Aentoncesy>bv(x=any=D>b).
Casolcuando (x =aany=D>b)
Se tiene que

m m m m
b>—a——a+bAb>=>——a+—a+b
n n n n

b=b

Asi x,y € pLiDm | ma | . ma

= xy:y=2mx—ma+bAy=-mx+ma+b
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Caso 2 cuandoy > b
Sea m € R tal que m > 0 por la propiedad Arquimediana de los nimeros reales
existe n € N tal que

y—b

X—a

n>m;x,a €R

m ma
y>—x+b——
n n
Ademas
y—>b

a—X

n>m
m ma

y>——x+b+—
n n

Asi x,y € 1LiDm | ma , ma
n n

n

Entonces T es un abierto de z,.
5. Por el ejemplo anterior, se tiene que el conjunto A= x,y :y>b U{(a,b)} es
abierto. Luego, por definicién de abierto se tiene que la reunion de todos los

abiertos A tal que a € R es un abierto, es decir, el conjunto x,y :y>b es un

abierto de ;.
2.2 CARACTERISTICAS DE LOS ABIERTOS BASICOS

Algunas caracteristicas de los abiertos basicos surgen como inquietudes o interrogantes que
se generan durante la elaboracion del documento. Entre las principales caracteristicas se
encuentran:
= ;Como determinar el vértice de la regidn triangular generada por el abierto basico

Dop,c?

A partir de las ecuaciones de lasrectasy = ax + by y = —ax + ¢, que describen el

abierto basico D, . se utiliza el método de igualacion, obteniendo:

ax+b=—-ax+c
c—b
2a
Ahora se sustituye el valor de x en cualquiera de las dos ecuaciones;

X =



c—b
y=a >a b
c—b
y = > +b
c+b
Y=73

De esta manera, el vertice de la region triangular generada por el abierto basico D, , ., se

representa mediante la coordenada:

c—b c+b
2a ' 2

Ejemplo
Sea el abierto D, , _¢, Se tiene que:

Dyop_6= xy:y=2x Ny=—-2x—06
El vértice de la region triangular es:

_ (=6)—=0 —6 +0
= THho) T 2

XpuYy1r = _E'_3

En el siguiente grafico, se observa el abierto D, , _¢ y el vértice de la region triangular

generada por el abierto.

Grafico 8. Ejemplo abierto basico D, o, -6

26
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Dado un punto cualquiera xq,y; , ;cOmo determinar un abierto basico D, 4, . que lo
contenga?
Para este caso, dado un punto cualquiera x;,y; se pretende determinar el abierto
en el cual x,,y; sea el vértice de la region triangular generada por el abierto.
Ademas, dado el punto x;,y; hay infinitos abiertos que lo contienen, dependiendo
esto del valor que tome a.
A partir de la ecuacion punto pendiente, se obtiene:
y—y1=a(x—x)
y=ax —axs +y
y =ax+ (—ax; +y;)
De esta manera b = —ax; + y;.
De manera anéloga, para el caso que la pendiente es negativa, se obtiene:
y—y1=—a(x—xq)
y=—ax+axy+y,
y =—ax + (axq + y;1)

De esta manera ¢ = ax; + y;.

De esta manera dado el punto xq,y; el abierto D, _qx 4y, ax, +y, 10 CONtiene.

Ejemplo
SeaelpuntoA = —4,-3 ya= %, A esté contenido en el abierto:
D1 1 1 = D1
7= 7 (HHE3), 7 D) 724

Como se muestra en el siguiente grafico.

Gréfico 8. Abierto basico a partir del (x4, yl)
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2.3 CONTENENCIA ENTRE ABIERTOS

Para poder estudiar la contenencia entre dos abiertos basicos Dgpc Y Dg, b, c,» S€ deben

analizar dos casos; cuando a = a; y a # a;.
I.  Seaelcasoenel quea = a,.
Dados los abiertos basicos,

Dope= xy:y=ax+b ANy=—-ax+c

Da1»b1:c1 = X,y 'y > ax + b1 /\y = —aq1X + 1
Si se tiene que a = a4, entonces:

Dope= xy:y=ax+b ANy=—-ax+c

Dapye, = %Y cy=ax+by Ny=—ax+cy

Para conocer si el abierto D, , ., esta contenido en el abierto D, ., se deben

analizar los valores b, by, c Y c;.

En el siguiente grafico se muestran los abiertos, Dy 3 _3 Y Dy 1 4, €n el cual se puede

observar que el abierto Dy 3 _3 € Dy _; _4.

A

1,3,-3 Dl,—l,—:l

2

Grafico 10. Ejemplo contenencia entre abiertos basicos
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Ademas, en el grafico se puede observar que, b; > by c; > c.

A partir del ejemplo, y de manera general, se establece:

Sean Dg, . c, Y Dap,c, dos abiertos basicos de T, y a = ay, el abierto D, ., esta
contenido en el abierto D, 5, ., Si ysolosi by > byc; >c.

Sea el caso en el que a # a;.
Dados los abiertos basicos,

Dypc= x,y:y=ax+b ANy=—-ax+c

X y:y=2ax+b Ny=—a;x+c;

ay,bye

Si se tiene que a # a4, entonces, no se puede establecer una generalizacion para

conocer si el abierto D, 5, . esta contenido en el abierto D, ..

En primera instancia, se puede realizar un estudio sobre el comportamiento de los

valores de ay a;. Si a; > a, existen algunos casos en los que el abierto D, .,

esta contenido en el abierto D p ..

Por ejemplo, en el siguiente grafico se representan los abiertos, D,z y D1, _,, €n
:2: 2' ’
el cual se puede observar que el abierto D 121 c Dio'_z.

Gréfico 11. Ejemplo contenencia entre abiertos a # a;

Ademas, en el grafico se puede observar que, b; > by ¢; > c.
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Sin embargo, con estas mismas condiciones a; > a, b; > b,y ¢; > c. EXisten casos

en el cual el abierto D, , ., Nno esta contenido en el abierto D, .. Por ejemplo, en

el siguiente grafico se observan los abiertos, D,z s y Di, ., en el cual
e L
Dl'i’_i g Dlvll_zl
2 2 2

Gréfico 12. Ejemplo contenencia entre abiertos basicos a # a;
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3. CONJUNTOS CERRADOS

En este capitulo se realiza un estudio de los conjuntos cerrados de t,, esta seccion esta
relacionada con el capitulo dos, puesto que se establecen algunos ejemplos de cerrados a
partir de los abiertos propuestos previamente.

Los complementos de los abiertos se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Teorema 1. Cerrado basico

Seat elconjuntoA= x,y:y<ax+bV y<-—ax+c,ab,c€R escerrado.

Demostracion

Para demostrar que el conjunto A es un cerrado, se debe verificar que A€ es abierto.

Para esto se tendraen cuentaque, F ={ x,y :y<ax+b}yK ={ x,y :y < —ax + ¢}

A=F K Definicion de disyuncion Vv .
A= FUK ¢ Complemento de un conjunto.
FUK “=F°n K° Leyes de Morgan

Fe={xy:y=ax+b} NK°={ x,y :y=—ax +c} Propiedades de los
numeros reales y desigualdades.
A={x,y:y=ax+b N y=—ax+c} Definicion de conjuncion A .

{xy:y=ax+bhb Ny=—ax+c}=D,p, Definicion de abierto basico.

Finalmente, como D, ;, . €s un abierto de 7, se tiene que A€ es un abierto. Entonces, A es un

cerrado.
En el siguiente gréafico, se representa el conjunto
A= xy:y<ax+bVy<-—ax+c,abc€R

denominado cerrado basico de ;.
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Gré'tfi(;o' 13. Conjunto cerrado

El siguiente esquema describe el conjunto cerrado asociado a cada uno de los abiertos

anteriormente mencionados.

Abierto Cerrado

A°= xy:y=ax+b
A= x,y:y<ax+b

A= x,y:y>ax+b A= x,y:y<ax+b
A°= xy:y=>—ax+b A= x,y:y<-—-ax+b»b
A= x,y:y>-—-ax+bhb A= x,y:y<—ax+b

A= x,y:y>b U{(ab)} A= xy:y<b —{(ab)}
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A= x,y:y<b

En la topologia 7, el conjunto P ={ x,y :y < Ax>+Bx+ C,A ByC€ER Y A<0}es

cerrado.

Demostracion
Para esto basta con verificar que P¢ ={ x,y :y = Ax? + Bx + C} es un abierto de la

topologia. Si
fx =Ax*+Bx+C

f'x =2Ax+B
La pendiente de la recta tangente a f en el punto z, f(z) esta dada por:

flz =2Az+B
Por consiguiente la ecuacion de la recta tangente a f que pasa por el punto z, f(z) es:

y—f(z)=(2Az+ B)(x — z)
y= 24z+B x— 24z+B z+ f(2)

Como se mostro en el capitulo 2, apartado 2.1, ejemplo 1. Se tiene que el conjunto
C'={xy:y> 24z+B x— 2Az+ B z+ f z }esun abierto de la topologia como lo

muestra el siguiente gréfico:
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y = (2424 B)x — (2Az 4+ B)z+ f(z) )

f(x) = Az>+ Bz + C

Grafico 14. Conjunto cerrado

Para el caso en que

Se tiene

- -5 45 -2 4p B,
Y= 24 X 24 o2 *f

Del cual también se demostré que el conjunto

S B U B B
x’y'y 2A ’f

2A 2A
Es un abierto. Por consiguiente C' es un abierto de la topologia para todo z € R,
finalmente, se tiene que la reunion de todos los abiertos tal que z € R es un abierto, es
decir, el conjunto P¢ ={ x,y :y > Ax? + Bx + C} es un abierto y por tanto P es un

cerrado.
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4, CONJUNTOS ASOCIADOS

En este capitulo del trabajo, se pretende realizar un estudio de algunas nociones
topoldgicas, como interior, exterior, frontera y puntos de adherencia de algunos conjuntos
asociados en relacion con abiertos basicos de t,. Recordando que los abiertos basicos son
elementos de la forma:

Da,b,c= X,y :_'VZClX+b ANy=—-ax+c C R2

En primera instancia, se realizara un estudio con conjuntos acotados tales como,
semicircunferencia, circunferencia y elipse. Luego, se abordaran otros conjuntos como,
parabola e hipérbola. Cabe aclarar que los conjuntos a estudiar son la union entre la curva
generada y los puntos de su interior. Teniendo en cuenta que estos puntos son aquellos
P x,y que pertenecen a la region del plano determinada por la desigualdad planteada, y
son diferentes a los puntos interiores de la nocion topologica. Por ejemplo, sea la elipse con
centro (h, k), representada mediante la expresion algebraica:
(x—h)? y—k?
. T 1

Enlaque A,B,hy k € Ry A,B > 0. El conjunto A, esta formado por los P x,y tal que

(x—h? y—k?
Ve + B2 <1

Este conjunto, se denominaré elipse con interior. En el siguiente grafico se representa el

conjunto A;.
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Gréfico 15. Conjunto Ay, elipse con interior

De manera anéloga, se definen los demas conjuntos que se estudiaran en este capitulo.

4.1 SEMICIRCUNFERENCIA CON INTERIOR

Sea una semicircunferencia  definida mediante la  expresion  algebraica

y= r2—(x—h)?>+k,enlaquer,hyk € Ryr >0, endonde el nimero r representa
el radio de la semicircunferencia, h el desplazamiento horizontal y k el desplazamiento

vertical; EI conjunto A esta formado por los P x,y tal que,

y< r2—(x—h32?+k n y>k

Este conjunto, se denominard semicircunferencia con interior. En el siguiente grafico se

representa el conjunto A.

(yg V- —h)2+k) Ny >k

Grafico 16. Semicircunferencia con interior
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INTERIOR
En esta parte del trabajo se realiza un estudio sobre el interior del conjunto A. En otras

palabras, se determinara si existe 0 no un punto p interior del conjunto A, de tal manera que
exista un abierto contenido en A y que contiene al punto p.

Para esto, se propone el siguiente ejemplo, en el cual se tiene el conjunto

A= (x,)] y< 9—-(x—2)2 ny>0

Y el abierto de 7, D; _; 3, como se muestra en el siguiente grafico.

Grafico 17. Ejemplo conjunto Ay abierto Dy, 4,3

En el ejemplo anterior se puede observar que D; _; 3 € A. Ademas, con base en el ejemplo
y el estudio realizado hasta el momento, se puede inferir que no existe un abierto basico
D, p. de T, contenido en el conjunto A. De esta manera, no existe un punto p que
pertenezca a A, tal que existe un abierto contenido en A y que contiene al punto p.

Finalmente, se puede deducir que int A = @.
De manera analoga y ampliando esta afirmacion a otros conjuntos acotados, se plantea el

siguiente teorema.
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Sea la topologia t,. Si A € R? talque A es acotado, entonces int A = 9.

Demostracion

Si A es acotado quiere decir que existe a € R? y r > 0 de modo que A € B(a,r) donde
B(a,r) esunabolaconcentroena = a;,a, yradior.

Si consideramos cualquier punto Q = x;,y; € A, un abierto basico que contiene al punto

Q esta dado por:

Dipxy, —mxymx,4y, = Xy :iy=mx+y,—mx; Ay=—mx+mx;+y,m>0.
Se tiene que:
r>0
De donde
O<r<r+1

el punto xy,y1 + 7+ 1 € Dpyyy —mx, mx, +y,, €N €fECtO pues se tiene que:

y1<y1+1"+1

De donde
mx+y,—mx;<mx+y, +r+1-—mx;
y
-mx+y, +mx; <-mx+y +r+1+mx
Ademas
1 1
az—y12+ al_X122< az_y1+r+12+ al—x122
Es decir

d x,y1, a,a, <d x;,y1+r+1, aq,a,
Se concluye que x4,y +r+1 €& B(a,r), de este modo podemos concluir que:
Diny, —mymes v, & B(a,T)
Lo que quiere decir que no existe un abierto que esté contenido en la bola B(a, r), por tanto
int A = 0.
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EXTERIOR

Antes de estudiar el exterior del conjunto A, se muestra el siguiente grafico, en el cual se
observa que existe minimo un abierto basico D, ;, . de la topologia T, que esta contenido en

el complemento del conjunto A.

D ab,c

3 2 R 0 1 2 3 4 5 [

Grafico 18. Ejemplo exterior semicircunferencia

A partir del grafico anterior y del estudio realizado hasta el momento, se puede inferir que
el exterior del conjunto A o ext(A) esta representado por la parte sombreada del siguiente
grafico. En éste, también se muestra un abierto D, , . el cual esta contenido en la region

mencionada.

: n
- Habe

,,,,,,,,,,,,,,, Y I S |

] L I\
Gréafico 19. Exterior semicircunferencia con interior

Sin embargo, la imagen anterior representa un ejemplo del exterior de un conjunto A
especifico, qued4 la duda o inquietud, de como expresar el ext(A).

Para esto se tomara como ayuda algunos contenidos matematicos tales como, recta



40

tangente, pendiente, derivada de una funcién en un punto, ecuacién punto pendiente, entre

otros.

Sea el conjunto A, y (a, f(a)) un punto cualquiera que pertenece al conjunto A, se sabe que

la pendiente de la recta tangente a A en el punto (a, f(a)) es:

h —
}fﬂ%f at . f(a)=f’(a)

Ahora, utilizando la ecuacion punto pendiente y = m(x — x;) + y;, Y sabiendo que

x1,Y1 = (a,f(a))ym=f" a setiene que:
y=fa x—a + f(a)

En conclusion, la pendiente de la recta tangente a A en el punto (a, f(a)) es f'(a) siempre
que este valor exista y la ecuacion de la recta tangentees y = f" a x—a + f(a), como

se muestra en la siguiente grafica.

y=f(a)(x— a)%

Grafico 20. Recta tangente a A en el punto (a, f(a))

A partir de la ecuacion de la recta tangente a A en el punto (a, f(a)), se determina la region
del plano descrita por la expresion y > f" a x—a + f(a), como se muestra en el

siguiente grafico.
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y> f(a)(@—a)+ fla)™

Gréfico 21. Region determinada por la recta tangente a A en el punto (a, f(a))
Finalmente, si se varia el punto (a, f(a)) sobre la curva que representa el conjunto A, se
obtiene que la Unién de todas las regiones y > f" a x —a + f(a) conforman el exterior
del conjunto A 0 ext(A).

En la siguiente imagen, se muestra la union de algunas regiones del plano descritas por la
expresiony > f" a x —a + f(a), se puede observar que a medida que se varia el punto

(a, f(a)) se va conformando la regién del plano buscada inicialmente.

e

S Tl
—

1))

ext(A) =Uy > f(a)(z —a) + f(a)

Gréfico 22. Exterior semicircunferencia
Ahora, para expresar el exterior del conjunto A 0 ext(A) a partir de la union de abiertos
D p,c de la topologia ;, se deben determinar los valores de a, b y c.
En primera instancia, se conoce que:
a = f" a , teniendo en cuenta que en el primer miembro de la igualdad a € R, y a > 0.
Mientras, que en el segundo miembro de la igualdad, a es un punto cualquiera de la

circunferencia que determina el conjunto A.
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Para conocer el valor de b, se determinar el intersecto con el eje y de la ecuacion de la recta

tangentey = f" a x —a + f(a), de lasiguiente manera:

y=fa x—a + f(a)
y=f ax—f aa+ f(a) Seaplicalapropiedad distributiva de la multiplicacion.

y=f ax+ —faa+fa Se agrupan los términos —f" a ay f a .

Deestamanera b=—f"aa+f a.
De manera analoga al procedimiento anterior, y tomando m = —f" a , se obtiene que
c=faa+fa.

Finalmente, se puede deducir que:

ext A = Df’a'_f'aa+fa‘f'aa+fa,vaEA.

4.2 CIRCUNFERENCIA CON INTERIOR

Sea una circunferencia definida mediante la expresion (x — h)? + (y — k)2 = r2, en la que

h,kyr € Ry r > 0. En donde, el nimero r representa el radio de la circunferencia y

P(h, k) el centro de la misma; El conjunto A estd formado por los P x,y tal que,
(x—h)?+ (y—k): <r?

Este conjunto, se denominara circunferencia con interior. En el siguiente grafico se

representa el conjunto A.
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(@~ h)? 4 (y— k)? < 72

Grafico 23. Circunferencia con interior

INTERIOR
El estudio del interior del conjunto A, es analogo al de la semicircunferencia con interior.

De ante mano se conoce que el conjunto A es acotado. De esta manera, se infiere la

siguiente afirmacién:

» Sealatopologia T, SiACS R2talqued= x,y:(x—h)?+(@y—k)?<r?enla
que h,kyr € Ryr > 0. Entonces int A = @.

EXTERIOR
Antes de estudiar el exterior del conjunto A, se presenta el siguiente grafico, en el cual se
observa el conjunto A y un abierto basico D, , . de la topologia 7,. También, se puede

visualizar que el abierto D, . esta contenido en el complemento del conjunto A. Por tal

motivo se puede inferir que ext (A) # 0.
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Da.b.c

3

Grafico 24. Ejemplo conjunto Ay abierto D, p, ¢

De manera general y con ayuda del siguiente grafico, se puede inferir que el exterior del
conjunto A esté determinado por la zona sombreada. De esta manera, para todo P(x,y) que
pertenezca a esta zona, existe un abierto D, , . de la topologia ,, tal que, P € Dyp. Y

Dape S A°.

-3

B T T T ey
et i -

b
PR ——————

Graéfico 25. Exterior conjunto circunferencia con interior

FRONTERA

Para realizar el estudio de la frontera del conjunto A se sabe de antemano que el espacio
topoldgico es igual a la unién entre el interior, exterior y frontera del conjunto A. En otras
palabras; R? = int(A) U ext(A) U Fr(A) de esta manera, si se conoce tanto el exterior
como el interior de un conjunto se puede determinar su frontera. No obstante, el estudio que
se presenta a continuacion tiene como finalidad visualizar algunos ejemplos especificos de

la topologia estudiada.
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Sea el conjunto A= x,y:(x+3)>+(y+1)2<2%, el abierto Ds;020
contiene puntos tanto del interior como del exterior de A. Como se visualiza en el

siguiente grafico.

Ds,10,-20

Grafico 26. Ejemplo, conjunto Ay abierto Ds, 74, —2¢
De acuerdo con el gréafico, se puede inferir que existe un punto p, tal que
PEDsi9o-200 Y Ds10-20NA+D Y Dsq9-20NA°# @. Este punto p, se

denomiana punto frontera de A.

Existen algunos abiertos D, , . particulares, los cuales contienen puntos tanto del

. . . . ;- —-b c+b -z
interior como del exterior del conjunto A y el vértice CZ—aCT de la region

triangular generada por el abierto, pertenece a la region del plano denotada como

exterior del conjunto A. Por ejemplo, el abierto D., ., el cual se muestra en el
1

siguiente grafico. Teniendo en cuenta que el conjunto A, es el mismo del ejemplo

anterior.

D,

o5
gl T2

Gréfico 27. Ejemplo, conjunto A y abierto D, .
21
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Del grafico se puede inferir que el punto P —6,—1 es un punto frontera del
conjunto A. Sin embargo, se debe tener cuidado de que exista un abierto D, , . que
contenga a P, y no interseque al conjuto A. En el siguiente grafico, se muestra lo
establecido anteriormente, se representa el conjunto A y el abierto Ds ;4 —0, €l cual

contienea Py D3 16_20 NA = 0.

D3.16.72()

Gréfico 28. Ejemplo, conjunto Ay abierto D3 15 -2¢
De acuerdo con el grafico anterior, se concluye que el punto P —6,—1 NO es un punto
frontera del conjunto A. De esta manera y con ayuda de los ejemplos previos, ademas,
conociendo de antemano como se determina tanto el interior como el exterior de A, se
deduce que la frontera del conjunto esta determinada por la parte sombreada del siguiente

grafico.

4

Gréfico 29. Frontera circunferencia con interior
Resaltando que el conjunto A estd contenido en la region del plano denotada como la
frontera de A. Que es equivalente a escribir A € Fr(A).

Una posible manera, de expresar la region que determina la frontera de A es:



47

= Seaelconjunto A= x,y :(x—h)%+ (y—k)><r?.Entonces:

Fr A = x,y:y< r2—(x—-h)?+k.

En otras palabras, se concluye que, sea un P x,y que pertenezca a la region determinada
por la expresion y < r2 — (x — h)% + k, Todo abierto D, , . de la topologia z, tal que

P € Dgpc, Se cumple que:

Da,b,c NA+ Q) Yy Da,b,c N A¢ #+ Q)
4.3 ELIPSE CON INTERIOR

En el caso que el conjunto A, es una elipse con interior, el estudio que se realiza es analogo

al caso en el que el conjunto A, es acotado.

Sea la elipse con centro (h, k), representada mediante la expresion algebraica:
x — h)? —k 2
O _ 1
A? B?
Enlaque A,B,hy k € Ry A,B > 0. El conjunto A, esta formado por los P x,y tal que
x — h)? —k?
( ) L7
A? B2
En primera instancia se conoce que el conjunto A, es acotado, por tanto se infiere que:

<1

L (x=h)?

5,2
» Sea la topologia ,. Si A, € R? talque 4, = x,y : +2XE" <1 enlaque

A2 B

A,B,hyk € Ry A,B > 0. Entonces int A, = @.

EXTERIOR

Para realizar el estudio del exterior del conjunto A,, se presentan el siguiente ejemplo.
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(x—h)? y—k 2 . . .
T + T < 1 una elipse con interior y centro

(h, k). Existe un abierto basico D, ; . de la topologia t,, tal que D, 5 . S A;°. COMo

= Seael conjunto 4, = «x,y

se muestra en el siguiente grafico.

Gréfico 30. Conjunto A;y abierto D, p, ¢
De manera general y con ayuda del siguiente grafico, se puede inferir que el exterior de A,

esta determinado por la zona sombreada.

3

3 —
o S

Graéfico 31. Exterior elipse
En otras palabras, el conjunto de los puntos exteriores de A,, se puede determinar mediante

la unién de regiones en el plano, como se muestra a continuacion:

2
+k Ux>h+A U x<h-—-A

FRONTERA
A partir de las definiciones de interior y exterior del conjunto A,, cuando esté es una elipse

con interior, se infiere que la frontera del conjunto A, esta determinada por la parte
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sombreada del siguiente gréfico.

Grafico 32. Frontera elipse
Resaltando que el conjunto A, esta contenido en la region del plano denotada como la
frontera de A,. En otras palabras A; € Fr(A4,).

Una manera de expresar la region que determina la frontera de A es:

x—h 2
A2

Fr Ay = x,y:y< B? 1- +k .

4.4 ADHERENCIA DE UN CONJUNTO ACOTADO

A partir de la definicion de adherencia que se presenta en el marco teorico, se proponen los
siguientes ejemplos en relacion con los conjuntos estudiados hasta el momento.

. +2)? —1)2 . . .
= Seaelconjunto A= x,y :% + % < 1 , unaelipse con interior, como se

muestra en el siguiente grafico.

( )
>

\\____4

Gréfico 33. Ejemplo conjunto A, elipse con interior
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El conjunto de todos los puntos adherentes a A esta determinado por la expresion:

x+22

<1 9 1-—
y=1+ 16

De esta manera, cualquier P(x,y) que pertenezca a la region determinada por la

desigualdad anterior, es un punto adherente a A. En el siguiente grafico se muestra

2
la region del plano determinada por la expresion y <1+ 9 1-— Xt

y el

P(—4,—1), el cudl es un punto adherente al conjunto A.

\

Graéfico 34. Ejemplo, adherencia de un conjunto A

L)
(-4, -3)

Ademas, en el grafico se puede observar que la regién sombreada determina

también la frontera del conjunto A.

» Seaelconjunto A= (x—h)2+ y—k?<7r?,enlaque hkyreRyr>D0.
La regidn en el plano representada mediante la expresion y < r? — (x — h)? + k,
determina el conjunto de todos los puntos adherentes a A. Esta region denota

tambiéen la frontera del conjunto A, como se establecid en la sesién de frontera de

una circunferencia con interior.

De acuerdo con los ejemplos propuestos y la proposicién 2 plasmada en el marco tedrico,

ademas, como se establecio en los conjuntos estudiados, que A € Fr(A), se concluye que:

= Sea la topologia 7,. Si A € R? y A es un conjunto acotado. Entonces A = Fr(4).

De esta manera, se concluye que todo punto x que pertenezca a la Fr(4) es un punto
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adherente a A.
4.5 PARABOLA CON INTERIOR

Sea una parabola representada mediante la expresion algebraica y = Ax? + Bx + C, en la
que AL ByCeR y A=+ 0; se presentan dos conjuntos, el primero cuando A > 0, se
determina el conjunto A, = x,y :y = Ax?>+ Bx + C vy el segundo caso, cuando 4 < 0,

se determinael conjunto A, = x,y :y <Ax?+ Bx+C .

PRIMER CASO 4 > 0.
Sea el conjunto A, = x,y:y=>Ax*+Bx+C enlaque AByCERY A>0, una
parabola con interior.

En el siguiente grafico se representa el conjunto A = x,y 1y >x%2—2x+1 .

Grafico 35. Ejemplo parabola con interior, caso A >0

INTERIOR Y EXTERIOR
Primero, se presentan el siguiente ejemplo, en el cuél se puede observar un abierto basico

Dg p,c Yy un conjunto A.
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Da,b,ﬂ

Gréfico 36. Interior parabola, caso A >0
En el ejemplo se puede observar que el abierto D, . contiene puntos tanto del conjunto A
como de A°.
En base al ejemplo anterior y del estudio realizado, se infiere que dado un P(x,y) € R?

todo abierto D, . de la topologia T, que contiene a P, se cumple que Dy, . NA#* @y

Dgp.c N AC # @. Planteando el siguiente teorema.

Teorema 4. Interior parabola caso A > 0

Sea la topologia 7,. Si A, € R? talque A, = x,y :y=>Ax? +Bx+C en la que
A, ByC €RyA>0.Entoncesint A, = 0.

Demostracion

Sea Dgp, Un abierto basico de la topologia T, y A, = x,y :y = Ax*+ Bx+C una
parabola con interior. Se determinan los puntos de corte de la parabola que determina al
conjunto A, con las rectas descritas por las expresionesy =ax+b y y = —ax + c.

Primero, se igualan las expresiones y = Ax? + Bx + Cyy = ax + b.
Ax?+Bx+C=ax+b Se igualan las expresiones.

Ax2+Bx—ax+C—-b=0 Se suma y se resta en ambos miembros de la

igualdad por (—=b) y por —ax .

Ax2+x B—a + C—b =0 Seaplicala propiedad distributiva de la
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multiplicacién y agrupacion de términos.

Ahora, se soluciona la ecuacion cuadratica Ax> +x B—a + C—b =0, obteniendo:

_ —(B-a)t B—a’?-4AC—b
= 24

De esta manera existen dos posibles soluciones a la ecuacion cuadratica, que son:

—B—-a+ B—-a?—4AC—b —B-a - B-—a?2—424AC—b
1= 24 yX2 = 24

Ahora, se reemplaza el valor de x; y x, en la expresion y = ax + b, se verifica que las
expresiones y = Ax2+ Bx + C y y = ax + b tienen 2 posibles puntos de inteseccion,

descritos de la forma:

— B-a + B-a2-4AC-b — B-a + B-a2-4AC-b

X = a b

vy A ’ 24 +

N - B-a- B-a?-4AC-b q —Bma- Ba 2_4A C—-b +b
2Y2 = 24 ! 24

De manera analoga se obtienen dos posibles puntos de interseccion entre las expresiones

y=Ax*+Bx+ Cyy = —ax + c, los cuales se representan de la forma:

_ —B+a + B+a2-4AC-c — B+a + B+a 2-4A C—c
X3,Y3 = ” ,—a ” +c
_ —Bta - B+a ?-4A C—c — B+a — B+a 2-4A C—c
X4, Vg4 = 2 ,—a ” +c

Los puntos xq,yy , X3, Y2, X3,¥3 YV X4, Y4 SOn los posibles puntos de interseccion
entre la pardbola que determina el conjunto A, y las rectas descritas por las expresiones
y=ax+byy=—-ax+c. Como Dyp.= xy:y=ax+b Ay=—ax+c CR?

se presentan los siguientes casos:
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= Si la parabola que determina el conjunto A, se interseca en minimo un punto con las
rectas descritas por las expresiones y = ax + b y y = —ax + ¢, entonces el abierto
Dgpc € Fr(4y) .

= Si la pardbola que determina el conjunto A, NO interseca a las rectas descritas por
las expresiones y = ax+ b y y = —ax + c. Entonces, la parabola esta contenida

en el abierto D, p, .. De esta manera D, , . € Fr(A;) .

Finalmente, se muestra que en todos los casos posibles, el abierto basico D, . esta

contenido en la frontera del conjunto A,. De esta manera se deduce que int A, = @.

En base al teorema anterior, se puede inferir que:

» Sea la topologia ;. Si A, € R? talque 4, = x,y :y = Ax*+ Bx+ C en laque
A ByC€RyA>0.Entoncesext A, = 0.

FRONTERA

Para estudiar y proponer algunos ejemplos de abiertos basicos que estan contenidos en la
frontera del conjunto A;, se utilizaran los posibles puntos de interseccion
X1,Y1, X2,V2 , X3,V3 Y X4,V entre la pardbola que determina el conjunto A, y las

rectas descritas por las expresionesy = ax+b y y = —ax +c.

Existen cinco casos de posiciones relativas de una parabola y las rectas y =ax +b y
y = —ax + c. El primer caso es cuando no existe un punto de interseccion entre la parabola
y las rectas, el segundo caso es cuando existe un unico punto de interseccion y asi

sucesivamente.

Para abordar estos 5 casos, se deben determinar los discriminantes de las ecuaciones de
segundo grado que resultan al igualar la expresién y = Ax? + Bx + C, con las expresiones

y=ax+b y y = —ax + c. Estos discriminantes se expresan de la forma:
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di= B—a?—4AC—-b yd,= B+a?—-4AC—c
De esta manera, los cinco casos de posiciones relativas de una parabola, y las rectas

y=ax+b y y=—ax+ csonlos que se presentan a continuacion.

. NO existe un punto de interseccién entre la parabolay lasrectas y = ax+ b

yy=—ax+c.

Este caso se presenta cuando d; < 0y d, < 0. De esta manera, ambas ecuaciones de

segundo grado NO tienen soluciones dentro del conjunto de los nimeros reales.
Ejemplo

Sea la parabola, representada mediante la expresion algebraica y = x2—2x+ 1 y las
rectas y=x—4y y=—x—1, no tienen algin punto de interseccion entre ellos. Sin
embargo, el abierto D; _, , y el conjunto A= x,y :y =x*—2x+1 tienen infinitos

puntos de interseccidn, como se muestra en la siguiente gréafica.

Grafico 37. Ejemplo conjunto Ay abierto Dy, —4,
Para comprobar que las rectas y la parabola no tienen algin punto de interseccion, se
determinan los valores de los discriminantes.
dij= B—a?—44AC—-b = —2—-1%2-41 1- -4 =-11
dy= B+a?—-4AC—c = -2+1%-41 1- -1 =-7

Finalmente, se puede observar en el grafico que el abierto D, _,_1 S Fr(A).
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Il.  Interseccion de una pardbolay lasrectas y=ax+ by y = —ax+ cenun

anico punto.

Este caso se presenta cuando d; < 0y d, = 0, 0 cuando d; = 0y d, < 0 De esta manera,
una de las dos ecuaciones de segundo grado NO tiene solucidn dentro del conjunto de los

nameros reales y la otra tiene s6lo una solucion real.
Ejemplo

Sea la parabola, representada mediante la expresion algebraica y = x? — 2x + 1 y las
rectas y = 2x —3 y y = —2x — 2 tienen un unico punto de interseccion entre ellas. Sin
embargo, el abierto D, _3 _, yelconjunto A = (x,y)/y =x*—2x+ 1 tienen infinitos

puntos de interseccién, como se muestra en la siguiente gréafica.

Gréfico 38. Ejemplo conjunto Ay abierto D,, 3, -,
Para comprobar que las rectas y la parabola tienen un Gnico punto de interseccion, se
determinan los valores de los discriminantes.
dij= B—a?—-4AC—-b = -2—-2%2-41 1- -3 =0
dy= B+a?—4AC—c = —-2+22%—-41 1—- =2 =-12

Finalmente, se puede observar en el grafico que el abierto D, _3 _, € Fr(A).
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I1l.  Interseccion de una pardbolay lasrectas y=ax+ by y = —ax + cen dos

puntos.

Este caso se presenta cuando d; =0yd, =0, 0 d; <0yd, >0, 0 cuando d; >0y
d, < 0. En el caso que d; = 0y d, = 0 ambas ecuaciones de segundo grado tienen una
Unica solucion dentro del conjunto de los numeros reales. Para los otros dos casos una de
las dos ecuaciones de segundo grado NO tiene soluciones reales mientras, la otra tiene dos

soluciones reales.

Ejemplo

Sea la parabola, representada mediante la expresion algebraica y = x? — 2x + 1 y las
rectas y = 4x — 8 y y = —4x tienen dos puntos de interseccion entre ellas. Sin embargo,
el abierto D, _go yel conjunto 4 = (x,y)/y = x* —2x + 1 tienen infinitos puntos de

interseccién, como se muestra en la siguiente gréafica.

(_1’4)

Gréfico 39. Ejemplo crzonjunto Ay abierto Dy, g, ¢
Para comprobar que las rectas y la pardbola tienen dos puntos de interseccion, se
determinan los valores de los discriminantes.
di= B—a?-4AC-b = —2—-42-41 1- -8 =0
dy= B+a?—4AC—c = —24+4%-41 1-0 =0
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Finalmente, se puede observar en el grafico que el abierto D, _g, € Fr(A).

IV. Interseccion de una parabolay lasrectas y=ax+ b y y = —ax + cen tres
puntos.

Este caso se presenta cuando d; = 0yd, >0, 0 d; > 0y d, = 0. Para ambos casos una
de las dos ecuaciones de segundo grado tiene una unica solucion real mientras, la otra tiene

dos soluciones reales.

En este parte se presenta un caso particular, es cuando d; > 0y d, > 0, pero el punto de
interseccion de la region triangular se ubica sobre la parabola. En otras palabras, cuando
X9, Y2 = X3,¥3 ,5iendo x,,y, Y x3,y3 dos puntos de interseccion entre una parabola

ylasrectas y=ax+b y y = —ax +c.
Ejemplo

Sea la parabola, representada mediante la expresion algebraica y = x2 —2x+ 1 y las
rectas y=3x—5y y=-—3x+7 tienen tres puntos de interseccion entre ellas. Sin
embargo, el abierto D; s, y el conjunto A= x,y :y =x%*—2x+1 tienen infinitos

puntos de interseccion, como se muestra en la siguiente gréfica.

(-3,16)

Graéfico 40. Ejerﬁplo éonjﬁnto A y abierto D3, 5,7
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Para comprobar que las rectas y la parabola tienen tres puntos de interseccion, se
determinan los valores de los discriminantes.

dij= B—-a?—-4AC-b = -2-32-41 1- -5 =1

d,= B+a?—-4AC—-c = -24+32—-41 1-7 =25

Ahora, se determinan los cuatro puntos de interseccion entre las rectas y =3x -5y

y = —3x + 7 y la parabola.

- -5 +1 - -5 +1

XuY1 = o3 . -5 =(3,4)

Xy, = ——,3 —— -5 =(2,1)

X3y; = ——=,=-3 —= 47 =(2,1)

XYy = —2=, -3 T== 47 =(-3,16)

Como x,,y, = Xx3,Y3 ,Se comprueba que la pardbola interseca a las rectas y = 3x — 5

y y = —3x + 7 en tres puntos. Finalmente, se puede observar en el grafico que el abierto
D; s, € Fr(A).

V. Interseccion de una parabolay lasrectas y=ax+ by y = —ax+ cen
cuatro puntos.
Este caso se presenta cuando d; > 0y d, > 0. En ambos casos las ecuaciones de segundo

grado tienen dos soluciones dentro del conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo

Sea la parabola, representada mediante la expresion algebraica y = x2 —2x+ 1 y las
rectas y=3x—5y y=—3x+ 1 tienen cuatro puntos de interseccion entre ellas. Sin
embargo, el abierto D3 s, y el conjunto A = (x,y)/y =x*—2x+ 1 tienen infinitos

puntos de interseccion, como se muestra en la siguiente grafica.
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Grafico 41. Ejemplo 6;njunto Ay abierto D3, s, 1
Para comprobar que las rectas y la pardbola tienen dos puntos de interseccion, se
determinan los valores de los discriminantes.
di= B—a?-4AC-b = -2-32%2-41 1- -5 =1
dy= B+a?—-4AC—c = -2+32%2-41 1-1 =1

Finalmente, se puede observar en el grafico que el abierto D3 _5 1 S Fr(A).

En base a los casos propuestos y al estudio realizado, se realiza la siguiente afirmacion.

* Sea la topologia T,. Si A € R? talque A= x,y :y = Ax?+ Bx+ C en la que
A, ByC €eRYA> 0. Entonces Fr A = R2.

ADHERENCIA PARABOLA, CASO A > 0.
A partir de la definicion de adherencia establecida en el marco teérico y al teorema 14

citado en el marco tedrico, se puede inferir que:

» Sea la topologia 7,. Si A, € R? talque A, = x,y :y = Ax?>+ Bx+ C en laque
A,ByC € Ry A > 0. Entonces 4, = R?,
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En otras palabras, para todo P(x,y) € R?, cualquier abierto D, ., tal que P € Dy ., S€

cumple que Dy . N A, # .

A continuacidn, se presenta el estudio del conjunto 4;, cuando es una parabola con interior
yA<O.

SEGUNDO CASO 4 < 0.
Sea el conjunto A, = x,y:y<Ax?+Bx+C enlaque AByCERY A<O0, una

parabola con interior.

En el siguiente grafico se representa el conjunto A, = x,y :y < —%xz —-2x+1.

Graéfico 42. Ejemplo conjunto A, caso A <0
INTERIOR
Para examinar el interior del conjunto A, = x,y :y < Ax? + Bx + C , se debe tener en
cuenta que es un conjunto acotado superiormente. De esta manera, NO existe un abierto

D p,c que esté contenido en el interior del conjunto A,. Por consiguiente, se afirma que:

* Sea la topologia 7,. Si A, € R? talque 4, = x,y :y < Ax?>+ Bx+ C en laque
A ByC€eRYyA<O0.Entoncesint A, = 0.

EXTERIOR

Para iniciar el estudio del exterior del conjunto A, se presentan los siguientes ejemplos.
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- 1 , . .
= Seaelconjunto4;, = x,y:y<=- Exz — 2x + 1 una parébola con interior, el

abierto D, 1911 S ext(A.). Como se muestra en el siguiente grafico.

D210,-11

-2

Grafico 43. Ejemplo conjunto A; y abierto Dy, 19, -11

= Seaelconjunto 4, = x,y:y<= —%xz —2x+1 yelabierto Ds_,, se cumple
-2,

que Ds ., < ext(A). Como se muestra en el siguiente grafico.
>~2

Dg,—2,2

Grafico 44. Ejemplo conjunto A,y abierto Ds _,,,
52,

De acuerdo con los ejemplos previos y al estudio realizado, se puede deducir que
ext(4;) # 0.
De manera general, se puede inferir que el exterior del conjunto A; esta determinado por la

zona sombreada en la siguiente grafica.
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-------

“y> Az + Be +C

1
- [}
[}
[}
[}

G!réfico 45. Exterior conjunto At caso A<0
De esta manera, para todo P(x,y) que pertenezca a la region en el plano representada por
la expresiony > Ax? + Bx + C,enlaque 4, By C € Ry A < 0, existe un abierto D, . de
la topologia T, tal que, P € Dy p . Y Dy pc S A, ©. En otras palabras
ext A, =y>Ax?+Bx+C.

FRONTERA

A continuacion, se presenta un grafico en el cual se observa el abierto basico D; _; _s y el

conjunto 4, = x,y 1y <= —%x2—2x+1 .

Grafico 46. Ejemplo conjunto A; y abierto Dy, -1, -5
En el gréfico se observa que el abierto D; _; _5 contiene puntos tanto de A, como de A,°

A partir del ejemplo anterior y del estudio realizado, se puede inferir que:
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* Sea la topologia 7,. Si A, € R? talque 4, = x,y :y < Ax?>+ Bx+ C en laque
AByC€eRYA<O.EntoncesFr A, =y < Ax*+Bx+C.

Finalmente, como A, = (x,y)/y < Ax? + Bx + C entonces Fr A, = A,.

Grafico 47. Frontera cohjunto A, caso A<0
En otras palabras, se concluye que, sea un p € A, cualquier abierto D, , . tal que

p €Dgpc secumpleque Dyp NAr #BY Doy NAS # 0.
4.6 HIPERBOLA CON INTERIOR

Sea una hipérbola con centro (h, k), representada mediante la expresién algebraica:

(x—h)? y-k?
A2 B2

=1

Enlaque A,B,hy k € Ry A,B > 0; El conjunto A, estd formado por los P x,y tal que,

(x-m? y—k?
=21

Este conjunto, se denominara hipérbola con interior. En el siguiente grafico se representa el

conjunto A4;.
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Gréfico 48. Conjunto A, hipérbola con interior

INTERIOR

En el siguiente grafico, se representa un conjunto A, y el abierto D, _; _s.

Grafico 49. Ejemplo conjunto A; y abierto D, -4, s
En el ejemplo se puede observar que el abierto D, _; _g contiene punto tanto de A, como
de A,°.
Con ayuda del ejemplo anterior y el estudio realizado, se puede inferir que:

, . P (x—h)? y—k ?
= Sea latopologia T;. Si A, € R*talque 4, = x,y T T 2 1 enlaque

A,B,hyk € RyA,B > 0, entonces int A, = 9.
EXTERIOR

A continuacion, se presenta un ejemplo donde se muestra que existen P(x,y), tales que,
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existe un abierto basico D, ;, . en los cuales se cumple que P € Dy o Y Dgp o S A°.

2 2
= Sea el conjunto 4, = (x, y)/@ — % > 1 una hipérbola con interior y el

abierto D3 3 o, Se cumple que D;3 g S ext(A4,). Como se muestra en el siguiente

grafico.

D33, 9

Grafico 50. Ejemplo conjunto A; y abierto Ds 3, -9

Con base al ejemplo anterior y al estudio realizado, se puede inferir que el exterior del

conjunto A, esta determinado por la zona sombreada en la siguiente gréafica.

‘At

Gréfico 51. Exterior conjunto A, hipérbola con interior

Ahora, se busca una expresion que represente la zona sombreada a la cual se ha
determinado como el exterior del conjunto A,. Para esto, se despeja la variable y de la

expresion:



x — h)? —k 2
( y
A2 Bz

Obteniendo:

—h2
y=1 B? i—1 +k
+ Ve

Luego, se toma la parte positiva de la igualdad, y se determina la regién del plano

representada por la expresion:

— 2

y > B2 T_l + k

La cual se puede observar en el siguiente gréfico.

[ (x—h)?
y>\.‘B‘L( AZ)

= 1\} +k
N 7/

Ay

Graéfico 52. Regidn del plano, exterior conjunto A

67

De igual manera, se determina sobre el plano cartesiano la regién descrita por la expresion:

x>h—A N x<h+A

La cual se puede observar en el siguiente gréfico.
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y \\‘
Grafico 53. Regidn del plano, exterior conjunto A;

De esta manera se puede deducir que:

N2 2
» Sealatopologia ,. Si A, € R% talque 4, = «x,y :%— % > 1 enlaque

A,B,hyk € RyA,B > 0, entonces

— 2

X
ext Ay, = y> B? T_l + k x>h—A AN x<h+A

FRONTERA

Conociendo como se determina el interior y el exterior del conjunto A,, se puede deducir la

siguiente afirmacion.

(x=h)? y—k 2

» Sea latopologia T,. Si A, € R? talque 4, = x,y : 22 oz = 1 enlaque

x—h 2

AB,hyk e RyA,B > 0,entonces Fr A, =y < B? e -1 +k.

En el siguiente grafico se representa la frontera del conjunto A,.



Gréfico 54. Frontera conjUnto A, hipérbola con interior

69
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5. COMPARACION CON OTRAS TOPOLOGIAS
En el siguiente capitulo se presenta un analisis de la comparacién entre los abiertos basicos
de la topologia t, y otras topologias sobre R?, la finalidad es especificar la finura entre las

topologias comparadas o0 si no son comparables.
5.1 COMPARACION CON LA TOPOLOGIA USUAL

Si se denomina, topologia usual: T, syai

Para realizar una comparacion entre la topologia T,sua Y la topologia t,, se deben

examinar dos casos, primero si T; C Tygua Y S€9UNdo Si Tygyar € Ty
PRIMER CASO t; C Tysual-

Dado un abierto en T, syai:

C= xy: (x—x)%+(y—y)?<e,e>0,(x,y) €ER% yunpunto A € C.

Grafico 55. Ejemplo, abierto basico de la topologia usual

Se puede observar en el siguiente grafico que NO existe un abierto en T, que contenga al

punto A y esté contenido en el abierto de la topologia usual.
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Grafico 56. Ejemplo de abiertos basicos de las tofoologl’as, usual y generada por la base
R?, triangulares

De esta manera, se puede concluir que T;  Tysual-

SEGUNDO CASO Tysyat € T4

Dado un abierto en t,:
Dope= x,y:y=ax+b ANy=—-ax+c,a>0,b,ceR yunpunto A € D,y .

Se puede observar en el siguiente grafico que existe un abierto en T, que contiene al

punto A y esté contenido en el abierto de T, como se muestra en el siguiente grafico.

e

Da. b, ¢

-
.
'''''''''

Graéfico 57. Ejemplo de contenencia entre abiertos basicos
Sin embargo, si se toma un punto A € D, ., de tal manera que A pertenezca a una de las

rectas descritas por la expresiones y = ax + b 0 y = —ax + ¢ se puede observar que NO
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existe un abierto en 5,4 que contenga al punto A y esté contenido en el abierto de ,.

Da. b, ¢

5 T ya T ) T )
o

Grafico 58. Ejemplo, abierto basico
De esta manera, se puede concluir que T, sya ¢ T;-
Finalmente, como T; & Tysua Y Tusuat € T S€ CONcluye que las topologias usual y T, NO

son comparables.

Dado un abierto basico en t,¢,q €Xiste minimo un abierto en T, que lo contiene.
Demostracion

En primera instancia, se encontrara un abierto basico D,,., con a =1, el cual se
denominara abierto tangencial, puesto que las rectas que describen al elemento, y = ax + b
y y = —ax + c intersecan cada una en un Unico punto al abierto basico de la topologia

usual.

SeaC= x,y: (x—x)2+(y—y)2<e,e>0,(xy,y.) € R? se tiene el abierto de
radio ¢ y centro (x4, y,). Se busca inicialmente las coordenadas del punto (x,, y,) el cual
es vértice de la region triangular generada por el abierto basico D,,.. Se conoce que

X1 = X3 Yy, =y, — Z, Se debe determinar el valor de z.
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Gréafico 59. Abierto basico topologia usual

De acuerdo con la imagen anterior, se puede conocer el valor de z.

g2+ e2 = 72 Se utiliza el teorema de Pitagoras.
2e2 = 72 Se suman términos semejantes.
2e =z Se despeja el valor de z.

De esta manera, las coordenadas del punto (x5, y,) son xq,y; — 2¢ .

Ahora, conociendo el valor del punto y la pendiente, se utiliza la ecuacion punto pendiente.
y— y,— 26 =ax-—x Casoparaa > 0

y=x—x1+y, — 2¢

y— y,— 2 =—ax—x; Casoparaa <0

y=-x+x+y — 2¢

De esta manera, el abierto

Dipe= xy:y=x—x+y— Ee/\yZ—x+x1+y1— 2¢

Enelqueb=—x; +y, — 2eyc=2x;+y, — 2¢.



74

Finalmente, se concluye que el abierto basico D, _, ,, _. 3. +y,- 7 CONtiene al abierto

C= xy: (x—x)’+@-yn)P<e.

En el siguiente grafico, se muestra un abierto basico de la topologia usual, y el

correspondiente abierto tangencial de la topologia T, D;_, 4, _; 7y 4y,-c 7 QUe 10

contiene.

5 v 3 2 1‘\‘
((). T+ Y — V2e
\ S|

(0, —@y + 41 — ﬁz.}

\

Gréfico 60. Abiertos basicos topologias comparadas
De acuerdo con el teorema anterior, se propone el siguiente ejemplo.

2
Sea el abierto, C = x,y: (x+4)?+ y+§ < 2 de la topologia usual, el abierto

basico D, _ s lo contiene.
! 2

22- -4+ 2,2 2+ 4+ —

s_, 3 contiene al abierto de la

Simplificando, se obtiene que el abierto D1,4—§—z 7-4-2

topologia usual, resultado que se puede observar en el siguiente grafico.
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1 ‘p/ 1 32 3 4
g (0,4_5 _2\/5)

:@,422\/5)

Gréfico 61. Ejemplo abiertos basicos

5.2 COMPARACION CON LA TOPOLOGIA DEL ORDEN LEXICOGRAFICO
Si se denomina;
Topologia del orden lexicografico: Tyyden

Para realizar una comparacion entre la topologia 7,.4en Y la topologia t,, se deben

examinar dos casos, primero Si T; C Torden Y S€9UNAO Si Tyrden € Tt
PRIMER CASO t; C Ty den-

En este primer caso, se debe examinar si la topologia del orden lexicogréafico es mas fina

que T,.
Dado un abierto en T,,-qen:

C= (ab), ¢cd : ab < cd a<c;ab,c,d€R,yunpunto 4 € C.
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Gréfico 62. Ejemplo, abierto béasico de la topologia del orden lexicografico
Se puede observar en el siguiente grafico que NO existe un abierto en T, que contenga al

punto A y esté contenido en el abierto de T,,qen-

Grafico 63. Ejemplo de abiertos basicos de las topblogl'as comparadas

De esta manera, se puede concluir que T, ¢ Tyrden-
SEGUNDO CASO T,;4en C T:.

Dado un abiertoen Ty, Dy Yy Un punto A € Dy py ..

Se puede observar en el siguiente gréfico que no existe un abierto en T,,-4en que contiene al

punto A y esta contenido en el abierto de t,.



Gréfico 64, Eje'mpllo de abiertos de las tc')pol‘ogl’és cbmparadas

De esta manera, se puede concluir que Tyygen & T;-

Finalmente, cOMO T; & Tyrden Y Torden € Tr» S€ CONCluye que las topologias Tyrden Y Tt
NO son comparables.

77
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6. PROPIEDADES TOPOLOGICAS

A continuacion se estudia si la topologia T, cumple con algunas propiedades topologicas.
6.1 CONEXIDAD

En la siguiente parte del trabajo se analizara si la topologia z, se puede desconectar por
abiertos bésicos, se debe aclarar que como todo abierto de la topologia esta constituido por
reuniones de abiertos basicos basta con analizar dichos abiertos, esto se hace evidente en el

siguiente teorema.

La topologia t, es conexa.

Demostracion
Para ver esto, basta con demostrar que no existen dos abiertos diferentes de vacio y
disyuntos en la topologia , es decir.
Dados
Dopc= x,y:y=ax+b ANy=—-ax+c C RZ a> 0
Do, pye, = xy:y=ax+b ANy=—-a;x+c¢; C R% a, > 0

Tomamos las rectas

y=—a;x+c
y=ax+b
Igualando y despejando el valor de x, se obtiene:
_c—b
a +a

Dado que a; > 0y a > 0 se tiene que a; + a > 0 y el valor x esta definido para cualquier

par de abiertos, reemplazando el valor de x se tiene el punto de interseccion de las rectas:

cg—b ac;—»b

) +b
at+a a +a
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En general, Para cualquier par de abiertos Dy p, o Y Dq_ p, ¢, S€ tiene:

Da,b,c ﬂ Dal,bl,c1 * Q)
6.2 SEPARACION

En esta parte del trabajo se estudiara la manera como los abiertos estan “distribuidos' sobre
el espacio topoldgico. Para esto, se analizara cudles axiomas de separacion cumple la
topologia t,. Estos axiomas, denominados T, T; y T, nos muestran basicamente la manera

como dos puntos pueden separarse por medio de conjuntos abiertos.

En primera instancia, se plantea el siguiente teorema.

La topologia t; es T, 0 de Kolmogoroff.
Demostracion.

Sean A = (ay,a,) Y B = (b, b,) dos puntos en R? tal que a, # b, v a, # b,, COMO Se
demostré en el capitulo 2, existe el abierto D, _qq, +a,,aa,+a, quUé contiene al punto 4, y el
abierto Dy _qp, +b,,ab, +b,» Para abordar la demostracion se debe analizar los siguientes

Casos

l. Si a, =b, entonces a; >b; 0 a; <b;. Si a; >b; se tiene que
B € Dy _qa,+ayaa,+a, PUES NO se cumple que by = —ab, + aa, + ay, si
a; < by entonces B € Dq _qq,+a,aa,+a, PUES NO s cumple la siguiente
desigualdad b; = ab, — aa, + a,

. Si a; =b; entonces a, >b, 0 a, <b,. Si a, >b, se tiene que
B € Dy _aq,+a,aa,+a, PUES by < ab, —aay +a, y by < ab, +aa; + ay,
Si a, < b, se tiene que A & Dy _qp. +b,,ab, +b, PUES a; < aa, —ab; + by y

a; <aa, +aaq + b,.
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IIl.  Sia; >byana, >b,,setieneque B & Dyy-a, br-as
bi-b;’ bi-by

Continuando con el estudio de separacion, se propone el siguiente teorema.

Teorema 8. T, no es T4 0 accesible

La topologia T, NO es Tj;.
Demostracion

Para demostrar que T, NO es T;, basta con encontrar dos puntos A y B tales que, cualquier

abierto D, 5, - que contenga al punto A o al punto B, contenga al otro punto.

De acuerdo con la informacion anterior y sean los puntos A = x,y ,B = (x, z), cualquier

abierto D, p, . que contenga al punto B contiene al punto A, para el caso en que y > z.

Gréfico 65. Ejemplo abierto béasico

Es decir, no existen dos abiertos D, pc Y Dg, b, c, tal que A € Dgp o Pero B € Dypc Y

B €Dg, p,c, PEIOAE Dy p, c,-

En consecuencia del teorema anterior y conociendo de antemano que si un espacio

topoldgico no es T; entonces no es T,; se puede establecer que T, NO es T,.
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La afirmacion anterior se puede corroborar puesto que no existen dos abiertos D, . Y
Dq. b, ¢, tal que Dgpc N Do, p . =@ Esto se verifico en la seccion de conexidad, al

concluir que para cualquier par de abiertos Dy p ¢ Y Dq, b, ,c, S€ tiene Dgp . N Dg_ p. o, # O.

6.3 COMPACIDAD

En este apartado se estudia si R? es compacto con la topologia T,

Retomando lo descrito en el capitulo 2 para demostrar que R?, triangulares es base
para una topologia se queria ver que la reunion de abiertos basicos es igual a R?, para ello

se plante6 el cubrimiento:

— W2
Dl,—n,—n =R

n=0
De esta forma se puede verificar que R? no es compacto con la topologia 7, pues no es
posible cubrirlo con un nimero finito de abiertos de la forma:

Di_ppn= Xy:y=2Xx—nAy=-—-x—n.

6.4 ENUMERABILIDAD
A partir de la topologia generada por la base (R?, triangulares) se puede extraer la siguiente
subfamilia enumerable.

Consideremos el conjunto:
Da,b,c= X,y:yZax+b ANy=—-ax+c C R2
f= Dgpcsia>0;a,b,c€Q

4 es también una base y es enumerable pues su cardinal es Q x Q x Q. La prueba de que es
enumerable, se plasma en el teorema 3.28 del archivo: Curso de topologia general, el cuél

se referencia en la bibliografia de este documento.

Continuando con el estudio de enumerabilidad, se propone el siguiente teorema.
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La topologia t; es 2 — contable.
Demostracion

La demostracion de que el conjunto % es base para una topologia es anéloga a la
demostracion para D = D,,.:a > 0,b,c € R la cual se presenta en el capitulo 2 de este

documento.
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CONCLUSIONES

En el siguiente apartado se plasman los resultados sobresalientes que se obtuvieron durante

el desarrollo del trabajo. En primera instancia, se presentan las conclusiones generales, es

decir, aquellas relacionados con la formacion profesional de los autores. A continuacion, se

presentan las conclusiones especificas del objeto matematico estudiado.

CONCLUSIONES GENERALES

A lo largo de la licenciatura se han trabajado diferentes conceptos matematicos que
enriquecieron y posibilitaron la elaboracion del trabajo, esto se evidencio durante su
disefio y validacion, en particular, cuando se realizaron las demostraciones fue
evidente la relacién de dichos conceptos y la utilidad de su estudio.

Al realizar el estudio de algunas nociones topoldgicas, tales como interior, exterior,
frontera y adherencia de algunos conjuntos asociados en relacion con abiertos
béasicos de la topologia generada por la base (RZ%, triangulares), se observaron
algunas regularidades o caracteristicas, un ejemplo es el teorema 3, que establece
que sea un conjunto acotado, el interior es vacio.

El uso de Geogebra, ayudd a ampliar la informacion propuesta, a clarificar algunos
temas y a evidenciar visualmente algunos ejemplos que se establecieron durante el

desarrollo del trabajo.

CONCLUSIONES ESPECIFICAS

= SeatselconjuntoA= x,y:y<ax+bVy<-—ax+c cona,b,c€Res
cerrado.
= Sea T el conjunto C={ x,y :y<Ax?+Bx+C} tal que AByC€ER Yy
A < 0 es cerrado.
» Sea latopologia ;. Si A € R? talque A es acotado, entonces int A = @.
= Sea la topologia ;. Si A € R? talque
A= xy:(x—h)?+@—-k?<r’ ,hkyreRyr>0

entonces int A = Q.
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 (x=h)?

Sea la topologia ;. Si 4, € R? talque A, = x,y =

+ y;—fz <1 enla
que A,B,hyk € Ry A,B > 0. Entonces int A; = @.

Sea la topologia ;. Si A, € R? talque A, = x,y :y =Ax*>+ Bx+C enla
que A, ByC € Ry A > 0.Entonces int A, = @.

Dado un abierto basico en T,guq €xiste minimo un abierto en , que lo
contiene.

La topologia t, es conexa.

La topologia t; es Ty.

La topologia T, no es T;.

La topologia t, es 2 — contable.
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