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1. Informacién General
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2.Descripcion

Este trabajo de grado aborda el estudio de las representaciones graficas de ecuaciones lineales y
cuadraticas en el sistema coordenado Seno también se estudian objetos geométricos como las rectas y
conicas ubicados en el Sistema Seno y se determinan las ecuaciones que los representan. También se
estudian diferentes definiciones y propiedades de estos objetos en el Sistema Seno contrastandolos con
los resultados existentes en el sistema rectangular. Se presentan adicionalmente, applets construidos en
el software GeoGebra, los cuales ayudaron a representar los objetos matematicos estudiados y a explorar
propiedades que posteriormente llevaron a resultados.
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Stewart, J; Hernandez, R; Sanmiguel, C: Introduccién al Célculo. Thomson, 1989

4.Contenidos

En el primer capitulo se presenta como y dénde surgié la idea de desarrollar un trabajo de grado
relacionado con el tema tratado en este documento, presenta la documentacion que se hizo y la manera
como se procedioé para desarrollarlo. En el segundo capitulo se presentan los preliminares del trabajo.
Luego, en el capitulo tres se presenta cdmo se ven las rectas de forma algebraica en el Sistema Seno.

En el capitulo cuarto se muestra cémo se ven las representaciones graficas de las s-rectas a partir de la
ecuacion lineal y se estudian definiciones y propiedades asociadas a las s-rectas y diferentes applets
como apoyo a los resultados presentados. En el capitulo siguiente se muestra la traslacién y rotaciéon de
los ejes; también se presentan ecuaciones de cambios de coordenadas para cada transformacién y
applets con las cuales el lector puede explorar e indagar en este tema tratado.

El capitulo sexto trata las cénicas como solucion a la ecuacion general de segundo grado mostrando su
representacion grafica y el eje de simetria para cada conica, luego, se muestra como se ven
algebraicamente las conicas definidas como lugar geométrico y sus ejes de simetria. Para el primer caso
se presentan applets en las cuales se pueden representar cualquier cénica.

En el dltimo capitulo se formulan conclusiones y reflexiones con base en los resultados obtenidos a lo
largo del documento.

5.Metodologia

Para cada objeto geométrico se procedid de la siguiente forma: se tomd la ecuacidon de ese objeto
geomeétrico y se ubicé el conjunto de puntos solucién en el Sistema Seno. Se representaron estos objetos
utilizando GeoGebra y se hicieron exploraciones para encontrar propiedades y relaciones. Estas Ultimas
se contrastaron con lo expuesto el libro de Geometria Analitica de Lehmann.

Luego, se ubica el objeto geométrico en el Sistema Seno, se determina su ecuacién vy, utilizando
GeoGebra se hicieron exploraciones determinar propiedades. Finalizado este proceso se contrastan los
resultados en este sistema con los resultados existentes del sistema cartesiano teniendo como guia el
libro de Lenmann mencionado anteriormente.

6.Conclusiones

En el estudio de las rectas se concluyé que: cuando se ubica una linea recta en el Sistema Seno esta no
se puede expresar como una ecuacién lineal y cuando se ubica el conjunto de puntos solucion a la
ecuacion lineal, la gréfica es una curva.

Al contrastar los resultados y definiciones en el sistema rectangular con los obtenidos en el Sistema Seno
se observa que: para los angulos entre rectas se pueden plantear al menos dos definiciones una con la
idea de linea y otra con la idea de tangente a una curva. Con la primera definicibn se cumplen gran parte
de los teoremas geométricos asociados al paralelismo y a la perpendicularidad en el sistema rectangular.
En relacién con la distancia entre un punto y una recta no se cumple que el segmento que determina la
longitud minima es perpendicular a la recta.

Se estudio la traslacién y rotacion de los ejes y para ambos casos se tiene qué si algin objeto geométrico
esta ubicado en el sistema original y se rota o se traslada, el tipo de ecuacion del objeto geométrico en el
sistema transformado no es el mismo que el del sistema original luego, no cumple la misma propiedad que
el sistema cartesiano en el cual esas transformaciones son lineales.

Se estudiaron las cénicas desde dos puntos de vista: como el conjunto de puntos solucién a la ecuacion
general de segundo grado y como la definicion usual de seccién cénica como lugar geométrico. Se llegé a
la conclusion de que no existe una equivalencia entre estas dos definiciones, es decir, para una conica
definida por su ecuaciéon no existe unas directrices ni unos focos que cumplan la definicion como lugar
geomeétrico, y reciprocamente tampoco se cumple, es decir, dada una directriz y un foco y la cénica
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asociada a estos dos no se representa como una ecuaciéon de segundo grado.

Al reflexionar sobre este tipo de estudios en los que se centra la atencion en los objetos matematicos, para

nosotros como futuros educadores matematicos resulta de gran importancia porque nos permiten pensar
en que en el aula nuestros estudiantes pueden crear conocimiento matematico.

Elaborado por: Garzén Gutiérrez, Walter; Nifio Vega, Sergio Andrés

Revisado por: Soler Alvarez, Maria Nubia

Fecha de elaboracioén del
Resumen:
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1. Presentacién

El presente trabajo se originé a partir de actividades realizadas en el curso de Geometria
Analitica de la Licenciatura en Matemadticas de la Universidad Pedagdgica Nacional en
las cuales se estudiaron objetos geométricos a partir de sus representaciones analiticas,
geométricas y graficas en diferentes sistemas coordenados.

Algunas de las actividades para este curso fueron ubicar puntos en sistemas coordenados
diferentes al rectangular; representar ecuaciones lineales en los sistemas coordenados Po-
lar!, oblicuo? y PAR?; estudiar las propiedades de los objetos geométricos obtenidos en
dicha representacién nos causé gran impacto al ver las diferentes representaciones que
tienen los objetos geométricos al cambiar los ejes coordenados o la manera de ubicar
los puntos; Estas actividades nos permitieron reconocer la diversidad de representacio-
nes graficas que puede tener una misma ecuacién, por ejemplo, el conjunto solucién a la
ecuacién de la recta definida por la ecuacién 2x —y = 0 en el sistema Polar es una espiral
(Figura 1-1 parte (a)), en el oblicuo es una linea recta (Figura 1-1 parte (b)) y en el PAR es
un punto (Figura 1-1 parte (c)).

Algunas de las cosas que observamos, gracias al software GeoGebra que fue una herra-
mienta fundamental para representar estos sistemas y las ecuaciones en estos sistemas,
fueron, por ejemplo, que en los sistemas oblicuos la pendiente de una recta que represen-
ta una ecuacion lineal estd relacionada con el &ngulo determinado por los dos ejes; vimos
que en el sistema PAR una ecuacién lineal es representada por un punto y que esto podria
tener aplicaciones en ecuaciones diferenciales, o que en el sistema polar es mas sencillo

Para ubicar un punto en el sistema polar se toma una longitud r y un d4ngulo 0, se ubica un vector de tal
manera que tenga longitud r y forme el 4ngulo 6 con la horizontal y la cabeza del vector serd la imagen
del punto.

2El sistema oblicuo est4 compuesto por dos rectas que forman un dngulo a # 90. Para ubicar un punto se
toman dos puntos, cada uno sobre un eje, y se traza una recta perpendicular por cada punto al eje en el
cual se encuentre el punto, luego el punto de interseccién entre las dos rectas serd la imagen del punto.

3El sistema PAR esta compuesto por dos rectas paralelas las cuales representan los ejes x y y. Para ubicar
un punto se ubican dos puntos, cada uno en diferente eje, y se traza una recta que contenga a los dos
puntos. Esta recta sera la imagen del punto.
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N /

(a) Sistema Polar (b) Sistema Oblicuo (c) Sistema PAR

Figura 1-1.: Gréaficas de 2x -y =0

representar algunas ecuaciones que en el sistema cartesiano. Estos hechos nos llevaron
a cuestionarnos sobre aspectos como la forma en que se representan ecuaciones de otro
tipo como las cuadrdticas en estos y otros sistemas y también acerca de las propiedades
de los objetos geométricos que se mantienen en las representaciones de cada sistema. Se
formularon diferentes preguntas relacionadas con el cambio de la representacién grafica
a la algebraica jcémo se ven algebraicamente algunos objetos geométricos ubicados en
estos sistemas?, también relacionadas al cambio de sistemas ;cémo se hace el cambio de
coordenadas de un sistema a otro?, o especificamente en la constitucién del sistema que
se toma para ubicar los puntos ;los ejes tienen que ser siempre la misma figura geométri-
ca?

Otra de las actividades realizadas en ese curso fue explorar sistemas cuyos ejes eran di-
ferentes figuras geométricas, por ejemplo: 1. estudiamos un sistema conformado por dos
circunferencias del mismo radio tangentes donde el origen era su punto de interseccién.
La distancia entre los puntos sobre una circunferencia era el arco de la circunferencia y
para ubicar un punto se tomaba el punto medio entre los puntos sobre cada circunferen-
cia (Ver Figura 1-2 parte (a)), 2. un sistema constituido por dos circunferencias del mismo
radio que se intersecan pero no son tangentes, su origen es el punto de interseccién entre
el segmento que une los puntos de interseccion de las circunferencias con el segmento que
une los radios. Para ubicar un punto se toma el punto de interseccién entre las tangentes
a cada circunferencia por el punto sobre la circunferencia (Ver Figura 1-2 parte (b)), 3. se
estudiaron los sistemas anteriores pero con las circunferencias de diferente radio, entre
otras.

Dos de los sistemas que estudiamos de manera auténoma que més nos llamaron la aten-
ciéon fueron los siguientes: 1. Una circunferencia de radio 1 y una recta horizontal donde



(a) Tangentes (b) No tangentes

Figura 1-2.: 1. Ejemplos de sistemas explorados

el centro de la circunferencia esta sobre la recta, esta representard el eje x y la circunfe-
rencia el eje y. El origen del eje x es el centro de la circunferencia y el origen del eje y
es la interseccién entre la circunferencia con la parte positiva del eje x. Para ubicar un
punto (a,b) en este sistema se toma un punto A en el eje x y un punto B sobre la circun-
ferencia luego, trazando una asintota a la circunferencia por B y una recta perpendicular
al eje x por A, el punto de interseccién entre estas dos rectas serd la representacién de
(a,b) (Véase Figura 1-3 parte (a)). 2. Se toma el eje x como la curva Seno y el eje y como
una recta vertical y el origen de cada eje coordenado es la interseccién entre la curva y
la recta. Para ubicar un punto (a,b) se ubica un punto A sobre la curva Seno tal que la
longitud de arco del pedazo de curva determinado por el origen y se ubica un punto B
sobre la recta vertical luego, la imagen del punto (a,b) seria la interseccién de dos rectas:
una perpendicular al eje y por A y otra tangente al eje x por B (Véase Figura 1-3 parte

(b))

(a) Circunferencia-recta (b) Recta-curva

Figura 1-3.: 2. Ejemplos de sistemas explorados

Como se vio anteriormente no es necesario que los ejes tengan la misma forma, por esto,
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quisimos seguir estudiando este tipo de sistemas. Por otro lado, gracias a los sistemas es-
tudiados por nuestra cuenta (Véase Figura 1-3) vimos que la manera de ubicar los puntos
influye en las representaciones y propiedades que pueden llegar a cumplir algunas figu-
ras definidas de manera geométrica o analitica como lo son la continuidad en todos sus
puntos, la definicién de funcién, entre otras. Por esto y, teniendo en cuenta las actividades
hechas en el curso de Geometria Analitica, nos surgi6 la idea de desarrollar un trabajo de
grado en el que pudiéramos explorar y resolver algunas de las preguntas que quedaron
sin responder tomando un sistema coordenado particular.

Para formular el anteproyecto estudiamos algunos trabajos de grado en los cuales se
habian realizado actividades semejantes a las que veniamos haciendo. Encontramos cua-
tro trabajos de grado de la Licenciatura hechos en los afios del 2011 al 2016. Un primer
trabajo encontrado fue el de Luz Angela Moreno y Oscar Carrefio [8] en el afio 2011 en
el cual se toman como referencia los sistemas oblicuos y se formulan diferentes maneras
de ubicar un punto las cuales nombran como PePe, PePa, PaPe, PaPa. Por cada manera de
ubicar un punto, se estudian las pardbolas desde su definicién como lugar geométrico en-
contrando la ecuacidén de la directriz, las coordenadas del foco y el vértice; este proceso lo
realizan ubicando una parabola definida como lugar geométrico sobre el plano y hallan
las ecuaciones correspondientes. Se encontré también el trabajo de grado de Fernando
Fernandez [2] donde se hace una caracterizacién de las rectas desde su representacion
algebraica y grafica, teniendo en cuenta el dngulo que forman los ejes en el sistema obli-
cuo; contrastando y tomando como base el sistema cartesiano. Otro trabajo encontrado
fue el de Luis Ortiz del afio 2012 [9] usé el sistema PAR para representar graficamente
puntos, rectas definidas como la solucién a la ecuacioén lineal y pardbolas definidas como
la solucién a la ecuacién cuadrética de la forma y = ax? + bx + c. Por dltimo, se encontré
un estudio mads reciente realizado por Victor Mendigafio[7] del afio 2016, en el cual se
utilizaron diferentes sistemas coordenados en el espacio para redefinir la ecuacién de la
distancia usual entre dos puntos cualesquiera. Se utilizaron las coordenadas de los pun-
tos ubicados de diferentes maneras en el plano (PePe, PePa, PaPe, PaPa) y se determiné la
distancia entre dos puntos fuera del plano con los datos recolectados y con los diferentes
sistemas coordenados estudiados.

Después de la revision de los trabajos de grado y el desarrollo de las actividades del
curso de Geometria Analitica, y para seguir profundizando en este tema, decidimos se-
guir estudiando las representaciones algebraicas y geométricas en un sistema coordenado
diferente al rectangular. El sistema que consideramos para el estudio, al cual denomina-



f(x) = sen(z)

Figura 1-4.: Sistema Seno

mos Sistema Seno, estd conformado por el eje y del sistema rectangular y la gréfica de la
funcién seno como apoyo para ubicar los puntos. Para ubicar un punto (x(,yy) sobre el
Sistema Seno, tomamos el punto (x(,0) en el sistema usual, trazamos una perpendicular
por este punto al eje x y la interseccion entre la perpendicular y la curva Seno es el pun-
to A luego, ubicamos el punto B con coordenadas (0,y,) en el sistema usual. Por ultimo,
ubicamos el punto medio C entre los puntos A y B y este es la representacion de (xg, )
en el Sistema Seno. (Véase Figura 1-4).

Teniendo en cuenta los trabajos de grado leidos, los cuales nos fueron de apoyo para guiar
nuestras ideas y hacernos un ideal de los temas que se querian tratar y, ademds, de qué
manera abordarlos; se quiso continuar por la misma linea de estudio y se definieron estos
propositos: el primero fue representar de manera gréfica las soluciones a las ecuaciones
lineales de la forma ax + by + ¢ = 0 en este sistema que consideramos. Quisimos estudiar
las definiciones y teoremas asociados a las rectas y los resultados obtenidos contrastarlos
con los resultados del sistema cartesiano. Teniendo en cuenta la relacién que existe entre
las conicas definidas como lugar geométrico y la solucién a la ecuacién general de segun-
do grado ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0 se quiso representar graficamente cada una de
ellas y mirar si se mantiene esta relacion en el Sistema Seno. Por altimo, cuando hicimos la
lectura de los trabajos de grado se nos dificulté la comprension de los sistemas utilizados,
por esto, decidimos crear applets para que el lector pudiera explorar las transformaciones
de los objetos geométricos y de las diferentes definiciones tratadas en este sistema.

Luego que nos fue aprobado el anteproyecto empezamos el desarrollo del trabajo de gra-
do. Lo primero que hicimos fue leer las secciones del libro ”"Geometria Analitica”’[6] de
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Charles Lehmann, relacionadas con la ubicacién de puntos sobre un plano en el cual se
encuentra un sistema coordenado, la grafica de una ecuacién, lugares geométricos y céni-
cas. Este texto se convirti6 en nuestro libro guia, para re-alimentarnos teéricamente.

Un primer reto para nosotros fue la ubicacién de puntos ya que cuando empezamos el
trabajo sabiamos cémo, dadas las coordenadas de un punto, ubicarlo en el Sistema Seno,
pero el proceso contrario nos resulté complejo resolverlo de manera geométrica asi que
recurrimos al dlgebra y alli nos vimos en la necesidad de realizar cambios de coordenadas
del Sistema Seno al rectangular y viceversa.

La definicién de distancia entre dos puntos también nos resulté retante ya que para las
diferentes definiciones de distancia propuestas en el libro “Geometria Analitica”[6], el
calculo de estas no era conveniente para estudios posteriores, asi pues, decidimos tomar
la distancia Euclidiana entre dos puntos.

Luego, al seguir estudiando el libro de Lehmann[6] observamos que las rectas de la geo-
metria euclidiana se representaban con ecuaciones lineales cuando se utilizaba el sistema
rectangular pero, cuando representdbamos las soluciones de la ecuacién lineal en el Siste-
ma Seno obteniamos una curva diferente a la linea recta de la geometria euclidiana y estas
ultimas tenian una ecuacién diferente a la ecuacioén lineal inicial, eso fue lo que nos llevé
a pensar como podriamos caracterizar o definir una recta en nuestro sistema. La decisién
que tomamos fue que las rectas iban a ser el conjunto solucién a una ecuacién de la forma
ax+by+c=0.

Otras discusion central asociada a las rectas fue como definir la distancia de un punto A
a unarecta . Esta se quiso abordar como la distancia entre el punto A y el punto intersec-
cién entre la recta perpendicular a I por A pero, no fue viable porque no era conveniente
para estudios posteriores, asi que se definié6 como la minima distancia entre el punto A
y los puntos sobre la recta. Esta ultima definicién suena muy sencilla pero, fue una de
las més retantes de formular y para poder hacerlo tuvimos que recurrir a GeoGebra el
cual nos permitié ver y corroborar de manera grafica el proceso algebraico que estdbamos
realizando.

En términos de relaciones entre rectas nos tuvimos que detener para definir el dngulo
entre rectas de dos maneras ya que, como se mencion6 anteriormente, las soluciones a la
ecuacion lineal en el Sistema Seno son curvas por tanto, se tuvo la necesidad de definir



las lineas las cuales coinciden con las rectas en el sistema rectangular, y haciendo uso
de estas se propusieron las siguientes definiciones: la primera teniendo en cuenta lineas
tangentes a cada curva (recta en el Sistema Seno) por el punto de interseccién donde se
calcula el angulo de apertura (o de barrido) entre las curvas a partir de las lineas. Con
la segunda manera se tuvo en cuenta las pendientes de las rectas en el Sistema Seno y
se construyeron lineas que estaban relacionadas con esta pendiente y el dangulo entre las
rectas lo determinan las lineas.

Para dar inicio a el estudio de las conicas se tuvo en cuenta que en el sistema rectangular
si se ubica una cénica definida como lugar geométrico en el plano esta se puede expresar
algebraicamente con la ecuacién general de segundo grado y, reciprocamente, si constru-
ye una cdénica como la solucién a la ecuacién general de segundo grado en un plano se
pueden determinar unos focos y unas directrices tal que se cumpla que la cénica coincide
con el lugar geométrico determinado por estos objetos geométricos. Teniendo esto claro
abordamos de manera andloga el estudio de las cénicas en el Sistema Seno. En este, y en
los demds procesos, nos fue de mucha ayuda el software GeoGebra ya que gracias a este
pudimos representar graficamente las soluciones a diferentes ecuaciones como, en este
caso particular, la ecuaciéon general de segundo grado cuando varian sus diferentes coefi-
cientes.

Cuando empezamos a estudiar las conicas a partir de la solucién a la ecuacién general
de segundo grado vimos que era de suma importancia tener definidas algunas transfor-
maciones de coordenadas como la rotacién y traslaciéon de los ejes y tener un cambio de
coordenadas entre el sistema original y el transformado. Esto se abordé teniendo en cuen-
ta las mismas definiciones en el Sisterma Seno, es decir, para la traslacién se tomo el sistema
original como referencia y se trasladé a un punto sobre el plano; de manera analoga se
hizo con la rotacién: se tomo el sistema original y se giré con un dngulo cualquiera con
respecto a un eje. Lo que mas se nos dificulté en este proceso fue la formulacién de las
ecuaciones de cambio de coordenadas entre el sistema original y el sistema transformado,
en este momento tuvimos que recurrir a GeoGebra para poder visualizar los movimientos
que tenia el sistema y a partir de esto formular las ecuaciones.

Por altimo, no podemos dejar de lado la construccién en GeoGebra de las diferentes ap-
plets que se hicieron con el propésito de que le fueran de ayuda al lector para familiari-
zarse y comprender lo presentado en diferentes partes de este documento. Estds fueron
surgiendo en el desarrollo del documento a medida que nos ddbamos cuenta que era ne-
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cesario tener una herramienta para poder explorar en el tema que se presenta y, ademas,
para familiarizarse con este sistema.



2. Preliminares

Representacion Cartesiana

En esta seccidn se presentaran algunas propiedades de las ecuaciones lineales y cuadrati-
cas que se utilizardn para apoyar y comprender el estudio realizado en relacién con el
Sistema Seno.

2.1. Rectas y ecuaciones lineales en el sistema

cartesiano

Dada la ecuacién ax + by + ¢ = 0 se puede construir un conjunto de parejas ordenadas
(x,v) que la satisfaga; con este conjunto se puede realizar una grafica en el plano carte-
siano ubicando los puntos como se muestra en el anexo A.1. En este anexo también se
muestra un ejemplo de cémo ubicar los puntos de una ecuacion lineal.

La ecuacién ax + by + ¢ = 0 también se puede ver como y = —yx — ;. Esta Gltima represen-
tacion algebraica generalmente se escribe como:

) __E ) —__
y=mx+b" donde m= ;Y b 5

generalmente m se denomina pendiente de la recta y b’ es el punto de interseccién de la
recta con el eje y, aunque se usard la primera ecuacién ya que si b = 0 la segunda ecuaciéon
no tendria solucién. Mas adelante se estudiaran afondo éstas expresiones.

2.1.1. Movimientos de las rectas

Cuando varia el término —% en la ecuacién ax + by + ¢ = 0 de la recta [, se obtiene que la
recta se mueve —y unidades sobre el eje . Si se quiere que la gréfica de la recta se mueva
en la semirrecta del eje y positivo (arriba) —; debera ser positivo, en caso contrario deberd
ser negativo.
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En el anexo A.2 se muestra un ejemplo de este movimiento tomando dos rectas y compa-
rando el coeficiente —7 y viendo cémo se refleja este cambio en la grafica de cada una.

2.1.2. Inclinacién de las rectas

Se considera que la inclinacién de una recta es el dngulo 6 determinado entre la hori-
zontal (eje x) y la recta, en el sentido contrario de las manecillas del reloj. Este angulo se
podra encontrar tomando dos puntos sobre la recta y formando un tridngulo rectangulo,
como se muestra en el anexo A.3, y se encuentra que:

Ax
tan(0) = Ay
Es decir, que con el angulo 6 se puede determinar la pendiente de la recta y con la ecua-
cién de la recta se puede determinar la pendiente tomando el cociente —¢ y el dngulo que
forma con el eje x. El cociente —% se puede interpretar como el movimiento de ¢ unidades
horizontalmente y en a unidades verticalmente. En A.4 se muestran dos ejemplos en los
cuales a partir del angulo que forma una recta con la horizontal se determina la manera
como se mueven los puntos de la recta y teniendo la ecuacién de la recta se muestra como
se mueven los puntos sobre ella y el dngulo que forma con la horizontal.
Tenga en cuenta que en general si se multiplica por una constante k = 0, los conjuntos
solucién de k(ax + by +c) = 0y de ax + bx + c = 0 son iguales.

2.1.3. Vectores

Para este trabajo se tomara la definicién en la cual se refiere al vector como una n-pla de
coordenadas o componentes del vector que también se le llama punto n-dimensional debi-
do a que la cantidad de componentes determina en cudntos planos se esta trabajando. En
este documento se tendra en cuenta solo dos dimensiones y el vector d con coordenadas
(a,b) se escribird como d=<a,b>.

Vector director

Este vector, como su nombre lo dice, le da direccién a una recta, la orienta y le da un
sentido determinado. El vector director de la recta | con su ecuacién ax + by +c =0 es
d=<-b,a>.

Las rectas se pueden caracterizar como el rastro de la cabeza de un vector con ciertas con-
diciones que se pueden escribir en una ecuacién como X(t) = P+ td con P un punto sobre
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S

la recta, un vector d y un pardmetro t € IR; ésta ecuacién tiene como nombre Ecuacidn
-

Vectorial de una recta. Cabe resaltar que d es el vector director de la recta.

Vector normal

El vector normal se define como un vector perpendicular a otro vector y se encuentra de
-

la siguiente manera, sea un vector d =< —b,a > el vector normal a d serd it =<a,b >.

2.1.4. Angulo entre dos rectas

El angulo entre dos rectas sera el menor angulo que se forma entre ellas dos y se puede
hallar a partir de sus vectores directores usando la ecuacién:

;- dy
HdliinzU

siendo los numeradores el producto escalar entre los vectores y el denominador es el pro-
ducto de la norma de los vectores. También se puede determinar éste el 4ngulo utilizando
la tangente del dangulo que forman las rectas y sus pendientes utilizando la ecuacién:

nyp —nip
tan(0) = == -

cos (2-1)

(2-2)

A manera de ejemplo se mostrara que el vector director d y el vector normal 77 de la recta
I con ecuacién ax + by + ¢ = 0 son perpendi_f:ulares.

Por definicién el vector director de I es d =< —b,a > y su vector normal es i =< a,b >;
reemplazando en la ecuacién (2-1) se tiene que:

COS(Gdn) < a,b> <a,b>

Va? +(=b)2Va? + b2

B —ab+ab
a?b?

=0
luego 0 p.=a% cona=2n+1lyneZ.

En general el dngulo 0 ;.. es recto, por tanto los vectores d y il son perpendiculares.

2.1.5. Rectas paralelas

En esta seccion se trabajaran las rectas paralelas desde tres puntos de vista diferentes:
analitico, vectorial y geométrico. Se mostrara que teniendo cualquier definicién se puede
llegar a las otras con ciertos cambios de notacién y propiedades que tiene cada sistema.
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1. Definicién geométrica: dos rectas [ y t son paralelas si su interseccion es vacia 6 si
se intersecan en dos o més puntos.

2. Definicién analitica: dos rectas [ y t con ecuaciones
ax+by+c=0 y ax+by+c'=0

respectivamente, son paralelas si §; = 7. Si la ecuacion de la recta [ se puede escribir
como k(ax+by+c) =0 con k = 0 también son paralelas.

3. Definicién vectorial: sean los puntos P y Q con coordenadas (r1,7,) y (41,9>) respec-
tivamente, dos vectores

dj:<a,b> y aT;:<c,d>

S
y t € R. Si d, se puede expresar como k < a,b > con k # 0 entonces, las rectas que
determinan las ecuaciones vectoriales

X(t)=P+td y X'(t)=Q+td,

son paralelas. Si X(t) = X’(t) también son paralelas.

En el anexo A.5 se demuestra la equivalencia de las definiciones anteriores. Se empezara
usando una definicién y se concluirdn las otras dos, y asi sucesivamente.

2.1.6. Rectas perpendiculares

Se afirmard que las rectas | y t con ecuaciones ax+by+c=0y a’x+b'y+c =0 respec-
tivamente, son perpendiculares si el angulo formado entre estas es recto (igual a 90) o si
my -my = —1, siendo m; y m, las pendientes de las rectas.

En el anexo A.6 se demuestra la siguiente equivalencia:

» Lasrectas / y t forman un dngulo 6 recto siy solo si my - my = -1

2.1.7. Cortes con losejesxy?y

Sea ax + by +c = 0 la ecuacién de la recta I. Los cortes con los ejes se pueden ver como el
punto que pertenece al conjunto de puntos solucién y al eje ordenado. El corte con el eje
y tendrd coordenadas (0, ), es decir, cuando x = 0 se despeja vy en la ecuacién lineal y se
obtiene que y = —7. De manera anéloga el corte con el eje x seré en el punto (—g, 0).
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2.1.8. Distancia euclidiana entre dos puntos

La distancia Euclidiana entre dos puntos A y B se define como el minimo recorrido que
se puede hacer de un punto a otro. En la Figura 2-1 se muestran algunos recorridos (o
maneras de llegar) de un punto a otro y la distancia entre ellos dos que serd el minimo
recorrido (en rojo) que se puede hacer.

Figura 2-1.: Recorridos de un punto A a un punto B
Si se toman dos puntos P; y P, con coordenadas (xy,9;1) y (x2,v;) y se considera el tridngulo
rectangulo P, EP;. Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:
d? = PP, = (P,E)? + (P,E)?

Esto se muestra en la Figura 2-2 para dar una idea de la distancia usual entre dos puntos
en el plano cartesiano y la distancia se determina con la siguiente ecuacién:

A5, = (5, = %2)" + (9, = 92)’ (2-3)

Py(x1,1)

Figura 2-2.: Distancia euclidiana entre dos puntos
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2.1.9. Coordenadas del punto medio

Sean dos puntos A y B con coordenadas (xg, ) ¥ (x1,y;) respectivamente, el punto medio
C entre estos dos tiene coordenadas

(X0+X1 }’0+}’1)
2 72

Esto se deduce a partir de la semejanza entre los tridngulos que se muestran en la Figura
2-3.

Figura 2-3.: Punto medio

2.1.10. Distancia entre un punto y una recta

Sea un punto P con coordenadas (x,v¢) y la recta I con ecuacién Ax+ By + C = 0. La
distancia entre estas se define como la minima distancia que se pueda encontrar entre el
punto A y los puntos L; que estdn sobre [. (Ver Figura 2-4)

P (Im Yo)

Figura 2-4.: Distancia entre un punto y una recta
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El punto sobre I que cumple que su distancia con respecto a A sea minima, forma un
angulo recto. Para determinar la distancia entre el punto A y la recta I se usa la siguiente
férmula:

_ |AXO + B}}O + Cl

dp,
VA? + B?

(2-4)

2.2. Trasformacidén de coordenadas en el sistema

cartesiano

En algunos casos para estudiar la forma algebraica de puntos, rectas y curvas se realiza
una trasformacién de coordenadas la cual surge como el cambio o manipulacién de los
ejes coordenados. En esta seccion se analizard la traslacion y la rotacién de los ejes coor-
denados ya que mas adelante serd de utilidad para el desarrollo de las secciones conicas.

2.2.1. Traslacién

Una traslacién consiste en mover el sistema coordenado en el plano tantas unidades hacia
la derecha ,o izquierda, y/o hacia arriba o hacia abajo con respecto al origen, es decir que,
cada punto sobre los ejes coordenados se mueven h unidades hacia la izquierda o derecha
(con respecto al eje x) y k unidades hacia arriba o abajo (con respecto al eje y) como se
muestra en la Figura 2-5.

Figura 2-5.: Traslaciéon de los ejes

Para determinar las coordenadas de un punto (xg, (), que estd en el sistema original, en
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el sistema trasladado se realiza el siguiente cambio de coordenadas:
x'=x-h
)
y=y-k
Es decir que el punto (x, ) tiene coordenadas (x/, ;) en el sistema trasladado.
Si se tiene la grafica de la ecuacién f(x,y) = 0 y se quiere determinar la ecuacién en el

sistema trasladado se despeja x y y de la ecuacién (2-5) y se reemplazan los valores, luego
se tendra la ecuacién f(x’,y’) = 0 de la gréfica en el sistema trasladado.

(2-5)

2.2.2. Rotacién

Rotacién de los ejes se le llama al proceso de girar el eje x y el eje v con un dngulo «
teniendo a su origen como eje de rotacién. La Figura 2-6 muestra los ejes x y y (en negro) y
el resultado de rotar estos ejes con un angulo «, estos estan en rojo y punteados. Ademas,
se muestra un punto en el sistema original y se muestra graficamente el proceso para
determinar las coordenadas de este punto en el sistema rotado.

Figura 2-6.: Rotacion de los ejes

Si se tiene un punto con coordenadas (xg, ) en el sistema original y se quiere determinar
las coordenadas en el sistema rotado, se usa el siguiente cambio de coordenadas:
x' = xcos(a) + ysen(a) (2-6)
v’ = —xsen(a)+ycos(a)
luego el punto (xy,yy) tendrd coordenadas (x;,v)) en el sistema rotado.
Si se tiene la grafica de una ecuacién f(x,y) = 0 y se quiere determinar la ecuacién en el
sistema rotado, se usa las siguientes sustituciones:
x = x"cos(a) —y’sen(a)

(2-7)
v =x"sen(a)+ 7y’ cos(a)
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y se determina una ecuacién f(x’,y’) = 0 de tal manera que su representacion grafica
coincida con f(x,y) = 0 en el sistema original.

2.3. Cobnicas y ecuacion cuadratica en el sistema

cartesiano

En esta seccién se mostraran dos diferentes maneras de definir las coénicas: como lu-
gar geométrico y como la solucién a la ecuacién cuadratica. Se mostrard que una céni-
ca definida como lugar geométrico se puede expresar algebraicamente como una ecua-
cién cuadratica con ciertas condiciones. Luego, se mostrara como a partir de la ecuacién
cuadrdtica se puede llegar a la definicién por lugar geométrico.

2.3.1. Definicién como lugar geométrico

En esta seccién se mostrara las definiciones de parabola, elipse e hipérbola como lugar
geomeétrico.

2.3.1.1. Parabola

» Sea una recta [ fija y un punto fijo F fuera de I. Una parébola es el lugar geométrico
que determina un punto C de tal manera que la distancia de C a F es siempre igual
que la distancia de C a .

Esto se puede ver graficamente en la Figura 2-7.

Figura 2-7.: Parabola por lugar geométrico

Fijese que aparece la recta s la cual es el eje de simetria (o eje de pardbola) y el punto V
(vértice) que es la interseccion de esta recta con el lugar geométrico. También surge un
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nuevo término el cual es la excentricidad de una cénica, que se define como el cociente
entre la distancia entre el foco y un punto de la curva y la distancia de la directriz al
mismo punto de la curva, es decir, sea un punto P sobre la pardbola se cumple que:

?: —_ =
dp,i

2.3.1.2. Llipse

Una definicién por lugar geométrico de la elipse es la siguiente:

= Sean dos puntos Fy, F; fijos y dp, r, la distancia entre ellos. Una elipse es el lugar
geométrico que determina un punto P de tal manera que dpf, +dpfr, = k, k una
constante y k > dr, r,.

En la Figura 2-8 se muestran los puntos que cumplen la condicién anterior.

Figura 2-8.: Elipse por lugar geométrico

Fijese que aparece los puntos V; y V, que son los vértices, el punto C que es el centro y
las rectas I y I, directrices de la elipse. Estas ultimas cumplen que:

—~_dpF
e = a
P,ll

siendo e una constante generalmente llamada excentricidad, donde 0 <e'< 1.

2.3.1.3. Hipérbola

La Hipérbola se define como:

= Sean dos puntos fijos F; y F, llamados focos y dp, r, la distancia entre ellos. Una
hipérbola es el conjunto de puntos que cumplen la condicién que |dp r, —dp r,| = k,
siendo k una constante positiva que k <df, f,.
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En la Figura 2-9 se muestra una representacion grafica de una hipérbola.

Figura 2-9.: Hipérbola por lugar geométrico

Se observa que aparecen las rectas /iy y h, que son asintotas a la curva y el punto C que
es el centro. También se observan las rectas /; y I, que son las rectas directrices de la
hipérbola y cumplen que:

Donde e'es la excentricidad de la curva y en este casoe > 1.

Mostradas estas definiciones se tomara una cénica cualquiera en el plano, se va a ubicar
en un sistema coordenado y a partir de este se va a estudiar la ecuacién que representa
dicha cénica.

2.3.2. Del lugar geométrico a la ecuacion

Para cada uno de los casos se mostrard que cualquier cénica como lugar geométrico se
puede expresar algebraicamente como una ecuacién cuadratica. Para esto se tomara una
cénica con sus directrices, focos y su centro y se pondréan los ejes coordenados sobre el
mismo plano en el cual se estudiardn dos casos generales: 1) cuando las directrices son
paralelas a algun eje coordenado y 2) cuando las directrices no son paralelas a ningan eje
coordenado. Y dos casos particulares 1) cuando el origen cae sobre el centro de la cénica
y 2) cuando el origen no es el centro de la cénica. Si las directrices no son paralelas a
algun eje coordenado se rotardn los ejes hasta que alguno sea paralelo a las directrices. Si
el origen no cae sobre el centro de la conica se trasladaran los ejes hasta que coincida el
origen con el centro.
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2.3.2.1. Parabola

Se tomara una parabola cualquiera y se analizaran los posibles casos mencionados.

1. Cuando la directriz es paralela a algtin eje coordenado

Como se mencioné anteriormente se pueden analizar dos posibles casos: que el origen de
los ejes sea el vértice o que no sea. Para cada uno de los casos se mostraran dos situacio-
nes diferentes: si la directriz es paralela al eje x o si es paralela al eje y. Cabe resaltar que
cuando el origen no coincida con el vértice de la pardbola se realizard una traslacién de
los ejes de h unidades en el eje x y de k unidades en el eje y hasta que coincidan.

Origen en el vértice

Sea una parabola definida como lugar geométrico. Se procedera ubicando un sistema con
los ejes x y y de tal manera que el origen del sistema coincida con el vértice de la parabola.
Pueden ocurrir dos casos: 1) que la directriz sea paralela al eje x 0 2) que sea paralela al
eje y. Luego se determina que el foco de la parabola tiene coordenadas (p,0) 6 (0,p) y que
la ecuacién de la directriz es y = —p 6 y = p como se muestra en la Figura 2-10.

(0.9)

y=-p

(a) Directriz paralela al eje x ~ (b) Directriz paralela al eje y

Figura 2-10.: Pardbolas con origen en el vértice

Para determinar que la pardbola se puede escribir de manera algebraica como una ecua-
cién cuadrética, se usa la definicion como lugar geométrico y se concluye que es una
ecuacion cuadratica. En el anexo A.7 se muestra el proceso para determinar su ecuacion
canénica y su ecuacioén general y en la Tabla 2-1 se muestran estas ecuaciones.
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Directriz Ecuacién General | Ecuacién Canédnica
Paralela al eje x ax? + ey =0 x? = 4py p=-%
Paralela al eje y cy?+dx=0 p? = 4px p= _4%

Tabla 2-1.: Ecuaciones de las pardbolas con centro en el origen

Mas adelante se explicara la importancia de la ecuaciéon candnica y el uso que se le dara.
En la Figura 2-11 se muestran dos representacién de dos parabolas que tienen la directriz
paralela al eje x y el eje de simetria coincide con el eje y (rectas en rojo). En la parte (a) se
muestra una parabola que abre hacia arriba y en la parte (b) una que abre hacia abajo.

(a) Cuando abre hacia arriba (b) Cuando abre hacia abajo

Figura 2-11.: Cuando origen coincide con el vértice y la directriz es paralela al eje x

En la Figura 2-12 se muestra cuando la directriz es paralela a el eje y. En la parte (a) se
muestra una parabola que abre hacia la izquierda y en la parte (b) una que abre hacia la
derecha.

(a) Cuando abre hacia la derecha (b) Cuando abre hacia la izquierda

Figura 2-12.: Cuando origen coincide con el vértice y la directriz es paralela al eje y
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Origen diferente al vértice

Si el origen de los ejes coordenados no coincide con el vértice de la parabola se puede
deducir que el vértice de la pardbola tiene coordenadas (h, k) y se puede determinar unos
ejes coordenados x” y y” de tal manera que el origen de estos ejes coincida con el vértice de
la pardbola, luego en este sistema x’, " la pardbola tiene una ecuacién cuadratica como se
mostré en el 1° Caso, ahora utilizando las ecuaciones de traslacién (2-5) para mover los
ejes al origen del sistema original, se tienen las ecuaciones presentadas en la Tabla 2-2.

Directriz Ecuacion General ‘ Ecuacién Canédnica ‘

Paralela al eje x | ax>+dx+ey+f =0 | (x—h)>=4p(y—k)
Paralelaalejey | cy?+dx+ey+f =0 | (y—k)>=4p(x—h)

Tabla 2-2.: Ecuaciones de las pardbolas con vértice fuera del origen

En el anexo A.8 se muestra el proceso que se desarrollé para determinar estas ecuaciones
y en la Figura 2-13 se puede confirmar graficamente lo dicho anteriormente.

(h.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|

(a) Directriz paralela al eje x ~ (b) Directriz paralela al eje y

Figura 2-13.: Parabolas con origen diferente al vértice

En la Figura 2-14 se pueden observar los ejes x" y y’ (en azul y punteado) los cuales son el
resultado de la traslacion de los ejes hasta el vértice de la pardbola . Fijese que cuando se
hace la traslacidn el eje de simetria coincide con el eje y’.
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(a) Cuando abre hacia arriba (b) Cuando abre hacia abajo

Figura 2-14.: Traslaciones cuando la directriz es paralela al eje x

En la Figura 2-15 se muestran dos pardbolas con la directriz paralela al eje y y con el
eje de simetria sobre el eje x y ademas, el resultado de las traslaciéon de los ejes hasta el
vértice de la pardbola (en azul y punteado).

(a) Cuando abre hacia la derecha (b) Cuando abre hacia la izquierda

Figura 2-15.: Traslaciones cuando la directriz es paralela al eje y

2. Cuando las directrices no son paralelas a ningtin eje coordenado

En este caso se usard las ecuaciones de rotacién de los ejes (2-7) girandolos con un dngulo
a con respecto al eje x (la horizontal) hasta que algin eje coordenado sea paralelo a la di-
rectriz de la parabola. Cuando se hace la rotacién surgen nuevas ecuaciones en el sistema
original y en el sistema rotado (o primado) las cuales se muestran en la Tabla 2-3. En el
anexo A.9 se muestra el proceso que se realizé para determinar las ecuaciones mostradas.
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Directriz ‘ Paralela al eje x’ H Paralela al eje y’ ‘
Ecuacién General ax® +bxy+cy?+dx+ey+f =0
Ecuacién Primada | a’x?+d'x’ +e'y’+ f =0 || 'y?+d'x' +e’y’+ f =0
Ecuacién Canénica | (x'—h)?> =4p(y’ k') (v’ —k)? = 4p(x’—h)

Tabla 2-3.: Ecuaciones de las parabolas en el sistema rotado

En la Figura 2-16 se muestran los ejes x" y v’ (en azul y punteado) los cuales son el re-
sultado de rotar el sistema original con un angulo « y la directriz y el eje de simetria (en
rojo) de la parabola.

(a) Directriz paralela al eje y’ (b) Directriz paralela al eje x’

Figura 2-16.: Rotacién de la parabola

2.3.2.2. Llipse

Se tomard una elipse cualquiera y, andlogo al proceso que se desarrollé en la seccién an-
terior, se analizaran los posibles casos.

1. Cuando las directrices son paralelas a algtn eje coordenado

Analizando los dos posibles casos, se tiene que: el centro esté en el origen de los ejes o
que no esté. Para cada uno de los casos se mostrardn dos situaciones diferentes: si las di-
rectrices son paralelas al eje x o si son paralelas al eje .

Origen en el centro

Sea una elipse definida como lugar geométrico. Se procedera ubicando un sistema con los
ejes x y vy de tal manera que el origen del sistema coincida con el centro de la elipse. Pue-
den ocurrir dos casos: 1) que las directrices sean paralelas al eje x 0 2) que sean paralelas
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al eje y. Luego se determina que los focos de la elipse tienen coordenadas (p,0) y (—p,0) 6
(0,p) y (0,—p) como se muestra en la Figura 2-17.

(2,y)

(p0)

&0, —p)

(a) Directrices paralelas al eje x (b) Directrices paralelas al eje y

Figura 2-17.: Elipses con centro en el origen

Ahora por definicién de elipse como lugar geométrico se determina que la ecuacién de
estas elipses es una ecuacién cuadratica como se muestra en el anexo A.10. En la Tabla
2-4 se muestra las ecuaciones encontradas para cada caso.

Ecuacién General ‘ Ecuaciéon Canoénica Directriz ‘ ‘
2 2 Paralelaalejeysia’>b" | conb’ =a,
ax?>+cy’+f=0 x_+y_:1 ] / 7| o
a b Paralelaaleje xsia’' <b’ | a’=c, f =-a’b

Tabla 2-4.: Ecuaciones de las elipses con centro en el origen

Centro fuera del origen

En este caso se usard las ecuaciones de traslacion (2-5) para mover los ejes h unidades en
el eje x y k unidades en el eje y hasta que el origen coincida con el centro de la elipse y
usando lo visto anteriormente se puede deducir una ecuacién en el sistema trasladado,
luego “devolviéndose” al sistema original se tiene que la ecuacién de la elipse se puede
ver de las siguientes formas. (Ver Tabla 2-5). En el anexo A.11 se muestra el proceso
algebraico para llegar a estas ecuaciones.
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Ecuaciéon ‘ Ecuacién Canoédnica ‘ Directriz
_ )2 AV Paralela al eje p sia’ > b’
2 cv24d _o | &-m° -k )€y
ax*rey"rdxtey+f P 1 "Paralela al ejexsia <b’

Tabla 2-5.: Ecuaciones de las elipses con centro fuera del origen

En la Figura 2-18 se puede observar la traslaciéon de los ejes hasta que el origen coincide
con el centro de la elipse, alli se obtiene un sistema nuevo x’ y y’ (en rojo y punteado),
ademads de las respectivas directrices (en azul).

(a) Directrices paralelas al eje p (b) Directrices paralelas al eje x

Figura 2-18.: Traslaciones de la elipse cuando el centro no esté en el origen

2. Cuando las directrices no son paralelas a ningtin eje coordenado

En este caso se usardn las ecuaciones de rotaciéon de los ejes (2-7) girdndolos con un dngulo
a con respecto al eje x (la horizontal) hasta que las directrices sean paralelas a algin
eje coordenado. En el anexo A.12 se muestra el proceso que se realiz6 para deducir las
ecuaciones de la elipse en el sistema original y en el sistema rotado (o primado) y en la
Tabla 2-6 se presentan estas ecuaciones.

Directrices Paralela al eje y sia’ > b’ ‘ Paralela al eje x sia’ < b’
Ecuacién General ax? +bxy+cy?+dx+ey+f =0
Ecuacién Primada ax?+cy?+d'x +ey'+f =0
x — W 2 Tk 2
Ecuacién Canodnica ( ~ ) + ¥ ) =1
a b//

Tabla 2-6.: Ecuaciones de las elipses en el sistema rotado
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En la Figura 2-19 se muestran los ejes x" y v’ (en azul y punteado) los cuales son el re-
sultado de la rotacién de los ejes x y y con un dngulo a y las directrices de la elipse (en
10jo).

(a) Directrices paralelas a y’ (b) Directrices paralelas a x’

Figura 2-19.: Rotacién de la elipse.

2.3.2.3. Hipérbola

Se tomard una hipérbola cualquiera y se analizardn los posibles casos que se estudiaron
anteriormente con las anteriores cdnicas.

1. Cuando las directrices son paralelas a algtn eje coordenado

Se pueden analizar dos posibles casos: que el origen de los ejes coordenados coincida
con el centro de la hipérbola o que no coincidan. Para cada uno de los casos se mostraran
dos situaciones diferentes: si las directrices son paralelas al eje x o si son paralelas al eje .

Vértice en el origen

Sea una hipérbola definida como lugar geométrico. Se procederd ubicando un sistema con
los ejes x y y de tal manera que el origen del sistema coincida con el centro de la hipérbo-
la. Pueden ocurrir dos casos: 1) que las directrices sean paralelas al eje x 0 2) que sean
paralelas al eje y. Luego se determina que los focos de la hipérbola tienen coordenadas
(p,0)y (-p,0) 6 (0,p) y (0,—p) como se muestra en la Figura 2-20.
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(a) Directrices paralelas al eje x  (b) Directrices paralelas al eje p

Figura 2-20.: Hipérbolas con centro en el origen

Ahora por definicién de hipérbola como lugar geométrico se tiene que la ecuacién de
la hipérbola es una ecuacién cuadrética como se muestra en el anexo A.13 y estas se
presentan en la Tabla 2-7.

Ecuacion Ecuacién Canodnica Directriz
2 2
. ) ) 71,/
x4 ey 4 f=0 a_;_b_;:1 Paralelaalejey | a=b",c=—-a’, f =—-a’b
% - % =1 Paralelaalejex | a=—-a’,c="b', f =-a'l’

Tabla 2-7.: Ecuaciones de las hipérbola con centro en origen

Vértice fuera del origen

Si el origen de los ejes coordenados no coincide con el centro de la hipérbola se puede de-
ducir que el centro tiene coordenadas (h, k) y se puede determinar unos ejes coordenados
x"y v’ de tal manera que el origen de estos ejes coincida con el centro de la hipérbola,
luego en este sistema x’, y” se tiene que la ecuacién canénica de la hipérbola se puede ver
como una ecuacion del 1° Caso y utilizando las ecuaciones de traslacién (2-5) se deduce
una ecuacidén en el sistema original. Este proceso se muestra detalladamente en el anexo
A.14y en la Tabla 2-8 se muestran las ecuaciones resultantes.

Ecuacion \ Ecuacién Canodnica \ Directriz
—h 2 —k 2
2, .2 L)k =1 | Paralela al eje x
ax“+cy“+dx+ey+f =0 a’ b’
(v-k? (x—h)?’ .
N 1 | Paralela al eje v

Tabla 2-8.: Ecuaciones de las hipérbolas con centro fuera del origen
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En la Figura 2-21 se puede observar los ejes x" y " (en azul y punteado) los cuales son el
resultado de trasladar los ejes hasta que el origen coincida con el centro de la hipérbola.
También se muestran las directrices y las asintotas (en rojo).

(a) Cuando las directrices son (b) Cuando las directrices son
paralelas al eje v paralelas al eje x

Figura 2-21.: Traslaciones de la hipérbola

2. Cuando las directrices no son paralelas a ningan eje coordenado

En este caso se usard las ecuaciones de rotacién de los ejes (2-7) girandolos con un dngulo
a con respecto al eje x (la horizontal) hasta que las directrices sean paralelas a algun
eje coordenado. En el anexo A.15 se muestra el proceso que se realiz6 para llegar a las
ecuaciones que se presentan en la Tabla 2-9 las cuales estdn en el sistema original y en el
sistema rotado (o primado).

’ Directrices ‘ Paralela al eje y’ H Paralela al eje x’ ‘
Ecuacién General ax® +bxy+cy?+dx+ey+f =0
Ecuacién Primada ax?+cy?+d'x +e'y+f =0

A Vi N I i i

a// bl/ a// b// = 1

Ecuacién Canoédnica

Tabla 2-9.: Ecuaciones de las hipérbolas en el sistema rotado

En la Figura 2-22 se muestra un ejemplo de una hipérbola rotada y ademas trasladada, se
muestra también los ejes x’,y” rotados con sus respectivas directrices y asintotas.
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Figura 2-22.: Hipérbola trasladada

De esta seccion se puede inferir que el término xy esta relacionado con la rotacién de las
conicas y los términos x y y se relacionan con la traslacién. Ya se mostré que cualquier
cénica puede ser expresada algebraicamente como una ecuacién cuadratica, ahora con
los resultados, se mostrara que la representacién grafica a una ecuacién cuadratica coin-
cide con la representacion grafica de una cénica como lugar geométrico. En la siguiente
seccion se mostrara que a partir de la ecuacidon cuadratica, en especial de la ecuacién
canonica, se puede determinar el tipo de cénica que representa y sus partes (vértice, cen-
tro, directrices, etc.) a partir de los coeficientes de la ecuacién.

2.3.3. De la ecuacion al lugar geométrico

Dada la ecuacién cuadrética ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 se puede construir un con-
junto de parejas ordenadas (x,y) de tal manera que la satisfagan. Con este conjunto se
puede realizar la grafica de alguna cénica en el plano cartesiano. Se puede determinar
cuél cénica representa la ecuaciéon a partir del discriminante b? — 4ac y se indica de la
siguiente forma

Si b% — 4ac = 0 entonces es parébola.
Si b% — 4ac < 0 entonces es elipse

Si b — 4ac > 0 entonces es hipérbola

En lo que sigue se mostrara como encontrar, a partir de los coeficientes de la ecuacion,
las coordenadas del centro y los focos y las ecuaciones de las directrices y del eje de
simetria con ayuda de la ecuacién candnica. Esto se realizara teniendo en cuenta dos
casos generales: 1) cuando estd el término xy y 2) cuando no estd. Como se menciond
anteriormente, este término esta relacionado con la rotacién de las cénicas, es decir, que
se puede ver como los casos donde la cénica estd rotada o no esta rotada. También se
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estudiardn dos casos particulares: 1) cuando estdn los términos x y v y 2) cuando no
estan. Estos términos se relacionan con la traslacién de las cénicas, es decir que se puede
ver como los casos donde la cénica se trasladada o no se traslada.

2.3.3.1. Parabola

En general, la ecuacién de una parédbola tiene la siguiente forma
ax* +bxy +cy* +dx+ey+f =0 (2-8)
con las siguientes condiciones:
1. b>~4ac=0
2. ac>0
3. ay c diferentes de 0 simultaneamente, ademas, si a 6 ¢ son 0 necesariamente b =0

4. Sib =0 entonces a 6 c tienen que ser 0. Ademas
a) Sia=0entoncesd =0

b) Sic=0entoncese =0

Se veran las coordenadas del vértice y el foco y la ecuacién de la directriz y el eje de si-
metria para cualquier pardbola. Para esto se tomaran dos casos generales: cuando no esta
el término xy y cuando si estd. Y dos casos particulares: 1) cuando no estan los términos
x y y simultdneamente y 2) cuando estdn simultdneamente.

1. Cuando no esta el término xy

Se tendra en cuenta dos casos particulares: 1) cuando no estdn simultdneamente los térmi-
nos xy y y 2) cuando si estan y ademas esta el coeficiente f. Los casos anteriores se pueden
ver como cuando la pardbola no esta trasladada y cuando si estd trasladada. También se
muestran los casos cuando la directriz es paralela al eje x o al eje p.

1° Caso: cuando la parabola no esta trasladada

En el A.17 se muestra el proceso que se realiza para determinar la ecuacién canénica a
partir de la ecuacién general, teniendo en cuenta que en la seccién 2.3.2.1 se mostré la
ecuacion general de las pardbolas que no estdn trasladadas. En la Tabla 2-10 se muestran
las coordenadas del foco y el vértice y las ecuaciones de la directriz y el eje de simetria
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para cada situacidn, aca se presenta el coeficiente p el cual se determina a partir de los
coeficientes de la ecuacién general.

‘ Foco ‘ Vértice ‘ Directriz | Eje de simetria

Paralela al eje x | (0, p) (0,0) y=-p x=0
Paralelaalejey | (p,0) | (0,0) X=-p =0

Tabla 2-10.: Partes de las pardbolas no trasladadas

Si p > 0 la pardbola abre hacia arriba o hacia la derecha, si p < 0 abre hacia abajo o hacia
la izquierda.

2° Caso: cuando la parabola esta trasladada

En la seccién 2.3.2.1 se mostré la ecuacién general de las pardbolas que estdn trasladadas
y en el anexo A.17 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar las ecuaciones
canonicas, que coinciden con las presentadas en la Tabla 2-2 pero que varian en los coefi-
cientes. En este anexo se tiene en cuenta que se tiene que trasladar los ejes coordenados
h unidades en el eje x y k unidades en el eje y. Las coordenadas del foco y el vértice y las
ecuaciones de la directriz y el ejes de simetria se deducen de la ecuacién candnica y se
muestran en la Tabla 2-11.

‘ Foco ‘ Vértice ‘ Directriz | Eje de simetria

Paralelaax | (hk+p) | (hk) | y=k-p x=nh
Paralelaavy | (h+p,k) | (hk) | x=h-p y=k

Tabla 2-11.: Partes de las parabolas trasladadas

Si p > 0 la pardbola abre hacia arriba o hacia la derecha, si p < 0 abre hacia abajo o hacia
la izquierda. Tengase en cuenta que si h 'y k son 0 la parabola no esta trasladada.

2. Cuando esta el término xy

En la seccién 2.3.2.1 se mostro la ecuacion general de las parabolas que estan rotadas y/o
trasladadas y en el anexo A.18 se muestra el proceso que se realizé para determinar las
ecuaciones canénicas con sus respectivas sustituciones, que coinciden con las presentadas
en la Tabla 2-3. En este anexo se muestra como determinar el angulo 6, a partir de los
coeficientes de la ecuaciéon, para que al rotar los ejes coordenados lleguen a ser alguno
paralelo a la directriz. Ahora usando las ecuaciones candnicas mostradas en el anexo
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A.18, que coinciden con las que se presentan en la tabla 2-3 pero que varian con los
coeficientes, se pueden encontrar las ecuaciones de las partes de la pardbola teniendo
en cuenta que estas estaran dadas en términos de los ejes primados. Para determinar las
ecuaciones en el sistema original se hacen las sustituciones de los coeficientes primados.
En la Tabla 2-12 se muestra la forma general que tienen las partes de la parabola.

Si 6 > 0 entonces la directriz es paralela al eje x’ ‘

Vértice (h'cosO —k’senB , h’sen6 + k’cos )
Foco (W cosO —(k’+p’)senB , h'senO + (k' + p’)cosO)
Directriz y =xtan(0)+ Ié;_s%’
Eje de simetria y = —xcot(0)+ SJI’I’Q
Si 0 < 0 entonces la directriz es paralela al eje y’
Vértice (h'cosO —k’sen@ , h’sen6 + k’cos 6)
Foco (W +p')cos@ —k’senB , (h'+p’)senO +k’cos0)
Directriz y =—xcotb + }sl;p/
Eje de simetria y =xtan0 + %

Tabla 2-12.: Ecuaciones generales de las partes de la pardbola.

Hay que tener en cuenta que se estd trabajando en el sistema rotado y la respuesta esta
dada en términos de coeficientes primados luego, se tiene que hacer las respectivas susti-
tuciones de esos coeficientes.
Para comprender de mejor manera como se hallan las coordenadas del foco y el vértice y
las ecuaciones de la directriz y el eje de simetria de una pardbola, en el A.19 se presenta
un ejemplo en el cual se dan los pasos que se tienen que seguir para encontrar las partes
de una parabola teniendo en cuenta el desarrollo presentado en esta seccién.
2.3.3.2. Llipse
En general la ecuacién de una elipse tiene la siguiente estructura

ax? +bxy +cy? +dx+ey+f =0
con las siguientes condiciones:

1. b2—4ac>0

2. ac>0
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3. ay c diferentes de 0 simultaneamente, ademas, si a 6 ¢ son 0 necesariamente b =0
4. Si b =0 entonces ay c tienen que ser diferentes de 0.

5. Siay cson menores que 0 entonces f tiene que ser mayor que 0. Si a y ¢ son mayores
que 0 entonces f tiene que ser menor que 0

Andlogo al desarrollo de la pardbola se mostrard como encontrar las coordenadas de los
focos, los vértices y el centro y las ecuaciones de las directrices y el eje de simetria a partir
de los coeficientes de la ecuacién cuadratica. Se tomardn dos casos particulares: cuando
no estdn los términos xy y cuando si estd. Y dos casos particulares: cuando no estan los
coeficientes x y y y cuando si estan.

1. Cuando no esta el término xy

Se tendra en cuenta dos casos particulares: 1) cuando no estan los términos x y y y 2)
cuando si estdn. Los casos anteriores se pueden ver como cuando la elipse no esté tras-
ladada y cuando si estd trasladada. También se muestran los casos cuando las directrices
son paralelas al eje x o al eje y.

1° Caso: si el centro esta en el origen

En el anexo A.20 se muestra el proceso que se realiza para determinar la ecuacién canéni-
ca a partir de la ecuacién general, teniendo en cuenta que en la seccién 2.3.2.2 se mostrd
la ecuacion general de las elipses que no estan trasladadas. En la Tabla 2-13 se muestran
las coordenadas de los focos, los vértices y el centro y las ecuaciones de las directrices y
el eje de simetria para cada situacion, aca se presenta los coeficientes a’ y b’ los cuales se
determinan a partir de los coeficientes de la ecuacién general.

‘ Sia’>b’, paralelasay H Sia’ <b’, paralelas a x ‘

Focos (c’,0) (=c’,0) (0,¢) (0,—¢’)
Vértices V00| (=Va,0) [0, Vo)) | (0,-VP)
Directrices X = “ X = @ Y= v = v
b’ b’ old ld
Eje de simetria x=0 y=0

Tabla 2-13.: Partes de la elipse cuando el centro esta en el origen

Surge un nuevo coeficiente ¢’ que cuando las directrices sean paralelas al eje y serd Va’— b’
y cuando sean paralelas al eje x serd Vb’ —a’.
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2° Caso: si el centro no esta en el origen

En la seccién 2.3.2.2 se mostrd la ecuacién general de las elipses que estdn trasladadas
y en el anexo A.21 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar las ecuaciones
canonicas, que coinciden con las presentadas en la Tabla 2-5 pero que varian en los coefi-
cientes. En este anexo se tiene en cuenta que se tiene que trasladar los ejes coordenados
h unidades en el eje x y k unidades en el eje y. Las coordenadas de los focos, vértices y
el centro y las ecuaciones de las directrices y el eje de simetria se deducen de la ecuacién
canodnica y se muestran en la Tabla 2-14.

‘ Sia’>V’, paralelasa y H Sia’ <b’, paralelas a x ‘

Focos (h+c',k) (h—c’, k) (hk+c) (h,k—c’)
Vértices (h+Na,k) | (h=Va’,k) | (hk+Vb') | (hk-Vb)
Centro (h, k) (h,k)

Directrices x:a—,+h x:—a—,+h y:b—,—k y:—b—,—k
c c c c
Eje de simetria x=k y=nh

Tabla 2-14.: Partes de la elipse cuando el centro no estd en el origen

De la misma manera el coeficiente ¢’ serd Va’— b’ cuando las directrices son paralelas al
eje v y cuando sean paralelas al eje x serd Vb’ —a’.

Cuando esta el término xy

En la seccién 2.3.2.2 se mostrd la ecuacion general de las elipses que estan rotadas y/o
trasladadas y en el anexo A.22 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar las
ecuaciones candnicas con sus respectivas sustituciones, que coinciden con las presentadas
en la Tabla 2-6. En este anexo se muestra cdmo determinar un dngulo 6, a partir de los
coeficientes de la ecuacion, para que al rotar los ejes coordenados lleguen a ser alguno
paralelo a las directrices. Ahora usando las ecuaciones canénicas mostradas en el anexo
A.22, que coinciden con las que se presentan en la tabla 2-6 pero que varian con los
coeficientes, se pueden encontrar las ecuaciones de las partes de la pardbola teniendo
en cuenta que estas estaran dadas en términos de los ejes primados. Para determinar las
ecuaciones en el sistema original se hacen las sustituciones de los coeficientes primados.
En la Tabla 2-15 se muestra la forma general que tienen las partes de la pardbola.
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Si 6 < 0 entonces las directrices son paralelas al eje y’ ‘

Centro (h'cosO —k’senB , h’sen6 + k’cosH)
Vértices ((h’J_r a”)cosO —k’senO , (W +Va”)sen O +k’ cos 9)
Focos (W +c”)cosO —k’senB, (W £c”)sen6 + k’cosO)
Directrices y = —xcotO + Lt
Eje de simetria y =xtan@ + %
Si 0 > 0 entonces la directriz es paralela al eje x’
Centro (h'cosO —k’senB , h’sen6 +k’cos )
Vértices ((h’ +Va”)cosO —k’sen6 , (' +Va”)senO + k’cos 6)
Focos (h'cosO —(k’+c”)sen@ , h'senO + (k' +c”)cos6)
Directrices y = xtan @ — KL=
Eje de simetria y = —xcot(0)+ #

Tabla 2-15.: Ecuaciones generales de las partes de la elipse

Hay que tener en cuenta que se estd trabajando en el sistema rotado y la respuesta estd
dada en términos de coeficientes primados luego, se tiene que hacer las respectivas susti-
tuciones de esos coeficientes.
Para comprender de mejor manera cdmo se hallan las coordenadas de los focos, los vérti-
ces y el centro y las ecuaciones de las directrices y el eje de simetria de una elipse, en A.27
se presenta un ejemplo en el cual se dan los pasos que se tienen que seguir para encontrar
las partes de una elipse teniendo en cuenta el desarrollo presentado en esta seccién.
2.3.3.3. Hipérbola
En general la ecuacion de una elipse tiene la siguiente estructura
ax?+bxy+cy’ +dx+ey+f =0

con las siguientes condiciones:

1. b*-4ac<0

2. Siay cson 0 simultaneamente, b y f necesariamente seran diferentes de 0

3. Sib=0entonces a,cy f tienen que ser diferentes de 0.

Analogo al desarrollo de las cénicas anteriores se mostrara como encontrar las coorde-
nadas de los focos, los vértices y el centro y las ecuaciones de las directrices, el eje de
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simetria y las asintotas a partir de los coeficientes de la ecuacién cuadratica. Se tomaran
dos casos particulares: cuando no estdn los términos xy y cuando si estd. Y dos casos par-
ticulares: cuando no estan los coeficientes x y v y cuando si estan.

1. Cuando no esta el término xy

Se tendra en cuenta dos casos particulares: 1) cuando no estan los términos x y y y 2)
cuando si estdn. Los casos anteriores se pueden ver como cuando la hipérbola no esté
trasladada y cuando si esta trasladada. También se muestran los casos cuando las direc-
trices son paralelas al eje x o al eje p.

1° Caso: si el centro esta en el origen

En el anexo A.24 se muestra el proceso que se realiza para determinar la ecuacién canéni-
ca a partir de la ecuacién general, teniendo en cuenta que en la seccién 2.3.2.3 se mostré la
ecuacion general de las hipérbolas que no estdn trasladadas. En la Tabla 2-16 se muestran
las coordenadas de los focos, los vértices y el centro y las ecuaciones de las directrices, el
eje de simetria y las asintotas para cada situacion, aca se presenta los coeficientes a’ y b’
los cuales se determinan a partir de los coeficientes de la ecuacién general.

‘ Sia’>b’, directrices paralelas a y H Sia’ <b’, directrices paralelas a x ‘

Centro (0,0) (0,0) ‘
Focos (c’,0) (=c’,0) (0,¢") (0,—c’)
Vértices (Va’,0) (—Va’,0) (0, V") (0,-Vb)
Directrices x=12 x=-% = ZC’—' Y= —?—,’
Asintotas y=+-Lx y=,-Lx
Eje de simetria x=0 =0

Tabla 2-16.: Partes de la hipérbola cuando el centro esta en el origen

Surge un nuevo coeficiente ¢’ que cuando las directrices sean paralelas al eje x serd Va’— b’
y cuando sean paralelas al eje y serd Vb’ —a’.

2° Caso: si el centro no esta en el origen

En la seccién 2.3.2.3 se mostr6 la ecuacion general de las hipérbolas que estan trasladadas
y en el anexo A.25 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar las ecuaciones
canoénicas, que coinciden con las presentadas en la Tabla 2-8 pero que varian en los coefi-
cientes. En este anexo se tiene en cuenta que se tiene que trasladar los ejes coordenados
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h unidades en el eje x y k unidades en el eje y. Las coordenadas de los focos, vértices y el
centro y las ecuaciones de las directrices, el eje de simetria y las asintotas se deducen de
la ecuacién canénica y se muestran en la Tabla 2-17.

‘ Sia’ >b’, directrices paralelas a y H Sia’ <b’, directrices paralelas a x ‘

Centro (h, k) (h, k)
Focos (h+c',k) (h—c',k) (hk+c) (h,k—c)
Vértices (h+Va, k) h—a, k) (h,k + VD) (h,k — VD)
Directrices x:Z—:+h x:—?—:+h y:i’—:—k y:—ZZ—,’—k
Asintotas y:i\/j%(x—h)+k y=+[-L(x—h)+k
Eje de simetria x=k y=~h

Tabla 2-17.: Partes de la hipérbola cuando el centro no esta en el origen

Analogo al caso anterior, el coeficiente ¢’ serd Va’— b’ cuando las directrices sean parale-
las al eje x y sera Va’— b’ cuando sean paralelas al eje p.

Cuando esta el término xy

En la seccién 2.3.2.3 se mostré la ecuacion general de las hipérbolas que estan rotadas y/o
trasladadas y en el anexo A.26 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar las
ecuaciones candnicas con sus respectivas sustituciones, que coinciden con las presentadas
en la Tabla 2-9.En este anexo se muestra como determinar un dangulo 6, a partir de los
coeficientes de la ecuacion, para que al rotar los ejes coordenados lleguen a ser alguno
paralelo a las directrices. Ahora usando las ecuaciones canénicas mostradas en el ANEXO
A.26, que coinciden con las que se presentan en la tabla 2-9 pero que varian con los
coeficientes, se pueden encontrar las ecuaciones de las partes de la hipérbola teniendo
en cuenta que estas estaran dadas en términos de los ejes primados. Para determinar las
ecuaciones en el sistema original se hacen las sustituciones de los coeficientes primados.
En la Tabla 2-18 se muestra la forma general que tienen las partes de la hipérbola.
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Si 6 < 0 entonces las directrices son paralelas al eje y’

Centro
Vértices
Focos
Directrices
Asintotas

Eje de simetria

(h'cosO —k’senB , h’sen6 + k’cosH)
((h’J_r a”)cosO —k’senf , (h’i\/?)sen9+k’c059)
(W +c”)cosO —k’senB, (W £c”)sen6 + k’cosO)

_ ¢’ +a”
Y =-—xcotO + 525

y= _iV—b”cosGi\/ﬁsenGx
+ —b”sen@i\/z?’/cos@

— k
y=xtanO + 5

Sif>

0 entonces la directriz es paralela al eje x’

Centro
Vértices
Focos
Directrices

Asintotas

Eje de simetria

(h'cosO —k’senB , h’sen6 + k’cosH)
((h’J_r a”)cosO —k’senf , (h’i\/?)senejtk’cosQ)
(W cosO —(k’+c”)senO , h'sen6 + (k' +¢”)cos0)

’ Il+bll

- kKc”+
y=xtan6 - =5

y= _iV—a”cosGiWsenG
+ —a”sen@i\/l?cg)sQ
y =—xcot(0)+

sen @

Tabla 2-18.: Ecuaciones generales de las partes de la hipérbola

Hay que tener en cuenta que se estd trabajando en el sistema rotado y la respuesta esta
dada en términos de coeficientes primados luego, se tiene que hacer las respectivas susti-

tuciones de esos coeficientes.

Para comprender de mejor manera cdmo se hallan las coordenadas de los focos, los vérti-
ces y el centro y las ecuaciones de las directrices, el eje de simetria y las asintotas de una
hipérbola, en el A.27 se presenta un ejemplo en el cual se dan los pasos que se tienen
que seguir para encontrar las partes de una hipérbola teniendo en cuenta el desarrollo

presentado en esta seccién.




3. Ecuaciones que representan lineas
ubicadas en el Sistema Seno

En este capitulo se mostrara como se ve algebraicamente una linea que esta en el Sistema
Seno en el sistema cartesiano.

En la tabla 3-1 se muestra en la primera columna la ecuacién a representarse en el Sistema
Seno, en la segunda columna estd la representacion de su solucién (en negro) y en rojo esta
la representacién de la ecuacién que le corresponde en el sistema cartesiano.

H Ecuacién Sistema Seno Representacion Sistema Seno ‘ Ecuacién Cartesiana H

y*

y+sen(x)=0 ’ y=0

y+8+sen(x)=0 y+4=0

X—-7y+sen(x)=0

Sigue en la siguiente pagina.
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H Ecuacién Sistema Seno ‘ Representacion Sistema Seno ‘ Ecuacién Cartesiana H

Yy

X+4y+10+4sen(x) =0 ; x+4y+5=0

3x+5y—-32+5sen(x) =0 : 3x+59-16=0

Tabla 3-1.: Lineas en el Sistema Seno

Es decir que las rectas del sistema cartesiano son lineas en el Sisterma Seno y se presentan
algebraicamente de la siguiente forma:

ax+ by +2c+bsen(x) =0 — ax+by+c=0

Cabe aclarar que siempre que se use X y v se estd trabajando el en Sistema Seno y cuando
se use x y y serd en el sistema cartesiano. A continuacién se demostrara lo dicho anterior-
mente.

Sea cualquier linea a con ecuacién ax + by + 2c + bsen(x) = 0, los puntos (x,y)s sobre a
tendran la siguiente forma
_ a_ 2 —
(x, Xy sen(x))s
Usando el cambio de coordenadas se tiene que estos puntos en el sistema cartesiano tie-
nen coordenadas

X —%f - % - sen(f) + sen(f) ] X a c

— S, ——F-=
(2 2b b)c

2 2 c

luego las ecuaciones para x y y estan dadas por:
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por tanto, se puede determinar la ecuacién ax + by +c = 0 en el plano cartesiano la cual la
satisfacen los puntos sobre la linea en el Sistema Seno.



4. Soluciones a ecuaciones lineales en
el Sistema Seno

Antes de entrar a estudiar los diferentes objetos geométricos en este sistema, se demos-
trard que el Sistema Seno efectivamente es un sistema coordenado. Para ello se enunciara
la siguiente definicién:

» Un conjunto de parejas ordenadas A es un sistema coordenado en un plano a siy
solo si existe una funcién f biyectiva de A en a.

Una funcién es biyectiva si y solo si es inyectiva y sobreyectiva, es decir, cumple que:
» Paratodo x,y,z,wen IR, si f(x,y) = f(z,w) entonces (x,y) = (z,w)
= Sea un punto P en a entonces existen x,y en R tal que P = f(x,p)

Por altimo, se definira la funcién f como:

f: A — a
(x,y) — P

Se tendra en cuenta el sistema coordenado mencionado anteriormente que esta confor-
mado por la curva Seno y por una recta vertical y la manera de ubicar un punto con
coordenadas (xg, 7o) luego, para todo x en R existe un tnico punto Q de referencia sobre
la curva Seno y para todo y en IR existe un tnico punto R de referencia sobre la recta
vertical. Ahora, se dird que el punto medio S entre Q y R tiene coordenadas (x,y), que es
lo mismo que Q = f(x,v), y por definicién de punto medio S es tinico. A continuacién, se
demostrard que la funcién f es biyectiva.

Se demostrara que f es inyectiva: Sean x,y,z,wen R, (x,9) y (zzw)en Ay f(x,v) = f(z,w).
Como f es una funcién bien definida se puede decir que f(x,y) =Py f(z,w) = Q con P
y Q puntos en « luego, existen A y B puntos de referencia tal que A estd sobre la curva
Seno y B sobre la recta vertical y P es punto medio entre A y B, por transitividad se tiene
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que Q también es punto medio de A y B, por tanto, las coordenadas de Q son (x,y) y por
la unicidad de Ay B se tiene que x =z y y = w es decir que (x,y) = (z,w) y Q = P luego es
unico y en conclusidn, f es inyectiva.

Ahora se demostrard que f es sobreyectiva: Sea un punto P en a. Como el Sistema Seno
esta sobre el sistema cartesiano, el punto P tendrd coordenadas (m,n) en el sistema car-
tesiano, luego en el Sistema seno el punto P tendrd coordenadas (2m, 2n — sen(2m)); como
cada punto sobre el plano tienen una coordenada en el plano cartesiano entonces, tiene
una coordenada en el Sistema Seno, por ende, a cada punto P se le puede asignar una
coordenada (x,p) en el Sisterna Seno o lo que es equivalente P = f(x,y), en conclusioén, la
f es sobreyectiva.

Luego queda demostrado que f es una funcién biyectiva de A en a y por definicién el
Sistema Seno es un sistema coordenado.

4.1. Ejes y Semi-ejes

En esta secciéon se definirdn los ejes en el Sisterna Seno ya que anteriormente solo se ha
mencionado cémo se ubican los puntos en este sistema. Se tendra en cuenta las siguientes
definiciones para los ejes.

» Se llamara eje x al conjunto de puntos tales que su coordenada sea de la forma (x, 0).
» Sellamara eje y al conjunto de puntos tales que su coordenada sea de la forma (0, p).

El sistema cartesiano tiene la particularidad que la recta vertical que se utiliza para ubi-
car los puntos coincide con el eje y y la recta horizontal coincide con el eje x pero, en
este sistema la recta vertical coincide con el eje y pero no ocurre lo mismo con el eje x,
mas adelante se mostrara el por qué sucede esto. Por ahora se definira la recta vertical
como Semi-eje ¥ (que también es el eje P) y la curva Seno como Semi-eje x. De ahora en
adelante se tomaran los ejes como 7 y X en el Sistema Seno para diferenciarlos de los ejes
xy v del sistema cartesiano. En la Figura 4-1 se muestran los ejes y los semi-ejes.



4.2 Ubicacién de puntos 45

Semi-eje y Ejey

Semi-eje T

(a) Semi-ejes del Sistema Seno (b) Ejes del Sistema Seno

Figura 4-1.: Ejes y semi-ejes

4.2. Ubicacién de puntos

Para ubicar cualquier punto C con coordenadas (x,y)s se tomara el punto medio entre A
y B con coordenadas (0,y)c y (x,sen(x))- respectivamente (Ver Figura 4-2). Nétese que
se asignaron subindices a cada punto para distinguir en que sistema coordenado se estd
trabajando; los puntos que tengan coordenadas con subindice S estaran en el Sistema
Seno, si tienen subindice C estard en el sistema cartesiano. En general se usard x y y para
las ecuaciones y los ejes o semi-ejes, y el subindice S para los puntos.

@

* senfa)

Figura 4-2.: Ubicacién de puntos en el Sistema Seno
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4.3. Cambio de coordenadas entre el Sistema Seno y el
sistema cartesiano

Para caracterizar el cambio de coordenadas del Sisterma Seno al sistema cartesiano se dira
que:

+ Dado un punto (x,y)s en el Sistema Seno sus coordenadas en el sistema cartesiano
. [x y+sen(x)
seran | —, ¥—— | .
2 2 c
+ Dado un punto (x,v)c en el sistema cartesiano sus coordenadas en el Sistema Seno
serdn (2x,2y — Sen(2x))s.

En la Figura 4-3 parte (a) se observa el cambio de coordenadas del Sisterna Seno al carte-
siano. En la parte (b) se puede apreciar el cambio de coordenadas del sistema cartesiano
al Sistema Seno.

/2 .
y YL_ 2y — sen(2z) f
g n
x y+sen(x
(@) (x,9)s — (5; VT()) (b) (x,9)c — (2x,2y —sen(2x))s
C

Figura 4-3.: Cambio de coordenadas entre el Sistema Seno y el cartesiano

Ejemplo: Se ubicardn los siguientes puntos:  Py(1,2)s, P»(4,-5)s y P5(-2,-3)s.
Usando el primer cambio de coordenadas para ubicar los puntos se reemplazan de la
siguiente manera:

12 1 _5 4
Py tendrd coordenadas | -, Ln() , P, tendra coordenadas |2, —2rsent?) sen(4) ,
2 2 c 2 .
-3+ -2
P; tendra coordenadas (—1, %) i

En la Figura 4-4 se observa el grafico de cada punto con las coordenadas en el sistema
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cartesiano; para el eje x el color azul claro y para el eje y color morado. Y en el Sistema
Seno; para el semi-eje X el color azul y para el semi-eje v el color verde.

A M2
>
o . _
2 1 T
B \ E I
i El
[
C I

WO .
|
-
L2
-———
.-(_‘
|
L
1
.

b

1 2+sen(1)

1 -5 +sen(4)
2’ 2

2

-3 +sen(-2)

(@) (1,2)5 H( :

) (b) (4,-5)s — (2, ) (c) (-2,-3)s — (—1,
C C

C

Figura 4-4.: Ejemplos de cambio de coordenadas entre el Sisterna Seno y el cartesiano

Nota: Téngase en cuenta que la manera de ubicar los puntos en el semi-eje X no verifica
que, por ejemplo, la distancia de (0,0)s a (a,0)5 sea a en el Sistema Seno.

4.4. Grafica de la ecuacién ax+by+c =0y cortes con los
ejes

En lo que sigue se presentardn las representaciones gréficas en el Sistema Seno de los con-
juntos solucion a las ecuaciones de la forma ax+by+c = 0 cuando varian las constantes a, b
y c. Se realizaré a partir de casos en los cuales se le dardn valores a las constantes a,b,cy
se construirdn algunas gréficas de los conjuntos solucién los cuales tendrdn el nombre de
s-rectas. Paralelamente se estudiardn los cortes con los ejes X y ¥ se realizard una férmula
con la cual se pueda encontrar el corte de cualquier recta con los ejes usando los coefi-
cientesa, by c.

Ejemplo 1: Sia,b,c=0.

En este caso se tiene la ecuacién 0x + 0y + 0 = 0 y los puntos que la satisfacen serdn todos
los posibles puntos (x,y)s con x,y € IR, es decir, todos los puntos del plano.

Ejemplo 2: Sia,b=0yc=0.

Dandole a ¢ valores diferentes de 0 se puede concluir que para cualquiera de estos la
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ecuacion seria un absurdo ya que la ecuacién queda de la forma c = 0 y se contradice con
la hipétesis.

Ejemplo 3:Sib=0ya,c=0.

En este caso se tiene que la s-recta obtenida por la ecuacién ax + ¢ = 0 no tiene cortes con
el eje 7 6 coincide en todos sus puntos con el eje 7 y el eje X se da en el punto (-£,0)s o
en el sistema rectangular (~5-,0)c. En la Figura 4-5 se muestra una ilustracién de cémo

se ven, en general, las graficas solucién a esta ecuacion.

Ejey

Figura 4-5.: Representacion al conjunto solucién de ax+c¢ =0

1°Caso0:Sia=0,b=0yc=0.

El conjunto solucién de la ecuacién v = 0 (eje x), tomando a ¢ = 0, se puede representar
en el Sistema Seno como el conjunto de puntos que se caen en la curva morada. Si ¢ = -2
el conjunto de puntos solucién a la ecuacién y — 2 = 0 se representan en la curva roja,
y si ¢ = 3 entonces la representacion gréfica de y + 3 = 0 en el Sistema Seno se ve en la
curva naranja. Estas gréficas se presentan en la parte (a) de la Figura 4-6, en la parte (b)
se muestran las gréficas de las siguientes ecuaciones:

1
—537+ 2 =0 curva rosa, E?— 3=0curvaazul y -3y-15=0 curvasalmoén.

Si se observa detenidamente los cortes con el eje v de las gréficas que se presentan en
la parte (a), se tiene que el corte de la recta ¥ = 0 es en el punto (0,0)s, el de la recta
y—2=_0esen (0,2)s, por ultimo, el corte de la recta y+3 = 0 es en (0,3)s. Haciendo el

respectivo cambio de coordenadas se dice que y = 0 en el sistema cartesiano tiene corte

en el punto 0 0+sen(0)
p 2 2

los demas puntos, las rectas y—2 =0y y+ 3 = 0 tienen corte en (0,1)c y en (0, —1,5)¢
respectivamente.

) , resolviendo, (0,0)¢; haciendo el mismo procedimiento con
C
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s s
Eje 5 Ejey
.

Eje T

(a) Ejemplo 1. de s-rectas 1° Caso (b) Ejemplo 2. de s-rectas 1° Caso

Figura 4-6.: Ejemplos de s-rectas 1° Caso

El corte de cada recta presentada en la parte (b) es en: (0,2)s, (0,1)s y (0,-5)5 respecti-
vamente; estos puntos se determinan despejando y de cada ecuacién y haciendo la sus-
titucion X = 0. Los anteriores puntos tienen coordenadas en el sistema cartesiano (0,4)c,
(0,2)c y (0,=5)c.

Analizando los cortes con el eje X observa que ninguna s-recta lo corta, exceptuando y = 0
que, por definicién, coincide en todos sus puntos.

Analizando las s-rectas de la parte (a) y de la parte (b) se puede observar que las gréficas
tienen la misma forma, esto quiere decir, la misma cantidad de ondulaciones.

En general se puede decir que si se tiene una ecuacién de la forma by + ¢ = 0 su corte con

b

by = 0 que coincide en todos sus puntos. También se puede ver que las rectas se mueven
horizontalmente —7 unidades. Si -7 > 0 entonces la gréfica se traslada hacia arriba segtin
el eje 9, si — < 0 se traslada hacia abajo.

- c . .=
el eje P esen (0, ——) y ninguna se corta con el eje X exceptuando las que son de la forma
S

2°Cas0:Sia=0,b=#0yc=0

Sisetomaaa=-1yb=1setiene la ecuacién -x+7y = 0 y el corte con 7 y el eje X de
la s-recta serd en (0,0)s, estos se encuentran igualando alguno a 0 y despejando el otro.
Otro ejemplo, sia = -3 y b = 1 se tiene la s-recta con ecuacién —3x + 7y = 0 y su corte con
el eje v es el punto (0,0)s al igual que el corte con el eje x. (Ver Figura 4-7)



50 4 Soluciones a ecuaciones lineales en el Sistema Seno

(a) Graficade -x+7 =0 (b) Gréficade -3x+7=0

Figura 4-7.: Ejemplos de s-rectas 2° Caso

Tomando a a = -2y b = 3 se tiene la ecuacién: —2x+ 3y = 0 curva azul clara.

Y tomando aa=-3y b =-7se tiene la ecuacién: —-3x -7y =0 curva rosa.

En ambos casos el corte con el eje 7 y con el eje X es en el punto (0,0)s. Estas gréficas se
muestran en la Figura 4-8.

s
Eje

Eje @

Figura 4-8.: Graficade -2x+3y =0y -3x -7y =0

En general se puede decir que si se tiene una ecuacién de la forma ax+ by = 0 su corte con
el eje ¥ y el con el eje X son en el punto (0,0)s.

3°Caso:Sia=0,b0yc=0
Se iniciard con los valores a = 1,b = 2 'y c = 4, es decir, la ecuacién x + 2y + 4 = 0. Su corte
con el eje Y es en el punto (0,-2)g y con el eje X es en (—4,0)s. En el sistema cartesiano es
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en el punto (0,-1)cy (-2,0,38)c. Ahorasia=-1,b =-2yc = 8laecuaciéon de la s-recta es
—x—2y+8 =0y sucorte con y es en el punto (0,4)s que es equivalente a (0,2)c y con el eje
X esen (8,0)s que en el plano cartesiano tendra coordenadas (4,0,49)c. La representacién
grafica de los conjuntos solucién se muestran en la Figura 4-9.

(a) Graficadex+2y+4=0 (b) Graficade -x-2y+8=0

Figura 4-9.: Ejemplos de s-rectas 3° caso

Por altimo tomando la ecuacién: 2x-y+4=0cona=2,b=-1,c=4.

En su gréfica (Véase Figura 4-10) se observa que el corte con el eje ¥ es en el punto (0,4)s y
con el eje X es en (—2,0)g; que en el plano cartesiano serdn los punto (0,2)c y (-1,-0,45)¢
respectivamente.

Figura 4-10.: Graficade 2x-y+4=0

En general si se tiene una ecuacién ax + by +c = 0 en el Sistema Seno con a,b,c € R el corte

con el eje Y es en el punto (O,—%) y con el eje X es en (0, —2) .
S S
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De esta seccién se puede concluir que si se tiene la ecuacién ax + by + ¢ = 0 la interseccién
de la gréfica con el eje ¥ se puede encontrar tomando a X = 0 y despejando y, de manera
andloga se encuentra la interseccién con el eje x. Se pudo observar las transformaciones
que tienen las s-rectas segun los coeficientes de la ecuacidn lineal en el Sistema Seno. En
esta seccién solo se analizaron los cortes con los ejes X y ¥ pero, si observa nuevamente,
puede notar que los cortes con el semi-eje ¥ coinciden siempre con los del eje y pero, en
algunos casos hay mas de un corte con el semi-eje x, esto se analizard mas adelante y se
explicard el por qué se corta en varios puntos.

Para que el lector pueda explorar este tema en el Sisterma Seno se crearon applets de apoyo
en el software Geogebra, las cuales se describiran y presentardn mas adelante. Este applet
permite ver la gréfica de cualquier ecuacidn lineal ingresando los valores de los coeficien-
tes a,b, c. Para ciertas partes del documento se crearon diferentes applets en las cuales el
lector puede explorar el tema que se este presentando; estos applets se pueden ver gratui-
tamente en la pagina www.geogebra.org, para cada applet se mostrara el link en el cual se
puede ingresar. Cabe resaltar que el software Geogebra fue de mucha importancia para
la exploracién y los resultados que se presentan en este documento.

4.4.1. Applet Ecuacién lineal

Este applet cuenta con dos ventanas: la de la derecha (azul claro) en el cual estén los boto-
nes para ingresar los coeficientes 4, b, c y se muestra la ecuacion resultante ax + by + ¢ = 0.
En la otra ventana se presenta la representacién grafica de la ecuacién antes digitada el
Sistema Seno. Se mostrard un ejemplo del uso del applet.

Link: https : //www.geogebra.org/m/jggssewy.

Ejemplo: Para mirar la grafica de la ecuacién 4x + 9y + 5 = 0 se ingresan los respectivos
valores de a,b,c en la ventada del lado derecho y en la otra ventana aparecera la grafica
que le corresponde a la ecuacién en el Sistema Seno. (Ver Figura 4-11)
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Figura 4-11.: Applet Ecuacién lineal

4.5. Cortes con los semi-ejes

Se dedicard una seccién al estudio de los cortes con los semi-ejes enfocado particularmen-
te en los cortes con el semi-eje X ya que los cortes con el semi-eje ¥ son los mismos que
lo cortes con el eje y. Como se pudo observar en la seccién 4.4 los cortes con el semi-eje
X pueden ser varios dependiendo de la s-recta que se tome. En este caso no se encontra-
ron soluciones generales pero, se encontraron aproximaciones a las soluciones utilizando
métodos numéricos. También se construyé un applet en el software Geogebra para en-
contrar estas aproximaciones.

A continuacién se presentara el applet, su funcionamiento y después el sustento tedrico
con el cual se puede encontrar las aproximaciones.

4.5.1. Applet Cortes con el semi-eje x

Esta applet cuenta con dos ventanas: la de la derecha (azul claro) en la cual se encuentran
tres botones donde se digitan los coeficientes 4, b, c de la ecuacién ax + by + ¢ = 0, también
se muestra la ecuacion resultante y el conjunto de las aproximaciones a los valores de x
para las cuales la s-recta se interseca con el semi-eje X. En la otra ventana se muestra el
Sistema Seno y la grafica a la ecuacién lineal con los respectivos puntos de corte.

Link: https: //www.geogebra.org/m/jggssewy

Ejemplo: Se determinara los cortes con el semi-eje X y la s-recta I que tiene como ecuacién
2Xx+ 77 +4 = 0. Para ello en los botones se digitan los respectivos valores para a,b,c, en
este caso serdn 2,7 y 4 respectivamente. Luego, los valores para X que satisfacen estar
simultdneamente en el eje X y la recta | son aproximadamente {—4,66, —3,53, —0,62}.
En la Figura 4-12 se muestra el desarrollo del este ejemplo.



54 4 Soluciones a ecuaciones lineales en el Sistema Seno

a2
o7

1%

Aproximacién a las raices de ln funcién
27477 4 1= 0 cn ol Sisterna Seno

{-4.66, 3.5, ~0.62)

o

Figura 4-12.: Applet Cortes con el semi-eje x

Para justificar este proceso tedéricamente lo primero que se tendrad en cuenta sera que el
en Sistema Seno el semi-eje X no es una s-recta, es decir, su forma algebraica no se puede
escribir como ax + by +c = 0 por tanto, primero se encontrard la representacién algebraica
del semi-eje x.

Por definicion el semi-eje X en el sistema rectangular es la funcién seno que algebraica-
mente se presenta como f(x) = sen(x) luego, los puntos que pertenecen a esta funciéon
seran de la forma (x,sen(x))c. Usando el cambio de coordenadas que se presentd en la
seccion 4.3, estos puntos en el Sistema Seno son de la forma:

(x,sen(x))c = (2x, 2sen(x) —sen(2x))s
luego, en el Sistema Seno el eje x tiene como ecuaciéon
vy —2sen(x/2)+sen(x) =0

Ahora como se quiere encontrar las intersecciones entre el semi-eje X y una s-recta cual-
quiera se despejard y de la ecuacién lineal y de la ecuacion del semi-eje X, se igualardn y
se obtendra la siguiente ecuacién:

ax + 2bsen(x/2)—bsen(x)+c=0

Por ultimo, se crea un conjunto en el cual estén las soluciones a la ecuacién y estos seran
las coordenadas de X para los cuales el eje X y la recta se encuentren.

Se ha comprobado que si b = 0 su interseccién es tinica. A manera de exploracién se puede
mostrar que si a # 0 los puntos de interseccién son finitos y, ademds, son un nimero impar
de intersecciones. Si a = 0 existen infinitas intersecciones si aproximadamente —2,63 < 7 <
2,63; ahora si aproximadamente % <-2,630 % > 2,63 no existe interseccion entre la s-recta
y el semi-eje X.
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4.6. Pendiente de una s-recta

Se definird la pendiente de una s-recta t cuya ecuacién es ax + by + ¢ = 0 como el cociente
entre —a y by se denotard de la con la letra m.

m=-—v (4-1)
La pendiente tiene la propiedad de describir el movimiento de dos puntos que perte-
nezcan al conjunto solucién de la ecuacién de alguna s-recta, para ser mas especificos si
la pendiente es —; entonces los puntos de la s-recta se moverdn b s-unidades hacia la
derecha (en el semi-eje X) y a s-unidades hacia arriba o hacia abajo en el semi-eje y de
pendiendo el signo de —7; si es positivo “sube”, si es negativo “baja”.

Nota: Fijese que aparece el término s-unidad el cual es la unidad en el Sistema Seno. Se
diferencia de las unidades en el sistema rectangular ya que ésta no se refiere a la distancia
entre los puntos si no al cambio de coordenadas.

Para ejemplificar este concepto se representaran graficamente algunas s-rectas y se mos-
trard que los puntos que pertenecen a estas cumplen con la definicién de pendiente.
Tomando la s-recta I con ecuaciéon

5X—27+3=0

se tiene que tiene la pendiente es m = 3 porque los coeficientes a y b son 5y —2 respecti-
vamente, y reemplazdndolos en (4-1) se obtiene m.

El punto (-3,6)s estd en | porque cumple que —2(-3) — 3(6) + 5 = 0, de igual manera los
puntos (—1,-1)s y (1,4)s; fijese que los puntos cumplen lo dicho anteriormente, es decir,
tomando como referencia a (—3,—-6)g si se mueve 2 s-unidades hacia la derecha y 5 hacia
arriba, porque m es positivo, se llega al punto (—1,-1)s. Del mismo modo se obtiene el
punto (1,4)s tomando a (—1,—-1)g como referencia. Véase graficamente en la Figura 4-13
parte (a).

Ahora se tomara la s-recta ¢ con ecuacién

2% -37+5=0

con a=-2yb=-3se tiene que la pendiente de t es m = 3

Ahora con el punto (1,1)s, sumandole 3 en X y restdndole 2 en ¥ se obtiene (4,-1)s y
haciendo el mismo procedimiento con (4,—1)g se llega al punto (7,—-3)s; se resta en y por
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que m < 0 estos puntos estdn en ¢ porque cumplen —2X — 3y + 5 = 0. Acd se muestra otra
manera de encontrar puntos sobre la recta a partir de la pendiente. Estos movimientos se
pueden ver en la Figura 4-13 parte (b).

(a) Pendiente de 5x -2y +3 =0 (b) Pendiente de —2x-37+5=0

Figura 4-13.: Ejemplos de pendiente en el Sistema Seno

En la Figura 4-14 se puede observar varias s-rectas con diferente pendiente. Se puede
observar que por un punto cualquiera en el Sistema Seno pasan infinitas s-rectas, esto se
debe a que para cada nimero que pertenece al conjunto de los nimeros reales se puede
construir una recta con esta pendiente.

Figura 4-14.: Haz de rectas en el Sistema Seno

Con este término definido podemos entrar a estudiar ciertos teoremas que suponemos
se cumplen en el Sistema Seno como lo son el Teorema Punto-Pendiente y Dos puntos-
Pendiente.



4.6 Pendiente de una s-recta 57

Teorema Dos Puntos Pendiente

Este teorema dice que dados dos puntos con coordenadas (x1,9;)s ¥ (x2,v;)s la pendiente
de la recta que pasa por estos puntos esta determinada por:

=220 (4-2)
X2 —X1

Para ejemplificar este teorema se tomaran los puntos P(3,5)s con Q(6,1)s y H(10,4)5 con
F(9,3)s entonces, usando 4-2 se tiene que

o_5-1_ 4
1736 3
4_
:—:1

M2 =109

y por la definicién de pendiente, se cumple.

Teorema Punto Pendiente

Este teorema pide tener dos cosas: un punto con coordenadas (x,y;)s y una pendiente m;
con estos elementos se puede encontrar la ecuacion de la s-recta que pasa por ese punto
y tiene como pendiente m usando la siguiente ecuacion:

(¥ —p1) =m(x-x1) (4-3)
. . . . 2
Ejemplo: Encuentre la ecuacién de la s-recta que tiene como pendiente m; = —3 Y pasa

2
por el punto (1,——) .
3/s

Solucién: Usando el Teorema Punto Pendiente se tiene que la ecuacién de la recta es

_2_ 2 2
y=73%¥T373
2
=73
2. _
§x+y:0 (4-4)

2
Es decir que la grafica de (4-4) contiene al punto (1,—5) y tiene pendiente ;. Se puede
S

confirmar esto graficamente viendo la Figura 4-15.
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Figura 4-15.: s-Recta 2x + 3y =0

4.7. Cortes entre s-rectas
Se definird el corte entre dos s-rectas [ y t con ecuaciones
ax+by+c=0 y ax+by+c' =0

respectivamente, como los puntos (xg,y9)s que pertenecen a I y t simultdneamente. Hay
que tener en cuenta que se estd tomando la s-recta desde su definicién algebraica y lo
que cambia es su representacion grafica, por tanto, a partir de sus ecuaciones se puede
construir un sistema lineal dos por dos que se desarrolla usando la determinante de esta
matriz: si ésta tiene una unica solucién entonces se intersecan en un unico punto, si no

tiene solucién no se intersecan y si tiene infinitas soluciones estas dos rectas coinciden en
todos sus puntos, como se ilustra en la Figura 4-16.

VEENVNG G N |
: ﬁ \/\//\/\

(a) Unica solucién (b) No hay solucién (c) Infinitas soluciones

Figura 4-16.: Casos de cortes entre s-rectas
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Ahora se mostrard una manera general de encontrar el punto de interseccién entre dos
s-rectas.

En la seccién 2.1.5 se muestran diferentes definiciones de las rectas paralelas y la equiva-
lencia entre ellas, en particular, la equivalencia entre la definicién analitica y la definicién
geométrica. Usando la negacién de la primera parte de ésta equivalencia se dice que si las
rectas | y t con ecuaciones

ax+by+c=0 (4-5)
axXx+by+c' =0 (4-6)

. 4 . 4 . « e e,
se intersecan en un Unico punto entonces § # ; teniendo en cuenta esta definicién se

procederd eliminando la variable 7 de las ecuaciones multiplicando a 4-5 por b’ y a 4-6
por —b, sumando los resultados se tiene qué:
ab’x+bb’y+cb’'=0
—a'bx-bb"y—c'b=0

ab’x—a'bx+cb’'-c’'b=0

Factorizando X, sumando el inverso aditivo de cb’ y de —c’b y por la condicién ab’ = a’b
se tiene que ab’ —a’b # 0 entonces se puede multiplicar por el inverso multiplicativo de
ab’—a’by se concluye que:

__cb=cb’

YA —ab
Por ultimo se sustituye el valor de x en cualquiera de las dos ecuaciones y se despeja y
luego, se obtiene que los puntos de interseccién que deben ser de la siguiente forma:

c’b—cb’ a(c’b-cb’) c) 5 (c’b—cb’ a(c’b—cb) ¢
S

ab’—a’b’ b(ab'—a’b) b

Es facilmente verificable que las coordenadas en v son iguales.

ab’—a’b’ b'(ab'—a’b) b

S

4.8. Angulo entre s-rectas

Para este concepto se estudiaron dos formas de determinar el dngulo entre dos s-rectas: el
primero a partir de Lineas tangente a una s-recta y el segundo a partir de Lineas asocia-
das a una s-recta. A continuacidn, se presentara la definicién de estas lineas y la manera
general de encontrar el dngulo entre dos s-rectas.
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4.8.1. Definicién de linea tangente a una s-recta

Sea | una s-recta con ecuacién ax+by+c = 0y un punto A con coordenadas (x;,y;)s sobre
I, se le denomina linea tangente a / por A al conjunto solucién de la ecuacién:

aX+by+c" +b’sen(x) =0 (4-7)
donde
a’=a-bcos(xy), b'=b y ¢ =-ax;+bxicos(x;)—by, —bsen(x;)

Se realizarad un ejercicio en el cual se presentara la grafica de la linea tangente a una s-
recta por un punto.

Ejemplo: Encuentre la linea tangente a la s-recta / con ecuacién 3x+2y—1 = 0 en el punto
(1,-1)s.
Solucién: Identificando a los coeficientes a = 3,b = 2,c = -1,x; =1y y; = -1 y reempla-
zando en (4-7) se tiene que los coeficientes de la ecuacién de linea tangente son:
a’'=3-2cos(1), b’ =2, ¢’ =—=(3)(1)+(2)(1)cos(1) — (2)(-1) - 2sen(1)
¢’ =-1+2cos(1)-2sen(1)

Luego la ecuacién de la linea tangente a esta s-recta por el punto (1,-1)g serd de la forma:

2cos(1)—3§ 1-2cos(1)+2sen(1)

Y= 5 + 5 —sen(x)

En la Figura 4-17 se muestra la representacién grafica de la linea tangente a la s-recta |
por el punto (1,-1)s.

Figura 4-17.: Linea tangente a [ por (1,-1)
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4.8.2. Definicidon de linea asociada a una s-recta

Sea la s-recta I con ecuacién ax + by + ¢ = 0 y un punto P con coordenadas (x(,y)s sobre
I, se le denomina linea asociada a [ por P al conjunto solucién de la ecuacidn:

ax+ by +c’ +bsen(x) =0 (4-8)

con ¢’ = —axy — byy — bsen(x).

Para ver graficamente esta definicién se encontrard la linea asociada de la siguiente recta
A 9
—X+2y-5=0en el punto (4,5) .
S
Primero se determina ¢’. Sustituyendo los coeficientes a,b, ¢ de la ecuacién de la s-recta y
los valores x(, vy del punto en (4-8) se tiene que:

¢ =—(-1)(4) - 2; —2sen(4)
=-5-2sen(4)

9
Luego la linea asociada a la s-recta —x + 2y — 5 = 0 en el punto (4, E) tendra la siguiente
S

ecuacion:

1 5
Y= §§+ 5 + sen(4) — sen(x)

En la Figura 4-18 se observa la representacion de la linea asociada (en rojo) a la recta (en
verde).

Figura 4-18.: Linea asociada a la recta ~X+ 27 — 5 = 0 por (4,5

Para nombrar las lineas se usaran letras griegas y se especificara a cual tipo de linea se
estd haciendo alusién. Se puede ver que las rectas del sistema cartesiano (lineas) no son
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rectas en el Sistema Seno si no curvas. Fijese para cada punto sobre una s-recta, se tiene
una linea asociada o tangente diferente.

A continuacién se presentan dos applets en GeoGebra en los cuales el lector puede explo-
rar las lineas asociadas a una s-recta y las lineas tangentes a una s-recta.

4.8.3. Applet Linea tangente a una s-recta

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se
encuentran cinco botones en los cuales en usuario puede ingresar los valor de a,b, c para
la ecuacién de la s-recta y los valores de xq,y; para las coordenadas del punto (xq,y1)s.
También se muestra la ecuacién de la linea asociada a esa s-recta por el punto que se di-
gité. En la ventana izquierda se muestra la grafica de la s-recta, el punto y la grafica de la
linea asociada.

Link: https: //www.geogebra.org/m/sgayspdw

Ejemplo: Se determinard la linea tangente a la recta —x + 9 = 0 por el punto (3,3)s. Para
ello se ingresan los valores —1, 1,0 en los botones a, b, c respectivamente y los valores para
x1,v1 los cuales son 3 y 3. En la Figura 4-19 se muestra el resultado del proceso anterior.

Figura 4-19.: Applet Linea tangente a una s-recta

En el caso de que el punto no este sobre la recta el programa no mostrara la grafica de la
linea y le avisaréd al usuario del problema.

4.8.4. Applet Linea asociada a una s-recta

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se
encuentran cinco botones en los cuales en usuario puede ingresar los valor de 4, b, c para
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la ecuacién de la s-recta y los valores de x1,y; para las coordenadas del punto (x1,71)s.
También se muestra la ecuacién de la linea asociada a esa s-recta por el punto que se di-
gité. En la ventana izquierda se muestra la grafica de la s-recta, el punto y la grafica de la
linea asociada.

Link: https : //www.geogebra.org/m/y8h8hmjr

Ejemplo: Se determinara la linea asociada a la recta I con ecuacién —x+7 = 0 por el punto
(3,3)s. Para ello se ingresan los valores —1,1,0 en los botones a,b,c respectivamente y
los valores para xq,y; los cuales son 3 y 3. En la Figura 4-20 se muestra el resultado del
proceso anterior.

Figura 4-20.: Applet Linea asociada a una s-recta

En el caso de que el punto no este sobre la recta el programa no mostrard la grafica de la
linea y le avisara al usuario del problema.

Definiciones de angulo
A continuacién se presentan dos definiciones de dngulo entre dos s-rectas a partir de
lineas tangentes y de lineas asociadas.

= Angulo entre rectas a partir de lineas tangentes: Sean las rectas [ y t con un tnico
punto P en comun y las lineas a y  tangentes a [ y t respectivamente, por el punto
P. El 4ngulo entre [ y t serd el dngulo 6 determinado por a y B.

= Angulo entre rectas a partir de lineas asociadas: Sean las rectas [ y t con un tnico
punto P en comun y las lineas a y f asociadas a [ y t respectivamente, por el punto
P. El angulo entre | y t serd el angulo 6 determinado por a y f.

4.8.5. Angulo a partir de lineas tangentes

Se tomaran las s-rectas [ y t con el punto (x;,y;)s en comun y ecuaciones
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ax+by+c=0 Ix+my+n=0

respectivamente. Identificando los coeficientes para las ecuaciones de las lineas a y f3
tangentes | y t respectivamente se tiene que la ecuacién de « es:

a’x+b'y+c’+b'sen(x)=0

/ —_—

cona’=a-bcos(xy), b'=b y ¢ =-ax;+bxcos(x;)—by; —bsen(x;)
y la ecuacién de g sera:

I'x+m'y+n’+m’sen(x) =0

conl’=I-mcos(xy), m'=m 'y n'=-Ix;+mxcos(x;)—my, —msen(xy).
Luego dngulo entre a y  esta determinado por

(4-9)

—a'm’ +b'l
0 = arctan| —
bm’ +a’l’

y por definicién de angulo entre s-rectas a partir de lineas tangentes, el angulo entre [ y ¢
serd 0.

Para ejemplificar este concepto se tomaran las s-rectas [ y t que tienen en comun el punto
(1,-1)g y tienen las respectivas ecuaciones

3x+2y-1=0 y 4x-2y-6=0

identificando sus coeficientes se tiene que a =3,b =2, =4,m=-2,x; =1y y; = -1, para
encontrar el dngulo se determinaran la ecuaciones de las lineas tangentes los coeficientes
a’,b’,l’,m"y se reemplazaran en (4-9). Por tanto

a’'=-3+2cos(1), b’ =2, ¢’ =-1+2cos(1)-2sen(1)
I"=-4-2cos(1), m' =-2, n’ =4-2cos(1)+2sen(1)

Reemplazando estos coeficientes en (4-9), resolviendo y realizando los procedimientos
algebraicos necesarios; se tiene que el &ngulo que forman estas dos s-rectas en el Sistema
Seno es:

0 =67,67°
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Se puede ver graficamente como se muestra en la Figura 4-21

2
b o767
'
/\/D
E
/
4

Figura 4-21.: Angulo entre [ y t

4.8.6. Angulo a partir de lineas asociadas

Andlogo a proceso de la definicién de 4&ngulo con lineas tangentes, si se tienen dos s-rectas
| y t con ecuaciones

ax+by+c=0 y Ix+my+n=0
respectivamente, y sus lineas asociadas a y § con ecuaciones
ax+by+c’+bsen(x)=0 y Ix+my+n'+msen(x)=0
respectivamente. El dngulo 6 entre a y p determinado por

—am+bl)

bm +al (4-10)

0= arctan(
serd el dngulo entre [ y t.

Para ejemplificar esta definicién se encontrard el &ngulo entre las siguientes s-rectas:
:3%+27-1=0 y +£4%-27-6=0

en el punto de interseccién (1,-1)s.
Se encontrard la ecuacién de la linea a asociada a [ usando (4-8). Se determina el coefi-
ciente ¢’

¢’ =—(3)(1)-2(-1)-2sen(1)
=—-1-2sen(1)

luego la ecuacién de « sera:
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3 1
Y= —§E+ 5t sen(1) —sen(x)

Analogamente se concluye que la ecuacién de la linea f asociada a la recta t tiene como
ecuacion: y = 2x — 3 + sen(1) —sen(x).

Por altimo se determina el dngulo entre las lineas asociadas. Por la ecuacién (4-10) se
tiene que el dngulo que se forma entre estas es:

~3)(=2)+(2)(4) )
(2)(=2) +(3)(4)

0= arctan(
tan()
= arctan|—
4
=60,26°

En la Figura 4-22 se muestra graficamente el dngulo que forman las rectas [ y t corrobo-
rando lo dicho en el procedimiento anterior.

Figura 4-22.: Angulo entre [ y t

4.8.7. Applet Angulo a partir de lineas tangentes

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se en-
cuentran seis botones en los cuales en usuario puede ingresar los valores de a,b,¢,1,m,n
para las ecuaciones ax+ by +c =0y Ix+my +n =0 de las dos s-rectas [ y t respectiva-
mente. Se muestra el angulo que forman estas dos s-rectas y las ecuaciones de las lineas
tangentes a cada s-recta por el punto de interseccién. En la ventana izquierda se muestra
la gréfica de las s-rectas, el punto de interseccién, las graficas de las lineas tangentes a
cada s-recta y el angulo que forman entre ellas por el punto de interseccién.

Link: https : //www.geogebra.org/m/uvd3ehah
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Ejemplo: Se determinara el dngulo entre las rectas [ y t con ecuaciones -x+y+3 =0y
x+7y+3 =0 respectivamente. Para ello se ingresan los valores —1,1,0 en los botones 4, b, c,
1,1,0 en I, m,n respectivamente. En la Figura 4-23 se muestra el resultado del proceso
anterior.

Figura 4-23.: Applet Angulo a partir de lineas tangentes

Si las rectas no se intersecan el programa le avisara al usuario.

4.8.8. Applet Angulo a partir de lineas asociadas

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se en-
cuentran ocho botones en los cuales en usuario puede ingresar los valores de a,b,¢,1,m, n
para las ecuaciones ax+by+c = 0y Ix+my+n = 0 de las dos s-rectas | y ¢ respectivamente.
Se muestra también el angulo que forman estas dos s-rectas y las ecuaciones de las lineas
asociadas a cada s-recta por el punto de interseccién. En la ventana izquierda se muestra
la grafica de las s-rectas, las graficas de las lineas asociadas a cada s-recta por el punto de
interseccién y el angulo que forman entre ellas.

Link: https : //www.geogebra.org/m/kujfzyyf

Ejemplo: Se determinara el angulo entre las rectas [ y t con ecuaciones -x+y+3 =0y
x+7y+3 =0 respectivamente. Para ello se ingresan los valores —1,1,0 en los botones 4, b, c,
1,1,0 en [, m, n. En la Figura 4-24 se muestra el resultado del proceso anterior.
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Figura 4-24.: Applet Angulo a partir de lineas asociadas

Si las rectas no se intersecan el programa le avisara al usuario.

4.9. s-Rectas paralelas

Se definird el paralelismo entre s-rectas con las definiciones analitica y geométrica del
sistema cartesiano:

» Dos s-rectas | y t con ecuaciones

ax+by+c=0 y ax+by+c’ =0

son paralelas si 5= %. Sia’x+b'y+c =0 se puede escribir como k(ax+ by +c)=0

con k # 0 entonces también son paralelas.
o de forma geométrica

» Dos s-rectas son paralelas si nunca se intersecan. Si se intersecan en dos o mds pun-
tos también son paralelas.

4.10. Resultados de s-rectas paralelas asociados a
definiciones de angulos

Analizando detenidamente y teniendo en cuenta la seccién 2.1.4 que habla sobre dngulos
entre rectas, se puede abordar el Teorema de la geometria Euclidiana Paralelas - Angulos
Correspondientes Congruentes representado en el sistema rectangular el cual dice que si



4.10 Resultados de s-rectas paralelas asociados a definiciones de
angulos 69

dos rectas son paralelas y hay una secante que las corta entonces, sus dngulos correspon-
dientes son congruentes. (Figura 4-25).

Figura 4-25.: Angulos correspondientes congruentes

Se mostrard analitica y graficamente que este teorema no se cumple para todos los casos
en el Sistema Seno usando la definicién de lineas tangentes. También se mostrard que se
cumple para todos los casos usando la definicién de lineas asociadas.

» Teorema paralelas - angulos correspondientes congruentes: Sean las s-rectas [ y t
paralelas con ecuaciones

ax+by+c=0 y ax+by+c’ =0

respectivamente, y la s-recta s con ecuacién dx + ey + f = 0 secante a ellas. El dngulo
que forma / y s es congruente al d&ngulo entre ¢ y s.

Usando lineas tangentes
Como 'y t son paralelas entonces —; = —7;; reemplazando en la ecuacién de ¢ se tiene
_ ,_c'b
ax + bx + 7 =0
Sean los puntos (xg,79) y (x1,91) los puntos de interseccién entre [ y s y t y s respectiva-
mente, se encontrardn las lineas tangentes a cada recta por los puntos.

Linea 9; tangente a s por (xg, ) ‘ Linea a tangente a I por (xg, o) ‘
ayx+ by +c + b]sen(x) = 0; ayx+ by +c; +bjsen(x) = 0;
a] =—-d—ecos(xy), b =e, ay=a-bcos(xg), b;=0b,
c] =—dxg+exgcos(xg) —eyg —esen(xg) | ¢; =—axg+ bxgcos(xg)—byy — bsen(x)
Linea 9, tangente a s por (xq,y7) ‘ Linea p tangente a t por (x1,y1) ‘
ayxX+ by +cy + by sen(x) = 0; ayx + by +c) + bjsen(x) = 0;
ay =—d—ecos(xy), b =e, ay=a—-bcos(x;), b,=b,

c{ =—dxy +exycos(xy) —ey; —esen(xy) | ¢, =—ax; +bxj cos(xy)—by; —bsen(xy)
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Luego por la definicién de dngulos a partir de lineas tangentes, los dngulos entre 61 y a 'y
0,y B son;

V2a i 7 )
—a/b +bja;

71,7 2 )
b1b1+a1a1

1,/ 7 7

Os o = arctan( ) y Os5,4= arctan(
1,0 0y, 71,7 7
byb; + asa;

Para que se cumpla que 65, , = 65, o las coordenadas de los puntos de interseccion tienen
que satisfacer las siguientes ecuaciones

eb(cos(xq)—cos(xp)) =0
(db + ea+ eb)(cos(x) —cos(xp)) =0

En conclusién los dangulos no siempre son congruentes luego, el teorema no se cumple en
el Sistema Seno con esta definicion. (Ver Figura 4-26)

(a) Se cumple (b) No se cumple

Figura 4-26.: Con la definicién de dngulo a partir de lineas tangentes

Usando lineas asociadas
Teniendo las condiciones del teorema se tiene que: como [/ y t son paralelas entonces

7 ., .
—% = —%; reemplazando en la ecuacién de ¢ se tiene

_ ,_c'b
ax + bx + 7 =0
Sean los puntos (xg,7¢) y (x1,91) los puntos de interseccién entre [ y s y t y s respectiva-
mente, se encontraran las lineas asociadas a cada recta por los puntos.
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’ Linea 6, asociada a s por (xg, ) ‘ Linea a asociada a I por (xg,vo) ‘
dx + ey + f| + esen(x) = 0; ax +by +c] + bsen(x) = 0;
fi = —dxq — eyy — esen(x) c; = —axg —byy —bsen(xg)
’ Linea 0, asociada a s por (x1,y;) ‘ Linea p asociada a t por (x1,¥1) ‘
dx +ey + f, + esen(x) = 0; ax + by + ¢} + bsen(x) = 0;
f, =—dx; —ey; —esen(x;) ¢, =—axy; —by; —bsen(xy)

Luego por la definicién de dngulos a partir de lineas asociadas, los dngulos entre 6y ya y
0,y p son;

0 = arctan —ac+bd Os. ; = arctan —ac+bd
opa = be+ad Y 0B~ be +ad

En conclusién los dangulos son congruentes luego el teorema Paralelas - angulos correspon-
dientes congruentes se cumple en el Sisterna Seno con la definicién de dngulo a partir de
lineas tangentes . (Véase Figura 4-27)

Figura 4-27.: Con la definicién de dngulos a partir de lineas asociadas

Se realizard un ejemplo para mostrar el teorema anterior.

Ejemplo: Se tienen las s-rectas
|- —Xx+y=0, t—->2x+y-4=0, k—>4x+2y+3=0

Por la definicién analitica de paralelismo, t es paralela a k. Luego I interseca a t en el

. (4 4) Lint ken ( L] )

unto |-, = intersecaa ken (—=,—= | .

PEe3 35 2" 2)s

Ahora se determinaran las ecuaciones de las lineas asociadas a cada recta por los puntos
encontrados.
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Linea 9, asociada a I por (-1/2,-1/2)s | Linea a asociada a k por (-1/2,-1/2)s
Y =X +sen(—1/2)—sen(x) Y =—-2Xx—-3/2+sen(-1/2)—sen(x)
Linea 0, asociada a s por (4/3,4/3)s Linea f asociada a t por (4/3,4/3)s

Y =X +sen(4/3) —sen(x) Y =-2x+4+sen(1/2)—sen(x)

Los angulos que determinan 6; y @ y 6, y  son:

1+2
O5,,a = arctan(m) =05,

05,0 =71,57° =05, 5

En la Figura 4-28 se muestra la grafica de las s-rectas y lineas asociadas y el angulo que
se forma entre ellas.

Figura 4-28.: Angulos congruentes para t y k con respecto a k

Fijese que a pesar de que cada punto sobre s tiene una linea asociada diferente, no infiere
en el angulo que determina / y t, es decir, se puede tomar cualquier punto sobre la s-recta
para determinar la linea asociada a ella. También se puede mostrar otros teoremas de la
geometria Euclidiana como Paralelas - Angulos Alternos Internos Congruentes o el teorema
180 entre otros.

4.11. s-Rectas perpendiculares

Analogo desarrollo de la teoria en el sistema cartesiano se definira la perpendicularidad
entre s-rectas como:

» Sean las s-rectas [ y ¢, si el angulo 6 que forman / y t es de 90° entonces [ y ¢ son
perpendiculares.
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En la seccién 2.1.6 se mostré una relacion entre el dngulo que forman las rectas y el pro-
ducto de las pendientes de esas rectas. En el desarrollo de este estudio se encontré que
esta equivalencia se cumple usando la definicién de dngulo a partir de lineas asociadas
pero, con la definicién de dngulo a partir de lineas tangentes no se cumple. A continua-
cién, se enunciara la equivalencia y se mostraré lo dicho anteriormente para cada caso.

» Las s-rectas | y t son perpendiculares si y solo si m; - m, = -1

Con la definicién de angulo a partir de lineas tangentes

Primero se tomardn dos s-rectas en las cuales se cumpla que m; - m, = —1 y se mostrara
que no cumple siempre que sean perpendiculares.

Sean las s-rectas [ y t con ecuaciones 2x+3y+15,2 =0y 3x -2y + 30 = 0 respectivamente.
Estas cumplen que m; - m, = —1 ya que para [ su pendiente es m; = -3 y para t es m, = 3

luego:

3
.—:_]_
2

W[ N

myq-my =—

En este caso las s-rectas no forman un angulo recto. (Ver Figura 4-29)

Ahora se tomardn las s-rectas ¢ y I perpendiculares con ecuaciones —1x+ 39+ 30,71 =0y
3Xx+ 1y + 5 = 0. En este caso el producto de las pendientes de las s-rectas no es —1 luego
no se cumple la equivalencia entre el producto de las pendientes y la perpendicularidad.
(Ver Figura 4-29)

™ =~
(a) De las pendientes al dngulo (b) Del angulo a las pendientes

Figura 4-29.: Casos de los angulos entre s-rectas

Esto se debe a que, como se mencioné cuando se estaba estudiando el Teorema paralelas
- angulos correspondientes congruentes desde esta definicién de angulo, si se construyen
s-rectas t; perpendiculares por cada punto de la s-recta /, las s-rectas t; forman angulos
diferentes con I luego puede que algunas cumplan con la propiedad y otras no cumplan.
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Con la definicion de angulo a partir de lineas asociadas

Esta demostracion se realizé en la seccién 2.1.6, por tanto solo se desarrollard un ejemplo.
No esta demds recordar que en el Sistema Seno cambia la representacién grafica, mas no
su representacioén algebraica.

Se tomardn las rectas [ y t con ecuaciones
-4x+3y-10=0 y 3x+4y-4=0

luego el producto de sus pendientes es —1, por tanto son perpendiculares. En la Figura
4-30 se muestra la grafica de sus lineas asociadas y el angulo recto que forman.

Figura 4-30.: Angulo entre [ y ¢

4.12. Distancia entre dos puntos

Sean los puntos P; y P, con coordenadas (x1,y1) y (x2,9,) respectivamente, la distancia
entre ellos se denotaré dp, p, y se determinara de la siguiente manera:

i, = 5061 =322 + (1 =92+ sen(x) ~sen(x)? (@11)

Esta distancia se encuentra a partir de la distancia Euclidiana entre dos puntos.

4.12.1. Applet Distancia entre dos puntos

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se en-
cuentran cuatro botones en los cuales en usuario puede ingresar los valores de x1, x5, 91,12
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para las coordenadas de los puntos (x1,91)s ¥ (x2,¥2)s. Se muestra la distancia d entre los
dos puntos. En la ventana izquierda se muestran los dos puntos y el segmento de linea
que tiene como longitud d. Si los puntos son iguales el programa le avisara al usuario de
ello.

Link: https: //www.geogebra.org/m/tdghkukg

Ejemplo: Se determinara la distancia entre los puntos A y B con coordenadas (2,-5)s y
(9,15)¢ respectivamente. Para ello se ingresan los valores 2,5 en los botones x1,y; y 9,15
en x,,y, respectivamente. En la Figura 4-31 se muestra el resultado del proceso anterior.

Figura 4-31.: Applet Distancia entre dos puntos

4.13. Distancia de un punto a una s-recta

Para esta definicién se toma un punto P fuera de una s-recta I, se determina la distancia
entre cada punto L; sobre [. (Ver Figura 4-32)

Figura 4-32.: Distancia entre un punto y una s-recta

La distancia entre P y [ serd la minima distancia encontrada entre P y los puntos sobre /
(segmento rojo).
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= Sea una s-recta | y los puntos Ly, Ly,...,Lj,Lj;1,... sobre [, un punto P fuera de ellay
dp 1, la distancia de P a cada punto sobre . La distancia de P a [ serd

dp, =min[dp ]

Se supondré una s-recta / con ecuacién ax + by + ¢ = 0 y un punto P(x(,vy)s fuera de ella.
Los puntos L; que pertenecen a [ tienen coordenadas

luego la distancia entre P y los puntos L;, usando 4-11, estard dado por la siguiente ecua-
cion

1 a c

2
dPrLi = 5\/@— Xo)z + (—Ef— E —Yot sen(?) — sen(xo)) (4:—12)

Como se necesita encontrar min[dp ;] se usard el criterio de la segunda derivada viendo a
dp,r, como una funcion en términos de X. Para comodidad de lectura y escritura se omitira
el subindice P, L;.

La primera derivada de (4-12) serd

dd’ = i[f—xo + (%Tc+ £+ 90 —sen(X) + sen(xo))(% + COS(Y))]

por el criterio de la primera derivada la ecuacién anterior se iguala a 0 y se determina el
conjunto
A={xeR|d'(x)=0}

los elementos de este conjunto se nombrardn como X4, luego la segunda derivada de (4-
12) es:

d?+dd” = % [1 + Z—i —cos?(X) - (%Y+ £+ —sen(X) + sen(xo)) (sen(%))]

evaluando cada x4 en d” se van a tomar todos los valores positivos, es decir, se toma el
conjunto B como
B={xs|d"(x4)> 0}

Para finalizar se toman los elementos de B y se evaltan en d, por tanto, se concluye que
el valor de la distancia entre P y | serd el minimo de los valores de d(xp).

dp;=min[d(xp)]
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Como podra observar, esta demostraciéon estd condicionada a que b = 0. En el caso que
b = 0 la distancia entre la s-recta [ y el punto P, se encontrara con la siguiente ecuacion:

1 c

1= 50+ 5)

Se realizard un ejemplo para mostrar la distancia entre un punto y una s-recta.

Ejemplo: Sea la s-recta [ con ecuacién x+y+5 = 0 y el punto P con coordenadas (4, 3)s
Siguiendo el procedimiento anterior se tiene que los puntos sobre / tienen coordenadas

(X,—x—5)5

y la distancia entre P y estos puntos L; estard dada por

dpy, = %\/(x— 4)2 + (—X - 8 + sen(T) — sen(4))?
luego la derivada de esta funcién sera
4dd’ =x -4+ (x+ 8 —sen(x) + sen(4)) (1 + cos(x))

Ahora por el criterio de la primera derivada, se tiene el conjunto A = {-3,34, —1,35, 0,94}
tales que d’(x4) = 0 luego, la segunda derivada es:

4(d” +dd”) = 1+ (1 - cos(¥))(cos(¥) - (% + 6  sen(¥) + sen(4))(sen(x))

y el conjunto B tendra los elementos {-3,34, 0,94} tales que d”(x4) > 0, por ultimo, se
evaltian en d y se tiene que d(-3,34) = 4,11 y d(0,94) = 3,99 luego la distancia entre Py |
serd d(0,94) = 3,99. (Ver Figura 4-33)

dP’Li - 3,99

~

Figura 4-33.: Distancia entre (4,3)s yX+7+5=0
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4.13.1. Applet Distancia entre un punto y una recta

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se en-
cuentran cinco botones en los cuales en usuario puede ingresar los valores de x;,y; para
las coordenadas del punto (x1,y;)s y los valores para a,b,c para la ecuacién de la s-recta
ax+by+c = 0. Se muestra la distancia d entre el punto y la s-recta. En la ventana izquierda
se muestra la grafica de la s-recta y el punto asi como segmento de linea que tiene como
longitud d.

Link: https: //www.geogebra.org/m/zwk fvy7w

Ejemplo: Se determinara la distancia entre el puntos A con coordenadas (7,9)s y la recta
que determina la ecuacién —55 — 47 + 11 = 0. Para ello se ingresan los valores 7,9 en
los botones x1,y; y —5,—4,11 en a,b,c respectivamente. En la Figura 4-34 se muestra el
resultado del proceso anterior.

Figura 4-34.: Applet Distancia entre dos puntos

Si el punto llegase a pertenecer a la recta el programa le avisara al usuario de ello.

4.14. Simetria en el Sistema Seno

A continuacién se presentan algunas definiciones de simetria que se cumplen en el siste-
ma cartesiano y que se estudiardn posteriormente.

» Definicién 1: Se dice que dos puntos A y B son simétricos con respecto a un punto
O si O es el punto medio entre Ay B.

» Definicién 2: Se dice que dos puntos A y B son simétricos con respecto a un eje si el
eje es el lugar geométrico determinado por el punto medio entre Ay B.
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» Definicién 3: Se dice que una curva es simétrica con respecto a un eje si para ca-
da punto correspondiente, también en la curva, tal que estos dos son puntos son
simétricos con respecto al eje.

Las anteriores definiciones tienen una particularidad y es que son meramente geométri-
cas; a continuacion, se mostrara otra definicién pero esta vez analitica para las conicas en
el Sistema Seno.

= Definicién 4: Sea una s-conica c con ecuaciéon ax> + bx 9 + cp> +dx+ey+ f =0y un
punto P sobre ¢ con coordenadas (x;,9;)s. Sea una s-recta [ paralela al eje con el cual
se relaciona directamente la s-cénica por el punto P, luego I interseca en otro punto
Q a c. Se le dice eje de simetria de una s-cénica al lugar geométrico que determine
el punto medio entre Py Q.

Estas definiciones se cumplen en el Sistema Seno pero, existen otras definiciones que son
equivalentes en el sistema cartesiano pero que en este sistema no se cumplen ya que se
relacionan con la perpendicularidad entre s-rectas y con la distancia entre un punto y
una s-recta, estas se presentan a continuacion.

» Definicién 1.: Sea una recta [ y dos puntos P y Q diferentes tal que no pertenezcan
a | y que no pertenezcan al mismo semiplano determinado por I. Si dp; = dg; y
ademads los puntos que determinan las distancias coinciden entonces, los puntos P
y Q son simétricos con respecto a /.

» Definicién 2.: Sea una recta [ y dos puntos P y Q diferentes tal que no pertenezcan a
I. Si el segmento PQ es perpendicular a I y ademas se intersecan en el punto medio
de P y Q entonces, los puntos P y Q son simétricos con respecto a [.

A continuacién, en la Figura 4-35, se muestra como se ve graficamente los puntos en el
sistema cartesiano que cumplen estas dos definiciones.
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(a) Definicion 1. (b) Definicién 2.

Figura 4-35.: Definiciones en el sistema cartesiano

La definicién 1. no se cumple en el Sistema Seno ya que no existen P y Q que cumplan
estas condiciones, esto se debe a la distancia entre un punto y una recta que se definid
anteriormente y a la definicién de distancia entre dos puntos. La definicidon 2. no se
cumple para todos los casos ya que no se cumple siempre que cuando se forma un dngulo
recto entre las dos s-rectas, los puntos P y Q equidistan.



5. Trasformacion de coordenadas en el
Sistema Seno

5.1. Traslacion

Se definira la traslacién en este sistema como el movimiento de / s-unidades en el semi-
eje X y k s-unidades en el semi-eje y desde el origen (0,0)s. En la Figura 5-1 se muestra
la traslacion de los semi-ejes a un punto con coordenadas (h,k)g, es decir, se mueve k s-
unidades en el semi-eje x (en verde) y h s-unidades en el semi-eje ¥ (en azul). Luego, se
crean otros semi-ejes coordenados (en rojo) que se nombran como X" y 7’ para diferenciar-
los de los semi-ejes originales.

Figura 5-1.: Traslacién en el Sistema Seno

Si se toma un punto (xg,yg)s en el sistema original y se quiere mirar qué coordenadas
tendrd en el sistema que se traslad¢ al punto (h, k), se usard el siguiente cambio de coor-
denadas:

xo=xg—h

, (5-1)
Vo = Vo — k —sen(h) —sen(xq — h) + sen(xy)

Es decir, el punto (x(,v)s en el sistema trasladado tendré coordenadas (x;,v;)st, esto se
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muestra en la Figura 5-2 en la cual estdn las coordenadas x, y v, (en verde) en el sistema
original y las coordenadas x;, y v, (en morado) en el sistema trasladado.

,’17

Figura 5-2.: Traslacién en el Sistema Seno

Para las coordenadas de los puntos en el sistema trasladado se puso el subindice ST que
significa que estd en el Sistema Seno trasladado.

5.1.1. Applet Traslacién

Este applet cuenta con dos ventanas: la de la derecha (azul claro) en el cual estan los bo-
tones para ingresar los coeficientes h, k para trasladar el sistema a ese punto y x(,y, para
determinar qué coordenadas tendrd el punto (xy,y()s en el sistema trasladado y se mues-
tra las coordenadas del punto en el sistema trasladado. En la otra ventana se presenta el
sistema trasladado al punto (h,k)s y el punto (xg,yg)s. Se mostrard un ejemplo del uso del

applet.
Link: https : //www.geogebra.org/m/dnuq2dnb.

Ejemplo: Para trasladar el Sistema Seno 5 s-unidades en el semi-eje X y 7 en el semi-eje
7y, se ingresan los valores en las casillas correspondientes y, para determinar las coorde-
nadas del punto (4,9)s en este nuevo sistema se ingresan los valores y se obtiene que las
coordenadas son (-1, 3)sr. (Ver Figura 5.1.1)
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Figura 5-3.: Applet Traslacion

5.2. Rotacién

Rotacién de los semi-ejes se le llama al proceso de girar el semi-eje X y el semi-eje ¥ con
un dngulo 6 con respecto a su origen como semi-eje de rotacién. Como el semi-eje X no
es una s-recta y las definiciones que se propusieron para determinar un dngulo necesitan
de dos s-rectas, se tomara el eje X, que por definicién se puede representar analiticamente
como la s-recta con ecuacién y = 0, como base para el dngulo de rotacién. La ecuacién
resultante del eje X, rotado con un dngulo 6, sera:

—4xsen(0) + 2cos(0)(2y —sen(2X)) —sen (4cos(0)x + 2sen(0)(2y — sen(2x))) = 0

En la Figura 5-4 se muestra la rotacién del eje X (en azul) con un dngulo 6. El eje X’
resultante esta punteado (también en azul) y estdn las lineas asociadas a cada eje (o s-
recta) que determina el 4ngulo O (en rojo). El eje X’ no es una s-recta en el sistema original
porque su ecuacién no es lineal pero, en el sistema rotado si lo es.

———————

_______

_______

Figura 5-4.: Rotacion de la s-recta base
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Luego de esto se determina la ecuacién en el sistema original del semi-eje X que sera de
la forma:

—2xsen(0) + cos(0)(2y —sen(2x)) —sen (2 cos(0)x + sen(0)(2y —sen(2x))) = 0

En la Figura 5-5 se muestra el semi-eje 7’ y el semi-eje X' (en rojo) los cuales son los
semi-ejes 7 y X rotados un dngulo 6 con los respectivos ejes X y X" (en azul).

Figura 5-5.: Rotacién de los ejes

Ahora si se tiene un punto P con coordenadas (x(,v)s en el sistema original, para deter-
minar qué coordenadas tiene P en el sistema rotado se usa las siguientes ecuaciones de
rotacion:

x4 = Xgcos(0) + (yo + sen(xg)) sen(O) (5-2)

V4 = —Xgsen(0) + (yo + sen(xq)) cos(0) — sen(x;)
Y se concluye que el punto P tendrd coordenadas (2x), 2y — sen(2x())sg en el sistema
rotado. En la Figura 5-6 se muestra el cambio de las coordenadas del punto P del sistema

original al sistema rotado.

Figura 5-6.: Cambio de coordenadas de un punto cuando se rotan los ejes
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Para las coordenadas de los puntos en el sistema rotado se les asigné el subindice SR que
significa que estd en el Sistema Seno rotado.

5.2.1. Applet Rotacion

Este applet cuenta con dos ventanas: la de la derecha (azul claro) en el cual estan los boto-
nes para ingresar el dngulo 6 con el cual se quiere rotar el sistema y x(, o para determinar
qué coordenadas tendra el punto (xy,7()s en el sistema rotado y se muestra las coordena-
das del punto en el sistema rotado. En la otra ventana se presenta el sistema rotado con
un dngulo 6 y el punto (x,vy)s. Se mostrard un ejemplo del uso del applet.

Link: https: //www.geogebra.org/m/hmkjhwau.

Ejemplo: Para rotar el Sistema Seno con un dngulo 6 = 30, se ingresa el valor en la casilla
correspondiente y, para determinar las coordenadas del punto (—4,5)s en este nuevo sis-
tema se ingresan los valores y se obtiene que las coordenadas son (0,5,7,5)sz. (Ver Figura
5-7)

Figura 5-7.: Applet Rotacién



6. Cénicas y soluciones a ecuaciones
cuadraticas en el Sistema Seno

De manera similar a lo que se expuso en el capitulo 2.3, en este capitulo se representaran
las soluciones a la ecuacién general de segundo grado en el Sistema Seno y se estudiard
la definicién como lugar geométrico de las cénicas. Se analizardn de forma separada ya
que una gs-cénica definida por lugar geométrico no se puede expresar algebraicamente
como una ecuacién cuadratica, tampoco cumple que si se define una s-cénica a partir de
su ecuacion cumple con la definicién como lugar geométrico en el Sisterma Seno.

Noétese que se nombro a las cénicas del Sistema Seno como gs-conicas cuando estas estan
definidas como lugar geométrico y s-cénicas cuando estan definidas desde la ecuacién
cuadratica. Esto se hace con el fin de diferenciarlas de las cénicas en el sistema cartesiano.
Estos diminutivos se usardan de ahora en adelante para las cénicas en el Sistema Seno.

6.1. s-Coénicas a partir de la ecuacién cuadratica

En esta seccion se mostrardn las soluciones a la ecuacién cuadratica y su representaciéon
grafica. Para ello se tomara cada caso que se presenta a continuacion, se graficard en el
Sistema Seno 'y se presentardn los tipos de s-conicas que se pueden obtener.
Sea la ecuacién general de segundo grado
ax* +bXy+cy’ +dx+ep+f =0 (6-1)
si
b? — 4ac = 0 entonces es s-parabola.

b? — 4ac < 0 entonces es s-elipse.

b® — 4ac > 0 entonces es s-hipérbola.
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A continuacién se desarrollara cada caso mostrando diferentes situaciones encontradas a
través del estudio de estas. Cabe recordar que se puso una “s” a las cénicas (s-pardbola,
s-elipse, s-hipérbola) que estdn en el Sistema Seno.

Se analizaran varios casos generales en los cuales se mostrara el tipo de graficas que for-
man y también, utilizando la Definicién 4 que se present6 en la secciéon 4.14, se mostrara
la representacién grafica del eje de simetria para las s-cénicas y gs-cénicas asi como una
ecuacion general para cada una. Se mostrard los cortes con los ejes y semi-ejes de cada
objeto geométrico a estudiar.

6.1.1. s-Parabola

Con la ecuacién (6-1) y la condicién b? — 4ac = 0 surgen otras condiciones para que la
representacion grafica de la solucién a esta ecuacion sea una s-pardbola.

1. ac>0
2. ay c diferentes de 0 simultaneamente, ademas, si a 6 ¢ son 0 necesariamente b =0

3. Si b =0 entonces a 6 c tienen que ser 0. Ademas
a) Sia=0 entonces d =0

b) Sic =0 entonces e =0

1° Caso: aX’ + ey + f =0
Para este caso la representacion a las soluciones a esta ecuacién generardn una familia de

s-parabolas las cuales tienen el punto de corte con el eje y en (O, —%)S. Los puntos de corte

a

con el eje X de este tipo de s-parabolas serdn en (0, \/—é) y (O,— —i)
S S

Para determinar la concavidad de la s-pardbola se mira el producto ae; si es positivo
entonces abre hacia “arriba”, si es negativo abre hacia “abajo”. Por la definicién de simetria
que se usara, se tiene que la ecuacion del eje de simetria para este tipo de parabolas serd
de la forma:

x=0

En la Figura 6-1 parte (a) se muestra una s-parabola que abre hacia arriba (en azul) y su
eje de simetria (en rojo), en la parte (b) se muestra una s-pardbola que abre hacia abajo y
su eje de simetria con los respectivos colores (azul y rojo).
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(*-Trn-yn)s

(0, 90)g

(a) s-Parabola céncava hacia arriba

(—J'u- ,’l/u) s,

(b) s-Pardbola céncava hacia abajo

Figura 6-1.: Cuando ae <0

En este estudio se encontré que cuando —% se acerca a 0 la s-pardbola se “cierra” y tiene
menos ondulaciones, por el contrario, si se aleja se abre y tiene mas ondulaciones. En la
Figura 6-2 en la parte (a) se muestra una s-parabola “ancha” y una “delgada” en la parte

(b).

(a) Cuando —¢ se acercaa 0

(b) Cuando —£ se aleja de 0

Figura 6-2.: Anchura de la s-pardbola

Cabe resaltar que los casos que se mostraron en la Figura 6-2 solo se muestra cuando
—2 es mayor que cero, también cumple cuando es menor que cero, solo que en este caso

abriria hacia abajo.

Para determinar los cortes con el semi-eje X se resuelve la siguiente ecuacién:

fz(Zsen(g)—sen(%))—i—a%2 +f=0
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Para algunos casos la anterior ecuacién no tiene solucién, esto significa que la s-parabola
no tiene cortes con el semi-eje X. Los cortes con el semi-eje y coinciden con los del eje v,
por esto, solo se hablard acerca de los cortes con el semi-eje x.

2° Caso: cp> +dx+f =0

En este caso las pardbolas cambian de posicién y estdn “acostadas” tomando como refe-
rencia el eje X. De manera similar al primer caso, cuando —7 se acerca a 0 la s-parébola se
cierra y tiene menos ondulaciones, cuando se aleja de 0 se abre y tiene mas ondulaciones.
Para analizar el eje de simetria, tomando la definicién 4, se tiene que en general el eje de
simetria para estas parabolas es de la forma:

y=0

En la Figura 6-3 parte (b) se muestra una s-parabola que abre hacia la derecha (en azul)
y su eje de simetria (en rojo), en la parte (a) se muestra una s-pardbola que abre hacia la
izquierda y su eje de simetria con los respectivos colores (azul y rojo).

(a) Cuando cd >0 (b) Cuando ¢d <0

Figura 6-3.: Eje de simetria de la s-parabola caso 2.

Para determinar los cortes con el eje Y se reemplazan los coeficientes en las coordenadas

c

(O, —i) y (0,—\/—%) . Para los cortes con el eje X seran en el punto con coordenadas
S S
(—5, )S. Fijese que cuando —% < 0 es un numero no real luego, no tiene cortes con el eje

7.

Para los cortes con el semi-eje X se tiene que resolver la siguiente ecuacion:

_ 2
c(2sen(g)—sen(§)) +dx+f=0
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3° Caso: ax’ +dX+ey+ f =0

Acé la s-pardbola se mueve en el plano, de derecha a izquierda o de arriba para abajo
manteniendo la misma forma, es decir, es como tomar una pardbola del primer caso y
moverla en el plano sin cambiar su forma. Lo anterior dicho se puede confirmar grafi-
camente. También cumplen las mismas propiedades de concavidad, de anchura y que se
puede determinar un eje de simetria. Para determinar lo movimientos de las s-parabolas
se veran los coeficientes h y k que se determinan a partir de la ecuaciéon dada.

__d _ d?
h=-5 v k=ig-}

El coeficiente h va a determinar el movimiento en el semi-eje X, si es positivo se mueve
hacia la derecha, si es negativo hacia la izquierda y k determinaré el movimiento en el
semi-eje v, si es positivo se mueve hacia arriba, si no, se mueve hacia abajo. Con el coefi-
ciente h también se puede determinar el eje de simetria, que para este caso en especifico
es la s-recta:
X=h

En la Figura 6-4 se muestra en la parte (a) una s-parabola que abre hacia arriba que esta
desplazada hacia la derecha y hacia la abajo (en rojo) y su eje de simetria (en azul), en
la parte (b) se muestra una s-parabola que abre hacia abajo, que esta desplazada hacia la
izquierda y hacia arriba (en rojo) y su eje de simetria (en azul).

\ ;
\ / )
\ T 1
\\ /\/
N ,

(a) Cuandoaf >0,h>0y k<0 (b) Cuandoaf <0, h<0y k>0

Figura 6-4.: Eje de simetria y movimientos en el plano de la s-pardbola

f

El corte con el eje ¥ serd en el punto (O, _?)s' Los cortes con el eje X serdn en los siguientes

puntos:
(—d+\/d2—4af 0] [—d—\/d2—4af 0]
’ y ’
2a
S

2a S
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Para determinar los cortes con el semi-eje X se desarrolla la siguiente ecuacién:

N | R

ax? +d§+e(2sen(—)—sen(§))+f =0

4° Caso: cp”> +dx+ey+ f =0

Analogo al caso 3 se tienen que estas s-pardbolas tienen la misma forma de las del caso
2 pero desplazadas en el plano. Para determinar los movimientos de estas con respecto a
los ejes coordenados se usan los coeficientes h y k con las siguientes sustituciones:

h=ip-4 v k=%

Si h > 0 se mueve hacia la derecha, si h < 0 se mueve hacia la izquierda. El coeficiente k
determina el movimiento hacia arriba si es positivo y hacia abajo si es negativo. El eje de
simetria para estas s-pardbolas sera siempre la s-recta con ecuacién:

v=k

En la Figura 6-5 se muestra en la parte a) una s-pardbola que esta desplazada hacia la
derecha y hacia la abajo (en rojo) y su eje de simetria (en azul), en la parte b) se muestra
una s-pardbola esta desplazada hacia la izquierda y hacia arriba (en rojo) y su eje de
simetria (en azul).

N |

VAV VY

(a) Cuandocd >0, h>0y k<0 (b) Cuando cd <0, h<0y k>0

Figura 6-5.: Eje de simetria y movimientos en el plano de la s-pardbola caso 4

f

El corte con el eje X serd en el punto (—3, 0)5' Los cortes con el eje v serdn en los siguientes
puntos:
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0 —e++e?—4cf 0 —e—+Je? —4cf
’ 2c s v ’ 2c s

Para determinar los cortes con el semi-eje x se desarrolla la siguiente ecuacidn:

c(2sen (g) —sen(¥))> + dx + e(2sen(xX) —sen(x)) + f = 0

Dicho anteriormente se esta tomando una s-pardbola y se estd moviendo en el plano sin
cambiar su forma y a partir de los coeficientes / y k se determina para qué lado del plano
se movid, tomando como referencia los semi-ejes X y y. Como se estdn estudiando algunas
propiedades que tienen las s-conicas, en este caso, las diferentes formas de representar
los movimientos en el plano que pueden tener las y, ademads, se esta mirando si se com-
portan de manera similiar a las cénicas, se mostrard otra forma analoga a la expuesta en
el secciéon 2.3, en la cual se mueven los ejes coordenados tantas s-unidades en el semi-eje
X y en el semi-eje y y se mostrara si la ecuacién de la s-pardbola se puede expresar alge-
braicamente de manera mas sencilla. Para ello se usaréd la traslaciéon de los semi-ejes que
se mostré en el capitulo 5.1.

Para este analisis se determinard una manera general de determinar las coordenadas de
los puntos sobre las s-pardbolas y se usaran las ecuaciones (5-1) teniendo en cuenta el
punto (h,k)s luego, se determinard una nueva ecuacién en el sistema trasladado. Para
esto se encuentra que, en general, los puntos de las s-parabolas de los casos 3. y 4. son de

la forma:
1. (x, —xdif ) y 2 (x, =L )
S

Ahora reemplazando en las ecuaciones (5.1), despejando y haciendo los diferentes calcu-
los algebraicos se concluye que las ecuaciones de las s-parabolas de los casos 3. y 4. se
pueden ver como:

S

ax’> + (2ah + d)x +sen(¥’) —sen(X' + h) + f' =0

c(@’ +sen(xX’) —sen(X’ + h)+ k+sen(h))> +d(X+h)+ep+f =0

con f’ =ah®+dh+ f + ek + esen(h).

Aca se puede concluir que en cualquier sistema trasladado la s-parabola no se puede ex-
presar con una ecuacién cuadrdtica, ya que con el cambio de coordenadas aparecen el
término sen(x) y con este se rompe el esquema que se tiene para las ecuaciones cuadrati-
cas. Esto se puede ver graficamente con alguna particularidad que tiene la s-parabola con
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respecto a sus ejes, ya sea la intersecciéon con alguno de ellos, la forma, entre otras.

En la Figura 6-6 se muestra en la parte (a) la representacién del primer caso en el cual la
s-parabola abre hacia arriba o hacia abajo, en la parte (b) se toma el segundo caso donde
la s-parabola puede abrir hacia la derecha o izquierda.

(L
(.

(h.k)g

)

(a) Primer caso (b) Segundo caso

Figura 6-6.: Traslacion de los ejes

5° Caso: ax’ + bX P+ cp> +dx+ey+f =0

En este caso se encuentra que las s-pardbolas cambian completamente con respecto a las
de los casos anteriores ya que estan rotadas, por lo tanto, los puntos que pertenecen a
estas curvas no cumplen con una relacién directa con alguno de los ejes, esto se ve refleja-
do en la forma de las s-pardbolas. A continuacidn, en la Figura 6-7, se muestran algunos
ejemplos de estas s-pardbolas las cuales cambian su forma dependiendo los coeficientes.
Como se estd haciendo un estudio similar al que se propuso en el capitulo 2, para estu-
diar este tipo de s-pardbolas se determina el dngulo de rotacién que tiene la curva y se
muestra que en un sistema rotado su ecuacién cambia a una maés sencilla, es decir, a una
ecuacién como las que se mostraron en el caso 1.y 2., en algunos casos también se tiene
que trasladar para que esto ocurra.

Antes de realizar este proceso, se mostrardn los puntos de corte de estas s-pardbolas con
los ejes, estos se muestran a continuacién:

2a 4

—ex\JeZ-4cf )
S

Cortes con el eje x: (

—d\Jd2—4af 0)
S

Cortes con el eje : (O, 3

Para determinar los cortes con el semi-eje X se resuelve la siguiente ecuacién:

ax* + bx(2sen(X) — sen(¥)) + c(2sen(¥) — sen(x))* + dx + e(2sen(X) —sen(X)) + f = 0
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(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-7.: Ejemplo de s-pardbolas rotadas

En este estudio se encontr6 que esto no puede ser posible ya que, como se mencioné an-
teriormente, los puntos que pertenecen a estas s-parabolas no cumplen con una relacién
entre alguno de los ejes coordenados, por el contrario, hay una combinacién entre los
ejes. Ademads, usando las ecuaciones (5-2) para determinar las coordenadas en el sistema
rotado de los puntos que pertenecen a la s-pardbola se encuentra que aparece sen(x) y
este rompe el esquema que se tiene para las ecuaciones cuadréticas, es decir, cuando se
realiza la rotacién de los semi-ejes la ecuaciéon de la curva en este sistema rotado no se
puede expresar como una ecuacién cuadratica. (Ver Figura 6-8)

a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.
jemp jemp

Figura 6-8.: Ejemplo de rotacién de ejes para s-parabolas

Analizando el eje de simetria de estas s-parabolas se encontré que este no se puede ex-
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presar como una ecuacién y, aunque tiene una regularidad, esta es bastante extrafa a
comparacién de las anteriores. En la Figura 6-9 se muestran dos ejemplos de las graficas
o formas de los ejes de simetria (en negro) para estas s-parabolas, se pintan algunos peda-
zos de la s-pardbola en negro, pero estos no hacen parte del eje de simetria. Cabe resaltar
que este eje de simetria solo es la parte que esta en medio de la s-parabola por defectos
del software Geogebra, en el cual se ha graficado todas las imagenes mostradas en este
documento.

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-9.: Ejemplo de eje de simetria para s-pardbolas rotadas

La regularidad que cumple el eje de simetria es que siempre al inicio de este es una
curva suave, es decir, no tiene tantas ondulaciones. Luego se comporta como una s-recta
y después de cierta cantidad de ondulaciones se vuelve de nuevo una curva suave por
ultimo, cambia a lo que parece ser una s-recta pero cambia el sentido de la ondulaciones,
es decir, si en la s-recta inicia de abajo hacia arriba, estas van de manera contraria, de
arriba hacia abajo. Esta regularidad se repite para todo el eje de simetria.

6.1.1.1. Applet s-parabola y eje de simetria

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se en-
cuentran seis botones en los cuales en usuario puede ingresar los valores de a,b,c,d, ¢, f
para la ecuacién de la s-parébola ax*bxy + ¢y + dx+ ey + f = 0y se muestra la ecuacién
de la s-pardbola. En la ventana izquierda se muestra la grafica de la s-parabola y su res-
pectivo eje de simetria.
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Link: https: //www.geogebra.org/m/sjszruwr

Ejemplo: Se determinara la grafica que determina la ecuacién %ﬂz +3X7+ 977+ 6X+79+9 =
0. Para ello se ingresan los valores zlp 3,9,6,7,9 en los botones a,b, ¢, d, e, f respectivamente.
En la Figura 6-10 se muestra el resultado del proceso anterior.

Figura 6-10.: Applet s-pardbola y eje de simetria

Para que se muestre las gréficas los coeficientes deben cumplir que b? — 4ac = 0.

6.1.2. s-LElipse

Con la ecuacién (6-1) y la condiciéon que b? —4ac < 0 surgen otras condiciones para que la
representacion grafica de la solucién a esta ecuacion sea una s-elipse.

1. ac>0
2. ay c diferentes de 0 simultaneamente, ademas, si a 6 ¢ son 0 necesariamente b =0
3. Si b =0 entonces a y c tienen que ser diferentes de 0.

4. Siay csonmenores que 0 entonces f tiene que ser mayor que 0. Si a y ¢ son mayores
que 0 entonces f tiene que ser menor que 0

1° Caso: ax’ +cp* + f =0
Para este caso la representacion a las soluciones de esta ecuaciéon se puede caracterizar
teniendo en cuenta los coeficientes. El coeficiente —% determinara el largo de la s-elipse
con respecto al semi-eje X, si se acerca a 0 la s-elipse se contraerd y si no entonces se
alargara. El coeficiente —% serd el largo de la s-elipse pero con respecto al semi-eje v, si se
acerca a 0 la s-elipse se contraerd y si no entonces se alargard.
Para determinar el corte con el eje 7 y el eje X se resuelven las siguientes ecuaciones:

37:1\/2 , X=% —£ (6-2)
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Con las condiciones iniciales se tiene que para este caso la ecuacién (6-2) siempre tendra
solucion, es decir, estas s-elipses siempre se intersecan en dos puntos con los ejes.

Para determinar los cortes con el semi-eje X se encuentran las soluciones a la siguiente
ecuacion la cual al menos tiene dos soluciones:

— 2
C(ZSen(g)—sen(%)) +ax’+f=0

En la Figura 6-11 se muestran dos s-elipses, en la parte a) se muestra una s-elipse en
la cual el coeficiente —% se aleja de 0 y en la parte b se muestra una s-elipse donde el
coeficiente —% se aleja de 0.

Para definir el eje de simetria en este tipo de s-elipses se encontré que todas tienen dos
ejes de simetria que cumplen con la Definicidon 4 la cual se usé para mostrar el eje de

simetria en las s-parabolas.

(a) Primer caso (b) Segundo caso

Figura 6-11.: Representaciones de s-elipses

fy_f

Para escoger uno de los dos, se comparardn los coeficientes —2 Y~ sl —% <-

f

simetria estara definido por la s-recta X = 0, si —% < — entonces estard definido por la
s-recta Y = 0. En la Figura 6-12 se muestran dos ejemplo en los cuales el eje de simetria es
la s-recta x = 0.

f

< el eje de
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(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-12.: Eje de simetria para s-elipses cuando —

o~

S_

[~

De manera similar se muestran, en la Figura 6-13, dos ejemplos en los cuales el eje de
simetria es la s-recta y = 0. Cabe resaltar que se observa una relacién de forma de la
s-elipse con el eje de simetria. Si el eje de simetria es X = 0 la s-elipse no tiene tantas
ondulaciones, por otro lado, si es ¥ = 0 es mds notorio su cambio.

v

X\

N

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-13.: Eje de simetria para s-elipses cuando —é < —%
2° Caso: ax’ + cp°> +dx+ey+ f =0
En este caso se tiene que las s-elipses tienen el mismo comportamiento que las del caso
anterior pero estas se desplazan en el plano sin cambiar su forma. Para determinar el
corte con el eje ¥ y el eje X se resuelven las siguientes ecuaciones:

—e++Je? —4cf —d ++/d?—4af

, X= 6-3
2c x 2a ( )

?:
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Con las condiciones iniciales se tiene que para este caso la ecuacién (6-3) no siempre
tendrd solucién, o sea que cuando no tienen solucién significa que no tiene corte con
el/los eje(s).

Para determinar los cortes con el semi-eje X se encuentran las soluciones a la siguiente
ecuacion la cual al menos tiene dos soluciones:

2 —
_ X _ _ X _
a(x)* + c(2sen(§) - sen(x)) +dx+ e(ZSen(E) — sen(x)) +f=0
Para determinar los movimientos en el plano de estas s-elipse se usaran los coeficientes h
y k que serd el cambio en el semi-eje X y el cambio en el semi-eje y respectivamente. Estos
coeficientes tienen las siguientes sustituciones:

Si h < 0 se mueve hacia la izquierda, si b > 0 se mueve hacia la derecha. Ahora si k <0 la
s-elipse se movera hacia arriba, si no, se movera hacia abajo. (Ver Figura 6-14)

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-14.: Movimientos de la s-elipse

Fijese que lo anterior dicho se refiere a tomar la s-elipse y moverla / s-unidades en el
semi-eje X y k s-unidades en el semi-eje 7.

Ahora realizara la traslacion de los semi-ejes coordenados hasta el punto (h,k)s. Se tiene
que generalmente los puntos sobre las s-elipses son de la forma:

\/—4c(aE2 +dx+f)+e
2c

X,

S
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Ahora utilizando las ecuaciones de traslacién (5-1) se obtiene que la ecuacién de la s-
elipse en el sistema trasladado es de la forma:

4c*(y' +sen(X) —sen(X + h) — e+ k +sen(h))> + 4c(a(X + h)> + d(X+h) + f) =0

Luego se deduce que en el sistema trasladado la s-elipse no se puede expresar como una
ecuacién cuadratica.
Para el eje de simetria se tendrdn en cuenta los siguientes coeficientes:

d*c+e*a—4dacf 5 d?c+e*a—4dacf
4a’c yos 4ac?

Se contardn con dos posibles ejes de simetria: i. la s-recta X = h y ii. la s-recta y = k. Si
1. < 2. el eje de simetria serd la s-recta y = k, en caso contrario, el eje de simetria sera
la s-recta x = h. En la Figura 6-15 se muestran dos s-elipses en las cuales se traslad6 los
ejes coordenados hasta el punto (h,k)s en la parte a) se encuentra una s-elipse cuyo eje
de simetria es s-recta X = h y en la parte b) una s-elipse cuyo eje de simetria es la s-recta
v =k.

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-15.: Traslacion de los ejes en las s-elipses

3° Caso: ax’ +bXx y+cp’ +dx+ep+f =0

Cuando aparece el término x y se tiene que las s-elipses sufren un cambio con respecto a
su forma y su posicionamiento en el plano. Estas s-elipses estan rotadas y/o trasladadas
y por ello, sufren un cambio de forma porque, como se vio en el caso de la s-parabola,
se tiene que los puntos sobre la curva no tienen una relacién directa con algtn eje coor-
denado, ademads, cuando se usan las ecuaciones de rotacién se encuentra que la ecuacién
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resultante en el sistema rotado no es una ecuacién cuadratica. En la Figura 6-16 se pue-
den ver dos ejemplos de este tipo de s-elipses y se puede observar que en algunas partes
cambia su forma drdsticamente con respecto a casos anteriores.

/@é

a) Ejemplo 1. b) Ejemplo 2.

Figura 6-16.: s-Elipses rotadas

Para determinar el corte con el eje 7 y el eje X se resuelven las siguientes ecuaciones:

—ex+Je? —4cf - —d ++/d>—4af (6-4)
2c T 2a

Con las condiciones iniciales se tiene que para este caso la ecuacién (6-4) no siempre

tendrd solucién, o sea que cuando no tienen solucién significa que no tiene corte con

el/los eje(s).

?:

Para determinar los cortes con el semi-eje X se encuentran las soluciones a la siguiente
ecuacién la cual al menos tiene dos soluciones:

X

) _
E)—sen(i)) +d¥+e(25€n(;)—sen )+f 0

En la Figura 6-17 se muestra a los ejes coordenados rotados con un angulo

a(x)? + bi(2 sen(g) - sen(%)) + C(ZSen(

arctan (% )
2

y dos s-elipses. Fijese que a pesar de que en la parte (b) se ve alguna similitud de su for-
ma con el semi-eje X mas adelante se mostrara que el eje de simetria no se comporta de la
misma forma que en casos anteriores.

0 =

Como se ha mencionado anteriormente, ya que los puntos no tienen una relacién direc-
ta con algun eje, los semi-ejes de simetria no se pueden expresar como una ecuacion,
aunque, estos cumplen cierta regularidad.
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(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-17.: s-Elipses rotadas

Cuando el eje de simetria se relaciona con el semi-eje X este tiende a tener mas ondula-
ciones y estas son mas pronunciadas, también, se pueden observar algunos picos cuando
el eje de simetria se acerca a la curva. Cuando se relaciona con el semi-eje y la curva tiene
de a ser mas suave, con menos ondulaciones y cambios. En la Figura 6-18 se muestran dos
s-elipses con sus respectivos ejes de simetria. En este caso no se tomara ningdn semi-eje
en particular para alguna e-elipse, por otro lado, se especifica que los ejes de simetria son
los que se entre cruzan y estdn dentro (en su mayoria) de la s-elipse (en rojo), la s-elipse
(en azul) es la que los encierra. Por defectos del software aparece la s-elipse coloreada de
rojo pero se resalta que esto no hace parte de los ejes de simetria.

NG

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-18.: s-Elipses rotadas

6.1.2.1. Applet s-elipse y eje de simetria

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se
encuentran seis botones, en los cuales el usuario puede ingresar los valores de a,b,c,d,e,f
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para la ecuacién de la s-elipse ax’ + cp” + dx + ey + f = 0 y se muestra la ecuacién de la
s-elipse. En la ventana izquierda se muestra la grafica de la s-elipse y su respectivo eje de
simetria. Para que se muestre la gréfica, los coeficientes deben cumplir que b? — 4ac < 0.
Link: https : //www.geogebra.org/m/pywuxmzq

Ejemplo: Se determinaré la ecuacion 0,5%+0xp+97°—4x+57—6 = 0. Para ello se ingresaran
los valores 0.5,0,9,4,5,-6 en los botones a,b,c,d,e,f respectivamente. En la figura 6-19 se
muestra el resultado del proceso anterior.

Figura 6-19.: Applet s-elipse y eje de simetria

6.1.3. s-Hipérbola

Con la ecuacién 6-1 y la condicién que b? — 4ac > 0 surgen otras condiciones para que la
representacion grafica de la solucién a esta ecuacion sea una s-hipérbola.

1. Siay cson 0 simultaneamente, by f necesariamente seran diferentes de 0
2. Sib=0entonces a,cy f tienen que ser diferentes de 0.

Analogo a la secciones anteriores se analizardn algunos casos generales y se mostrara el
eje de simetria para las s-hipérbolas.

1° Caso: aX* +cp> + f = 0
Estas s-hipérbolas se tienen una condicién inicial la cual es que f # 0, ademas si f <0
entonces a 6 b tendrd que ser mayor que 0 o, de manera contraria, si f > 0 entonces a 6 b

tendrd que ser menor que 0. Por otro lado, se pueden caracterizar de dos formas teniendo
f

en cuenta los coeficientes — y —%.

Si —% < 0 se tiene que las s-hipérbolas se relacionan directamente con el eje v, es decir, que
se tendra aperturas hacia arriba y hacia abajo y debido a su relacién con el eje 7 se dice
que el eje de simetria serd la s-recta x = 0. En la Figura 6-20 se muestran dos s-hipérbolas
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(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-20.: s-Hipérbolas con —JE( <0
que cumplen esta caracteristica con su respectivo eje de simetria. Cuando el coeficiente
a se aleja de 0, la s-hipérbola se angosta se aleja del eje v, si a se acerca a 0 se ancha la
curva o se aleja del eje . De manera contraria sucede con c, cuando se aleja de 0 se ancha
y cuando se acerca a 0 se angosta. Para determinar el corte con el eje ¥ se resuelve la

=+ _i X =4+ _i -
oL oo

Cabe resaltar que estas ecuaciones siempre tienen solucién por las condiciones puestas al
inicio. Para determinar los cortes con el semi-eje X se pueden determinar resolviendo la

ecuacion:

siguiente ecuacion:

2
ax’ + c(25en(§) - sen(%)) +f=0 (6-6)

Ahora si —% < 0 se tiene que las s-hipérbolas tienen relacién con el semi-eje x por tanto, su
apertura serd hacia la izquierda y hacia la derecha y por consecuencia su eje de simetria
serd la s-recta y = 0. En la Figura 6-21 se muestran dos s-hipérbolas con esta condicién y

su respectivo eje de simetria.

Para determinar los cortes con los ejes y semi-ejes se usan las ecuaciones (6-5) y (6-6)
respectivamente. Por la condicién inicial para este tipo de s-hipérbolas se concluye que
estas no tienen corte con el eje y ya que esta ecuacidn no tiene soluciones en los reales. De
manera analoga a la condicién anterior se tiene que cuando a se aleja de 0 la s-hipérbola
se aleja del eje X y cuando se acerca a 0 se acerca o angosta. De manera contraria sucede
con ¢ cuando se acerca a 0 se aleja y cuando se aleja de 0 se acerca al eje x.

2° Caso: ax* + cp> +dx+ep+f =0
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(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-21.: s-Hipérbolas con ~L<o

c

En este caso se tiene que las s-hipérbolas tienen el mismo comportamiento que las del
caso anterior pero estas se desplazan en el plano sin cambiar su forma. Para determinar
estos movimientos se usaran los coeficientes h y k que sera el cambio en el eje x y el
cambio en el eje Y respectivamente. Estos coeficientes tienen las siguientes sustituciones:

Si h < 0 se mueve hacia la izquierda, si h > 0 se mueve hacia la derecha. Ahora si k <0 la
s-hipérbola se movera hacia arriba, si no, se movera hacia abajo. (Ver Figura 6-22)

DEEN'S
N | /
N

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

7

Figura 6-22.: Movimientos de la s-hipérbola

Fijese que lo anterior dicho se refiere a tomar la s-hipérbola y moverla h s-unidades en el
eje X y k s-unidades en el eje y.
Ahora realizard la traslacion de los ejes coordenados hasta el punto (h, k)s. Se tiene que
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generalmente los puntos sobre las s-hipérbolas son de la forma:

(@R 4 A%+ f)+e

X
’ 2c

S

Ahora utilizando las ecuaciones de traslacién (5-1) se obtiene que la ecuacién de la s-
hipérbola en el sistema trasladado es de la forma:

4(:2(?’ +sen(X)—sen(X+h) —e+k+sen(h))? +4c(a(x+h)>+d(x+h)+f)=0

Luego se deduce que en el sistema trasladado la s-hipérbola no se puede expresar como
una ecuacién cuadrética.
Para el eje de simetria se tendrdn en cuenta los siguientes coeficientes:

d?c+e?*a—4dacf d?c +e?a—4dacf
1. y 2.
4a’c 4ac?

Se contardn con dos posibles ejes de simetria: i) la s-recta X = h y ii) la s-recta y = k. Si
1. < 2. el eje de simetria sera la s-recta y = k, en caso contrario, el eje de simetria sera la
s-recta X = h. En la Figura 6-23 se muestran dos s-hipérbolas en las cuales se trasladé los
ejes coordenados hasta el punto (h,k)g en la parte a) se encuentra una s-hipérbola cuyo
eje de simetria es s-recta X = h y en la parte b) una s-hipérbola cuyo eje de simetria es la
s-rectay = k.

\/QJ

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-23.: Traslacion de los ejes en las s-hipérbolas

Para determinar los cortes con el eje v y el eje x se resuelve las siguientes ecuaciones:
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—e++Je? —4cf E_—di\/d2—4af

y= 2c ’ 2a

Cuando las ecuaciones tienen solucién en los nimeros complejos se concluye que no tiene
cortes con los ejes. Para mirar los cortes con el semi-eje X se soluciona la ecuacién que se
muestra a continuacion:

X

2 _
a(E)2+c(23en(§)—sen(E)) +d§+e(2sen(§)—sen(§))+f =0

De manera similar, cuando no tiene solucién en los namero reales es porque no tiene cor-
tes con el eje X.

3° Caso: aX’ +bX g+ cy° +dx+ep+f =0

Cuando aparece el término x v se tiene que las s-hipérbolas sufren un cambio con res-
pecto a su forma y su posicionamiento en el plano. Estas s-hipérbolas estdn rotadas y/o
trasladadas y por ello, sufren un cambio de forma porque, como se vio en casos de las
otras s-conicas, se tiene que los puntos sobre la curva no tienen una relaciéon directa con
algtin semi-eje coordenado, ademas, cuando se usan las ecuaciones de rotacién se encuen-
tra que la ecuacidn resultante en el sistema rotado no es una ecuacién cuadratica. En la
Figura 6-24 se pueden ver dos ejemplos de este tipo de s-hipérbolas y se puede observar
que en algunas partes cambia su forma drasticamente con respecto a casos anteriores.

N
/\/

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-24.: s-Hipérbolas rotadas

En la Figura 6-25 se muestra a los ejes coordenados rotados con un dngulo

arctan (% )
2

O =
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y dos s-hipérbolas. Fijese que a pesar de que en la parte (a) se ve alguna similitud de su
forma con el eje X mas adelante se mostrard que el eje de simetria no se comporta de la
misma forma que en casos anteriores.

Como se ha mencionado anteriormente, ya que los puntos no tienen una relacién directa
con algun eje, los ejes de simetria no se pueden expresar como una ecuacién, aunque,
estos cumplen cierta regularidad.

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-25.: s-Hipérbolas rotadas

Cuando el eje de simetria se relaciona con el semi-eje X este tiende a tener mds ondulacio-
nes y estas son mds pronunciadas. Cuando se relaciona con el semi-eje v la curva tiene de
a ser mas suave, con menos ondulaciones y cambios. En la Figura 6-26 se muestran dos
s-hipérbolas con sus respectivos semi-ejes de simetria. En este caso no se tomard ningin
semi-eje en particular, por otro lado, se especifica que los ejes de simetria son los que
estan entre la s-hipérbola (en rojo). Por defectos del software aparece la s-hipérbola colo-
reada de rojo pero se resalta que esto no hace parte de los ejes de simetria.

Para determinar los cortes con el eje v y el eje X se resuelve las siguientes ecuaciones:

—ex+Je? —4cf y_—di\/dz—élaf

2c ’ 2a

?:

Cuando las ecuaciones tienen solucién en los nimeros complejos se concluye que no tiene
cortes con los ejes. Para mirar los cortes con el semi-eje X se soluciona la ecuacién que se
muestra a continuacion:

_ — 2
a(x)? + b%(2sen(g)—sen(§))+c(2sen(§)—sen(§)) +dx+ e(2sen(§)—sen(%))+f =0
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WM

(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2.

Figura 6-26.: Eje de simetria de s-Hipérbolas rotadas

De manera similar, cuando no tiene solucién en los niimero reales es porque no tiene cor-
tes con el eje x.

6.1.3.1. Applet s-hipérbola y eje de simetria

Este applet cuenta con dos ventanas: en la ventana de la parte derecha (azul claro) se
encuentran seis botones, en los cuales el usuario puede ingresar los valores de a,b,c,d,e,f
para la ecuacién de la s-elipse ax’ + cp> + dx + ey + f = 0 y se muestra la ecuacién de la
s-hipérbola. En la ventana izquierda se muestra la grafica de la s-hipérbola y su respec-
tivo eje de simetria. Para que se muestre la gréfica, los coeficientes deben cumplir que
b? —4ac > 0.

Link: https: //www.geogebra.org/m/ef sqhx5v

Ejemplo: Se determinaré la ecuacion —4x—3xp+19°+3%+19-2 = 0. Para ello se ingresaran
los valores -4,-3,1,3,1,-2 en los botones a,b,c,d,e,f respectivamente. En la figura 6-27 se
muestra el resultado del proceso anterior.

Figura 6-27.: Applet s-hipérbola y eje de simetria
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6.2. gs-Cdnicas a partir de la definiciéon por lugar
geomeétrico

En esta seccién se mostrardn dos maneras de definir las gs-cénicas sin necesidad de usar
su expresion algebraica. Una de ellas tendrd que ver con suma de dos distancias y otra
a partir de la excentricidad e que es el cociente entre dos distancias. Como se mencioné
al inicio del capitulo, estas gs-conicas no se pueden expresar algebraicamente como una
ecuacion cuadrética, sin embargo, se mostrara su ecuacion en el Sistema Seno, ademas, se
dijo que no habia una equivalencia entre la s-cénica definida por la ecuacién cuadraticay
la gs-cénica definida como lugar geométrico, por esto, a las cénicas definidas como lugar
geométrico se denotardn con gs al inicio del nombre.

6.2.1. Lugar Geométrico a partir de suma de distancias

En el estudio de estas gs-cdnicas en el Sisterna Seno con las mismas definiciones que se
presentaron en la seccién 2.3, se encontré que, ya que la distancia entre dos puntos no
cambia de un sistema a otro, su representacién grafica serd la misma que se muestra en
el sistema cartesiano, lo que cambia es su representacion algebraica.

6.2.1.1. gs-Elipse
La definicién por lugar geométrico de la gs-elipse se enuncia como:
= Sean dos puntos Fy, F, fijos y dp, r, la distancia entre ellos. Una elipse es el lugar

geométrico que determina un punto P de tal manera que dpf, +dpfr, = k, k una
constante y k > dr, f,.

Esto se representa graficamente en la Figura 6-28, donde se muestra el recorrido del punto
P que cumple la anterior condicién.
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Figura 6-28.: gs-Elipse por definicién de suma de distancias

Con esta definicion de gs-elipse se encontré que se puede determinar sus ejes de simetria
y su centro. El primer eje de simetria sera la linea @ que contiene a los focos (puntos F; y
F;)y el segundo eje de simetria serd una linea § perpendicular a a por el centro C el cual
es el punto medio entre los focos. Si se ubica el centro de la gs-elipse en el origen de los
ejes X, P, se puede expresar algebraicamente de la siguiente forma:

ax® + c(p +sen(x))’ +4f =0
En el anexo B.1 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar esta ecuacién. Para
determinar las ecuaciones de las lineas se tomara las coordenadas de los focos (xg,vo)s ¥
(x1,v1)s Y con esto se dird que los ejes de simetria @ y f se pueden expresar algebraica-

mente como:

a: aX+by+b'sen(X)+c =0

B: a’x+b"y+b"sen(x)+c” =0

con las sustituciones

a’ = | y; —yp+sen(x;)—sen(xg)

b’ = | xg—x;

¢’ = | (x1 —x0)(yo +sen(xp)) + yo + ¥1 — sen(xo) + sen(x;)
a” =] 2(xog—x1)

b” = | 2(yo —y1 +sen(xp) —sen(xy))

¢ = | b”(yo +y1 +sen(xg) +sen(x;)) + (x1 — xg)(xg + x1)

En la Figura 6-29 se muestran dos ejemplos de gs-elipses ubicadas en el Sisterma Seno.
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(a) Cuandoa>"b (b) Cuandoa<b

Figura 6-29.: Ejes de simetria de gs-elipse con centro en el origen

Si se ubican los ejes coordenados de tal manera que el origen no coincida con el centro
de la gs-elipse se puede decir que el centro tiene coordenadas (h,k)s y esta se expresara
algebraicamente con la siguiente ecuacion:

ax* + c(v +sen(x))? + 2d¥ + 2e(7 + sen(X)) + 4f = 0

En el anexo B.1 se muestra el proceso que se realizé para determinar esta ecuacién y en
la Figura 6-30 se muestran dos representaciones de este tipo de gs-elipses.

Iy

<l

(a) Cuandoa>b (b) Cuandoa<b

Figura 6-30.: Ejes de simetria de gs-elipses con centro diferente al origen

Si se ubican los ejes coordenados de tal manera que el origen no coincida con el centro de
la gs-elipse y, ademads, la gs-elipse este rotada, esta se expresard algebraicamente con la
siguiente ecuacion:

ax® + 2bx(y + sen(x)) + c(y + sen(x))* + 2dx + 2e(x + sen(x)) + 4f = 0
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En el anexo B.1 se muestra el proceso que se realiz para determinar esta ecuacién y en
la Figura 6-31 se muestran dos representaciones de este tipo de gs-elipses.

(a) Cuandoa>b (b) Cuandoa<b

Figura 6-31.: Ejes de simetria de gs-elipses rotadas

6.2.1.2. gs-Hipérbola

La gs-hipérbola se define como:

= Sean dos puntos fijos F; y F, llamados focos y df, r, la distancia entre ellos. Una
hipérbola es el conjunto de puntos que cumplen la condicién que |dp r, —dpr,| = k,
siendo k una constante positiva y cample que k <d, f,.

En la Figura 6-32 se muestra una representacion gréfica de la gs-hipérbola.

Figura 6-32.: gs-Hipérbola por definicién de suma de distancias

Con esta definicién de gs-hipérbola se encontré que se puede determinar sus ejes de si-
metria, su centro y ademads, sus asintotas. El primer eje de simetria serd la linea a que
contiene a los focos y el segundo eje de simetria serd una linea § perpendicular a a por
el centro C el cual es el punto medio entre los focos y las asintotas seran dos lineas que
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pasan por C y nunca toca a la gs-hipérbola. Si se ubica el centro de la gs-hipérbola en el
origen de los semi-ejes X, 7, se puede expresar algebraicamente de la siguiente forma:

ax* + c(y+sen(x))’> +4f =0

En el anexo B.2 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar esta ecuacién. Para
determinar las ecuaciones de las lineas en cualquier caso se tomaré las coordenadas de
los focos (xg,99)s ¥ (X1,91)s ¥ con esto se dird que los ejes de simetria a y f se pueden
expresar algebraicamente como:

a: aX+by+b'sen(X)+c’ =0

B: a’x+b"y+b"sen(X)+c”" =0

con las sustituciones

a’ = | y1 —yo +sen(x;) —sen(xg)

b'= | xg—x;

¢’ = | (x1—x0)(¥o +sen(xq)) + Yo + ¥1 —sen(xg) + sen(x;)
a” =] 2(xog—x1)

b” = | 2(yo — 31 +sen(xg) —sen(xy))

¢ = | b”(yo +y1 +sen(xg) +sen(x;)) + (x; — xg)(xg +x1)

Por ultimo, las asintotas tendran alguna de las siguientes ecuaciones:

a_ _ _ i b_ _ _
+ Ex+y+sen(x):0 6 =+ Zx+y+sen(x):0

En la Figura 6-33 se muestra una una representacion de lo anteriormente dicho.

(a) Primer caso (b) Segundo caso

Figura 6-33.: Ejes de simetria de gs-Hipérbola con centro en el origen
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Si se ubican los semi-ejes coordenados de tal manera que el origen no coincida con el
centro de la gs-hipérbola se puede decir que el centro tiene coordenadas (h,k)g y esta se
expresard algebraicamente con la siguiente ecuacion:

ax* + c(y +sen(x))? + 2d¥ + 2e(7 + sen(X)) + 4f = 0

En el anexo B.2 se muestra el proceso que se realizé para determinar esta ecuacién. Las
asintotas serdn de la forma:

i\/%(f—h)+§+sen(§)—k—sen(h):0 6 i\/g(a_c—h)+§+sen(f)—k—sen(h):O

En la Figura 6-34 se muestran dos representaciones de este tipo de gs-hipérbolas.

(a) Primer caso (b) Segundo caso

Figura 6-34.: Ejes de simetria de gs-hipérbolas con centro diferente al origen

Si se ubican los semi-ejes coordenados de tal manera que el origen no coincida con el
centro de la gs-hipérbola y, ademads, la gs-hipérbola este rotada, esta se expresara alge-
braicamente con la siguiente ecuacién:

ax* + 2bX(y + sen(¥)) + c(v + sen(x))? + 2dx + 2e(x + sen(X)) + 4f = 0

E el anexo B.2 se muestra el proceso que se realiz6 para determinar esta ecuacién. Para
las asintotas se tiene en cuenta las ecuaciones de rotacién (5-2) con un angulo 6 y se
determina la ecuacidn:

i\/g(f' —h)+7 +sen(X’)—k—sen(h)=0 6 i\/g(i’ —h)+7 +sen(X’)—k—sen(h)=0
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En la Figura 6-35 se muestran dos representaciones de este tipo de gs-hipérbolas.

(a) Cuandoa>b (b) Cuandoa<b

Figura 6-35.: Ejes de simetria de gs-hipérbolas rotadas

6.2.2. Lugar geométrico a partir de cociente de distancias

Estas definiciones tienen una particularidad y es que todas se definen a partir de un
punto y una s-recta y como en el Sistema Seno las s-rectas pueden tener distintas formas
se encontraron dos casos para cada gs-cénica. Cuando la s-recta es de la formaax+c=0y
cuando es de la forma ax+by+c = 0. En el primer caso todas las gs-conicas que se definan
tendrdan la misma forma pero, para el segundo caso las gs-conicas varian con respecto
a los coeficientes a,b,c. A continuacién se presentan las definiciones y la representaciéon
algebraica de cada gs-cénica en los dos casos. La representacién grdfica se presentara
solo para el primer caso ya que no se pudo determinar la gréfica de las gs-conicas del
segundo caso porque la ecuacién de estas resulta ser una ecuacién diferencial la cual
varia dependiendo de la distancia del punto a la s-recta y de los coeficientes de la s-recta.

6.2.2.1. gs-Parabola

Esta definicién se enuncia como:

» Sea una s-rectal fija y un punto fijo F fuera de /. Una pardbola es el lugar geométrico
que determina un punto P de tal manera que la excentricidad es siempre 1, es decir,
que el cociente entre la distancia de C a F y la distancia de C a | son siempre iguales.

[

—_ dpr
e=—-—=1
dp,

Las gs-parabolas del primer caso se ven graficamente como se presenta en la Figura 6-36.
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Figura 6-36.: gs-Pardbola como definicién de cociente entre distancias

Estas gs-pardbolas también se les puede determinar un eje de simetria el cual es una
linea a perpendicular a la s-recta I por el punto F con coordenadas (xg,¥g)s. Si se ubica
el Sistema Seno de tal manera que el origen coincida con el vértice de la gs-pardbola se
puede determinar que la ecuacién como:

c(y +sen(¥))* +2dx = 0
Para el eje de simetria se tendra la ecuacién:
v +sen(X) -y +sen(xg) =0

Si se ubica el Sistema Seno de tal manera que el origen no coincida con el vértice de la gs-
pardabola, se deduce que el vértice tiene coordenadas (h, k) y se determina que la ecuaciéon
que le corresponde a este tipo de gs-pardbolas es:

a(y + sen(x))? + 2dx + 2e(y+sen(x))+4f =0
Y la ecuacién para el eje de simetria es:
y+sen(x)—k—sen(h)=0

En el anexo B.3 se muestra el proceso que se realizé para determinar las ecuaciones de las
gs-parédbolas.

Para el segundo caso se tiene que encontrar los puntos P; con coordenadas (x;,y;)s que
satisfacen la definicién teniendo en cuenta que la s-recta es de la forma ax+by+c = 0. Para
ello se toma la ecuacién de distancia entre dos puntos 4-11 y la definicidon de distancia
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entre un punto y una s-recta, se igualan y se obtiene que la ecuacién de las gs-pardbolas
sera de la forma:

dpp = min[dpi,Lj]
2 2 : 2
(x0 = i)’ + (30 — i + sen(xo) —sen(x))* = 4(min[dp, ])
Fijese que, por la definicién de distancia de un punto a una s-recta, se obtiene una ecua-
cién diferencial que cuando se resuelve no hay soluciones cuadréticas. Por esta dificultad
en el momento de expresar estas gs-parabolas algebraicamente no fue posible represen-
tarlas graficamente.

6.2.2.2. gs-Elipse

La definicién por lugar geométrico de la la gs-elipse a partir de la excentricidad se enuncia
como:

» Sea una s-recta ! fija y un punto fijo F fuera de I. Una s-elipse es el lugar geométrico
que determina un punto P de tal manera que la excentricidad es siempre esta entre
Oy 1.

QU

o= 9nF
e=7 <1

’

Esto se representa graficamente en la Figura 6-37, donde se muestra el recorrido del punto
P que cumple la anterior condicién.

Figura 6-37.: gs-Elipse por definicién de excentricidad

La ecuacioén de este tipo de s-elipse ya se mostré en la seccién 6.2.1.1, asi como su eje de
simetria.
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Para el segundo caso se hard un proceso andlogo al de la seccién anterior tomando la
s-recta y el punto F y determinando los puntos de tal manera que:

dF;Pi
min[dpl.,Li]

=k

con k entre 0 y 1. Luego, despejando y sustituyendo se encuentra que la ecuacién de
estas gs-elipses quedan en términos de una ecuacién diferencial que no tiene soluciones
cuadraticas.

, 2
(xo — ;) + (9o — v; +sen(xg) — sen(x;))* = 4(k mzn[dp,Lj])
6.2.2.3. gs-Hipérbola

La gs-hipérbola se define como:

» Sea una s-recta ! fija y un punto fijo F fuera de I. Una s-hipérbola es el lugar
geométrico que determina un punto P de tal manera que la excentricidad es siempre
mayor a 1.

QU

—

p.F
e=-+->1
dp,)

En la Figura 6-38 se muestra una representacion gréfica.

Figura 6-38.: gs-Hipérbola por definicién de excentricidad

La ecuacioén de este tipo de gs-hipérbolas se mostré en la seccién 6.2.1.2, asi como su eje
de simetria.
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Para el segundo caso se hard un proceso analogo al de las secciones anteriores tomando
la s-recta y el punto F y determinando los puntos de tal manera que:

dF,Pi

min[dpi’Ll.] - k

con k mayor que 1. Luego, despejando y sustituyendo se encuentra que la ecuacién de
estas gs-hipérbolas queda en términos de una ecuacién diferencial que no tiene soluciones
cuadraticas.

(0 = x1)? + (30~ 3 +sen(xy) — sen(x)))? = 4 (k minldpy, 1)



/. Conclusiones y reflexiones

7.1. Conclusiones

Teniendo en cuenta los objetivos y propésitos mencionados en la presentaciéon de este do-
cumento se pueden tener diferentes conclusiones enfocadas principalmente en las rectas
y cOnicas definidas en el Sisterma Seno.

Para iniciar el estudio se mostré una caracterizacién de las rectas del sistema cartesiano
en el Sistema Seno, es decir, se tomod una recta del sistema coordenado usual y se ubic6 en
el Sistema Seno y a estas se les llamo lineas y se mostré su ecuacién utilizando un cambio
de coordenadas entre el sistema cartesiano y el Sisterma Seno.

Para hablar acerca de las rectas en el Sistema Seno hay que resaltar que éstas se definieron
como el conjunto solucién a la ecuacién lineal ax + by + ¢ = 0, se les nombr¢ s-rectas y se
representaron graficamente. Estas s-rectas visualmente son onduladas y no tienen un pe-
riodo de cambio, exceptuando los casos en los cuales a = 0 6 b = 0. Con estas se estudiaron
diferentes definiciones y propiedades las cuales se enuncian a continuacién.

» Teniendo en cuenta la pendiente m de la s-recta como la manera como se mueven los
puntos sobre esta, se mostré que se puede encontrar m a partir de la ecuacién lineal.
Se definieron las s-unidades para referirse al cambio de coordenadas de los puntos,
es decir, si se tienen los puntos A y B con coordenadas (xg,v9)s ¥ (xo + 1,99 + 1)s
respectivamente, se puede decir que B se movi6 1 s-unidad en el eje X y 1 s-unidad
en el eje .

» Conrelacién a los dngulos entre s-rectas se tuvo que definir las lineas asociadas y las
lineas tangentes a una s-recta para mostrar dos maneras de determinar los dngulos
entre estas y se concluyd que a pesar que la definicién de angulos partir de lineas
tangentes muestra un dngulo de barrido, o de apertura, entre las s-rectas, no cumple
con los diferentes teoremas presentados en el documento, caso contrario si se utiliza
la definicién de dngulo a partir de lineas asociadas.

= Para los cortes entre s-rectas se encontraron tres posibles casos: si nunca se tocan, si
se tocan en un solo punto o si se intersecan en todos sus puntos. El primer y altimo
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caso se tomo6 como la definicién geométrica del paralelismo entre s-rectas y, desde
lo analitico, se relacion¢ el paralelismo con la igualdad de sus pendientes.

» Acerca de la perpendicularidad entre s-rectas, se estudi6 la equivalencia entre lo
geométrico (que formen un angulo de 90°) y lo algebraico (m; - m, = —1) desde las
dos definiciones de angulo y se encontré que para la definicién de angulo a partir
de lineas tangentes no se cumple esta equivalencia y con la definicién a partir de
lineas asociadas si se cumple.

Se estudi6 la traslacion y rotacion de los ejes para el Sistema Seno definiendo un cambio
de coordenadas, para cada caso, en las cuales se puede ver las coordenadas de un punto
del sistema original en el sistema trasladado o rotado.

Con respecto a la distancia entre dos puntos en este sistema se tuvo en cuenta la distancia
Euclidiana y se caracteriz6 la ecuacién para determinar esta distancia. Con esta defini-
ciéon se logra definir la distancia entre un punto y una s-recta y se muestra una manera
de encontrarla algebraicamente. Esto fue de gran utilidad para mostrar las definiciones
de las gs-cénicas y para definir la simetria entre dos puntos, entre un punto y una recta y
el eje de simetria de una s-cénica y gs-cénica.

Acerca de las cénicas en el Sisterna Seno se mostré la representacion gréafica de cada una
definida desde el conjunto de puntos solucién a la ecuacién cuadratica (o ecuacién gene-
ral de segundo grado) de la forma ax”* + bxp + ¢y + dx +€p + f = 0 llamadas s-cénicas y de
las cénicas como lugar geométrico llamadas gs-cénicas.

» Para las s-conicas se muestran los diferentes movimientos que pueden tener en el
plano, segtn los coeficientes. Se muestran los posibles casos en los cuales las s-céni-
cas estan trasladadas y/o rotadas y se concluye que cuando se realiza una traslacién
o rotacion de los ejes, su ecuacién no es cuadrdtica. También se mostro el eje de si-
metria para cada una usando la definicién que se mencion6 anteriormente, y para
algunos casos se caracterizé una ecuacién para el eje de simetria.

» Con las gs-conicas se mostraron dos maneras distintas de definirlas: con la suma de
dos distancias y con el cociente de dos distancias. Se caracteriz6é una ecuacién para
cada caso y se mostré que no es una ecuacién cuadratica. Por tltimo, se mostro el
eje de simetria para cada caso y la ecuacion de este.

» Con respecto a la equivalencia entre la definicién como lugar geométrico y el con-
junto de puntos solucién de la ecuacién cuadratica que se cumple en el sistema
cartesiano, se puede decir que en el Sistema Seno no se cumple por las siguientes
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razones: para el segundo caso no se pudo determinar los foco y las directrices pa-
ra las s-cénicas de tal manera que cumpla alguna de las definiciones como lugar
geométrico. Para el primer caso se mostré que las gs-cénicas no se pueden repre-
sentar algebraicamente como una ecuacién cuadratica.

Por otro lado, se crearon los diferentes applets en los cuales el lector puede explorar en
este sistema familiarizdndose con los ejes coordenados, las representaciones graficas y las
diferentes definiciones mostradas.

Por ultimo, acerca del tema que se traté en este documento, se hace una reflexiéon acerca
de la presentacién en el aula de los objetos geométricos ya que, usualmente, se presentan
como objetos con una sola representacion la cual es la tinica que cumple las propiedades
o la definicién. Con el desarrollo de este documento se evidencia que esto no es cierto, si
se toman las definiciones usuales o no, se puede cambiar la manera de representarlos y
mostrar que las matemaéticas son flexibles en muchos aspectos.

7.2. Reflexiones y proyecciones

Al inicio del desarrollo de esta investigacion se tenia pensado realizar un documento con
un enfoque meramente matematico en el cual se tratasen los mismos temas pero desde
posturas diferentes. Esto se veria reflejado en la manera de presentar el documento, la
teoria, el desarrollo, los resultados, entre otros temas tratados. Cuando se presenta como
anteproyecto y se inicia a desarrollar como trabajo de grado se empieza a cambiar este
enfoque a uno mas explicativo en el cual se guie al lector a partir de unos pasos a seguir,
mostrando lo que se hizo para llegar a los diferentes resultados. Esto creemos que es de
ayuda para que el lector entienda y se familiarice con la manera con la cual se desarro-
llaran los diferentes aspectos a tratar.

A medida de la construccién del documento fue evidente que la exploraciéon fue fun-
damental para llegar a los resultados, en este instante se entendié la importancia que
tuvo el software GeoGebra en la exploracién de los diferentes objetos geométricos en este
sistema, ya que gracias a este se pudo indagar, manipular y corroborar las diferentes con-
clusiones que se mostraron. Relacionado con la manipulacién de estos tipos de software,
en especial de GeoGebra, se evidencié que para manipularlos hay que tener un conoci-
miento previo para poder entender y relacionar los resultados que presenta el software,
en algunos casos la aplicacién mostraba resultados incoherentes y se tenia que realizar el
programa de distintas maneras para corroborar que el resultado.

Teniendo en cuenta lo dicho en el anterior parrafo se crean diferentes reflexiones en
términos de nuestra formacién como docentes de matematicas como la importancia de
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la exploracién y visualizacién de los diferentes conceptos que se presentan en el aula de
clase. Una manera de lograrlo es a través de los diferentes software (o graficadores), co-
mo GeoGebra, o con diferentes herramientas didacticas. Claramente para construir algiin
objeto geométrico utilizando estas herramientas se tiene que tener diferentes conocimien-
tos acerca del tema que se va a tratar ya que puede que por la manipulacién errénea o
un fallo de la herramienta se presenten resultados erréneos, pero esto no significa que el
estudiante siempre tenga que tener conocimientos previos para la manipulacién o visua-
lizacién en estas herramientas. También crea consciencia en que el docente es un guia de
los estudiantes, si no se muestra de manera concisa y sucinta los procedimientos que se
tienen que realizar, probablemente los estudiantes no adquieran un aprendizaje signifi-
cativo.

Acerca de las proyecciones de este documento se dejan algunas preguntas sin resolver en
este Sistema Seno como:

» ;COmo se ven graficamente las s-conicas definidas como lugar geométrico? y ;c6mo
se ven algebraicamente?

» Teniendo en cuenta la definicién de dngulo a partir de lineas tangentes, ;se podria
encontrar una relacién entre las pendientes y el angulo entre dos s-rectas para rea-
lizar una equivalencia entre la definicién geométrica y la definicién algebraica de la
perpendicularidad?

» En el sistema cartesiano la distancia entre dos puntos se puede definir como la lon-
gitud del segmento de recta que los une. Si se toma esta definicién en el Sistema
Seno jcémo cambiarian las representaciones de las definiciones que se asocian con
distancia?
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A. Anexos capitulo 2

A.l.

A continuacién se presentard una definicién del sistema cartesiano y se mostrard cémo
ubicar un punto A sobre este.

El sistema coordenado consta de dos rectas, una determinada por los puntos X y X’ la
cual llamaremos eje X y la otra determinada por los puntos Y y Y’ la cual llamaremos eje
Y, estas dos rectas intersecan en el origen del sistema coordenado el cual llamaremos O,
ambas rectas adicionalmente son perpendiculares determinando cuatro regiones llama-
das cuadrantes como se presenta en la Figura A-1.

Cualquier punto C puede localizarse por medio del sistema cartesiano, se traza el seg-
mento CA perpendicular al eje X y el segmento CB perpendicular al eje Y, la distancia
entre OA se representa como x siendo esta la abscisa de C y la distancia entre OB se re-
presenta como y siendo la ordenada de C. Los nimeros reales x y y serdn las coordenadas
de C y se representan como (x,y). Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de O
son positivas y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas sobre el eje Y arriba
de O son positivas y abajo son negativas. (Ver Figura A-1)

-+ I++

Hi—— IV4+-

Figura A-1.: Ubicacién de puntos en el plano cartesiano
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Con esta manera de ubicar lo puntos se mostrard un ejemplo de como representar la grafi-
ca de una ecuacién lineal en el sistema cartesiano.

Ejemplo: cuando a = -1,b = 1 y ¢ = 0 en la ecuacién ax + by + ¢ = 0 se tendria que el
conjunto solucién de pajeras ordenadas serdan de la forma (a,a). Luego su gréfica en el
plano cartesiano resulta ser una recta la cual se muestra en la Figura A-2.

Figura A-2.: Gréfica del conjunto solucién de y —x =0

A.2.

Se desarrollard un ejemplo en el cual se muestre el movimiento que tiene una recta con

.y ; . . c
ecuacion ax + by + ¢ = 0 cuando varia el coeficiente 5

Ejemplo: Se tienen las rectas t y [ con ecuaciones x—y = 0y —x+y—2 = 0 respectivamente.
La grafica de las rectas | y t se muestran en la Figura A-3 donde la recta [ estd en rojo y

.o . . c .y .
t en negro. Si miramos el coeficiente — en la ecuacién de la recta t se tiene que 3= 0

c . o . .
y para [ es T 2 por tanto, t no tienen ningin movimiento y t se mueve dos unidades

hacia arriba.

Figura A-3.: Movimiento vertical
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A.3.

En este anexo se mostrard la relacién que tiene el angulo de inclinacién (o elevacién) de
una recta con el eje x y la pendiente de esa recta. Se mostrard cémo partir del angulo se
puede llegar a la pendiente y como desde la pendiente se puede deducir el dngulo.

Como se muestra en la figura A-4 se toma una recta cualquiera la cual forme un dngulo
a con la horizontal y sobre ella, se toman dos puntos con coordenadas (xq,vg) y X1,91)
Luego se determina un tridngulo rectdngulo y surge la ecuacién A-1 a partir de razones
trigonométricas. Surge también m la cual es la pendiente de la recta y se determina de ma-
nera andloga al proceso anterior, se tomando dos puntos sobre la recta y se mira cudntas
unidades se movié en x y cuantas en y, se forma un tridngulo rectdngulo y, a partir de
razones trigonométricas, se termina el dngulo que forma la recta con la horizontal.

xX1—x9 Ax

tan(0) = =—=m
©) Vi—% Ay

(A-1)

Figura A-4.: Razén de cambio entre puntos sobre una recta

A.A4.

A continuacioén, se muestran dos ejemplos en los cuales a partir del &ngulo que forma una
recta con el eje x se determinar la manera en cémo se mueven los puntos de esta recta (la
pendiente de la recta) y en otro donde a partir de la ecuacién de la recta se determine la
pendiente y con ella el angulo que forma la recta con la horizontal.

Ejemplo: Se tiene una recta / la cual forma un dngulo de 45° con la horizontal. Para
determinar la pendiente de esta recta se usa la ecuacién (A-1) encontrada en A.3. Luego
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se tiene que la pendiente de la recta [ es:

tan(a) =m
= 1 =

tan(45°) m

Es decir que lo puntos sobre I corren una unidad a la izquierda y suben una unidad.
Ahora se tomara la ecuacién —2x+y+3 = 0 de la recta t y los puntos (-2,-7) y (3, 3) sobre
t. Por la ecuacién (A-1) se tiene que:

m:&:—yl_yo

Ax  x1 -7
3-(-7) 10
— e ) A-2
3-(-2) 5 (A4-2)
m=tan(a) =2
a = arctan(2)
a =63,43° (A-3)

Ahora por A-2 se concluye que los puntos se mueven 1 unidad hacia la derecha y 2 uni-
dades hacia arriba. Y en A-3 se muestra el dngulo que forma ¢ con la horizontal. En la
Figura A-5 se muestra la representacién de cada caso.

o iy

(a) De la pendiente al angulo (b) Del d4ngulo a la pendiente

Figura A-5.: Relacién entre pendiente y el dngulo de inclinacién

La pendiente también se puede determinar a partir de la ecuacién de la recta ax+by+c =0
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en la cual la pendiente sera:

A.5.

A continuacién se presentard la demostracion de la equivalencia entre las definiciones de
paralelismo vistas desde lo geométrico, lo analitico y vectorial.

1. De la definicién vectorial a 1a definicion analitica.

» Sean los puntos P(ry, 1) y Q(q1,92), dos vectores dy =< a,b >, d, =<c,d >y telR.
Si d, se puede expresar como k < a,b > con k # 0 entonces, las rectas | y h que
determinan las ecuaciones vectoriales

X(t)=P+td, v X'(t)=Q+td,
respectivamente, se pueden escribir como
bx+(—a)y+(ary—bry)=0 vy dx'+(—c)y’+(cqy—dq,) =0

y se cumple que % = %. Si X(t) = X’(t) entonces la ecuacién de la recta h se puede
escribir como
k(bx + (—a)y + (ar, —bry)) =0

Tomando un punto P sobre la recta I que tiene como ecuacién vectorial X(t) = P + td;
entonces las coordenadas de P serdn de la forma (rq + ta, r, + tb) por tanto se tendréd que:

X=r+ta 'y y=r,+tb

despejando el pardmetro ¢

X—n y—Tz
t: t:
a Y b

igualando y despejando las expresiones se concluye que X(t) = P+ td—I se puede ver como:
bx+(-a)y+c’=0 con ¢’ =ar,-br

Anélogamente se toma un punto (x’,y’) que pertenece a la recta h que determina la ecua-
-
cién vectorial X'(t) = Q + td, y se concluye que se puede expresar como

dx’+(-c)y’+c¢”=0 con " =cq,-dq;.
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Por la definicién vectorial de rectas paralelas se tiene que a = kc y b = kd, despejando k e

igualando se tiene que £ = £ y por la definicion analitica se concluye que [ es paralela a h.

c T a

Para demostrar la segunda parte de la definicién la cual dice que: si X(t) = X’(t) entonces
la ecuacién de la recta h se puede escribir como k(bx + (—a)y + (ar, — bry)) = 0. Se tomara
un punto F con coordenadas (f;, f,) que pertenezca a X(t); como X(t) = X’(t) entonces, F
también pertenecera a X’(t), por tanto, tendrd coordenadas

X:]’ll-l—tﬂ y y:hz-l—tb , X’:hl-f-tC y y’:h2+td

despejando el parametro y reemplazando en ambos casos se llega a las siguientes ecua-
ciones:

bx+(—a)y+c’ =0 con ¢’ = ah, - bh,

dx’+(=c)y'+c”" =0 con " =chy—dh

Por la definicién vectorial se tiene a = kc y b = kd reemplazando en la ecuacién de h y
factorizando se concluye que k(dx’+ (—c)y” + ¢”’) = 0 por tanto, las rectas son paralelas
usando la definicién analitica.

2. De la definicion analitica a la definicion geométrica.

» Sean las rectas [ y t con ecuaciones
ax+by+c=0 (A-4)

dx+ey+f =0 (A-5)

que cumplen que ; = % entonces, [ y t no se intersecan en ninguin punto. Si la

ecuacién (A-5) se puede escribir como k(ax + by +c) = 0, con k # 0 entonces, tienen
dos 0 mds puntos en comun.

Multiplicando por d a (A-4) y a (A-5) por a y haciendo la resta d+(A-4)—a*(A-5) se tiene
que

dby—eay+dc—fa=0

y despejando p se concluye que: y = ZZ:ZI; con db # ea pero, esto no se puede dar

porque se tiene que ; = % o0 sea, bd = ea, por tanto, contradice la tesis. Luego I no tiene

puntos en comun con t y | y t son paralelas por la definicién geométrica del paralelismo.
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Siguiendo con la segunda parte se mostrara que si a’x+b’y +¢’ = 0 se puede escribir como
k(ax + by +c) = 0 entonces t y | tienen dos 0 mds puntos en comun.

Sea el punto (x1,1) que pertenece a [ entonces, cumple que ax; +by; +¢ = 0. Para mostrar
que también estd en t, el punto (x,y;) tiene que cumplir que a’x; + b'y; + ¢’ = 0; como se
tiene que a’x+b’y +c’ = 0 se puede escribir como k(ax+by+c) = 0 entonces reemplazando

k(axy +by; +¢)
k(0)
0

0
0
0

Como el punto (xq,y;) es solucién a la ecuacién de la recta t entonces el punto (x1,7;)
estd en . Andlogamente se muestra que los puntos (x,,v,), con n € IN, que son solucién a
ax + by + ¢ = 0 también seran soluciéon a a’x + b’y + ¢’ = 0, es decir, [ intersecta a t en dos o
mads puntos, por tanto, / es paralela a t por la definicién geométrica del paralelismo.

3. De la definicion analitica a la definicion vectorial.

» Seanrectas [y hcon ecuaciones ax+by+c=0 y a'x+b’y+c’ = 0respectivamente,
4 . . . .
y {7 = , entonces, las ecuaciones de las rectas se puede escribir vectorialmente como:

X()=P+td, y X'(t)=Q+td,

con P un punto en /, Q un puntoen hy t € IR, ademas d_; =<ab>y d_; =k<ab>.
Sia’x+b'y+c’ =0 se puede escribir como k(ax + by +¢) = 0 entonces X(t) = X'(t).

Sea el punto P en [ con coordenadas (p;,p;) y el punto Q en h con coordenadas (q1,9>).
Por el teorema Punto Pendiente las ecuaciones de I y de h se pueden escribir como

a
(v-p2) = (x=p1) (4-6)
v -a2)=-3;(x-q) (A-7)
Se tiene que —(Z# = —% entonces, por la definicién de proporcionalidad, k(—%) = —%.

Sustituyendo en la ecuacién (A-7) y multiplicando por (~ka)~! se tiene que

Y= _xX—q
(—ka) kb

igualando a un pardmetro t a cada lado de la igualdad
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_ ¥ _X—q
=% Y t—_%b

despejando y y x se concluye que los puntos de I con el pardmetro t son de la forma
(91 +t(=kb) , g2 + t(ka))

y estos puntos satisfacen la siguiente ecuacion vectorial X'(t) = Q+td_)1 con d_i =k<-ba>.
Andlogamente se concluye que la ecuacion (A-6) de la recta h se puede escribir vectorial-
mente como:

X(t)=P+ td_; con d_; =<-b,a>

Por tanto, las rectas [ y h son paralelas por la definicién vectorial de rectas paralelas.

Para mostrar la segunda parte del enunciado, X(t) = X’(t), se usarda que a’x+ b’y +c¢ =0
se puede escribir como k(ax + by + ¢) = 0. Antes se _r)nostré que ax + by + ¢ = 0 se puede
escribir vectorialmente con la ecuacién X(t) = P + td,, como P esta en | entonces cumple
que apy +bp, +c =0, y también estd en h porque k(ap; + bp, +c) = 0. Haciendo el proceso
que se hizo en el parrafo anterior se tiene que

—k
w-p2)= e p)
Yy—pP2_X—-p1
IR

Igualando a un pardmetro ¢ y haciendo las respectivas sustituciones se tiene que la ecua-
cién vectorial de la recta h se puede escribir como X’(t) = P + td, y sustituyendo se puede
concluir que X(t) = X’(t) y por la definicién vectorial I es paralela a h.

Hasta el momento se ha demostrado tres permutaciones de las seis totales: De la defini-
cién vectorial a la analitica, de la analitica a la geométrica y de la analitica a la vectorial.
Se puede mostrar que desde la definicién vectorial se puede concluir la definicién geométri-
ca usando las equivalencias mostradas anteriormente.

4. De la definicion vectorial a la definicion geométrica

- -

» Sean los puntos P(ry,7,) y Q(q1,9>), dos vectores dy =<a,b>,d, =<c¢,d >y teR.Si
d, se puede expresar como k < a,b >, con k # 0, entonces las rectas que determinan
las ecuaciones vectoriales

X()=P+td, y X(t)=Q+td,
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nunca se cortan. Si X(t) = X’(t) entonces se cortan en dos 0 més puntos.

Ya se mostré que teniendo las rectas | y h con ecuaciones vectoriales X(t) = P + td; y
X’(t) = Q + td, y las condiciones iniciales dadas, las ecuaciones de las rectas se pueden
escribir analiticamente como bx + (—a)y + ¢’ =0 con ¢’ = ar, —br; y dx' + (-c)y’+c” =0
con ¢’ = cq, —dgqy; con la condicién que % = %. También se mostr6 que las rectas [ 'y h con
ecuaciones

bx+(—a)y+c’ =0

’ %} ” (A-S)

dx" +(-c)y'+¢c =0

con la condicién encontrada, nunca se cortan. Por tanto [ y h son paralelas por la defini-
cién geométrica de paralelas.

Siguiendo con la demostracion se tiene que si X(t) = X’(t) entonces, como se puede pasar
a la definicién geométrica, la ecuacion (A-8) se puede escribir como k(bx+(—a)y+c’)=0y
por la demostracién de la definicién analitica a la geométrica se concluye que X(t) tiene
dos 0 mas puntos de corte con X’(t). O sea [ es paralela a h por definicién geométrica de
las paralelas.

Obsérvese que se cumple la propiedad transitiva entre definiciones, es decir, teniendo
que a partir de la definicién vectorial se puede llegar a la analitica y de la analitica a la
geométrica se concluye que de la definicién vectorial se puede pasar a la geométrica.

5. De la definicién geométrica a la definicién analitica

» Sean las rectas I y h tal que no tienen puntos en comun entonces, | y h se pueden
expresar como ax +by +c¢ =0y dx+ey+ f = 0 respectivamente ademds, } = %. Sil
y h se intersecan en dos o mas puntos entonces, dx + ey + f = 0 se puede expresar
como k(ax+by+c)=0con k =0.

Se procederd mirando en qué condiciones las rectas se intersecan desde una mirada
analitica. Se iniciard multiplicando la ecuacién de la recta I por d y la ecuacién de h
por —a, luego sumandolas se tiene que:

dby +dc—aey—af =0

_af —dc
y= db—ae
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Analizando la dltima ecuacién se pueden deducir dos cosas: si db # ae entonces | y h se
intersecan, si db = ae entonces las rectas no se intersecan. Por hipétesis se tiene que I no se
interseca con h luego —¢ = —%, por tanto, por la definicién analitica de las rectas paralelas
'y h son paralelas.

Para la segunda parte se tienen dos puntos con coordenadas (xg,vg) y (x1,v1) que perte-
necen a la intersecciéon entre [ y h, ahora por el postulado Dos puntos recta se tiene que
por dos puntos para una tnica recta, luego I = h 'y en conclusién dx + ey + f = 0 se puede
escribir como k(ax + by + c) = 0 entonces [ y h son paralelas por la definicién analitica de
las paralelas.

6. De la definicién geométrica a la definicién vectorial.

» Sean las rectas [ y h tal que no tienen puntos en comun entonces | y h se pueden
expresar como

X(t)=P+td, y X'(t)=Q+td, (A-9)

con P(py,pz)enl, Q(q1,92) en h, t € R; los vectores directores d;, d; ademas cz = kd_,)(.
Sily h se intersecan en dos 0 mas puntos entonces X (t) = X'(t).

Anteriormente se vio que si [ y & no tienen puntos en comun sus expresiones analiticas

— — 1A a __ d Z 2 2 .
ax+by+c=0ydx+ey+f = 0 cumplirdn que ; = 7, ademads, se mostr6 que estds ecuaciones
analiticas se pueden expresar de manera vectorial como:

X(t)=P+td, vy X'(t)=Q+td, (A-10)

con c?; =<-ba>y d_;l =< —b,a >, por tanto, las rectas son paralelas por la definiciéon vec-
torial del paralelismo.

De manera andloga que muestra que si [ y & se intersecan en dos o mas puntos entonces
sus ecuaciones vectoriales cumplen que X(t) = X’(t) ya que la ecuacion analitica de la
recta h cumple que se puede escribir como k(ax + by + ¢) = 0 luego por la demostracién 3.
X(t) = X’(t). En conclusioén, las rectas h y I son paralelas gracias a la definicién vectorial
de las paralelas.
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A.6.

En este anexo se realizara la demostracién de la siguiente equivalencia:
» Lasrectas/y t forman un dngulo 6 recto si y solo si my -mp = -1

Se verificara que si m; - m, = —1 entonces el dngulo que forman ! y t es recto luego, si el
angulo que forman [ y t es recto entonces, m; - m, = —1.

+ Si my - m, entonces [ y t son perpendiculares

- -
Se encontrardn los vectores directores de [, d =< -b,a >,y de t, d) =< -b’,a’ >, y reem-
plazando en la ecuacién (2-1), presentada en el capitulo 2.1.4 para determinar el 4&ngulo
a partir de cosenos, se tiene que

3 <-ba>-<-b,a >
- a’+b?

3 bb’ +aa’

a2+ b2

/

c ., . a .
Por hipétesis 5= Por tanto, aa’ = —bb’, reemplazando y operando se tiene que
a

COS(QJIJZ):O

en particular 6

TC .
Y luego el angulo que forman [ y ¢ es recto.

+ Siel dngulo 0;, es recto entonces m; - m, = —1.

e
En particular 6;, = 0> » = — entonces
p Lt did, 2

TC
—1=0
605(2)

por la definicién del dngulo a partir de coseno y los vectores directores se tiene que

Cos(n)_o_bb’+aa’
2) 7 a2+b2

Y como a? + b? > 0 porque a y b son diferentes de 0 simultdneamente, bb’ +aa’ tendra que
ser igual a 0; despejando y sustituyendo se concluye que m; - m, = —1.
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A.7.

En este anexo se mostrarad la manera de determinar la ecuacién de una parabola definida
como lugar geométrico.

Sea una parabola definida como lugar geométrico. Se procedera ubicando un sistema con
los ejes x y y de tal manera que el origen del sistema coincida con el vértice de la parédbola.
Pueden ocurrir dos casos: 1) que la directriz sea paralela al eje x 0 2) que sea paralela al
eje y. Luego se determina que el foco de la parabola tiene coordenadas (p,0) 6 (0,p) y que
la ecuacion de la directrizesy =-p 6 y = p.

Ahora por definicién de pardbola como lugar geométrico se tiene que la distancia de los
puntos sobre la parabola al foco siempre es igual la distancia se los puntos a la directriz.
Ahora por la definicién de distancia entre puntos y usando la ecuacién (2-2) se tiene que
la ecuacién de la pardbola es una ecuacién cuadrética como se muestra a continuacién.

Directriz paralela al eje x

dF,P:dP,l
Vx=0)2+(y—p)2=ly +pl
X2+ (y-p)P=(y+p)*
x*=y® + 2py +p* —y* + 2py - p*
x2:4py

Directriz paralela al eje y

dp,p=dp,
V(x=p)? +(y - 07=lx +p|
(x=p)*+()’=(x+p)°
y2=x?+2px+p?—x%+2px - p?
y2=4px

A continuacién se mostrara la ecuacién general de este tipo de parabolas con sus respec-
tivas sustituciones.

Directriz paralela al eje x Directriz paralela al eje p
x*=4py y>=4px
ax? + ey=0 cy? +dx=0
conp:—ﬁ; a,eclR,a=z0 conp:—%; c,deR,c=0
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A.8.

Se mostrard la ecuacién de la pardbola como lugar geométrico teniendo en cuenta que la
directriz es paralela a algtun eje coordenado y que el origen de los ejes x y y es diferente
al vértice de la pardbola. Se tendrd en cuenta que en A.7 se mostr6 la ecuacion de las
pardbolas en las cuales el vértice coincide con el origen.

Si el origen de los ejes coordenados no coincide con el vértice de la parabola se puede
deducir que el vértice de la pardbola tiene coordenadas (h, k) y se puede determinar unos
ejes coordenados x” y y” de tal manera que el origen de estos ejes coincida con el vértice de
la parabola, luego en este sistema x’, y’ se tiene que la ecuacién canénica de la parabola
se puede ver como:

Usando las ecuaciones de traslacién de ejes (2-5) se determina que en el sistema original

Directriz paralela al eje x’
x/2 — 4py/

Directriz paralela al eje y’
y/2 - 4px/

la ecuacidn canodnica es de la forma:

Ahora para determinar la ecuaciéon general de resuelven las ecuaciones anteriores y se

Directriz paralela al eje x
(x—h)>=4p(y k)

Directriz paralela al eje y
(v —k)* = 4p(x—h)

concluye que este tipo de pardbolas se ven como:

Directriz paralela al eje x

Directriz paralela al eje

(x—hY=4p(y —K)
x% — 2hx + h*=4py — 4pk
x% - 2hx — 4py + 4pk + h*=0
ax? —2ahx + ey — ek + h*>=0

(y—k)>=4p(x—h)
y? —2ky + k*=4px — 4ph
y2 —4px — 2ky + 4ph+ k=0
cy? +dx—2cky —dh +k*=0

ax?+dx+ey+ f=0
cond =-2ahy f = h®>—ek

cy?+dx+ey+f=0
cond=-2cky f=k>-dh

Se tienen en cuenta las sustituciones de g, ¢, ¢, y d presentadas en anexo A.7.

A.9.

Se mostrard la ecuacién de la pardbola como lugar geométrico teniendo en cuenta que la
directriz no es paralela a algtun eje coordenado. Se tendré en cuenta que en A.8 se mostro
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la ecuacién general y canénica de las pardbolas en las cuales el vértice no coincide con el
origen.

Sila directriz no es paralela a ningtin eje coordenado y el origen no coincide con el vértice
de la parabola, se puede terminar un sistema x”, y”’ tal que la directriz sea paralela a algtin
eje coordenado y ademads el origen de este sistema coincida con el vértice de la parédbola.
En este sistema la pardbola podria tener alguna de las siguientes ecuaciones teniendo en
cuenta lo mostrado en A.7.

Directriz paralela al eje x” | Directriz paralela al eje y”

x;/z — 4py// y//z — 4px//

También se puede determinar un sistema x’, " donde la directriz de la pardbola sea pa-
ralela a algun eje y el origen de este sistema coincida con el origen del sistema original.
Luego el vértice de la pardbola tendré coordenadas (h’,k’) en el sistema x’, y’. Ahora por
el A.8 se puede determinar las siguientes ecuaciones que representan la parabola en el
sistema x’, y’.

Directriz paralela al eje x” | Directriz paralela al eje y’
(WP =4py -K) | (k) = dp(x - I)

Por ultimo, utilizando las ecuaciones de rotacién (2-7) y aplicandolas en la ecuacién de la
parabola en el sistema x’, y” se termina la ecuacién en el sistema original.

Directriz paralela al eje x’
(x" = h')*=4p(y’ - k')
ax?+d'x +e'y + f'=0
a'(xcos(a) +ysen(a))? +d’(xcos(a) + ysen(a)) + e’ (-xsen(a) + y cos(a)) + f'=0
ax® +bxy +cy? +dx+ey+ f=0

Directriz paralela al eje y’
(y'—k')?=4p(x' 1)
cy?+d'x' +e'y + f'=0
c’(—xsen(a) +ycos(a))® +d’(xcos(a) + ysen(a)) + ¢’(xsen(a) + y cos(a)) + f'=0
ax® +bxy +cy? +dx+ey+ f=0

Para cada caso en la segunda linea se tiene en cuenta las sustituciones presentadas en el
anexo A.8. En la tercera linea se resuelven los cuadrados y se distribuyen los productos,
en la cuarta linea se factoriza y se tienen en cuenta las siguientes sustituciones:
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Paralela al eje x’ Paralela al eje y’
a=a cos*(a) a=a’sen’(a)
b = 2a’cos(a)sen(a) b = 2a’cos(a)sen(a)
¢ =a’sen?(a) ¢ =a’cos*(a)

d=4d cos(a)—e’sen(a) || d =d’cos(a)—e’sen(a)
e=d’sen(a)+e’ cos(a) || ¢’ =dsen(a)+ecos(a)

f=f f=f

Teniendo en cuenta las sustituciones que se presentan en el anexo A.8.

A.10.

En este anexo se mostrara la manera de determinar la ecuacién de una elipse definida
como lugar geométrico.

Sea una elipse definida como lugar geométrico. Se procedera ubicando un sistema con los
ejes x y y de tal manera que el origen del sistema coincida con el centro de la elipse. Pue-
den ocurrir dos casos: 1) que las directrices sean paralelas al eje x 0 2) que sean paralelas
al eje y. Luego se determina que los focos de la elipse tienen coordenadas (p,0) y (—p,0) 6
(0,p) y (0,—p).

Ahora por definicién de elipse como lugar geométrico se tiene que la suma de la distancia
de cada punto sobre la elipse a los focos siempre es igual a una constante k mayor que la
distancia entre los focos. Ahora por la definicién de distancia entre puntos y usando la
ecuacion (2-2) se tiene que la ecuacion de la elipse es una ecuacién cuadratica como se
muestra a continuacion.
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Directrices paralelas al eje x

dp, p+dp, p=k

Vit p)?+ (y =0+ lx =)+ (y - 0)°=k
(x+p)? +y2=(k-x—p7+v2)

2k+/(x — p)2 +y2=k? - 4px
4k ((x = p)* + p?)=(k* - 4px)?
4(k? - 4p2)x2 + 4k2y2 —k?(k? - 4p2):0
v o

a

k2—4p2
,_
b’ = 4

Directriz paralela al eje p
dFl P +d1:2 p_k
Vx=0)+(y+pP+(x=0)° +(y - p)>=k
2_ 2+ 7\
+(y+p)=(k- x>+ (v -p)?)
)
2

_k
con a’ =7,

\/ +(y—p)>=k® - 4py
4k (x* + (y - p)?)=(k*> - 4py)?
4k?x% + 4(k? - 4p?)y? — k?(k? 4p2 =0
2 v
k?—4p? =
con a :kT b’ = —4p

En general, se dird que si a’ > b’ entonces las directrices son paralelas al eje x, si a’ < b’ las
directrices son paralelas al eje y.
A continuacién se mostrard la ecuacién general de este tipo de elipses con sus respectivas

sustituciones.

Directriz paralela al eje X H Directriz paralela al eje y

2
x4 3; =
b x% + a "y2=a’l’
ax®+cy* + f=0

con a=0b, c=d, f=al

A.11.

Se mostrard la ecuacién de la elipse como lugar geométrico teniendo en cuenta que las
directrices son paralelas a algtn eje coordenado y que el origen de los ejes x y y es dife-
rente al centro de la elipse. Se tendra en cuenta que en A.10 se mostré la ecuacién de las
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elipses en las cuales el centro coincide con el origen.

Si el origen de los ejes coordenados no coincide con el centro de la elipse se puede deducir
que el centro tiene coordenadas (h, k) y se puede determinar unos ejes coordenados x’ y
v’ de tal manera que el origen de estos ejes coincida con el centro de la elipse, luego en
este sistema x’, y” se tiene que la ecuacién canénica de la elipse se puede ver como:

Directrices paralelas al eje x"sia’ <b’ | 2 y”?

=1

Directrices paralelasal eje y'sia’>b' | 7 © o

Usando las ecuaciones de traslacion de ejes (2-5) se determina que en el sistema original
la ecuacién canénica es de la forma:

Directrices paralelas al eje x"sia’ <b" | (x—h)> (y-k)?
+ =

Directrices paralelas al eje v’ sia’ > b’ a b 1

Ahora para determinar la ecuacién general de resuelven las ecuaciones anteriores y se
concluye que este tipo de parabolas se ven como:

Directrices paralelas al eje x" si a’ < b’ H Directrices paralelas al eje y’ si a’ > b’

(=hP W=kP _

a’ b’
b(x—h?+a'(y-k)? = a'b’
b'x?—2b'hx+b'h* +a’y? - 2d’ky +a’k* —a’b’ = 0
ax?+cy?+dx+ey+f = 0
cona="b, c=a’, d=-2da'h, e=-2bk, f= ah? + bk* —a’t’

Se tienen en cuenta las sustituciones presentadas en el anexo A.10.

A.12.

Se mostrard la ecuacién de la elipse como lugar geométrico teniendo en cuenta las di-
rectrices no son paralelas a alguin eje coordenado. Se tendrd en cuenta que en el A.11 se
mostré la ecuacién general y candnica de las elipses en las cuales el centro no coincide
con el origen.

Si las directrices no son paralelas a ningun eje coordenado y el origen no coincide con
el centro de la elipse, se puede terminar un sistema x”, p” tal que las directrices sean
paralelas a algtn eje coordenado y ademas el origen de este sistema coincida con el centro
de la elipse. En este sistema la elipse podria tener alguna de las siguientes ecuaciones
teniendo en cuenta el A.10.



A.13 143

Directrices paralelas al eje x"si a” <b” | 2 2 )
. T N . =+ =
Directrices paralelas al eje y"sia” >b” | o7 7 p7

También se puede determinar un sistema x’, " donde las directrices de la elipse sean
paralelas a algun eje y el origen de este sistema coincida con el origen del sistema original.
Luego el centro de la elipse tendrd coordenadas (h’,k’) en el sistema x’, y’. Ahora por el
A.11 se puede determinar las siguientes ecuaciones que representan la pardabola en el
sistema x’, y’.

Directrices paralelas al eje x"si a” <b” | (x’'—1)?> (v’ —k’)? X
+ =

Directrices paralelas al eje " si a” > b” a’ b

Por ultimo, utilizando las ecuaciones de rotacién (2-7) y aplicandolas en la ecuacién de la
parabola en el sistema x’, y” se termina la ecuacién en el sistema original.

Directrices paralelas al eje x" si a” < b” H Directrices paralelas al eje y’ si a” > b”
=Y =FP

Y b//

a
ax?+cy?+d'x +e'y'+f =0
ax®>+bxy+cy’> +dx+ey+f = 0

Cabe resaltar que se tienen en cuenta las sustituciones presentadas en el anexo A.11,
en la segunda linea se sustituyen las ecuaciones (2-7), se resuelven los cuadrados y se
distribuyen los productos. En la tercera linea se factoriza y se obtienen las siguientes
sustituciones:

Paralela al eje x” H Paralela al eje y’

a = a’cos?(a)+c’sen’(a)
2cos(a)sen(a)(a’ —c’)
a’sen?(a) + ¢’ cos?(a)
d’cos(a)—e’sen(a)
d’sen(a)+ e’ cos(a)
f=r

Se tienen en cuenta las sustituciones de los coeficientes presentadas en el anexo A.11.

b
c
d
e

A.13.

En este anexo se mostrara la manera de determinar la ecuacién de una hipérbola definida
como lugar geométrico.
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Sea una hipérbola definida como lugar geométrico. Se procederd ubicando un sistema con
los ejes x y v de tal manera que el origen del sistema coincida con el centro de la elipse.
Pueden ocurrir dos casos: 1) que las directrices sean paralelas al eje x 0 2) que sean para-
lelas al eje y. Luego se determina que los focos de la hipérbola tienen coordenadas (p,0) y
(=p,0) 6 (0,p) y (0,—p).

Ahora por definicién de hipérbola como lugar geométrico se tiene que la diferencia de
la distancia de cada punto sobre la elipse a los focos siempre es igual a una constante k
mayor que la distancia entre los focos. Ahora por la definicién de distancia entre pun-
tos y usando la ecuacioén (2-2) se tiene que la ecuaciéon de la hipérbola es una ecuacién
cuadratica como se muestra a continuacion.

Directrices paralelas al eje x

dp,p—dp, p=k
Vi +p)?+(y =02~ (x-p)2+(y—0)>=k
(x+p)? +y2=(k+ o —pP+9?)
2k+/(x —p)2 +y2=4px — k?
4K2((x — p)2 + p?)=(4px — k?)?
4(k? - 4p?)x? + 4k>y? — k?(4p* - k*)=0
<2 1’2:1

a’ A

/_k2 /_k2—4p2
con a' =7, b = 1

Directriz paralela al eje y

dp,p—dp, p=k
Vx=0)2+(y+p)> = /(x-0)2 +

A continuacién se mostrara la ecuacién general de este tipo de hipérbolas con sus respec-
tivas sustituciones.
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Directriz paralela al eje x

Directriz paralela al eje y

v
2y
a T

b'x?—a'y?=a’b’
ax?+cy?+ f=0

2 2
v X< _
7=l

b'y? —a'x*=a’b’
ax?+cy?+ f=0

cona=0b,c=-a, f=a'b’

cona=-a’,c=b/,f=a'bt’

A.14.

Se mostrara la ecuacién de la hipérbola como lugar geométrico teniendo en cuenta que
las directrices son paralelas a algin eje coordenado y que el origen de los ejes x y v es
diferente al centro de la hipérbola. Se tendra en cuenta que en A.13 se mostro la ecuacién
de las hipérbolas en las cuales el centro coincide con el origen.

Si el origen de los ejes coordenados no coincide con el centro de la hipérbola se puede de-
ducir que el centro tiene coordenadas (h, k) y se puede determinar unos ejes coordenados
x"y v’ de tal manera que el origen de estos ejes coincida con el centro de la hipérbola,
luego en este sistema x’, 9’ se tiene que la ecuacion canénica de la hipérbola se puede ver
como:

Directrices paralelas al eje x” | Directrices paralelas al eje y’
x;z 72 72 x/2
AT V> x”?

a b’ b &

Usando las ecuaciones de traslacién de ejes (2-5) se determina que en el sistema original
la ecuacién canénica es de la forma:

Directrices paralelas al eje x” | Directrices paralelas al eje y’
(x-h)* (y—k)? (v-k? (x-h)
_ =1 — =
a’ b’ b’ a

1

Ahora para determinar la ecuaciéon general de resuelven las ecuaciones anteriores y se
concluye que este tipo de pardbolas se ven como:
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Directrices paralelas al eje x”’ ‘
(x-h? (y-k?_

1
al ’
b (x—h)?>-a'(y —k)*=a’t’
b'x?—2b’hx + b'h?* —a'y? + 2a’ky — a’k? —a’b’=0
ax®+cy? +dx+ey+ f=0

Directrices paralelas al eje y’
v-k> (x-h?’_

1
b’ a’
a(y—k)?-b'(y-k)>=a't’
a'y?—2a’ky +a’k? —b'x* + 2b’hx - b'h?* —a’b’=0
ax®+cy?+dx+ey+ f=0

Para cada caso en la cuarta linea se tienen en cuenta las siguientes sustituciones y, ademas,
las presentadas en el anexo A.13:

Paralelas al eje x’ Paralelas al eje y’
a=Vb', c=-a, d=-2b'h, a==-b', c=a’, d=2b'h,
e=2a’k, f=Uh*-a'k’>-a'l’ e=-2a’k, f =a’k*-b'h*-a'l’

A.15.

Se mostrard la ecuaciéon de la hipérbola como lugar geométrico teniendo en cuenta las
directrices no son paralelas a algun eje coordenado. Se tendrd en cuenta que en A.14 se
mostro la ecuacién general y canénica de las hipérbolas en las cuales el centro no coincide
con el origen.

Si las directrices no son paralelas a ningun eje coordenado y el origen no coincide con
el centro de la hipérbola, se puede terminar un sistema x”, y” tal que las directrices
sean paralelas a algun eje coordenado y ademas el origen de este sistema coincida con el
centro de la hipérbola. En este sistema la hipérbola podria tener alguna de las siguientes
ecuaciones teniendo en cuenta lo presentado en el anexo A.13.

Directrices paralelas al eje x” | Directrices paralelas al eje y’
x//2 yIIZ y//z x//z
a”’ - b” - b” - a”’ -

También se puede determinar un sistema x’, " donde las directrices de la hipérbola sean
paralelas a algtin eje y el origen de este sistema coincida con el origen del sistema original.
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Luego el centro de la hipérbola tendra coordenadas (h’,k’) en el sistema x’, y’. Ahora por
el A.13 se puede determinar las siguientes ecuaciones que representan la hipérbola en el
sistema x’, ’.

Directrices paralelas al eje x” | Directrices paralelas al eje y’
(- (5 -7 ' -K) (K
- -1 —
all bl/ bll all

=1

Por ultimo, utilizando las ecuaciones de rotacién (2-7) y aplicandolas en la ecuacién de la
hipérbola en el sistema x’, v’ se termina la ecuacién en el sistema original.

Directrices paralelas al eje x” || Directrices paralelas al eje y’

(' =K)* ' -k) (v -k)? (-n)
- -1 _
a”’ bll b// a’
ax?+cy?+dx+ey+ =0 || ax*+cy*+dx+ey+f'=0

ax?+bxy+cy? +dx+ey+f =0

=1

Cabe resaltar que se tienen en cuenta las sustituciones presentadas en el anexo A.14,
en la segunda linea se sustituyen las ecuaciones (2-7), se resuelven los cuadrados y se
distribuyen los productos. En la tercera linea se factoriza y se obtienen las siguientes
sustituciones:

Paralela al eje x” H Paralela al eje y’

a = a’cos?(a)+c’sen’(a)
2cos(a)sen(a)(a’—c’)
a’sen’(a) + ¢’ cos?(a)
d’cos(a)—e’sen(a)
d’sen(a)+ e’ cos(a)

= f

N o A
Il

A.16.

En este anexo se mostrard cdmo, a partir de la ecuacién general de las pardbolas que tie-
nen su vértice en el origen, se puede llegar a su ecuacién candnica.

En el anexo A.7 se mostré la ecuacion general de las pardbolas que tienen el vértice en el
origen de los ejes coordenados x y y. A continuacién se muestra el proceso que se realiza
para determinar la ecuacién canénica.
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Directriz paralela al eje x || Directriz paralela al eje y
ax® +ey=0 cy? +dx=0

x*=4py y2=4px
con p=-4f con p=-4

A.l7.

A continuacién se mostrara como llegar a la ecuacién candnica teniendo como punto de
partida la ecuacién general de las pardbolas trasladadas que se mostré en el A.8.

Se mostrara el proceso que se realizé para concluir la ecuacién canénica con sus respecti-
vas sustituciones:

’ Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje y ‘
ax®+dx+ey+ f=0 cy?+dx+ey+f=0
4 dxs Loty y?+fy+L=—t
(x+ &) =-2(y- 2 +1) (p+£)=4(v-55+1)
(x—h)>=4p(y k) (v~ K)=4p(x— h)
conh:—%,k:f—;—é,p:—ﬁ conh:—fc—d—g,k:—%,p:—%

A.18.

A continuacién se mostrara como llegar a la ecuacién candnica teniendo como punto de
partida la ecuacién general de las pardbolas rotadas y/o trasladadas que se mostro en el
A9.

El primer paso es determinar con qué dngulo se tiene que rotar los ejes para que la direc-
triz sea paralela a algun eje. Para ello se utiliza la siguiente férmula:
b

arctan (E )

0 = >

Ahora reemplazando las ecuaciones de rotacién (2-7) con este angulo 6 se encuentra que
se anula el término xy. Se mostrara el proceso que se realiz para concluir la ecuacién
canodnica con sus respectivas sustituciones:
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Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje y ‘
ax? +bxy +cy? +dx +ey + f=0 ax? +bxy +cy? +dx +ey + f=0
ax?+d'x" +e'y' + f'=0 c'y?+d’x’ +e'y + f'=0
(x = P=4p'(y' =K (v = K)?=4p'(x' ~ I)

Se puede notar que se hace uso de lo encontrado en el anexo A.17. A parte se tienen las
siguientes sustituciones que surgen a partir de la rotacién de los ejes.

@’ =acos’0 +bcosOsenb +csen’ 6
b’=(a-c)tan20+2b=0

¢’ =asen’6 —bsenB cos6 + ccos’ 6
d' =dcosO +esen0

e’ =ecosO—dsenf

f'=f

A.19.

A continuacién se presenta los pasos a seguir para poder determinar las coordenadas del
foco y el vértice y las ecuaciones de las directrices y el eje de simetria de una parabola.

Ejemplo

= Sea la cénica x? + 6xy + 9y? — 54x — 62y + 179 = 0.
Se determinara qué tipo de cénica es y se encontrard las coordenadas del foco, el
vértice, la ecuacion de la recta directriz y el eje de simetria. También se determinara
su excentricidad e. Se realizara un bosquejo de la curva.

Solucién.

1. Determinar los coeficientes a,b,c,d, ¢, f de la ecuacién.
En este caso los coeficientes son:
a=1, b=6, c=9, d =-54, e=-62, f=179
2. Encontrar qué tipo de curva es.

Para esto se usa b? —4ac entonces, reemplazando y realizando las operaciones se tiene que
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(6)? —4(1)(9)=36-36=0

Se concluye que es una parabola.
Como aparece el término xy entonces se tiene que aplicar una rotacién de los ejes, para
esto se tiene que saber cudl es el angulo con el cual se rotaran los ejes coordenados

3. Determinar el angulo de rotacion 6.

arctan(%) )
Este angulo se puede encontrar como 6 = 5 , reemplazando y realizando las
operaciones el angulo sera:
o arctan(%)
2
0 =-18,43°

Teniendo el angulo de rotacién se determinan a’,b’,c’,d’,¢’, f’ que seran los coeficientes
de la ecuacién en el sistema rotado.

4. Encontrar la ecuacion en el sistema rotado.

Para determinar dicha ecuacion se mirara coeficiente por coeficiente. Se tiene que

2 =0 @’ =acos’0 +bcosOsenO +csen’ 0
a a’ = cos?(—18,43) - 6cos(—18,43)sen(—18,43) + 9sen?(—18, 43)
=10 ¢’ =asen’0 —bsen6 cos O + ccos’ O
- ¢’ =sen?(—18,43) — 6cos(—18,43)sen(—18,43) + 9cos?(—18,43)
d’=dcos6 +esenb
d’ =-31,62
d’ = —54cos(—18,43) — 62sen(—18,43)
¢/ = —75,89 e,:ecose—dsene
e’ =—-62cos(—18,43)+54sen(-18,43)
=179 || f'=f

Entonces se tiene que la ecuacién en el sistema rotado es:

10y”? -31,62x’ —75,89y’ +179=0
5. Encontrar la forma candnica de la ecuacidén en el sistema rotado.

Recuerde cuando a’ = 0 la forma candnica de la pardbola es:
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(v =k')?=4p'(x' =)

Por tanto se tienen que encontrar los valores desconocidos h’,k’, p’. Entonces se tiene que:

h/ = 4(;”2 7 f/,
h'=1,11 W= (675 89)2 (179)
4(-31,62)(10) _ -31,62
’ k' = _6_,
k’=3,79 - 25589
~ T 72(10)
dl
’ p’ ="
p =079 ,_ Bie
P =70

Por tanto, la ecuacién candnica en el sistema rotado sera:
(v’ -3,79)2 =4(0,79)(x'—1,11)

Se puede encontrar facilmente las partes de la parabola teniendo la forma canénica de la
ecuacion ya que las coordenadas y ecuaciones estaran en términos de los coeficientes de
ésta.

6. Encontrar el vértice.

El vértice tendréd coordenadas (h’,k’), reemplazando se tiene que en el sistema rotado el
vértice tiene coordenadas

(1,11,3,79)
7. Encontrar el foco.

El foco tendra coordenadas (h’ + p’, k'), reemplazando se tiene que

(1,11+0,79, 3,79)
(1,9, 3,79)
8. Encontrar la ecuacion de la directriz.
En este caso la directriz esta dada por la ecuacién
x/ — h/ _p/

Reemplazando los coeficientes en la ecuacién la directriz, en el sistema rotado, sera:

x'=1,11-0,79
x'=0,32
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9. Encontrar la ecuacion del eje de simetria.
El eje de simetria se puede determinar con la ecuacién
yl — kl

Reemplazando los coeficientes en la ecuaciéon del eje de simetria, en el sistema rotado,
sera:

y'=3,79

Fijese que durante el desarrollo del ejercicio se ha insistido en que lo que se estd encon-
trando esta en el sistema rotado, por tanto, se tendrdn que “desrotar” los ejes para poder
dar los resultados en el sistema inicial. Para ello, se usara el cambio de coordenadas para
la rotacién de ejes

x=x"cosO—7y’senO

y=x"sen6 +y cosO
10. Trasformar los resultados al sistema inicial.

El procedimiento a realizar serd reemplazar en la ecuacién de rotacién los respectivos
valores de x’ y y” y el resultado estard en el sistema inicial.

Vértice

(1,11,3,79) => (1,11 cos(—18,43) - 3,79sen(~18,43), (1,11)sen(—18,43) + (3,79)cos(—18,43))
= (2,25, 3,25)

Foco

(1,9,3,79) = (1,9cos(—18,43) — 3,79sen(—18,43) , (1,9)sen(—18,43) +(3,79)cos(—18,43))
= (3, 3)

Directriz
En este caso se usa una cambio equivalente al primer cambio de coordenadas

x' =xcos6 +ysenO

v’ =-xsenf +ycosH
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Por tanto se tiene que

x'=0,32 = xcos(—18,43) + ysen(-18,43) = 0,32

0,32
— y =-—xcot(-18,43) +

sen(—18,43)
Eje de simetria

Analogo al proceso donde se determino la directriz, se tiene que el eje de simetria sera:

v’ =3,79 = —xsen(—18,43) + ycos(—18,43) = 3,79
3,79

=—xcot(—-18,43)+ —————
=y = —xcol )+sen(—18,43)

10. Encontrar la excentricidad e.

Por definicion de excentricidad de una pardbola se tiene que el valor de ¢ estd dado por
e p q P
d}%’P y este valor debe ser 1. Se tomara el vértice como P, es decir, tendrd coordenadas

(2,25, 3,25) y se determinara la distancia entre el y el foco que tiene coordenadas (3, 3).
La distancia dp f es

dp = \(2,25-3)2 4 (3,25 3)?
dpyp = 0, 79

Ahora se pondrad la ecuacién de la recta directriz en su forma canénica

xcot(~18,43) +p - I = 0

Luego la distancia del punto (x1,y;) a una recta Ax + By + C = 0 se determina a partir de
|AX1 + B}}l + C'
- VAL B2

Identificando A, B, C en la ecuacién de la directriz se tiene que la distancia entre P y [ es

P,l

[cot(~18,43)(2,25) + (1)(3,25) + 233

sen(—18,43)
dp, =

ycot?(—18,43) + 12
dp;, = 0,79

Luego la excentricidad sera

— 0,79
,79

Y
Il

®)
I
= O
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13. Realizar un bosquejo de la curva.

En la Figura A-6 muestra la grafica de la ecuacién dada.

Figura A-6.: Gréfica de x% + 6xy + 9y? — 54x - 62y + 179 =0

A.20.

En este anexo se mostrara como, a partir de la ecuacién general de las elipses que tienen
su centro en el origen, se puede llegar a su ecuacién canodnica.

En el anexo A.10 se mostré la ecuacidn general de las elipses que tienen el centro en el
origen de los ejes coordenados x y y. A continuacién se muestra el proceso que se realiza

para determinar la ecuacién canénica.

Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje y

ax? +cy?+ f=0

i
x? vy _
=7t =1
2y
; 7+f7—
) -
con a'=--, b'=-%

A.21.

A continuacién se mostrara como llegar a la ecuacién candnica teniendo como punto de
partida la ecuacion general de las elipses trasladadas que se mostré en el A.11.
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Se mostraréa el proceso que se realizé para concluir la ecuacién canénica con sus respecti-
vas sustituciones:

’ Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje y

ax? +cy? +dx+ey+ f=0

(x4 ) ey + £9) + £=0
“[(X+%)2—f—; +c[(})+§)2—%]+f:0
(P | k2

a’ b’

Se tiene que tener en cuenta que cuando a’ < b’ las directrices son paralelas al eje y, si
a’ > b’ entonces las directrices son paralelas al eje x. Y las siguientes sustituciones:

2 2
h:—i, k:—i, a,:dc+ea 4acf, o
4a?c

d*c+e*a—4dacf
4ac?

A.22.

A continuacién se mostrara como llegar a la ecuacién candnica teniendo como punto de
partida la ecuacién general de las elipses rotadas y/o trasladadas que se mostré en el A.12.

El primer paso es determinar con qué dngulo se tiene que rotar los ejes para que la direc-
triz sea paralela a algun eje. Para ello se utiliza la siguiente formula:
b

arctan ( P )

0 = >

Ahora reemplazando las ecuaciones de rotacién (2-7) con este angulo 6 se encuentra que
se anula el término xy. Se mostrard el proceso que se realiz6é para concluir la ecuaciéon
canodnica con sus respectivas sustituciones:

Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje p

ax? +bxy +cy? +dx+ey+ f=0

ax?+cy?+d'x +e'y + f/=0
(-2 ' K)?

U =1
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Se puede notar que se hace uso de lo encontrado en el anexo A.20. A parte se tienen las
siguientes sustituciones que surgen a partir de la rotacién de los ejes.

@’ =acos>6 +bcosOsenb +csen’ 6
b'=(a—c)tan20+2b=0

¢’ =asen’0 —bsenOcosO + ccos’ O
d"=dcosO +esen0

e’ =ecos®—dsenH

f=f

A.23.

A continuacidén se presenta los pasos a seguir para poder determinar las coordenadas de
los focos, vértices y centro y las ecuaciones de las directrices y el eje de simetria de una
elipse.

Ejemplo

= Sea la curva 42x? — 30xy + 59y% — 282x — 278y + 543 = 0.
Se encontrara los focos, los vértices, el centro y las ecuaciones de las rectas directri-
ces. También se dirad cudl es la constante k de la definicién por lugar geométrico y
su excentricidad e. Se hard un bosquejo de la curva para corroborar lo dicho.

Solucién.
1. Determinar los coeficientes a,b,c,d, e, f de la ecuacion.
En este caso los coeficientes son
a=42, b=-30, c¢=59, d=-282, e=-278, f=543
2. Encontrar qué tipo de curva es.
Para esto se usa b? —4ac entonces, reemplazando y realizando las operaciones se tiene que
(—30)% — 4(42)(59) = -9012 < 0

Se concluye que es una elipse.
Como aparece el término xy entonces se tiene que aplicar una rotacién de los ejes, para
esto se tiene que saber cual es el angulo con el cual se rotaran los ejes coordenados



A.23 157

3. Determinar el angulo de rotacién 6.

arctan(%)
Este angulo se puede encontrar como 6 = 5 , reemplazando y realizando las
operaciones el angulo sera
arctan ( 32%;)
g=— 7
2
6 =30,96°

Teniendo el angulo de rotacién se determinan a’,b’,c’,d’,¢’, f’ que seran los coeficientes
de la ecuacién en el sistema rotado.

4. Encontrar la ecuacion en el sistema rotado.

Para determinar dicha ecuacién se mirara coeficiente por coeficiente. Se tiene que:

J =34 a’ =acos’0 +bcosOsenO + csen’ O
a’ = 42cos%(30,96) — 30 cos(30,96)sen(30,96) + 59sen?(30, 96)
& 68 ¢’ =asen’6 —bsen6cosO + ccos’ O
¢’ = 42sen?(30,96) + 30cos(30,96)sen(30,96) + 59 cos?(30, 96)
, d’=dcos6 +esenb
d'=-384,84 d’ =-282co0s(30,96) — 278sen(30,96)
, ¢/ =ecosO —dsen0
e’=-93,3
e’ =—-278¢c0s(30,96) + 282sen(30,96)
f’ =543 f'=f

Entonces se tiene que la ecuacién en el sistema rotado es:

34x"? +68y’? —384,84x’ 93,3y’ +543=0
5. Encontrar la forma candénica de la ecuacidon en el sistema rotado.

Recuerde que la forma canénica de la elipse es

(x_h/)Z . (y_k/)Z _

aII b// 1

Por tanto se tienen que encontrar los valores desconocidos h’,k’,a”,b”. Entonces
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W=-4
h'=5,66 . =
2034
k' =-%
k,:O,69 k’——%%3’3
~ 7 2(68)
" _ d/2c/+e/2a/_4a/crf/
) - 4a’2c’
a” =17 o (—384,83)2?68)+(—93,3)2(34)—4(34)(68)(543)
a = 4(34)2(68)
” d’2C/+€/2ﬂ’—4ﬂ/C’f’
b’ =8,5 b"= 4a'c”
- py — (£38484) (68)+(—93,3)2(34)—4(34)(68)(543)
B 4(34)(68)?
=20 | =VAY
’ ¢” =4/(17)2 = (8,5)2

Entonces, la ecuacién candnica en el sistema rotado sera:
(x+5,66)? . (y+0,69)%
17 8,5
Se puede encontrar facilmente las partes de la elipse teniendo la forma canénica de la

ecuacién ya que las coordenadas y ecuaciones estardn en términos de los coeficientes de
ésta. Se procedera teniendo en cuenta que a’ < ¢’

6. Encontrar el centro

El centro tendra coordenadas (h’, k), reemplazando se tiene que en el sistema rotado tiene
las coordenadas

(5,66,0,69)
7. Encontrar los vértices.

Los vértices tendrdn coordenadas (k' + Va”,k’) y (h'—Va”,k’), reemplazando se tiene que
en el sistema rotado los vértices tienen coordenadas

(5,66 +V17,0,69) A (5,66 —V17,0,69)
(9,78,0,69) A (1,69,0,69)

8. Encontrar los focos.
Los focos tendran coordenadas (h'+c”, k") y (' —c”,k’), reemplazando se tiene que

(5,66 +2,92,0,69) A (5,66 —2,92,0,69)
(8,58,0,69) A (2,74,0,69)
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9. Encontrar las ecuaciones de las directrices.

Las directrices estan dadas por la ecuaciones

7 7
a a
x’:7+h' A X/:—T-l-h/
C C

Reemplazando los coeficientes en cada una de las ecuaciones

’ 17 +5,66 A ’ 17 +5,66

X = , x =- ,
2,92 2,92
x'=11,49 A x'=-0,17

Fijese que durante el desarrollo del ejercicio se ha insistido en que lo que se esta encon-
trando esta en el sistema rotado, por tanto, se tendran que “desrotar” los ejes para poder
dar los resultados en el sistema inicial. Para ello, se usara el cambio de coordenadas para
la rotacién de ejes

x=x"cosO —y’sen6
y=x"sen6 +7y’cosO

10. Trasformar los resultados al sistema inicial.

El procedimiento a realizar sera reemplazar en la ecuacién de rotacién los respectivos
valores de x’ y v’ y el resultado estard en el sistema inicial.

Veértices

(9,78,0,69) = (9,78c0s(30,96) — 0,69sen(30,96) , (9,78)sen(30,96) + (0,69)cos(30,96))
— (8,04, 5,62)

(1,69,0,69) => (1,69co0s(30,96) — 0,69sen(30,96) , (1,69)sen(30,96) + (0, 69)cos(30,96))
— (0,96, 1,38)

Focos

(8,58,0,69) = (8,58c0s(30,96) — 0,69sen(30,96), (8,58)sen(30,96)+ (0,69)cos(30,96))
— (7, 5)

(2,74,0,69) => (1,69 cos(30,96) — 0, 69sen(30,96) , (2,74)sen(30,96) + (0, 69)cos(30, 96))
= (2, 2)
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Directrices
En este caso se usa una cambio equivalente al primer cambio de coordenadas

x'=xcosO+ysend

v’ =-xsenf +ycosH
Por tanto se tiene que

x'=11,49 = xc0s(30,96) —ysen(30,96) = 11,49

11,49
=y = —xcot(30,96) + —————
sen(30,96)
x'=-0,17 = xc0s(30,96) —ysen(30,96) = —0,17
0,17
— vy =-xcot(30,96) - —
y = —xcot( ) sen(30,96)

11. Determinar el valor de la constante k.

Para encontrar el valor de la constante k se tiene que ver que por la definicién de lugar
geométrico dp p +dp p, = k siendo P un punto sobre la elipse, F; y F; los respectivos focos.
Como P puede ser cualquier punto de la elipse se puede tomar un vértice como P y se en-
contrard la distancia entre Py F; y Py F,, en este caso P tiene coordenadas (0,96, 1,38).

La distancia de P a F; sera:

dpr, = \/(2—0,96)2 +(2-1,38)2
dP:FI - 1,21

La distancia de P a F, sera:

dpr, = \[(7-0,96)2 + (5~ 1,38)?
dpr, = 7,04

Por tanto la constante k tendré el valor de

k = dP;F1 +dp’1:2
k=1,21+7,04
k=8,25



A.23 161

12. Encontrar la excentricidad e.

Por definicién de excentricidad de una elipse se tiene que el valor de e'estd dado por j}f ’11:11

y este valor estd entre 0 y 1. Debera tener cuidado con la correspondencia entre el foco y
la directriz; dependiendo del foco que tome debera tomar la directriz mds cercana a este,
por el contrario, si toma una directriz deberd tomar el foco més cercano a la recta.
De manera analoga al item anterior se toma a P como (0,96, 1,38) y al foco F; con coor-
denadas (7,5); la forma canénica de la directriz I; correspondiente a este foco serd

017 _

xcot(30,96) +y + sen(30,96)

Luego la distancia del punto (x;,y;) a una recta Ax + By + C = 0 se determina a partir de

p |Ax1 + By, + C|
Pl =
VA? + B?

Identificando A, B, C en la ecuacién de la directriz se tiene que la distancia entre P y [; es

‘cot(30,96)(0,96) +(1)(1,38) + %|

2
\/c0t2(30, 96) + (%)

dpj, =

dP,ll = 1,71

Luego la excentricidad sera

1,21
e =

1,71
e=0,71

13. Realizar un bosquejo de la curva.

En la Figura A-7 muestra la grafica de la ecuacién dada.
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Figura A-7.: Gréfica de 42x” - 30xy + 59y% — 282x — 278y + 543 =0

A.24.

En este anexo se mostrard cdmo, a partir de la ecuacién general de las hipérbolas que
tienen su centro en el origen, se puede llegar a su ecuacién canénica.

En el anexo A.13 se mostrd la ecuacién general de las hipérbolas que tienen el centro en el
origen de los ejes coordenados x y y. A continuacién se muestra el proceso que se realiza
para determinar la ecuacién canoénica.

Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje p

ax®+cy?+ f=0
_a,2_ c,2_
TR =
x2 }’z —
+ =
—f/a —f/g
2
= —4=1
a
con a’:—é, b’:—{

A.25.

A continuacién se mostrara como llegar a la ecuacién candnica teniendo como punto de
partida la ecuacién general de las elipses trasladadas que se mostré en el A.14.

Se mostrara el proceso que se realizé para concluir la ecuacién canénica con sus respecti-
vas sustituciones:
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’ Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje y

ax?+cy?+dx+ey+ f=0
a(x2+%x)+c(y2+§y)+f:0
A\ _ 2 2
a[(x+%) _W]"'C[(}H'%) —@]—i—f:O
d\2 2_d2c+e2a—4acf
a(x+§) +c(y+%) _—
(x=h)> _ (v=k)* _ W-k)? _ (x=h)® _

Gl | i |

a’ b b’ a’

Se tiene que tener en cuenta que cuando a’ < b’ las directrices son paralelas al eje y, si
a’ > b’ entonces las directrices son paralelas al eje x. Y las siguientes sustituciones:

d e , d’c+e*a—dacf
= ——, =—— a = , b =

4ac

d’c+e*a—4dacf
4ac?

A.26.

A continuacién se mostrara cdmo llegar a la ecuacién canénica teniendo como punto de
partida la ecuacién general de las elipses rotadas y/o trasladadas que se mostré en el A.15.

El primer paso es determinar con qué angulo se tiene que rotar los ejes para que las
directrices sean paralelas a algtin eje. Para ello se utiliza la siguiente férmula:

arctan (% )

0 =
2

Ahora reemplazando las ecuaciones de rotacién (2-7) con este angulo 6 se encuentra que
se anula el término xy. Se mostrard el proceso que se realiz6 para concluir la ecuaciéon
canodnica con sus respectivas sustituciones:

Directriz paralela al eje x H Directriz paralela al eje p

ax? +bxy +cy? +dx +ey + f=0
ax?+cy?+d'x +e'y + f/=0
S G Vi VK7 _ KP4
al/ b// - bll a// -

Se puede notar que se hace uso de lo encontrado en el anexo A.20. A parte se tienen las
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siguientes sustituciones que surgen a partir de la rotacién de los ejes.

@’ =acos’0+bcosOsenO +csen’ 6
b'=(a-c)tan20+2b=0

¢’ =asen’6 —bsenB cos6 + ccos’ 6
d"=dcosO +esen0

e’ =ecosO—dsenb

f'=f

A.27.

A continuacién se presenta los pasos a seguir para poder determinar las coordenadas
de los focos, vértices y centro y las ecuaciones de las directrices, el eje de simetria y las
asintotas de una hipérbola.

Ejemplo

» Sea la curva 30,33x2 — 64xy — 17,673}2 +192x+ 106,05y — 61,58 = 0.
Se encontrara los focos, los vértices, el centro y las ecuaciones de las rectas directri-
ces. También se dird cudl es la constante k de la definicién por lugar geométrico y
su excentricidad e. Se hard un bosquejo de la curva para corroborar lo dicho.

Solucién.
1. Determinar los coeficientes a,b,c,d, e, f de la ecuacién.
En este caso los coeficientes son
a=30,33, b=-64, «¢=-17,67, d=192, e=10605  f=-61,58
2. Encontrar qué tipo de curva es.
Para esto se usa b? —4ac entonces, reemplazando y realizando las operaciones se tiene que
(—64)% —4(30,33)(-17,67) = 6270,82> 0

Se concluye que es una elipse.
Como aparece el término xy entonces se tiene que aplicar una rotacién de los ejes, para
esto se tiene que saber cual es el angulo con el cual se rotaran los ejes coordenados
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3. Determinar el angulo de rotacién 6.

arctan (%)

Este angulo se puede encontrar como 6 = 5

, reemplazando y realizando las

operaciones el dngulo serd

64
arctan ( 30,33-(-17,67) )

O =
2

6 =-26,57°

Teniendo el angulo de rotacién se determinan a’,b’,c’,d’,e’, f* que serdn los coeficientes
de la ecuacién en el sistema rotado.

4. Encontrar la ecuacion en el sistema rotado.

Para determinar dicha ecuacién se mirara coeficiente por coeficiente. Se tiene que:

@’ =acos’0 +bcosOsenb +csen’ 0)
a’ =46,33 a’ = 30,33 cos?(—26,57) — (—64) cos(—24,57) sen(—26,57)
+(—-17,67)sen?(—24,57)

"= asen?0 —bsenOcosb + ccos? O

c
¢’ =-33,67 ¢’ =(30,33)sen?(—26,57) — (—64) cos(—26,57) sen(—26,57)
+(=17,67)cos?(—24,57)
4 =124,3 d,:dc059+esen9
d’ =192cos(—26,57)+106,05sen(—26,57)
, e’ =ecosO —dsenO
e’ =180,72

¢’ =106,05cos(-26,57) — 192 sen(-26,57)
f’=-61,58 | f'=f

Entonces se tiene que la ecuacién en el sistema rotado es:

46,33x"% -33,67y’2 124,3x” 180,72y’ —61,58=0
5. Encontrar la forma candnica de la ecuacion en el sistema rotado.
Recuerde que la forma candnica de esta hipérbola es

(=12 kP

a// b//

Por tanto se tienen que encontrar los valores desconocidos h’,k’,a”,b”. Entonces
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W=-4
h'=-1,34 h/__z‘f24,3
~ T 2(46,33)
kK =-£
k’=2,68 - 480,72
~ T 2(-33,67)
A7 ve%a —4a ' f’
a// — _2 11 a = %alch
’ o (124,3)%(-33,67)+(180,72)2(46,33)—4(46,33)(~33,67)(=61,58)
a = 4(46,33)2(-33,67)
b’/ _ d12cf+€/2u/_4a/clf/
b =2,9 ga'c” 2
b — (124,3)°(-33,67)+(180,72)°(46,33)-4(46,33)(-33,67)(-61,58)
= 4(46,33)(—33,67)2
" b’ —a”
=224 || Vb7 —a
¢’ =4/(2,9)2—(-2,11)2

Entonces, la ecuacién candnica en el sistema rotado sera:

(y-2,68)? (x+1,39)2_1
2,9 2,11

Se puede encontrar facilmente las partes de la hipérbola teniendo la forma candnica de

la ecuacién ya que las coordenadas y ecuaciones estaran en términos de los coeficientes
de ésta. Se procedera teniendo en cuenta que a” < b”.

6. Encontrar el centro

El centro tendra coordenadas (h’, k), reemplazando se tiene que en el sistema rotado tiene
las coordenadas

(-1,34,2,68)
7. Encontrar los vértices.

Los vértices tendrdn coordenadas (b, k" + Vb”)y (W', k" — Vb”), reemplazando se tiene que
en el sistema rotado los vértices tienen coordenadas

(~1,34,2,68 +V2,9) A (~1,34,2,68 —2,9)
(—1,34,4,39) A (~1,34,0,98)

8. Encontrar los focos.
Los focos tendran coordenadas (h',k"+c”)y (h’, k" —¢”), reemplazando se tiene que

(~1,34,2,68 +2,24) A (-1,34,2,68 — 2,24)
(-1,34,4,92) A (~1,34,0,45)
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9. Encontrar las ecuaciones de las directrices.

Las directrices estan dadas por la ecuaciones
b// b/’

y/:?-'rk/ A })/:—Fﬁ'k/
Reemplazando los coeficientes en cada una de las ecuaciones
2,9
'=—"—+2,68 A "=———+2,68
Y =204 WY,

y’ =3,98 A v =1,39

Fijese que durante el desarrollo del ejercicio se ha insistido en que lo que se estd encon-
trando esta en el sistema rotado, por tanto, se tendran que “desrotar” los ejes para poder
dar los resultados en el sistema inicial. Para ello, se usara el cambio de coordenadas para
la rotacién de ejes

x=x"cosO —y’senf
y=x"sen6O + 7y’ cosO
10. Trasformar los resultados al sistema inicial.

El procedimiento a realizar sera reemplazar en la ecuacién de rotacién los respectivos
valores de x” y v’ y el resultado estard en el sistema inicial.

Vértices
(=1,34,4,39) = (—1,34cos(—26,57) — 4,39sen(-26,57) ,
(—1,34)sen(—26,57) + (4,39)cos(—26,57))
— (-0,76, 1,48)
(=1,34,0,45) = —1,34cos(—26,57) — 0,45sen(-26,57),
(—1,34)sen(-26,57) + (0,45)cos(—26,57))
— (0,76, 4,52)
Focos
(=1,34,4,92) = (~1,34c08(~26,57) — 4,92 sen(~26,57) ,
(—1,34)sen(—-26,57) + (4,92)cos(—26,57))
= (1, 5)
(=1,34,0,45) = (—1,34cos(-26,57) — 0,45sen(-26,57) ,
(—1,34)sen(-26,57) + (0,45)cos(—26,57))
= (-1, 1)
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Directrices
En este caso se usa una cambio equivalente al primer cambio de coordenadas

x'=xcosO +ysend

v’ =—xsen6 +ycosO
Por tanto se tiene que

v’ = 3,98 = —xsen(—26,57) + ycos(—26,57) = 3,98

3,98
— y = xtan(~26,57) + ———
cos(—26,57)
v’ =1,39 = —xsen(—26,57) + ycos(—26,57) = 1,39
1,39

=y =xtan(-26,57) - e

11. Determinar el valor de la constante k.

Para encontrar el valor de la constante k se tiene que ver que por la definicién de lugar
geométrico |dp p, —dp p,| = k siendo P un punto sobre la hipérbola, F; y F; los focos.
Como P puede ser cualquier punto en la hipérbola se puede tomar un vértice como P
y se encontrard la distancia entre Py F; y P y F,, en este caso P tiene coordenadas
(-0,76, 1,48).

La distancia de P a F; sera:

dpp, = \/(—1 +0,76)% + (1 —1,48)2
dePI = 0,53

La distancia de P a F, sera:

dp, = \(1+0,76) +(5-1,48)2
dP,F2 - 3,94

Por tanto la constante k tendré el valor de

k=1|dp,r, —dpr,|
k =10,53 — 3,94
k =3,41



A.27 169

12. Encontrar la excentricidad e.

Por definiciéon de excentricidad de una hipérbola se tiene que el valor de e esta dado por
% y este valor serd mayor a 1. Deberd tener cuidado con la correspondencia entre el
foco y la directriz; dependiendo del foco que tome debera tomar la directriz més cercana
a este, por el contrario, si toma una directriz debera tomar el foco més cercano a esta.

De manera anéloga al item anterior se toma a P como (-0,76, 1,48) y al foco F; con

coordenadas (-1, 1); la forma canénica de la directriz /; correspondiente a este foco sera

139 _

xtan(-26,57)+y + sen(—26,57)

Luego la distancia del punto (x;,y;) a una recta Ax + By + C = 0 se determina a partir de

_ |Ax1 + By, +C|

dp,
VA? + B?

Identificando A, B, C en la ecuacién de la directriz se tiene que la distancia entre P y [; es
'tan(—26,57)(—0, 76)+ (1)(1,48) + ﬁ;gm‘

2
\/tanz(—26,57)+ (Wngﬁ))

dp, =

dP'll = 0,4:1

Luego la excentricidad sera

. 0,53
0,41
e=1,31

13. Realizar un bosquejo de la curva.

En la Figura A-8 muestra la grafica de la ecuacién dada.
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Figura A-8.: Gréfica de 30,33x? — 64xy — 17,67y + 192x + 106,05y — 61,58 = 0
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B.1.

En este anexo se mostrara cdmo encontrarla ecuacién de la gs-elipse definida como lugar
geométrico cuando el centro coincide con el origen de los ejes del Sistema Seno, cuando el
origen no coincide con el centro y cuando la gs-elipse esta rotada.

Como se menciond en el texto ya que la definicién de distancia no cambia la representa-
cién grafica tampoco, es decir, que la representacidn de las gs-elipses es la misma que las
elipses. Luego, en el anexo A.10 se mostro la ecuacién general de las elipses y utilizando
el cambio de coordenadas presentada en la seccién 4.3 se determina que la ecuacién de la
gs-elipse es de la forma:

ax* +cy*+ f =0

X\’ v +sen(X) 2
Q(E) +C(T) +f:O

ax’ +c(7+sen(¥))’ +4f =0

Para las gs-elipses en las cuales el centro no coincide con el origen de los ejes X,y, se de-
duce que el centro tendréd coordenadas (h, k), es decir, que en el sistema cartesiano seran
(%, k_sezn(h) )C, para este caso las elipses estan trasladadas y en el anexo A.11 se mostroé las
ecuaciones de las elipses trasladadas, y con las ecuaciones de cambio de coordenadas se

tiene que las gs-elipse tienen como ecuacién:

ax* +cy’ +dx+eyp+f =0

—\2 — —\\ 2 — — —

X v +sen(X) X y + sen(X) B

a(4) +c( 5 )+d2+e( 5 +f=0
ax’ +c v+ sen(x))? + 2dx + 2e(y+sen(x))+4f =0

Analogo a los casos anteriores se determinard la ecuacidn para las gs-elipses que estan

rotadas. Teniendo en cuenta el anexo A.12 y las ecuaciones de cambio de coordenadas se
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tiene que su ecuacion es:

ax* +bxy +cy* +dx+ey+f =0

%\’ (®)\. (F+sen(®\  F (9+sen(x)
a(f) +b( )(y+sen ))+C(y+senx) +dije(y+senx)+f:O
2 2 2 2 2

ax* + 2bX (v + sen(¥)) + ¢ (7 + sen(x ))? + 2d%X + 2e(% + sen(X )+4f =0

B.2.

En este anexo se mostrara como encontrarla ecuacioén de la gs-hipérbola definida como
lugar geométrico cuando el centro coincide con el origen de los ejes del Sistema Seno,
cuando el origen no coincide con el centro y cuando la gs-hipérbola esta rotada.

Como se menciond en el texto ya que la definicién de distancia no cambia la representa-
cién grafica tampoco, es decir, que la representacién de las gs-hipérbolas es la misma que
las hipérbolas. Luego, en el anexo A.13 se mostré la ecuacién general de las hipérbolas
y utilizando el cambio de coordenadas presentada en la seccién 4.3 se determina que la
ecuacion de la gs-hipérbola es de la forma:

ax* +cy’+f =0

X\ y +sen(X) 2
] A
ax’ +c(y+sen(¥))’ +4f =0

Para las gs-hipérbolas en las cuales el centro no coincide con el origen de los ejes X,y,
se deduce que el centro tendra coordenadas (h,k)s, es decir, que en el sistema cartesiano
seran (%, k_se;(h))c, para este caso las hipérbolas estdn trasladadas y en el anexo A.14 se
mostré las ecuaciones de las hipérbolas trasladadas, y con las ecuaciones de cambio de

coordenadas se tiene que las gs-hipérbolas tienen como ecuacién:

ax* +cy’ +dx+ey+f =0
—\2 — -2 =
x y +sen(X) x V +sen
a(4) +c(—2 ) +d +e (—2 ) f=0
ax* + ¢ (7 +sen(x )? +2dx+2e(y +sen(x))+4f =0

Analogo a los casos anteriores se determinard la ecuacién para las gs-hipérbolas que estan
rotadas. Teniendo en cuenta el anexo A.15 y las ecuaciones de cambio de coordenadas se
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tiene que su ecuacion es:

ax®> +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0

x\’ +sen(¥)| (T+sen(®)\’ T (F+
a(f) +b( )(—y sen )+C(—y senx) +d£+e(—y Sen ) f=0
2 2 2 2 2 2

axX’ + 2bX (7 + sen(X)) + ¢ (7 + sen(¥))* + 2dX + 2e(X +sen(X)) + 4f = 0

B.3.

En este anexo se mostrard como encontrarla ecuacién de la gs-parabola definida como
lugar geométrico cuando el centro coincide con el origen de los ejes del Sisterna Seno y
cuando el origen no coincide con el centro.

Como se menciond en el texto ya que la definicién de distancia no cambia la represen-
tacion grafica tampoco, es decir, que la representacién de las gs-pardbolas es la misma
que las pardbolas. Luego, en el anexo A.7 se mostro la ecuacién general de las parabolas
y utilizando el cambio de coordenadas presentada en la seccién 4.3 se determina que la
ecuacion de la gs-parabola es de la forma:

cy? +dx=0

(§+ sen(X) )2 (f)
c[Z———| +d|=]=0
2 2

c(7+sen(¥))* +2dx =0

Para las gs-parabolas en las cuales el centro no coincide con el origen de los ejes X,y, se
deduce que el centro tendrd coordenadas (h,k)g, es decir, que en el sistema cartesiano
seran (%, k_szn(h))c, para este caso las pardbolas estan trasladadas y en el anexo A.8 se
mostré las ecuaciones de las parabolas trasladadas, y con las ecuaciones de cambio de

coordenadas se tiene que las gs-pardbolas tienen como ecuacién:
cy? +dx+ey+f=0

C(§+s;n(§))2+dz+ (y+s;n )f 0

c(y+sen(x x))* +2dx + 2e(y +sen(x))+4f =0
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