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Introduccion

El presente trabajo pretende mostrar la manera en que se identificaron un
conjunto de errores cometidos por estudiantes de séptimo y octavo grado con relacién
a la realizacién de las operaciones potenciacion y radicacién en Z. Posterior a la
identificacion de los errores, se procedio a clasificar y analizar cada uno de estos segun

unas categorias de andlisis establecidas.

En primer lugar, el trabajo muestra en el apartado Antecedentes los estudios que
se han realizado con relacion a la identificacion de errores en mateméticas, no sin
antes mencionar el trabajo que algunos fil6sofos y pensadores antiguos realizaron en
relacion a los errores. En este apartado se menciona en especial el trabajo de grado de
Danny Martinez, egresado de la Licenciatura en matematicas de la Universidad
Industrial de Santander, en el cual se traté la identificacion de errores en la aplicacion
de las propiedades de la potenciacion. Dicho trabajo sirvio como uno de los referentes
principales para la realizacion del presente trabajo. Luego, se presentan las
justificaciones por las cuales nace la motivacion por abordar el estudio de los errores, y
en especifico, los errores que puedan surgir de la realizacion de las operaciones
potenciacion y radicacion en Z. Luego de esto, se presentan los objetivos del trabajo de

grado y se da paso a las secciones que componen el cuerpo del trabajo.

Luego de los apartados preliminares, en el trabajo aparece una seccion que
versa sobre la potenciacion y la radicacion con nimeros enteros. Para esta seccion se
muestra un acercamiento historico y conceptual a dichos niumeros, en el cual se
expone brevemente la manera en que los niumeros enteros negativos y el cero han

aparecido a lo largo de la historia hasta poder ser reconocidos formalmente como



10

nameros, y luego mostrar un acercamiento conceptual de lo que se entiende por el
conjunto de los numeros enteros. Ademas de esto, se presenta la potenciacion y la
radicacion en Z, mostrando la manera en que se pueden definir y las propiedades que

las acompanan.

En la siguiente seccion, se establece un marco de referencia desde la Didactica
de la Matematica, en el cual se abordan algunos conceptos que se tienen sobre error,
obstaculo y dificultad; luego se exponen varias de las tipificaciones que diversos
autores han establecido para los errores que los estudiantes pueden cometer en su
practica matematica; finalmente, en la seccion se muestran los apartados principales
tomados de los documentos curriculares colombianos en los que hay presencia

explicita e implicita de la potenciacion y la radicacion en Z.

En seguida del marco de referencia, se presenta la seccion de metodologia y
analisis, en la cual se describen las fases que atraveso el trabajo de grado,
comenzando desde la construccion de los fundamentos del trabajo, hasta el analisis de
los resultados obtenidos del instrumento de indagacion. Después, aparece el analisis
hecho sobre los errores identificados en las respuestas dadas por estudiantes de
séptimo y octavo grado al test que sirvié como instrumento de indagacion y recoleccion
de informacion. El andlisis se muestra bajo tres escenarios en los que se dividen los
numerales que componen el test y sobre los cuales se precisan las categorias de error

en las que se clasifican los errores identificados en cada numeral.

Finalmente, se dan a conocer las conclusiones sobre la informacion recolectada,
las conclusiones sobre el trabajo en general y las recomendaciones que nacen como

producto del desarrollo del trabajo de grado.
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Objetivos

Para el presente trabajo se han establecido un objetivo general y unos objetivos

especificos, los cuales son:

Objetivo general

Identificar y caracterizar los errores cometidos por estudiantes de basica
secundaria al realizar las operaciones de potenciacion y radicacion en Z, por medio de
instrumentos para la recoleccion de informacion y el posterior analisis de datos, para
contribuir con el crecimiento personal y profesional, como futuro profesor de

matematicas, y aportar un insumo para la comunidad de educadores matematicos.

Objetivos especificos

e Detectar posibles errores que cometen estudiantes de basica secundaria al
realizar las operaciones potenciacion y radicacion en Z.

e Caracterizar los errores obtenidos, contrastando la informacion con algunos
referentes tedricos.

e Generar un crecimiento personal y académico, especialmente en temas de la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas, teniendo en cuenta el trasfondo
de los conceptos matematicos tratados y la importancia de la actividad

investigativa.
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Antecedentes

Considerar el error como un objeto de estudio es una idea que se gesté en
varios de los trabajos de pensadores y filésofos antiguos, ya que se reconocié el error
como un elemento inherente en la busqueda establecida por el ser humano al tratar de
determinar la verdad absoluta. Algunos ejemplos, aunque relacionados en especifico
con la filosofia de las ciencias, son mencionados por Rico (1997), quien destaca las
concepciones desarrolladas por Popper, Bachelard y Lakatos, en el marco de la

aproximacion epistemolégica sobre el error.

Para Popper era de suma importancia determinar la fuente altima del
conocimiento y es por esto que analizé tanto la respuesta que ofrece el empirismo
como la que ofrece el racionalismo; pero luego de un arduo trabajo concluyo que era
sumamente complejo determinar la verdad absoluta, y mas aun sostener esa verdad,
por lo que fij6 la mirada en los errores, ya que un mismo error puede aparecer
reiteradamente y con mas frecuencia, y de este modo se empefio en contestar a la
pregunta ¢ Cémo podemos detectar y eliminar el error?, de la cual surgieron nueve tesis
gue ostentan la idea de que es imprescindible encontrar el error en el camino hacia la
verdad objetiva. En el caso de Bachelard, la idea de error fue abordada a partir de la
nociéon de obstaculo epistemolégico, desde la cual se han sentado las bases del
estudio y andlisis de los errores en el pensamiento cientifico. De manera relevante, el
concepto de obstaculo epistemoldgico permitié considerar la aparicion de
entorpecimientos y dificultades en el desarrollo cientifico, como elementos que

alimentan el conocimiento y no como barreras que no permiten avanzar en la
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construccion del saber. Por otro lado, Lakatos preciso algunas ideas sobre la logica del
descubrimiento y la elaboracion de conceptos en mateméticas desde las cuales se ha

podido determinar que

El proceso de construccion de conceptos matematicos debera incluir el
diagnéstico, deteccién, correccion y superacion de errores mediante actividades
gue promuevan el ejercicio de la critica sobre las propias producciones. (Rico,

1997, p. 10).

Luego, considerando la relevancia del error en la construccion de las ciencias,
desde la Educacién Matematica surgio la motivacion por estudiar la incidencia del error
en el aprendizaje y la ensefianza de este saber, en lo que ha logrado destacarse el
trabajo de autores como Brousseau, Socas, Movshovitz, Radatz y Astolfi, quienes,
ademas de establecer sus concepciones sobre el error en el aprendizaje de las
matematicas y las ciencias, han ofrecido una tipificacion de los errores que ha permitido

realizar la clasificacion de los errores segun distintas corrientes de pensamiento.

Este abordaje del error en el marco de la Educacion Matemética ha impulsado la
realizacion de trabajos que pretenden profundizar en los errores que pueden llegarse a
cometer tanto en la enseflanza como en el aprendizaje de temas especificos del saber
matematico. Algunos trabajos que se han consultado para la configuracion de este
documento son los realizados por Franchi y Hernandez (2004), en el que se hace un
recorrido al significado de error, algunas tipologias que se han establecido y finalmente

se centra en los errores en el area de la geometria plana; Martinez et al. (2006), en el
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cual se analizaron los posibles errores que se pueden cometer al desarrollar
expresiones con valor absoluto; el trabajo de Morales (2017), quien muestra el analisis
de producciones de estudiantes de grado once en cuanto al uso del lenguaje algebraico
en la resolucién de problemas de aplicacion; y el trabajo de Angel (2009), desde el cual
se estudiaron los errores que cometieron un grupo de estudiantes del club de
matematicas de la UPN al caracterizar triangulos y expresar ciertas propiedades

geomeétricas.

De acuerdo con lo anterior y en relacion con el propdsito de este trabajo, se
resalta el trabajo de Martinez (2010), fruto de su trabajo de grado en el paso por la
Licenciatura en Mateméticas de la Universidad Industrial de Santander hace un estudio
a los errores cometidos por estudiantes de colegio al realizar la operacion potenciacion.
Martinez (2010) identificd y clasifico los errores cometidos por estudiantes de grado
octavo al aplicar el concepto de potenciacion y sus propiedades; en este se muestra
una metodologia de desarrollo de investigacion, en la que, luego de establecer un
marco conceptual, se elabora un test diagnoéstico, el cual sirvi6 como instrumento de

recoleccion de informacion para el andlisis correspondiente sobre los errores.

Es importante resaltar que el test diagnostico fue elaborado en dos fases; la
primera fue la elaboracién de un test que incluyd preguntas cerradas y constituyé la
implementacion piloto del mismo; la segunda fase fue el refinamiento del test, con base
en la implementacion piloto, en la que se resalta el establecimiento de solamente
preguntas abiertas, dado que las preguntas cerradas, al parecer, no proporcionaban

informacion concluyente, relativa a los objetivos de la investigacion. Con respecto al



15

concepto de error, no se evidencia una postura puntual, a pesar de que si se muestra

la inclinacion por la clasificacion de los errores establecida por Radatz, quien tiene

como base la teoria del procesamiento de la informacion, y se resume en los siguientes

tipos de errores:

d)

Errores debidos a la dificultad del lenguaje

Errores debidos a dificultades para obtener informacién espacial

Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos: esta categoria abarca todas las deficiencias sobre contenidos y
procedimientos especificos para la realizacion de una tarea matematica.
Errores debido a rigidez del pensamiento: relacionados con los obstaculos.
Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes: referidos a
los que surgen por aplicar con éxito una estrategia en areas de contenidos

diferentes

Luego del analisis de la informacion, Martinez (2010) sugiere unas nuevas categorias

de clasificacion de los errores, subdividiendo la categoria ¢) propuesta por Radatz con

el fin de indagar con mayor profundidad la naturaleza de algunos errores. Las nuevas

categorias que sugiere Martinez (2010) son:

a)
b)

c)

error de tipo aritmético,
error debido a la ignorancia del algoritmo,
error debido al dominio insuficiente de simbolos y conceptos necesarios (pre-

saberes), y
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d) error debido a asociaciones incorrectas o rigidez del pensamiento.

El trabajo concluye determinando que el error debido al dominio insuficiente de
simbolos y conceptos necesarios (pre-saberes) es el mas comun entre los estudiantes,
aludiendo a la construccion deficiente de saberes matematicos previos, ademas de la

poca comprension del lenguaje matematico y su simbologia.

Finalmente, Castillo et al. (2015) aterrizan la idea de Martinez (2010) a la potenciacién
en Z, redisefiando el test diagndstico disefiado por €l y cifiéndose exclusivamente en la
clasificacion de los errores ofrecida por Martinez (2006). En dicha publicacion se
destaca que la principal razon por la que los estudiantes recaen en errores es por la
ignorancia del algoritmo, seguido del manejo insuficiente de simbolos y conceptos

necesarios.
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Justificacion

Durante el transcurso por la Licenciatura en Matematicas de la UPN el autor de
esta monografia tuvo la necesidad de buscar un apoyo teérico de los errores que
posiblemente cometen los estudiantes al realizar las operaciones de potenciacion y
radicacioén en el conjunto de los numeros enteros (Z), con el fin de justificar algunas
actividades de las unidades didacticas dispuestas para las practicas de inmersion. Una
busqueda en recursos digitales evidencié el poco material que hoy en dia esta
disponible sobre este tipo de errores, por lo cual, surgié la motivacion por realizar una
actividad de formacion investigativa que indagara sobre el tema, de primera mano,
pensando en que el desarrollo de un trabajo de este tipo permitiera profundizar en
conceptos matematicos elementales, como lo son la potenciacion y la radicacion, y
pudiera servir como un insumo para la construccion de actividades en el aula escolar

en el futuro profesional.

Es posible notar que la identificacion de errores cometidos por estudiantes va
ligada a la reflexion entre el saber tedrico del profesor y lo que él evidencia en la
practica. A partir de esto, el profesor puede reconocer algunas flaquezas en los
procesos de ensefianza y aprendizaje que esta llevando a cabo, y asi mismo hacer
ajustes sobre sus planes de trabajo con miras a mejoramiento; es asi como la
identificacion de errores puede permitir la creacion de herramientas de ensefianza y
aprendizaje que mejoren las experiencias en el aula y procuren la superacion de los
errores que los estudiantes cometen (Angel, 2009). De esta manera, el reconocimiento

de los errores en la realizacion de las operaciones potenciacion y radicacion en Z
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cometidos por estudiantes de basica secundaria contribuye a la experiencia y al saber,
como futuro profesor de matematicas, y también permite el crecimiento en el rol como
investigador, ya que permite construir criterios para apoyar a los estudiantes en la
aprehension del conocimiento (Morales, 2017). También, cabe destacar que la
identificacion de errores puede ser vista como una actividad que contribuye a la
idoneidad cognitiva del profesor, de la cual hace referencia Godino (2013) cuando
sefala que, para el componente de aprendizaje, en cuanto a la idoneidad cognitiva,
uno de los indicadores es la difusion y el uso de los resultados de las evaluaciones
para la toma de decisiones. Sin lugar a dudas, los errores que puedan encontrarse en
los resultados de las pruebas y evaluaciones pueden servir como un insumo en la
planeacién de clases que pretendan que los estudiantes tomen conciencia de sus

errores y logren la superacion de estos.

Finalmente, cabe mencionar que el interés por trabajar con Z radica en abordar
el sentido que los estudiantes adoptan al pasar de trabajar con solamente nimeros
naturales, a tener que lidiar con operaciones que involucran nimeros negativos y en las
cuales el cero no solo es un elemento neutro, sino que también toma parte activa en la
determinacion de propiedades. Como lo indica Vargas-Machuca et al. (1990) los
estudiantes estudian los nimeros enteros ya sea realizando abstracciones a partir de lo
real, o realizando una actividad puramente intelectual con la cual construyen un
conocimiento desde el que intentan explicar la realidad; para el primer caso esta el
peligro de no lograr el acceso a lo abstracto, y para el segundo caso se presenta el
peligro de crear un formalismo vacio que conlleva a errores y confusiones. Con esto,

vemos que los estudiantes al abordar los nUmeros enteros tienen que lidiar con la



confrontacion entre un conocimiento tedrico y un conocimiento practico que poseen
acerca de los numeros, y en su proceso los va a llevar a cometer errores que, Si son
identificados por el profesor, han de servir como referente para afrontar con éxito el

estudio de estos numeros.

19
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Potenciacion y radicacion con Numeros Enteros

El estudio de los nimeros enteros en la escuela se puede enfocar desde varias
perspectivas que determinaran las acciones en el aula y seran la motivacion para
abordar determinados temas. Si bien, algunos de estos enfoques van relacionados con
el mero cumplimiento de un curriculo o el abordaje de temas que puedan ser Utiles en
el diario vivir, consideramos relevante rescatar el caracter formal de los nimeros
enteros que al atenderlos en conjunto con ciertas operaciones y relaciones nos da pie

para hablar de lo que conocemos como sistema numérico.

En esta seccidn, se presenta un acercamiento a la definicion y constitucion de
dicho conjunto, destacando la importancia histérica de la aceptacién de los enteros
negativos y el cero como nimeros; ademas, se muestra la axiomatica de Padoa como
ejemplo de una construccién formal de los nimeros enteros. Finalmente, se exponen
algunas consideraciones sobre la potenciacion y la radicacion entre los nimeros
enteros, lo que conllevd a analizar los conjuntos numéricos que realmente intervienen

al realizar dichas operaciones.

Acercamiento historico y conceptual alos Numeros Enteros

La determinacion del conjunto de los nimeros enteros lleva a cuestas un
proceso histérico que evoca el surgimiento, reconocimiento y aceptacion de ideas que
se tienen propiamente de este conjunto. Una concepcion que es usual en la escuela es
la de entender que los numeros enteros son una extension de los nimeros naturales, y

dicha idea tiene correspondencia con el hecho de que objetos como lo son el cero y los
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enteros negativos fueron aceptados como nimeros mucho tiempo después del

reconocimiento de los nimeros naturales (naturales sin el cero) como tales.

En las civilizaciones antiguas la aparicion de los numeros naturales fue
impulsada por la necesidad de contar y realizar mediciones. Dichas necesidades en un
comienzo no permitieron que se pensara en el uso del nimero cero ya que inicialmente
los numeros estaban asociados a la cantidad y esto chocaba con la idea de la
representacion de la nada, o de no tener algo. Sin embargo, el cero tuvo su aparicion y

se desarroll6, segun Contreras (2013), en tres periodos importantes:

- Periodo intra-representacional, en el cual el cero aparece como una
representacion para llenar los vacios entre numerales en algunos sistemas de
numeracion. A este cero se le conoce como cero medial y cumplia con solo ser
un signo para diferenciar cantidades.

- Periodo inter-representacional, en el que se destaca el paso del cero medial a un
cero que sirve como operador. Las civilizaciones que manejaron sistemas de
numeracion posicional fueron las que lograron involucrar el cero en las
operaciones. Una de las civilizaciones que manejo el cero operacional fue la
Maya; los mayas “representaron a la base veinte de su sistema de numeracién
con los signos correspondientes al uno y el cero a la derecha” (Contreras, 2013,
p. 45). En este mismo periodo, el cero se convirtid en un excelente recurso para
la realizacion de calculos, y se lograron atender propiedades como 0+ 0 =0,
a+0=aya—a=0.

- Periodo trans-representacional, para el cual el cero logra ser considerado como

un objeto matematico a raiz de los aportes de matematicos como Richard
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Dedekind, Giuseppe Peano y George Cantor, quienes estudiaron a profundidad
la fundamentacion del nimero y aportaron teorias y axiomatizaciones para la
construccion de los conjuntos numeéricos. Resaltamos el caso de Peano, quien
inicialmente no considero el cero dentro de su axiomatica, si no que afos
después “se autocorrigio y considero que el primer numero natural era el cero”

(Contreras, 2013, p.46).

Paralelamente, se dio la aceptacion de los enteros negativos como numeros, en
un proceso controversial que requirid6 mas de mil afios para que fuera formalizada dicha
aceptacion. Hasta finales del siglo XIX, los enteros negativos habian ingresado a las
matematicas “como sustraendos (como en a — b), como distintas entidades
matematicas, como coeficientes en ecuaciones polindbmicas y como raices de tales
ecuaciones” (Kleiner, 1992, p.454, traduccién propia), pero hasta ahi no se habia dado

una aceptacion definitiva de los enteros negativos como numeros.

Los chinos, hacia el afio 200 a.C., usaron libremente los nUmeros negativos en
sus célculos, y los hindles hacia el afio 620 d.C. dieron las primeras reglas explicitas
para las operaciones con nimeros negativos (negativo por negativo igual a positivo) y
permitieron las raices negativas para las ecuaciones (determinaron que todo nimero
positivo tienen dos raices cuadradas). Civilizaciones antiguas, como la babilénica,
egipcia y griega, implicitamente manipulaban los enteros negativos al buscar las raices

de las ecuaciones, aunque no permitian que una raiz entera negativa se considerara

1 Ver Cid, E. y Bolea, P. (2007). Disefio de un modelo epistemoldgico de referencia para introducir los nimeros
negativos en un entorno algebraico[Comunicacién]. 2 e congres TAD, Uzes.
http://www4.ujaen.es/~aestepa/TAD Il/Comunicaciones TAD 11/11%20-%20Cid&Bolea%20TAD%202.pdf



http://www4.ujaen.es/~aestepa/TAD_II/Comunicaciones_TAD_II/11%20-%20Cid&Bolea%20TAD%202.pdf
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como solucién, ya que pensaban que estas expresiones no eran imprescindibles en la
practica cotidiana y, de esta manera, se ignoraban los resultados con enteros negativos
y se tenian en cuenta solo los positivos. Hacia los siglos XVI y XVII, varios matematicos
como Girard, Stifel y Hudde permitieron el uso de exponentes y coeficientes negativos
en ecuaciones y expresiones algebraicas, lo que permitid el tratamiento unificado de
ecuaciones polinémicas de determinado grado, como, por ejemplo, el considerar que
x3 + ax = b yx3 = ax + b son un mismo tipo de ecuacién. Sin embargo, para esta
época otros matematicos se seguian negando a dar un uso diferente a los enteros
negativos; por ejemplo, Descartes, quien se nego a usar coordenadas negativas en el

desarrollo de la geometria analitica. Y hubo otros como Pascal, quien considero que la

resta 0 — 4 da como resultado 0, y Arnauld, quien se oponia a la igualdad _Tl =L

(Kleiner, 1992); esto da muestra de lo ajeno que eran los enteros negativos en el

desarrollo matemético de la época (Kleiner, 1992).

No fue sino hasta finales del siglo XIX que matematicos como Weierstrass y
Peano aportaron en la consolidacién de bases para hacer una propuesta tedrica de los
nameros enteros, a través de ideas como la de ver a los nimeros enteros como pares
ordenados de nameros naturales (Kleiner, 1992), asi, se da la inclusion al cero y a los
enteros negativos como nameros que forman parte de un solo conjunto. Gracias a esta
concepcion hoy en dia se tienen diferentes teorias que permitieron construcciones de
los nimeros enteros y se cuenta con varias formas de axiomatizar este conjunto.
Podemos reconocer, por ejemplo, la Teoria de los pares, que permitio la extension de
la operacion resta entre nimeros naturales en los nimeros enteros; la teoria de las

congruencias que muestra el uso del célculo de congruencias modulo x + 1 en



24

determinado anillo para establecer el célculo de los nimeros enteros; la construccion
de B. Russell (1872-1970), quien definié los nimeros enteros como relaciones
asimétricas entre numeros naturales; y las axiomaticas de Padoa y Le Veque, que
otorgaron una definicion de los nimeros enteros por medio de un conjunto que

satisfacia ciertas condiciones?.

A continuacién, a modo de ejemplo, se muestra una tabla con la axiomatica
propuesta por Alessandro Padoa (1868-1937), quien fue un alumno de Peano y definié
el conjunto de los niumeros enteros como elementos de un conjunto Z no vacio que

satisface:

Tabla 1
Axiomatica de Padoa
AXIOMATICA DE ALESSANDRO PADOA
1. Para cada a € Z existe un unico elemento de Z que denominamos el

siguiente de a y notaremos a*.

2. Para cada a € Z existe un unico elemento de Z que denominamos el
simétrico de a y notaremos (—a).

3. El simétrico del simétrico de a es a. En simbolos, a = (—(—a)).

4. El simétrico de a es igual al siguiente del simétrico del siguiente de a. En
simbolos, —a = (—(a*))*.

5. Existe un elemento en Z que se llama cero y se nota 0 y es el simétrico
de si mismo.

6. Todo elemento distinto de 0 es distinto de su simétrico.

2 Es posible establecer una equivalencia entre los sistemas axiomaticos de Padoa y Le Veque. Dicha equivalencia se
puede ver en Luque et al. (2013, pp. 317-319)



7. Si A es un subconjunto de Z no vacio tal que:

a) Sia € Aentoncesat € A

b) Siae Aya = b" implicaque b € 4, entonces A = Z.
En el caso de que a = b™ se dice que b es el antecesor inmediato de a y se nota
‘a.
La suma la define como:

a+0=a
a+b*=(a+b)*

a+'b="(a+Dh)

Y la multiplicacién por
ax0=0
axbt=axb+a

aX’b=axb+ (—a)

Fuente: Tomado de Luque et al. (2013, pp. 317-319)

Finalmente, luego de reconocer varios aspectos caracteristicos de los numeros
enteros, recordemos que este conjunto, el cual se designa usualmente con el simbolo
Z, ya que proviene del aleman Zahlen que significa numero, hoy en dia, en varias de

las escuelas se suele representar, basicamente, de la siguiente manera:

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

Es asi como se entiende el conjunto de los numeros enteros, como la unién de

los nimeros naturales con los opuestos de los numeros naturales mayores que 0.

25
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Ademas, otra representacion usual de los nimeros enteros es la que se da al disponer
dichos nimeros a lo largo de una recta real, bajo una relacién de orden, como se

muestra a continuacion:

Figural

Disposicion de los niumeros enteros a lo largo de una recta real

NUumeros enteros negativos NUumeros enteros positivos
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Cabe aclarar que la representacion de los nimeros enteros por medio de la
recta real ha sido cuestionada por mateméaticos como Carlos Vasco, ya que al no
presentarse completitud ni densidad en los enteros se deberia pensar en una
representacion compuesta por una sucesion de puntos, en la que cada punto

represente un namero entero.

Potenciacion en Z

Algunos matematicos como Stewart et al. (2007) hacen una presentacion de la
potenciacion, en el caso en el que la base sea un nimero real y el exponente un nimero
entero, sin llamarla operacién y se refieren a esta usando la expresion “notacion

exponencial’. La siguiente tabla muestra la definicion dada por Stewart, et al. (2007):
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Tabla 2
Potenciacion como notacion exponencial

NOTACION EXPONENCIAL

Si a es un nimero real cualquiera y n es un entero positivo entonces la potencia

n-ésima de a es

n factores

El nimero a se denomina base y n es el exponente.

EXPONENTES CERO Y NEGATIVOS

Sia # 0 es un numero real y n es un entero positivo, entonces

a®=1 y a"==

Fuente: Tomado de Stewart et al. (2017, p. 13)

No obstante, es posible considerar la potenciacibn como una operacién en Z,

expresada por medio de la relacion Pot, la cual se puede definir como:

Pot: ZXZ — P

(a,b) — ab

enla que a’ se desarrolla segln lo expuesto por Stewart et. al (2007) y P hace referencia

al conjunto de llegada de la relacion.

Esta manera de ver la potenciacion conduce a analizar el conjunto de llegada P,

ya que como vemos en la definicion de Stewart et. al (2007) si el exponente es
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negativo, es posible que la potencia sea un elemento que pertenezca a los numeros
racionales, pero si el exponente es positivo, el resultado (potencia) estara en los
nameros enteros. Este hecho es el motivo por el cual la potenciacién en el conjunto de
los numeros enteros no puede ser considerada como una operacién interna, asi como
lo es la adicion y la multiplicacion en este conjunto; sin embargo, Pot es una operacion

externa.

La siguiente tabla muestra los posibles casos que se pueden dar al considerar la
potenciacion como la relacion antes mencionada y asumiendo los niumeros enteros

como la unién de los nimeros enteros positivos (Z*), los niUmeros enteros negativos

(Z™) y el cero:
Tabla 3
Casos de la potenciacién en Z
Caso Ejemplo
Pot: Zt x7Z* - Z* (23) — 23=8
Pot: Z* x {0} - {1} 20 — 2°=1
_ 1
Pot: Z* xZ- - Q% (2,—4) — 274 = T
Pot: {0} xZ* - {0} (0,3) — 03=0
Pot: {0} x {0} - Nodefinido (0,0) — 0° Nodefinido
Pot: {0} XxZ~ - Nodefinido (0,—4) — 0% =% No definido
Pot: Z-xXZ* - 7 — {0} (-4,2) — (-4)?>=16
Pot: Z- x{0} - {1} (-4,0) — (-4)°=1
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Pot: 2~ xZ~ - Q—{0} (—4,-2) — (—4)2 L

El analisis realizado nos permite ver los diversos conjuntos de llegada que hay
para la potenciacidn entre nimeros enteros. En especial, se destaca el hecho de que
hay casos en los que la operacién no esta definida, ademas de los casos en los que la
operacion deja de estar en Z para llegar a un subconjunto de @ que no es subconjunto
de Z . Estos casos permiten pensar que para un estudio completo de la potenciacion en
Z es favorable gque los estudiantes tengan un conocimiento previo de los nimeros
racionales. También, es importante resaltar que como los casos Pot : {0} x {0} y Pot :
{0} x Z~ no estan definidos, estos se toman como restricciones a la relacion Pot.
Ademas de esto, es importante notar que el caso Pot : Z* X Z* — Z* hace alusién
al significado clasico respecto a que el exponente indica las veces que se escribe la
base y luego se multiplican los nimeros de la base entre si, siempre y cuando el

exponente sea al menos 2.

Finalmente, es importante recordar que en la potenciacién es posible usar lo que
Stewart et. al (2007) llaman como leyes de los exponentes; dichas leyes son aplicables
bajo la “notacion exponencial” expuesta por Stewart et. al (2007, p.13) y se presentan
en la tabla siguiente, en la que las bases a y b son nUmeros reales y los exponentes m

Y n son nameros enteros:
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Tabla 4
Leyes de la potenciacién
Ley Ejemplo
aman — am+n 52 . 54 — 52+4 — 56
a™ 45
= - — A5-2 —
an — am n E — 4 2 — 43

(22)3 — 22-3 — 26

(3-4)? =32-42

n n 2 2
(5 =5 (F) -+

Fuente: Elaborado a partir de Stewart et al. (2017, pp. 14-15)

a® _ m-n a\*_a
Para las leyes S =a y{; _= [enemos que a # 0y b # 0. Al tener que

estas leyes se cumplen para bases a y b que son niumeros reales, entendemos que
también se cumplen cuando las bases son numeros enteros. Es importante resaltar que

hay que tener cuidado cuando a o b toman el valor cero, ya que se pueden llegar a

ex ' ' ' ' I la | a” _ gmn ibl =
presiones indeterminadas, por ejemplo, para la ley — = a™™", no es posible que a =

, . . ., 0 , . .,
0 ya que tendriamos la indeterminacion o ademas de que, si los exponentes también

son cero, también se tendria la indeterminacién 0°.
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Radicacién en Z

Stewart et. al (2007) expone la radicacion como una forma de notar una

potenciacion, y la definen como:

Tabla 5
Definicidon de la radicacion

DEFINICION DE LA RAIZ N-ESIMA

Si n es un entero positivo, entonces la raiz n-ésima principal de
a se define como sigue:
Va = b quiere decir b = a

Sin es par, debemostenera>0y b >0

Fuente: Tomado de Stewart et al. (2017, p. 18)

En la definicion de la raiz n-ésima, a se le conoce como radicando, n se conoce
como indice y b como raiz. De dicha definicién es importante resaltar que cuando n es
par la radicacion solo esta definida para numeros reales no negativos, ya que al
considerar el radicando como un nimero negativo la raiz ya no perteneceria al conjunto
de los numeros reales. Ademas, la definicion expuesta hace referencia a “la raiz n-
ésima principal de a” ya que como comentan Stewart et al. (2007, p.18), a pesar de que
por ejemplo el nimero 9 tiene dos raices cuadradas, 3 y —3, la notacion se reserva
para la raiz cuadrada positiva de 9 (la cual llaman raiz principal de 9); por lo tanto, si se
pretende hacer referencia a la raiz negativa, los autores aconsejan escribir —/9, que es

-3.

A pesar de que la definicién de radicacion expuesta por Stewart et al. (2007) la

muestra como una manera de notar una potenciacion, también es posible ver la
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radicacién como una operacion entre niumeros enteros, expresada por medio de la

relacion Rad que definimos como:

Rad : ZX7Z — R
(a,n) — Ra

en la cual ¥a se desarrolla segun lo expuesto por Stewart et. al (2007) y R hace

referencia al conjunto de llegada de la relacion?.

Al igual que con la potenciacion, a continuacion, se muestra una tabla de los
posibles casos que se pueden dar al considerar la radicacion como la relacion antes
mencionada y asumiendo los nimeros enteros como la unién de los numeros enteros

positivos (Z*), los nimeros enteros negativos (Z~) y el cero:

Tabla 6
Casos de la potenciaciéon en Z
Caso Ejemplo
Rad : Z* xZ* - R* (10,3) — V10
Rad : Z* x {0} — Nodefinido (8,0) — /8 Nodefinido
Rad : Z* X 7~ R* (8,-3) Y=g = —
ad : X - , — — =0 3=7—=
V8
Rad : {0} xz* - {0} 05 — Y0=0
Rad : {0} x{0} — Nodefinido (0,0) — /0 Nodefinido
_ . 3 11 .
Rad : {0} XxZ~ — Nodefinido (0,-3) — Y0=073 =3 No definido

3 Para este texto, R no representa el conjunto de los numeros reales, usualmente representado con esta letra.
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Rad: Z-xZ* - C (-6,2) — V-4=2i
Rad : 7~ x {0} — Nodefinido (—4,0) — Y—4 Nodefinido
1
Rad: Z°xZ~ > C (-4-2) > A= (4=
l

Esta manera de ver la radicacion en conjunto con la definicién de Stewart et. al
(2007) conlleva a restringir en el conjunto de partida la presencia del cero; en
especifico cuando este conlleva a una radicacién con indice cero, ya que, como se
puede observar en la tabla, dicha opcion no esta definida. Ademas, cuando el indice es
un numero entero negativo y el radicando es cero, la radicacién tampoco esta definida,
por lo tanto, se tendria otra restriccion en el conjunto de partida de la relacion
Rad.También, es importante notar que para las radicaciones en las que el radicando es
un namero entero negativo y el indice es un numero entero diferente de cero, la raiz

pertenece al conjunto de los nimeros complejos.

Finalmente, es importante recordar que en la radicacion es posible usar lo que
Stewart et al. (2007) llaman propiedades de las raices n-ésimas; dichas propiedades
son aplicables bajo la definicion de raiz n-ésima expuesta por Stewart et al. (2007) y se
presentan en la tabla siguiente, en la que la se suponen que existen las raices en el

conjunto de los numeros reales:



Tabla 7
Propiedades de la radicacion

Propiedad

Ejemplo

Nab = YaVb

V-8-27=3-8-127=-6

116 Vi6 2
81 481 3

"y = mva

“13/729 = §/729 = 3

n

a® =a sinesimpar

V(=57 = -5

Va™ = |a| sinespar

Ve =131 =3

Fuente: Tomado de Stewart et al. (2017, p.18)
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Marco de referencia desde la Didactica de la Matematica

En los siguientes apartados se hara un acercamiento conceptual al término error
y a los términos obstéculo y dificultad, los cuales se encuentran estrechamente
relacionados con este. Luego se muestran algunas tipificaciones de errores que han
sido importantes en el estudio del error, y en especifico se muestra las categorias
determinadas por Martinez (2010) que seran relevantes para el analisis que se
presenta mas adelante, producto de la actividad investigativa. Finalmente, se muestra
la presencia de la potenciacion y la radicacion en el conjunto de los nimeros enteros

en los documentos curriculares colombianos.

Los errores, los obstaculos y las dificultades

La construccién del conocimiento se ha visto permeada por la presencia de
ideas que, aunque en sus comienzos eran validas, con el tiempo fueron revisadas y
luego pasaron a ser consideradas como ideas erréneas. Sin embargo, estas ideas
errébneas, mas que representar un atraso en la sociedad, se han entendido como el
punto de partida para el desarrollo de conceptos. Por ejemplo, luego de que por
muchos afios los mateméaticos pensaran que los nimeros naturales y las facciones
eran los que gobernaban la existencia, al toparse con la existencia de /2 fueron
fuertemente confrontados a cambiar su modo de pensar; y asi, debieron reconstruir sus
ideas sobre lo que conocian de matemaéticas, dando paso, incluso, a las primeras

nociones de lo que es la potenciacion y la radicacion. Al observar los procesos de
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aprendizaje de los estudiantes es innegable la presencia de errores, ya que, como se
ha mencionado, a lo largo de la historia la construccién de lo que hoy se considera
como conocimiento verdadero ha sido el producto de la modificacidén continua de ideas
gue en algun momento manifestaron un error. Ligado a esto, Martinez et al. (2006)
manifiesta que los errores tienen parte en el proceso de construccion del conocimiento,
de tal manera que pueden ser estos el impulso provocador de un avance, logrando
transformarse en un elemento que sirve para construir e innovar el proceso de

aprendizaje.

La inherencia del error en el proceso de aprendizaje ha llevado a que varios
autores tomen postura sobre lo que se concibe como error. Para Socas (1997) el error
es la presencia de un esquema cognitivo inadecuado en los estudiantes, mas alla de
ser solamente el resultado de una falta especifica de conocimiento o despiste. Esta
postura se condice con lo dicho por Rico (1998), quien considera el error como
conocimiento deficiente e incompleto, o, con lo expuesto por Carrion (2007), quien dice
que “se considera que el error es un conocimiento deficiente, insuficiente, imperfecto,
defectuoso, escaso o incompleto; una desviacion de un conocimiento establecido”
(p.11). Sin embargo, para Franchi y Hernandez (2004), definiciones de error como las
anteriores, las cuales hacen referencia principalmente a los esquemas cognitivos de los
estudiantes, parecen estar vinculadas con el concepto de obstaculo manejado por
Brousseau (1997) desde la teoria de las situaciones didacticas. Franchi y Hernandez

(2004) comentan que para Brousseau:

un obstaculo es una concepcién que ha sido, en principio, eficiente para resolver

algan tipo de problemas pero que falla cuando se aplica a otro. Debido a su éxito
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previo se resiste a ser modificado o a ser rechazado: viene a ser una barrera

para un aprendizaje posterior (p. 66).

De esta manera, aunque es posible entender que el error guarda una estrecha
relaciéon con una construccion de conocimiento deficiente, que los estudiantes han
podido tener durante su desarrollo en la etapa escolar, se hace referencia a dichas
concepciones equivocadas de los estudiantes no como error, sino como obstaculo,

atendiendo asi la mirada impuesta por Brousseau (1997).

Para intentar, entonces, precisar o que se entendera como error, se debe
atender lo dicho por Godino (2004), quien establece que “hablamos de error cuando el
alumno realiza una préctica (accion, argumentacion, etc.) que no es valida desde el
punto de vista de la institucibn matematica escolar” (p.73). De esta manera, se puede
entender que el error se encuentra en las producciones de los estudiantes que, si bien
dichas producciones se encuentran asociadas al conocimiento construido del
estudiante, en realidad estas son en si las manifestaciones orales o escritas de los
estudiantes como respuesta a una tarea que se ha establecido. Asi las cosas, se
asume que un error es una produccion (oral o escrita) incorrecta e invalidada desde el

punto de vista de la institucibn matematica escolar.

Finalmente, ligado al concepto de error se encuentra presente el concepto de

dificultad. Al respecto, se tiene que

o Godino (2004) hace referencia a dificultad como aquella que “indica
el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de

estudio. Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es
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elevado se dice que la dificultad es alta, mientras que, si dicho porcentaje es
bajo, la dificultad es baja.” (p. 73)

o Gdémez et. al (2012) definen dificultad como “toda caracteristica
académica (en cuanto a lectura, escritura y matematicas) que hace que el
estudiante se muestre desnivelado con relacion a sus compafieros de aula y al

programa académico y a lo que se espera de él” (p. 29).

Las nociones expresadas muestran que las dificultades se encuentran
intimamente ligadas a las facultades y competencias desarrolladas por los estudiantes
para la ejecucion de una tarea. En consecuencia, las dificultades se convierten en un
factor importante a la hora de analizar las causas de los errores que los estudiantes

puedan cometer.

Tipos de errores

Varias investigaciones sobre errores apuntan al establecimiento de nuevas
tipificaciones que permitan un mejor reconocimiento y caracterizacion de las
producciones de los estudiantes que contienen errores. Autores como Franchiy
Hernandez (2004) reconocieron y dieron importancia a las tipificaciones dadas por
Radatz (1979), Movshovitz et al. (1987), Socas (1997), Astolfi (1999) y Brousseau
(2001)4, con el propdsito de consolidar una base teérica que en conjunto con su
practica investigativa dieron luces para una nueva tipificacion. Dichas tipificaciones se

muestran en la siguiente tabla:

4 Los autores mencionados son citados y referenciados por Franchi y Herndndez (2004).



Tabla 8

Tipificaciones de errores expuestas por Franchi y Hernandez (2004)

Autor

Tipificaciéon

Radatz (1979)

Errores debidos a la dificultad del lenguaje
Errores debidos a dificultades para obtener
informacion espacial

Errores debidos a un aprendizaje deficiente de
hechos, destrezas y conceptos previos
Errores debido a rigidez del pensamiento
Errores debidos a la aplicacion de reglas o

estrategias irrelevantes

Movshovitz et al. (1987)

Errores debidos a datos mal utilizados

Errores debidos a una interpretacion incorrecta
del lenguaje

Errores debidos a inferencias no validas
I6gicamente

Errores debidos al uso de teoremas o
definiciones deformados

Errores debidos a la falta de verificacion en la
solucién

Errores técnicos
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Socas (1997)

Errores que tienen su origen en un obstaculo
Errores que tienen su origen en la ausencia de
sentido

Errores que tienen su origen en actitudes

afectivas y emocionales hacia las matematicas

Astolfi (1999)

Errores debidos a la comprension de las

instrucciones de trabajo dadas

Errores que provienen de los habitos escolares o

de una mala. interpretacion de las expectativas
Errores como resultado de las concepciones
alternativas de los alumnos

Errores ligados a las operaciones intelectuales
implicadas

Errores debidos a los procesos adoptados
Errores debidos a la sobrecarga cognitiva en la
actividad

Errores que tienen su origen en otra disciplina
Errores causados por la complejidad del

contenido
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= Error a un nivel practico
= Error en la tarea®
Brousseau (2001) = Error de técnica

= Error de tecnologia

=  Error de nivel tedérico

Fuente: Tomado de Franchi y Hernandez (2004, pp.66-67)

Franchi y Hernandez (2004) destacan que las tipificaciones expuestas fueron
desarrolladas para la clasificacion de errores en las matematicas y en las ciencias en
general. A partir de estas, lograron establecer una nueva tipificacion para la
clasificacion de errores que cometen los estudiantes de primeros semestres de
universidad en el area de la geometria. La nueva tipificacion lograda se muestra en la

siguiente tabla:

Tabla 9
Categorias de errores determinadas por Franchi y Hernandez (2004)

Tipificacion

= Errores de prerrequisitos

= Errores propios del lenguaje geométrico
= Errores graficos

= Errores de razonamiento

= Errores de transferencia

» Errores de técnica

= Errores de tecnologia

5 Elerror en la tarea es un tipo de error que no es definido originalmente por Brousseau (2001), sino que su
definicidn es dada por Franchi y Hernandez (2004) para efectos de su investigacion.
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=  Errores azarosos

Para los fines de este trabajo, se considera la tipificacion establecida por
Martinez (2010), la cual tiene como base la tipificacion establecida por Radatz (1979) y
nace como respuesta al objetivo de clasificar varios errores que cometen los
estudiantes de grado octavo al aplicar las propiedades de la potenciacién. Los tipos de

errores que determin6 Martinez (2010) son:

Tabla 10
Categorias de errores determinadas por Martinez (2010)

Tipificacion

= Error detipo aritmético
Hace referencia a los errores debidos al mal uso de las
operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y division.

Algunos ejemplos son:

103 =10 x 10 x 10 = 30

V9=9%x9=18

= Error debido alaignorancia del algoritmo
Se refiere a los errores cometidos cuando los estudiantes
olvidan el conjunto de procesos que permiten hallar la solucion al

problema o desconocen las operaciones




Un ejemplo al respecto es:

372 = no existe

Error debido al dominio insuficiente de simbolos y
conceptos necesarios (presaberes)

Son los debidos al dominio insuficiente de simbolos, son las
fallas debidas a su manejo inadecuado o al desconocimiento de
corchetes, paréntesis y signos a la hora de resolver los
ejercicios. Los errores debidos al manejo insuficiente de los
conceptos necesarios, son aquellos que se presentan cuando el
estudiante no maneja de forma correcta el conjunto de reglas
necesarias para responder de forma correcta el problema

planteado.

Un ejemplo al respecto es:

—7?=-7x -7
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= Error debido a asociaciones incorrectas o rigidez del
pensamiento
Las asociaciones incorrectas se deben a que el estudiante
intenta resolver un nuevo ejercicio aplicando procedimientos que
uso en ejercicios anteriores en los cuales tuvo éxito. La rigidez
de pensamiento, se presenta cuando el estudiante solo
responde a reglas memorizadas y no es capaz de dar

explicaciones a sus respuestas.

Algunos ejemplos son:

103 =10x 3

Y100 = 33,3

Fuente: Tomado de Martinez (2010, pp.52)
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La potenciacion y laradicacion en los referentes normativos nacionales

Es comun ver que en las instituciones educativas se manejen textos escolares
de matematicas, los cuales sugieren una organizacion de los contenidos de la
matematica escolar a lo largo de un afio académico. Sin embargo, el Ministerio de
Educaciéon Nacional desde finales del siglo pasado, ha venido produciendo varios
documentos que se constituyen actualmente en los referentes mas importantes, ya que
pretenden dar luz sobre los procesos, y conocimientos que deben tratarse,
minimamente, en la escuela, las competencias que deben desarrollar los estudiantes,
algunas evidencias de aprendizaje, entre otros. Para esta seccion, se han seleccionado
los apartados méas importantes de los referentes normativos nacionales,
especificamente, aquellos apartados que hacen referencia (directa o indirecta) a la

potenciacion y radicacion en Z.

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas (LCM), publicados en el afio 1998,
hacen parte de los primeros documentos que pretendian orientar a los profesores
colombianos, frente a los cambios curriculares que se estaban produciendo en el pais en
la época de su publicacion. Bajo este enfoque, los LCM brindan un panorama muy
general sobre los elementos curriculares relevantes en materia de la ensefanza y el
aprendizaje de las matematicas que se deben considerar al construir curriculo. Luego,
teniendo en cuenta esto, es entendible ver que al hacer una revisién a los LCM no se
haya podido encontrar una mencién explicita sobre la potenciacion y la radicacion en los

nameros enteros, pero si se logra reconocer que estos objetos estarian considerados en
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el pensamiento numérico y los sistemas numéricos, considerando que estos conceptos
tienen que ver con el conocimiento sobre las operaciones y los conjuntos numeéricos, en

este caso particular, con el conjunto de los nUmeros enteros.

Podemos notar que el concepto que da fuerza al pensamiento numérico es el de
sentido numérico, el cual es tratado inicialmente por Mcintosh et. al (1992) relacionando
el sentido numérico con la comprension general de nimero y de las operaciones, y luego
es utilizado en los LCM para determinar que la comprensién de los nimeros y de la
numeracion, la comprension del concepto de las operaciones, y los calculos con nimeros
y aplicaciones de numeros y operaciones, son los aspectos basicos para el desarrollo
del pensamiento numérico (MEN, 1998). Centrando la mirada en lo concerniente a la
potenciacion y la radicacion en Z, se han rescatado de los LCM cuatro items basicos que
dan luz sobre la construccion del significado y la orientacion del aprendizaje de cada
operacion, los cuales se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 11

items sobre el aprendizaje de operaciones segin los lineamientos
Comprension del concepto de las operaciones

Reconocer el significado de la operacién en situaciones concretas, de las
cuales emergen

e Reconocer los modelos mas usuales y practicos de las operaciones

e Comprender las propiedades matematicas de las operaciones

e Comprender el efecto de cada operacion y las relaciones entre

operaciones

Fuente: Elaborado a partir de MEN (1998)
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Considerar los items expuestos en la tabla 11 permiten el establecimiento de
criterios para la construccién de ejercicios o problemas, que rindan cuenta de un
aspecto del desarrollo del pensamiento numérico y de la apropiacion de los conjuntos

numéricos que se pretendan abordar en el aula.

En los Estandares Basicos de Competencias en Mateméticas

En los Estandares Béasicos de Competencias en Mateméticas (EBCM),
publicados en el afio 2006, se distinguen dos tipos de conocimiento matemaético: el
conocimiento conceptual y el conocimiento procedimental (MEN, 2006). Estos tipos de
conocimiento resaltan la importancia de la reflexion y la caracterizacion de la teoria
matematica, el reconocimiento de las relaciones entre los componentes matematicos,
la ejecucion de técnicas y estrategias para representar conceptos y transformas dichas
representaciones, por medio de algoritmos y argumentos bien estructurados. Estas
caracteristicas mencionadas en los EBCM aplican en particular sobre la potenciacion y

radicacion, considerando estos como conceptos propios de las matematicas.

Los estandares que se relacionan con la potenciacion y la radicacion en Z (o en
N) se presentan en la parte del Pensamiento numérico y los sistemas numeéricos. Los
primeros estdndares que aparecen estan en los grados cuarto y quinto, los cuales, por
el contexto inmediato, dan a entender que el conjunto numérico que se considera es el
de los numeros naturales; en estos se promueve la formulacion y resolucién de
problemas por medio de las propiedades sobre las operaciones, considerando
diferentes contextos (matematicos y no matematicos). En la siguiente tabla se explicita

lo que se comenta:



Tabla 12
EBCM grados cuarto y quinto
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Grados cuarto y quinto

- Resuelvo y formulo problemas cuya estrategia de solucion requiera de las
relaciones y propiedades de los nUmeros naturales y sus operaciones.

- ldentifico la potenciacién y la radicacion en contextos matematicos y no
matematicos

- Justifico regularidades y propiedades de los numeros, sus relaciones y

operaciones.

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2006, pp.82-83) (Cursivas puestas por el autor)

Luego, se encuentran los estandares para los grados sexto y séptimo, estos
establecen a los numeros enteros como el conjunto base de trabajo. Cabe destacar
gue en los EBCM se comenta que pasar de estudiar los nUmeros naturales a estudiar
los nimeros enteros incide en la ampliacién del concepto de numero, lo cual conlleva
también a realizar algunos cambios sobre las nociones que se tiene sobre las
operaciones y las relaciones. A continuacion, se tiene una tabla con los estandares

mas relevantes en relacion con los propésitos de este trabajo:

Tabla 13
EBCM Grados sexto y séptimo

Grados sexto y séptimo

- Resuelvo y formulo problemas utilizando propiedades basicas de la teoria

de nimeros, como las de la igualdad, las de las distintas formas de la
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desigualdad y las de la adicién, sustraccion, multiplicacion, division y
potenciacion.

- Justifico procedimientos aritméticos utilizando las relaciones y propiedades
de las operaciones.

- Resuelvo y formulo problemas cuya solucién requiere de la potenciacion o

radicacion.

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2006, pp.84-85) (Cursivas puestas por el autor)

Entre los grados octavo y undécimo, los EBCM hacen alusion al sistema de los
nameros reales principalmente. Sin embargo, en un estandar para grado décimo y
undécimo, se hace explicito el conjunto de los niumeros enteros, dando a entender la
importancia de diferenciar las particularidades de las propiedades de las operaciones

en este conjunto numeérico. La siguiente tabla muestra lo mencionado:

Tabla 14
EBCM Grados octavo y noveno

Grados octavo y noveno

- Resuelvo problemas y simplifico célculos usando propiedades y relaciones
de los nimeros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

- Identifico y utilizo la potenciacion, la radicacion y la logaritmacién para
representar situaciones matematicas y no matematicas y para resolver

problemas.

Grados décimo y undécimo
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- Comparo y contrasto las propiedades de los numeros (naturales, enteros,
racionales y reales) y las de sus relaciones y operaciones para construir,

manejar y utilizar apropiadamente los distintos sistemas numéricos.

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2006, pp.86-87) (Cursivas puestas por el autor)

Luego de ver los Estandares relacionados, es importante recalcar que uno de los
objetivos que se desea alcanzar con todo concepto matematico, y en este caso con la
potenciacion y radicacion en Z, es establecer varios tipos de saberes (saber qué, saber
por qué, saber hacer y saber cdmo) que den cuenta del caracter sistémico de los
conceptos. De esta manera, se intenta promover que la ensefianza no debe atender
solamente a conocimientos tedricos, sino también a saberes précticos, los cuales

pueden evidenciarse en distintas situaciones, por ejemplo, de la cotidianidad.

En los Derechos Basicos de Aprendizaje

Al revisar los Derechos Béasicos de Aprendizaje (DBA) formulados en el 2016 se
encuentra que la potenciacidon es mencionada por primera vez en el grado quinto como
una operacion en los numeros naturales, sobre la cual se espera que los estudiantes
formulen y resuelvan problemas (MEN, 2016). Ademas, de manera especifica, se le

dedican dos derechos béasicos a la potenciacién, como se muestra enseguida:

Tabla 15
DBA Grado quinto

Grado quinto

DBA 1. Interpreta y utiliza los nimeros naturales y racionales en su
representacion fraccionaria para formular y resolver problemas aditivos,

multiplicativos y que involucren operaciones de potenciacion.
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Evidencias de aprendizaje
— Determina las operaciones suficientes y necesarias para solucionar diferentes

tipos de problemas.

DBA 2. Describe y desarrolla estrategias (algoritmos, propiedades de las
operaciones basicas y sus relaciones) para hacer estimaciones y calculos al
solucionar problemas de potenciacion.

Evidencias de aprendizaje

Utiliza las propiedades de las operaciones con nimeros naturales y

racionales (fraccionarios) para justificar algunas estrategias de célculo o

estimacion relacionados con areas de cuadrados y volumenes de cubos.

- Descompone un nimero en sus factores primos.

- ldentifica y utiliza las propiedades de la potenciacion para resolver
problemas aritméticos.

- Determina y argumenta acerca de la validez o no de estrategias para

calcular potencias.

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2016, p.37) (Cursivas puestas por el autor)

Luego, desdelos dos primeros DBA para grado sexto, se promueve el trabajo con
los nUmeros enteros y sus operaciones. En estos DBA no se especifica la operacion
potenciacion ni la operacion radicacion, y, al igual que en los DBA de grado quinto, se
espera que las operaciones y sus propiedades permitan la formulacion y resolucion de

problemas, como se puede notar a continuacion:
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Tabla 16
DBA Grado sexto

Grado sexto

DBA 1. Interpreta los nimeros enteros y racionales (en sus representaciones de
fraccion y de decimal) con sus operaciones, en diferentes contextos, al resolver
problemas de variacion, repartos, particiones, estimaciones, etc. Reconoce y
establece diferentes relaciones (de orden y equivalencia y las utiliza para
argumentar procedimientos).

Evidencias de aprendizaje

Interpreta y justifica calculos numéricos al solucionar problemas.

DBA 2. Utiliza las propiedades de los nUmeros enteros y racionales y las
propiedades de sus operaciones para proponer estrategias y procedimientos de
calculo en la solucién de problemas.

Evidencias de aprendizaje

Propone y utiliza diferentes procedimientos para realizar operaciones con
nameros enteros y racionales.

Argumenta de diversas maneras la necesidad de establecer relaciones y
caracteristicas en conjuntos de numeros (ser par, ser impar, ser primo, ser

el doble de, el triple de, la mitad de, etc.).

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2016, p.45) (Cursivas puestas por el autor)
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Finalmente, en los DBA para el grado séptimo se mencionan explicitamente las
operaciones potenciacién y radicacion en el conjunto de los nUmeros enteros, las
cuales se esperan que sirvan para la descripcion y resolucién de situaciones y

problemas, ademas de la estimacion de valores que resulten de estas operaciones.

Tabla 17
DBA Grado séptimo

Grado séptimo

DBA 1. Comprende y resuelve problemas, que involucran los numeros racionales
con las operaciones (suma, resta, multiplicacion, divisién, potenciacion,
radicacidn) en contextos escolares y extraescolares.
Evidencias de aprendizaje

- Describe situaciones en las que los nimeros enteros y racionales con sus

operaciones estan presentes.

DBA 2. Describe y utiliza diferentes algoritmos, convencionales y no
convencionales, al realizar operaciones entre niUmeros racionales en sus
diferentes representaciones (fracciones y decimales) y los emplea con sentido en
la solucién de problemas.

Evidencias de aprendizaje

- Estima el valor de una raiz cuadrada y de una potencia.

Fuente: Elaborado a partir de MEN (2016, p.53) (Cursivas puestas por el autor)

Se concluye entonces que, como es natural, los DBA estan directamente

relacionados con los EBCM y que de alguna manera, los DBA proponen una linea
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cronoldgica para la enseflanza de la potenciacion y la radicacion, asi: se abordaria la
potenciacion en el conjunto de los nUmeros naturales en grado quinto; luego, en sexto
se realizaria la ampliacion de los numeros naturales al conjunto de los niumeros
enteros, y aungue no se hace mencion ni de la potenciacion ni de la radicacion, seria
posible abordarlas en este grado dado que se hace referencia a las operaciones entre
nameros enteros; y después, en grado séptimo, definitivamente, se hace explicito el
tratamiento de la potenciacién y la radicacion en el conjunto de los nimeros enteros.
No obstante, también se puede notar que, sin distincion de grado, la potenciacién y la
radicaciéon deben permitir especialmente la formulacién y la resolucion de problemas, el
célculo y las estimaciones razonables, y la argumentacion de procedimientos utilizando

propiedades sobre dichas operaciones.
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Metodologia y analisis

A continuacién, se presenta cada una de las fases que permitieron la
construccion y analisis del instrumento a partir del cual se recolect6 informacién sobre
los errores que comenten estudiantes de la educacion basica secundaria alrededor de
la potenciacion y radicacidén entre nimeros enteros y sus respectivos resultados.
Finalmente se expone el andlisis hecho de la informacion obtenida por medio del test,

usando las unidades de analisis establecidas en la fase 4 del trabajo.

Fases del trabajo

Las fases del trabajo se presentan en seguida:

Fase 1. Construccién de los fundamentos del trabajo

La primera fase se centro en la consolidacion del conocimiento necesario para la
elaboracion del instrumento y su posterior andlisis. Lo primero que se realizo fue una
revision de antecedentes, dando importancia a las ideas sobre error que concibieron
grandes fil6sofos en la antigiiedad, pero finalmente centrando la atencion en los
aportes mas recientes sobre errores, en especial los errores en potenciacion y
radicacion, entre los que se destacan el trabajo de Martinez (2010) y Franchi et al.
(2004). Luego, teniendo en cuenta que el test se aplicaria en Colombia, se hizo un
reconocimiento de la presencia de la potenciacién y la radicacion en los referentes
curriculares colombianos, fijando la mirada en los apartados en los que explicitamente

se mencionaban estas operaciones y en los que se hacia referencia a estas por medio
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del término “operaciones”. Ademas, se dié una mirada sobre el contenido matematico
relacionado con el trabajo, es decir, se indago6 acerca del conjunto de los nimeros
enteros y se revisé los conceptos potenciaciéon y radicacion en este conjunto.
Finalmente, se realiz6 un estudio sobre los errores, buscando diferenciar los términos
error, obstaculo y dificultad, y consultando sobre las tipificaciones que existen de los

errores.

Fase 2. Elaboracién del instrumento de recoleccion de informacion

El instrumento para la recoleccion de informacion es un test diagnostico. Con
base en los fundamentos que se lograron construir en la fase 1, se establecieron los
asuntos principales sobre los cuales se dio la elaboracion del test. Los asuntos fueron
establecidos de acuerdo a las a acciones (competencias) exigidas desde los
documentos curriculares emitidos por el MEN, y a partir de estos se seleccionaron
preguntas y ejercicios que identificaran tanto el saber tedrico como el saber practico
gue se esperaba que los estudiantes tuvieran acerca de la potenciacion y la radicacion
en Z. Tales asuntos sirvieron como referentes para la determinacién de los enunciados
de las tareas y ejercicios que componen el test; asi mismo, estos asuntos sirvieron
como parametros sobre los cuales se enmarcé la seleccidn y organizacién de varias
preguntas y ejercicios que fueron tomados de textos escolares. A continuacion, se

listan dichos asuntos sobre los cuales se elaboro6 el test:

. Hacer estimaciones razonables a partir de la potenciacion o la radicacion

. Definicién y significado de la potenciacion y la radicacion

. Argumentar y/o justificar procedimientos (aritméticos)
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Aplicacion de propiedades (leyes) de la potenciacion y la radicacion

Efecto y relaciones entre la radicacion y la potenciacion

Formulacién de problemas que involucran la potenciacion o la radicacion

(contextos matematicos y no matematicos)

Resolucién de problemas que involucran la potenciacion o la radicaciéon

(contextos matematicos y no matematicos)

En total, el test qued6 compuesto por 11 numerales, en los cuales se esperaba

tratar por lo menos uno de los asuntos mencionados. Ademas de esto, para cada

numeral se determino si se promovia un saber tedrico o un saber practico; cabe

recordar que, al mencionar saber tedrico, se hace referencia a un saber qué, un saber

por qué y un saber como, y cuando mencionamos saber practico, se hace referencia a

un saber hacer y un saber como. A continuacion, se muestra una tabla en la que se

relaciona cada numeral del test con los asuntos a considerar de la potenciacion o la

radicacion, el tipo de conocimiento que se pretende atender y lo que se requiere

(relacionado a la tarea o ejercicio que se pide al estudiante realizar):

Tabla 18
Elementos para la construccion del test
ASUNTO A
CONSIDERAR DE LA REQUERIMIENTO
NUMERAL POTENCIACIO[\I O LA TIPO DE SABER
RADICACION
Definicién y significado de Nombrar las
1,2 la potenciacion y la Tedrico partes de las
radicacion operaciones
Definicion y S|gn|f|_c:‘ado de Tebrico Escribir la
3,4 la potenciacion - S
Practico potenciacion como
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multiplicaciones y
viceversa
Resolucion de problemas Resolver un
: que involucran la orctico problema sobre el
radicacion volumen de un
(contexto matematico) cubo
Hacer estimaciones Comparar
razonables a partir de la cantidades
6.7 pptquiacién ola Practico expre_saqlgs en
radicacion, y efecto y potenciacion y en
relaciones entre radicacion
operaciones
Aplicacion de
propiedades (leyes) de la Resolver varios
potenciacion y la ejercicios de
8 radicacion, y definicion y Practico potenciacion y
significado de la radicacién
potenciacion y la
radicacion
Resolucion de problemas Problema so_b,re la
9 gue involucran la Practico reproducplon
potenciacion exponenual_de
(contexto no matemético) una bacteria
Argumentar y/o justificar .
procedimientos Determinar el valor
10 (aritmét.icos), y efectoy Teéripo de ver_dad de un
relaciones entre la Practico conjunto de
radicacion y la afirmaciones
potenciacion
Formulacién de Formular un
problemas que involucran problema que
11 la potenciacion Practico implique el uso de
(contexto matematico o una potenciacion
no matematico)

Finalmente, en el test se destind un espacio para recordar la motivacién por la

cual se solicitaba a los estudiantes realizar la prueba, ademés de algunas

observaciones adicionales, como la prohibicion del uso de calculadora. La presentacion

final del test es la que se muestra a continuacion:




Figura 2
Test para la recoleccion de informacion

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NACIONAL Licenciatura en Matematicas
{ Educadors dv educadores J Sergio Yesid Bejarano Sanchez

Maestro en formacion

¢Qué tanto sabes sobre potenciacién y radicacién en los nimeros enteros?

Nombre: Curso: Fecha:

Hola. El siguiente test fue disefiado con propésitos netamente académicos y hace parte de la realizacién del Trabajo de
grado del maestro en formacién Sergio Bejarano de la Licenciatura en Matemdticas de la Universidad Pedagédgica
Nacional. Agradecemos su participacién y esperamos que logre completar todos los numerales propuestos; sus
respuestas y procedimientos son de gran valor para nosotros, ya que contribuirdn a ampliar nuestros conocimientos
relacionados con la Educacién Matemdtica. Por favor resuelva el test individualmente y sin utilizar calculadora. Exitos.

1. Identificar la base, el exponente y la potencia en la siguiente expresion:

(-2)*=-8

Base: Exponente: Potencia:

2. Identificar el indice, el radicando y la raiz en las siguientes expresiones:

Va=3 ¥y=125=-5
indice: indice:
Radicando: Radicando:
Raiz: Ralz:

3. Escribir en forma de potenciacién indicada las siguientes multiplicaciones

a bxbx6xb6x6x6=

b. 7x7x8x8x8x7=

6 (~2)%x(-2) x (-2) % (-2) =

d (-5)x5%x(=5)%x5 x(=5)=




FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NACIONAL Licenciatura en Matemiticas
l Educadors de sducedores ] Sergio Yesid Bejarano Sanchez

Maestro en formacion

4. Escribir en forma de multiplicacién las siguientes potencias

& 103 =

b. (—4)% =

¢ 5¥x3 =

d. (-2)*x4% =

5. Elvolumen de un cubo es 125 m>. ¢Cusl esla longitud de una de sus aristas?

—

6. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera:

V50 > Y100 V50 = Y100 V50 < V100

En el sigulente recuadro escribir el procedimiento que usé para escoger la expresién.
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NACIONAL
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7. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera:

10199 > 100 10'9¢ = 100'°

En el siguiente recuadro escribir el procedimiento que usé para escoger la expresion.

Licenciatura en Matematicas
Sergio Yesid Bejarano Sanchez
Maestro en formacidn

10'% < 100

8. Resolver las siguientes operaciones en su respectivo recuadro:

b. (-7)*= d 7%=
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| Educadiea de educadores Sergio Yesid Bejarano Sanchez
Maestro en formacion
5° = V=64 =
0% = Y ed =
g — —
ve k. VV6d =
—5° =

32

aZ
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| Educadyea dv sducodorss ) Sergio Yesid Bejarano Sanchez
Maestro en formacion

m. 2::;2“ - p. VIS5 %36 =
VIE _

n. (—1]5 = q- \_?

[} 15 = r oo =

9. Una bacteria se reproduce por biparticién cada 15 minutos. En esta forma de reproduccidn, cada bacteria se
divide en dos, dando lugar a un nuewvo individuo. 5i inicialmente se tienen tres bacterias,  cudntas bacterias
habra en una hora?
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| Educadvra dv edvcadores ] Sergio Yesid Bejarano Sénchez
Maestro en formacdion

10. Determinar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones escribiendo (v) si es verdadera o (f) si es falsa.

[ ]Siempre es posible expresar la raiz cuadrada de un ndmero entero con un ndmero entero

Justificar la respuesta en el recuadro.

[ ) Cerono tiene raiz cuadrada

Justificar la respuesta en el recuadro.

[ ) Laraiz parde un ndmero entero negativo es positiva

Justificar la respuesta en el recuadro.
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[ 1¥9+16= \.'ﬁ+ \."E

Justificar la respuesta en el recuadro.

FACULTAD DE CIENCIA Y ']'E-.'L'.\'U_]_O{ii;’x
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Licenciatura en Matematicas

Sergio Yesid Bejarano 5anchez

Maestro en formacion

[ 18(-2) = —Bentoncesv—8 = 3

Justificar la respuesta en el recuadro.

[ )Laraiz de un ndmero entero cualquiera, sin importar su indice, es siempre menor gue ese numearo

Justificar la respuesta en el recuadro.

65



FACULTAD DECIENCIA Y T!;(‘NQLO(HA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Licenciatura en Matemiticas

Sergio Yesid Bejarano Sanchez
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NACIONAL
{ Educadora de educadorss ]

( ) La potencia de un nimero entero cualquiera, sin importar su exponente, es siempre mayor que ese
nimero

Justificar la respuesta en el recuadro.

11. Formular un problema en el que se deba utilizar la expresién 73 = 343 para determinar su solucién.
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Fase 3. Aplicacion del test sobre potenciacion y radicacion en Z

El test que se elaboro para la identificacion de errores se aplicé en estudiantes
gue estaban en séptimo y octavo grado de la institucion educativa Liceo Antonio de
Toledo, de la localidad de Bosa, en Bogota, el dia 16 de noviembre del 2021. Los
estudiantes que participaron con sus respuestas tenian una edad entre 12 y 15 afios.
Para poder aplicar el test, primero se envié una carta via correo electronico (la cual se
puede ver en el Anexo 1) a la coordinacion académica del colegio solicitando el
permiso para la recoleccion de informacion. En respuesta a la solicitud, el colegio dio el
aval para aplicar el test e indicé la fecha en la que se debia ir a la institucion. El test se
aplicé de manera presencial, contando con 12 estudiantes en promedio por salény
atendiendo a las medidas de bioseguridad exigidas por el colegio para la prevencién de
contagio del COVID-19. En total, el test se aplico en seis cursos diferentes, tres de
séptimo y tres de octavo, consiguiendo finalmente 65 soluciones al test. En la siguiente
imagen se puede observar a un estudiante resolviendo el test para la identificacion de

errores:

Figura 3
Estudiante presentando el test
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Los estudiantes contaron con 60 minutos para resolver la totalidad de items
propuestos, con la opcion de pedir alguna aclaracion si no entendian lo que se pedia
en alguno de los enunciados. No se permitio el uso de calculadoras o de apuntes, sino
gue se pidid que contestaran de acuerdo con los conocimientos adquiridos y sin

presién de que los resultados del test influyeran en sus notas del colegio.

Segun el protocolo establecido por la UPN para el desarrollo de trabajos de
investigacion fue necesario que los acudientes de los estudiantes participantes en esta
fase del proyecto firmaran un consentimiento informado (ver consentimiento en el
anexo 2) que aclaraba las finalidades e intenciones de la actividad investigativa que se

desarroll6 con los estudiantes.

Fase 4. Analisis de resultados

Los resultados obtenidos por medio del test mostraron un conjunto de errores
gue los estudiantes cometieron relacionados con la realizacion de las operaciones
potenciacion y radicacion. La clasificacion y el andlisis de los errores identificados se
realizo teniendo en cuenta dos grupos de unidades de analisis, los cuales se describen

a continuacion:

Unidades de analisis 1: Este grupo de unidades son los mismos asuntos que
permitieron la creacion del instrumento de recoleccion de informacion, por lo que se
espera que estas unidades permitan relacionar cada uno de los errores identificados
con algunos de los numerales del test. De esta manera, las unidades de andlisis 1
develan la conexidn que puede existir entre un error y algunas de las competencias

exigidas desde el MEN con relacion a la potenciacion y la radicacion en Z. La siguiente
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lista muestra las unidades de analisis, cada una con su respectiva abreviatura entre

paréntesis:

(ER) Hacer estimaciones razonables a partir de la potenciacioén o la radicacion

« (DS) Definicién y significado de la potenciacion y la radicacion

* (AJ) Argumentar y/o justificar procedimientos (aritméticos)

* (AP) Aplicacién de propiedades (leyes) de la potenciacién y la radicacion

* (ERO) Efecto y relaciones entre la radicacion y la potenciacion

* (FP) Formulacion de problemas que involucran la potenciacién o la radicacion

(contextos matematicos y no matematicos)

* (RP) Resolucion de problemas que involucran la potenciacién o la radicacién

(contextos matematicos y no matematicos)

Unidades de analisis 2: las unidades que componen este grupo son las categorias de
errores propuestas por Martinez (2010), ademas de considerar la categoria “Errores de
nivel tedrico (conceptual)’. Estas unidades permiten enmarcar los errores encontrados
de acuerdo a una posible causa que gener6 el error, ya que cada una de las categorias
enlaza los errores a una accidn u omision por parte de los estudiantes en la resolucién

de los ejercicios y tareas del test.
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La siguiente lista muestra las unidades de andlisis, cada una con su respectiva

abreviatura entre paréntesis:

e (ETA) Errores de tipo aritmético

e (EIA) Errores debidos a la ignorancia del algoritmo

e (ESP) Errores debidos al manejo inadecuado de simbolos y presaberes

e (EAR) Errores debidos a asociaciones incorrectas o rigidez de pensamiento

e (ENT) Errores de nivel tedrico (conceptual)

Analisis de lainformacion

Para el analisis de la informacion se tuvo en cuenta las intenciones con las
cuales fueron propuestos cada uno de los items del instrumento de recoleccion de
informacion y algunas categorias de errores descritas en el marco conceptual, sin
descartar las implicaciones por el contexto en el que se encontraban los estudiantes
gue desarrollaron la prueba diagndstica. Con base en esto, a continuacion, se realiza
una breve caracterizacion de la poblacion que atendio el instrumento de recoleccion de
informacion, y posteriormente se presentan los hallazgos referentes a los errores
identificados, cometidos por los estudiantes al realizar potenciaciones y radicaciones en

Z.
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Caracterizaciéon de la poblacion

Los estudiantes que participaron en la resolucién de la prueba diagndéstica
fueron 36 nifilos y 29 nifias con edades entre los 12 y 15 afios, los cuales estaban
cursando grado séptimo o grado octavo; en especifico, fueron 32 estudiantes de grado
séptimo y 33 estudiantes de grado octavo. Dichos estudiantes pertenecian al colegio
Liceo Antonio de Toledo, ubicado en la localidad de Bosa, en Bogota, Colombia. Los
profesores del area de matematicas, manifestaron que a lo largo del afio habian tratado
la potenciacion y la radicacion en Z, aunque percibian que por la manera en que se
estudio en el tiempo de pandemia, los estudiantes presentaban obstaculos y

dificultades en el aprendizaje de las matematicas.

Presentacién de hallazgos

Luego de recolectar los 65 test, se realizé la identificacién de errores cometidos
por los estudiantes con relacion a la realizacion de las operaciones potenciacion y
radicacion. La identificacién de errores se realizd punto a punto, y en cada test. Los
errores identificados fueron clasificados de acuerdo con las unidades de analisis
establecidas. Con respecto a los resultados del test, cabe mencionar que ningun
estudiante logré dar respuesta a todos los numerales, y, ademas de esto, en
aproximadamente el 40% de los test, los estudiantes no lograron responder a mas de la

mitad de los numerales.
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Por la manera en la que se construy6 el test y por los resultados obtenidos, se
determinaron tres escenarios desde los cuales se realiz6 el andlisis de la informacién,
intentando atender con precision las dindmicas que se generaron a partir de cada
numeral del test. De esta manera, se muestra a continuacion el analisis hecho en cada

uno de los escenarios, con una breve descripcion de estos:

Escenario 1

El primer escenario se compone de los numerales 1y 2 que se presentan en el
test, los cuales son los Unicos numerales que pretenden indagar solamente por el saber
teorico. Por tal razon, los errores identificados en este escenario estan clasificados
directamente en los errores a nivel teérico (conceptual) de las unidades de analisis 2 y
se relacionan con la definicion y significado de las operaciones potenciacion y
radicacion, de las unidades de analisis 1. En este escenario se identificaron un total de
50 errores, todos relacionados con el nombramiento incorrecto de las partes de la

potenciacion o de la radicacion.
Algunos de los errores identificados en el numeral 1 del test se muestran a continuacion

Figura 4
Errores 1 en el escenario 1

ENUNCIADO

1. Identificar la base, el exponente y la potencia en la siguiente expresion:

(-2)3 = -8

Base: Exponente: Potencia:
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RESPUESTAS
(-2)°=-8
| v b mime ‘-D
o Exponente: __~ CJ Potencia: s 2 -

Base: = .

(-2)*=-8

|

- 2
A wlime

7 Exponente:
Base: &~ _

(-2)*=-8
tencia: _2
Base: —& Exponente: = ',»‘\ Potenc
(-2)*=-8
Base: _~=% Exponente: ™ Potencia: _ 3

Los errores identificados muestran que los estudiantes no solamente confunden
las partes de la potenciacion, sino que algunos consideran que el signo negativo se
puede entender como una parte de la potenciacion, en especifico, se observa que un
estudiante consideré que el signo negativo de alguno de los numeros mostrados

corresponde alo que conocemos como exponente.

Ahora, algunos de los errores identificados en el numeral 2 se muestran a continuacion:



Figura 5

Errores 2 en el escenario 1

ENUNCIADO

2. ldentificar el indice, el radicando y la raiz en las siguientes expresiones:

vo=3 =I5 = -5
indice: i dice:
Radicando: Radicando:
Raiz: Raiz:
RESPUESTAS
2’5 Y=125= -5
Vo= i
indi 4q (ndice: "~ o2
ndice: =
icando: =~
Radicando: 3 Radican o

Raiz: 2

Rakey:- a3
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[ V=125 = -5

‘ i . .\/- i .

7R __)
1, Rage: ~=0d -

Raiz: -
Vo=3 V=125=-5

indice: indice: 3

Radicando: ___ q9 Radicando: __ '~

Raiz: 5 Raiz: VZ.95

Los hallazgos permiten ver varios errores que no se relacionan solamente con el
nombramiento incorrecto de las partes de la radicacion. Se observa que algunos
estudiantes consideraron que el indice corresponde al simbolo de la radicacién.
Algunos otros estudiantes, al ver que de manera explicita el simbolo de la raiz

cuadrada no mostraba el indice 2, consideraron que la radicacion no tiene indice.

Escenario 2

Este escenario se compone de los numerales 3 al 10, los cuales permitieron que
los estudiantes mostraran de manera explicita la manera en que entendian y realizaban
la potenciacion o la radicacién. De esta manera, este escenario involucra todas las
unidades de analisis 1, a excepcion de la formulacion de problemas. Esto indica que la
mayoria de asuntos que se tomaron en cuenta para la elaboracion del test condujeron

a los estudiantes a la realizacién de potenciaciones y radicaciones.
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De las unidades de analisis 2, solo se tuvieron en cuenta los tipos de errores
establecidos por Martinez (2010), ya que estas categorias le permitieron clasificar los
errores identificados en la realizacion de ejercicios que pedian directamente la
realizacion de potenciaciones. La siguiente tabla muestra la cantidad de errores
identificados en este escenario, relacionando las unidades de analisis 1y 2

mencionadas.

Tabla 19
Relacion entre unidades de analisis
UNIDADES
DE ETA EIA ESP EAR TOTAL
ANALISIS
ER 4 - - 16 20
DS 44 - 37 99 180
AJ - - - 4 4
AP 19 - 4 59 82
ERO - i i 4 4
RP - - 1 - 1
TOTAL 67 - 42 182

En el Anexo 3 se pueden observar en una tabla todos los errores que se
identificaron cuando los estudiantes realizaron potenciaciones y radicaciones, con los

cuales se construy0 la tabla 19.
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Ahora, para cada una de las categorias de error propuestas por Martinez (2010)
se presentan algunos ejemplos de errores que se identificaron con comentarios al

respecto.

e Errores de tipo aritmético: los errores encontrados bajo esta categoria se
dieron en su mayoria por la presencia de nUmeros enteros negativos. Los
estudiantes presentaron errores principalmente al ver nimeros enteros
negativos como base de alguna potenciacioén, aunque de igual manera se
presentaron errores al ver estos nimeros como indices o radicandos. Algunos

de estos errores se muestran a continuacion:

Figura 6
Errores 1 en el escenario 2
o V=64 = \O2_ b, (~7)%=
—‘QL\ ‘\L “é:l.\ Yo —S"\:‘Q’l l_ ¥X ‘q:\‘lq
d. 7%= G i N6 A2
' T3=-M —Cl Y ~U=S2gy

b, (7%= n (_1)5=

R SN DX ENXET)T )
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Los ejemplos muestran que, aunque los estudiantes entienden la
potenciacion como la escritura de la base tantas veces como lo indica el
exponente para luego multiplicar, al momento de realizar las multiplicaciones
algunos confunden esta operacién con la adicion. Ademas, se evidencia que
algunos estudiantes no saben u operan mal de acuerdo a la ley de los signos.
También, se observa que algunos estudiantes no realizan de forma correcta
las operaciones, en especifico cuando se tiene exponentes negativos y
cuando se deben realizar radicaciones, ya que expresan su solucién como
varias multiplicaciones, y luego a esto realizan de forma incorrecta dichas
operaciones. Estos ejemplos develan que es posible encontrar mas de un tipo
de error al momento de realizar una potenciacion o una radicacion, pues los
estudiantes tienen asociaciones incorrectas al momento de realizar las
operaciones o cometen un error de tipo tedrico (por ejemplo, desarrollando
una radicacién como una potenciacién), y luego cometen errores aritméticos

sobre dichas asociaciones incorrectas.

Otros ejemplos de errores de tipo aritmético son los siguientes

Figura 7
Errores 2 en el escenario 2
e. 5°=5

B9 /75 X 3615 X 1oitse

5%0=5 250
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En estos ejemplos, de nuevo, es posible observar que adicional a las
asociaciones incorrectas para resolver las operaciones, los estudiantes
realizan de forma incorrecta las multiplicaciones, ya que al parecer piensan
gue al multiplicar un niamero por cero da el mismo namero, y ademas algunos
presentan errores con la realizacion de multiplicaciones entre nimeros de dos

o tres cifras.

Errores debidos al manejo inadecuado de simbolos y presaberes: para
esta categoria se evidencia que los errores cometidos por los estudiantes
estan relacionados principalmente con los numerales en los que se trataba
sobre la definicidn y el significado de la potenciacion y la radicacién, ademas
de la presencia de numeros enteros negativos en dichas operaciones.
Algunos ejemplos son los siguientes:

Figura 8
Errores 3 en el escenario 2

TXTX8X8X8XT=

-1 'va-ﬁ"f“i 3

> 8

Tx7X8X8X8XT=

(=2)x(=2)x(=2)x(-2) =

-2

2

(=2)x (-2) x (-2) x (~2) = {9*)

je ’\/—64 =4

qXHxH-64
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Algunos estudiantes evidencian, en los ejemplos anteriores, que no hay
un manejo adecuado del simbolo que expresa la multiplicacion, ya que luego
de expresar las multiplicaciones como potenciaciones, al parecer no se
sintieron seguros de usar el simbolo de multiplicacién para dar una sola
solucion, sino que prefirieron dejar un espacio considerable o usar una coma
en el lugar en el cual se deberia expresar multiplicacion. Ademas, los
ejemplos muestran que algunos estudiantes no tienen un manejo adecuado
de los paréntesis cuando se pretende distinguir si un nimero entero es
positivo 0 negativo. Es posible que estos estudiantes no identifiquen que los
paréntesis determinan muchas veces la jerarquia de las operaciones que se
muestran en una expresion, lo cual es determinante cuando en las
operaciones hay presencia de nimeros negativos y la manera de proceder
con dichos nimeros determina el signo final de la expresion simplificada.
Finalmente, en el ejemplo del error en la radicacion, podemos ver que el
estudiante ignord o no considero el signo negativo del radicando, por lo cual

procedié como si se tratara de una radicacion de solo niUmeros positivos.

Errores debidos a asociaciones incorrectas o rigidez del pensamiento:
varios de los errores identificados en los resultados de la prueba diagnostican
fueron a causa de que algunos estudiantes entendian que la realizacion de
una potenciacion era la multiplicacion entre la base y el exponente. Esta idea

fue evidenciada en 24 estudiantes; algunas de las producciones que



contienen errores a causa de esta asociacion incorrecta de la potenciacion

son:
Figura 9
Errores 4 en el escenario 2
A
r 0= 2
25 “1OH- 40
02630 e i
| £ ¢ =7¢= <14
2?
?? Ik =1
-2 T -1y
a. 42=8
‘ .
(-9 = =A% 5
4x2= 8
) 47\4’;\5

7. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera:

10
1010 > 100 10100 = 100%° 1019? < 100

En el siguiente recuadro escribir el procedimiento que usé para escoger la expresion.

10 100 x 10 = 1000 (000 = 1000
%100

—_—

1000
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Es posible pensar que esta idea de realizar la potenciacion
multiplicando la base por el exponente sea la que haya impulsado a una
buena parte de los estudiantes a decir que la indeterminacion 0° es igual a 0,
aunque, de las 37 pruebas en las que se hall6 este error, solamente en una se
muestra explicitamente la multiplicacion 0 x 0 = 0. Por otro lado, también se
puede considerar la rigidez de pensamiento que pueden tener algunos
estudiantes, al pensar que si una operacion involucra el nimero cero su
resultado va a ser cero, aludiendo a que todo numero multiplicado por cero da
como resultado cero, o pensando en que como el cero sirve como
representacion de la nada, entonces operar en conjunto con el cero dara
como resultado la nada, es decir, cero. Algunas de las evidencias que

muestran este error son:

Figura 10
Errores 5 en el escenario 2
e 0°= r. 0°=
[
l Ox0=0 )
r. 0°= r. 0°=

(;;5
e
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Con respecto a la radicacion, se evidencié que algunos estudiantes
relacionan esta operacién con la division, por lo tanto, cuando se les presenta

una radicacién proceden a realizarla dividiendo el radicando entre el indice.

Algunos ejemplos que evidencian esto son

Figura 11
Errores 6 en el escenario 2
Vi6 _ ~
7 tod 3
O - \/\ “3z2
vie B el 7
NG 2

- >¢ ~J-CAZALL

6. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera:

V50 > Y100 V50 = Y100 (@

En el sigulente recuadro escribir el procedimiento que usé para escoger la expresion.

RIE 09 s 15333
’

Ademas, también se encontr6 que varios estudiantes asocian de
manera incorrecta la realizacion de una raiz cuadrada de un nimero negativo

con la raiz cuadrada de un numero positivo; aunque también, se vio el caso en
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gue algunos estudiantes reconocian que la raiz cuadrada de un niumero
negativo pertenece al conjunto de los nimeros complejos, por lo cual en sus
respuestas indicaban esto con el simbolo de los nUmeros imaginarios, pero

respondian de manera errénea. Algunos ejemplos de lo que se comenta son:

Figura 12
Errores 7 en el escenario 2
. i, V—64=
64 =D
i. V-64=

-

| \/'—GT“:;

No Yfene solotidd real

Errores debidos alaignorancia del algoritmo: en cuanto a este tipo de
error, Martinez (2010) permite evidenciar que la garantia que respalda el
clasificar un error dentro de esta categoria es el testimonio de los estudiantes.
En su trabajo, Martinez (2010) muestra que por medio de entrevistas a los
estudiantes que participaron respondiendo el test diagnostico que elaboré
para la identificacion de errores, logré corroborar que varias de las respuestas
dadas por los estudiantes eran dadas porque no sabian o no recordaban

como resolver las operaciones. Debido a esto, y al hecho de que para el
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presente trabajo no se realizaron entrevistas a estudiantes para que
confirmaran las razones de sus respuestas, se determind no incluir en esta
categoria ningun error de los que se identificaron y que posiblemente podrian
estar incluidos. Ademas de esto, al revisar la postura que se ha tomado sobre
la definicion de error, se considera que las manifestaciones de los estudiantes
expresando el desconocimiento o el olvido del saber relacionado con la
realizacion de la potenciacién y la radicacion, no se tomara como un error. De
esta manera, evidencias como las que se muestran a continuacioén, no se

contaron como errores

Figura 13
Errores 8 en el escenario 2
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Finalmente, cabe resaltar que respecto a los numerales que requerian la

resolucion de un problema y estimaciones razonables, se evidencid lo siguiente:

El numeral 5, que solicita la longitud de una arista de un cubo segun un volumen

dado, solo fue contestado por 20 de los 65 estudiantes que realizaron el test. De
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estos 20 estudiantes, doce estudiantes plantearon una radicacion para resolver
el problema, pero dos de ellos cometieron un error en la realizacion de la
potenciacion. Dicho error, parece ser azaroso, pues no se logra detectar alguna
posible causa para cometerlo.

e Elnumeral 9, que planteaba una situacion sobre la reproduccion de una
bacteria, no llevé a que ningun estudiante planteara una potenciacién para
resolverlo, Los estudiantes que lograron resolverlo plantearon una serie de
multiplicaciones repetidas, pero no explicitaron la potenciacion que se esperaba.

e Los numerales 6y 7, los cuales pretendian que los estudiantes realizaran
estimaciones razonables con base en la potenciacion y la radicacion,
condujeron a que algunos estudiantes realizaran radicaciones y potenciaciones
de forma explicita. Para estos numerales se evidencio que algunos estudiantes
tienen asociaciones incorrectas con respecto a la potenciaciéon, pues ante la

expresion 1001° determinaban que la potencia se obtenia al multiplicar la base

con el exponente. Para el caso de la expresion /100 algunos determinaron la

raiz dividiendo el radicando entre el indice.

Escenario 3

En este escenario Unicamente se tiene en cuenta el numeral 11 de la prueba
diagndstica. Dicho item se propuso con la intencién de que los estudiantes formularan
un problema en un contexto matematico o no matemético, con base en una
potenciacion dada. Se decidi6 analizar las respuestas dadas a este item en un

apartado diferente, ya que segun los datos obtenidos los estudiantes en su mayoria no



respondieron a la solicitud, y las pocas respuestas obtenidas aluden a ciertos
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conceptos que se deberian tratar desde los errores en la invencion de problemas. Para

este item se obtuvieron siete respuestas. De las siete respuestas, cuatro de estas se

muestran a continuacion:

Figura 14
Errores 1 en el escenario 3
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Estas respuestas permiten ver que los estudiantes plantean un contexto
inadecuado del problema, ya que las situaciones que describen conllevan a pensar en
las operaciones multiplicacion, division y resta, y no aluden a una potenciacion. En las
cuatro respuestas dadas, se procura utilizar los datos que se proporcionaron; sin
embargo, la asociacion que al parecer se establecié para cada parte de la potenciacion
en las situaciones problema no es la mas apropiada para lograr establecer que la
potenciacion es la operacion a la cual deba acudirse para resolver el problema. Estas
respuestas permiten pensar que los estudiantes estan teniendo asociaciones

incorrectas respecto a la realizacién de la potenciacion.

Las otras tres respuestas evidencian que los estudiantes no proponen una
situacion problema, sino que solamente escriben una afirmacion procurando usar los
datos que se dan en el enunciado. Un estudiante intenté usar como referencia uno de
los enunciados propuestos en el test, pero no le fue posible plantear con éxito el

problema que se requeria. Las tres repuestas de las cuales se comenta son:
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Figura 15
Errores 2 en el escenario 3
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De esta manera, en este escenario se observaron errores gue no tienen relacion
directa con la realizacion de la potenciacion, sin embargo, tales errores son evidencias
de que los estudiantes les cuesta asociar dicha operacidén con contextos matematicos o
no matematicos, es decir, los estudiantes realizan planteamientos de contextos
inadecuados, en los que ellos creen que se deberan usar la potenciacidon para
encontrar una solucion, pero en realidad aluden a otras operaciones, haciendo

asociaciones incorrectas entre la potenciacion y los contextos que proponen.
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Conclusiones
En seguida se muestran las diferentes conclusiones del trabajo.

Conclusiones del analisis:

Se listan a continuacion las conclusiones del analisis realizado:

e Es posible encontrar respuestas de estudiantes que no tienen un solo tipo de
error, sino que corresponden a distintos tipos de errores, por ejemplo:

Figura 16
Varios errores

En la imagen notamos que el estudiante tiene una asociacion incorrecta de como
resolver la potenciacion, y ante un exponente negativo resuelve como si se
tratara de un exponente positivo, pero, ademas, la multiplicacion que plantea la
resuelve de forma incorrecta. De esta manera, vemos un caso en el que
tenemos un error debido a asociacion incorrecta o rigidez de pensamiento, y a

su vez, un error de tipo aritmético.

e La presencia de nUmeros enteros negativos y el cero en las potenciaciones y
radicaciones tienden a llevar a los estudiantes a que cometan algun tipo de
error, aunque principalmente errores de tipo aritmético o errores debidos a

asociacion incorrecta o rigidez de pensamiento.
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e A pesar de que se procuro clasificar todos los errores identificados, se observé
qgue hay errores posiblemente debidos al azar o a algun despiste, en algunos
casos posiblemente como producto del desconocimiento o el olvido de lo
relacionado con la realizacion de la potenciacion y la radicacion. Dichos errores
no son posibles de clasificar dentro de las categorias propuestas por Martinez

(2010), ya que para este autor estos errores no debian ser tenidos en cuenta.

Sobre lainformacion recolectada

La informacion recolectada permitié ver que para los estudiantes resulta tedioso
el estudio de la potenciacion y la radicacion en Z. Muchos de los errores que se
identificaron fueron producto de potenciaciones y radicaciones que involucraban
ndameros negativos y el cero. Esto muestra que para los estudiantes es realmente dificil
pasar de estudiar las operaciones con nimeros naturales a estudiar las operaciones

con numeros enteros.

También, vemos que es posible que a partir de las competencias promovidas
por el MEN desde los documentos curriculares se conduzca a los estudiantes a realizar
las operaciones potenciacion y radicacion, y en el caso de la formulacion de problemas,
se lleve al estudiante a reflexionar sobre su saber teérico con respecto a las

operaciones en cuestion.

Al notar que cerca del 40% de los estudiantes no respondié mas de la mitad de
los numerales propuestos en el test diagnéstico, se evidencia la desatencion que

pueden tener las instituciones educativas a las operaciones potenciacion y radicacion,



ademas de proporcionar un abordaje ineficaz al conjunto de los nimeros enteros, ya
gue una gran parte de los errores identificados por medio del test involucraban el mal

manejo de los nimeros enteros negativos y el cero.

Sobre el trabajo en general

La actividad investigativa que se generé por medio del trabajo de grado
realmente contribuyé a la formacion profesional del autor del presente texto. El poder
entrar a las aulas de clase y estar en contacto con los estudiantes es una experiencia
gue hace palpable el saber tedrico que se maneja a lo largo de toda una carrera de
Licenciatura en matematicas. Intentar precisar la manera en que los estudiantes van
construyendo su conocimiento, fue una actividad permanente a lo largo del desarrollo
del trabajo de grado, pues, para la identificacion de los errores que los estudiantes
cometieron al realizar potenciaciones y radicaciones, se requirio leer con bastante

discernimiento las respuestas que se dieron al test.

Algunos elementos relacionados con la recoleccion de la informacion fueron
determinantes al intentar dar mas profundidad a la actividad investigativa que acarre6
el desarrollo del trabajo de grado. El volumen de preguntas y solicitudes de
explicaciones a lo largo del test procur6 atender una amplia gama de factores

relacionados con la potenciacion y la radicacién en Z, sin embargo, en el afan de
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atender todos los factores se disefié un test un poco extenso, el cual debié ser resuelto

por los estudiantes en un tiempo muy ajustado. Ademas de esto, varias de las
respuestas de los estudiantes realmente invitaban a indagar por medio de entrevistas

verdadero motivo por el cual eran escritas dichas respuestas, ya que en muchas

el



ocasiones no eran claras las intenciones de los estudiantes; las entrevistas nos

hubieran acercado un poco mas al por que los estudiantes cometen ciertos errores.

Inevitablemente se debe reconocer que la potenciacion y la radicacién en Z no
son tan suficientemente atendidos en la educacion escolar, incluso ni en la formacion
de profesores, ya que también se presentaron momentos en los que el autor y la
asesora del trabajo de grado confundian u olvidaban los nombres de los términos de

una radicacion.
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Recomendaciones

Se recomienda dar una mirada al estudio de la evolucién historica de la
potenciacion y radicacion, desde su uso hasta su objetivacion, para ver si los
errores identificados en los cuestionarios resueltos por los estudiantes se
corresponden con momentos histéricos.

Es importante explorar y profundizar las construcciones tedricas de los numeros
enteros por pares ordenados segun Peano y Weitrass mencionado por kline
(1972) citado por Kleiner (1992)

Se sugiere atender, de forma investigativa, lo relacionado a la formulacién y
resolucién de problemas en contextos matematicos y no matematicos, con miras

a establecer acciones que promuevan dichas competencias en los estudiantes.



95

Referencias Bibliogréaficas

Angel, H. (2009). Errores identificados en los nifios y nifias del club de matematicas al estudiar

los triangulos [Trabajo de grado]. Universidad pedagdgica Nacional

Brousseau, G (1997). Theory of didactical situations in Mathematics. Editado y traducido por
Balacheff, N., Cooper, M., Sutherland, R. Y Warfield, V. Gran Bretafia. Mathematics

Education Library. Kluwer Academic Publishers

Carrién, V. (2007). Analisis de errores de estudiantes y profesores en expresiones combinadas
con numeros naturales. Union Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, (11),
19-57.

http://www.fisem.org/www/union/revistas/2007/11/Union_011 007.pdf

Castillo, L., Galvis, F., y Parada, S. (2015). Errores en los que recaen los estudiantes de
séptimo grado cuando resuelven situaciones que implican el uso de la potenciacion y
sus propiedades. RECME, 1(1), 107-112.

http://funes.uniandes.edu.co/8545/1/Castillo2015Errores.pdf

Cid, E. y Bolea, P. (2007). Disefio de un modelo epistemologico de referencia para introducir
los nimeros negativos en un entorno algebraico [Comunicacién]. 2 e congres TAD,
Uzes.
http://iwww4.ujaen.es/~aestepa/TAD_llI/Comunicaciones_TAD _11/11%20-

%20Cid&Bolea%20TAD%202.pdf


http://funes.uniandes.edu.co/8545/1/Castillo2015Errores.pdf

96

Contreras, F. (2013). Epistemologia del numero cero. Horizonte de la Ciencia, 3(4), 43-48.

https://www.redalyc.org/journal/5709/570960879006/570960879006.pdf

Franchi, L. y Hernandez, A. (2004). Tipologia de errores en el area de la geometria plana.
Educere, 8(24), 63-71.

https://www.redalyc.org/pdf/356/35602411.pdf

Godino, J. (2004). Did4ctica de las matematicas para maestros. Departamento de Didactica de
las Mateméticas. Universidad de Granada.

http://www.uqr.es/local/jgodino/

Godino, J. (2013). Indicadores de la idoneidad didactica de procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Cuadernos de Investigacién y Formacién en Educacion

Matematica, (11), 111-132.

Gbmez, K., Wilches, L., Ruiz, R. y Corrales, Z. (2012). Dificultades en el aprendizaje de las
matematicas en los estudiantes del 6° grado de educacion basica secundaria en la
institucion educativa Almirante Colén [Trabajo de grado]. Universidad Francisco de

Paula Santander, Santander, Colombia.

Kleiner, I. (1992). Themes in the evolution of number systems. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 23(3), 445-461.

http://dx.doi.org/10.1080/0020739920230314



https://www.redalyc.org/journal/5709/570960879006/570960879006.pdf
https://www.redalyc.org/pdf/356/35602411.pdf
http://www.ugr.es/local/jgodino/
http://dx.doi.org/10.1080/0020739920230314

97

Luque, C., Jiménez, H. y Angel, J. (2013). Actividades Matematicas para el desarrollo de
procesos logicos: Representar estructuras algebraicas finitas y enumerables. Fondo

editorial. Universidad Pedagdgica Nacional

Martinez, I., Lentini, M., Crespo, S. y Lentini M.C. (2006). Observacién y analisis de errores en
una expresion con valor absoluto cometidos en una evaluacion: un estudio de caso.

REPEM. La pampa, Argentina

Martinez, D. (2010) Identificacién de los errores en la aplicacién de las propiedades de la

potenciacién [Trabajo de grado]. Universidad Industrial de Santander

Mcintosh, A., Reys, B., y Reys, R. (1992). A proposed framework for examining basic number
sense. For the learning of mathematics, 12(3), 2-44.

http://www.jstor.org/stable/40248053

MEN (1998). Serie Lineamientos Curriculares Matematicas.

https://www.mineducacion.gov.co/1621/articles-89869_archivo_pdf9.pdf

MEN (2006). Estandares Bésicos de Competencias en Mateméticas.

https://www.mineducacion.gov.co/1621/articles-116042_archivo_pdf2.pdf

MEN (2016). Derechos basicos de aprendizaje: Matematicas.

http://eduteka.icesi.edu.co/pdfdir/DBA_Matematicas.pdf


http://www.jstor.org/stable/40248053

98
Morales, S. (2017). Errores que presentan estudiantes de undécimo, en el uso del lenguaje

algebraico [Trabajo de grado]. Universidad Pedagogica Nacional.

Rico, L. (1997). Reivindicacion del error en el aprendizaje de las matematicas. Revista Epsilon,

38, 185-198. http://funes.uniandes.edu.co/2354/1/Rico1997Reivindicaci%C3%B3n.pdf

Rico, L. (1998). Errores en el aprendizaje de las matematicas. En Jeremy Kilpatrick, Pedro
GoOmez y Luis Rico (Eds.), Educacion Matematica. Errores y dificultades de los
estudiantes. Resolucion de problemas. Evaluacion. Historia (pp. 69-108). Bogota,
Colombia: una empresa docente.

http://funes.uniandes.edu.co/679/1/KilpatrickEducacion.pdf

Socas, M. (1997). Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las matematicas en la
Educacién Secundaria. En Rico, L. Dir., Castro E., Coriat, M., Martin, A., Puig, L., Sierra,
M., Socas, M.M. (Ed.). La Educacién Matematica en la Secundaria.: ice-Horsori. (pp.

125-154)

Stewart, J., Redlin, L. y Watson, S. (2007). Precélculo: Matematicas para el calculo. Quinta

Edicion. Editorial Cengage Learning.

Vargas-Machuca, |., Jimeno, M., Iriarte, M., Gonzélez, J., Ortiz, A., Sanz, E., y Ortiz, A. (1990).

Numeros enteros. Editorial Sintesis, Madrid, Espafia.


http://funes.uniandes.edu.co/2354/1/Rico1997Reivindicaci%C3%B3n.pdf
http://funes.uniandes.edu.co/679/1/KilpatrickEducacion.pdf

99

Anexos
Anexo 1. Carta de solicitud al colegio para la aplicacién del test

Bogota, D.C., noviembre 10 de 2021

Profesor

Felipe Gutiérrez

Consejo Directivo

Colegio Liceo Antonio de Toledo
La Ciudad

Cordial saludo:

Mediante esta comunicacion nos permitimos solicitarle su colaboracion para que los
estudiantes de su institucién de los grados 7° y 8° participen en la respuesta a un test disefiado
en el marco del trabajo de grado para optar al titulo de Licenciado en Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional (UPN), titulado "Identificacion de errores en la realizacién de
las operaciones potenciacion y radicacion en los nimeros enteros”, el cual esta siendo llevado
a cabo por el maestro en formacion inicial abajo firmante, bajo la asesoria de la profesora de la
UPN también abajo firmante.

El objetivo de este trabajo es indagar y caracterizar los errores que cometen los estudiantes al
realizar potenciaciones y radicaciones, partiendo fundamentalmente de que el error es un
elemento fundamental para la construccion de los saberes y porque el profesor requiere
conocer los posibles errores que pueden cometer sus estudiantes, no para sefialarlos sino para
contribuir en los procesos de aprendizaje de los educandos.

En esta direccion, algunas de las preguntas que se formularan en el test son las siguientes:

1. Identificar la base, el exponente y la potencia en la siguiente expresion:

(-2)° = -8

Base: Exponente: Potencia:

2. ldentificar el indice, el radicando y laraiz en las siguientes expresiones:

V9 =3 V=125 = -3




100

indice: indice:
Radicando: Radicando:
Raiz: Raiz:

3. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera. En el
recuadro escribir el procedimiento que us6 para escoger la expresion.

V50 > V100 V50 = 3100 V50 < 3100

4. De las siguientes expresiones encerrar la que considere verdadera. En el
recuadro escribir el procedimiento que uso6 para escoger la expresion.

101°° > 100 101°° = 100'° 101°° < 100

5. Escribir en forma de potencia las siguientes multiplicaciones

a. 6X6X6X6X6X6
b. 7X7X8xX8X8X7
¢. (=5)X5x%(=5)%5

6. Escribir en forma de multiplicacion las siguientes potencias

a. (—4)®
b. 103

I

d. 533 %3

3 _ .
7. Elvolumen de un cubo es 4913m~ ¢, Cual es lalongitud de una de sus aristas?

3 _
8. Formular un problema en el que se deba utilizar la expresion 147 = 2744 para

determinar su solucion.
Prevemos que la solucion al test tarde entre 45 y 60 minutos (1 hora de clase)

La informacion recolectada en las respuestas al test seran protegidas de acuerdo con la
normatividad nacional e institucional de la UPN y seran utilizadas solo con fines académicos;
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por ello, para el uso de la informacion suministrada por los estudiantes, serd necesario contar
con la autorizacién de los acudientes en el formato dispuesto por la Universidad para tal fin, el
cual, si Ud. esta de acuerdo, podria ser llevado impreso a los acudientes el dia de la entrega de
calificaciones finales por parte del maestro en formacién.

Agradeciendo su atencion y el apoyo que puedan brindar,

Firman:

o

Sergio Yesid Bejarano Sanchez

Maestro en formacion inicial

Est. Licenciatura en Mateméticas

Departamento de Mateméticas - Facultad de Ciencia y Tecnologia
Cabd. 2017240005

C.C. 1012403599

-ﬁmﬁﬁ P13 ',-e.,{\

Lyda Constanza Mora Mendieta
Profesora T.C.

Departamento de Matematicas
Licenciatura en Matematicas
Departamento de Psicopedagogia
Licenciatura en Educacion Bésica Primaria
Movil: 300 555 74 04
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Cadigo: FORN2GINY

Anexo 2. Consentimiento informado para la recoleccién de datos

FORMATO

CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA PROYECTOS DE
INVESTIGACION

Fecha de Aprobacion: 22-08-2019 Versign: 02 Pagina 1 de 2

Vicerrectoria de Gestion Universitaria

Subdireccion de Gestion de Proyectos — Centro de Investigaciones CIUP

Comité de Etica en la Investigacion

En &l marco de la Consfitucion Polifica Macional de Colombia, la Ley Estatutaria 1581 de 2012 *Por la cual 22 dictan disposiciones
generales para la profeccion de datos personales” v 12 Resolecion 1642 del 13 de diciembre de 2018 “Por |3 cual 22 derogan las
Resolucionzs N°0546 de 2015 y WP1804 de 2016, v == reglamenta &l Comitd de Etica en [nvesfigacidn de | Universidad
Pedagogica Macional y demas normatividad aplicable vigente, s2 ha definido &l siguiente formato de consenfimient informado para
proyectos de investigacion reaizados por miembros de |3 comunidad académica considerando &l principio de autonomia de las

comunidades y dz 138 personas que p

aricipan en los estudios adelantados por mismibros de 1@ comunidad académica

Lo irdtamos a que 23 detenidamente & Consentimisnto informada, v &i estd de aouerdo con su confenido exprese su aprobacion

firmando el siguients documento:

PARTE UNO: INFORMACION GENERAL DEL PROYECTD

Titulo del proyecto de
investigacion

ldentificacicn de erones en |3 realizacion de 5= operaciones poisrciacion y redicacion en T

Resumen de la inveatigacion

Esta imvastigacion fiene ohjefiva principal provesr informacide valiosa pars el profesar de
matzmaticas, er formacion inicial o en ejesticio, alFededor de |3 ensefiarza v & aprendizaje dela
potenciacion v la radicacion en Z, presentamdo posbles emores de los eshedisrées alrededor de estos
carbenidos. Esto, a partir 62 |a sistemafzaciin de erores expresados por estudiantes de la ciudad de
Bogota, D.C., de septimo v octavo grado al proponeres wn test crganizads a la luz de informacion
matematica y didacfica consultads en imvestigaciones aralogas, documerdos curiculares
colombisnas y bexios escolares. Todo ko amterior, considerando que el aror siempre 25t3 presents en
cualguier proceso de aprendizaie e incluso reconociendo gue es fundamental pars que estesede y
que €5 irsumea para la confira construccion del comocimierio y que comtar con esos posibles erores
puede corsbuir a los profesores en sus pestiores de clase v en la comprensian de los procesos
cogrifvos de sus estudiantes. Vale indicar que en la bibliografia consultada no e kalld informacicn
alguna sobre ercres relativos a la radicacion, lo que implica, de soura manera, |a pertinencia de etz
eshadio.

Descriptores claves del proyecto
de investigacion

Eroees, podsnciacion, radicacion, pumens srisros.

Descripcion de  los  posibles
beneficios de parficipar en el
estudio

La participacion en este estudio pesmifira que los estudiantes confronten sus saberes adguidos con
s sabares esperados sequn las dispasiciones cumculares colombisnas, alededor de |l pobenciacion
y radicacion enire pumens emercs, reforzando ademas los conccimientos que se fizren de esios
objetos matermatizas. Ademas, las respusstas de ks estudiantes permitiran &l profesor, que consultz
&l rabaja de orado. b reflexion sobre |5 labor dal doserss en matematicas en o ratamisnts e los
erores v |3 implicacion que fiznen estos en la planeacion de tareas escolares y en aprendizaie de las
matzmaticas en general.

Los erores iderfifcados en la radicacion entre numeros enteros sersn novedosas por cuanto no 2
hallz informacidn bisliagrafica alguna alrededor de ello

Mencione la forma en que 3
socializaran los resultados de la
investigacion

El amdliziz dz los datos chtenidos =a presentara en una monogrefia, am 2l mars de un trabajo de
grado para optar por 2l fiule de Licanciade en Matematicas de |a Uriversidad Pedagogica Macional.
Ademas, s= irteniara divulgar los resuliados en eventos academicos, por medio de algwia ponencia
an algun evento racional o inkemacional o de algun atculs.

Explicite la forma en que
mantendra la reserva de la
informacion

No 52 hara mencion de los nombres de los paricipantes, se hars referercia a los estudiaries por
mediz de frases como “Esbudiante A7 o "Estudianiz B

Datos generales del inveatigador

Nombre(3) y Apellido(s): Sergio Yesid Bejarano Sanchez

N* de Identificacion: 1012403599 Telefono | 3124252528

Dicumento Oficial Universidad Pedag

ogica Macional.
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@ FORMATO

CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA PROYECTOS DE
INVESTIGACION

Codigo: FORDZEINY Fecha de Aprobacion: 28-08-2019 Version: 02 Pagina 2 da 2

principal Correo electronico: sybsjaranos@upn.edu.co

Direccion: Calle 72 sur#73°- 32

PARTE DOS: CONSENTIMIENTO INFORMADO

fa:

lderfificado  con  Cédula de  Ciudadania ., en  represenfacion  de

con numero de idenfificacidn

Declaro que:

1. He sido invitade a pariicipar en la investigacion y de manera voluntaria he decidide hacer parte de este
estudio.

2. He sido informado sobre los temas en que se desarrollara el estudio, han sido resueltas todas mis
inguistudes v entiendo que pyedn dejar de participar en cualquier momento si asi lo desso.

3. Sobre esta investigacion me asisten los derechos de acceso, rectificacion y oposicion que podré ejercer
mediante solicitud ante el investigador responsable, en la direccion de contacto que figura en este
documento.

4. Conozco el mecanismo mediante el cual los investigadores garantizan Ia custodia y confidencialidad de
mis datos.

5. La informacién cbtenida de mi participacién serd parte del estudic y mi anonimato se garantizard. Sin
embargo, si asi lo deseo, autorizaré de manera escrita que la informacidn personal o insfitucional se
mencione en el estudio.

§. Autorizo a los investigadores para que divulguen la informacion v las grabaciones de audio, video o

im&genes que se generen en &l marco del proyects y que no comprometan |o enunciado en el punto 40,

En constancia, manifiesto que he leido y entendido & presente documento.

Firma, Firma del participante {si aplica),

MNombre:

Identificacion:

Fecha:

Con domicilio en la ciudad de:
Direccion:

Teléfono y N° de celular:

Corren electronics;

La Universidad Pedagogica Nacional agradece sus aporfss y su decidida participacion

Documento Oficial. Universidad Pedagogica Macional.
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Anexo 3. Tabla con los errores identificados en la realizacion de las operaciones

potenciacion y radicacion

CLASIFICACION
SEGUN

# ERROR IDENTIFICADO CATEGORIAS DE
MARTINEZ (2010)

1 6X6X6X6X6X%X6=6°=236 ETA

2 6X6X6X6X6X6=E6° ESP

3 6X6X6X6X6X6=6 ESP

4 6X6X6X6X6X6=06x0x0x0x0x° ESP

5 7X7Xx8x8x8x7=738%=21,24 ESP, EAR

6 7X7Xx8Xx8Xx8x7=73 83 ESP

7 7TX7X8X8Xx8xX7=7" =49 ESP, EAR

8 7X7X8x8xX8x%x7=73x%x83=21,24 ESP, EAR

9 7X7X8X8Xx8x7=78 -

10 7X7Xx8x8x8x7=73+83 ESP

11 7X7Xx8Xx8x8x7=6"8 ESP

12 7X7X8X8X8X7 =8 ESP

13 7X7X8X8X8%X7=7%x82 ESP, EAR

14 7X7X8x8X8xX7="7x"x8x8x8x7 ESP

15 7X7X8X8X8X7=72 -

16 7X7X8Xx8x8x%x7=7x3x83 -

17 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = 28 -

18 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = (=2)*= -8 EAR

19 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = 22 -

20 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = (=2)3 EAR

21 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = —2* ESP

22 (=2) X (=2) X (=2) X (=2) = V& :

23 (=2) x (=2) X (=2) x (=2) = —2x?%x?x? ESP

25 (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = (=2%) ESP

26 (=5) x5x (=5) x5 x (=5) = (=5°) =25 EAR

27 (=5) x5x%x (=5) x5 x (=5) =52 % (5)3 =25 ESP

28 (=5) x 5 x (=5) x5 x (=5) = 55 = 25 ESP

29 (=5) X 5% (=5) x5 x (=5)=5° ESP

30 (=5) x5 x (=5) x5 x (=5) = (=5)3 + 52 EAR

31 (=5) x5 x (=5) x5 x (=5) = (=5)% x 5! -

32 (=5) x5x (=5) x5 x (=5) = (-5)3 x 53 -

33 (=5) x5 % (=5) x5 X (=5) = =53 x 52 ESP

34 (=5) X5 x (=5) X5 X (=5) = V5 -

35 (=5) x5 x (=5) X 5 X (—=5) = —5x°x5x5x5 ESP
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36 (=5) x5 x (=5) x5 x (=5) = —5°-5° EAR
37 (=5) x5%x (=5) x5 x (=5) = (-5)% 52 ESP
38 103 = Diez multiplicado por tres EAR
39 103 =30 EAR
40 103 =10 x 10 x 10 = 30 ETA
41 103 =10x 3 EAR
42 103 =10 x 10 X 10 x 10 EAR
43 103 =3x3x3x3x3x3%x3x8x3x%x3 EAR
44 (—4)> =Cuatro multiplicado por cinco EAR
45 (—4)° = +20° -

46 (—4)° =4x4x4x4%x4 ESP
47 (—4)> =13.280 ETA
48 (—4)5 = —4Xx —4xX —4x—-4xX—4=-20 ETA
49 (—4)°> = -4 x5 EAR
50 (=4)° = (=4 x (=4) x (=4 -

e (9% = () X (D x (=) x (-4 x (-4 ESP EAR

X (—4)
52 (=4)° = (=4 x (=4 -
53 (—4)5 =5X5x5X%5 ESP, EAR
53 x 35

o4 = Cincuenta y tres multiplicado treinta y cinco EAR
55 53 x 3% =5x +515 = 245 -

56 53x3° =5x5x5 3x3%x3x3x3 ESP
57 53 x 3° = 1.365.875 ETA
58 53x 3% =5x5x5%x3%x3x3x%x3x%x3=15,15 ETA, ESP
59 53x3%5 =5x3x5x%x5 -

60 53x 3% =5Xx5x5Xx5x3x3x3%x3x3x3 EAR
61 53x3° =3x5Xx3Xx5%x3%x5x3 -

62 53%x3%° =5x5x5%x3x3x%x3 -

63 53x3%° =5x3x3x%x5 -

64 53 x 35 =45 x 27 -

65 53x3° =5Xx5x5Xx5x5%x3x3%x3x3x3 -

66 53 x 3% =53 %35 EAR
67 (—2)? x 42 =Veintidds g]oljsltiplicado por cuarenta y ESP EAR
68 (=2)?2x 4% =42 +x4 =48 -

69 (=2)?x4%? =(2)x(2) 4X4x4 -

70 (=2)? x 4% =512 ETA
71 (=2)?x4%? =—-2x—-2X 4x4=—-4,8 ETA, ESP
72 (=2)?x4? = -2x4x2x2 -

73 (=2)2x4%? = (-2)x(-2)x(-2) x4 x4 x4 EAR
74 (—2)% x 4% = (=2) x 4% x (=2) x 42 EAR
75 (—2)?X4? = —2X2X4X2 ESP, EAR
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76 (—2)2x4% = (—2) X (-2) X4 xX4X4X4 EAR
77 (-2)2x4% = -2-2%X4x%x4 ESP
78 (=2)2 x 4% = (=2)? x (=2)? x (—2)% x (—2)? -

79 (—2)2 x 42 = =22 — 42 EAR
80 125 = V125 = 25 ESP
81 V125 = 25 -

82 V50 = 10 -

83 V100 = 9 -

84 V100 =9 -

85 Y100 = 10 -

86 v/50 = 50 x 50 = 100 ETA, EAR
87 50 x 3 =100 EAR
88 3100 = 3 + 100 = 50 ETA, EAR
89 V50 = 25 EAR
90 V100 = 25 -

91 1003 = 300 EAR
92 V50 = 10 EAR
93 Y100 = 33,3 EAR
94 V50 = 50 + 2 = 25 EAR
95 Y100 = 100 + 3 = 33,3.. EAR
96 V50 = 2 x 50 = 250 ETA, EAR
97 VY100 = 3 x 100 = 10.000 ETA, EAR
98 10100 = 1000 EAR
99 1001° = 1000 EAR
100 1001° = 100 x 10 = 1000 EAR
101 10190 = 10 x 100 = 1000 EAR
102 10 x 100 = 1001° EAR
103 10190 = 100 -

104 Y100 = 10 -

105 42 =2 %2 -

106 42=4x4=8 ETA
107 42 = 64 -

108 42 =8 EAR
109 42=4x2=8 EAR
110 (=72 =(=7)— (=7) ESP
111 (=7)% = —49 EAR
112 (=7)?% = (=7) x (=7) = —40 ETA
113 (=7)% = —343 -

114 (-7)2 =14 EAR, ETA
115 (=7)?%=(=7) x(=7) = —49 ETA
116 (=72 =(-7)x2=-14 EAR
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117 (=== x(=7)=-14 ETA
118 (=7)?>=—-7x-7=-49 ETA
119 (=7)?=7%x7==2 ETA
120 (=7)%* =-14 EAR
121 (=7)?=-7x-7=14 ETA
122 (=7)? = —492 -

123 —72=-7%x-7=-14 ETA
124 —72 =2x%x3 =72 -
125 —72=-7%x -7 ESP
126 —7%2 =49 ESP
127 —72=-7-7=49 ETA, EAR
128 —7% = —343 -

129 —72=-7%x -7 ESP
130 —7%2 =14 ETA, EAR
131 —72=-7%x2=-14 EAR
132 —72=-7x—-7=—-49 ETA
133 —72 = (=7) x (=7) = —49 ETA
134 —72=7-7 EAR
135 —72=—-7x—-7=49 EAR
136 —72=7%x7=40 ETA
137 —72=-14 EAR
138 72 =-7x-7=14 ETA
139 772=—-7x%x-7 EAR
140 772 =49 ETA, EAR
141 72=7-7=0 EAR
142 772 =343 -

143 772 =7"2x72 -

144 772 =14 ETA, EAR
145 72=7-x7-=49 EAR
146 772 = —49 EAR
147 72=7x-2=14 ETA
148 72=7x7=49 EAR
149 772 =72 = —492 EAR
150 72=(7-2)x(7-2) EAR
151 72=7-7 EAR
152 72=7%x7=-14 ETA
153 72=7%x7 EAR
154 72=7x%x7=-49 ETA
155 72=7%x7=14 ETA
156 772 =7%x7=40 ETA
157 772 = —14 EAR
158 72=—-7x-7=14 ETA
159 50 =0 EAR
160 50 =5 ETA, EAR
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161 5°=5x0=5 ETA, EAR
162 5°=5x0=0 EAR
163 03=0x3=0 EAR
164 03=1 EAR
165 V9 =9 -

166 V9 =-10 ;

167 V9=9%x9=18 ETA
168 vV9=9dadoque3x3=9 EAR
169 Vo =1 -

170 V9 =43 ;

171 —50=0 EAR
172 —50=1 EAR
173 —50=5 ETA, EAR
174 —50=—0 EAR
175 —50=_5 ETA, EAR
176 —50 = EAR
177 50 =) ;

178 V=64 = 60 -

179 V—64=6yaque2X2xX2x2x2xX2=64 EAR
180 V=64 = 64 -

181 V=64 = —64 x —64 = 128 ETA, EAR
182 V=64 =8 EAR
183 V—64 = -8 EAR
184 V—64 =3 ]

185 V=64 = i EAR
186 V=64 = -1 -

187 V=64 = —32 EAR
188 V—64=38 EAR
189 V=64 = —64 x —64 X —64 = 192 ETA, EAR
190 V=64 =V—-64 =4 EAR
191 V=64 =i EAR
192 V=64 =14 ESP, EAR
193 V=64 = —16 -

194 V=64 =-21 EAR
195 V=64 = 24 -

196 V=64 = 21,5 EAR
197 V=64 =21,1 EAR
198 V=64 = —24 -

199 V=64 = —43 ESP
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200 Jei=g ESP
201 “|V6a = 64 -
202 *IVes = Véa = 4 EAR
203 ’IV6a = 21 EAR
204 V6% = 8,48 .
205 V64 = 4,8989 -
2 2
206 ¥_4 8 EAR
2T gTg
207 :—2:32yaque 4x8 =32 -
2
208 ¢ _8 EAR
22 "4
209 A _2 EAR
—= 1
210 22" _10-4 EAR
25 . 2
211 >3 =207 -
5.92 .
212 22" _10-4 EAR
2 9
213 27-2° 18 _ ETA
2§
214 2727 _128 :
I ERERT:
215 2°-27 25-4 EAR
2 "8
216 2°-27 9% ]
27 " g
217 2°-2" _10-4 EAR
IR
218 2°-2° 88 ]
22 8
219 25 =2x%x2x2x%x2%x2=10 ETA
220 2P =2x3=6 EAR
221 (—1)5 = (—1)5 =5 EAR
222 | (-1 = (D x (D) X (=) X (=1 x (1) = -5 ETA
223 (—1)5 = -5 EAR
224 (D)5 =C-DxDxDx(Dx(-1)=1 ETA
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225 (-1)5=15=5 EAR
226 (-5 =1 ESP
227 1°=5 EAR
228 15=1x1x1x1x1=5 ETA
229 V25 x 36 = 900 EAR
230 V25 x 36 = V1200 = 600 EAR
231 V25 x 36 = 905 -
232 V25 x 36 = 895 -
233 V25 x 36 = 125 x 18 = 11250 ETA
234 V25 x 36 = V80 -
235 V25 x 36 = 180 -
236 Vi6 =20 -
V4
237 V16 _16 EAR
N
238 E :1 -
N
239 E :E -
N
240 Vié _8 EAR
N
241 00 =0 EAR
242 00 =1 EAR
243 0°=0x%x0=0 EAR
244 V9+16=+v3+8 EAR
245 V=8=4 EAR
246 V=8 = —4 EAR
247 V=8=i EAR
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