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RESUMEN

Este trabajo surge inicialmente por el interés personal de estudiar la Matematica Tropical
centrando la atencién en la Geometria Tropical y como se construyen las curvas y al mismo
tiempo como herramienta bibliogréfica orientada a estudiantes de secundaria y de la Licenciatura
en Matemaéticas [LM] de la Universidad Pedagdgica Nacional [UPN] con el fin de mostrar y
explicar los elementos principales que configuran la Geometria Tropical, siendo asi se hace

estudian los principales objetos que la componen.

Inicialmente se evidencio que existe poca informacién en el idioma espafiol a la cual un
estudiante puede acceder para conocer y estudiar de manera detallada los aspectos que se asocian
con la Matematica Tropical y en especial la Geometria Tropical. Los objetivos centran su
intencidn en caracterizar los elementos tedricos necesarios para la construccion y analisis de
algunos elementos principales de la Geometria Tropical con ayuda de software como GeoGebra y

Maple.

Entre las conclusiones se establece que, las curvas estudiadas desde la Geometria Tropical se
convierten en la unién de segmentos y semirrectas donde son conformadas por el minimo en
determinado intervalo segun la expresion algebraica. Por otra parte, se resalta la importancia que
tuvieron los softwares como GeoGebra y Maple debido a que permitieron explorar, visualizar y
conjeturar acerca del comportamiento de las curvas. Por ultimo, se puede decir que el trabajo deja
como reflexion lo importante que es motivar a los estudiantes (a nivel escolar y universitario) a la

investigacion de aquellas disciplinas con desarrollos tedricos recientes.

Palabras clave: Geometria Tropical, Amebas, Maple, Tropical, Polinomios, Maestros de

Matematicas, GeoGebra.
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INTRODUCCION
El presente trabajo consiste en el estudio y analisis desde la Geometria Tropical de algunas
curvas que se estudian en la geometria analitica tradicional, partiendo de un conjunto extendido
quees H = R U {co+}, donde la suma se defineV x,y € H,x @ y = min{x, y} y el producto
Vx,y €H,x®y = x + y. Las curvas construidas y analizadas se caracterizan por ser la union

de segmentos y semirrectas donde se establece el minimo en cada parte la expresion.

El documento se estructura en cinco capitulos, los cuales se abordan y denominan de la
siguiente manera: el primer capitulo nombrado como Aspectos Importantes de la Geometria
Analitica Usual, aborda algunas definiciones de estructuras algebraicas, objetos geométricos y
propiedades a tener en cuenta para ser analizadas y utilizadas desde la mirada de la Geometria

Tropical en capitulos posteriores.

En el segundo capitulo titulado Construccion de la Matematica Tropical, se presenta un apartado
inicial donde se exponen algunas notas histdricas sobre la Geometria tropical y el surgimiento a
lo largo de la historia, en el segundo apartado se realiza la construccion de las definiciones
preliminares que se abordan en la Aritmética tropical, se define el conjunto H = R U {40}
como un semianillo tropical con la definicion de suma “@”como el minimo de dos elementos
x,y € H y el producto “®”como la suma usual de x,y € H donde se mantiene que para todos
los elementos del conjunto con las operaciones establecidas se cumplen las propiedades
asociativa, conmutativa y existencia del elemento neutro; gracias a su estructura surgen algunas
conjeturas que toman validez, una de ellas es la siguiente igualdad (a @ b)? = a? @ b? y de

manera mas general se cumple (a @ b)" = a™ @ b™.



En el tercer capitulo que lleva por nombre Geometria Tropical, se establece una division
entre polinomios tropicales de una variable y polinomios de dos variables. En primera instancia, se
define un polinomio tropical como una combinacion finita de monomios donde sus coeficientes
estdn en Ry la variable x € 7, de alli se establece una definicion para los raices de un polinomio
tropical en una variable tomada como los puntos donde se intersecan los segmentos o semirrectas
que conforman el polinomio, se establece dicha definicion debido a que trasladando la definicidn
de raices de la geometria analitica usual son aquellos puntos donde la curva interseca en el eje x
donde la expresion se iguala a 0 y se encuentran los valores para x, pero en la geometria tropical
no es posible tener la igualdad a®x@®b = 04; luego, se establecen algunas observaciones que
relacionan la forma grafica y algebraica de los polinomios tropicales, por ejemplo cualquier
polinomio a®x™@®b tiene la forma grafica de un polinomio de grado 1. En segundo lugar, se
construyen a los polinomios tropicales en dos variables de grado 1 los cuales conforman las rectas
tropicales, donde aparecen particularidades como: a partir del vértice y algun valor de a, b, 6, ¢ se
obtiene la expresion algebraica de la recta tropical; en la geometria tropical no existen rectas
paralelas debido a que dos rectas tropicales siempre se van a intersecar, es decir, se intersecan en
un unico punto o en infinitos puntos sin ser la misma recta tropical. En tercer lugar se realiza un
estudio de los polinomios tropicales de segundo grado en dos variables, tomando como punto
inicial la ecuacién general de segundo grado adaptada con las sumas y productos tropicales, se
concluye que los polinomios tropicales son conformados por la proyeccion inferior de los seis
planos que forman la expresion algebraica, se da continuidad estableciendo diferentes casos de
interseccion entre la recta tropical y el polinomio de segundo grado en dos variables, los cuales se

dan entre 2, 4, o infinitos puntos, para cerrar el capitulo se analiza la interseccion entre polinomios



de segundo grado en dos variable donde se presentan casos de 4, 5, 6, o infinitos puntos de

interseccién.

En el capitulo cuarto llamado Amebas y Uso de Maple, se define de forma general una
ameba, que gracias al uso de Maple se pueden graficar e identificar sus partes, se establece la
relacion con los polinomios en dos variables, es decir una ameba cuenta con tentaculos y una

espina la cual define una curva tropical, en casos puntuales, rectas y polinomios.

Finalmente, en el capitulo 5 se encuentran las conclusiones, las cuales se dividen en tres partes
que giran en torno a los elementos tedricos que se establecen para el analisis de las curvas y la
formacion docente. De esto Ultimo, se reflexiona sobre la importancia del uso de herramientas
tecnoldgicas como GeoGebra y Maple ya que fueron de utilidad para la construccion, exploracion
y formulacién de conjeturas; ademas de ser una herramienta para potenciar el actuar como

docente en ejercicio.



JUSTIFICACION

Durante los Gltimos afios ha venido creciendo la importancia por el estudio de la Geometria
tropical, rama reciente de las matemaéticas, la cual permite que elementos de la geometria analitica
sean mas faciles de analizar y graficar ya se resalta una construccion con segmentos y semirrectas,
es por ello por lo que este trabajo surge en el marco de abordar el estudio de las principales curvas
(rectas, polinomios) con geometria tropical. Al realizar una revision bibliografica de distintos
articulos en buscadores académicos como Google Academic, revistas de matematicas y libros
digitales, se evidencia poca bibliografia en espafiol para la consulta de teoria basica sobre el tema
en cuestion, en algunos casos se tiene los planteamiento de Sanchez (2010), Czubara (2011) y
Garay (2018) en los cuales se exponen algunos aspectos tedricos de las curvas tropicales.

Es necesario saber de donde proviene la matematica tropical, existen estudios que abordan el
tema, inicialmente Garay (2018) afirma que desde 1934 Vandiver introdujo el concepto de
Semianillo el cual intento unificarlo al &lgebra moderna, también se uso el término tropicalizar un
objeto que hace referencia a transponer lo clasico a lo tropical, por otra parte, dirigiendo la mirada
a los aspectos matematicos en Maclagan y Sturmfels (2009). Se define el Semianillo tropical,
entendido como un conjunto (los nimeros reales extendidos) que cuenta con la suma () y del
producto (©).

El presente trabajo se propuso con el fin de ser un punto de partida para el estudio de las curvas

en la geometria tropical, dando un recorrido desde los principales objetos que se involucran o se



trasladan de la geometria analitica usual, con el &nimo de motivar y ampliar aquellos ejemplos y

aspectos importantes que presentan las curvas tropicales.

Es importante reconocer que el tema es muy amplio y por eso el presente trabajo se centra en
el estudio de la forma algebraica y grafica de algunas curvas clasicas en la geometria analitica
tradicional (polinomios en una variable y polinomios en dos variables de grado 1y 2) desde la
mirada de una construccion de trozos de recta (segmentos y semirrectas). Por Gltimo, la propuesta
pretende dejar una reflexion de lo valioso que es, que un futuro docente de matematicas pueda

relacionarse y animarse al estudio de nuevas teorias del conocimiento matematico de su interés.



OBJETIVOS

Objetivo General

Construir, analizar y mostrar la forma algebraica y gréafica de algunas curvas en la Geometria
tropical.
Objetivos Especificos

e Caracterizar elementos teoricos que se involucran en la forma algebraica y gréfica de las

curvas tropicales.

o Disefiar estrategias para construir curvas tropicales con software matematico como

GeoGebra y Maple.

e Identificar la relacion de las curvas tropicales con otras ramas de las ciencias.



1. ASPECTOS IMPORTANTES DE LA GEOMETRIA ANALITICA USUAL
En este capitulo se presentan inicialmente algunas definiciones que giran en torno a
polinomios estudiados desde la geometria analitica, sequido a ellos se caracteriza una seccion con
los conceptos adicionales que se deben tener en cuenta para la construccion y analisis de curvas

tropicales.

1.1.Polinomios

Para estudiar las curvas desde la Geometria analitica se establecen las siguientes definiciones:

Definicién_de monomio: Es una expresion algebraica conformada por un solo término que

consta de incognitas y un coeficiente, definicién tomada y adaptada de Ortiz (2008).

Definicién de polinomio: Un polinomio es una expresion algebraica de dos 0 mas monomios,

definicion tomada y adaptada de Ortiz (2008).

Definicion de funcién: Una funcién es una relacién de correspondencia donde:

(Vx,y,z€ R)((x,y) € f N(x,2) € f — y = z). (Muiioz, 2002, p. 78).

Raices de un polinomio: Las raices de un polinomio son los puntos donde la curva se interseca

con el eje x, para conocer dichos puntos hay que igualar la expresion a 0 y hallar los valores para

x que hagan que la ecuacion sea verdadera.

Ortiz (2008) dice que el concepto de raiz_de un polinomio o soluciéon de una ecuacion

algebraica son equivalentes, es decir que en caso general el polinomio de grado n es una ecuacién

de la forma;

P(x) =apx™+ap 1x" P+ +ax®+ax+ay=0

Donde a;x = a;xt,y ay = ayx?, recordando que x° = 1.



Un polinomio de grado n tiene exactamente n raices, donde se clasifican en: raices reales, las

cuales pueden ser numeros racionales o irracionales iguales o diferentes, y, raices complejas, las

Por otra parte, tendremos en cuenta los polinomios en dos variables de grado 1 y grado 2, para

ello se tiene:

Ecuacion de la recta: La ecuacion de la recta esta dada por la ecuacion:

ax + by = c. Informacion tomada y adaptada de Lehmann (1989).

Postulado 4 de la unicidad de la recta: Dados dos puntos cualesquiera, hay exactamente una

recta que los contiene. Moise (1966).

Interseccion de rectas: En la interseccion de dos rectas se presentan tres posibles casos:

Caso 1: Que la interseccion de dos rectas sea vacia, conocidas como rectas paralelas donde

dichas rectas tienen la misma pendiente.

Caso 2: Sean dos rectas [ y m se intersecan en un Unico punto, el cual se obtiene de solucionar

el sistema de ecuaciones que forman las dos ecuaciones de las rectas.
Caso 3: Sean dos rectas [ y m se intersecan en todos sus puntos.

Definicién de polinomio de grado dos en dos variables: El polinomio de grado dos en dos

variables esta definido como:
ax®?+byx+cy’+dy+tex+f

A partir de dicha expresion, dando condiciones especiales para los coeficientes, se construyen las

conicas; tales como: la parabola, la elipse, la hipérbola y la circunferencia.



1.2.Conceptos adicionales

Definicion de anillo: Un anillo es un tripla (C, +,x) donde + y * son operaciones binarias

internas en C tal que se cumplen los siguientes axiomas:

1. Vx,y €C,secumplequex+y =y + x.

2. Vx,y,z € C,secumpleque (x +y)+z=x+ (y + 2).

3. Vx €C,existeel 0 € C tal que se cumplaque x + 0 = x.

4. V¥ x € C, existe —x € C tal que se cumpleque x + (—x) =0

5 Vx,y,z € Csecumple que (x xy) *z = x * (y * z).

6. Vx,y,z eCsecumplequex* (y+2z) =x*y+x*z.

7. Vx,y,z € C se cumple que (x +y) *z = x xz+ y * z. (Campos, Garzon, Mora, Pérez y
Villamarin, 2004, p. 12-13).

Definicion de Semianillo: Un semianillo es una tripla (C, +,*) que satisface las siguientes

condiciones:

1. Para(C,+) se cumple que es un monoide conmutativo con el 0 como elemento neutro
donde se satisface las siguientes condiciones:
a. Asociatividad en relacion con la suma: V a, b,c € C se cumple que
(a+b)+c=a+(b+0).
b. Conmutatividad paralasuma: V x,y € C setienequex+y =y +x
c. Elemento neutro para lasuma: V x € C, existe un p € C que cumple que
p +x = x + p = x, el cual es denominado como p = 0.
2. Para (C,+) se cumple que es un monoide con el n € C como elemento neutro tal que

satisfagan las siguientes condiciones:
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a. Asociatividad en relacion con la multiplicacion: V x,y,z € C, se cumple que
(a*b)*c=ax(bxc).
b. Elemento neutro: Vx € C,Sin=1 quex*1=x=1=*x.
3. Para(C, +,*) se cumple que la multiplicacion es distributiva en relacion con la suma, lo que
significa lo siguiente:
a. Distributiva a derecha: V x,y,z € C se cumple que
x*x(y+z)=x*xy+xxz
b. Distributiva a izquierda: V x,y,z € C se cumple que
(x+y)*sz=x*xz+y=*z
4. En (C, +,*) se cumple que el 0 es el elemento absorbente con respecto a la multiplicacion,
lo cual significa que para todo x € C se tiene que x * 0 = 0 = 0 * x. (Revilla, 2015).
Intervalos: Un intervalo es un subconjunto de un conjunto, donde se establece la siguiente notacion:
a. Abierto
(a,b) ={x € Cla < x < b}
b. Cerrado
(a,b) ={x € Cla < x < b}
c. Semiabierto
(a,b] ={x €Ecla <x < b}
d. Semicerrado
[a,b) = {x € cla < x < b}

Ecuacién de la recta de forma vectorial: Sea larecta L y t¥ = t{a, b, c) vector director de L

y un punto en la recta 75 = (x, Vo, Zo) la ecuacion vectorial de la recta se convierte en:

(x,y,2) = (xo + at,y, + bt, zy + ct)
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Ecuacion del plano de forma vectorial: Sea un punto en el espacio 7, = (x, Vo, Zo) Y €l vector

v = (a, b, ¢) perpendicular al plano, la ecuacién del plano es:
a(x —xo) + b(y —yo) + c(z—2) =0

Sistemas de ecuaciones lineales: Un sistema de ecuaciones es la reunion de dos o mas

ecuaciones con dos 0 mas incognitas.

Métodos de resolucidon de sistemas de ecuaciones

1. Sustitucion: para llevar a cabo este método se tiene las siguientes instrucciones:
a. Se despeja una incognita en una de las ecuaciones (ecuacion inicial).
b. Se sustituye la expresion de esta incognita en la otra ecuacion (segunda ecuacion),
obteniendo una ecuacion con una sola incdgnita.
c. Se resuelve la ecuacion (segunda ecuacion que resulto en términos de una sola variable).
d. El valor obtenido se sustituye en la ecuacion inicial donde se despejo la incognita.
e. Los dos valores obtenidos respectivamente constituyen la solucion del sistema.
Sea Mt = L™ = {(xq, x5, ... xn) | x; € L} el espacio afin de dimension n sobre una extension L del
campo K, es este espacio de define:

Definicion de Variedad Algebraica (Conjunto algebraico afin): Un subconjunto V c M* se

Ilama K-variedad algebraica si existe un sistema de ecuaciones algebraicas (1) para el cual el
conjunto V es el conjunto de soluciones de dicho sistema. Se dice que V esta definido sobre K y se
Ilama a (1) el sistema de definicion para V. El campo K es el campo de definicion y L el campo

coordenado para V. A los puntos V N M* se caracterizan como los K-reacionales de V.
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2. CONSTRUCCION DE LA MATEMATICA TROPICAL
En este capitulo se muestran inicialmente algunas notas histdricas relevantes sobre la
geometria tropical, se aborda la influencia que ha tenido en diferentes areas, luego se presentan
las definiciones que componen la aritmética tropical y se presentan conjeturas que se trasladan y

unas nuevas que surgen a partir de la estructura algebraica.

2.1. Notas Historicas de la Geometria Tropical

La Geometria Tropical se establece como una rama de la matematica que ha tenido evolucion
en el siglo xxy xxi, donde se estudia la forma gréfica y algebraica de las curvas y superficies que
se construyen a partir de nuevas definiciones iniciales. El1 nombre “tropical” se le asigna debido
al brasilefio Imre Simon (1943-2009) que fue uno de los primeros en presentar y formalizar la

teoria de forma explicita.

A lo largo de los afios esta rama ha cobrado gran importancia por ello autores como Seco
(2017), Maclagan y Sturmfels (2009), Sanchez (2010), entre otros autores que afirman que la
geometria tropical es una version lineal por partes de la geometria algebraica, debido a que los
objetos geométricos se construyen a partir de segmentos y semirrectas definidos por funciones

lineales y afin, donde se asume el minimo de la expresion algebraica.

En la comunidad matematica se ha generado gran interés por el estudio ya que este se realiza
estableciendo una definicion para la suma y producto en un conjunto que tiene la estructura de un
semianillo, gracias a esto se han disefiado diferentes conferencias, seminarios con el fin de

analizar aquellas aplicaciones y conexiones con otras ramas de la matematica.
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2.2.Aritmética Tropical

La aritmética tropical se establece en los cimientos de un semi anillo tropical, esta definicion
se establece en la seccidn 1.2. del capitulo 1, la cual surge de la abstraccion de la estructura de un
conjunto especifico como los reales, con las operaciones suma y producto. De acuerdo con ello se
establecen las siguientes definiciones:

El semi anillo tropical: Sea el conjunto H = R U {+o0} con las operaciones @ y © lo que

quiere decir que en la tripla (H, @, ©) lasumay el producto se definen de la siguiente manera:

Definicién de suma tropical: Para todo x,y € H se define la suma tropical como

x®y = min{x, y}
Ademas, se tiene V x € H se cumple que?
X oo =x
Donde el min de un conjunto es el menor valor de dicho conjunto?.

Definicién de producto tropical: Paratodo x,y € H se define producto tropical como

xQy=x+y
Donde + representa la suma usual en los nimeros reales.
Ademas, se tiene V x € H se cumple que’
x(®oo = o
(Sanchez, 2010, p. 10- 11).
Si se cumple que el conjunto con las dos operaciones definidas anteriormente conforma en
semianillo tropical deben satisfacerse las siguientes propiedades:

1. Para < H, @©> esun monoide conmutativo con el elemento neutro oo.

! Algunos aspectos importantes de la aritmética del infinito se pueden ver en el Anexo B.
2 Algunas caracteristicas interesantes que tiene el minimo en el conjunto se pueden ver en el Anexo A.
3 Algunos aspectos importantes de la aritmética del infinito se pueden ver en el Anexo B.
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a. Para todo x,y,z € H se cumple que xPy) P z=xP (yP z). En la Tabla 1 se

presenta la demostracion:

Tabla 1. Demostracion semi anillo tropical 1.a.

# | Afirmacion Garantia
1 Seax,y,z € H Dado
xDy) Dz

2 Casol:x # 0,y # 0,z # © Hipotesis
3 min{(x ® y), z} Definicion de suma tropical (1)
4 min{min{x, y}, z} Definicion de suma tropical (2)
5 min{x,y, z} Propiedades de orden en H (3)
6 min{x, min{y, z}} Propiedades de orden en 7 (4)
7 min{x, (y @ z} Definicion de suma tropical (5)
8 x@® Dz Definicion de suma tropical (6)
9 Caso 2: Hipotesis

Uno de los tres sea o

Sin perder generalidad, se toma

X = 00
10 (0B y) @Dz Sustituyendo (9) en (1)
11 y @z Definicion de suma tropical (10)
12 y@bze H Propiedades de H (11)
13 od(yD2) Definicion de suma tropical
(11,12)

14 | Caso 3: Hipotesis

Que dos sean oo

Sin perder generalidad, se toma

X =0,y = 00,Z * 0O
15 (00 @ ) D z Sustituyendo (14) en (1)
16 oo @ z Definicion de suma tropical (15)
17 oPze H Propiedades de H (16)
18 0 @ (0P 2) Definicion de suma tropical (17)
19 | Caso 4: Hipotesis
X =00,y =00,Z = 0

20 (00 @ ) P o Sustituyendo (19) en (1)
21 o @ oo Definicion de suma tropical (20)
22 o@Poe H Propiedades de H (21)




123 |

o0 P (o0 P )

| Definicion de suma tropical (22) |

b. Para todo x,y € H se cumple que x@ y=y @ x. En la Tabla 2 se presenta la

demostracion:

Tabla 2. Demostracion semi anillo tropical 1.b.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax,y € H Dado
x@Py
2 min{x, y} Definicion de suma tropical (1)
3 min{y, x} Propiedad de orden en 7 (2)
4 y P x Definicion de suma tropical (3)

c. Para todo x € H se cumple que x @ o =0 @ x =x. En la Tabla 3 se presenta la

demostracion:

Tabla 3. Demostracion semi anillo tropical 1.c.

# | Afirmacion Garantia
1 |SeaxeH Dado
X P o
2 X@Poo=x Propiedad de minimo (1)
3 min{x, o} = x Definicion de suma tropical (2)
4 min{oo,x} = x Propiedad de minimo (3)
5 o@Px=x Definicion de suma tropical (4)

2. Para< H, ® > esun monoide donde el elemento neutro es 0.

a. Paratodo x,y,z € H se cumple que (x®@y)®z = xO(y®z).En la Tabla 4 se presenta la

demostracion:

Tabla 4. Demostracion semi anillo tropical 2.a.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax,y,ze€H Dado
(xOy)Oz
2 |Casol:x # o0,y # 00,z # Hipotesis
3 x®y) + 2z Definicion del producto tropical (1)
4 (x+y)+z Definicidon del producto tropical (2)




5 x+ (+2) Propiedad conmutativa de la suma en la
suma usual (3)
6 xO + 2) Definicion del producto tropical (4)
7 xO(0O2) Definicion del producto tropical (5)
8 | Caso 2: Hipotesis
Uno de los tres sea o
Sin perder generalidad, se toma
X = OO
9 (0@Y)Oz Sustituyendo (8) en (1)
10 (0®y) +z Definicion del producto tropical (9)
11 (0o+y)+2z Definicion del producto tropical (10)
12 0+ z Propiedad conmutativa de la suma en la
suma usual (11)
13 ©o+z€EH Propiedades de H (12)
14 o (y + z) Definicion del producto tropical (14)
15 0@ (yOz) Definicion del producto tropical (15)
16 | Caso 3: Hipotesis
Que dos sean oo
Sin perder generalidad, se toma
X =00,y = 00,Z + ©
17 (0®0)®Oz Sustituyendo (16) en (1)
18 (0@®) + z Definicion del producto tropical (9)
19 (00 4+ ) + z Definicion del producto tropical (10)
20 0+ z Propiedad conmutativa de la suma en la
suma usual (11)
21 ©o+z€ H Propiedades de # (12)
22 co@(0 + z) Definicion del producto tropical (14)
23 0@ (0®z) Definicion del producto tropical (15)
24 | Caso 4: Hipotesis
X = 00,y = 00,Z = ®©
25 (00®0) 0 Sustituyendo (24) en (1)
26 (0@®®) + Definicion del producto tropical (25)
27 (00 + ) + Definicion del producto tropical (26)
28 00 + 00 = oo Propiedad conmutativa de la suma en la
suma usual (27)
29 ©o+ze H Propiedades de H (28)
30 0@ (o0 + ) Definicion del producto tropical (29)

16
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0@ (@)

Definicion del producto tropical (30)
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b. Paratodo x,€ H se cumple que x®0 = 0Ox = x (Elemento neutro de la multiplicacion).

En la Tabla 5 se presenta la demostracion:

Tabla 5. Demostracion semi anillo tropical 2.b.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax,0 eH Dado
x©0
2 x+ 0 Definicion del producto tropical (1)
3 X Propiedades de los nimeros reales (2)
4 x=0+x Propiedades de los nimeros reales (3)
5 0Ox Definicion del producto tropical (4)
6 xO0=00x=0 Conjuncion (1,5)

3. En< H,®, ® > la multiplicacion se distribuye con respecto a la suma de la siguiente manera:

b. Para todo x,y,z € H se cumple que xO(y @ z) = (xOy) @ (xOz). En la Tabla 6 se

presenta la demostracion:

Tabla 6. Demostracion semi anillo tropical 3.a.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax,y,z €eH Dado
xOy D 2)
2 xOmin{y, z} Definicion de suma tropical (1)
3 x + min{y, z} Definicion de producto tropical (2)
4 min{x +y,x + z} Propiedades del minimo (2)
5 min{x®y, x©Oz} Definicion de producto tropical (4)
6 (x®y) & (xO2) Definicion de suma tropical (5)

c. Paratodo x,y,z € H se cumple que (x @ y)®Oz = (x®z) @ (yOz).EnlaTabla7 se

presenta la demostracion:

Tabla 7. Demostracion semi anillo tropical 3.b.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax,y,z €eH Dado
(x @ y)Oz
2 min{x, y}©z Definicion de suma tropical (1)
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3 min{x,y} + z Definicion del producto tropical (2)
4 min{x + z,y + z} Propiedad del minimo (3)

5 min{x©z, y©Oz} Definicion del producto tropical (4)
4 (x©z2) & (y©O2) Definicion de suma tropical (5)

4. Paratodo x € H, existe un 04 tal que se cumple que x©04 = 04;®Ox = 04.. En la Tabla 8
se presenta la demostracion:

Tabla 8. Demostracion semi anillo tropical 4.

# | Afirmacion Garantia
1 |Seax eH Dado
2 x@oo0 = oo Definicion de (1)
Aritmética del infinito
3 X+ 00 =00 Definicion de producto tropical (2)
4 0+ x =00 Propiedad conmutativa de la suma (3)
5 X+00=0+x =00 Conjuncion (3,4)
6 X0 = c0@x = © Definicion del producto tropical (5)

De acuerdo con lo anterior se puede decir que efectivamente el conjunto H con las

operaciones @ y ® conforman el semianillo tropical.

Para ilustrar se presentan los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: Se tiene a 4,7 € H donde la suma y producto tropical se ve de la siguiente forma:
La suma: 4@7 = min{4,7} = 4
El producto: 407 =4+7=11

Ejemplo 2: Se tiene a 8,00 € H donde la suma y producto tropical se ve de la siguiente forma:
La suma: 8@oo0 = min{8, 0} = 8

o@®8 = min{w, 8} = 8

El producto: 800 =8+ 0 =

08 =00+ 8 =00
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Ejemplo 3: Se tiene a co € H donde la suma y producto tropical se ve de la siguiente forma:
La suma: co@Poo = min{co, 0} = oo
El producto: 00(®00 = 00 4 00 =

Recordemos que en los numeros reales se define la sustraccion, por lo que se traslada la nocion
a la matematica tropical y se va a verificar si es posible definir la resta tropical de dos nimeros del
conjunto ., si nos referimos a dicha operacion en los nimeros reales se puede pensar que la resta
es la operacion inversa de la suma, por lo tanto, la resta se puede definir como una suma y
podriamos trasladarla a la resta tropical de la siguiente manera: Para 8,13 € H se tiene

86 13 =8@P(—-13)
= min{8, —13}
=-13

Recordando que en los reales que establece igualdad que hace el papel de prueba, para ello se
tiene qué; en la suma usual si a — b = c entonces b + ¢ = a, de acuerdo con ello veamos lo que
pasa con la resta tropical: Partiendo de que se cumple que

8613 =-13

Veamos si también se cumple la igualdad de la prueba, es decir que debe cumplirse

13(—13) = 8.
13@®(—13) = min{13,—13}
=—13

Observando que el resultado es —13 y no 8 como sugiere la igualdad, podemos concluir que la
resta no se puede definir de esta forma, en general no se puede definir la resta porque la propiedad
no se cumple para todos los elementos de .

Definicion de division tropical: V x,y € H se define la division tropical como




20

xQy=x-—y
Donde — representa la resta usual.
En los siguientes ejemplos se muestra la division tropical.

Ejemplo 4: Los nimeros 10,6 € H, donde la division tropical se establece de la siguiente

manera:
Caso 1 1006=10—6=4
Caso 1 60D10=6—-10=—-4

Ejemplo 5: Se tiene que 3,00 € H donde la division tropical logra observar de la siguiente
manera:
Caso 1 3QQoo=3—0
Esta operacion no se puede dar ya que el resultado generalmente es: —oo y dicho elemento no esta
enH.
Caso 2 w@3=0w—3 =0

Un aspecto interesante para resaltar es que en la division tropical se puede dar el caso donde el
denominador es cero, lo que se observa en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6: Los nimeros 15,0 € H donde se pueden establecer las siguientes divisiones

tropicales.
Caso 1 1500=15—-0=15
Caso 2 0®15= 0—15=-15

Nota: En la aritmética tropical los calculos se convierten en mas sencillos ya que se remontan a
comparaciones, sumas y restas usales.

Definicién de una potencia: Sea a € H'y x € Z* se define una potencia como:

x _ a0a®..0a
a’r = ——

X veces



Donde 0* = M)_G)Q =0 y coX — 00 (0@ ...(®Ooo _
X veces i X veces

Se dan el orden jerarquico de las operaciones:

1. Potencias tropicales.
2. Productos y divisiones tropicales.
3. Operaciones con los reales.

4. Sumas tropicales.

Los siguientes ejemplos muestran como se aplica la definicion:
Ejemplo 8: Dados 7 € H' y 5 € Z™ se tiene:
7° = 707070707
=74+7+7+7+7
=35
Ejemplo 8: Dados o € /'y 2 € Z*

002

= 00()oo0 = 0 + 00 = 0
Teorema l:Sia € H'yx,y € Z* se cumple que:

a a*® =ag* P a”

b. a*®¥ = a*©@ a”

Enla Tabla 9y 10 se presenta la demostracion de cada item para el teorema 1:

Tabla 9. Demostracion teorema 1.a. Seccion 2.2.
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# Afirmacion Garantia
1 Seaa e Hyx,y€Z* Dado
a* P a¥
3 min{a*, a”} Definicion de suma tropical (2)
4 a x=y Casos de tricotomia en los Z* (3)
b. x<y
C. x>y
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5 xX=y Casoa (4)

6 min{a*,a’} = a* Propiedades del minimo (3,5)

7 a* = a*®* Propiedades de # (6)

9 a* = a*® Sustitucion (5,7)

10 a* @ a¥ = a*®y Sustitucion (2,6,9)

11 x<y Caso b (4)

12 min{a*,a”} = a* Propiedades del minimo (3,11)
13 a* = a*® Definicion de suma tropical (12, 11)
14 a* @ a¥ = a*®y Sustitucion (2,12, 13)

15 x>y Casoc (4)

16 min{a*,a”} = a” Propiedades del minimo (3, 15)
17 a¥ = a¥®* Definicion de suma tropical (16)
18 a* @ a¥ = a*®y Sustitucion (2,17)

Ahora para el item b, se tiene:

Tabla 10. Demostracion Teorema 1.b. Seccién 2.2.

# Afirmacion Garantia
1 Seaa e H yx,y€eZt Dado
a*®y
2 a*®y = Xty Definicion de producto tropical (1)
3 a*ty =a* + a¥ Propiedades de los exponentes para los
reales extendidos (2)
4 a*®Y = a*@a¥ Definicion de producto tropical (3)

Los siguientes ejemplos se ilustran el teorema 1:

Ejemplo 9: Dados 4 € 'y x,y 5,6 € Z* entonces se cumple:

a. 4596 = 4545,

Tabla 11. Ejemplo 9.a. Seccion 2.2.

4506 — 4min{5,6}
= 45
= 404040404
= (404H)OHGHO4
=(“4+4)04+4)04
=((4+4)0M@E+4)04




= (808)@4
= (8 + 8)®4
= 1604
=16 + 4
=20

45@4° = (404040404 @ (40404040404)
= ((404)O(404)04) B (404 O(HOLHO(G4L)
=((4+49H)O0UA+4)04H) D ((4+4)OMA +4)O4 + 4))
= (8O8O4) @ (8G8GAY)
= ((808)®4) @ ((8G8)®8)
= ((8+8)®4) @ ((8 + 8)®8)
= (1604) @ (1608)
=(16+4)® (16 + 8)
=20 24
= min{20,24}
=20

De donde se concluye que se cumple que: 45®° = 4546,

b. 4°96 =4°04°

Tabla 12. Ejemplo 9.b. Seccién 2.2

4506 — 45+6
— 411
= 404040404040404040404
= (404)O(404)O(404)O(404) O (404) O4
= (4+DHOU+HOA +H)OE + HO(4 + )04
= 808OBOBOBO4
= (808)O(8G8)O(8G4)
= (8 +8)D(8 + 8)O(8 + 4)
=160160012
= (16016)012
= (16 + 16)®12
= 32012
=32+12
=44

45045 = (404040404)O(40404040404)
= (4049 O1OHOH)O((AOH)O (14O (4G4))
=((4+49)0U+4HOHNO((4+4H)OMA+ 44+ 4))
= (80840 (8G8MY)
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= ((808)®4)® ((8®8)®8)
=((8+8)®4)® ((8 +8)®8)
= (1604)0O (1608)
= (16 +4)® (16 + 8)

= (20)0(24)
=20 + 24
= 44

De donde se concluye que se cumple que: 450 = 45©4°,

Ejemplo 10: Dados oo € # 'y 4,3 € Z*entonces que se cumple: 0039* = 00® @ oo*,

Tabla 13. Ejemplo 10. Seccion 2.2.

003®4 — gomin{3,4}
— 003
= 0000
= (0@0)Qw
= (00 + 00)O0
= 000
= (0 + )

= 0

03 B 00* = (0@ ®) P (0O WEO®)
= ((000)O®) B ((0O®)O(0O®))
= ((00 + 0)©O0) @ ((o0 + 0)O (e + ))
= (0@) @ (0O )
= (00 +00) D (0 + )
= () @ ()
= min{oo, 0}

= 0

De donde se concluye que se cumple que: 03%* = 03 @ oo,

Por qué ahora pone los ejemplos en tablas, y antes no...

24

Siguiendo la idea de la definicion de los exponentes se observa la existencia de_la idempotencia

tropical,

Definicion de idempotencia: V x € H se satisface:

xPx=x
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En el estudio de las potencias es posible trasladar la idea de binomios elevados a potencias
enteras positivas que se establecen en la geometria y algebra usual, por ello se da el siguiente

teorema:

Teorema 2: Six,y € 7 yn € Z* se cumple que (x @ y)" = x™ @ y"
Demostracion: Para realizar la demostracidn; vemos que se involucran a los nimeros naturales,
generalmente estas demostraciones se desarrollan por induccion, asi que haciendo induccion sobre

n tenemos:

1. Supongamos quen =1
x®y)'=xDy
=x1@y?

2. (x @ y)™ = x™ @ y™ Hipdtesis de induccion
3. Ahoraparan +1

x @™ =(x OO D y) T

=(x@yoxdN"
=(x P y)OE" @ y"™) Aplicando HI
= ((x®»)ox™) & ((x D y)Oy™)
= (xOx™ @ yOx™) @ (xOy™ & yOy™)
= (xOx™) @ (yOx™) ® (xOy™) & (yOY™)
=x""1 @ (yOx™) @ (xOy™) @ y™**
= min{x"*, (yOx™), (xOy™), y" '}
Acé la demostracion se divide en tres partes ya que por hablar del minimo de un

conjunto se pueden tener los siguientes casos por la tricotomia:
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Casol:x =y
M= (+yM) = (+at) =y

= xt1 @ yntl

Caso2: x>y
xn+1 > yn+1

(.X' + y‘n) > yn+1
Lo que quiere decir que: min{x™*1, (x + y™), (y + x™),y"+1} = ynt1
Caso3:x <y

XML < yntl

(x +y™) > KL
Lo que quiere decir que: min{x™*1, (x + y™), (y + x™), y"*1} = x"*+1
De manera general el minimo se encuentra siempre en alguna de las potencias,

entonces se cumple que:
min{xn+1, (X + yn)’ (y + xn)'yn+1} — xn+1 @ yn+1
Ejemplo 11: Dados 5,3, € H y 2 € Z* se mostrard que se cumplen las siguientes
igualdades:
a (563)2=5%@ 32
G5B3)2=GEB3NOGD3I)
= (505) & (503) & (305) & (3G3)
=G6+5PG+3))HB+5DB+3)
=1098P8P6
= min{10,8,8,3}

= min{10,6}



=104 6
= (505) & (3G3)
=52¢g33
b. (5@ ©)? = 5% @ o0?
GO ®)? = (5@ 0)OG G )
= (505) ® (50®) @ (©O5) B (©0Ox)
=(5+5) @ (5+0) @ (0 +5) B (o + o)
= 10® 0 @ oo @ oo
= min{10, oo, 00, 0}
= min{10, oo}
=106 =
= (505) @ (@)
= 52 @) 002
¢ (0@ ®)? = 00? @ oo?
(o0 © 0)? = (00 B 0)O(o0 P )
= (00@) B (00) B (0O) B (0O)
= (0 +®) @ (00 + ) B (0 + ) @ (0 + ®)
—o @ ®o® o
= min{co, 0, %, 00}
= min{oo, 0}
oo
= (0@) B (0O

=002®002

27
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De las propiedades conocidas en el estudio de estructuras algebraicas tenemos las siguientes
que se cumplen en el semi anillo tropical:

Teorema 3* Para< H,®>Yy x,y,zu,v € H se satisfacen las siguientes propiedades:
b. Identidad | de Stein: x @ (x D y) =y P x.

c. Identidad Il de Stein: x P y) =y D x) D y.

d. Identidad | de Schroder: x @ (x P y) = (xDy) D y.

e.Elasticidad: x @ (y @ x) = (x P y) P x.

f. Asociativa ciclical: x @ (y @ z) =z D (x D y).

g.AsociativaciclicalL x @ (v @ z) =D x) D y.

h. Identidad de Abel Grafmannl: x @ (y P z) =z D (y D x).

i. Identidad de Abel Gramannll: x S (y P z) = (y P x) P z.

j. Permutabilidad a izquierda: x @ (y D z) =y D (x D 2).

k. Permutabilidad a derecha: (x @ y) @ z=(x D z) D y.

|. Propiedad del producto reducido: (x @ y) Pz =x D (z P y).

m. Autodistributividad a izquierda: x @ (y P z) = (x D y) ® (x D 2).

n. Autodistributividad a derecha: (x @ y) @ z=(x D 2) ® (y D 2).

0. Autodistributividad a izquierda abeliana: x @ (y @ z) = (x D y) D (z D x).

p. Autodistributividad a derecha abeliana: (x @ y) @ z=(z P x) D (v D z).
g.Bisimetria: (x P y) P uPv)=(xDu) P (y Pv).
Teoremad: Para< H,® >y x,y,z,u,v € H se satisfacen las siguientes propiedades:

a. Elasticidad: x©@(y®Ox) = (xOQy)Ox.

4 Las demostraciones de los Teoremas 3 y 4 se encuentran en el Anexo C.
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b. Asociativa ciclica I: xO(y®z) = zO(xQy).

c. Asociativa ciclica ll: x@(y©®©z) = (zOx)Oy.

d. ldentidad de Abel Gragmann I: xO(y©®z) = zO(yOx).
e. ldentidad de Abel GraBmann Il: xO(y®z) = (YOx)Oz.
f. ldentidad de Abel Grafmann II: x@(y®z) = (YOx)Oz.
g. Permutabilidad a derecha: (x@y)®z.

h. Propiedad del producto reducido: (x®@y)®z = x©O(zOy).
i. Bisimetria: (x@y)QuOV) = (xOu)O(yOV).

Nota: Las propiedades enunciadas en el Teorema 3 y 4 son formuladas de forma general en
Luque, Jiménez y Angel (2013).
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3. GEOMETRIA TROPICAL

En este capitulo se aborda el estudio de algunas curvas que se trabajan habitualmente desde la
geometria analitica (Polinomios en una variable y en dos variables de grado uno y dos) para ello
se dividen en tres secciones; primero, se presenta la forma grafica y algebraica de un polinomio
tropical en una variable, para luego establecer algunas propiedades de acuerdo con su
construccidn y analisis, segundo, se introducen los polinomios de dos variables, donde se
encuentra la recta, se establece una definicion y se conjetura aquellas particularidades como
interseccion y formas de encontrar su expresion algebraica, y en la tercera se hace una
introduccidn a los polinomios tropicales de segundo grado en dos variables, donde se estudia la
forma algebraica y grafica, alli se resalta casos de interseccion entre las rectas tropicales y los

polinomios tropicales de segundo grado en dos variables.

3.1.Polinomios Tropicales en una Variable

Definicion de monomio tropical: Sean x4, x5, ..., x;,, variables que representan elementos en el

semianillo tropical < #,@, ® > un monomio es un producto cualquiera de estas variables, donde
las repeticiones estan permitidas. Por la conmutatividad podemos ordenar el producto y escribir los

monomios con la notacién usual:

X2 Ox1 Ox30x1Ox,Ox,Ox30x,
= X1®X1®X2®XZ @.X3 @.X3 QX4
= (x10x1) O (x20x2) O (x30x3) Ox4

= x12®x22®x32®x4
De donde se puede definir un polinomio tropical como:

Definicién _de polinomio_tropical: Un polinomio tropical es una combinacion finita de

monomios tropicales:
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P(XIPXZP'"lxn) = @ a’iG'xii

i ezt
Donde las variables x; € H, los coeficientes a; € 7 y los exponentes i, € Z*, un conjunto
finito.
Estableciendo la definicion general para un polinomio de n variables, tenemos que un
polinomio tropical de una variable se puede definir como:

Definicion de polinomio tropical en una variable: Un polinomio tropical en una variable es

una combinacion finita de monomios tropicales:
P(x) = @ a;Ox
i €Z*

Donde la variable x € ¢, los coeficientes a; € Ry los exponentes i € Z*, un conjunto finito.

Intuitivamente nos lleva a pensar sobre el grado de un polinomio tropical en una variable, de
aqui surge la siguiente definicion:

Grado de un polinomio tropical: El grado de un polinomio tropical P, denotado por degP, es

el maximo grado o el mayor exponente entre sus monomios, donde a;®x' tiene grado i siempre y

cuando a; # 0. (Sanchez, 2010).

Definicién de igualdad de polinomios tropicales: Dos polinomios tropicales son iguales si y

solo si son iguales componente a componente, tomada de (Maclagan y Sturmfels, 2009).

Corolario 1: Sean dos polinomios tropicales P y Q ... tal que se cumple la siguiente igualdad
P(x) = Q(x), es decir que los polinomios son iguales en todas x € ', entonces se cumple que
degP = degQ.

La Demostracion del corolario 1 se muestra en la Tabla 13.



Tabla 14. Demostracion Corolario 1. Seccion 3.1.

32

# Afirmacion Garantia
1 Sean Py Q polinomios tropicales tal que Dado
P(x) = Q(x)
2 degP = i donde i es el mayor exponente de los | Definicion del grado de un
monomios de la forma de a;®x* polinomio tropical (1)
degQ = k donde k es el mayor exponente de los
monomios de la forma de b; Ox!
3 @ _ @ Definicion de polinomio tropical
a;Ox'y b Ox* (1,2)
i€Z kez
4 a;0x! = b,Ox* Definicion de lgualdad de
polinomios tropicales (1,2)
5 a; + x* = b, +x* Definicion de producto tropical (4)
4 xt=xk A a;= by Definicion de igualdad de
polinomios en los reales (3)
5 i=k Teorema 1 de 1.2. (4)
6 degP =k Sustitucién (2,5)
degQ =i
6 degP = degQ Sustitucion (6)

En el estudio de los polinomios en la geometria analitica se da vital importancia a la busqueda
de las raices de un polinomio®, al analizar la idea que se trae desde la geometria analitica sobre el
tema:

Sea un polinomio tropical de la forma:

P(x)=a®Ox @b

Desde la geometria analitica se propone la igualdad: a®x @ b = 04, analicemos que

unicamente es verdadera cuando b = 04, recordemos que se definié que para un polinomio

tropical en una variable los coeficientes pertenecen al conjunto de los numeros reales por ello no

5 Raices del polinomio definidos como aquellos valores de x donde el polinomio se anula.
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es posible que se cumpla la igualdad y se debe establecer una nueva definicion para las raices de
un polinomio tropical.
Ahora, si se rescribe el polinomio, de tal forma que se tenga la igualdad:
aOx @b =a@(x D (b—a))
Lo que nos permite definir el cero del polinomio P como b — a.
De acuerdo con lo anterior podemos entonces establecer la siguiente definicion.

Definicién de las raices de un polinomio tropical en una variable®: El conjunto de las raices

de un polinomio tropical
b = Do
i€Z*
esta constituido por todos los puntos x € 7, donde el valor P(x) = min;cz+{a;©O(x * i)} se
alcanza para al menos dos indices distintos i, j € Z™.
Ejemplo 1: (Polinomio de grado 1) Dado el polinomio P = 4®x @ (—3) vamos a encontrar
los ceros del polinomio y graficarlo.
P=4+4+x® (-3)
P = min{4 + x, —3}
Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:
y=4+x y=-3
Encontrando el punto donde se intersecan las dos rectas definidas:
—3=4+x
—3—4=x

-7 =x

® Definicion tomada y adaptada de Czubara, (2011).
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Luego, para conocer los puntos que son raices del polinomio, hay que evaluar las rectas en los

siguientes intervalos de acuerdo con los puntos de interseccion, esto con el fin de encontrar los

valores minimos del polinomio.

Tabla 15. Intervalos del Ejemplo 1. Seccién 3.1.

Intervalo (—oo, —7)
Vamos a evaluar a las rectas en x = —8
Rectal:y =4+ x
y=4+(-8)

y=—4
Recta2:y = -3
Lo que quiere decir que la grafica de la
funcion corresponde a y = 4 + x cuando

x <=7

Intervalo [—7, o)
Vamos a evaluar a las rectas en x = 0
Rectal:y =4 +x
y=4+(0)
y=4
Recta 2: y = -3
Lo que quiere decir que la gréfica de la
funcion corresponde a y = —3 cuando
-7 < x.

De donde podemos decir que existe una raiz del polinomio es el punto P(—7,—3) y la gréfica

se muestra a continuacion.

Figura 1. Gréafica del Ejemplo 1. Seccion 3.1.

Observacién 1: Note que las gréaficas de los polinomios de grado 1 se encuentran conformadas

por dos semirrectas y solo tiene una raiz que es el punto de interseccion de las semirrectas, esto

debido a que la expresion polinémica define dos rectas.
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Nota: En el ejemplo anterior es importante aclarar que los intervalos son tomados de la siguiente
manera: uno abierto y el otro cerrado Unicamente para que el punto P no se incluya dos veces en
la gréfica del polinomio tropical, es decir que se asume como convencidn para préximos ejemplos.

Ejemplo 2: (Polinomio de grado 2) Dado el polinomio P = 50x? @ 7@x @ 11 vamos a
encontrar los ceros del polinomio y graficarlo.

P=50x0x) P 70x D 11
P=50(x+x)D70x D 11
P=5002x)H70x d 11
P=54+2xP7+xP11
P =min{5+ 2x,7 + x, 11}
Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:
y=5+2x y=7+x y=11

Utilizando el método de sustitucion se tienen los puntos donde se intersecan las rectas dos a

dos:

Tabla 16. Puntos de interseccion en el polinomio tropical del Ejemplo 2. Seccion 3.1.

54+2x=7+x 7+x=11 11=5+2x
x =2 x =4 2x =6
Reemplazando se tiene que El punto de interseccion de x =3
y=7+2 las rectas es B(4,11) El punto de interseccion de
y=2 las rectas es C(3,11)
El punto de interseccion de
las rectas es A(2,9)

Es preciso evaluar las rectas en los siguientes intervalos de acuerdo con los puntos de
interseccion, esto con el fin de encontrar los valores minimos del polinomio y por consiguiente

las raices.



Tabla 17. Intervalos del Ejemplo 2. Seccion 3.1.
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Intervalo (—oo, 2]
Vamos a evaluar a las rectasen x = 1
Rectal: y =5+ 2x

y=5+2(1)
y=7
Recta2:y =7 +x
y=7+1
y=28
Recta3:y =11

Lo que quiere decir que la grafica de la
funcion corresponde a y = 5 + 2x cuando
x < 2.

Intervalo (2,3)
Vamos a evaluar a las rectas en x = 2.5
Rectal:y =5+ 2(2.5)
y=5+5
y =10
Recta2:y =7+ x
y=7+25
y =95
Recta3:y =11
Lo que quiere decir que la grafica de la
funcidn corresponde a y = 7 + x cuando
2<x<3.

Intervalo [3, 4]
Vamos a evaluar a las rectas en x = 3
Rectal:y =5+ 2(3)

y=5+6
y=11
Recta2:y =7+ x
y=7+3
y =10
Recta3:y =11

Lo que quiere decir que la gréfica de la
funcidn corresponde a y = 7 + x cuando
3<x<4.

Intervalo (4, o)
Vamos a evaluar a las rectas en x = 5
Rectal:y =5+ 2(5)
y=5+10
y =15
Recta2:y =7+ x
y=7+5
y =12
Recta3:y =11
Lo que quiere decir que la gréfica de la
funcidn corresponde a y = 11 cuando
x > 4.

De acuerdo con lo establecido anteriormente se concluye que las raices del polinomio son:

x = 2 el cual define al punto A(2,9) y x =4 que define al punto B(4,11), a continuacién, se ve

la gréfica.
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Figura 2. Gréfica del Ejemplo 2. Seccion 3.1.

Ejemplo 3: (Polinomio de grado 2) Dado el polinomio P = 7®x2 @ (—2) vamos a encontrar
las raices del polinomio y graficarlo.
P=70x*® (-2)
P=70012x) D (-2)
P=7+42x® (-2)
P =min{7 + 2x, -2}
Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:
y=7+2x y=-2
Teniendo en cuenta que las raices son la interseccion de las dos rectas construidas
anteriormente, se tiene que.
Tabla 18. Puntos de interseccion del polinomio de ejemplo 3. Seccion 3.1.

7+ 2x=-2

9
=73

El punto de interseccion de las rectas es A(— g -2)

Ahora, se realiza una evaluacion de las secciones que divide el punto A, para conocer los

puntos gue son raices del polinomio.



Tabla 19. Intervalos del Ejemplo 3. Seccion 3.1.
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9
Intervalo (—oo, - E)

Vamos a evaluar a las rectas en x = —5
Rectal:y =7+ 2x
y=7+2(-5)
y=-3
Recta2:y = —2
Lo que quiere decir que la grafica de la

funcion corresponde a y = 7 + 2x cuando

<2
x 5

9
Intervalo [— > oo)

Vamos a evaluar a las rectas en x = 0
Rectal:y =7+ 2(0)
y=7+0
y=7
Recta2:y = -2
Lo que quiere decir que la grafica de la

funcion corresponde a y = —2 cuando

9<
z_x.

De donde podemaos decir que la raiz del polinomio es el punto A(—g, —2), la grafica la vemos

a continuacion.

Figura 3. Gréfica del Ejemplo 3. Seccion 3.1.

Ejemplo 4: (Polinomio de grado 3) Dado el polinomio P = 4®@x3 @ 3 vamos a encontrar los

ceros del polinomio y graficarlo.

P=40x*®3

P = min{4 + 3x, 3}

Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:

y=4+3x

y=3

Lo siguiente es encontrar el punto donde se intersecan las rectas dos a dos,



Tabla 20. Puntos de interseccion en el polinomio del Ejemplo 4. Seccion 3.1.

44+ 3x =3
X =—=

El punto de interseccion de las rectas es A (—§ 3)

1
3

Luego, para conocer los puntos que son raices del polinomio, hay que evaluar las rectas en los

siguientes intervalos de acuerdo con los puntos de interseccion, esto con el fin de encontrar los

valores minimos del polinomio.

Tabla 21. Intervalos del Ejemplo 4. Seccion 3.1.

1
Intervalo (—oo, - E)

Vamos a evaluar a las rectasen x = —1
Rectal:y =4 + 3x
y =4+3(-1)
y=1
Recta2:y =3
Lo que quiere decir que la grafica de la

funcion corresponde a y = 4 + 3x cuando

_ 1
E

1
Intervalo [— 3 oo)

Vamos a evaluar a las rectasen x = 0
Rectal:y =4 + 3(0)
y=4+0
y=4
Recta3:y =3
Lo que quiere decir que la gréfica de la

funcidn corresponde a y = 3 cuando

- << <
C0,
3_X_

De donde podemos decir que la raiz del polinomio es el punto A (— § 3) y la gréfica se

presenta a continuacion.




Figura 4. Gréfica del Ejemplo 4. Seccion 3.1.

) / -1 0 1
-1
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Observacion 2: Note que los polinomios en el ejemplo 2 y 3 son de grado 2 y en el ejemplo 4

es de grado 3, pero la gréfica de la funcion que define el polinomio del ejemplo 3y 4 tiene el mismo

aspecto gréfico que un polinomio de grado 1, esto debido a que dicho polinomio esté definido a

partir de dos términos, entonces se puede deducir que:

Teorema 2: Si un polinomio tropical es de la forma a®x™ @ b su grafica estd compuesta por

dos semirrectas.

Tabla 22. Demostracion Teorema 2. Seccién 3.1.

# | Afirmacion Garantia

1 Sea a®x™ @ b polinomio tropical Dado

2 a® (x(Dx@x@ (DX) @b Potenciacion tropical (1)
nveces

3 a® (x +x+x+--+ x) @b Producto tropical (2)
nveces

4 aOnx @ b Suma en los reales (3)

5 a+nx@®b Producto tropical (4)

6 min{a + nx, b} Suma tropical (5)

7 y=a+nx y=»>b Asociacion de la funcion (6)
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8 El cero del polinomio es el punto Definicion de los ceros del

b—a olinomio tropical (1,7
a=(2=20) p pical (L,7)
9 Intervalo (_oo b—_a) Intervalo [b;a Oo) Evaluacion de intervalos (7,8)

) n n )
Lo que quiere decir que Lo que quiere decir que
la grafica de la funcion la gréfica de la funcion
corresponde a corresponde a
y = a + nx cuando y = b cuando

b—a b—a
x < X =
n n

Ejemplo 5: (Polinomio de grado 3) Dado el polinomio P = 20x3 @ 7Ox? @ 3 vamos a
encontrar las raices del polinomio y graficarlo.
P=20xP70x*® 3
P = min{2 + 3x,7 + 2x, 3}
Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:
y =2+ 3x y=7+2x y=3
Lo siguiente es encontrar el punto donde se intersecan las rectas dos a dos,

Tabla 23. Puntos de interseccion en el polinomio del Ejemplo 5. Seccién 3.1.

2+4+3x=7+2x 7+2x =3 3=2+3x
x=5 x=-=2 1=3x
Reemplazando se tiene que El punto de interseccion de 1
y =7+ 2(5) las rectas es B(—2,3) *=3
y =17 El punto de interseccion de
El punto de interseccion de las rectas es C (é 3)

las rectas es A(5,17)

Luego, para conocer los puntos que son raices del polinomio, hay que evaluar las rectas en los

siguientes intervalos de acuerdo con los puntos de interseccion, esto con el fin de encontrar los

valores minimos del polinomio.

Tabla 24. Intervalos del Ejemplo 5. Seccion 3.1.
1

Intervalo (—oo, —2) Intervalo [—2,5) Intervalo E °°)
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Vamos a evaluar a las rectas en
x =-3
Rectal:y =2 + 3x

y=2+3(-3)
y=-7
Recta2:y =7+ 2x
y=7+42(-3)
y=1
Recta3:y =3

Lo que quiere decir que la
gréfica de la funcion
correspondea y = 2 + 3x
cuando

x < =2

Vamos a evaluar a las rectas en
x=0
Rectal:y = 2 + 3(0)
y=2+0
y =2
Recta2:y=7+x
y=7+0
y=7
Recta 3: y = 3
Lo que quiere decir que la
gréafica de la funcion
correspondea y = 2 + 3x

cuando

2 < <1
Sx<z

Vamos a evaluar a las
rectas en x = 2
Rectal:y = 2 + 3(2)
y=2+6
y =28
Recta2:y =7 +x
y=7+2
y=9
Recta3:y =3
Lo que quiere decir que la
gréafica de la funcion
correspondea y = 3
cuando

< x < oo,

W] =

De donde podemos decir que la raiz del polinomio es el punto C G 3)y la gréfica del

polinomio con sus respectivos puntos la vemos a continuacion.

Figura 5. Gréfica del Ejemplo 5. Seccion 3.1.

Ejemplo 6: (Polinomio de grado 3) Dado el polinomio P = 30x3 @ 20x> @ 30x D 6

encontrar los ceros del polinomio y graficar la funcion que define.

P=30x3P20x>’P30xP6

P =min{3 + 3x,2 + 2x,3 + x, 6}

Ahora, veamos que funciones se definen para ello se tiene:



y=3+3x

Gracias a los diferentes métodos podemos solucionar el sistema de ecuaciones y encontramos

los puntos de interseccion.

y=2+2x

Tabla 25. Ceros del polinomio del Ejemplo 6. Seccion 3.1.

y=3+x

y=26

3+3x=2+2x
x=-1
Reemplazando se tiene que
y=2+2(-1)
y=20
El punto de interseccion de
las rectas es A(—1,0)

3+3x=3+x
x=0
Reemplazando se tiene que
y=3+0
y=3
El punto de interseccion de
las rectas es B(0,3)

24+2x=3+x
x=1
Reemplazando se tiene que
y=2+20)
y=2
El punto de interseccion de
las rectas es C(1,4)

3+3x=6
x=1
El punto de interseccion de
las rectas es D(1,6)

2+2x=6
x=2
El punto de interseccion de
las rectas es E(2,6)

3+x=6
x=3
El punto de interseccion de
las rectas es F(3,6)

Ahora, hay que evaluar las rectas en los siguientes intervalos de acuerdo con los puntos de

interseccion, para identificar los minimos.

Tabla 26. Intervalos del Ejemplo 6. Seccion 3.1.

Intervalo (—oo, —1)
VVamos a evaluar a las rectas en
x=-2
Rectal:y =3 + 3x
y=3+3(-2)
y=-3
Recta2:y =2 + 2x
y=2+2(-2)
y=-2
Recta3:y =3+ x
y=3+(=2)
y=1
Rectad:y =6
Lo que quiere decir que la
grafica de la funcion

Intervalo [—1,0) Intervalo [0,1)
Vamos a evaluar a las rectas en | Vamos a evaluar a las
xz—% rectasenng
Rectal:y =3 + 3x Rectal:y = 3 + 3x
1 1
~ava(-} 5[}
y + 5 y + 5
_ 1 _ 9
=3 =3
Recta2:y =2 + 2x Recta2:y =2 + 2x
1 1
=2+2(—= =2 2@)
y + 2( Q y +2(5
y=1 y =3
Recta3:y =3 +x Recta3: y =3+ x
1 1
=3 — — -
y=3+(=3 Y 3+Q)
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correspondea y =3 + x
cuando
x < —1.

5

=3
Rectad:y =6
Lo que quiere decir que la
gréafica de la funcion
correspondea y = 3 + 3x
cuando

-1<x<0.

7

y=3
Rectad:y =6
Lo que quiere decir que la
grafica de la funcion
corresponde a
y = 2 + 2x cuando

0<x<1.

Intervalo [1,2)
Vamos a evaluar a las rectas en

3
x =z
2
Rectal:y =3 + 3x
—3+3C)
Y= 2
_ 15
y=7
Recta2:y =2 + 2x
—z+z€)
Y= 2
y=5
Recta3:y =3 +x
=3+(3)
y=°"\2
9
)
Rectad:y =6

Lo que quiere decir que la
gréafica de la funcion
correspondea y =3+ x
cuando

1<x<2.

Intervalo [2,3)

Vamos a evaluar a las rectas en
5

X ==
2
Rectal: y =3+ 3x
—3+3€)
Y= 2
21
Y=7
Recta2:y =2 + 2x
—z+z€)
Y= 2
y=7
Recta3:y =3 +x
=3+(3)
y=271z
11
y=7
Rectad:y =6

Lo que quiere decir que la
gréafica de la funcion
correspondea y =3+ x
cuando

2<x<3.

Intervalo [3, )
Vamos a evaluar a las
rectasen x = 4
Rectal: y =3 + 3x

y =3+3(4)
y =15
Recta2:y =2 + 2x
y=2+2(4)
y =10
Recta3:y =3 +x
y=3+4)
y=7
Rectad:y =6

Lo que quiere decir que la
grafica de la funcion
correspondea y = 6
cuando

3<x < oo,

Se concluye que los puntos A(—1,0), B(1,4)y F(3,6) son las raices del polinomio, en la

imagen que sigue se presenta la gréfica.
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Figura 6. Gréafica del Ejemplo 6. Seccion 3.1.

Observacion 3: Notemos que la gréfica del polinomio sin importar el grado depende de
cuéntos términos tenga la expresion, ya que son el nimero de rectas que se analiza para encontrar

el minimo en cada intervalo.

Observacion 4: Debido a la forma de analizar los polinomios, se cumple que existen dos 0 mas

polinomios que representan la misma funcidn, estos visto en los anteriores ejemplos presentados.

3.2.Polinomio de grado uno en dos Variables. (Rectas Tropicales).

Definicidn de recta tropical’: Una recta tropical son los puntos (x,y) € H 2, donde se tiene

aOx P bOy®Dc, abceR
donde el minimo es asumido por lo menos dos veces uno entre a, b es distinto de 04,.
Ejemplo 1: Dada la recta tropical a®x @ b®y @ ¢
min{a®x, bOy, c}
min{a + x,b + y, c}
De acuerdo con la definicion de la recta tropical, el minimo debe asumirse al menos dos veces,

se obtiene que:

" La definicion de recta tropical fue consultada en (Diana, 2010).



a+x=b+y<c

at+x=c<b+y

b+y=c<a+x

tres desigualdades.

Teorema 1: La recta tropical que estd dada por la siguiente expresion:

a®x G bOy D c

P(x,y) = (c — a,c — b). La demostracion se ve en la tabla 26.

Tabla 27. Demostracion Teorema 1. Seccién 3.2.
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De donde la recta tropical es formada a partir de la union de tres semirrectas que cumplen las

Es la unién de tres semirrectas donde el punto de origen de dichas semirrectas es el punto

# | Afirmacion Garantia
1 Sea la recta tropical de expresion Dado
a®Ox B bOy P c
2 min{a®x, bOy, c} Definicion de suma tropical (1)
3 min{a + x,b + y, c} Definicion de producto tropical (2)
4 a+x=b+y<c Definicion de recta tropical (1,3)
at+x=c<b+y
b+y=c<a+x
5 a+x=b+y Rectas (4)
at+x=c
b+y=c
6 a+x=b+y Suma de ecuaciones (5)
a+x+y+b=2c
7 xX—y=b—a Organizacion de términos (6)
xX+y=2c—a-b»>b
8 xX=c—a Solucion por medio del método de
y=c—b»b Gauss Jordan (7)
9 P(c — a,c — b) interseccion de las rectas Interseccion de rectas usuales (5,8)
a+x=b+y
at+x=c

b+y=c
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10 P(c — a,c — b) origen de las semirrectas Definicion de semirrecta (9)
dadas por
a+x=b+y<c
a+x=c<b+y
b+y=c<a+x

Observacion 1: Note que la construccion de las semirrectas esta dada asi:
a. Si x < ¢ — a entonces la grafica toma la funciona + x = b + y.
b. Six > ¢ — a entonces la gréfica toma la funciona + x =cyb+y =c

Ejemplo 2: Dada la expresion de la recta tropical 5Ox @ 3@y @ 8 se pretende encontrar las

ecuaciones que definen las semirrectas y su representacion en el plano.
La ecuacion de la recta es equivalente a
50x @ 30y @ 8 = min{50x,30y, 8}
= min{5+ x,3 + y, 8}
Seguln la definicidn de recta tropical al asumir el minimo dos veces se tienen las siguientes

desigualdades:

5+x=3+y <8 5+x=8<3+y 3+y=8<5+«x
x=3+y—-5<8 x=8-5<3+y y=8-3<5+x
x=y—2 <8 x=3<3+y y=5<5+x

Para encontrar el punto de origen de las semirrectas tenemos que por el Teorema 1 de la seccion
3.2. dicho punto es:
P(8—58—-13)
P(3,5)
Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P(3,5), de acuerdo con la
observacion 1, la gréfica en los valores para x < 3 toma la recta x = y — 2, para x = 3 toma las

rectas x = 3 ey = 5, a continuacion, se ve la gréfica.
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Figura 7. Gréfica del Ejemplo 2. Seccion 3.2.

P

4 Punto P(3, 5)

Nota: En el ejemplo anterior es importante aclarar que los intervalos son tomados de la siguiente
forma: uno abierto y el otro cerrado Unicamente para que el punto P no se incluya dos veces en la
grafica de la recta tropical, es decir que se asume como convencion para proximos ejemplos.

Recordando el capitulo 1 se establecen aquellas propiedades en la geometria analitica y surgen
los siguientes cuestionamientos a analizar:

e (A partir de cuantos puntos se puede encontrar la ecuacion de la recta tropical? Para dar
respuesta a la pregunta se debe analizar los elementos que se involucra en la ecuacion de la
recta tropical.

e Se puede encontrar la ecuacién de la recta si se tiene el punto P que es el origen de las
semirrectas y el valor de a, b 6 ¢, veamos un ejemplo para ilustrar lo anterior.

Ejemplo 3: La recta cuyo punto P que es origen de las tres semirrectas tiene coordenadas
(2,—1) y el valor de ¢ = 5, vamos a construir la expresion de la recta y graficarla en el plano
cartesiano.

Recordemos que la ecuacién de la recta tropical tiene la siguiente forma:
aOx D bOYy D c

En el ejemplo se tiene el valor de ¢ entonces sustituyendo tenemos que:
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a®Ox @ bOy D 5
Pero también tenemos el punto origen de las semirrectas que segun la definicion tiene las siguientes
coordenadas:
P(c—a,c—b)=(2,-1)
Con esta informacién obtenemos las siguientes igualdades
c—a=2ANc—b=-1
Recordemos que el valor de ¢ = 5 entonces despejando a a y b respectivamente tenemos que:
a=3Ab=6
Ahora, la expresion de la recta tropical es:
30x D 6Oy D5

De donde podemos encontrar las siguientes desigualdades:

3+x=6+y <5 3+x=5<6+y 6+y=5<3+x
x—y=6—-—3<5 x=5-3<6+y y=5—-6<3+x
x—y=3<5 x=2<6+y y=—-1<3+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P(2,—1), de acuerdo con
la observacion 1, la gréfica en los valores para x < 2 toma la recta x = y + 3, para x > 2 toma

las rectas x = 2 e y = —1, a continuacion, se ve la grafica.
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Figura 8. Gréfica del Ejemplo 3. Seccion 3.2.

2

1

Ejemplo 4: La recta cuyo punto P que es origen de las tres semirrectas tiene coordenadas
(—3,m) y el valor de b = 8, encuentre la expresion de la recta y grafiquela en el plano cartesiano.
Recordemos que la ecuacién de la recta tropical tiene la siguiente forma:
a®x B bOy b c
En el ejemplo se tiene el valor de b, remplazando en la expresion se tiene que:
a®x D8Oy B¢
Pero también tenemos el punto origen de las semirrectas que segln la definicién tiene las
siguientes coordenadas:
P(c—a,c—b) =(-3,m)
Con esta informacion obtenemos las siguientes igualdades
c—a=-3Ac—b=m
Recordemos que el valor de b = 8 entonces despejando a a Yy ¢ respectivamente tenemos que:
a=mn+11 Ac=m+8
Ahora, la expresion de la recta tropical es:
(r+11)Ox @© 80y @ (7 + 8)

= ((mO11)Ox) G 80y @ (mO8)
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= (mO110x) ® 8Oy @ (1O8)
De donde podemos encontrar las siguientes desigualdades:

Tabla 28. Desigualdades del Ejemplo 4. Seccién 3.2.
n+11+x=8+y <m+8
x+m+11-8=y<m+8
x+n+3=y <m+8
T+11+x=n+8<8+y
x=nm—n+8-11<8+y
x=-3<8+y
8+y=n+8<m+11+x
y=n+8-8<m+11+x
y=n<m+11+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P(—3, ), de acuerdo con
la observacion 1, la grafica en los valores donde x < —3 toma la recta x + m + 3 = y, para los

x = —3 toma las rectas x = —3 e y = m, veamos la siguiente gréfica.

Figura 9. Gréfica del Ejemplo 4. Seccion 3.2.

Ejemplo 5: Dada la recta tropical donde se tiene el punto P origen de las tres semirrectas tiene
coordenadas (0, —1), ademas se tiene el valor de a = 5, veamos la expresion de la rectay su gréfica
en el plano cartesiano.

Se parte inicialmente de la ecuacion general de la recta:
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a®x B bOy b c
Recodemos que se tiene el valor de a, sustituyendo tenemos que:
50x @ bOy D c
De acuerdo con el punto P que es el origen que se definen con las siguientes igualdades:
P(c—a,c—b)=(0,—-1)
c—a=0Ac—-b=-1
Como a = 5, se remplaza gracias a los métodos de sustitucion se encuentra el valor de b y ¢
respectivamente tenemos que:
c=5ANb=6
Teniendo en cuenta esto valores se concluye que la expresion de la recta tropical es:
50x B 6Oy D5
De donde podemos encontrar las siguientes desigualdades:

Tabla 29. Desigualdades del Ejemplo 5. Seccion 3.1.
5+x=6+y <5
x+5—-6=y <5
x—1=y <5
5+x=5<6+y
x=5-5<6+y
x=0<6+y
6+y=5<5+x
y=5—-6<5+x
y=—-1<5+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P(0,—1), de acuerdo con
la observacion 1, la gréfica en los valores x < 0 toma la recta ecuaciones x —1 =y, x = 0 toma

las rectas x = 0 e y = —1, a continuacion, se ve la grafica.
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Figura 10. Gréfica del Ejemplo 5. Seccion 3.2.

9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Teorema 2: Sea el punto P(x, y) origen de las semirrectas que conforman la recta tropical y

se cumple alguna unica de las siguientes condiciones:

e Se conoce el valor de a.
e Se conoce el valor de b.
e Se conoce el valor de c.
Entonces se puede obtener los coeficientes restantes para la expresion de la recta tropical. La
demostracion se encuentra en la siguiente Tabla 29.

Tabla 30. Demostracion Teorema 2. Seccién 3.2.

# Afirmacion Garantia
1 Sea Dado
P(xy,y1)yne¥
2 1. a=n Casos (1)
2. b=n
3. c=n
3 a=n Caso 1 (2)
4 P(xy,y,) =(c—a,c—b) Teorema 1 (1,3)
5 c—a=x, Igualdad (4)
c—b=y
6 c—n=ux Sustitucién (3,5)
7 c=x,+n Propiedad de los reales (6)
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8 Xp+n—-b=y, Sustitucion (5,7)

9 X1+n—y;=b Propiedad de los reales (8)

10 nOx® (x; +n—y,)Oy @ (x; +n) Definicidn de recta tropical (9)

11 b=n Caso 2 (2)

12 P(xy,y,) = (c—a,c—b) Teorema 1 (1,11)

13 c—a=x Propiedad de los reales (12)
c—b=y

14 c—n=y, Sustitucion (11,13)

15 c=y;+n Propiedad de los reales (14)

16 yi+n—a=x Sustitucion (13,15)

17 yi+n—x;=a Propiedad de los reales (16)

18 Y1 +n—x)Ox BnOy ® (y; +n) Definicidn de recta tropical (17)

19 c=n Caso 3 (2)

20 P(xy,y,) =(c—a,c—b) Teorema 1 (1,19)

21 c—a=x; Propiedad de los reales (19)
c—b=y

22 n—a=x Sustitucion (19,21)
n—-b=y

23 n—x;=a Propiedad de los reales (22)
n—y;=b>b

24 M=—x)OxP n—y;))OyDn Definicion de recta tropical (23)

Otro punto a analizar la unicidad de las rectas tropicales entonces se tiene la siguiente pregunta

¢Se mantiene el postulado de la recta®?

Debido al estudio realizado no se puede afirmar que el postulado de la unicidad de la recta sea

valido para las rectas tropicales, ya que la ecuacion de una recta tropical se puede determinar

teniendo el punto origen de las semirrectas y un valor bien sea a, b o ¢, donde serd analizado mas

adelante en el desarrollo de la seccion.

Si observamos la forma gréafica de una recta tropical que esta compuesta por tres semirrectas, se

genera el siguiente cuestionamiento ;Como se da la interseccion de dos rectas tropicales?, es claro

8 El postulado de la recta entendido como: Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que

los contiene. (Moise, 1966).
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que no se puede definir las rectas tropicales paralelas con la nocion de no interseccion ya que
intuitivamente sabemos que dos rectas siempre se van a intersecar, esto es:

Postulado 1: Dos rectas tropicales se pueden intersecar en:

e Un Unico punto.

¢ Infinitos puntos.

Teorema 3: Dadas | y m dos rectas tropicales definidas como: l:a;Ox @ b,Oy D c; ¥
m:a,Ox @ b,y P c,.Sicy —a; =c, —a, 0c; — by = c, — b, entonces [ y m se intersecan
en infinitos puntos. En la Tabla 30 vemos la demostracion del teorema.

Tabla 31. Demostracion Teorema 3. Seccién 3.2.
# Afirmacion Garantia
1 Sean Dado
l:a,0x B b0y D cy
m:a,©Ox @ b,Oy D c,.

SICl—a1=C2—a20C1—b1=Cz—b2

2 l. qq—a1=c,—a, Caso 1 (1)

3 min{a,©Ox, b; Oy, c;} Definicion de suma tropical (2)
min{a,©x, b,Oy, c;}

4 | min{a; +x,b; +y,c1} Definicion de producto tropical (3)
min{a, + x, b, + v, c3}

5 Del Definicion de recta tropical (1,4)

a,+x=b+y<c

a,+x=c;<b+y

bi+y=c<a;+x
Dem

a,+x=b,+y<c,

a,+x=c,<b,+y

b, +ty=c;<a,+x
6 Del Propiedades los reales (5)
a,—bi+x=y<¢
xX=c—a,<b +y
y=¢—b;<a;+x

Dem

az—b2+x=ySC2
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X=c—a,<b,+y
y=c¢c,—b,<a,+x
7 X=¢ —a Igualdad de rectas (6,2)
X =Cy—Qy
Son iguales
8 La interseccion de las rectas Interseccion de rectas (7)
X=C—a
X=Cy—ay
Son todos sus puntos
9 Las semirrectas contenidas en las rectas Subconjunto de la recta (8)
X=C—a
X =0Cy—ay
Se intersecan en infinitos puntos
10 | Las rectas Teorema 1 (9,5)
l:a,0x B b0y D cy
m:a,Ox @ b,Oy P c,.
Se intersecan en infinitos puntos
11 2. ¢,—by=c,—Db, Casos 2 (1)
12 | Las rectas Analogo (2-11)
l:a,0x B b0y D cy
m:a,©Ox @ b,Oy D c,.
Se intersecan en infinitos puntos

Teorema 4: Dadas | y m dos rectas tropicales definidas como: l:a;0Ox @ b,Oy D c; ¥

m:a,Ox @ b,y @ c,. Si a; — b; = a, — b, entonces [ y m se intersecan en infinitos puntos.

Nota: La demostracion del teorema 4 es analoga a la del teorema 3.

Teorema 5: Dadas [ y m dos rectas tropicales definidas como: l:a,Ox @ b;Oy D c; ¥

m:a,Ox @ b,y P c,.Sic; —a, #c, —ay, ¢ — by # ¢, — by Yy a; — by # a, — b, entonces

[ y m se intersecan en Unico punto.

La demostracion del teorema 5 se presenta en la tabla 31.

Tabla 32. Demostracion Teorema 5. Seccién 3.2.

#

Afirmacién

Garantia

1

Sean
[:a,0x D b;OYy D cy

Dado
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m:a,Ox @ b,Oy D c,
Sici—a, #¢c;—ay,¢cq—by #c,—byy
a, —b; #a, — b,

2 min{a,®Ox, b; Oy, c;} Definicion de suma tropical (1)
min{a,©Ox, b,Oy, c;}

3 min{a, + x,b; + y,c,} Definicion de producto tropical (2)
min{a, + x, b, + v, ¢, }

4 Del Definicion de recta tropical (1,3)

gy +x=b+y<c

ag+x=c;<bh +y

bj+y=c <a;+x
Dem

a,+x=b,+y<c,

a,+x=c, <b,+y

b, +y=c,<a,+x
5 Del Propiedades los reales (5)
a,—bi+x=4+y<c
XxX=c—a,<bi+y
y=c¢—b;<a;+x

Dem
a,—b,+x=+y<c
X=c—a,<b,+y
y=c¢c,—b,<a,+x
6 Las rectas Teorema 3y 4 (1,5)
l:a,0x D b0y D cy
m:a,®Ox @ b,Oy P c,.
No se intersecan en infinitos puntos
7 Las rectas Postulado 1 (1, 6)
l:a;0x D b,y Py
m:a,©Ox @ b,Oy @ c,. Se intersecan en
Unico punto.

Ejemplo 6: Dadas las rectas tropicales I: 6Ox @ 30y @ 9y m:80x P 40y D 2,
determinaremos si se intersecan en un Unico punto o en infinitos puntos.
Tenemos la recta 6Ox @ 30y @ 9 calculando el punto origen de las semirrectas P; (3,6),

podemos encontrar las siguientes desigualdades:



6+x=3+y <9 6+x=9<3+y 3+y=9<6+x
x—y=3—-6 <5 x=9-6<3+y y=9-3<6+x
x—y=-3<5 x=3<6+y y=6<3+x
Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P;(3,6) y tienen
ecuacionesx =y —3,x =3ey =6.
Para la recta 8Ox @ 4Oy @ 2 donde su punto origen de las semirrectas es: P,(—6,—2),

podemos encontrar las siguientes desigualdades:

8+x=4+y <2 8+x=2<4+y 4+y=2<8+x
x—y=4-8 <2 x=2—-8<4+y y=2—-4<8+x
x—y=—4<2 x=—6<4+y y=—-2<8+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P,(—6,—2) y tienen
ecuacionesx =y —4,x = —6ey = —2.

Notemos que las rectas no se intersecan en infinitos puntos, yaque 6 —3 # 8 — 4,9 — 3 #
2—4y9— 6+ 2 — 8, entonces estas dos rectas se intersecan en un unico punto que trazando
las rectas tenemos:

Figura 11. Gréfica del Ejemplo 6. Seccion 3.2.

8

5 1
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Las rectas se intersecan en un tnico punto A, para encontrar dicho punto vamos a comparar las
semirrectas entre si, es importante reconocer que se debe analizar las expresiones de las rectas
que contienen a las semirrectas para evaluar si los puntos encontrados estan en la semirrecta
correspondiente, para ello haremos lo siguiente: Vamos a tomar la recta tropical m que en la
gréafica corresponde a la roja que esta compuesta por las siguientes semirrectas:

La semirrecta contenida en la recta x = —6 que tiene origen en el punto P,(—6,—2), serd a
comparadaconx =y—3,x=3ey =6.

Primer caso: x = —6 y x = 3 son rectas paralelas ya que ambas son perpendiculares al eje y.

Segundo caso: x = —6'y y = 6 son rectas perpendiculares y se intersecan en el punto (—6,6),
pero este punto no esté en las dos semirrectas asi que no puede ser la interseccion de las rectas
tropicales.

Tercer caso: x = —6 'y x = y — 3 estas dos rectas se intersecan en el punto (—6,3), pero este
punto no pertenece a las dos semirrectas entonces no puede ser el punto de interseccion de las dos
rectas tropicales dadas.

La semirrecta contenida en la recta y = —2 que tiene origen en el punto P,(—6,—2), vamos a
compararlaconx =y —3,x =3ey = 6.

Primer caso: y = —2 y x = 3 son rectas perpendiculares y se intersecan en el punto (3, —2)
pero este punto no esta en las dos semirrectas asi que no puede ser la interseccion de las rectas
tropicales.

Segundo caso: y = —2 e y = 6 son rectas paralelas, ya que ambas son perpendiculares al eje

x, pero diferentes.
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Tercer caso: y = —2y x = y — 3 estas dos rectas se intersecan en el punto (-5, —2), este
punto pertenece a las dos semirrectas es el punto de interseccion de las dos rectas tropicales
dadas.

La semirrecta contenida en la recta x — y = —4 que tiene origen en el punto P,(—6,—2), serd
comparadaconx =y—3,x=3ey =6.

Esta situacion no sera analizada ya que se dijo que las rectas tropicales se intersecan en un
unico punto A donde dicho punto ya fue encontrado.

Ejemplo 7: Dadas las rectas tropicales I: 30x @ (—-5)Oy @9y m: (-2)Ox  (-3)Oy P
(—1), determine si se intersecan en un Unico punto y cuél es o en infinitos puntos.

Tenemos larecta 30x @ (—5)©y @ 9 calculando el punto origen de las semirrectas

P; (6, 14), luego podemos encontrar las siguientes desigualdades:

3+x=y—-5<9 3+x=9<y-5 y—5=9<3+x
x—y=-3-5<9 x=9-3<y-5 y=9+5<3+x
x—y=-8<9 x=6<y-5 y=14<3+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P;(3,6) y tienen
ecuacionesx =y —8,x = 6ey = 14.
Para larecta: (—2)®Ox @ (—3)©y @ (—1), donde su punto origen de las semirrectas es:

P,(1,2), de donde podemos encontrar las siguientes desigualdades:

—2+x=-3+y <-1 —2+x=-1<-3+y —-3+y=-1<-2+x
x—y=-3+2 <-1 x=2-1<-3+y y=—-1+3<-2+x
x—y=-1<-1 x=1<-3+y y=2<-2+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P,(1,2) y tienen

ecuacionesx =y—1,x =1ey = 2.



61

Notemos que las rectas no se intersecan en infinitos puntos, yaque 9 —3 # -1+ 2,9+ 5 #
—1+3y3+4 5=+ -2+ 3, entonces estas dos rectas se intersecan en un nico punto que
trazando las rectas tenemos:

Las rectas se intersecan en un Unico punto A, para encontrar dicho punto vamos a comparar las
semirrectas entre si, es importante reconocer que debemos analizar las ecuaciones de las rectas
que contienen a las semirrectas para evaluar si los puntos encontrados estan en la semirrecta
correspondiente, para ello haremos lo siguiente: Vamos a tomar la recta tropical [ que en la
gréfica corresponde a la roja que esta compuesta por las siguientes semirrectas:

La semirrecta contenida en la recta x = 6 que tiene origen en el punto P;(6,14), sera a
comparadaconx =y—-5x=1ey = 2.

Primer caso: x = 6 y x = 1 son rectas paralelas ya que ambas son perpendiculares al eje y.

Segundo caso: x = 6 'y y = 2 son rectas perpendiculares y se intersecan en el punto (6,2),
pero este punto no esta en las dos semirrectas asi que no puede ser la interseccién de las rectas
tropicales.

Tercer caso: x = 6 y x = y — 5 estas dos rectas se intersecan en el punto (6,11), pero este
punto no pertenece a las dos semirrectas entonces no puede ser el punto de interseccion de las dos
rectas tropicales dadas.

La semirrecta contenida en la recta y = 14 que tiene origen en el punto P, (6,14), vamos a
compararlaconx =y —-5,x=1ey = 2.

Primer caso: y = 14 y x = 1 son rectas perpendiculares y se intersecan en el punto (1,14)
pero este punto no esta en las dos semirrectas asi que no puede ser la interseccion de las rectas

tropicales.
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Segundo caso: y = 14 e y = 2 son rectas paralelas, ya que ambas son perpendiculares al eje
x, pero diferentes.

Tercer caso: y = 14y x = y — 5 estas dos rectas se intersecan en el punto (9,14), este punto
no pertenece a las dos semirrectas es el punto de interseccion de las dos rectas tropicales dadas.
asi que no puede ser la interseccion de las rectas tropicales.

La semirrecta contenida en la recta x — y = —8 que tiene origen en el punto P, (6,14), sera
comparadaconx =y —5x=1ey = 2.

Primer caso: x —y = —8y x = 1 son rectas perpendiculares y se intersecan en el punto (1,9)
donde analizando las gréficas el punto es la interseccion de las rectas tropicales.

El segundo caso y tercer caso no seran evaluados porque el punto de interseccion de las rectas
tropicales ya fue encontrado,

y = 14 e y = 2 son rectas paralelas, ya que ambas son perpendiculares al eje x, pero
diferentes.

El punto de interseccion lo vemos a continuacion en la grafica de las rectas.

Figura 12. Gréfica del Ejemplo 7. Seccién 3.2.

P, (6.14)

Al1,9)

P, (1,2)
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Nota: En el Teorema 3 hace referencia a la interseccion de dos rectas, estos casos son: en un
unico punto o en infinitos, pero analizando diferentes situaciones es posible el caso donde se

intersecan en infinitos puntos y las rectas tropicales son diferentes.

3.3.Polinomios Tropicales de Segundo Grado en dos Variables

Definicion de polinomio tropical de sequndo grado en dos variables: Un polinomio de

segundo grado esta dado por la siguiente expresion:
P(x,y) = a®x* @ bOyOx @ cOy* @ dOy B eOx D f
Donde a, b, c,d, e, f € R son los coeficientes del polinomio P y x, y las variables que se
encuentra en J, por otra parte, esta curva se puede conformar con la union de cuatro vértices,
tres aristas delimitadas y seis medios rayos que se define con la proyeccion de la interseccion de
los 6 planos en P « H .
A continuacion, se muestran la grafica genérica de un polinomio cuadratico.

Figura 13. Ejemplo de un polinomio de segundo grado.

Richter—Gebert, Sturmfels.y Theobald. (2009). Seccion 3.3



Veamos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1: Dado el polinomio P(x,y) = 10x% @ xQy @ 10y2 @ y @ x D 2 veamos sus
veértices y su forma gréfica.
Inicialmente se tiene que:

P(x,y) =10x* D xCy D10y’ Dy D x D 2

P(x,y) =102x @ xOQy D 102y Dy D x D 2

Px,y)=14+2xPx+yP1+2yDyPxP2
P(x,y) =min{1+2x,x+y,1+ 2y,y,x, 2}
Debido a la definicion de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los

seis planos:

Tabla 33. Planos definidos por el Ejemplo 1. Seccion 3.3.
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P1 1+2x=z P2 x+y=z P3 1+2y=z

P4 y=z P5 X=2z P6 2=z

Ahora, como la definicién nos dice que la grafica del polinomio es conformada por la
proyeccion inferior de los seis planos, para ello vamos a encontrar la interseccion de los planos
dos a dos como sugiere la imagen de polinomio general:

Tabla 34. Rectas de interseccion de los planos en el espacio por el Ejemplo 1. Seccion 3.3

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos

y P6:2=z yP5: x =2z y P6:2 =z yPdy=2z

PS5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:

(0,0,1) x (1,0,—1) = (0,—1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(2,0,2) P =(0,2,2)
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La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,2z) =(2,—t,2) (x,y,z) =(-t,2,2)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y=2 x =2
P5 | Se tiene los planos
y Pd:y=z yPS:x =z
P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)
Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0,1,-1) x(1,0,—1) = (—1,—-1,—-1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:
P = (0,0,0)
La recta 3 de interseccion es:
(x,y,z) = (—t,—t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:
y=Xx
P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:1+2x=zyP5 x =2z y Pdy=2zyP3:1+2y =2z
P1 | Para P1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x (1,0,—1) = (0,1,0) (0,2,—1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(0,-1,0) P = (1,0,0)
La recta 4 de interseccion es: La recta 5 de interseccion es:
(x,y,z) =(0,t — 1,0) (x,y,z) = (=t +1,0,0)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 4 es: recta 5 es:
y=-1 x=-1
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Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (2,0,—1) = (—1,—1,-2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P=(=22,0
- ( 2’2’ )
La recta 8 de interseccion es:
1 1
) =\ t)_ t; _Zt
(x,y,2) <2 >t )

Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 8 es:

y=x+1

P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2x+y=2zyP5 x =2z y P2x+y=zyP4dy=z
P5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1) Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(1,1,-1) x(1,0,—1) = (—1,0,—1) (1,1,-1) x(0,1,—1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las 7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P = (0,0,0) P = (0,0,0)
La recta 6 de interseccion es: La recta 7 de interseccion es:
(X,y,Z> = <_t; O:_t) (X,y,Z) = <_tr 0, _t>
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 6 es: recta 7 es:
x=0 y=0
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2x+y=zyPl:1+2x =2z y P2x+y=zyPl:1+2y =z
P1 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P3 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)

Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x(0,2,—1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P = ! ! 0
- (2 4 2 4 )
La recta 9 de interseccion es:

( )—(1+t 1+1:21:)
x,y,z—2 75 )

Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 9 es:

y=x-—1




Para encontrar los vértices del polinomio analizaremos los puntos de interseccion de las

siguientes rectas:

Tabla 35. Vértices del Polinomio del Ejemplo 1. Seccién 3.3.

Rectaly 2 V. =(22)
Recta4y5 v, = (0,0)
Recta6y 8 x=-1 y x=y-1
-1=y-1
y=0
Entonces
V; = (=1,0)
Recta7y9 y=-1 y y=x-1
-1=x-1
x=0
Entonces
Vo =(0,-1)

Ahora, veamos la grafica

Figura 14. Gréfica del Ejemplo 1. Seccidn 3.3.

7 6 5 -4 -3

67

Ejemplo 2: Dado el polinomio P(x,y) = 30x? @ 20xQy @ 40y* @ 50y @ 80x D 1,

vamos a determinar los vértices y su forma grafica.

Como primera parte tenemos que:

P(x,y) = 30x* @ 20x0y @ 40y* B 50y B 80x D 1

P(x,y) =302x @ 20x0y © 402y ® 50y @ 8Ox D 1
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P(x,y) =34+2xP2+x+yD4+2yD5+yP8+xD1

P(x,y) =min{3+2x,2+x+y,4+2y,5+vy,8+x,1}

Debido a la definicién de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los

seis planos:

Tabla 36. Plano definidos por el Ejemplo 2. Seccion 3.3.

P1

34+2x =2z P2

2+x+y=z P3

4+2y=2z

P4

5+y=z P5

8+x=1z P6

1=z

Ahora, como la definicidn nos dice que la gréfica del polinomio es conformada por la

proyeccion inferior de los seis planos, para ello vamos a encontrar la interseccion de los planos

dos a dos como sugiere la imagen de polinomio general:

Tabla 37. Rectas de interseccién de los planos en el espacio por el Ejemplo 2. Seccion 3.3

Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos

y P6:1=2z yP5:x+8 =12 y P6:1=z yP4&:5+y=2z

PS5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:

(0,0,1) x (1,0,—1) = (0, —1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P=(-701) P =(0,-4,1)
La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,z)=(-7,-t1) (x,y,z) = (-t,—4,1)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y=—4 x =-=7

P5 | Se tiene los planos

y P4:5+y=zyP58+x=2z

P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
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Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0P1P _1) X <1POP _1) = <_1' _11 _1>
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos

ecuaciones y se tiene el punto:

P = (—8,—5,0)

La recta 3 de interseccion es:

(x,y,z) =(-8—1t,—5—t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:

Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (1,0,—1) = (—1,0,—-1)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

y=x+3
P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:3+2x =zyP5:8+x =z y P45+y=2zyP3:4+2y =2z
P1 | Para P1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x(1,0,—1) = (0,1,0) (0,2,—1) x(0,1,—1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
3 P =(—6,-5,0)
P=(=2-80) La recta 5 de interseccion es:
La recta 4 de interseccion es: (x,y,2) = (—t — 6,—5,0)
(x,y,2) = (- § t —8,0) Para proyectarla en el plano xy
2 eliminamos el término en z y tenemos la
Pa.lra.proyectarla en.el plano xy recta 5 es:
eliminamos el término en z y tenemos x =3
la recta 4 es:
y=26
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P22+x+y=2zyP5:8+x=2z y P22+x+y=zyP4d:5+y==z
PS5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)

Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (0,1,—1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:
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P =(—-8,6,0)
La recta 6 de interseccion es:
(x,y,z) = (-t — 8,4, —t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 6 es:
x=5

P = (3,-5,0)
La recta 7 de interseccion es:
(x,y,z) =(3,-5+t,t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 7 es:

y=1

P2

P1

Se tiene los planos P2

P22+x+y=2zyPl:3+2x =z y
Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P3
Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (2,0,—1) = (-1, -1, —2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P = (-5,3,0)
La recta 8 de interseccion es:

(x,y,z) =(=5—1t,3 +t,—2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 8 es:

y=x+1

Se tiene los planos

P2:2+x+y=zyPl:4+2y =z
Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x (0,2, —1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P = (0,—2,0)
La recta 9 de interseccion es:
(x,y,z) = (t,—2 + t, 2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 9 es:

y=x-—2

Para conocer los vértices del polinomio vamos a encontrar los puntos de interseccion de las

siguientes rectas:

Tabla 38. Vértices del Polinomio del Ejemplo 2. Seccién 3.3

Rectaly 2 V,=(-7,-4)
Rectady5 V, = (3,6)
Recta6y 8 x=5 y x=y-1

5+1=y

y=6
Entonces

Vs = (5,6)

Recta7y9 y=1 y 2+y=x
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Entonces

V,=(31)

Ahora, vemos la grafica

Figura 15. Gréfica del Ejemplo 2. Seccion 3.3.
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Ejemplo 3: Dado el polinomio P(x,y) = x?> @ 30xQy ® y*> @ 20y @ 20x D 3, veamos
los vértices y su forma gréfica.
Inicialmente se tiene que:
P(x,y) = x* @ 30xQy @ y* @ 20y ® 20x ® 3
P(x,y) =2x D 30x0Qy @ 2y G 20y G 20x D 3
Px,y)=2xP3+x+yP2yP2+yP2+xP3
P(x,y) =min{2x,3+x+y,2y,2+y,2+ x,3}
Debido a la definicién de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los
seis planos:

Tabla 39. Planos definidos por el Ejemplo 3. Seccion 3.3.
P1 2x =z P2 3+tx+y=z P3 2y =2z
P4 24+y=z P5 24+x =z P6 3=z
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Recordando que la grafica del polinomio es conformada por la proyeccion inferior de los seis
planos, para ello se encuentra la interseccion de los planos dos a dos como sugiere la imagen de
polinomio general:

Tabla 40. Rectas de interseccién de los planos en el espacio por el Ejemplo 3. Seccion 3.3

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos
y P6:3=z yP5:x+2=z2 y P6:3 =2z yP4: 24y =2z
P5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(0,0,1) x (1,0,—1) = (0,—1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(1,0,3) P =(0,—4,1)
La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,z) = (1,—t,3) (X,y,Z) = <_t1_4'1)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y=1 x=1
P5 | Se tiene los planos
y P4:2+y =2z yP5: 24+x =2z
P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)
Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0,1, -1) x(1,0,—1) =(—-1,—-1,-1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-2,0)
La recta 3 de interseccion es:
(x,y,z) =(=2—t,—2—t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:
y=Xx
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P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:2+2x=zyP5: 2+x =z y P45+y=2zyP3:4+2y =2z
P1 | Para P1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x(1,0,—1) = (0,1,0) (0,2,—1) x(0,1,—1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P = (-1,4,0) P = (—6,-5,0)
La recta 4 de interseccion es: La recta 5 de interseccion es:
(x,y,z) = (—1,t + 4,0) (x,vy,z) = (—t — 6,-5,0)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 4 es: recta 5 es:
y=-1 x=-1
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:3+x+y=2zyP5 2+x =2z y P2:3+x+y=2zyP4d: 2+y =2z
P5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1) Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(1,1,—1) x(1,0,—1) = (—1,0,—1) (1,1,—-1) x(0,1,—1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las 7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-1,0) P =(-1,-2,0)
La recta 6 de interseccion es: La recta 7 de interseccion es:
(x,y,z) =(—t—2,—-1,—t) (x,y,z) =(1,-2+t,t)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 6 es: recta 7 es:
x=6 y =2
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:3+x+y=zyPli2x =2z y P2:3+x+y=2zyPl: 2y =z
P1 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P3 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
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Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x (2,0,—1) = (—1,—-1,-2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P =(0,-3,0)
La recta 8 de interseccion es:
(x,y,z) = (—t,—3 —t,—2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 8 es:

y=x+3

Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x(0,2,—1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P = (-3,0,0)
La recta 9 de interseccion es:
(x,y,z) = (=3 +t,t,2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 9 es:
x—3

y:

Analicemos los puntos de interseccion de las siguientes rectas:

Tabla 41. Vértices del Polinomio del Ejemplo 3. Seccion 3.3

Rectaly 2 D=(11)
Rectad4y5 A=(-1,-1)
Recta7y9 x=2 y x—-3=y
2—3=y
y=-1
Entonces
B=(2,—-1)
Recta6y 8 y =2 y y=3+x
—3+2=x
=-1
Entonces
C=(-12)

Ahora, vemos la grafica
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Figura 16. Grafica del Ejemplo 3. Seccién 3.3.

Recordemos que en la seccion 3.2. vimos el comportamiento de una recta tropical y los posibles
casos de interseccion entre ellas, ahora, ya constituidos los polinomios tropicales de segundo grado
en dos variables, podemos analizar algunos casos que se pueden presentar cuando hablamos
interseccion entre la representacion grafica de polinomio tropical de segundo grado en dos
variables y una recta tropical, o dos polinomios tropicales de segundo grado en dos variables, para
ello tenemos los siguientes casos:

1. Polinomio tropical de segundo grado en dos variables y una recta tropical.
2. Dos polinomios tropicales de segundo grado en dos variables.
Para el primer caso veamos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 4: Sea la recta tropical 3®x @ 3@y @ 5y el polinomio tropical de segundo grado en
dos variables 40x? @ 30xOYD50y*®30yD2OxH3. Veamos que sucede en este caso.
Partiendo de la recta tropical, tenemos:
30x D30y D5
=3+xP3+yD5
=min{3 + x,3 + y, 5}

El punto origen de las semirrectas P; (3,6), podemos encontrar las siguientes desigualdades:
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3+x=3+y <5 3+x=5<3+y 3+y=5<3+x
x—y=3-3<5 x=5-3<3+y y=5-3<3+x
x—y=0<5 x=2<3+y y=2<3+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P;(2,2) y tienen
ecuacionesx =y, x =2ey = 2.
Ahora, tomando el polinomio se tiene que:
P(x,y) = 40x* @ 30xOy @ 50y* ® 30y @ 20x D 3
P(x,y) =402x @ 30x0Qy @ 502y D 30y @ 20x D 3
Plx,y)=44+2xP3+x+yP5+2yP3+yDP2+xP3
P(x,y) =min{4+2x,3+x+y,5+2y,3+y,2+x,3}
Debido a la definicién de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los
seis planos:

Tabla 42. Plano definidos por el Ejemplo 4. Seccion 3.3.
P1 4+2x =2z P2 3+x+y=z P3 5+2y=z
P4 3+y=z P5 2+x=z P6 3=z

Ahora, como la definicidn nos dice que la gréfica del polinomio es conformada por la
proyeccion inferior de los seis planos, para ello vamos a encontrar la interseccion de los planos
dos a dos como sugiere la imagen de polinomio general:

Tabla 43. Rectas de interseccién de los planos en el espacio por el Ejemplo 4. Seccion 3.3

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos

y P6:3=z yP5:x+2=2 y P6:3=z yP4:3+y=z2

P5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:

(0,0,1) x (1,0,—1) = (0, —1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
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Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(1,0,3) P =1(0,0,1)
La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,2z) =(1,—t,3) (x,y,z) =(-t,0,1)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y=0 x=1
P5 | Se tiene los planos
y P4:3+y =2z yP5: 24x =2z
P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)
Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0,1,-1) x(1,0,—1) = (—1,—-1,—-1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-3,0)
La recta 3 de interseccion es:
(x,y,z) =(=2—t,—3 —t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:
y=x—1
P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:4+2x =zyP5: 24x =z y P4:3+y =zyP3:5+2y =2z
P1 | Para P1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x (1,0,—1) = (0,1,0) (0,2, -1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-1,2,0) P =(-1,-3,0)
La recta 4 de interseccion es: La recta 5 de interseccion es:
(x,y,z) =(—=1,t + 2,0) (x,y,z) = (-t —1,-3,0)
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Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 4 es:

Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 5 es:

Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) X (2,0,—1) = (-1,—1,—-2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P =(-2,-1,0)
La recta 8 de interseccion es:

(x,y,z) =(—t—2,—1—1t,—2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 8 es:

y = -1 x=0
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:3+x+y=2zyP5 2+x =2z y P2:3+x+y=2zyP4d:3+y =12z
PS5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1) Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(1,1,-1) x (1,0, —1) = (—1,0, —1) (1,1,—-1) x (0,1, —1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las 7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-1,0) P =(0,-3,0)
La recta 6 de interseccion es: La recta 7 de interseccion es:
(x,y,z) =(—t—2,—1,—t) (x,y,z) =(0,-3 + t,t)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 6 es: recta 7 es:
x =—2 y=—2
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:3+x+y=zyPl:4+2x=2z |y P2:3+x+y=zyPl:5+2y =12
P1 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P3 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)

Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (0,2, —1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

11 5
,0)

P=(——,—>
( 2 2
La recta 9 de interseccion es:

( Yy =« 11+tt 52t)
xX,¥,Z) = > ) ok




y=x+1

Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 9 es:

y=x-—2

Ahora, para conocer los vértices tenemos:

Tabla 44. Vértices del Ejemplo 4. Seccion 3.3.

Rectaly 2 v, = (1,0)
Recta4y 6 V, =(0,-1)
Recta7y9 y=-=2 y x—-2=y
xX—2=-2
x=0
Entonces
V3 = (0,-2)
Recta5y 8 y y=1+x
1-2=y
x=-1
Entonces
V3 = (_21_1)

Veamos las graficas

Figura 17. Graficas del Ejemplo 4. Seccion 3.3.

/]

A

Vemos que en la forma grafica del polinomio de grado dos y la recta, se intersecan en dos

puntos, para conocer las coordenadas de esos dos puntos identificamos que la semirrecta




80

x = y que compone la recta tropical es aquella que se interseca con la semirrecta x = 1y el
segmento y = —1 que forman el polinomio, es decir que vamos a resolver las ecuaciones que
definen:

Tabla 45. Interseccion del Ejemplo 4. Seccion 3.3.
Tenemos la semirrecta x =y con la | Tenemos la semirrecta x = y con la semirrecta
semirrecta x = 1, eso quiere decir que y = | y = —1, eso quiere decir que x = —1 y el punto
1y el punto de interseccion es A(1,1). de interseccion es B(—1,—1).

Ejemplo 5: Sea la recta tropical 20x @ 2@y @ 3y el polinomio tropical de segundo grado en
dos variables 50x% @ 20xQyD50y*®20y®20x®1. Veamos que sucede en este caso.
Partiendo de la recta tropical, tenemos:
20x D 20y D3
=2+xP2+yP3
=min{2 + x,2 + y, 3}

El punto origen de las semirrectas P; (1,1), podemos encontrar las siguientes desigualdades:

2+x=2+y <3 2+x=3<2+y 2+y=3<2+x
x—y=2-2<3 x=3—-2<2+y y=3—-2<2+x
x—y=0<3 x=1<2+y y=1<2+x

Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P;(1,1) y tienen
ecuacionesx =y, x =1ley =1.
Ahora, tomando el polinomio se tiene que:
P(x,y) =50x2 @ 20xQy D50y D20y P 20x D 1
P(x,y) =502x @ 20x0y @ 502y @ 20y @ 20x D 1
Plx,y)=54+2xP2+x+yP5+2yPD2+yDP2+xP1

P(x,y) =min{5+2x,2+x+y,5+2y,2+y,2+x,1}
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Debido a la definicion de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los

seis planos:

Tabla 46. Plano definidos por el Ejemplo 5. Seccion 3.3.

P1

54+2x =z P2

2+x+y=z P3

5+2y=z

P4

2+y=z P5

24+x=2z P6

1=z

La grafica del polinomio es proyeccion inferior de los seis planos, para ello vamos a encontrar

la interseccidn de los planos dos a dos y luego se proyecta la recta en el plano xy.

Tabla 47. Rectas de interseccion de los planos en el espacio por el Ejemplo 5. Seccién 3.3

Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)

Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0111 _1) X <1101 _1) = <_1l _11 _1>
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos

ecuaciones y se tiene el punto:

P =(-2,-2,0)

La recta 3 de interseccion es:

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos

y P6:1=2z yPS:x+2=12 y P6:1=2z yP4: 24y =2z

P5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:

(0,0,1) x (1,0,—1) = (0,—1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P=(-101) P=(0,-1,1)
La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,2) =(-1,-t,1) (x,y,2) = (-t,—1,1)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y=-1 x=-1

P5 | Se tiene los planos

y P4:2+y =2z yP5: 2+x =z

P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
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(x,y,z) =(=2—-t,—-2—1t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:

Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (1,0,—1) = (—=1,0,—-1)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P =(-2,-1,0)
La recta 6 de interseccion es:
(x,y,z) =(—t—2,—-1,—t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 6 es:
x=-3

y=x
P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:5+2x =zyP5: 24x =z y P4:2+y =zyP3:5+2y =2z
P1 | Para P1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x(1,0,—1) =(0,1,0) (0,2,—1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-9,0) P =(-9,-2,0)
La recta 4 de interseccion es: La recta 5 de interseccion es:
(x,y,z) =(=2,t +9,0) (x,y,z) = (-t —9,-2,0)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
la recta 4 es: recta 5 es:
y=0 x=0
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:24+x+y=2zyP5 2+x =2z y P2:24+x+y=2zyP4d:2+y =2z
PS5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)

Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (0,1,—1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P =(-1,-2,0)
La recta 7 de interseccion es:
(x,y,z) =(—=1,-3 + t,t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 7 es:

y=-3
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P2 | Se tiene los planos

y P2:2+x+y=zyPl:5+2x =z
P1 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x (2,0,—1) = (—1,—-1,-2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P = > 1 0
- ( 2 ) 2 ) )
La recta 8 de interseccion es:

6,y 2) = (—t — 2= — £, ~21)
x, y, Z - 2 ) 2 )
Para proyectarla en el plano xy

eliminamos el término en z y tenemos

P2 | Se tiene los planos

y P2:2+x+y=zyPlL:5+2y =2z
P3 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x(0,2,—1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

1 5
P - (E, - E, 0)
La recta 9 de interseccion es:
1 5
(x,y,z) = (§+ t,t _E'Zt)

Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la

la recta 8 es: recta 9 es:
y=x+3 y=x-—3
VVeamos cuales son los veértices del polinomio
Tabla 48. Vértices del Ejemplo 5. Seccion 3.3.
Rectaly 2 V=(-1,-1)
Rectady5 vV, = (0,0)
Recta6y 8 x=-3 y x+3=y
—-3+3=y
y=0
Entonces
V; = (—3,0)
Recta7y9 y=-3 y y=x-3
x—3=-3
x=0
Entonces
V; = (0,-3)

Para encontrar los puntos donde se intersecan vamos a realizar las siguientes comparaciones

entre las rectas que definen las semirrectas y segmentos de cada



Tabla 49. Interseccion del Ejemplo 5. Seccion 3.3.
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Tomemos a las semirrectas
x=yconx =-1
Podemos decir que se
intersecan en (—1,—1) que
recordando es un vértice del
polinomio.

Tomemos a las semirrectas
x=ycony=-1
Podemos decir que se
intersecan en (—1,—1) que
recordando es un vértice del
polinomio.

Tomemos a las semirrectas
xX=yconx=y

Podemos decir que se
intersecan en un segmento
que compone una arista del
polinomio.

Eso quiere decir que la recta y polinomio de segundo grado en dos variables se intersecan en

infinitos puntos, veamos la grafica.

Figura 18. Grafica del Ejemplo 5. Seccién 3.4.

Ejemplo 6: Sea la recta tropical 30x @ 3@y @ 3y el polinomio tropical de segundo grado en

dos variables 70x? @ 40xQyD70y*®40QyD4OxD6. Veamos que sucede en este caso.

Partiendo de la recta tropical, tenemos:

30x D 30y D 3
=3+xPH3+yPDH3

=min{3 + x,3 + y, 3}

El punto origen de las semirrectas P; (0,0), podemos encontrar las siguientes desigualdades:

3+x=3+y <3

x—y=3-3<3

3+x=3<3+y

x=3-3<3+y

3+y=3<3+x

y=3-3<3+x
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x=y <3 x=0<3+y y=0<3+x
Se puede concluir que las tres semirrectas tienen origen en el punto P;(0,0) y tienen
ecuacionesx =y, x =0ey = 0.

Ahora, tomando el polinomio se tiene que:

P(x,y) =70x* @ 40xQy ® 70y* @ 40y @ 40x D 6

P(x,y) =702x @ 40x0y @ 702y D 40y @ 4Ox P 6

Px,y)=74+2xD4+x+yD7+2yDP4+yDP4+xD6
P(x,y) =min{2 +2x,5+x+y,2+2y,2+y,2 + x,4}
Debido a la definicion de polinomio tropical de segundo grado en dos variables tenemos los

seis planos:

Tabla 50. Plano definidos por el Ejemplo 5. Seccion 3.3.
P1 2+2x =z P2 S5t+x+y=z P3 2+2y=z
P4 2+y=z PS5 2+x=z P6 4=z

La gréfica del polinomio es conformada por la proyeccién inferior de los seis planos, para ello
tenemos:

Tabla 51. Rectas de interseccion de los planos en el espacio por el Ejemplo 5. Seccién 3.3

P6 | Se tiene los planos P6 | Se tiene los planos

y P6:4=2z yP5:ix+2=12 y P6:4=2z yP4: 24y =2z

P5 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1) P4 | Para P6 el vector normal es: (0,0, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:

(0,0,1) x (1,0,—1) = (0,—1,0) (0,0,1) x (0,1, —1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 1 vamos a hacer que z = 0 en las 2 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P=(-2,01) P =(0,-21)
La recta 1 de interseccion es: La recta 2 de interseccion es:
(x,y,z) =(=2,-t,1) (x,y,z) = (-t,—2,1)
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Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 1 es: recta 2 es:
y =2 x=2
P5 | Se tiene los planos
y P4:2+y =2z yP5: 2+x =2z
P4 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1)
Para la interseccion realizamos en producto cartesiano de los vectores y se tiene que:
(0,1, 1) x (1,0,—1) = (—1,—-1,-1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta 3 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,-2,0)
La recta 3 de interseccion es:
(x,y,z) =(=2—t,—2—t,—t)
Para proyectarla en el plano xy eliminamos el término en z y tenemos la recta 3 es:
y=x
P5 | Se tiene los planos P4 | Se tiene los planos
y Pl:2+2x=2zyP5 2+x =2z y P4:2+y =zyP3: 242y =z
P1 | ParaP1 el vector normal es: (2,0, —1) P3 | Para P4 el vector normal es: (0,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0, —1) Para P3 el vector normal es: (0,2, —1)
Para la interseccion realizamos en Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se producto cartesiano de los vectores y se
tiene que: tiene que:
(2,0,—1) x(1,0,—1) =(0,1,0) (0,2,—1) x(0,1,—1) = (—1,0,0)
Ahora, para encontrar un punto en la Ahora, para encontrar un punto en la recta
recta 4 vamos a hacer que z = 0 en las 5 vamos a hacer que z = 0 en las dos
dos ecuaciones y se tiene el punto: ecuaciones y se tiene el punto:
P =(-2,0,0) P = (0,—-2,0)
La recta 4 de interseccion es: La recta 5 de interseccion es:
(x,y,z) = (=2,t + 0,0) (x,y,z) = (—t,—2,0)
Para proyectarla en el plano xy Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos eliminamos el término en z y tenemos la
larecta 4 es: recta 5 es:
y=0 x=0
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:5+x+y=2zyP524+x =12 y P2:5+x+y=2zyP4:2+y =2
P5 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P4 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)
Para P5 el vector normal es: (1,0 — 1) Para P4 el vector normal es: (0,1 — 1)
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Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—1) x (1,0,—1) = (=1,0,—1)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 6 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P =(-2,-3,0)
La recta 6 de interseccion es:
(x,y,z) = (-t —2,-3,—t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 6 es:

Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x (0,1, —1) = (0,1,1)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
7 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P = (-3,-2,0)
La recta 7 de interseccion es:
(x,y,z) =(=3,—-2+t,t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 7 es:

Para P1 el vector normal es: (2,0 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,-1) x (2,0,—1) = (—1,—1,-2)
Ahora, para encontrar un punto en la
recta 8 vamos a hacer que z = 0 en las
dos ecuaciones y se tiene el punto:

P = (-1,-4,0)
La recta 8 de interseccion es:

(x,y,z) =(—t—1,—4 —t,—2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos
la recta 8 es:

y=x+3

x =-3 y=-3
P2 | Se tiene los planos P2 | Se tiene los planos
y P2:5+x+y=2zyPl:24+2x=2z |y P2:5+x+y=2zyPl:2+2y =z
P1 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1) P3 | Para P2 el vector normal es: (1,1, —1)

Para P3 el vector normal es: (0,2 — 1)
Para la interseccion realizamos en
producto cartesiano de los vectores y se
tiene que:

(1,1,—-1) x(0,2,—1) = (1,1,2)
Ahora, para encontrar un punto en la recta
9 vamos a hacer que z = 0 en las dos
ecuaciones y se tiene el punto:

P =(—4,-1,0)
La recta 9 de interseccion es:
(x,y,z) = (=4 +t,t—1,2t)
Para proyectarla en el plano xy
eliminamos el término en z y tenemos la
recta 9 es:

y=x—3

Veamos cuales son los veértices del polinomio

Tabla 52. Vértices del Ejemplo 6. Seccion 3.3.

Rectaly?2 V,=(22)

Rectady5 vV, =(0,0)

Recta6y 8 x=-3 y x+3=y
—-3+3=y
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y=0
Entonces
V; = (=3,0)
Recta7y9 y=-3 y y=x-3
x—3=-3
x=0
Entonces
Vv, =(0,-3)

Identifiguemos que P, origen de la reta tiene las mismas coordenadas que V, del polinomio, de

acuerdo con ello se puede decir que este punto hace parte de la interseccion, ahora analicemos las

siguientes comparaciones entre las rectas que definen las semirrectas y segmentos para conocer si

hay més puntos de interseccion.

Tabla 53. Posibles intersecciones del Ejemplo 6. Seccién 3.3.

Como x = 0esparalelaconx =2y x = -3,
no es posible que se intersequen entre si.

Como x = yesparalelaconx+3=yy
x — 3 =y, no es posible que se intersequen
entre si.

Como y = 0 es paralela con y = —3, no es posible que se intersequen entre si.

Gracias a la tabla 37 que se muestra anteriormente concluimos que existe solo un unico punto

de interseccién (0,0), veamos el comportamiento de cada elemento geométrico en el plano.

Figura 19. Gréficas del Ejemplo 6. Seccién 3.3.

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
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Observacion 1: Notese que cuando hay una recta y un polinomio tropicales de segundo grado,
es posible que se intersequen en un Unico punto, en dos, o en infinitos, dependiendo como se
definan los polinomios.

Para el segundo caso veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 7: Sean los siguientes polinomios tropicales de segundo grado
P;:30x% @ 50xQyD20y*®40yD50xD6 Y
P,:10x% @ 40xO0yD 10y’ d50yD4Ox®3; Vamos a analizar la posible interseccion.
Inicialmente en la tabla 47 tenemos los polinomios tropicales:

Tabla 54. Polinomios del Ejemplo 7. Seccion 3.3.

Py
30x2 @ 50x0yD20y D4OYD50xD6
=302x @ 50xOQYyP202yP4OyD50xD6
=3+2xD5+x+yD2+ 2yD4 + yd5 + xD6
=min{3+2x,5+x+y,2+2y,4+y,5+ x, 6}
P,

10x* @ 40xQyD10y*D50yD4OxD3
=102x @ 40xOQYyP1O2yB50yD4OxD3
=1+2xD4+x+ydl+ 2yD5 + yd4 + xD3
=min{l +2x,4+x+y,1+2y,5+y,4+ x,3}

Ahora, si analizamos las rectas que proyectadas que define cada polinomio tenemos:

Tabla 55. Rectas definidas del Ejemplo 7. Seccion 3.3.

Py P,
Recta y=2 Recta x=1 Recta y=-2 Recta x=-1
1 2 1 2
Recta y=x+1 Recta y=x-—1
3 3
Recta x=-1 Recta y=20 Recta x=1 Recta y=20
4 5 4 5
Recta y=2 Recta x=2 Recta y=4 Recta x=3
6 7 6 7
Recta | x+3=y |Recta | y=x—-2 Recta x+3=y |Recta y=x-—3
8 9 8 9




Luego, vamos a encontrar los vértices de cada polinomio tropical.

Tabla 56. Vértices de los polinomios del Ejemplo 7. Seccion 3.3.
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Py P,
Rectaly 2 Vi =(12) Rectaly 2 Vi =(-1,-2)
Rectady5 V, =(-1,0) Rectady5 V, =(1,0)
Recta6y 8 y =2 y x+3=y Recta6y 8 y=4 y x+3=y
x+3=2 x+3=
x=-1 x=1
Entonces Entonces
V3 =(=12) Vs = (1,4)
Recta7y9 | x=2 y y=x-2 Recta7y9 x=3 y y=x-3
2—2=y y=3-3
y=0 x=0
Entonces Entonces
V, = (2,0) Va = (3,0)

Observemos que la Recta 2 de P, es igual a la Recta 4 de P,, pero también la Recta 5 de P, es

igual a la Recta 5 de P, y la Recta 8 de P; es igual a la Recta 8 de P,, veamos entonces como se

comportan estas rectas en la gréafica de cada polinomio tropical.

Figura 20. Polinomios del Ejemplo 7. Seccién 3.3.
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Notemos que, la Recta 8 de ambos polinomios a pesar de ser la misma no comparten ningdn

punto en los polinomios, pero la Recta 2 y 4 se intersecan en infinitos puntos, ya que su

interseccion es un segmento, sucede lo mismo con la Rectas 5 en ambos polinomios, lo cual

observamos que P, y P, se intersecan en infinitos puntos.

Ejemplo 8: Sean los siguientes polinomios tropicales de segundo grado
P:70x% @ 30xQyD50y*®20yD10xH11y

P,:10x% @ 30x0yD10y*d30ydH4Ox®5; Vamos a analizar la posible interseccion.

Inicialmente en la tabla tenemos los polinomios tropicales:

Tabla 57. Polinomios del Ejemplo 8. Seccién 3.3.

10x% @ 30xOYD10Y?®30yD4OxD5
=102x @ 30x0YD1O2yD3OYDHLOxD5

Py
70x? @ 30xQyP50y*@20yD10xB11
=702x O 30xOQyD502yD20yD1OxD11
=74+2xP3+x+y®5+2yB2 + yP1 + xP11
=min{7+2x,3+x+y,5+2y,2+y,1+x,11}
P,

=14+2xD3+x+ydl+ 2yB3 + yd4 + xD5

=min{l+2x,3+x+y,1+2y,3+y,4+x,5}

Ahora, si analizamos las rectas que proyectadas que define cada polinomio tenemos:

Tabla 58. Rectas definidas del Ejemplo 8. Seccion 3.3.

Py P
Recta y=9 Recta x =10 Recta y=2 Recta x=1
1 2 1 2
Recta y=x-—1 Recta y=x+1
3 3
Recta x=-1 Recta y=-3 Recta x=0 Recta y=0
4 5 4 5
Recta y=-3 Recta x=-6 Recta y=2 Recta x=3
6 7 6 7
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Recta | x—2=y |Recta | y=x+4 Recta x+2=y |Recta y=x-—2
8 9 8 9
Luego, vamos a encontrar los vértices de cada polinomio tropical.
Tabla 59. Vértices de los polinomios del Ejemplo 8. Seccion 3.3.
Py P,
Rectaly 2 V1, = (10,9) Rectaly 2 V7 =(1,2)
Rectady5 V1, =(—-1,-2) Rectady5 v, =(0,1)
Recta6y8 | y=-3 y x-—2=y Recta6y 8 y=2 y x+2=y
x—2=-3 x+2=2
x=-1 X =
Entonces Entonces
V1 = (=1,-3) Vs =(0,2)
Recta7y9 | x = -6 y y=x+4 Recta7y9 x =3 y y=x-—2
—-6+4=y y=3-2
y=-2 x=1
Entonces Entonces
V1, = (—6,-2) Vv, = (3,1)

Observemos que la Recta 8 de P; es igual a la Recta 9 de P,, veamos entonces como se

comportan estas rectas en la grafica de cada polinomio tropical.

Figura 21. Polinomios del Ejemplo 8. Seccion 3.3

Vi,

20 22 24
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Ahora veamos que, la Recta 8 de P; es igual a la Recta 9 de P,, se intersecan en infinitos

puntos, ya que su interseccion es una semirrecta, de donde podemos concluir de manera general

que los dos polinomios tropicales se intersecan en infinitos puntos.
Ejemplo 9: Sean los siguientes polinomios tropicales de segundo grado
Py:20x% @ (—2)OxQy®(—3)0y*®(—5)OyB(—3)OxB(-9) ¥
P,:20x* @ 50xQyB20y*B(—3)Oyd(—3)Ox®5; Vamos a analizar la posible
interseccion.
Inicialmente en la tabla 59 tenemos los polinomios tropicales:

Tabla 60. Polinomios del Ejemplo 9. Seccién 3.3.

Py
20x* @ (—2)OxOyD(=3)0y*®(—5)Oyd(—3)OxDd(—9)
=202x @ (—2)OxOy®(—3)O2yd(—5)Oyd(—3)Oxd(—9)
=24+2xD (-3)+x+yP2y — 3@y — 5&x — 3B(-9)
=min{2 4+ 2x,-3+x+y,2y—3,y—5x—3,-9}
P,

20x% @ 50xQy®20y*®(—3)Oyd(—3)OxD5
= 202x B 50x0yP202yB(—3)OyD(—3)OxB5

=24+2xD5+x+yd2 + 2y®y — 3@x — 3D5

=min{2 +2x,5+x+y,2+2y,y —3,x — 3,5}

Ahora, si analizamos las rectas que proyectadas que define cada polinomio tenemos:

Tabla 61. Rectas definidas del Ejemplo 9. Seccion 3.3.

Py P,
Recta y=—4 Recta x=-6 Recta y=28 Recta x=28
1 2 1 2
Recta y=x+2 Recta y=x
3 3
Recta x=-3 Recta y=-1 Recta x=-8 Recta y=-8
4 5 4 5
Recta y=-2 Recta x=-5 Recta y=-5 Recta x=-=5
6 7 6 7
Recta | x+1=y |Recta | y=x+4 Recta x+3=y |Recta y=x-—3
8 9 8 9




Luego, vamos a encontrar los vértices de cada polinomio tropical.

Tabla 62. Vértices de los polinomios del Ejemplo 9. Seccién 3.3.
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P; P,
Rectaly 2 V1, = (—6,—4) Rectaly 2 V; = (8,8)
Rectad4y5 V1, =(-3,-1) Rectady5 V, = (—8,—-8)
Rectaby8 | y= -2 y x+1=y Recta6y 8 y=-5 y x+3=y
x+1=-2 x+3=-5
x =-3 x =-8
Entonces Entonces
V1; =(-3,-2) V3 = (—8,-5)
Recta7y9 | x =-5 y y=x+4 Recta7y9 x=-=5 y y=x-3
—-5+4=y y=-5-3
y=-1 y=-8
Entonces Entonces
Vi, = (=5-1) V, = (=5,-8)

Observemos que la Recta 7 de P; es igual a la Recta 7 de P,, veamos entonces como se

comportan estas rectas en la gréafica de cada polinomio tropical.

Figura 22. Polinomios del Ejemplo 9. Seccion 3.3

¥
Py

-20

20 25 30

2
=10
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Notemos que, la Recta 7 de ambos polinomios tienen la misma ecuacién, pero las semirrectas

no se intersecan, pero la semirrecta que se determina por la Recta 2 de P, se interseca con la

Recta 8 y 9 de P; en un punto respectivamente, simultaneamente la Recta 6 de P, se interseca en
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un Unico punto con la Recta 3 de P,, y por Ultimo Recta 3 de P, se interseca en un Gnico punto
con la Recta 9 de P, y en un Unico punto con la Rectas 3 de P,, de acuerdo con ello los polinomio
tropicales se intersecan en 5 puntos.

Observacion 2: Notese que cuando tenemos dos polinomios tropicales de segundo grado, es
posible que se intersequen en 2, 4, 5 puntos, o en infinitos, dependiendo como se definan los
polinomios.

Sugiero unir 2.2 con 3, lo cual constituye la produccion de lo “tropical”; aritmética, algebra,
matematica, geometria...?

4. AMEBAS Y USO DE MAPLE
Este capitulo se da inicialmente una definicion de las amebas de forma general, luego se
construyen las amebas que definen algunas curvas tropicales como rectas y polinomios de
segundo grado en dos variables, al mismo tiempo la construccion llamada Maple®.

Definicién Preliminar: Sea la siguiente aplicacion:

log:CxC->RxR
Definido como,
(x,y) = (loglx|,logly])
Como el logaritmo es indefinido en cero, excluimos el origen restringiendo el dominio de
nuestros polinomios al conjunto (C)?. (Sanchez, 2010).
Recordemos que en el capitulo 1 en la seccion 1.2. se define una variedad algebraica como un
conjunto tal que existe un sistema de ecuaciones para el cual el conjunto es el conjunto de

soluciones de dicho sistema, es por ello por lo que podemos establecer la siguiente definicion

° En el Anexo D, se encuentra una resefia de la Aplicaciéon MAPLE.
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Definicion de Ameba: Si X c (C)? es una variedad algebraica, su ameba es el conjunto,

AX) = —log(X).
La ameba de una variedad algebraica es la imagen bajo la aplicacion
log: (€)? — R2.
4.1.Ameba de una Recta
Para analizar la ameba de una recta veamos lo siguientes ejemplos:
Ejemplo 1: Si X < (C)?es larecta de ecuacion x + y + 3 = 0, entonces A(X) se establece
a partir de:
La ecuacion de la recta definida como:
x+y+3=0
Despejando a y de la ecuacion,
y=-x-—3
Ahora por la definicion preliminar en conjunto con la de ameba se tiene que:
A(X) = —loglx|,log|x + 3|
Como X c (€*)? podemos sustituir a x = re®®, de donde decimos que:
A(X) = —log|re®|,log|re® + 3|
Donde —co < < oy —0 < r < o0,
En la siguiente tabla utilizamos MAPLE para representa laameba de larectax + y + 3 =0

Tabla 63. Ameba del Ejemplo 1. Seccion 4.1.
| Codigo para MAPLE Forma gréfica de la Ameba
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>fi=x+y+ 3

> s := solve(f,y);

> N := map(abs, [x,s]);
> L := map(—log,N);
> A := subs(x

= k * Pi/200,4)),r

= —100..100], thickness
= —100..100);

> plots[display](Ap)

= r * exp(theta 1), L);
> Ap = seq(plot([op(subs(theta

= 6),k

Figura 23.gréfica de la Ameba del Ejemplo 1.
Seccion 4.1.

En la gréfica de la ameba se puede observar que est4 conformada por tres secciones que se

Ilaman tentéculos, pero analicemos que dichos tentaculos en el limite forman una recta tropical la

cual es llamada espina de la ameba, como sigue;

Figura 24. Espina de la ameba del Ejemplo 1. Seccion 4.1.

Ejemplo 2: Si X c (C*)? es la recta de ecuacion gx + ;y + % = 0, entonces A(X) es:



Inicialmente tenemos la ecuacién de la recta como:

5,3 . 1
6F T2V T T

Despejando a y de la ecuacion,

Ahora por la definicion preliminar en conjunto con la de ameba se tiene que:

A(X) = —loglx|,log %

Como X < (C*)? podemos sustituir a x = re'?, de donde decimos que:

5 5 22
—3¢° 7

(X) = —log|re'|,—log 3

Donde —co < < oy —0 < 1 < o0,

En la siguiente tabla utilizamos MAPLE para representa la ameba de la recta

5 3 11
gx +5y +7—0,

Tabla 64. Ameba del Ejemplo 2. Seccién 4.1
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\ Codigo para MAPLE \ Forma gréfica de la Ameba
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> f = Zx +§y +17—1;
> s := solve(f,y);
> N := map(abs, [x,s]);
> L := map(—log,N);
> A := subs(x
= r x exp(theta
*1),L);
> Ap = seq(plot([op(subs(theta
= k xPi/200,4)),r
= —100..100], thickness = 6),k
= —100..100);
> plots[display](Ap)

Figura 25. gréafica de la Ameba del Ejemplo 2.
Seccion 4.1.

En la grafica de la ameba se puede observar que estad conformada por tres secciones que se

Ilaman tentaculos, pero analicemos que dichos tentaculos en el limite forman una recta tropical

Ilamada espina de la ameba, como sigue;

Figura 26. Espina de la Ameba del Ejemplo 2. Seccion 4.1.

a5

=05
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4.2.Ameba de Polinomios de Segundo Grado

Para analizar la ameba de los polinomios de segundo grado veamos aquellas curvas que son
generalmente las mas conocidas en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: (Hipérbola). Si X c (C*)? es la hipérbola de ecuacion 3xy + 2x + 2y = 5,
entonces A(X) se compone de:
Inicialmente tenemos partimos del polinomio:

3xy + 2x + 2y = 5,

Despejando a y de la ecuacion,

2x—5
3x+ 2

y:

Ahora por la definicion preliminar en conjunto con la de ameba se tiene que:

AX) = — loglx], 1 ‘Zx_s
= gL g |3,
Como X c (C*)? podemos sustituir a x = re‘®, de donde decimos que:

0 2re — 5
X) = —log|re‘ |,—l0g

3ret? + 2

Donde —co < < oy —0 < r < o0,
En la siguiente tabla utilizamos MAPLE para representa la ameba de la hipérbola
3xy + 2x + 2y = 5,

Tabla 65. Ameba del Ejemplo 1. (Hipérbola). Seccion 4.2.
| Codigo para MAPLE | Forma grafica de la Ameba
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>f:=3xy + 2x + 2y — 5
> s := solve(f,y);
> N := map(abs, [x,s]);
> L := map(—log,N);
> A := subs(x
= 1 * exp(theta
«1),L);
> Ap := seq(plot([op(subs(theta
= k% Pi/200,4)),r
= —100..100], thickness = 6),k
= —100..100);
> plots[display](Ap)

Figura 27. Ameba del Ejemplo 2. Seccion 4.2.

En la grafica de la ameba se puede observar que estad conformada por cuatro secciones que se

Ilaman tentaculos, pero analicemos que dichos tentaculos en el limite forman un polinomio

tropical de segundo grado, como sigue;

Figura 28. Espina de la Ameba del Ejemplo 1. Seccion 4.2.

2.5

2

=

05 1 1.5 2 2.5 3 3.
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Ejemplo 2: (Parébola). Si X c (C€*)? es la hipérbola de ecuacion 3x% + 3x —y = 2,
entonces A(X) se compone de:
Inicialmente tenemos partimos del polinomio:
3x2 +3x—y=2
Despejando a y de la ecuacion,
y=3x?+ 3x—2
Ahora por la definicion preliminar en conjunto con la de ameba se tiene que:
A(X) = —loglx|,log|3x? + 3x — 2|
Como X c (€*)? podemos sustituir a x = re‘®, de donde decimos que:
(X) = —log|re'|, —log |3rei92 + 3re’? -2
Donde —co < < oy —0 < 1 < 0,
En la siguiente tabla utilizamos MAPLE para representa la ameba de la parabola
3x2 + 3x — 2=y,

Tabla 66. Ameba del Ejemplo 2. (Pardbola). Seccion 4.2.
Codigo para MAPLE \ Forma gréafica de la Ameba
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>fi=3x> +3x—2—y

> s := solve(f,y);

> N := map(abs, [x, s]);

> L := map(—log,N);

> A := subs(x
= r x exp(theta
*1),L);

> Ap :

= seq(plot([op(subs(theta

= k xPi/200,4)),r

= —100..100], thickness

= 6),k = —100..100);

> plots[display](Ap)

Figura 29. Ameba del Ejemplo 2. Seccion 4.2.

En la grafica de la ameba se puede observar que estad conformada por tres secciones que se

Ilaman tentaculos, dichas secciones en el limite forman un polinomio tropical de segundo grado,

como sigue;

Figura 30. Espina de la Ameba del Ejemplo 2. Seccion 4.2.

05 1 1.5 2 2.5 3 3
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5. CONCLUSIONES
Las conclusiones de este estudio se pueden estructurar en tres secciones, primero sobre
aquellos elementos tedricos importantes de la matematica tropical en torno a propiedades y
definiciones, segundo acerca de las curvas y superficies en cuanto a su forma grafica y algebraica
donde se sefialan aquellas particularidades y observaciones encontradas y tercero sobre los

elementos a resaltar para la formacion docente.

5.1. Elementos Teoricos
Ahora que hemos visto los diferentes capitulos que componen este trabajo y esencialmente en
los capitulos 2 y 3 es precis6 concluir que dichas definiciones y teoremas aqui sintetizados es

solo un elemento inicial para desarrollar todo un estudio teérico sobre la geometria tropical.
Centrando la atencidon en el desarrollo matematico de los conceptos es importante concluir que:

1. Debido a la estructura del conjunto H se dan definiciones como la idempotencia para la

suma la cual permite establecer teoremas que son posibles de demostrar como:
e Six,y € yn € Z" entonces (a @ b)" = a™ + b™.

2. Es importante decir que desde la aritmética clasica se establecen propiedades para la
potenciacion que cambian con las nuevas definiciones para la sumay el producto tropical ya
que se concluye que:

e Vx€H ynmeZ" entonces x"O™ = x™ @ x™, gracias a las propiedades que tiene
el minimo conjugadas con las propiedades de conmutatividad de la suma tropical.

e Vx€EH yn,meE Z" entonces x"O™ = x"©®x™, debido a que la potencia se
convierte en sumar las veces que me diga el exponente las cuales se pueden separar

segun corresponda con el exponente.
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5.2.Curvas
Tras la recopilacion y andlisis de la informacion presentada en el capitulo 3 y 4 podemos

concluir que:

1. Debido a como se reconfigura la definicion de suma y producto, los elementos geométricos
como polinomio en una variable, rectas y polinomios de grado dos en dos variables se
componen de segmentos y semirrectas que son definidas por medio de rectas y teniendo en
cuenta el minimo en cada parte que compone la curva.

2. Los elementos geométricos se centran en el andlisis de las posibles combinaciones entre los
términos que componen la expresion algebraica, esto porque de habla de que el minimo debe
asumirse por lo menos dos veces entre los miembros de la expresion.

3. Se presenta la definicidn de raices de un polinomio, la cual toma un nuevo sentido que hace
referencia a la interseccion de las rectas que define la expresion de la curva tropical donde se
involucran al minimo en un determinado intervalo.

4. En términos geomeétricos, se observa que los polinomios en una variable pueden tener la
misma representacion grafica sin ser iguales algebraicamente.

5. Enlos polinomios de dos variables se puede realizar las siguientes conclusiones;

e Dos rectas tropicales se intersecan en un tnico punto o en infinitos puntos.

e Se puede encontrar la expresion algebraica de una recta tropical a partir de el vértice
y el valor de alguin coeficiente bien sea a, b 0 c.

e En la geometria tropical el concepto de rectas paralelas desaparece porgue en todos

los casos existe un tipo de interseccion.
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e Dos polinomios tropicales de grado dos en dos variables presenta diferentes casos de
interseccion entre los cuales tenemos los mas comunes que son: unicamente 4 puntos
e infinitos puntos.

e Las rectas y los polinomios tropicales de grado dos en dos variables presentan los
siguientes casos de interseccion: Unicamente en un punto o dos puntos o infinitos
puntos.

e Dos polinomios tropicales de grado dos en dos variable tiene diferentes casos de
interseccion, las cuales se presentan: cuatro, cinco o infinitos puntos interseccion,

aclarando que los polinomios tienen diferentes expresiones algebraicas.

5.3.Formacion Docente
En cuanto a la formacion como futura Licenciada en Matematicas el desarrollo de este estudio

se puede concluir que:

1. El uso de herramientas tecnoldgicas para construir conceptos y analizar propiedades es util
ya que permite explorar diferentes casos de una misma situacion, debido a ello se resalta la
importancia de usar estas herramientas para llevar a cabo la construccion dentro y fuera del
aula.

2. Al realizar un estudio de cdmo se comportan las curvas cambiando las definiciones fortalece
a la formacion debido a que se involucra el quehacer matematico a la hora de explorar

conjeturar y demostrar aquellas particularidades encontradas.
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ANEXOS
Anexo A
Propiedades del minimo

En nuestro estudio y basados en los libros clasicos de matematica se estable el minimo como:

Definicion del minimo: Sea un conjunto % = R U {oo} se dice que x es el minimo si y solo si

x <nparatodon € H.
Entonces partiendo de dicha definicidn y teniendo en cuenta que H es un conjunto bien
ordenado'® se puede decir que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Paratodo x € H se cumple que: min{x,x} = x.

2. Paratodo x € H se cumple que: min{x, oo} = o

3. Paratodo x,y € H se cumple que:

min{x, y} = min{y, x}
4. Paratodo x,y,n € C se cumple que:
n * min{x, y} = min{n * x,n * y} = min{x * n,y * n} = min{x, y} *xn
5. Paratodo x,y,n € C se cumple que:
n+ min{x,y} = min{n + x,n + y} = min{x + n,y + n} = min{x, y} + n
6. Paratodo x,y,n € C.Six > n > y entonces se cumple que:
min{x,y,n} = min{x,y} =y

Anexo B
Para hablar sobre la aritmética del infinito tenemos lo siguiente Suppes (1976) establece los

siguiente:

10| ema de Zorn: Si X es un conjunto ordenado por la relacién < tal que toda < —cadena de X es acotada
superiormente en X, entonces X posee al menos un elemento maximal.

Teorema de la buena ordenacion: Todo conjunto puede ser bien ordenado, es decir, para cualquier conjunto X existe
una relacién de orden " < " tal que (X, <) es bien ordenado. (Mufioz, 2002, p. 256- 259
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1. oo+ 00 =

2. Q0 *x 0O = 0O

4. Para x € R se cumple que:

xOO:_,_/:oo

oo Veces

5. Para x € R se cumple que:

00X = = o0
x Veces

6. Para x € R se cumple que:

X+ 00 =o00
o+ x = 00
7. Parax € R se cumple que:
— =00
X

8. Para x € R se cumple que:

Pero no se encuentra definido

Anexo C
Teorema 3: Para< H, P>y x,y,z,u,v € H se satisfacen las siguientes propiedades:



Identidad I de Stein: x @ (x @ y) = y @ x. Demostracion:

111

# Afirmacion Garantia

1 x® (xDy) Dado

2 xPx)Dy Asociativa de la suma tropical (1)

3 xDy Idempotencia tropical (2)

4 y P x Conmutativa tropical (3)
Identidad Il de Stein: (x @ y) = (y @ x) & y. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xDy) Dado

2 vy x Conmutativa tropical (1)

3 By dx Idempotencia tropical (2)

4 yP (y P x) Asociativa de la suma tropical (3)

5 Ex)Dy Conmutativa tropical (4)

Identidad | de Schroder: x @ (x @ y) = (x & y) @ y. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x®D xDy) Dado

2 xDx)Dy Asociativa de la suma tropical (1)
3 (xDy) Idempotencia tropical (2)

4 xD Dy Idempotencia tropical (3)

5 xDy) Dy Asociativa de la suma tropical (4)

Elasticidad: x @ (y @ x) = (x @ y) @ x. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia
1 x® (y @ x) Dado
2 xDy) bx Asociativa de la suma tropical (1)

Asociativa ciclical: x @ (y @ z) = z @ (x @ y). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x® Pz Dado

2 xPy) Dz Asociativa de la suma tropical (1)
3 zB (xDy) Conmutativa tropical (2)

Asociativa ciclicall: x @ (y @ z) = (z @ x) @ y. Demostracion:
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# | Afirmacion Garantia

1 x® (y®z) Dado

2 xPy Pz Asociativa de la suma tropical (1)
3 zD xDy) Conmutativa tropical (2)

4 (zBx)Dy Asociativa tropical (3)

Identidad de Abel Gragmann I: x @ (y @ z) = z @ (y D x). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x® (y®z) Dado

2 xPy Pz Asociativa de la suma tropical (1)
3 z@ (xDy) Conmutativa tropical (2)

Identidad de Abel Grapmann Il: x @ (y @ z) = (y @ x) @ z. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia
1 x® (y®dz) Dado
2 xDy) Dz Asociativa de la suma tropical (1)

Permutabilidad a izquierda: x @ (y @ z) =y @ (x @ z). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x@® (yD=z) Dado

2 xPy Pz Asociativa de la suma tropical (1)
3 ydx) Dz Conmutativa tropical (2)

4 y® (x P z) Asociativa de la suma tropical (3)

Permutabilidad a derecha: (x @ y) @ z = (x @ z) @ y. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xDy Dz Dado

2 zB (xDy) Conmutativa tropical (1)

3 z®x)Dy Asociativa de la suma tropical (2)

Propiedad del producto reducido: (x @ y) @ z = x @ (z @ y). Demostracion:

Afirmacidn

Garantia

x®Dy) Dz

Dado
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DD 2)

Asociativa de la suma tropical (1)

xDDy)

Conmutativa tropical (2)

Autodistributividad a izquierda: x @ (y @ z) = (x @ y) D (x @ z). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x@® (D=2 Dado

2 xBx)D (P2 Idempotencia tropical (1)

3 XD (xD (yd=z) Asociativa de la suma tropical (2)
4 x®((x®y) D 2z) Asociativa de la suma tropical (3)
5 xPBxDy) Dz Asociativa de la suma tropical (4)
6 (xBy)Dx) Dz Conmutativa tropical (5)

7 xBy) D (xD2) Asociativa de la suma tropical (6)

Autodistributividad a derecha: (x @ y) @ z = (x @ z) @ (v @ z). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xDy) bz Dado

2 xBy) D (D2 Idempotencia tropical (1)

3 (xBy)P2z)Pz Asociativa de la suma tropical (2)
4 xPDyP2)Pz Asociativa de la suma tropical (3)
5 xD(yP2) D2 Asociativa de la suma tropical (4)
6 xP(zP (P 2) Conmutativa tropical (5)

7 xP2)D (D2 Asociativa de la suma tropical (6)

Autodistributividad a izquierda abeliana: x @ (y @ z) = (x @ y) @ (z @ x). Demostracion:

Dy D zDx)

# | Afirmacion Garantia

1 x® (y®dz) Dado

2 (xBx)D (yP2) Idempotencia tropical (1)

3 XD xD (D =2) Asociativa de la suma tropical (2)
4 xP(xPy) D 2) Asociativa de la suma tropical (3)
5 xP D (xDy)) Conmutativa tropical (4)

6 xP2)Dd (xDy) Asociativa de la suma tropical (5)
7 x®y) D (xD2) Conmutativa tropical (6)

8

Conmutativa tropical (7)
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Autodistributividad a derecha abeliana: (x @ y) @z = (z D x) D (y D z). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xDy Dz Dado

2 xPy) D (]2 Idempotencia tropical (1)

3 (DY) Dz)Dz Asociativa de la suma tropical (2)
4 x®(D2)Dz Asociativa de la suma tropical (3)
5 (VD2)Dx)Dz Conmutativa tropical (4)

6 yBz)D (xP2) Asociativa de la suma tropical (5)
7 xD2)Dd (yd=2) Conmutativa tropical (6)

8 z®x)D (yD2) Conmutativa tropical (7)

Bisimetria: (x ®y) ® (wu P v) = (x B u) @ (y @ v). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x®y) D udv) Dado

2 xPD (D udv) Asociativa de la suma tropical (1)
3 x@®(ydwduw) Conmutativa tropical (2)

4 xPB(yPv)Du) Asociativa de la suma tropical (3)
5 x®ud (ydv)) Conmutativa tropical (4)

6 xBuw P (yPpv) Asociativa de la suma tropical (5)

Teoremad: Para< H,® >y x,y,z,u,v € H se satisfacen las siguientes propiedades:

Elasticidad: x®(y®x) = (x©@y)©x. Demostracion:

# | Afirmacion Garantia
1 xO(yOx) Dado
2 (x®y)Ox Asociativa del producto tropical (1)

Asociativa ciclica I: x®(y®z) = zO(x®y). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 x@(yOz) Dado

2 (xOy)Oz Asociativa del producto tropical (1)
3 zO(xOy) Conmutativa tropical (2)

Asociativa ciclica Il: x©(y©®z) = (zOx)®y. Demostracion:
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# | Afirmacion Garantia

1 xO(yOz) Dado

2 (x®y)Oz Asociativa del producto tropical (1)
3 (yOx)Oz Conmutativa tropical (2)

4 yO(x®2) Asociativa del producto tropical (3)
5 (x©2)Oy Conmutativa tropical (4)

6 (zOx)Oy Conmutativa tropical (5)

Identidad de Abel Gragmann I: x®(y®z) = zO(y©®x). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xO(yOz) Dado

2 (xOy)Oz Asociativa del producto tropical (1)
3 (yOx)Oz Conmutativa tropical (2)

4 zO(yOx) Conmutativa tropical (3)

Identidad de Abel Gragmann Il: x®(y®z) = (yOx)Oz.

Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xO(y0Oz) Dado

2 xOy)Oz Asociativa del producto tropical (1)
3 (yOx)Oz Conmutativa tropical (2)

Permutabilidad a izquierda: x®(y®z) = yO(x®z). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xO(yOz) Dado

2 xO(zOy) Conmutativa tropical (1)

3 (x®z)Oy Asociativa del producto tropical (2)
4 yO(x®2z) Conmutativa tropical (3)

Permutabilidad a derecha: (x®y)®z. Demostracion:

(xOz)Oy

# | Afirmacion Garantia

1 (xOy)Oz Dado

2 xO(y©®z2) Asociativa del producto tropical (1)
3 xO(zOy) Conmutativa tropical (2)

4

Asociativa del producto tropical (3)




116

Propiedad del producto reducido: (x®y)®z = x®(z®y). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 (x®y)®Oz Dado

2 xO(yOz) Asociativa del producto tropical (1)
3 xO(zOy) Conmutativa tropical (2)

Bisimetria: (x@y)©u®v) = (xOu)®(y®v). Demostracion:

# | Afirmacion Garantia

1 xOY)OWwoV) Dado

2 xO(yOwdV)) Asociativa del producto tropical (1)

3 xO((yOW)Ov) Asociativa del producto tropical (2)

4 xO((u®y)ODV) Conmutativa tropical (3)

5 xOO(OV)) Asociativa del producto tropical (4)

6 (xOQUW)O(YOV) Asociativa del producto tropical (5)
Anexo D

Maple es un programa que se establece con el fin de resolver problemas matematicos y de
modelacion, donde vienen articulados diferentes comandos que permiten hacer calculos
algebraicos y simbdlicos de algebra computacional, fue constituido en los afios 80 por el grupo
de Célculo Simbdlico en la Universidad de Waterloo en Waterloo, Ontario, Canada, en la
actualidad ha sido mejorado y comercializado por MapleSolft con sede en Canada.

Este programa esta dirigido esencialmente para Matematicos e Ingenieros, pero se puede usar
como recurso en el aula para apoyar el proceso de visualizacion, exploracion, modelacién entre
otros, es un programa que no es encuentra de libre acceso por lo tanto hay que obtener licencias

para su descarga y funcionamiento.

Siendo asi es claro que se debe comprar un paquete donde permite instalar la aplicacion con
sus funciones, Maple se convierte entonces es una herramienta, tecnolégicamente avanzada, que

incorpora algoritmos simbolicos propios utilizados por la comunidad afin con las matematicas.


https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Waterloo
https://es.wikipedia.org/wiki/Waterloo_(Ontario)
https://es.wikipedia.org/wiki/Ontario
https://es.wikipedia.org/wiki/Canad%C3%A1
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Por otro lado, este software incorpora desde versiones preliminares sistemas de resolucion

numericos que patrocinan sus aliados como Numerical Algorithms Group (NAG).

El Software puede ser utilizado desde cualquier &rea cientifica, se vuelve relevantes para el

ambito de la ensefianza ya que permite central la atencion en el concepto y no en el proceso que

se necesita para que la aplicacion ejecute, en el de investigacion o, en desarrollo gracias a que

realiza diversos calculo y se minimizan los tiempos de prueba.

En el presente trabajo se aborda para la construccion principalmente de amebas, donde se

hacen necesarios algunos comandos que permiten graficarlas, aquellos que fueron utilizados son

los siguientes.

6.

10.

11.

12.

Variables: Las variables definidas como letras y guardando en ella elementos como
funciones, letras, valores producto de una operacion, esto por medio de simbolo " :=".
Solve: Este comando usado para resolver una ecuacion con respecto a una variable, es decir
recibe un polinomio y despeja la variable indicada.

Map: Este comando se utiliza para aplicar un determinado proceso a una funcién que esta
guardada en una variable.

Abs: Utilizado para aplicar el valor absoluto de valor que se encuentra en una variable.
Subs: Aplicado para sustituir alguna variable definida en alguna funcion.

Seq: Este comando nos ayuda a construir secuencias donde se establece una funcién que
depende de un parametro y se da valores o intervalos a dicho parametro.

Plot: Este comando es utilizado para graficar funciones o secuencias que se definen en

variables.
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