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Introduccion

La constante evolucion de los distintos sistemas, sociales, culturales y educativos ha generado
que dentro de éstos se presenten grandes cambios, los cuales han aportado al crecimiento de la
sociedad. De esta manera, es el sector educativo uno de los méas necesitados de estos cambios, pues
Sse encuentra expuesto a constantes pruebas gubernamentales e institucionales y a los diferentes
desafios que generan los procesos educativos. Generar alternativas en los estilos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas contribuye a originar estos cambios, propiciando ambientes que
favorezcan procesos de desarrollo matematico en los estudiantes, de manera que ellos demuestren
la comprension y significacion de distintos objetos matematicos y geométricos dentro de su diario
vivir, expresando y manifestando las ideas y procesos realizados dentro de la construccion de
dichos significados.

Bajo la posibilidad de contribuir a propiciar ambientes de aprendizaje alternativos, se presenta
este trabajo que describe las caracteristicas de las tareas exploratorio-investigativas dentro de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria, desde la perspectiva de las clases
investigativas. Tiene como objetivo general caracterizar el desarrollo del pensamiento geométrico,
en estudiantes de educacién bésica primaria, a través de tareas exploratorio-investigativas,
buscando generar ambientes y espacios de aprendizaje dirigidos a resaltar el protagonismo de los
estudiantes frente a la necesidad de expresar sus ideas, argumentos y justificaciones matematicas
en las tareas planteadas.

En este sentido, se planted el desarrollo de la investigacion en cinco capitulos. En el primer
capitulo se presenta la descripcion de la problematica, su justificacion y los objetivos planteados,

entre los que se distingue, el de disefiar tareas exploratorio-investigativas para el desarrollo del



pensamiento geométrico. En el segundo capitulo se presentan los estudios que anteceden a éste y
que estan directamente relacionados, como la investigacion realizada por Miranda y Pereira
(2014) quienes buscaban determinar las relaciones existentes entre las actividades investigativas
y la construccién de nuevos conocimientos. Igualmente se presentan las bases teoricas de la
investigacion, donde se realiza una aproximacion conceptual de tarea matematica, geométrica y
tarea exploratorio-investigativa. Asi mismo, se muestran y describen las teorias referentes a los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

En el tercer capitulo se presenta la metodologia seguida dentro de la investigacion, la cual se
caracteriza por ser cualitativa, se describen los objetos de estudio dentro de su entorno natural, y
se especifican cada una de las fases seguidas dentro de la investigacion. Ademas, se presentan las
técnicas e instrumentos de recoleccion y andlisis de informacion utilizados. Finalmente, en el
capitulo cuatro se presentan los resultados finales y conclusiones del estudio, entre las que se
resalta, la facilidad y posibilidad de expresar las ideas y pensamientos de los estudiantes mediante
cualquier sistema de representacion, entre los que se destacaron registros propios del lenguaje
comun, gréfico, aritmético y algebraico, esto debido a las caracteristicas exploratorias e

investigativas de las tareas planteadas.



Capitulo 1. Generalidades

Descripcion y Planteamiento del problema

En el constante proceso de evolucion del ser humano estd inmerso a su vez el de su educacion; el
cual, desde sus inicios ha pretendido orientar, conducir, guiar, formar e instruir al hombre,
dotandolo de conocimientos, costumbres, habilidades y capacidades que se adquieren y
perfeccionan de generacion en generacion, permitiéndole su desarrollo (Rodriguez, 2010). Este
proceso evolutivo ha sido tan relevante, que marcé un aspecto especifico del desarrollo humano,
el aspecto educativo. Dentro de los procesos de educacion, en las ultimas décadas han venido
cobrando relevancia el anélisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje, el rol de los estudiantes
junto con el del docente y las distintas formas de presentar el conocimiento (Rodriguez y Sanz,
2000), entre otros.

Dentro del campo educativo han surgido diversas teorias y modelos de ensefianza y aprendizaje,
una de ellas es la denominada tradicional, la cual se caracteriza por dar el papel principal y todo
el protagonismo al docente, haciéndolo ver como el centro de este proceso, quien todo lo sabe, a
quien no se le debe cuestionar, desplazando al estudiante al lugar de receptor, al que hay
transmitirle los conocimientos, pues nada sabe y se ha de llenar de saberes como quien llena un
vaso con agua (Kaplan, 2002). El estudiante bajo esta perspectiva es un sujeto receptor de saberes,
convirtiendo el aula de clase en un escenario rigido y uni direccionado. Especificamente para las
matematicas, este modelo educativo se ha encargado de hacerlas ver como una asignatura dificil

de ensefiar y dificil de aprender, haciendo que los estudiantes se resistan a ellas, debido a que la



perciben como una simple memorizacién de formulas, ecuaciones y algoritmos sin sentido (Flores,
1994).

Las précticas de aula cotidianas bajo modelos tradicionales evidencian que el aprendizaje
construido en los estudiantes no es significativo. Segun De Zubiria (2006), lo no significativo
radica en que se esta aprendiendo para el momento y no se observa una apropiacion de los
conceptos matematicos que puedan aplicarse a otros contextos, de esta manera se convierte en un
aprendizaje memoristico y acumulativo, el cual ademas es secuencial y continuo. De esta manera,
puede interpretarse que las clases tradicionales favorecen el aprendizaje memoristico, esto implica

que no han sido apropiadas para lograr un aprendizaje significativo.

Las formas de aprender matematicas también son cuestionadas a traves de los bajos resultados
obtenidos por los estudiantes en las distintas pruebas nacionales e internacionales, las cuales
fundamentan su naturaleza en la necesidad de extrapolar lo aprendido a otros contextos de
aplicacion, interpretacion y construccion de significados. En Colombia, especificamente en el area
de matematicas, los resultados hallados en las pruebas nacionales “Saber” de los ultimos afios
muestran puntajes obtenidos por alumnos de educacion bésica y media en un intervalo entre 40 y
50 puntos, los cuales se ubican por debajo del valor minimo esperado que es de 60 puntos. Ademas,
los resultados de las pruebas Saber grado 5° (2017), evidencian resultados alarmantes, ubicando a
tan solo un 12% de estudiantes en un nivel de desempefio avanzado y 43% de estudiantes en niveles
insuficientes de desempefio.

En el mismo sentido, las pruebas internacionales “Programme for International Student
Assessment” PISA (2018), ubican a Colombia en el puesto 58 de 65 paises evaluados, con un

promedio de 391 puntos, muy por debajo de la media establecida por PISA, que es de 494, estos



resultados obtenidos son muy similares a los de otros paises como México, Albania y Catar, en los
cuales el 35% de los estudiantes alcanzaron un nivel 2 de desempefio, dentro del cual estan en la
capacidad de interpretar y reconocer sin recibir indicaciones directas (Icfes, 2018).

En reconocimiento de estas dificultades, y en busca de mejorar los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matemaéticas, para concebirlos como algo mas que la memorizacion y repeticion
de formulas o definiciones, o la capacidad de identificar y aplicar propiedades de los numeros,
magnitudes, cuerpos geométricos o cualquier otro objeto matematico (Godino, Batanero y Font,
2003), las instituciones educativas han optado por utilizar diversas estrategias, técnicas y
herramientas didacticas, buscando mejorar los bajos resultados mostrados por los estudiantes en
el aprendizaje de las matematicas. Este hecho unido a otras dificultades propias de cada contexto
permiten que se articulen en el aula nuevas tendencias pedagdgicas que permitan al estudiante la
participacién en la construccion de su propio conocimiento (Tovar, 2016).

En este sentido, y de acuerdo con Moreno (2012) originar nuevos conocimientos en el
estudiante implica que se genere un aprendizaje significativo, dentro del cual ellos construyan
dicho conocimiento por si mismos o junto con sus comparfieros de clase. De acuerdo con este
mismo autor, la construccion de estos nuevos saberes se ha de facilitar por la guia y
acompafiamiento del docente, quien les orientard y facilitara la articulacion de lo descubierto con
la realidad y contexto de sus alumnos. De esta manera, es necesario que el estudiante explore,
observe, organice informacion, plantee hipdtesis y las someta a prueba ante sus semejantes, lo cual
implica que desarrolle habilidades de comunicacion y argumentacion, que sea €l mismo quien
recolecte y analice informacion para llegar a posibles generalizaciones que doten de sentido a los

conceptos matematicos y geométricos (Alfonso, 2004).



Dentro del proceso de mejoramiento de la educacion matematica ha surgido la necesidad de
redisefiar, implementar o dar nuevos significados a las formas de ensefianza y aprendizaje que se
llevan a cabo en los planteles educativos (Mora, 2003), por ello, se debe centrar la mirada al
interior de las aulas de estas instituciones donde se implementan las distintas corrientes y modelos
pedagdgicos como el tradicional, observando y analizando su desarrollo dentro de la comunidad
educativa. El andlisis de los contextos propios bajo la aplicacién de referentes nacionales e
internacionales de la educacion matematica, permite reconocer la labor del docente en el disefio e
implementacién de actividades y tareas matematicas interesantes y desafiantes, de manera que
sean productivas y significativas para el estudiante.

Los Estandares Basicos de Competencias y los Lineamientos Curriculares propuestos por el
Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998) son un compendio de documentos, que plantean
la necesidad de desarrollar diferentes procesos matematicos en los estudiantes, entre los que se
encuentra el razonamiento, la resoluciéon y planteamiento de problemas, la comunicacion,
modelacién, elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos. Estos conocimientos
estan ligados a competencias, los cuales deben generarse desde contextos del diario vivir, desde la
misma matematica y desde otras ciencias, pues, “(...) las competencias no se alcanzan por
generacion espontanea, sino que requieren de ambientes de aprendizaje enriquecidos por
situaciones problemas significativos y comprensivos, que posibiliten avanzar a niveles de
competencia mas y mas elevados” (MEN, 2006, p.46).

A pesar de estas exigencias legales y gubernamentales, los resultados de este tipo de procesos
y conocimientos en los estudiantes no se ven reflejado ni en las aulas, ni en pruebas nacionales, ni
en las internacionales (Jiménez et al., 2014). Lo anterior, evidencia las falencias presentadas por

los estudiantes en la resolucion de problemas y en el desarrollo de tareas y actividades matematicas



y geométricas. Esto quizas se deba a las estrategias metodoldgicas abordadas por los docentes,
pues de acuerdo con Diaz y Herndndez (2002) el disefio y uso de estrategias de ensefianza y
aprendizaje debe realizarse de forma reflexiva, flexible y heuristica, especialmente para el caso de
la geometria, pues se le dificulta al estudiante relacionar los contextos matematicos y geométricos
con su diario vivir.

En consecuencia, no se ha facilitado al estudiante la construccion del significado de diversos
conceptos matematicos, a cambio se ha dado las formulas ya establecidas para que el estudiante
las aplique sin mayor complejidad, cortando al educando las herramientas para su auto-aprendizaje
limitando su autonomia y capacidad critica constructiva (Tunnermann, 2011). Los objetos
geométricos como area, perimetro, longitud, entre otros, no tiene sentido dentro de la cotidianidad
del alumno si se presentan aislados de un contexto de aplicacion.

Dentro de las practicas de aula se generan procesos de comunicacién verbal, los cuales en
ocasiones incluye vocablo o lenguaje propio de las matemaéticas, que puede tener diferente
significado dentro del contexto donde esta inmerso el estudiante, asi que palabras como punto,
linea, poligono, entre otras, forman parte del lenguaje geométrico que en ocasiones no tiene ningun
sentido para el alumno, lo que genera obstaculos en la solucién de diversas tareas propuestas a
estos (Alcala, 2002).

Es importante resaltar que todo docente de matematicas debe tener en cuenta que los problemas
que él plantea a sus estudiantes, pueden tener diversos significados para ellos y que éstos no
siempre sean los que el profesor prevé (Planas, 2002). Lo anterior implica que se han de utilizar e
implementar diversas estrategias de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y la geometria,

buscando facilitar la comprensién y aprension de los distintos objetos matematicos.



La investigacion en educacién matematica hace enfasis en que se debe contribuir en desarrollar
las capacidades de resolucion de problemas en estudiantes de educacion basica y secundaria
(Petronzlli, 2003), por lo cual se han de implementar practicas de aula novedosas que potencialicen
la ensefianza de las matematicas, especialmente en la geometria. De esta manera, se ha de plantear
y analizar alternativas dentro de las practicas de aula en matematicas. Se parte de la necesidad de
generar, entre otras cosas, distintos tipos de tareas que sean enriquecedoras en actividad
matematica ( Polya, 1965, citado en May, 2015) las cuales ademés permitan explorar, investigar,
indagar, conjeturar y formalizar el conocimiento por medio de sus argumentos e ideas, procurando
dar mayor protagonismo al estudiante dentro de su proceso de ensefianza y aprendizaje.

Ante la posibilidad de generar aprendizajes que se salgan del estilo memoristico, de
mecanizacion y repeticion, se acude a analizar otras propuestas metodoldgicas para la ensefianza
de las matematicas. Especificamente se abordara las “Clases Investigativas” entendidas como
estrategia para el aprendizaje y ensefianza de las matematicas segun Santos (2011) y que a su vez
son planteadas por Ponte, Brocardo y Oliveira (2003) en donde se presentan al estudiante tareas
exploratorias e investigativas, se le sitla como el centro de su proceso de educacion, se permite
que sea €l quien oriente la construccién de su propio conocimiento, llevandole a explorar,
conjeturar y argumentar sus ideas, generando estrategias propias para la resolucion de las diversas
tareas planteadas, despertando en ellos el espiritu genuino de la actividad matematica.

Dentro de la estrategia metodoldgica de clases investigativas se sefiala que se puede presentar
al estudiante “tareas” que no deben ser de inmensas proporciones, si no por el contrario con unas
sencillas y llamativas preguntas las cuales despierten el interés y la motivacion, que les haga sentir

propia la problemética, de manera que se genere en ellos una necesidad de respuesta y los



conlleven a su resolucién. La intervencion del docente en la resolucién de las tareas debe estar
dirigida a orientarlos en la construccion de su conocimiento (Ponte et. 2003).

Dentro del proceso de educacion se hace necesaria la constante actualizacion e investigacion
de las distintas formas de ensefianza y aprendizaje existentes. En este sentido, la presente
investigacion sefiala la importancia de investigar sobre lo propio en el area de matemaéticas,
especificamente en geometria. En consecuencia, la presente investigacion busca caracterizar los
procesos de desarrollo del pensamiento geométrico a través de tareas exploratorio-investigativas,
con el propdsito de generar alternativas de practicas de aula dentro de los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas.

Esta investigacion esta dirigida a incentivar la necesidad de abordar una estrategia
metodoldgica en la clase de matemaéticas, que permita que los estudiantes desarrollen pensamiento
matematico a partir de la construccion de su conocimiento, a través de la interaccion y de la
resolucidn de tareas exploratorias e investigativas en conjunto con sus compafieros de clase y con
su docente. De esta manera, se aboga por favorecer que los estudiantes descubran conexiones entre
lo que parecieran hechos aislados y sin sentido con sus procesos de construccion de significado
(Sangré y Steve, 2013) a partir de sus conocimientos previos como base fundamental (Lépez,
2009).

En este sentido, la ensefianza de las matematicas y en particular la de la geometria, constituye
un proceso desafiante donde se han de tomar nuevas perspectivas y rumbos de ensefianza, todo en
aras de mejorar la calidad educativa y lograr aprendizajes significativos en los estudiantes (Ardila,
2002). Por esta razon, se hace necesario mediar con formas alternativas en el aula, pues a pesar
de las influencias de las nuevas corrientes donde se propone que el estudiante sea el actor principal,

permitiéndole explorar, experimentar, observar, demostrar, organizar la informacion recolectada,
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se continta observando en las aulas el paradigma donde el docente junto con el texto guia son
quienes poseen el conocimiento y que el alumno debe aprender y memorizar para aprobar los
posteriores examenes (Nufiez, 2000); paradigma que debe replantearse.

La tipologia de tareas matematicas propuestas por las “clases investigativas” es enriquecedora
en actividad matematica, pues permiten al estudiante tomar decisiones razonables y coherentes
con su realidad. La investigacion como metodologia de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, en particular de la geometria, se plantea como un proceso de construccion social,
donde el docente se convierte en un guia del cambio y construcciones cognitivas realizadas por
sus alumnos (Tunnermann, 2011).

En el mismo sentido, las investigaciones realizadas por los estudiantes en los salones de clase
los remite al a la raiz de la problematica, les permite revivir el proceso social, cultural e historico
por el cual transit6 la construccion del nuevo conocimiento y les posibilita hacer conexiones y
asociaciones entre los fendmenos para contextualizarlos a su realidad, lo que metodologias como
latradicional no permite a los aprendices (Kaplun, 2002). Ademas, este estudio es relevante porque
pretende que el estudiante descubra el conocimiento por sus propios medios, para que logre realizar

un cambio en sus concepciones y conocimientos previos por ideas nuevas.

De lo anterior surge la siguiente pregunta de investigacion:

¢Como se caracteriza el proceso de desarrollo del pensamiento geométrico en estudiantes del

grado quinto de primaria a través de tareas exploratorio-investigativas?
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Objetivos

General

Caracterizar el proceso de desarrollo del pensamiento geométrico en estudiantes de quinto
grado de educacion bésica primaria de una institucion privada de la ciudad de Sogamoso, a través

de tareas exploratorio-investigativas.

Especificos

> Revisar aspectos historicos generales del desarrollo de la geometria euclidiana.

> Determinar caracteristicas de las tareas exploratorio- investigativas como estrategia
para el desarrollo del pensamiento geométrico.

> Disefiar tareas exploratorio-investigativas para el desarrollo del pensamiento
geomeétrico.

> Analizar aspectos del desarrollo del pensamiento geométrico de los estudiantes en la

solucion de tareas exploratorio-investigativas.
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Capitulo 11. Marco referencial

Antecedentes

Las Clases Investigativas tienen sus raices en Portugal y Brasil, es alli donde se han realizado
la mayoria de investigaciones desde esta perspectiva, sin embargo, esta estrategia metodoldgica
ha tenido gran acogida en toda Latinoamérica y algunos paises de Europa. A continuacion, se
presentan diversas investigaciones de nivel internacional y local orientadas bajo esta propuesta.

El trabajo realizado por Aline y Coelho (2015), se plante6 como objetivo comprender el
proceso de construccion de los conceptos de multiplos y divisores de un nimero natural en los
estudiantes. Se realiz6 por medio de actividades de tipo investigativas, basandose en los principios
de abstraccion y reflexion de la teoria de Piaget, se analizaron los procesos de interpretacion,
resolucion y argumentacion. La investigacion se desarrollé planteando tareas investigativas a los
estudiantes, las cuales en una primera etapa del aula las desarrollaban en grupos de 4 estudiantes,
seguidamente cada grupo pasaba al tablero a exponer sus hallazgos para posteriormente formalizar
la construccion de este concepto de manera consensual con sus demas compafieros. A manera de
conclusion, se establecié que por lo menos el 90% de los estudiantes lograron comprender y
argumentar procesos de interpretacion, resolucion y argumentacion a través de las distintas tareas
realizadas.

Miranda y Pereira (2014), fijaron como objetivo de su investigacion determinar las relaciones
existentes entre las actividades investigativas y la construccion de nuevos conocimientos a traves

de los ya presentes en los estudiantes. Esta investigacion fue de corte cualitativo donde se observo
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y registro la resolucién de distintas tareas planteadas, ademéas se entrevistd a estudiantes y
profesores, también se grabaron en audio algunas de sus clases y se registro en diario de campo
todo lo sucedido en el desarrollo de las tareas planteadas. De este estudio se concluy6 que este tipo
de actividades fortalece la creacion de construcciones mentales y fisicas en el estudiante, al
permitirle expresar sus ideas, lo cual los motiva y mantiene despierta su curiosidad, ademas de
situarlos en el papel de pequefios matematicos.

El trabajo realizado por Lamonato y Brancaglion (2012) tenia como propésito identificar los
aprendizajes de la docente Natalia y de sus alumnos, alcanzados a partir de actividades geométricas
desarrolladas en el aula, donde analizaron las intervenciones del docente en este tipo de tareas y
se valord el proceso de comunicacion, argumentacion y negociacion de significados. Este estudio
fue de caracter cualitativo, reconociendo la participacion directa del investigador, y se concluyé
que cuando los estudiantes necesitan movilizar y representar sus conocimientos evidencian
elementos ricos para la oportuna intervencion del docente.

Molina (2007) realizdé una investigacion en la cual su principal objetivo fue analizar la
produccion y movilizacién de conceptos matematicos, a través de tareas de tipo exploratorio e
investigativas de diversos conceptos matematicos. Estudio de tipo cualitativo que contd con la
participacion de estudiantes de quinto y sexto grado de educacidn basica de un colegio publico de
Itatiba (Brasil), quienes ademas proporcionaron la informacién a traves de entrevistas
semiestructuradas y del registro de las tareas realizadas. El profesor investigador Ilevé un diario
de campo Y realizd grabaciones de audio de algunas clases, con lo que logré determinar que a
través de este tipo de tareas el estudiante ve la construccion del conocimiento como algo
significativo, pues puede expresar sus ideas a través de las socializaciones y argumentaciones

realizadas en el aula.
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Bajo la misma perspectiva, Perussi (2006) en Curitiba (Brasil), realizd su indagacion bajo los
siguientes cuestionamientos: ¢Como las alumnas interactian entre si?, (Cémo las alumnas
interacttan con la docente? y (Como las alumnas evidencian su raciocinio y conocimientos
matematicos? Bajo esta dinamica el autor pudo establecer la necesidad de resaltar el papel del
docente en este tipo de actividades pues, debido a la estructura abierta de la tarea, pueden surgir
conjeturas por parte de los alumnos, las cuales el docente desconozca o no las haya contemplado.
Ademas, plantea que se deberia incluir, siempre que se pueda a todos los alumnos de la clase para
enriquecer mas las posibilidades de analisis

Brocardo (2001) realizo su estudio en una clase de octavo grado, donde se tenia como objetivo
general la produccidn, experimentacion y evaluacion de tareas exploratorias e investigativas que
pudieran analizarse y explorarse en estudiantes de segundo y tercer ciclo de educacion primaria y
secundaria, llevandolos a la reformulacion de algunas tareas y a realizar sugerencias para
estudiantes y en la metodologia del docente.

Este trabajo se caracteriz6 por desarrollarse bajo una metodologia de investigacion cualitativa,
basada en estudios de casos, para la recoleccion de la informacion se realizaron grabaciones de
audio y video a las distintas sesiones, se hicieron entrevistas a estudiantes, y se mantuvo una
constante observacién. Como resultado del estudio se afirm6 que los procesos de investigacion
matematica en el aula favorecen notablemente las actitudes y desempefios de los alumnos pues
desarrollan sus habilidades actuando con sus pares facilitando asi la comprension de los objetos
matematicos y caracterizando la naturaleza de estos, pues toman un papel activo dentro de la
construccion de su conocimiento, ademas tienen el derecho a expresar sus ideas, escribirlas para

justificar y argumentar el porqué de ellas.
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Por otro lado, Ponte entre 1990 y 1992, analizd con alumnos de tercer grado de educacion
bésica, las dindmicas que toma el aula cuando se plantean a los estudiantes actividades o tareas
matematicas de tipo exploratorio- investigativas, hallando diversidad de dinamicas tantas como
estudiantes hay, y determind que esto genera una verdadera actividad matematica, evidenciando
que el aula se convierte en una micro sociedad de matematicos, donde se permite al estudiante
demostrar capacidades de conjeturar y generalizar articulando estrategias geométricas y
aritméticas.

Respecto a lo investigado a nivel nacional, se encuentra el estudio local, realizado por Nifio
(2019), en el cual se plante6 como objetivo, caracterizar el aprendizaje del concepto de funcion en
los alumnos a través del modelado matematico en escenarios exploratorio-investigativos, llevando
a cabo una metodologia de corte cualitativo, donde se tomd a uno de los grupos conformados para
el desarrollo de las tareas, como unidad para realizar un estudio de caso. Para recolectar la
informacion se usaron grabaciones en audio, la observacion participante y entrevistas. De esto se
pudo concluir, que los escenarios exploratorios e investigativos propician espacios para el dialogo
y la interaccion social, lo cual contribuye en el aprendizaje de los alumnos, ademas que este tipo
de tareas favorecen la exploracion e investigacion dentro y fuera del aula de clase.

Asi mismo, se encuentra el trabajo, también local, realizado por Castillo (2017), quien se
plante6 como pregunta de investigacion ;Como se da la construccion del pensamiento contable a
través de las clases investigativas en estudiantes tecnélogos de una institucién formativa de la
ciudad de Bogot4 y universitarios de una institucion de caracter nacional ubicada en la ciudad de
Tunja, del &rea contable? Su objetivo era diagnosticar e identificar la construccién del pensamiento
contable de algunos conceptos, en estudiantes tecndlogos y universitarios del area contable a través

de clases investigativas, en este estudio se concluy6 que las actividades propuestas desde clases
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investigativas permitieron desligar la mecanizacion y memorizacién de los conceptos propios del
area y por el contrario fortalecieron los procesos de justificacion y argumentacion de los
estudiantes de ambos grupos, tanto tecn6logos, como universitarios.

Esta es la descripcion de las investigaciones, que de alguna manera estan directamente
relacionadas con el estudio aca planteado, los cuales, ademas servirdn como referencia y sustento

del mismo. A continuacion, se exponen los referentes tedricos, que sustentan esta investigacion.

Marco Tedrico

Dentro de este capitulo se describen los sustentos tedricos en los que se basa el presente estudio.
Se presenta la nocion de tarea matematica desde distintas perspectivas, tareas en geometria y tareas
de carécter exploratorio-investigativo. Ademas, se contextualiza el surgimiento y evolucion de la
geometria describiendo el pensamiento geométrico junto a los referentes relacionados con la
ensefianza y aprendizaje de la geometria. Finalmente se analiza el papel de la geometria dentro del

curriculo colombiano.

Aproximacion Conceptual de Tarea Matematica

El quehacer matemético dentro de la escuela genera entre otras tantas cosas, la realizacion de
acciones, el surgimiento de ideas y la ejecucion de planes, los cuales permiten a los estudiantes
llevar a cabo procedimientos en busca de algun fin, bien sea la resolucion de un problema o alguna

situacion planteada. De acuerdo con Coll (1995) un procedimiento es:
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(...) un conjunto de acciones ordenadas Yy finalizadas, es decir, orientadas a la consecucién de una
meta. Para que un conjunto de acciones constituya un procedimiento, es necesario que este

orientado hacia una meta y que las acciones o pasos se sucedan con un cierto orden. (p. 139)

Algunos ejemplos de procedimientos son los de la division a través de la resta, las operaciones
entre fracciones, la representacion de un poligono, entre otros.

En este sentido, el término procedimiento se asume de una manera muy general, en el cual se
encuentran sumergidas tanto estrategias como destrezas desarrolladas por los estudiantes dentro
de los procesos realizados. Rico (1997) entiende los procedimientos como “formas de actuacion o
ejecucion de tareas matematicas” (p. 31), y de igual manera acepta dentro de estas tareas
matematicas destrezas y técnicas de razonamiento matematico. En consecuencia, la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas se estructura a partir de actividades realizadas por los estudiantes,
las cuales responden a la exigencia de cierta tarea matematica (Doyle, 1998).

Una tarea es una parte de la clase, la cual se dedica al desarrollo de un concepto o idea
matematica en particular (Smith y Stein, 1998). En esta misma linea y de acuerdo con Penalva
(2011), se entiende por tarea al conjunto de problemas, actividades, procedimientos y/o ejercicios
que el profesor propone a sus estudiantes, es decir, las propuestas de accion que se plantean a los
alumnos para el aprendizaje de las matematicas. De esta manera, se puede interpretar a la tarea
matematica como el conjunto de procedimientos tanto fisicos como mentales realizados por el
estudiante en busca de una meta o un fin.

De acuerdo con Aguayo, Flores y Moreno (2018) las finalidades de la tarea matematica pueden
clasificarse en tres tipos. Las tareas de practica, son aquellas en las que se refuerzan las habilidades
0 conocimientos recién logrados en clase, algunas actividades de practica son guias de ejercicios,

cuestionarios y resolucion de ejemplos que sirven para estimular habilidades. Las tareas de



18

preparacion buscan proveer al alumno de informacidn acerca de la tematica que sera desarrollara
el dia siguiente, algunas de estas actividades son leer, buscar informacion bibliogréfica, entre otras.
Las tareas de extension se caracterizan por fomentar el aprendizaje colectivo y creativo al enfatizar
la iniciativa de investigacion por parte del estudiante. Del mismo modo, Rojas y Solar (2011)
afirman que las tareas matematicas, de acuerdo, a su finalidad poseen cierto grado de dificultad
que las diferencia unas de otras, y esta dificultad se denomina complejidad de la tarea, y a su vez

esta se determina segun el nimero de operaciones mentales que la resolucién de la tarea exige.

Por su parte, Stillman, Blum y Biembengut (2004) aclaran que dentro del &mbito escolar
dificultad y complejidad son dos términos no equivalentes, pues “la dificultad de una tarea puede
variar de un estudiante a otro, en cambio que su complejidad parece fija al estar determinada por
sus atributos” (p. 63). De esta manera, las tareas propuestas a los estudiantes deben tener un grado
de dificultad accesible para la mayoria de los alumnos, pero a su vez debe representar un desafio
para ellos, las tareas demasiado faciles o muy dificiles no son pertinentes para promover el
aprendizaje (Brousseau, 1997). Las tareas mas adecuadas para generar un buen aprendizaje son
aquellas en las que el estudiante no tiene el conocimiento absoluto para resolverla, pero tampoco
se ha de quedar blogueado en su resolucion, bastaria con que el alumno tenga un conocimiento
previo acerca de la situacién para abordarla y dentro de la resolucion de la tarea modifique dicho
conocimiento para construir uno nuevo (Brousseau, 1997).

En el mismo sentido y de acuerdo con Penalva (2011) se afirma que lo que la tarea exige a los
estudiantes determina su demanda cognitiva, y ésta a su vez determina el potencial de aprendizaje
del estudiante, y se aclara que, por demanda cognitiva de una tarea se entiende a la clase y nivel
de pensamiento que su resolucion exige a los alumnos, y a su vez, este nivel de pensamiento

determinard lo que ellos pueden llegar a aprender. Smith y Stein (1998), utilizan el nivel de
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demanda cogpnitiva para diferenciar las tareas segun el potencial que pueden tener en el desarrollo
de diferentes aspectos del aprendizaje y las clasifican en cuatro niveles.

Las tareas de primer nivel son tareas de memorizacion, que implican reproducir formulas, reglas
bésicas, hechos o definiciones previamente aprendidas, no ponen en evidencia los conceptos o
significados que subyacen de los hechos. Las tareas o actividades de segundo nivel, son de
procedimientos sin conexion, se caracterizan por ser algoritmicas, no tienen conexién con los
conceptos o significados abordados en el aula y requieren una demanda cognitiva limitada. Las de
nivel tres se denominan tareas de procedimientos con conexion, focalizan la atencion de los
estudiantes en el uso de procedimientos con el proposito de desarrollar la comprension de
conceptos matematicos inmersos en su entorno. Los alumnos necesitan asociarse con las ideas
conceptuales que subyacen a los procedimientos para realizar con éxito la tarea.

Finalmente, las tareas que se ubican en el cuarto nivel requieren “hacer matematicas”: exigen
un pensamiento complejo y no algoritmico, pretenden que los estudiantes exploren y comprendan
los conceptos matematicos, demandan considerable esfuerzo cognitivo y pueden implicar cierto
nivel de ansiedad en el alumno debido a la naturaleza no predecible del proceso de resolucion
(Smith y Stein,1998).

La tarea da origen a la actividad matematica, con la que se da la oportunidad al estudiante de
encontrar e identificar nuevos conceptos matematicos, generar ideas, estrategias y planes, ademas
de permitirles usar, desarrollar y potencializar el pensamiento matematico, asi como de formularse
nuevos interrogantes.

Por otra parte, la seleccion, disefio, adecuacion, complejidad, objetivo, y propdsito de una
adecuada y exitosa tarea, es un factor que recae en manos del docente, el cual debe ser consciente

de las necesidades y capacidades de sus estudiantes, ademas de que ha de garantizar una educacion
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integral lo que le implica tener una amplia y clara vision de lo que desea ensefiar y a quienes lo va

a ensefar, por ende el docente debe ser un ordenador I6gico, pragmaético y tedrico, que sea capaz

de transformar los saberes en aprendizaje para sus estudiantes (Castafieda y Rubiano, 2015). Se

destaca la importancia de que el docente tenga bien definidos los objetivos que pretende lograr

cuando planifica la tarea (Sullivan, P., Clarke, B. y Clarke, D. 2013).

De esta manera se plantea el siguiente esquema a cerca de la tarea matematica.

DOCENTE ESTUDIANTES
La dificutad de la </ Desarrollen
Plantea. Tarea depende de los Potencialicen
Propone. conocimientos del estudiante. Realizan Refinen
QOrienta. NIVELES DE DEMANDA
TIPOS
Guia_‘ _L COGNITIVA
ACTIVIDAD "
MATEMATICA S
REA Préctica Acciones. Procedimientos sin
s X ]7 Procedimientos. conexién OBJETIVO
MATEMATICA Ejercicios. Y/ (4]
Preparacn f1 PV FINALIDAD
/ Investigaciones.
Complejidad a2k Operaciones
il . mentales
2 matematica
interpretacién
Demanda
cognitiva

Tareas de pensamiento geométrico

Figura 1: Tareas Matematicas.

Fuente: elaboracién del autor.

Deztresas
Estrategias
Comprencién
Imaginacién
Creatividad
Argumentacién

Proposicion

Uno de los objetivos de las tareas en la ensefianza de la geometria es desarrollar y potencializar el

razonamiento geomeétrico en sus estudiantes, mediante las actividades matematicas y geométricas

que requiere la finalidad de la tarea. Samper et al., (2003) sostienen que en geometria se pueden
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distinguir tres tipos de tareas, de conceptualizacion, de investigacion y de demostracion las cuales
pueden evidenciarse a la vez durante el desarrollo de una misma tarea, pues la linea que las dividen
entre si es muy tenue, practicamente invisible.

Las tareas de conceptualizacion centran su objetivo en la construccion de conceptos y sus
relaciones geométricas, a través de la préctica, exploracion y manipulacién de algunas
representaciones de dichos objetos geométricos, es decir, pretenden que sean los mismos
estudiantes quienes construyan las definiciones de los conceptos para evitar que la ensefianza de
la geometria se presente de manera ostensiva, es decir, que se muestre el objeto geométrico con
sus relaciones y atributos completamente (Avila, 2006). Es por esto, que para abordar de manera
provechosa algin concepto geométrico se ha de permitir que el alumno explore y trabaje las
distintas representaciones, formas, posiciones y tamafios de dicho objeto para que identifique sus
relaciones, caracteristicas y propiedades (L6pez y Garcia, 2008).

Las tareas de investigacion se caracterizan porque es el estudiante quien indaga, busca
informacion y se documenta para dar significado o dotar de propiedades y sentido a los objetos
geomeétricos en estudio. En este tipo de tareas los alumnos ponen a flote sus destrezas, expresan
sus puntos de vista, junto con sus alternativas de solucion, en medio de estas actividades se hallan
distintos planteamientos de solucién a la tarea (LOpez y Garcia, 2008).

Las actividades y tareas de demostracion tienen como objetivo desarrollar las habilidades
argumentativas y propositivas de los estudiantes, de manera que justifiquen légicamente sus
postulados ante los demas; la construccion de argumentos légicos es vital dentro de la ciencia
geométrica. En el ambito escolar se diferencian tres tipos de demostraciones, la explicacién, que

se basa en un discurso donde se hace ver la veracidad de una proposicion; la prueba, que se entiende
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como una explicacion aceptada por determinada comunidad en cierto momento y la demostracion

propiamente dicha, que consiste en probar la veracidad de algunos enunciados (Balachef, 1987).

Tareas Exploratorio-Investigativas.

La propuesta de Clases Investigativas nace bajo la necesidad de dejar atrds los esquemas de
ensefianza y aprendizaje de las mateméticas memoristico y repetitivo, a través de tareas
matematicas de caracter exploratorio e investigativo, que son muy productivas en la actividad
matematica. Segun Ponte (2003), las clases investigativas involucran al estudiante en el proceso
matematico de inicio, pues, es él quien debe formular las preguntas que se han de resolver, idear
maneras de presentar y organizar los informacion y la informacion obtenida, planear estrategias
de solucién, someterlas a prueba, aplicarlas, justificar, argumentar y validar resultados, entre otras.

Desde esta perspectiva, se busca despertar en los estudiantes el espiritu genuino de la actividad
matematica, donde se pretende llevar al alumno a que se convierta en un pequefio matematico,
realizando las actividades propias de ellos, como explorar, indagar, manipular, recolectar y
organizar informacién. Ademas, se busca que el estudiante plantee conjeturas, las afirme o refute
a través de sus propios procedimientos, justificaciones y argumentos.

Del mismo modo, se pretende que el estudiante demuestre de manera rigurosa sus afirmaciones
y/o postulados frente a sus compafieros (Ponte, 2010), dando esto gran significado para él, pues
puede expresar sus ideas y construcciones mentales, realizadas dentro de los procedimientos
Ilevados a cabo en la resolucion de las tareas matematicas planteadas.

De igual manera, se sefiala que hacer investigacion no requiere de un problema de inmensas

proporciones, “basta con alguna o algunas preguntas de interés, las cuales no tengan una solucién
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inmediata e involucren y motiven al estudiante a buscar su respuesta” (Ponte, et al. 2003, p. 9),
haciendo que el alumno vea la problematica como propia, generando en €l la necesidad de hallar
solucién a ésta. En este sentido, la propuesta de clases investigativas se caracteriza por presentar
una estrategia metodoldgica para ensefiar y aprender matematicas, respetando el conocimiento
previo del alumno apropiado desde el contexto o desde la propia institucion (Lopez, 2009).

En el mismo sentido, investigar corresponde a realizar descubrimientos recorriendo procesos
metodolégicamente validos, como la formulacion de preguntas, explorar y plantear hipétesis,
lanzar y probar conjeturas, generalizar y construir argumentos y demostraciones, investigar es
descubrir relaciones y patrones, procurando comprobar las propiedades e hip6tesis generadas por
el investigador, esta actividad estimula al alumno a explorar, conjeturar, validar y presentar los
resultados encontrados (Ponte, 2003), lo cual ademéas ayuda a reforzar actitudes de autonomia,
cooperacion y comunicacion oral y escrita.

Es asi que la investigacion matematica realizada por el alumno, desde esta perspectiva, parte
de un planteamiento general poco estructurado, e intenta formular unas preguntas mas especificas,
sobre las cuales ha de plantear varias conjeturas que ha de probar, y en caso de ser refutadas, el
alumno deberé plantearse unas nuevas cuestiones a trabajar (Ponte, 2003).

De acuerdo con Fiorentini y Lorenzato, 2006 se considera clase investigativa aquella cuyas
practicas pedagogicas se centren en la implementacion de tareas y actividades abiertas y
exploratorias, dentro de las cuales se le puedan presentar al alumno multiples posibilidades o
alternativas de abordar y significar los objetos matematicos tratados. Esta propuesta pretende
resaltar la importancia de un escenario investigativo, a incitar a los alumnos a formularse preguntas
y a dar explicaciones a estas, cuando los estudiantes asumen este proceso, se construye el nuevo

ambiente de aprendizaje (Skovsmose, 2000).
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La realizacion de investigacién en matematicas por parte de los estudiantes, contribuye al
aprendizaje de conceptos propios de esta disciplina, ademas que permite desarrollar conocimiento
de manera transversal, favoreciendo procesos de comunicacion y trabajo en equipo, que
contribuyen a la formacion de nuevas perspectivas frente a la matematica (Rocha y Ponte, 2006),
al mismo tiempo que estimula y potencializa el raciocinio matematico, pues una vez el alumno
envuelto en la investigacion es impulsado a participar activamente de esta actividad, favoreciendo
el nuevo aprendizaje (Méndez, 1996).

De acuerdo con Ponte (2003), las investigaciones matematicas y las tareas de corte
exploratorio-investigativo, se diferencian de las demés actividades por tratarse de tareas que
conllevan més tiempo para su desarrollo y que requieren de cuatro momentos principales en los
que se evidencia la construccion y comprension de conceptos matematicos. EIl primero es la
exploracién y formulacion de preguntas investigativas, donde el estudiante explora la situacion a
través de la manipulacion de objetos concretos, de representaciones graficas, entre otras, y se
plantea las preguntas que ha de resolver para solucionar la tarea propuesta. El segundo momento
es la organizacion de informacién y construccion de conjeturas, el cual permite al alumno
organizar sus ideas y plasmarlas a través de distintas representaciones; el tercer momento, hace
alusion a la afirmacion, sistematizacién o refutacion de dichas conjeturas, donde el alumno
reafirma sus conocimientos o realiza las acomodaciones pertinentes para generar uno nuevo y el
cuarto momento, en el cual se realizan las justificaciones, argumentaciones y demostraciones, de
manera grupal y frente a sus comparieros, para validar los resultados encontrados, acciones que
permiten al estudiante la construccion de su propio conocimiento y el afianzamiento de multiples

habilidades.
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Bajo esta perspectiva de ensefianza y aprendizaje de la matematica, se exalta, que el papel del
estudiante es el de convertirse en un investigador matematico, llevando al docente a investigar
cdmo sus estudiantes investigan (Riscanevo, 2019), ademas se ha de caracterizar por comprender
mejor la naturaleza de la matemaética, estar abierto a las distintas formas en que sus estudiantes
interpretan los objetos matematicos , es decir, comprender el pensamiento matematico de sus
alumnos, para facilitar la construccion del conocimiento.

En el mismo sentido, es el docente quien estara orientdndolos durante el desarrollo de la tarea
para evitar bloqueos debido a obstaculos epistemolégicos o de cualquier indole, que estén
presentes en ellos, ademas el docente debe aprender a lidiar con los aspectos emocionales de sus
alumnos derivados de la resolucion de dichas tareas (Ibafiez, 2002), lo que se convierte en un
aspecto de vital importancia, pues éste ha de saber en qué momento ayudar u orientar al estudiante
para permitir su avance y evitar frustraciones o desénimos frente a las situaciones planteadas.
Ademas, el docente debe documentarse sobre diversas teorias pedagogicas que subyacen de las
propuestas de aula investigativas.

Por otro lado, bajo el marco de clases investigativas, se considera tarea a todas aquellas
propuestas realizadas y planteadas por el docente a sus estudiantes, pero también puede surgir por
iniciativa propia del alumno, en este caso ha de ser negociada entre el docente y los estudiantes,
asi mismo se considerard actividad a todas aquellas acciones fisicas 0 mentales realizadas por el
alumno con el fin de resolver dicha tarea (Ponte, 2004).

Del mismo modo, se postula que cuando el estudiante esta inmerso en la actividad matematica
es porque esta realizando cierta tarea, dicho de otra manera, desarrollar la tarea es el objetivo de la
actividad matematica realizada por el alumno, asi que las actividades matematicas seran los

procesos y procedimientos realizados por el estudiante para resolver alguna tarea propuesta por el
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docente, el cual no puede intervenir en la actividad matematica, pero si puede planear y dirigir una
buena tarea, de manera que sea enriquecedora para la construccién de conceptos matematicos y
geomeétricos en el alumno, pues ellos aprenden mediante la actividad que realizan y la reflexion
que hacen sobre esta (Christiansen, 1999).

De modo similar, se hace aclaracion entre lo que es un problema y un ejercicio, dentro de la
actividad matemaética que realizan los alumnos, resaltando que, lo que algunos estudiantes ven
como un problema, para otros tan solo sera un ejercicio, esto dependerd de los conocimientos
previos establecidos en el estudiante (Ponte, 2010). También, se categorizan los problemas de
acuerdo a su grado de dificultad como dificil, donde se corre el riesgo de que el estudiante desista
en la resolucion de este, y fécil, donde se convierte en un ejercicio para el alumno y se aclara que
los ejercicios sirven para poner en practica los conocimientos adquiridos y de esta manera
consolidarlos, pero con la falencia de que empobrecen los desafios matematicos en los estudiantes
(Ponte, 2010).

Asi mismo, se postula que en los problemas donde se deja claro lo que se da y lo que se pide al
estudiante son de estructura cerrada, mientras que en las tareas de tipo exploratorio e investigativas
no se dan informacidn exactos, es decir, son de estructura abierta, y atafien un grado de dificultad
mas elevado, pues se busca que el estudiante explore e investigue, o sea, se pretende de cierta
manera que sean ellos mismos quienes planteen el problema a resolver, resaltando de esta manera
la importancia de las investigaciones matematicas realizadas por los alumnos (Mason, 1996),
dicho de otra manera en la resolucion de problemas la pregunta es completamente clara, mientras
que en la investigacion la pregunta es mas general, es decir, necesita ser precisada por los

estudiantes (Ponte, 1998).
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Del mismo modo, una tarea abierta no necesariamente representa un grado alto de dificultad,
por lo cual, la diferencia entre las tareas de exploracion e investigacion radica en que, si el
estudiante puede empezar a trabajar sin mayor planificacion, estaria frente a una tarea de
exploracion, de lo contrario seria una tarea de investigacion (Ponte 2004).

Por otra parte, en la resolucion de problemas el objetivo es encontrar un camino para llegar a la
respuesta, es decir, es un proceso convergente, en cambio que en la investigacion matematica el
proposito es explorar todos los caminos logicamente validos, que surgen de la tarea, en otras
palabras, es un proceso divergente, se sabe de donde se parte, mas no se sabe el punto de llegada
(Ponte, Ferreira y Brunheiras, 1999). Es de resaltar que existe una linea muy tenue entre lo que
son los problemas y los ejercicios y entre las tareas de exploracién y los ejercicios, un mismo
enunciado se puede confundir con un ejercicio, con un problema o con una tarea de exploracion y
nuevamente depende de los conocimientos previos del estudiante.

En este sentido, de acuerdo con Skovsmose, (2000) se hace clasificacion de la tarea matematica
respecto a su duracion que puede ser corta, que comprenderian la resolucién de ejercicios y algunos
problemas, media, que son las tareas de exploracién e investigacion y de duracién larga donde se
incluyen los proyectos investigativos, que son mucho més enriquecedores para los estudiantes
Estas tareas también se enmarcan en contextos de acuerdo a su planteamiento, y son denominadas
de realidad, que son aquellas planteadas en distintos ambientes de la vida real, de semirrealidad,
que hacen alusién a los problemas estructurados y simplificados que aproximan al estudiante a
situaciones de la vida real y de matematicas puras, que se refiere a aquellos problemas netamente
matematicos

Lo anterior, Ponte (2003) lo representa en el siguiente plano
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Figura 2: Tipos de Tareas segun grado de dificultad y apertura.

Fuente: Tomada de Ponte (2003).

De acuerdo con Ponte (2003) y apoyados en la anterior figura se puede establecer que un
ejercicio es una tarea de dificultad accesible y estructura cerrada (Il cuadrante), un problema
también es de estructura cerrada, pero de dificultad mas elevada (I1l cuadrante), una tarea de
investigacion es de estructura abierta y elevada dificultad y una tarea de exploracion también es
de estructura abierta, y dificultad accesible (I cuadrante), cabe recordar que la linea que separa
cada cuadrante es muy tenue y depende Unicamente del estudiante (Ponte, 2004). La planeacion y
selecciéon de las tareas propuestas a los estudiantes debe tener en cuenta sus caracteristicas,

capacidades e intereses, es por esto que el papel del docente es fundamental en este proceso.

El disefio, preparacion, seleccion y adecuacion de las tareas investigativas es muy importante,
ademas de ser una labor para la cual no hay una guia preestablecida, por lo cual el docente debe
ser muy cuidadoso al plantearlas, aunque mas importante es la forma en que son abordadas dentro

del aula (Christiansen, 1999).
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Una clase donde se desarrollen tareas exploratorio-investigativas se estructura principalmente
en tres segmentos. El primero segmento, es el inicio de la clase, donde los docentes junto con sus
estudiantes negocian las tareas, es decir, analizan su formulacion e interpretacion. En esta fase
inicial el trabajo con los alumnos puede presentar dificultades que les impide iniciar con sus
investigaciones, esto se debe principalmente a que los estudiantes no estan familiarizados con este
estilo de tareas. En este caso, es necesario que el docente explique un poco acerca de la dindmica
del trabajo, que incentive la autoconfianza y propicie ambientes de interaccion con sus colegas
(Fonseca, Brunheiras y Ponte, 1999). Se debe resaltar que el tiempo destinado en esta fase debe
ser menor, pues se debe dejar la mayor parte de tiempo para el desarrollo de los demas segmentos.

El segundo segmento se denomina desarrollo de la clase, en el cual los alumnos trabajan
autbnomamente, de manera individual, por parejas o grupal, esto dependera de las necesidades de
la tarea. En esta fase de la clase se debe motivar constantemente a los estudiantes y se les debe
llevar a reflexionar sobre el trabajo que estan desarrollando, es el momento en que el profesor
recorre el aula afirmando o cuestionando las ideas de sus estudiantes. Segun Oliveira, Segurado y
Ponte (1996) se deben hacer preguntas que ayudan a motivar y permitir el desarrollo de la clase
“(...) ¢COomo vas con esto?, ;Qué intentas hacer con eso?, ;Qué piensas acerca de esto?, ;Qué
pretendes descubrir?, ;Como puedes organizar esto?, ¢Sera que funciona también de esta otra
manera?”’(p. 207). De esta manera, estos investigadores sugieren que se mantiene latente el espiritu
investigativo y cuestionador en el estudiante, ademéas de facilitar al docente verificar el trabajo
realizado y reconocer los ritmos y estilos de aprendizaje de sus alumnos.

En la fase final de la clase, denominada presentacion de resultados y discusiones finales, todos
los estudiantes compartirdn, de manera individual o grupal, las ideas generadas dentro del

desarrollo de la tarea, en esta fase el papel del docente sera el de moderador y orientador de la
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formalizacién e institucionalizacion del nuevo conocimiento adquirido por los estudiantes,
permitiendo la socializacion de las justificaciones y argumentos realizados por los alumnos durante
la investigacion (Ponte, et al. 1998). De esta manera, se estructura una clase pensada y disefiada
bajo la perspectiva de clases investigativas, exaltando su desarrollo por la constante exploracion,
interpretacion de informacion, planteamiento de conjeturas, argumentaciones y justificaciones por

parte de los estudiantes.

Revision historica de algunos aspectos de la geometria euclidiana

La geometria es una de las ciencias que mas aportes ha realizado al desarrollo y evolucién de la
humanidad, de acuerdo con Alsina (2008) desde el inicio de las civilizaciones ha estado presente
en la descripcién de cada uno de sus avances, especialmente en la resolucion de situaciones que
para los primeros humanos representaban un problema, dentro de las que encontraban la medicion
de terrenos y el calculo de areas, entre otros.

De acuerdo con Almeida (2002, citado por Ortiz, 2005) los primeros indicios de civilizacion se
presentaron en la antigua Mesopotamia, tierra ubicada en el continente asiético, entre dos
importantes rios el Tigris y el Eufrates, alli se desarrolld la civilizacion de los Babilonios, hacia el
3.000 A.C., quienes hicieron contribuciones en lo referente al calculo de areas de figuras como el
cuadrado y el circulo, ademas del significativo aporte que se hizo a la geometria con la invencion
de la rueda, y el estudio realizado a las propiedades de la circunferencia entre la relacion de su
longitud y el didmetro, igualmente, los babildnicos realizaban estudios y observaciones de los

planetas y su ubicacidn, especialmente al planeta Jupiter, a través de mediciones geométricas
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Por otra parte, Portillo (2010) afirma que entre los afios 2000 y 500 a.C, en India se realizaban
estudios a los tridngulos y a sus relaciones, en esta parte del mundo la geometria estaba muy
enlazada con la religion y sus creencias culturales, a los indios se atribuyen las primeras evidencias
del dominio del “teorema de Pitagoras”. En esta misma época en Egipto se realizaban estudios
geomeétricos sobre volimenes y areas, a pesar de las grandes construcciones hechas por esta
civilizacion, se caracteriz6 por no mostrar evidencia de algun tipo de demostracion rigurosa

En el mismo sentido y de acuerdo con Ortiz (2005) el desarrollo de la geometria entre los afios
900 a 400 a.C. se centrd en Grecia, donde ya existian las primeras escuelas de ensefianza, en las
cuales se orientaban disciplinas como la filosofia, la matematica y la oratoria, de esta manera la
civilizacion griega hizo su gran aporte a la geometria, pues dotd de explicaciones racionales y
demostraciones a los distintos conceptos matematicos y geométricos conocidos hasta esa época.

Dentro de la cultura griega se destacan los aportes realizados por Tales de Mileto (630-545 a.C),
considerado uno de los siete sabios de la antigiiedad, se le atribuyen las primeras demostraciones
mediante el razonamiento légico, ademas de ser el primero en poder calcular la altura de las
pirdmides de Egipto (Hemmerlin, 2005, citado por Fernandez 2018). Conforme a Perero (1994)
también se destaca Pitagoras de Samos (582-500 a.C), quien se dice que fue discipulo de Tales, el
cual fundo la escuela pitagdrica en Italia. Se le atribuye la demostracion del teorema que lleva su
nombre, ademas de introducir a la matematica los nimeros irracionales. Igualmente se reconoce
el aporte de Herodoto (484-425 a.C), historiador griego quien por primera vez utiliz6 la palabra
“geometria” entendida como medida de la tierra.

Por otro lado, Méndez (1996) afirma que Ptolomeo I durante su mandato en Egipto ordend la
construccion de una escuela, donde Euclides de Alejandria 325 a 265 a.C. ensefiaria por mas de

30 afos, tiempo en el cual también escribidé su mas grande obra y una de las mas grandes en el
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mundo de las matematicas y en especial de la geometria, “Los Elementos de Euclides”. Este
manuscrito era un compendio de trece libros en los cuales se recopilaban todos los conceptos y
saberes geométricos establecidos hasta ese momento. De acuerdo con este mismo autor se dice
que casi ninguno de los postulados era original de Euclides, pero su gran aporte fueron las
demostraciones que ofrecia a cada uno de ellos

De igual manera, Méndez (1996) afirma que dentro de la escuela euclidiana se destacé el trabajo
de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C), quien aportd el método para determinar areas y
volumenes de figuras acotadas por curvas, ademas de dar una aproximacion mas precisa del
numero 7. De la misma escuela, Apolonio de Perga (262-190 a.C), escribi6 un tratado acerca de
las principales conicas y establecid los nombres para la elipse, parébola e hipérbola.

Del mismo modo, este mismo Méndez (1996) sostiene que el desarrollo de la geometria durante
los siglos Il a XII, estuvo marcado por un adormecimiento tedrico, finalmente para la época
renacentista el matematico italiano Leonardo de Piza (1170-1240) mas conocido como Fibonacci,
aportd de manera significativa a la geometria con su libro “Practica Geometriae” (Practica de la
geometria) donde resuelve todo tipo de problemas referentes al célculo de areas de poligonos y
volimenes de cuerpos geométricos. En el siglo XVII, seria el matematico francés Rene Descartes
(1596-1650) quien patentara lo que se conoce como geometria analitica, presentando el plano
cartesiano como sistema de coordenadas. Otras de sus aportaciones aparecen publicadas en sus
ensayos titulados “La geometria”.

Acorde con Bosh (1993 citado por Ortiz, 2005) en la época renacentista se destacan los aportes
del matematico aleman Gottfried Leibniz (1646-1716) quien estudid las propiedades cualitativas
de los objetos geométricos, lo cual que se conoce como topologia. Leonard Euler (1707-1783),

matematico y fisico suizo, plasmo en una de sus obras denominada “Introduccion al Analisis de
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los Infinitos”, un estudio completo acerca de geometria analitica, donde incluia las conicas.
Cerrando este selecto grupo de gedmetras, se encuentran al matematico ruso Nicolai Lobachevsky
(1793-1856) junto con el hingaro Janos Bolyai (1802-1860), quienes declararon simultdneamente,
pero por separado, que habian descubierto una geometria que cumplia los postulados de Euclides,
excepto el postulado de las paralelas, a estas geometrias se les denomind geometrias no
euclidianas.

A continuacion, una linea del tiempo que ilustra lo anterior.

Altura de la
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Figura 3: Linea del tiempo de la evolucién de la geometria.

Fuente: elaboracién propia (Imagenes tomadas bajo licencia Creative Commons CC).
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Proceso de desarrollo del pensamiento

El concepto de pensamiento esta asociado a la solucion de distintas situaciones del diario vivir del
hombre, pues se plantea que cuando éste se enfrenta a circunstancias donde debe elegir una
alternativa entre varias, y si elige la mas conveniente, se dice que es un ser pensante (Castillo,
2004). En este sentido, el proceso de pensar ha permitido la evolucion de la especie humana, pues
de acuerdo con Vygotsky (citado en Amestoy, 2002) este desarrollo es el producto de interacciones
entre los miembros de una sociedad, por otra parte, Bandura (1987) sostiene que el pensamiento
humano es una poderosa herramienta para comprender el mundo que nos rodea.

Otra de las nociones acerca de pensamiento la plantea Simén (citado en Amestoy, 2002) quien
lo considera como el manifiesto de un amplio dominio de diversas actividades, entre las que se
encuentran la resolucion de problemas, aprender, recordar, inducir patrones, comprender, percibir
estimulos, entre otras. Por su parte Mayer (1983) sefiala que pensar es lo que ocurre dentro de la
mente del ser humano mientras soluciona un problema, pues alli se realiza la busqueda y
elaboracion de significados, lo cual dota de sentido la existencia del ser humano.

Por otra parte y de acuerdo con Piaget (1990) una de las evidencias del pensamiento humano
es el lenguaje, para éste es un subproducto del pensamiento, ademas afirma que el lenguaje no
basta para explicar el desarrollo del pensamiento. En este sentido, el mencionado autor dividio el
desarrollo cognoscitivo en cuatro etapas, en cada una de ellas el pensamiento del nifio es
cualitativamente distinto a las demas, una vez el nifio entra en una de las etapas, no retrocede a
una anterior, es decir, ellos transitan por las cuatro etapas en el mismo orden secuencial, no es

posible omitir alguna de ellas, ademas cada una de las etapas esta ligada a ciertos niveles de edad.
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La primera etapa se denominada sensorio-motora, la cual sucede entre los cero y dos afios de
edad, esta se caracteriza porque el nifio se relaciona con su entorno a través de los sentidos, ademas
que desarrollan conductas intencionadas, por ejemplo, apretar un mufieco para que emita sonidos,
al tiempo que comprenden que son objetos que tienen existencia permanente. En esta misma etapa
se hacen notables actividades como la imitacion y el juego, dando muestras de las relaciones
circulares primarias y secundarias, al coordinar movimientos de partes de su cuerpo Yy replicar
situaciones interesantes que ha experimentado en su entorno (Linares, 2009). Es de resaltar que,
dentro de esta etapa inicial de desarrollo cognoscitivo, entre los 18 y 24 meses de edad, se evidencia
en los nifios el comienzo del proceso de pensamiento, es asi que, en el instante de realizar acciones
directas sobre objetos, dan muestras de que piensan antes de actuar.

La segunda etapa de desarrollo cognoscitivo, de acuerdo con Piaget (1990) se denomina pre
operacional, y se presenta entre los dos y siete afios de edad, se caracteriza porque los nifios estan
en la capacidad de pensar en objetos, situaciones, cosas 0 personas que han sido significativas
dentro de su corta edad, ademas es notoria en ellos una mayor habilidad para utilizar simbolos,
gestos, iméagenes, dibujos, palabras, entre otras, para expresar sus sentimientos y pensamientos
acerca de acontecimientos que ha podido o no experimentar de manera directa. En esta etapa
piensan y actdan diferente a como lo hacian anteriormente, estan en la capacidad de comunicarse
claramente y utilizar sistemas numéricos para contar objetos, aunque los limita su baja capacidad
de realizar operaciones logicas (Linares, 2009).

En este orden de ideas, la tercera etapa se denomina de operaciones concretas, y ocurre entre
los siete y once afios de edad, en esta etapa los nifios ya se encuentran en la escuela, es alli donde

empiezan a usar operaciones mentales y I6gicas para analizar hechos de su entorno. En esta etapa
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su pensamiento es mas rigido, ahora estan en condiciones de hacer predicciones a cerca de su
contexto, ademas de que ya no basan sus juicios en las apariencias de las cosas (Linares, 2009).

La ultima de estas etapas fue denominada por Piaget (1990) operaciones concretas, la cual se
presenta de los doce afios en adelante, en esta etapa los escolares cuentan con herramientas
cognoscitivas suficientes como para solucionar una determinada situacion problema, ademas de
comprender relaciones conceptuales entre operaciones matematicas, ejemplo, reconocen la
igualdad entre, cinco méas ocho y doce mas uno. De acuerdo con Flavell (citado en Linares, 2009)
el cambio maés relevante dentro de esta etapa es que la capacidad de pensamiento pasa de lo
concreto a lo abstracto, en otras palabras, los nifios de primaria razonan l6gicamente pero solo
sobre objetos tangibles, en cambio los adolescentes son capaces de razonar de manera abstracta,
es decir, sobre cosas no tangibles ni visibles.

En este sentido, Piaget (1990) plante6 que todas las personas organizan, en lo que él denomino
esquemas, el conocimiento que tienen acerca de su entorno, los esquemas son conjuntos de
acciones fisicas y operaciones mentales de conceptos y definiciones, con las cuales organiza y
adquiere informacion sobre el mundo en el cual vive. El nifio de corta edad reconoce su contexto
a través de las acciones que realiza, mientras que los de mayor edad, pueden hacerlo mediante
operaciones mentales, y por medio de distintos sistemas simbolicos como el lenguaje, dibujos,
patrones, entre otros. En consecuencia, a medida que se transita por cada una de las etapas, mejora
la capacidad de usar esquemas y simbolos mas complejos.

Dentro del desarrollo cognitivo, Piaget (1990) reconoce algunos principios implicitos dentro de
este proceso, dos de estos son los de organizacién y adaptacion, los cuales llamé funciones
invariables que rigen el desarrollo intelectual en los estudiantes. La organizacion consiste en la

disposicién innata de integrar esquemas simples a unos mas complejos y la adaptacion se resume
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en la capacidad de ajustar las estructuras mentales propias a las exigidas por el contexto que lo
rodea. Otros de los principios planteados por este autor son los de asimilacion y acomodacion, en
el primero el nifio moldea la nueva informacion para que se adapte a la ya existente, y a su vez, el
proceso de modificar los esquemas actuales, se llama acomodacion y tiende a darse cuando la
nueva informacion no encaja rapidamente con la ya establecida.

De esta manera, se establecen algunas de las caracteristicas del desarrollo del pensamiento en
las primeras etapas del ser humano, planteando ademas que toda persona posee una gran variedad

de pensamientos, influenciados por la cultura y el ambiente del cual se rodea.

Pensamiento espacial y sistemas geometricos

Dentro del campo de la Didactica de las Matematicas segun Torregrosa y Quesada (2007) ha
surgido diversas teorias y estrategias metodoldgicas, en busca del desarrollo de capacidades
espaciales y geométricas, entre las que se encuentran la visualizacion, abstraccion, formalizacion,
entre otras, intentando identificar los procesos cognitivos realizados por el estudiante cuando se
enfrenta a la resolucion de una situacion problema en geometria, la identificacion de dichos
procesos favorecerd el desarrollo de tales capacidades, sin embargo, la caracterizacion de éstos es
una de los mayores interrogantes en la educacion, pues de acuerdo con Gutiérrez (2006) es evidente
la necesidad de comprender lo que sucede en la mente de los estudiantes, tratar de entender como
transforman la informacion proveniente de fuentes externas, como la analizan y como realizan la
toma de decisiones. Ademas, segun Lopez y Garcia (2008) es necesario tener claro que conceptos
como triangulo, circunferencia, cuadrado, angulo, perimetro, area, entre otros, son hoy en dia parte

de nuestro diario vivir y son objetos matematicos que conforman el pensamiento geomeétrico.
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El pensamiento espacial y los sistemas geométricos se caracterizan por la visualizacion espacial,
entendida como la representacion y ubicacién mental de objetos en el espacio, ademéas de
especificar localizaciones usando modelos gréficos, las coordenadas y otros sistemas de
representacion (Mason, 1996). Para poder comprender como evoluciona el pensamiento
geomeétrico, se asume la caracterizacion de Van Hiele (1999) sobre los niveles de pensamiento
geomeétrico, la cual describe las diferentes formas en que los estudiantes hacen los distintos
razonamientos y pensamientos vistos desde el &mbito geométrico, es decir, asume que el
aprendizaje de esta area transcurre por una serie de niveles secuenciados, para dominar cada nivel
y avanzar al siguiente, se debe cumplir o lograr ciertos procesos de aprendizaje, vistos como fases,
que dentro de este modelo hacen referencia al aspecto descriptivo.

Los niveles planteados por los esposos Van Hiele son consecutivos y jerarquicos, es decir, que
no se puede pasar de un nivel a otro sin desarrollar los procesos y competencias del nivel previo
(Fuys, D., Geddes, D. & Tischler, R. 1995). En el nivel uno “visualizacion y reconocimiento”,
los estudiantes reconocen figuras como triangulo, cuadrados o circulos, entre otros, por su forma,
mas no tienen presente las propiedades y caracteristicas explicitas de cada figura, es decir, los
perciben como un todo (Burger y Shaughnessy, 1986), en esta estancia los estudiantes realizan
comparaciones a través de lo que visualizan fisicamente, es decir, pueden asemejar un rectangulo
con un cuaderno o un libro, pero no diran que tienen angulos rectos u cualquier otra propiedad
(Van Hiele, 1999), es decir, ignoran algunas caracteristicas importantes y enfatizan en otras no
pertinentes, como es el caso de la posicion de los objetos (Vargas y Gamboa, 2012).

En el nivel dos denominado “analisis”, los alumnos son capaces de identificar propiedades de
objetos geométricos, establecen relaciones entre las propiedades descubiertas, las ven como

caracteristicas independientes unas de otras, es decir, para definir un concepto como el de triangulo
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haran un listado de propiedades del objeto sin ver la relacion entre ellas (Gutiérrez & Jaime, 1998),
para este nivel los estudiantes reconocen que cambiar de posicion la figura, no altera sus
propiedades (Vargas y Gamboa, 2012). Dentro del nivel tres llamados “ordenacion, clasificacion
y abstraccion”, los alumnos establecen relaciones entre las propiedades que creian independientes,
realizan conexiones logicas que les permiten realizar pequefias definiciones (Van Hiele, 1999),
comprenden las caracteristicas del todo, las relacionan, ademas reconocen sus propiedades y las
relaciones existentes entre ellas, y clasifican de manera ldgica los objetos a través de
razonamientos deductivos (Vargas y Gamboa, 2012).

De esta manera, los estudiantes ubicados en el cuarto nivel denominado “deduccion formal”,
establecen relaciones entre las propiedades de las partes y el todo, ven la necesidad de demostrar
para argumentar y justificar sus resultados, para esto utilizan teoremas y los relacionan unos con
otros para realizar deducciones y probar resultados de distintas formas. Dentro del quinto y Gltimo
nivel denominado “rigor”, los estudiantes relacionan axiomas, teoremas y proposiciones, sus
deducciones son de forma abstracta, no necesitan de representaciones fisicas para realizar

conjeturas de objetos geométricos, su nivel de abstraccion es muy alto (Vargas y Gamboa, 2012).

Ensefianza y aprendizaje de la geometria

La geometria ha sido de vital relevancia a traves de la historia para el desarrollo del ser humano
como sociedad, de acuerdo con Jones (2002) esta ciencia se ha considerada como indispensable
dentro de la formacion académica y cultural del hombre, dada su capacidad de desarrollar

habilidades de razonamiento, visualizacion, abstraccion, solucion de problemas, deduccion a partir
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de iméagenes, ademéas de fortalecer el pensamiento critico, la realizacion de conjeturas, y el
planteamiento de argumentaciones y justificaciones.

En el mismo sentido, se ha catalogado a la geometria como una herramienta para comprender
y visualizar el entorno, se le considera la ciencia del espacio y la base para medir y cuantificar los
fendmenos del mundo (Herndndez y Villalba, 2001), es por esto, que el objetivo principal de la
ensefianza y aprendizaje de la geometria es familiarizar al estudiante con su contexto inmediato,
con lo que lo rodea, favoreciéndole desarrollar habilidades y competencias que le permitan
desenvolverse de manera eficaz dentro de una sociedad (Barrantes, 2004).

De acuerdo con Baez e Iglesias (2007) existen cinco principios didacticos fundamentales dentro
del proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria, el primero hace referencia a lo
interdisciplinar o globalizacidn, es decir, una aproximacion objetiva a la realidad, permitiendo ver
una relacion entre todos sus elementos; el segundo, conocido como integracion del conocimiento,
plantea que éste no esta fragmentado sino que representa un saber compacto; el tercer principio es
el de contextualizacion, donde el conocimiento debe ser adaptado a las caracteristicas y contexto
del estudiante.

Asi mismo, el cuarto es el principio de flexibilidad, en el cual los organismos administrativos
encargados del proceso de educacion, deben adaptarse a las necesidades de los alumnos. El
Aprendizaje por descubrimiento es el quinto principio, en el cual se ha de considerar la activa
participacién por parte del estudiante, de manera que lo lleven a la investigacion, reflexion y a la
construccién del conocimiento y la innovacion de estrategias metodoldgicas.

Por otra parte, Gamboa y Ballestero (2010), han sefialado que la ensefianza de la geometria
debe, entre otras cosas, profundizar en el desarrollo de la comprensién del espacio a partir de

situaciones problema. Integrar el desarrollo y contribucién historica de la geometria en la
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evolucion humana, para permitir al alumno tener idea 0 nocion de otros tipos de geometrias,
buscando su conexién con otras disciplinas como la boténica, el arte, la masica, entre otras de
manera que el estudiante dote de sentido el aprendizaje de conceptos y objetos geométricos.

Ademas, Sole y Coll (1995) sostienen que el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
geometria es compartido principalmente entre el docente y los estudiantes, pretendiendo generar
la construccion de conocimientos de una manera significativa, es decir, que puedan ser evocados
y aplicados ante cualquier situacion que de ellos requiera, permitiendo que los alumnos relacionen
sus conceptos previos con los nuevos, para de esta manera generar un conocimiento nuevo
orientado por el docente. También, Diaz y Hernandez (2002) sefialan que el aprendizaje no es la
asimilacion de informacion, es mas que eso, pues implica la reacomodacion y reestructuracion de
conceptos, ideas y esquemas cognitivos que el alumno ha construido.

Segun Jaime, Chapa y Gutiérrez (1992) en la actualidad los conceptos son presentados a los
estudiantes mediante definiciones, cuyo objetivo es la apropiacion de estas por parte de los
alumnos y su correcta aplicacion en la resolucion de algunos problemas planteados, es asi que,
Vinner (1991) plantea lo que se conoce como definicion conceptual, que alude a la definicion
formal que se da al objeto geométrico, e imagen conceptual, que son aquellas imagenes metales
del objeto presentes en el estudiante, ademas este autor afirma que adquirir un concepto significa
tener la capacidad de reconstruir y relacionar mediante ejemplos matematicamente validos los

distintos componentes o nociones del concepto abordado.

Del mismo modo, es comUn que en las clases se presenta algiin concepto mediante su definicion

y algunas imagenes o representaciones clasicas e idealizadas, lo que ocasiona que el estudiante se
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cree imagenes pobres, las cuales identifiqgue con ejemplos de su entorno, pero que generaran
obstéaculos cuando el alumno cambie de contexto (Arciniegas y Marcillo, 2009).

A pesar de estas perspectivas didacticas, los sistemas de educacion a nivel de primaria y
secundaria presentan a sus estudiantes los conceptos geométricos como un todo ya terminado, es
decir, como una obra de arte ya finalizada, pues presentan al estudiante algin objeto geométrico y
su representacion, junto con un listado de sus propiedades y caracteristicas, cortando al estudiante
la posibilidad de explorar, conjeturar y descubrir por si mismo dichos atributos del objeto (Gamboa
y Ballestero. 2010); asi mismo las practicas de aula de corte tradicional hacen ver el aprendizaje
y ensefianza geomeétrica, como la simple memorizacion de formulas y mecanizacion de algoritmos
para el célculo de areas y volumenes de determinadas figuras o cuerpos geométricos (Kaplun,
2002). De igual manera, algunos docentes dan prioridad a otras actividades matematicas,
desplazando para el final del curso a la ensefianza de la geometria, lo que implica la exclusion de
temas o que sean abordados de manera superficial (Pocholu, 2006).

Del mismo modo, y de acuerdo con Barrantes y Zapata (2008) la ensefianza tradicional y los
libros de texto guia pueden generar obstaculos en el proceso de aprendizaje y ensefianza de la
geometria, debido a la presentacion de estilos estandarizados de representacion de figuras y
situaciones problema que no favorecen al estudiante en el desarrollo del pensamiento geométrico
pues no permiten la movilizacién o cambio de posicion de dichas figuras, sumado a esto que no se
cuenta con el material didactico necesario para trabajar la geometria.

Asi mismo, otro de los factores que puede generar obstaculos dentro del desarrollo del
pensamiento espacial, se evidencia en el lenguaje, debido a que, resolver un problema planteado
de manera verbal implica pasar desde este lenguaje a términos o simbolos matematicos, lo que

requiere el tratamiento y conversién de los distintos objetos matematicos identificados (Cantoral
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y Montiel, 2001). En estos tiempos el aprendizaje y ensefianza de la geometria euclidiana requiere
del manejo del lenguaje formal, de un vocabulario técnico, representaciones graficas, simbolos,
ademas de la aplicacion de reglas y normas definidas como propiedades y relaciones entre dichos
objetos (Radillo y Varela, 2007). Pese a las distintas pautas y caracterizaciones de la ensefianza y
aprendizaje de la geometria, la escuela ha limitado este proceso al hecho de dibujar figuras y

reconocerlas, sin dotar de sentido alguno esta actividad (Goncalves, 2006).

La geometria en el curriculo colombiano

La educacion matemética en Colombia y sus procesos de ensefianza y aprendizaje han
evolucionado constantemente; a mediados del siglo X1X, la ensefianza de la geometria se centraba
en procesos de I6gica matematica y teoria de conjuntos, veinte afios mas adelante se incluyo el
algebra y el razonamiento abstracto, buscando potencializar en los estudiantes el pensamiento
matematico avanzado, dos décadas después el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), planteo
un nuevo enfoque donde se percibia a las matematicas como una totalidad de diversas estructuras
a nivel numérico, geometrico, estadistico, de sistemas I6gicos, de medidas, entre otros, es decir, la
matematica se trabaja como un todo analizando las relaciones entre cada sistema (MEN,1994).
En el mismo sentido, el MEN genera lo que se conoce como Lineamientos Curriculares, los
cuales estan conformados por una serie de documentos que presentan orientaciones pedagdgicas,
didacticas y epistemoldgicas para apoyar el proceso de organizacion, fundamentacion y planeacion
de areas obligatorias dentro del sistema de educacion nacional, entre las que se encuentra el area
de matematicas; éste es un documento sujeto a mejoras y complementos realizados por parte de la

comunidad educativa. Igualmente la Ley 115 de 1994 define algunos aspectos fundamentales en
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el ambito educativo, tal es el caso del articulo 76, donde se define curriculo como el conjunto de
pautas, criterios, planes de estudio, medios, metodologias y procesos que favorezcan a la
formacion integral de ciudadanos y a la construccion de la identidad cultural y nacional (MEN,
1994).

Del mismo modo, el MEN (1998) con los Lineamientos Curriculares en Geometria establece
la importancia de esta ciencia dentro del proceso de educacién en Colombia, y es considerada
como necesaria para desarrollar el pensamiento espacial, esencial para el conocimiento cientifico
ya que es utilizada dentro del razonamiento y la resolucion de problemas, donde se hace necesario
el manejo del espacio, la ubicacion mediante coordenadas o sin ellas y el proceso de visualizacion,
ademas de manipular y abstraer informacién proveniente de distintos tipos de representaciones,
enfatizando que un gran nimero de profesiones requieren personas que tengan un alto nivel de
pensamiento geométrico y espacial.

Es de resaltar que el MEN propone la ensefianza de una “geometria activa” la cual invita a
trasladar, mover, rotar, explorar con objetos geométricos y reflejarlos por medio de dibujo y la
imaginacion, que en la actualidad, de acuerdo con Vasco (1992) se estd confundiendo con la
propuesta del programa de Erlangen, el cual liga al aspecto geométrico con el métrico de manera
directa, y la denominada geometria de las transformaciones, la cual indica que a través de las
reflexiones se pueden abordar las distintas isometrias del plano, lo que esta generando errores
pedagogicos y didacticos dentro de la ensefianza de la geometria, pues tomando como ejemplo, en
los libros de texto se presenta el concepto de “reflexion”, pero en realidad lo que se esta
presentando son rotaciones sobre un eje del plano donde esta representada la figura

Del mismo modo, la propuesta curricular realizada por el MEN esté sustentada teéricamente

bajo los principios del modelo de los esposos Van Hiele (1999). Ademas que formula cinco fases
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para el aprendizaje y ensefianza de la geometria, la primera denominada de informacién, el
proposito de esta fase es determinar los conceptos previos de los estudiantes sobre algin tema en
especial, alli el docente debe identificar que alumnos poseen claridad sobre los conceptos y cuales
presentan algunas falencias sobre éstos; la segunda es la orientacion dirigida, donde el docente
plantea actividades en busca de la construccion del conocimiento; en la tercera fase conocida como
explicitar, consiste en la argumentacion y justificacion de los resultados hallados por parte de los
estudiantes, puede ser de manera oral, escrita o gréfica.

Al mismo tiempo Garcia (2006) sostiene que la fase de orientacion libre consta de una serie de
actividades que dedican su atencién a la aplicacion de los conceptos adquiridos; en la fase final,
denominada de integracion, se resume todo lo visto en la clase, buscando generalizar y formalizar
la construccidn del conocimiento a través de la adaptacién de conceptos previos con los conceptos
NUevos.

En atencion a la gran diversidad de propuestas y estrategias pedagdgicas y didacticas para la
ensefianza y aprendizaje de la geometria, el MEN decret6 y publico en el afio 2006, los Estandares
Basicos de Competencias en matematicas, los cuales constituyen lo que un escolar colombiano
debe saber y debe saber hacer, para lograr un nivel de calidad educativo esperado, dejando en claro
que el objetivo es brindar una educacion de calidad (MEN, 2006), es asi que, los docentes deben
garantizar el desarrollo y construccion de estas competencias basicas en sus educandos.

Contemplado dentro de estos conocimientos basicos en matematicas, se halla el pensamiento
espacial y sistemas geométricos definido como: “el conjunto de procesos cognitivos mediante los
cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las
relaciones entre ellos, sus diversas transformaciones, y sus diferentes traducciones a

representaciones materiales” (MEN, 1994, p. 56).
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Capitulo I11. Aspectos metodoldgicos

En este capitulo se describen las estrategias, métodos, técnicas, herramientas y fundamentos
investigativos utilizados en busca de alcanzar los objetivos propuestos dentro del presente estudio.

La investigacion se sustentd bajo el paradigma cualitativo, con enfoque descriptivo e
interpretativo. Se observan los individuos en su propio medio, es decir, en su entorno natural,
directamente donde se presenta el fendmeno, ademas, las informaciones se recolectan
directamente, a traves de la interaccion con los participantes (Cardona, 2002). El anélisis de la
informacion no serd numérica, pues se desea descubrir o responder a las preguntas de investigacion
mediante procesos interpretativos, lo que interesa es la perspectiva de los participantes (Sanchez y
Morales, 2013).

Dentro del paradigma cualitativo, los analisis de informacion se realizan de manera inductiva,
debido a que no se plantean hip6tesis ni se recoge informacion para comprobarla, en cambio,
primero se recolectan los informacion para posteriormente sintetizarlos de manera inductiva, en
busca de comprender a los individuos y los eventos que les suceden dentro de su contexto
(Cardona, 2002). Asi mismo, la investigacién con enfoque descriptivo- interpretativo pretende
buscar, explicar, las caracteristicas, propiedades y rasgos de personas, grupos, comunidades o
cualquier otro fendmeno social que se someta a andlisis (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2013),
es decir, fenomenoldgicamente se pretende o se trata de reconstruir la realidad tal como la ven 'y

perciben los participantes (Cardona, 2002).
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Contexto del proceso investigativo

La investigacion se realizd en el municipio de Sogamoso situado en el centro-oriente del
departamento de Boyaca. Se contd con la participacion de diez alumnos de grado quinto de
educacion bésica primaria, de una institucion privada, ubicada en el sector céntrico de este
municipio. Los estudiantes que se caracterizaron por encontrarse entre los 10 y 12 afios de edad
mostraron estar receptivos al proceso de ensefianza de la geometria. Esta institucion educativa se
caracteriza por fomentar y motivar una ensefianza basada en principios constructivistas. Es
importante resaltar que se destinan dos horas semanales para la ensefianza y aprendizaje de la
geometria, lo que en realidad es un periodo de tiempo muy corto para el estudio de esta area de la

matematica.

Disefio metodoldgico de la investigacion

De acuerdo con Denziny Lincoln (1994), el disefio de la investigacion corresponde a la planeacion
de todas aquellas actividades que se han de llevar a cabo para solucionar una problematica, o para
constatar y responder a las preguntas de investigacion. Dentro de este estudio se establecieron
cuatro fases interrelacionadas unas con otras, pero avanzan siempre en sentido frontal, en busca
de responder a los interrogantes investigativos. Dentro de cada fase se identificaron distintas
etapas, las cuales permitieron el avance de una fase a otra (Monje, 2011). A continuacion, se
muestra el camino recorrido, fases y etapas seguidas dentro de la investigacion, en busca de lograr

los objetivos.
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Fase |

Dentro de esta fase, la cual Monje (2011) denomina preparatoria, se generaron tres etapas
principalmente. La etapa de reflexion, en la cual se definio la problemética de estudio a partir de
las experiencias vividas como docente investigador y como estudiante de un programa de Maestria
en Educacion Matemaética. En esta etapa se delimitd la investigacion hacia el desarrollo del
pensamiento matematico, especialmente el geométrico, en estudiantes de educacion bésica
primaria. Posteriormente, vino la etapa de disefié la ruta o camino a transitar, se tuvo en cuenta
principalmente la busqueda de los objetivos trazados, ademas se plantearon distintas actividades
para su posterior aplicacion en busca del mismo fin. En la etapa de bdsqueda y revision teorica, se
buscaron y seleccionaron documentos que brindaran calidad y pertinencia de la informacion, estos
se obtuvieron de manera fisica y virtual, de estos se analiz6 lo referente a las bases tedricas de la
investigacion. De esta bUsqueda también se sentaron las bases y paradigmas bajo los cuales se
estructuraria la investigacion.

Fase 11

Esta segunda fase, denominada por Monje (2011) como trabajo de campo, se dividié en dos
sub-etapas, la seleccion y adecuacion de tareas. Dentro de estas, primero se desarrollaron
actividades de caracter exploratorio e investigativo, para identificar su potencialidad dentro del
desarrollo del pensamiento matematico, posteriormente se buscaron, a través de distintas fuentes,
tareas geomeétricas y con caracteristicas investigativas. De esta basqueda se realizé una seleccion
de tres tareas, las cuales se adaptaron de manera que cumplieran con las caracteristicas de las tareas
exploratorio e investigativas (Ponte, 2003), y que fueran afines a las caracteristicas de los

participantes del estudio.
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En la etapa de trabajo en el aula se aplicaron una a una, dentro de la clase de geometria, las
actividades seleccionadas y adaptadas con anterioridad, es en este mismo espacio, el del salon de
clase, donde se realiz6 la recoleccion de los informacion a través de las distintas técnicas e
instrumentos, como las grabaciones de audio, los registros fotograficos y cada una de las guias de
taller desarrolladas por los estudiantes, pues representan los registros graficos y escritos de los
participantes.

Fase 111

Al interior de la fase tres, denominada analitica (Monje, 2011), se realiz6 la codificacion de la
informacion, estableciendo cédigos para cada una de las categorias que fueron analizadas dentro
de las unidades de manera inductiva. Posteriormente se realizo la caracterizaciéon de cada categoria
y subcategoria de andlisis; se pretendi6 obtener resultados o respuestas a las preguntas que dieron
origen a la investigacion. En la etapa de conclusiones se caracteriz6 el desarrollo del pensamiento
geométrico a través de tareas exploratorio-investigativas en estudiantes de grado quinto de
educacion béasica primaria, dando respuesta a la pregunta de investigacion.

Fase IV

Dentro de esta ultima fase, Ilamada informativa (Monje, 2011), se realiz6 la redaccién del
informe final de investigacion. En esta fase se consolid6 lo observado a traves de una interpretacion

de la teoria y la practica. Esta fase se consolida en el apartado de conclusiones.
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Categorias de analisis

Las categorias de analisis en un estudio cualitativo se plantean de forma inductiva. Sin embargo,
en este trabajo, dado que se utilizd la propuesta de clases investigativas como estrategia
metodoldgica en la ensefianza y aprendizaje de la geometria, se establecié una categoria macro
general de andlisis ya preestablecida, para los momentos de la clase. Posteriormente se designd
una categoria para cada topico de analisis y subcategorias emergentes a los detalles o descripciones
particulares de cada topico (Cisterna, 2005). Se define categoria como el conjunto de agrupacion
por temas o referencias con significados equivalentes, a los supuestos teéricos implicitos dentro
de la problematica, las categorias también son vistas como recursos y unidades que dotan de
sentido a los informacidn, lo que permitird posteriormente reducirlos, relacionarlos y compararlos
(Galeano, 2004).

La actividad matematica desarrollada por los estudiantes permitié emerger las otras categorias
de analisis, partir de analizar lo ocurrido en los diferentes momentos de la clase, como categoria
macro de anélisis preestablecida. Dentro de esta categoria preestablecida se distinguen cuatro
subcategorias, (Tabla 1), entre las que se encuentran la exploracion y formulacion de preguntas
investigativas, la organizacion de informacion y construccion de conjeturas, la realizacion de
pruebas, refinacion y sistematizacion de hipétesis, la construccién de justificaciones, argumentos

0 demostraciones para validar los resultados (Ponte, 2003).

Tabla 1
Categoria de analisis 1

Categoria Subcategorias
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Exploracion y formulacion de preguntas
investigativas
Organizacion de informacion y construccion
de conjeturas
Pruebas, refinacion y sistematizacion de
conjeturas
Justificacion, argumentacion o demostracion
para validar los resultados
Fuente: adaptada de Ponte (2003)

Momentos de la clase
(Marco general de las clases Investigativas
como estrategia metodologica)

En los momentos de la clase por los cuales transitan los estudiantes se pueden identificar y
evidenciar registros graficos y escritos realizados cuando se propone la tarea a resolver. Estas
tareas fueron analizadas para dar cumplimiento al segundo objetivo especifico que corresponde a
su caracterizacion como posibilidad para el desarrollo del pensamiento geométrico. Dentro del
proceso de analisis de instrumentos y apoyados en los registros graficos, escritos y verbales
realizados por los estudiantes, surgen dos nuevas categorias de andlisis derivadas de la ensefianza
de la geometria, una de estas caracteriza los niveles de cognicién en geometria y la otra hace
alusion a los registros de representacion utilizados por los estudiantes durante el desarrollo de las

tareas.

Tabla 2
Categoria de analisis 2

Categoria Subcategorias

Visualizacion global

Percepcion clasificatoria

Niveles de Cognicion Geométrica
Operativo — Formal

Rigor

Fuente: Construccion del investigador basada en VVan Hiele (1999) y Duval, (1999).
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Dentro de esta categoria de andlisis denominada “Niveles de Cognicion Geométrica”, se
distinguen cuatro subcategorias. La primera, visualizacion global, en la cual los estudiantes
reconocen objetos y figuras geométricas por su forma, mas no por sus propiedades. La segunda,
percepcion clasificatoria, se caracteriza porque los estudiantes reconocen y clasifican objetos
geomeétricos segun sus atributos, propiedades y partes que los componen. La tercera, operativo-
formal, en la cual los alumnos estan en capacidad de realizar construcciones y operaciones
mentales a través de axiomas matematicos y relaciona las propiedades entre distintos objetos.
Finamente la cuarta, rigor, en esta fase el estudiante domina con propiedad axiomas y postulados

geomeétricos siendo capaz de argumentar ciertas demostraciones matematicas.

Tabla 3
Categoria de analisis 3

Categoria Subcategorias

Representacion primaria

Registros de Representacion Tratamiento

Transformacioén

Fuente: Construccion del investigador basada en Duval, (1999).

En esta categoria de andlisis, se sitian todos aquellos sistemas o registros de representacion
utilizados por los estudiantes dentro de la resolucién de las tareas, entre estos se comprenden, el
lenguaje comun, el aritmético, el grafico y el algebraico. Dentro de esta se encuentran tres
subcategorias, representacion primaria que se refiere al conjunto de caracteres elegidos para una

representacion inicial. Tratamiento, que es la manipulacién de la informacién de algln objeto
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geométrico, dentro de un mismo sistema de representacion. Y la transformacion, que consiste en

convertir una representacion de un registro a otro (Duval, 1999).

Técnicas e instrumentos de recoleccion y analisis de informacién

La recoleccion de informacion representa una de las etapas mas importantes dentro de toda
investigacion, ya que de esta se desprende la informacion que serd analizada posteriormente, en
donde ademas se debe tener en cuenta variables como lugar, tiempo y procedimiento (Hurtado,
2010). Por otra parte, los instrumentos utilizados en dicha recoleccion han de ser aquellos en los
cuales se registren informacion observable y que ademas representen o atiendan a los intereses del
investigador (Hernandez et al., 2013). A partir del reconocimiento de las caracteristicas y objetivos
de la investigacion se acudio a instrumentos de recoleccion de informacién como la observacion
participante, las grabaciones de audio, el diario de campo y el analisis de registros escritos y
graficos realizados por los estudiantes.

De acuerdo al paradigma cualitativo caracteristico de este estudio, la recoleccion de
informacion ha de ocurrir en un ambiente natural y cotidiano, pues su propoésito es el de obtener
informacion a través de un contacto directo con el objeto de estudio, mediante situaciones
especificas, es asi que, la observacion participante ha de ser un proceso abierto y flexible, donde
se comparten directamente las vivencias entre investigado(s) e investigador (Albert, 2007). Por
otro lado, y de acuerdo con Campoy y Gomes (2015), esta técnica de recoleccidn permite obtener

informacion de primera mano, al estar en contacto directo con los objetos de estudio, en otras
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palabras se convive con ellos, lo que facilita la toma de decisiones en el transcurso del proceso
investigativo.

Otra de las técnicas de recoleccion de informacion utilizada fue la de grabacion de audios, con
el fin de tener a disposicidn las ideas, argumentos y justificaciones realizadas por cada uno de los
participantes durante el proceso de exploracion e investigacion (Corrales, 2010) en medio del
desarrollo de las tareas. Esta técnica se utilizd debido a que en ocasiones se le facilita mas al
alumno expresarse de manera verbal que escrita. Para cada tarea se realizé una grabacion en audio,
en total se realizaron cuatro grabaciones, dos para la primera tarea y de a una para las tareas dos y
tres, dichas grabaciones se realizaron de manera continua, captando cada intervencién dentro del
aula, tanto de estudiantes como del docente.

Del mismo modo, para realizar el analisis de los audios, estos se transcribieron de manera
textual, es decir, tal y cual se escucharon, para este proposito se siguieron los planteamientos de
Tuson (2002) para el anélisis de conversaciones, entendiendo a la conversacién como la actividad
interactiva verbal, organizada por turnos de palabra. De este modo, para la transcripcion de los
audios, se atendi6 a pautas realizadas por el mencionado autor, entre las que se encuentra la
numeracion a izquierda de cada una de las intervenciones de los participantes, a medida que van
surgiendo. Ademas, sugiere el uso de convenciones para la identificacion de situaciones especiales
dentro de los dialogos, por ejemplo, simbologia como <...> indicando una pausa larga o <3>
refiriéndose a la duracién de la misma; subrayar para indicar énfasis o escribir con mayusculas
para indicar un mayor énfasis dentro de la intervencion del participante; p, para indicar dialecto en
voz baja, estos son algunos de los simbolos y notaciones tenidas en cuenta dentro de las

transcripciones de los audios.
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Asi mismo, las guias escritas donde se plantearon las tareas se utilizaron como instrumento de
recopilacién de informacién, para extraer de alli los argumentos escritos y graficos realizados por
los estudiantes dentro del desarrollo de estas, algunos de estos argumentos se realizaron en grupos
de trabajo, los cuales pueden ser vistos como grupos nominales, técnica de recoleccion de
informacion que se caracteriza por la toma de decisiones de manera grupal, mediante la exposicién
de ideas individuales (Campoy y Gomes, 2015). Después de la recoleccion de la informacién, se
procedid a sistematizarlos de manera inductiva como se habia planteado inicialmente, pues las
observaciones se hicieron sobre fendmenos particulares.

Por otra parte, y de acuerdo con Guillemin y Gillam (2004, citado en Meo, 2010) para respetar
la autonomia de los individuos se ha de solicitar su consentimiento para participar en la
investigacion, es decir, se debe informar a los participantes acerca de los objetivos del estudio, el
tipo de participacion solicitada, el uso de los posibles resultados, y finalmente se solicita el permiso
para disponer de la informacion recolectada. Asi mismo, se debe garantizar el anonimato de los
participantes, para ello se debe recolectar, archivar y publicar la informacién de manera que los
individuos participantes no puedan ser identificados ni ubicados (Meo, 2010), es por esto que en
el presente estudio se protege la identidad. Se recurrié al uso de letras y nimeros para el analisis

de sus intervenciones.
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Capitulo V. Analisis y discusion de resultados

La discusion de resultados se realizara en el marco de los momentos de la clase, derivado de asumir
las clases investigativas como estrategia metodoldgica de ensefianza de las matematicas. El analisis

se interpretard a partir de lo alcanzado en el primer y segundo objetivo de la investigacion.

Caracterizacion de las tareas exploratorio-investigativas

Como se describid dentro de las problematicas de este estudio, las acciones de aula y tareas
matematicas de corte tradicional no favorecen los procesos de ensefianza y aprendizaje de esta
ciencia, ni dan evidencia de aprendizajes significativos bajo estas perspectivas (Kaplin, 2002). Es
por esto que se debe reflexionar sobre las précticas que como docentes se llevan al aula; de acuerdo
con Irigoyen, Jiménez y Acufia (2011) como parte de la preparacion de la clase y en virtud de sus
propositos, el docente ha de planear y disefiar tareas que implementara dentro del aula, en las
cuales, ha de tener en cuenta aspectos importantes como el grado de dificultad de sus propuestas
de aula, pues puede causar desmotivacion en los estudiantes si se trata de tareas de complejidad
alta (Rojas y Solar, 2011). En este sentido, se seleccionaron y adaptaron tres tareas matematicas,
especificamente geométricas, las cuales propician escenarios de exploracién e investigacion.

La primera tarea se abordo en grado quinto de educacion basica primaria, en la asignatura de
geometria, en la cual se presenta, de manera implicita, a los estudiantes el concepto de célculo de
area de figuras planas, especialmente la del circulo. La tarea exploratorio-investigativa se

denominé “El perro guardian” (Anexo 1), se tom0 'y adapté del Fichero de Actividades Didcticas
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Matematicas, elaborado por la Subsecretaria de Educacion Publica de México (Pérez, Garcia y
Garcia, 2004, p.42).

Esta tarea se caracteriza, de acuerdo con Ponte (2003), por ser exploratoria de estructura abierta,
pues permite al estudiante explorar diversas estrategias de solucion o éxito frente a esta situacion,
el alumno puede empezar a trabajarla sin mayor planeacién, ademas de inducirle a organizar sus
ideas y socializarlas con sus semejantes, hacer proposiciones y ponerlas a prueba ante sus
compafieros para reafirmarlas o refutarlas, ademas de darle la posibilidad de argumentar, justificar
y demostrar sus proposiciones a través de su propio lenguaje y justificaciones. También se
reconoce como investigativa, pues deja cierto grado de indeterminacion en las preguntas, haciendo
necesario que sean precisadas por los estudiantes (Ponte, 1998). Esta tarea se encuentra dentro del
contexto de semirrealidad, pues describe situaciones que parecieran reales para los estudiantes,
pero carecen de algunas propiedades de este hecho (Skovsmose, 2000), ademas se cataloga como
de duracion media, pues se requirié de aproximadamente cuatro horas para su realizacion.

Respecto a lo geométrico, esta primera tarea tiene como objetivo la construccion del concepto
de célculo del area para figuras planas, permitiendo a los estudiantes explorar e investigar a cerca
de este concepto, conjeturar sobre las distintas nociones de este, realizar sumas de areas, proponer
y probar hipotesis acerca del calculo de areas para cada una de las representaciones realizadas,
ademas de conllevar a los estudiantes a la construccion de una definicién o concepcion del objeto
geomeétrico = como un invariante de la circunferencia.

Por otra parte, esta tarea les permitio la interaccion con sus colegas para la negociacién de
significados, debido a que esta estructurada para trabajarse en tres segmentos, de manera individual
para fortalecer la autoconfianza y la toma de decisiones, en seguida se realiza el trabajo grupal,

para permitir la socializacion y refinamiento de conjeturas e hipdtesis planteadas de manera
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individual y finalmente la socializacion de resultados y negociaciéon de significados, lo cual
permite a los estudiantes defender y argumentar sus planteamientos con sus propias palabras e

ideas, para de esta manera construir el nuevo conocimiento.

Actividad matematica investigativa desarrollada en el aula

Se parte de asumir que investigar en matematica requiere asumir actitudes y caracteristicas muy
especificas, ademas que envuelve conceptos y procedimientos propios de esta area. De esta
manera, la actividad investigativa en matematica promueve en el alumno el espiritu genuino de un
matematico, es decir, el estudiante debe actuar como tal, formulando preguntas, conjeturas e
hipotesis, realizando pruebas, demostraciones y presentando informes de resultados frente a sus

compafieros y docente (Ponte et al., 2006). Bajo esta perspectiva amplia se presenta el analisis.

Inicio de la clase

El trabajo en el aula consisti6 inicialmente en presentar la tarea a los estudiantes y dejar clara la
manera de abordarla, se explicé a los alumnos que los dos primeros item se desarrollaban de forma
individual y que posteriormente se podia trabajar en grupos de tres estudiantes. En el trabajo
individual se buscaba la interpretacién, familiarizacion y exploracién del estudiante acerca de la
situacion planteada, seguidamente las actividades que se desarrollarian de manera grupal,
permitirian el dialogo, la confrontacion y los espacios de construccion de significados entre los

alumnos.
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Asi mismo, se aclaro a los estudiantes que finalmente se realizaria un debate permitiendo la
confrontacion de los resultados hallados durante la resolucion de la situacion, generando asi la
necesidad de la negociacion y formalizacién de los nuevos conceptos (Ponte et al., 2004). Del
mismo modo y de acuerdo con Ponte et al. (2003) el rol del docente dentro de esta propuesta es el
de asegurarse que estas tareas representen un desafio matematico para sus estudiantes, validar el
progreso en su aprendizaje haciendo preguntas y pidiendo explicaciones, ademas de razonar de

manera matematica ante los cuestionamientos de sus alumnos.

Primer momento

Dentro de la planeacion y disefio de cada una de las tareas, se garantizé que los alumnos transitaran
por los cuatro momentos de clases investigativas (Ponte, 2003), implicitos dentro de su desarrollo,
el primer momento hace alusion a la exploracion y formulacion de preguntas investigativas, el cual
permite al estudiante acercarse a la problematica planteada, familiarizarse con ella, generando en
él una necesidad de respuesta, de modo lo que lo lleven a explorar, imaginar, conjeturar y
reformularse las preguntas que ha de resolver, lo cual se hace evidente, desde el inicio de la

resolucion de la tarea.
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Desarrollo del trabajo en el aula

Actividades de Exploracion
Las actividades de exploracion se hacen evidentes desde que los estudiantes abordan el primer
item (Ver Anexo N°1), que es el siguiente:

1. Representa gréaficamente el terreno que el cachorro logra cubrir al
desplazarse por los tubos.

Este planteamiento es de caracter abierto, pues deja total libertad al estudiante para realizar la
representacion de la gréafica del terreno que el cachorro lograria cubrir, desplazandose por todo el
terreno que le sea posible, lo que le permite al alumno explorar, investigar y precisar acerca de los
movimientos que el cachorro puede realizar en miras a cubrir la propiedad de su amo, ademas que
les permite hacerse cuestionamientos sobre las distancias recorridas por el perro guardian.

El caracter investigativo de la tarea hace necesario que los estudiantes precisen e interpreten de
manera correcta la intencién de este item, llevandolos a auto formularse preguntas mas especificas
que les permitan iniciar el trabajo de manera adecuada, preguntas que a su vez son respondidas
por ellos mismos, lo cual muestra que el estudiante estd empezando a mostrar interés en
involucrase en la tarea, la cual le exige interpretar de manera adecuada la informacion
proporcionada para continuar desarrollandola, debido a que debe realizar una transformacion de
un registro escrito a un registro grafico.

Entre estas actividades de exploracion en geometria, referentes al primer momento, se
encuentran actividades de reconocimiento y representacion de figuras planas, los estudiantes
visualizan y reconocen objetos geométricos como el “rectangulo”, “cuadrado” y “circulo”, ademas

se evidencia que logran percibir imagenes de forma global, como se evidencia en el siguiente



62

fragmento de transcripcion del audio N°1, apoyado por la imagen del estudiante que relata su

experiencia.

1. Estudiante 1 — yo, estaba haciéndolo sélo por dentro, también puede por fuera de la
casa.

2. Estudiante 2 —profe, parami, o sea, aqui el perro puede hacer una semicircunferencia
y pensé puede bajar por aqui, hacer una linea recta y llega al tope (???) y hace otra
semicircunferencia, y también puede hacer lo que hizo acé seguir rectamente y hacer
otra semicircunferencia o la mitad de un circulo, ese es el terreno que puede cubrir
profe.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

e B A

Figura 5: Momento de “exploracién” realizada por Estudiante 2, actividad 1.

Fuente: Archivo documental del investigador

Este esquema deja ver que el estudiante identifica el concepto de semicircunferencia de manera
global, es decir, tiene la representacion de este objeto en la mente, mas no toma en cuenta sus
propiedades o atributos, o sea, lo reconoce de manera visual.

A continuacidn, se evidencia que reconocen otras figuras planas de manera netamente global,

al dar desarrollo al segundo item de la tarea (Ver Anexo 1), el cual decia
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2. ¢Qué figuras o formas geométricas se generan del terreno cubierto
por el cachorro?, represéntalas.

En estas actividades de exploracion los estudiantes reconocen y representan estas figuras sin

identificar sus propiedades geométricas ni hacer relaciones entre estas.

3. Estudiante 3 — yo tengo las... porque mira, el perro se puede ir dos metros hasta aca
y se puede ir dos metros hasta acé, entonces queda un rectangulo y como tiene la
argolla se va hasta aca, digamos tiene la argolla el perro y se va hasta aca.

4. Estudiante 4 — esto es lo que nos dicen... esto es lo que puede recorrer, llega acd,
puede recorrer hasta aca y puede bajar y puede subir, si llega hasta aca pues también,
hasta acd... puede subir, pero si él llega hasta aca puede estar acad, pero entonces
puede correr asi y puede subir entonces vuelve y baja y asi...se forman estas figuras...

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Figura 6: Momento de “exploracién” realizado por Estudiante 8, actividad 2.

Fuente. Archivo documental del investigador

De esta figura y fragmento de transcripcion de audio se puede decir que, el Estudiante 3 muestra
un nivel de aprehension perceptiva del objeto geométrico “rectdngulo” pues identifica su
representacion, en el caso de Estudiante 4, se puede decir que tiene un nivel de identificacion

simple de estas figuras, pues las reconoce de manera muy global.
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En seguida se presenta la exploracion realizada por otro estudiante, la cual contempla otra
estrategia para lograr la representacion del terreno, evidenciando el caracter exploratorio e

investigativo de la tarea, pues contempla multiples soluciones.

5. Estudiante 5—profe, lo primero que hice fue representar una...e... la esta de una cerca
y pues... iba poniendo el compas para saber qué perimetro... esto... perdon.... qué area
podia recorrer, si comienzo desde acé el perro podria subir normal, pero si él se estira
e...e... no va a poder crear un tridngulo o algo asi, entonces por eso experimenté y se
me hizo més fécil los circulos.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Figura 7: Momento de “exploracion” realizada por Estudiante 5. Actividad 2.

Fuente. Archivo documental del investigador

Esta figura permite ver la libertad en la exploracion, representacion y expresion que brinda
este tipo de tareas a los estudiantes, se evidencia la argumentacion propia del alumno, la cual es
I6gica y mateméaticamente valida ante el planteamiento hecho, ademas evidencia que el alumno

percibe la imagen global del terreno a través de sus componentes, es decir, percibe el total del
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terreno como la union de una cantidad determinada de circunferencias, una sobre puesta a otra
sucesivamente.

A continuacién, se presenta un fragmento de transcripcién del audio N°1, evidenciando que adn
hay estudiantes refinado las preguntas y planteamientos iniciales que les permitan abordar la tarea,
en donde la actitud del docente es seguir cuestionando para asi facilitar la sintesis de las ideas de
sus alumnos.

Estudiante 6 — ¢ esto es lo que puede recorrer profe? ...

Profesor - = ¢y por qué se sale hasta aca?

Estudiante 6 — = porque si, llega aca y se extiende hasta por aca=

Estudiante 3 — profe, digamos que tiene la argolla acd, jsube no!, el perro sube, se
puede estirar dos metros hasta acé, dos metros..., todo esto y se puede estirar dos
metros, 0 sea si se estira completamente va la cuerda asi tan tan tan... y el perro va a
venir para acd... entonces tres y seis baja baja baja... hasta aca...

© o~

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

El Estudiante 3 sigue explorando sobre los posibles recorridos que el perro puede realizar y la
totalidad de terreno que lograra cubrir, esto puede ser debido a dificultades en el proceso de
visualizacion e imaginacion del alumno.

Continuando con las actividades de exploracion realizadas por los estudiantes, el segundo item,
les permite hacerse preguntas, en aras de clarificar sus ideas y seguir avanzando con su
investigacion, muestra de esto es el siguiente fragmento de audio, de nuevo el rol del docente en
esta fase del aula es el de mantener el espiritu investigativo y orientar a sus estudiantes para facilitar

sus avances en la investigacion.

10. Estudiante 6 — profe... ¢esto serd el cuarto de una circunferencia?

11. Estudiante 7 —profesor... es que mira... hay cuatro formas, ;puedo decir por cuatro?
¢ 0O tengo qué hacer las cuatro? ¢cémo se llama ese (???) como se llama?

12. Estudiante 6 — profe... jesta seria la mitad de una circunferencia?

Transcripcion de grabacion en audio N° 1
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Dentro del desarrollo individual de la tarea, y teniendo en cuenta que es de estructura abierta, se

muestra a continuacion otra de las representaciones realizadas en respuesta del segundo item.

13. Estudiante 5 — encontré cuadrados <...> rectangulos y circulos.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

e

Figura 8: Reconocimiento de objetos geométricos.

Fuente. Archivo documental del investigador

De acuerdo a la representacion de este alumno, se puede inferir que el estudiante muestra un
nivel operativo de percepcion visual, pues le permite manipular mentalmente los objetos que

constituyen la figura, permitiéndole identificar, cuadrados, circulos y rectangulos, sin importar que

algunas figuras estén sobrepuestas a otras.

Segundo momento

El segundo momento de clases investigativas corresponde a la organizacion de informacién y
construccién de conjeturas (Ponte, 2003), esta informacion el estudiante la pueda extraer del

lenguaje escrito y grafico planteado en la situacion. Ademas, y de acuerdo con el mencionado autor
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ha de ser el mismo estudiante, quien proponga las hipétesis o realice conjeturas en busca de
solucionar la problematica, dichos planteamientos serdn provenientes de los analisis mentales y

simbdlicos realizados por ellos mismos.

Actividades de Organizacién de informacion

Las actividades de organizacién de informacion se reflejan en el siguiente fragmento de audio,
donde se hace evidente la necesidad de generar un sistema de organizacion y presentacion de
informacion por parte del estudiante, para asi analizarlos y determinar la relevancia de estos y su
contribucion en el desarrollo de la tarea.

14. Estudiante 1 — profe, es que mira, hay cuatro en toda la figura, cuatro..., cuatro formas
de estas. ¢ Puedo escribir por cuatro?, ¢0 tengo que hacer las cuatro?

15. Profesor — si, como sumerce quiera.

16. Estudiante 1 — entonces por cuatro, estd por dos, estd por cero,...por una.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

A continuacién en la figura 9 se muestra la informacion que el estudiante logra visualizar, luego
de realizar la representacion de manera grafica, a esta imagen hace alusion el guion 14 del
fragmento transcrito anteriormente, es decir, esto es lo que ve el estudiante cuando se acerca al
profesor a pedir asesoria. También la figura 10 muestra la manera en que el estudiante decide

organizar lo que ve, para su posterior presentacion.
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Figura 9: Momento de “abstraccion de informacion”. Realizado por Estudiante 1. Actividad 2.

Fuente. Archivo documental del investigador

\J

Figura 10: Momento de “organizacién de informacion” realizado por Estudiante 1. Actividad 2.

Fuente. Archivo documental del investigador

Lo anterior muestra cémo el estudiante analiza e identifica la totalidad del objeto, ademés de
identificar cada una de sus partes, mas no establece relaciones o propiedades entre cada una de
ellas; sin embargo, logra acomodar esta informacion y presentarla de manera organizada, dejando
en claro que dentro de la grafica que representa el total del terreno cubierto por el perro (figura 9),

él visualizo 5 cuartos de circunferencia, 2 rectangulos y un cuadrado (figura 10).

Levantando conjeturas
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En lo referente al tercer item que preguntaba:

3 ¢ Cual es la medida de la superficie total del terreno cubierto por el perrito
guardian?

Este item se planted de manera abierta, para dar cabida a cada una de las soluciones planteadas
por los alumnos, en esta fase del aula podian trabajar en pareja, con alguno de sus comparieros,
aunque debido a la inasistencia de un estudiante se permitié un grupo de tres integrantes. Para la
solucion a este planteamiento los estudiantes debieron organizar informacion numericos
provenientes de las medidas de las barras de la reja y de la longitud de la cadena que ataba a
“Toby”, para relacionarlos con las respectivas figuras geométricas que se habian determinado, lo
cual les permitiria obtener el area de cada figura, entre las que se encontraban el cuadrado, el
rectangulo y el circulo, una vez determinada el area de cada figura, se deberian sumar para obtener
el area total del terreno.

Dentro del desarrollo de este apartado de la tarea, en los distintos grupos de trabajo se generaron
conversaciones donde surgieron distintas conjeturas para determinar el area total del terreno
cubierto por el cachorro, a traves de las figuras representadas con anterioridad, algunas de estas
conjeturas fueron comunes en los distintos grupos. Estudiante 5, Estudiante 4 y Estudiante 2
conforman uno de los grupos de trabajo donde por medio del dialogo se plante6 una de las

conjeturas:

42. Estudiante 5 — hay dos rectangulos y cuatro por dos da ocho, y como hay dos, pues
entonces seria igual a dieciséis, pero todavia falta lo del cuadrado seria base por altura
dos por dos me daria cuatro y cuatro mas dieciséis daria... veinte metros al cuadrado =
43. Estudiante 4 -= o sea jaqui seria dos por cuatro! =

44. Estudiante 2 — =ocho... y faltaria lo de los semicirculos=

45. Estudiante 4 - =son cuartos de circulos=

46. Estudiante 5 — =hay una manera que si no estoy mal es... didmetro por r...

47. Estudiante 2 = didmetro por  dividido al cuadrado...= no como se llama, elevado
al cuadrado, segiin yo=
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Transcripcion de grabacion en audio N° 1

4-r‘} )

Figura 11: Actividad de suma de areas. Determinadas por el Estudiante 5.
Fuente. Archivo documental del investigador

Este fragmento de la transcripcidn de audio, permite evidenciar que este grupo plantea como
hipébtesis que para determinar el area total del terreno, se debe sumar la cantidad del aérea de cada
una de las figuras que lo componen, ademas plantean y ejecutan algin algoritmo o procedimiento
para determinar el area del rectangulo y cuadrado (figura 11), reconociendo y relacionando
propiedades dentro de estas figuras como lo es su base y su altura, pero encuentran dificultad o
falta de claridad para determinar el area de un circulo, por lo cual se presenta la negociacion, en
las lineas 46 y 47, para lanzar la conjetura o hipétesis que les permita determinar el area del circulo,
hipétesis que deberé ser refinada posteriormente. Del mismo modo, se puede evidenciar la manera
en que los estudiantes organizan la informacion referente a las medidas de los lados de las barras
de la reja, relacionandolos directamente con la base y altura de los rectangulos visualizados y

representados.

Ahora se destacara otra de las conversaciones generadas dentro de la etapa de trabajo en equipo,
en la cual surgieron algunas conjeturas interesantes generadas por la naturaleza abierta de la tarea,
una de ellas era que, si para responder al tercer item, lo que se deberia determinar seria el area o el
perimetro de la figura y la otra acerca de como determinar el area de aquellas formas geométricas

de las cuales no conocian el método o formula matematica.
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54. Estudiante 3 == profe, en este, ¢Cudl es la medida de la superficie total del terreno
cubierto por el perrito guardian?, ¢entonces tengo que, tengo que medir el area de las
figuras?

55. Estudiante 1 —si es area.

56. Profesor — ¢ Por qué dicen que es area?

57. Estudiante 1- porque toca hallar el area total.

58. Profesor — ¢Por qué dicen que es area?, ¢donde dice area en la pregunta?

59. Estudiante 3 = a bueno, ¢Cudl es la medida de la superficie total del terreno
cubierto por el perrito guardian?, es la sumatoria de todo lo que puede recorrer ese
perro.

60. Estudiante 1 — no, perimetro. Acé dice la cantidad total de la superficie cubierta por
la figura.

61. Profesor — ¢sera perimetro o sera area? Busquen la palabra clave.

62. Estudiante 1- AREA, porque aca dice la cantidad total de la superficie, 6sea también
lo de adentro.

63. Estudiante 3 = 0 seqa, tenemos que sacar primero... esta es simple es lado por... e,
base por altura.

64. Profesor — entonces empiecen.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

En este momento se presenta entre los grupos de trabajo una conjetura en comdn, y se establece
que para determinar el area total se debe hacer la suma del area de cada una de las figuras que
conforman el total del terreno. En la linea 56 interviene el docente haciendo una pregunta acerca
de si es area o perimetro lo que se debe determinar, esto en busca de identificar la nocion o idea
base del concepto de area que tienen sus estudiantes. En este momento se presenta la conjetura
carea o perimetro?, la cual por medio de la correcta interpretacion de los informacion y la
orientacion del docente, se postula como hipdtesis cierta que es el area del terreno la cual se debe
determinar, debido a que el Estudiante 1 en la linea 62 argumenta que se refieren a area cuando se
dice cantidad total de superficie, lo que permite ver que hay en el estudiante un nivel de
visualizacion y aprehension discursiva del objeto geométrico area, pues lo reconoce por una de sus

propiedades, argumentando que es lo de adentro de la figura.

Continuando con el desarrollo de aula y la investigacion por parte de los estudiantes, se plantea

una hipotesis para determinar el area de una figura que mentalmente asemejan con un triangulo,
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pero que no lo es dentro de la geometria plana, la siguiente imagen y fragmento de audio ilustran

lo ocurrido en el aula.

Figura 12: Comparacion de un cuarto de circunferencia con un triangulo.

Fuente. Archivo documental del investigador

66. Estudiante 3— esta es la base, esta es la altura, por dos y después esta por 5,...
dividido entre dos, perdon. .

67. Profesor — ¢esto es un triangulo?

68. Estudiante 3— No sefior

69. Profesor — ¢entonces, sera que si se puede asi?

70. Estudiante 3— No sefior

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

En atencidn a las necesidades de los estudiantes y buscando evitar bloqueos y frustraciones
dentro de la investigacién y ademas que se estaba tratando de plantear una manera, forma o
expresion para determinar el area del circulo, expresion que no era conocida por los alumnos, se
recurrié al apoyo didactico y se utilizé6 material manipulable para facilitar a los estudiantes la
construccion de una expresion para determinar el &rea de dicha figura y ademas para que se
acercaran y reconocieran a 7 como una invariante dentro de la circunferencia. ElI material que se
adecu0 para esta tarea constaba de tres circulos de cristal de distintos diametros, tres palitos de
“pincho” recortados a la medida del diametro de cada circunferencia, y tres tiras de cuero de la

medida del perimetro de cada una de los circulos.
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Figura 13: Material didactico de apoyo.

Fuente. Archivo documental del investigador

Con este material de apoyo se quiso generar mecanismos para que los estudiantes puedan

continuar con la investigacion y al mismo tiempo vivan una experiencia significativa que facilite

la construccion de nuevos conocimientos. Esta etapa del aula se desarroll6 durante las dos horas

siguientes de clase, se trabajo de forma grupal, ademas se tuvieron en cuenta los conocimientos

previos de los estudiantes, y en ellos ya rondaba la idea de &, mas no se comprendia como objeto

geométrico. A continuacion, se presenta el fragmento de audio donde se genera la nueva hipétesis

que seré construida por toda la clase y que pretende hacer la construccion del objeto geométrico .

05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.

Profesor — ¢ Como se llama esta linea recta que pasa por el centro del circulo?
Estudiante 5 — Diametro

Profesor — ¢ va desde dénde hasta doénde?

Estudiante 5 — Desde un extremo al otro.

Estudiante 2 — Pasando por el centro.

Profesor — ¢ Qué me piden hallar?

Estudiante 5 — El &rea, pero, en otras palabras

Profesor — ¢ Cémo lo harian?

Estudiante 5 — Si fuera una figura normal, seria base por altura, pro no lo es.
Estudiante 2— No, si fuera un cuadrado
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15. Estudiante 5 — Aja... o si fuera triangulo seria base por altura dividido entre dos,
pero no es nada de eso, pero si lo divido en cuatro forma una especie de triangulo.
16. Estudiante 4 — es un semicirculo, es un cuarto de circulo.

17. Profesor — pues analicen si lo parten en cuatro o en mas.

Transcripcion de grabacion en audio N° 2

e 4

Figura 14: Aproximaciones a “m” como invariante dentro de la circunferencia.

Fuente. Archivo documental del investigador

La anterior ilustracion muestra las exploraciones y acercamientos que realizan los estudiantes
apoyados del material manipulable, trabajando con representaciones del didmetro y perimetro y
recurriendo al ndmero “n”, para de esta manera determinar el area del circulo. En estas
exploraciones también se reafirman conceptos, pues reconocen al didmetro como una caracteristica
de la circunferencia y la definen con propiedades matematicas, por ejemplo, al afirmar que pasa

por el centro de la circunferencia y que va de un extremo al otro.

De esta manera se continu6 desarrollando la clase, a través de preguntas realizadas por el

docente, preguntas que permiten sintetizar sus ideas y generar hipotesis.

23. Estudiante 5 —==hay una manera que si no estoy mal es... diametro por pi...
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24. Estudiante 2= didmetro por pi dividido al cuadrado...= no como se llama, elevado al
cuadrado, segln yo
25. Estudiante 4 - =y ¢ qué es pi? ¢De dénde sale?
26. Estudiante 2-= de la circunferencia
27. Estudiante 5 — y pi es... tres punto uno cuatro...
28. Estudiante 2 - infinito
Transcripcion de grabacion en audio N° 2

En este fragmento se dejan ver algunas aproximaciones a la nocion que tienen los estudiantes
sobre el nimero =, se evidencia que lo reconocen como un numero infinito, que proviene de la
circunferencia. Estas son conjeturas que hasta el momento plantean ellos. Se continta trabajando
en busca de que los estudiantes sinteticen sus ideas. A continuacion, otras aproximaciones a la

nocion de w. Y posibles conjeturas.

30. Matee-Estudiante 1 — profe no seria, digamos aca lo que mide esto multiplicarlo,
ponerlo al cuadrado y lo que de ese resultado multiplicarlo por pi... y esa seria el drea
del circulo.
31. Prefeser—Profesor —y ¢qué es pi?
32.-Matee-Estudiante 1 — tres coma catorce dieciseis, pero muchos mas ndmeros, jno!
33. Profeser—Profesor — pero ¢qué representa?
34. MateeEstudiante 1 — infinito, lo vi en un video.

Transcripcion de grabacion en audio N° 2

En busca de clarificar las ideas de los estudiantes y dar avance al desarrollo de la tarea, se utiliza
otra de las herramientas didacticas construidas, y se pide que suelten el cordon que rodea el circulo,

este representara su perimetro o longitud.
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Figura 15: & y su relacion con la longitud y didmetro de la circunferencia.

Fuente. Archivo documental del investigador

Esta imagen permite ver que los estudiantes distinguen o ven representado el perimetro de la
circunferencia en el cordon que se observa en la figura 15, y que asocian uno de los palitos con el
diametro, seguidamente se pide a los estudiantes que graficamente hagan lo mismo con la figura,
es decir, que se imaginen que la sueltan y “estiran” como soltamos el cordon, de manera que la
curvatura del sector circular quede como una linea recta, luego se pide que grafiquen lo que se ha

logrado hasta el momento, obteniéndose lo siguiente:



49,
50.
51.
52.
53.
54.
95.
56.
57.
58.
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Figura 16: Representacion de la circunferencia como un cuadrilatero.

Fuente. Archivo documental del investigador

Profesor — == ;entonces, a qué figura se asemeja el circulo que teniamos?
Estudiante 2 — en una especie de rectangulo

Estudiante 5 — como una dentadura

Profesor —es un cuadrilatero ¢Pero sera un rectangulo?, ¢y cual seria la base?
Estudiante 5 — pues esto, esta linea recta

Profesor —y ¢Qué mas representa esta linea recta que va de inicio a fin?
Estudiante 5 — 1

Estudiante 2 — el perimetro

Estudiante 4 — o sea, es la base del cuadrilatero, pero también el perimetro
Profesor — ece..., es decir, se puede asemejar la base del cuadrilatero con la mitad

del perimetro. Y ¢Cuanto medira este otro lado?

59.

Estudiante 2 — dos, digo, dos metros, si dos metros, porque son parte del radio, son

un radio

Transcripcion de grabacion en audio N° 2
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La imagen 16, junto con el anterior fragmento evidencia como los estudiantes logran visualizar
y transformar el circulo en un cuadrilatero, asi continua el desarrollo de la clase, en busca ahora
de la base del cuadrilatero que equivale a la mitad de longitud de la circunferencia.

67. Estudiante 2 — profe, nosotros tenemos que sacar con el didmetro y ¢con esta parte
la base?, o sea con esto, esto seria por el diametro o ¢cémo asi?, o sea ¢todo esto es la
base?

68. Profesor — miremos... ¢ Cuantas veces puedo colocar este palito que es el diametro
en todo el cordén?

69. Estudiante 2 — Aaa... pero... pues mira...

70. Estudiante 4 — se podria poner casi cuatro veces

71. Profesor — entonces ¢Qué operacion debo hacer para saber cuéntas veces cabe?
72. Estudiante 5 — division

73. Profesor — ok, plantémosla ¢como lo podria hacer?

74. Estudiante 4 — A... el perimetro dividido entre el diametro

Transcripcion de grabacion en audio N° 2

Este fragmento de la transcripcion del audio N°2 termina con una de las conjeturas mas
relevantes, pues en la linea 74 se plantea por parte de uno de los estudiantes la relacion existente
entre la longitud de la circunferencia y su didmetro, nocién de & necesaria para determinar el area

del circulo, una de las actividades que exige la tarea.

Tercer momento

De acuerdo con Ponte (2003), el tercer momento es aquel en donde los estudiantes someten a
prueba las conjeturas realizadas, reafirmandolas o refutandolas definitivamente, es decir, se ha de
definir claramente, cuéles de sus hipotesis servirdn o encaminaran a posibles soluciones a la tarea,
de manera que se refinen y sistematicen dichas conjeturas a través de sus propias experiencias.

Refinando conjeturas
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Continuando con el desarrollo del aula, en busca de clarificar y reafirmar los conocimientos

previos de los estudiantes, en este momento de la tarea, se pretende validar o refutar las hipotesis

0 conjeturas anteriormente construidas por los estudiantes. Una de las primeras hipétesis en

validarse es que efectivamente se debe determinar lo que los estudiantes reconocen como area y la

siguiente conjetura en ser reafirmada es que, para determinar el area total del terreno se deben

hallar el &rea de cada una de las figuras que componen la totalidad de superficie y sumarlas, para

asi determinar el &rea total del terreno cubierto por el perro guardian. Ademas, cabe resaltar que

ya es del dominio de los estudiantes el procedimiento para hallar el area de figuras como cuadrados

y tridngulos. Asi las cosas, se refinard la conjetura a cerca de la nocién de n que poseen los

estudiantes.

78. Profesor — Listo, ya esta definida la relacion entre el perimetro de la circunferencia
y su didmetro mediante una fraccion. Pero pregunta ¢esta relacion se cumple o sirve
para un circulo mas grande, o para uno mas pequefio?
79. Estudiante 2 — Si, porque sigue siendo la misma figura y la misma forma de sacarlo,
es lo mismo.
80. Estudiante 5 — desde que no cambien las medidas del radio y eso...
81. Estudiante 4 — la figura, o sea que no cambie la figura, porque las medidas si se
pueden cambiar
82. Estudiante 2 — porgue no importa el tamafio, es la misma figura, la misma figura
siempre va a tener la misma forma.
83. Profesor —entonces como sirve para cualquier circulo en el mundo, grande,
pequefio, mediano, sin importar la medida del radio. Vamos a darle un nombre especial
84. Estudiante 4 — “z”
85. Profesor —y ¢Qué es ?
86. Estudiante 4 — es el perimetro de la circunferencia dividido entre el didmetro
87. Estudiante 5 — equivale a 3,1416
88. Profesor — ¢entonces cuantas veces cabe el didmetro en la longitud de la
circunferencia?
89. Estudiante 2 — 3,14 veces, ese es “m”

Transcripcion de grabacion en audio N° 2
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Figura 17: Planteamiento de una aproximacion a .

Fuente. Archivo documental del investigador

Con esta conversacion y la ilustracion de la imagen 17, se aprueba la hipotesis planteada por el
estudiante 4 en la linea 86 acerca de la relacion existente entre el perimetro de la circunferencia 'y
su diametro, la cual se reconoce como una invariante y se identifica con el nimero &, que ademas

es necesaria para el calculo del area del circulo.

Cierre de la clase

Cuarto momento

El cuarto momento de clases investigativas, de acuerdo con Ponte (2003) es aquel en el que el
estudiante construye sus justificaciones, argumentos o demostraciones para validar resultados, es

aca donde se mide la capacidad argumentativa y de deducciones formales realizadas por el
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estudiante, bien sean de caracter grafico, escrito o verbal, es en este momento cuando el estudiante

a de defender sus posturas a través de sus propias palabras y argumentaciones.

Presentacion y validacién de resultados finales

Dentro del desarrollo de la tarea y ya en la fase de cierre de la clase, los estudiantes hicieron la
validacion de sus resultados hallados durante la exploracién e investigacion, esta validacion se
realizé de manera verbal, escrita y grafica. Una vez reconocida y planteada la relacion entre la
longitud de la circunferencia y su diametro, se procedi6 a plantear una formula para determinar el
area de un circulo.

De acuerdo con Ponte (2003) en esta etapa del aula se busca llegar a la formalizacién o
generalizacion del concepto en consenso con toda la clase, es decir, de manera negociada, teniendo
en cuenta el aporte de cada estudiante y su valides. Asi continua el desarrollo de la tarea y se
aborda el ultimo item que dice: “A través de lo experimentado, ;puede proponer una expresion
para determinar, en forma general, la cantidad total de superficie cubierta por cada una de las
figuras geométricas observadas?”, donde se llegé a establecer algunas formulas matematicas de
manera negociada entre los estudiantes y el docente, esto se evidencia en el siguiente fragmento
de audio

99. Profesor == — ¢c6mo hago para hallar el area de esta figura?

100. Estudiante 4 — base por altura, y dividido en dos porque...

101. Estudiante 5 — no, porque usted la cierra

102. Estudiante 4 — Ay... (del cuadrado... del rectangulo?

103. Profesor — si, ¢cémo hallo el area?

104. Estudiante 4 — base por altura

105. Profesor — pero el rectangulo no estd completo. ;Qué parte esta con color?
106. Estudiante 4 — la mitad

107. Profesor — — ¢entonces cdmo hallar el area de esa figura?

108. Estudiante 4 — base por altura dividido en dos, porque es la mitad del rectangulo
109. Estudiante 5 — profe, si pi es infinito ¢Por qué tiene un valor?
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110. Profesor — para poderlo operar

111. Estudiante 2 — es infinito, porque es imposible, la division es inexacta

112. Estudiante 4 — ahora ponemos esto y lo dividimos en dos y esa seria el area del
circulo

Transcripcion de grabacion en audio N° 2

De esta manera cierra este fragmento de audio, y después de algunas operaciones aritméticas
realizadas por los estudiantes se logra hallar una férmula para determinar el &rea de una circulo,
asi se da por cumplido el objetivo principal de la tarea planteada, llegar a la construccion de dicha
férmula. Evidencia de lo anterior se presenta la siguiente figura, donde se muestra lo establecido

en la clase.

Figura 18. Momento de “argumentacion y demostracion de resultados”

Fuente. Archivo documental del investigador

De esta manera se realiza el cierre de la clase, con la formalizacion de una expresion para
determinar el area de cualquier circulo, dando cumplimiento al objetivo de la tarea planteada a los

estudiantes, ademas de mostrar evidencias de como el pensamiento geométrico no se define solo,
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al contrario, es en colaboracion con otro tipo de pensamientos como el numérico y el algebraico
que se logra desarrollar y potencializar el pensamiento espacial. Es de resaltar que el caracter
investigativo de la tarea, genera interrogantes en los alumnos, los cuales pueden llevar a futuras
investigaciones, muestra de esto la pregunta realizada por Estudiante 5 a su docente en la linea 109

del fragmento.

Tarea 2. Clasificacién de Cuadrilateros

Esta segunda tarea exploratorio-investigativa, consta de seis items y se denomina “Construccion y
Clasificacion de cuadrilateros a partir de tridngulos” (Anexo 2) y la presenta Blanco et al., (2015,
p.11).

De igual manera que la primera tarea, ésta también se caracteriza por ser exploratorio-
investigativa, pues permite al estudiante tomar sus propias decisiones acerca de como abordarla,
organiza y clarificar sus propias ideas acerca de lo que se le pide hacer, lo cual implica que el
alumno deba tomar decisiones que considere relevantes ante la situacion planteada, ademéas de
permitirle construir significados de manera conjunta con sus comparfieros y docente. Esta tarea se
encuentra enmarcada dentro del contexto de las matematicas segiin Skovsmose (2000), ademas es
de duracion corta pues se requirié de aproximadamente dos horas para su realizacion.

Esta tarea tiene como objetivo la construccion del objeto cuadrilatero, y su clasificacion de
acuerdo a sus lados, permitiendo a los estudiantes explorar e investigar a cerca de éste objeto
geomeétrico, conjeturar sobre sus distintas nociones, reafirmar, aclarar o descubrir conceptos como
el de rectas paralelas y perpendiculares, entre otros. Asi mismo, esta tarea permite al estudiante la

manipulacion de material tangible, potencializando procesos de visualizacion, abstraccion y
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representacion de distintas figuras implicitas dentro del desarrollo de la tarea. Del mismo modo y
de acuerdo a los lineamientos curriculares, esta tarea se ubica en el componente espacial y sistemas

geomeétricos, dentro del eje tematico de poligonos y su clasificacion segun sus lados.

Actividad matematica de investigacion en el aula

Las actividades de investigacion que se desarrollaron durante esta tarea, estdn apoyadas de la
manipulacion de material tangible, con el cual se pide al estudiante realizar la construccion de
distintas figuras de cuatro lados, por medio de la utilizacién de tridngulos isosceles rectangulos de
igual tamafio y forma. De acuerdo con Casas, y Sanchez, (1998) el aprendizaje de las matematicas
resulta dificil debido a su carécter abstracto y formal, esto hace que se reflexione sobre la practica
docente, conllevando a buscar y proponer alternativas novedosas para su ensefianza y aprendizaje,
haciéndolas ver amenas, avivando el interés de los estudiantes hacia ellas y acercandolas a su

realidad

Inicio de la clase

Durante el desarrollo de esta tarea, la fase inicial estuvo caracterizada por la buena disposicién de
los estudiantes, los cuales tenian sus herramientas geométricas como escuadra, regla, colores,
lapices, borrador, tajalapiz, entre otras, dispuestas para la resolucién de esta tarea. Se les oriento
acerca de como abordarla, metodologia que era ya conocida por los estudiantes por tratarse de la
segunda tarea exploratorio-investigativa que resolverian, es decir, ya eran mas claras las distintas
pautas para la realizacién del trabajo, en consecuencia, los alumnos empezaron su actividad

exploratorio -investigativa tan pronto fue planteada la tarea.
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Primer momento
Las preguntas investigativas, caracteristicas de este momento (Ponte, 1998), no se hicieron
esperar por parte de los estudiantes, preguntas que son resueltas por ellos mismos, pues el docente

en este momento y fase del aula es tan solo un cuestionador mas dentro de ésta.

Desarrollo de la clase

Actividades de Exploracion

Dentro del desarrollo de esta tarea, las actividades de exploracion son evidentes desde el inicio
de su resolucidn, estas exploraciones iniciales fueron realizadas de manera individual, pues la tarea
les permite explorar de inmediato, al pedir dividir el cuadrado representado en triangulos iguales,

sin especificar el nimero de estos, muestra de esto es la figura nimero

Divide el cuadrado en tridngulos iguales. Divide el cuadrado en tridnguios iguales.

[os O S

Figura 19: Momento de Exploraciones individuales.

Fuente. Archivo documental del investigador
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Esta figura permite observar las distintas exploraciones a nivel individual, realizadas por los
estudiantes en cuanto al nimero de triangulos en los que se debe dividir el cuadrado. Como se
observa en la figura, las exploraciones se dan a distintos niveles, exploraciones con un mayor
namero de tridngulos, sugieren un grado mas alto de visualizacion con respecto a exploraciones
realizadas con dos o cuatro tridngulos. También se evidencia un nivel de percepcion clasificatoria
en los alumnos que identifican la ubicacion del &ngulo recto dentro de dichos tridngulos.

Seguidamente y también de forma individual, se pide a los estudiantes que identifiquen y
argumenten con sus palabras, qué tipo de triangulos quedaron construidos, luego de hacer la
division del cuadrado, esto para permitir expresar las ideas y argumentos de los estudiantes,
encaminandolos a tomar decisiones e identificar la relevancia e importancia de sus justificaciones,

muestra de lo anterior se evidencia en la siguiente figura:
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Figura 20: Justificaciones realizadas por dos de los estudiantes

Fuente. Archivo documental del investigador
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Esta imagen permite observar que los estudiantes perciben las figuras de una manera general,
ademas reconocen algunas de sus propiedades y atributos lograndolas clasificar dentro de un
prototipo, es el caso del estudiante el cual responde que le resultaron cuatro tridngulos iguales y
ademas los reconoce como isosceles y con un angulo recto en ellos. Del mismo modo, el caso del
alumno quien responde que le resultaron tridngulos rectangulos porque tienen un angulo recto, esto
surge de la organizacion de sus ideas y de justificar sus exploraciones evocando quizas a conceptos
previos que este posee. De esta manera terminan las exploraciones individuales, pues la
continuidad de la tarea conlleva a trabajar en parejas.

Continuando con el desarrollo de la tarea dentro de esta fase del aula, se pide a los estudiantes
trabajar junto con uno de sus comparieros, para responder a los siguientes interrogantes que plantea
la tarea, en esta etapa se ha de trabajar con material manipulable, el cual consta de cuadrados de
igual tamario, recortados en papel iris, los cuales representan el cuadrado graficado en la tarea, y
con los que se pide a los estudiantes obtener tridngulos como los que representaron en la primera

parte de la tarea. Seguidamente la tarea plantea la siguiente actividad exploratoria:

1. Con 2 de los tridngulos resultantes, construye figuras de cuatro lados,
(sin sobreponer los triangulos, es decir, sin ubicar uno sobre el otro. Si lo
consideras necesario recorta los triangulos). Representa las figuras
construidas.

Estas actividades de exploracion exigen un considerable grado de visualizacion, pues piden al
estudiante construir figuras de cuatro lados a partir de dos de los triangulos que se obtuvieron
anteriormente, ademas pide graficar las representaciones realizadas con el material manipulable,
lo cual les encamina al estudiante a llevar a cabo actividades de abstraccion, visualizacion y

representacion. Del mismo modo surgen algunas preguntas de investigacion, las cuales son
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resueltas por los mismos estudiantes de manera negociada, dado que el papel del docente en esta

fase del aula es el de ser un cuestionador més. El siguiente fragmento de audio, permite evidenciar

algunas de estas preguntas.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Estudiante 1 — ¢aca dibujamos, cierto profe?
Profesor — ¢t qué crees?

Estudiante 1 — mmm. Creo que si profe

Profesor — correcto

Estudiante 4 — lo parto en dos o en cuatro profe?
Profesor — ¢qué dice tu compafiera de trabajo?
Estudiante 6— yo en dos y tU en cuatro partes.

. Transcripcion de grabacién en audio N° 1

Algunos estudiantes deben clarificar e interpretar de menor manera el enunciado de este item,

muestra de esto el siguiente fragmento de audio

23.
24,
25.
26.

Estudiante 1 — ;acéa se debe formar un tridngulo isésceles?
Profesor — ¢Qué dice Julian, qué hay que hacer ahi?
Estudiante 3 — Ahi dice, es formar figuras de cuatro lados, pero él no me cree!
Estudiante 1 — Aaa, pensé que triangulos.
Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Las exploraciones con el material manipulable no se hicieron esperar, la totalidad de los

alumnos optaron por recortar el cuadrado en dos y cuatro tridngulos, para de esta manera empezar

a realizar las construcciones y graficas pedidas en este primer item de trabajo en equipo, algunas

de estas actividades de exploracion para formar cuadrilateros con dos triangulos son las siguientes:
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Figura 21: Exploraciones iniciales realizadas por los estudiantes a través de material manipulable.

Fuente. Archivo documental del investigador

La imagen del lado derecho muestra las técnica utilizada para cortar el cuadrado en triangulos
de igual tamafio y forma, se observa que los estudiantes deciden marcar la diagonal del cuadrado
para asi dividirlo en dos triangulos congruentes, concepto que se adiere al lexico geometrico de
los estudiantes, aproximandolos a la nocion de este objeto geométrico. La imagen de la izquierda
permite ver las primeras construcciones de cuadrilateros que se realizaron a traves de la
exploracion y construccion de éstos con dos triangulos. Del mismo modo, este mismo item permite
a los estudiantes explorar el cdmo representar sobre la hoja de la tarea las construcciones

realizadas, pues éstas se realizaban con material tangible y se debian representar sobre dicha hoja.
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Figura 22: Actividades exploratorias de representacion

Fuente. Archivo documental del investigador

Las actividades de exploracion evidentes en esta figura, son las referentes a procesos de
representacion y abstraccién visual, en la imagen de la izquierda se observa que el estudiante
realiza la representacion de su construccion recurriendo a procesos de visualizacion, pues se
evidencia que ubica sus construcciones donde las puede ver claramente, para de esta menera
representarlas sobre un plano. La imagen de la derecha muestra la técnica utiliazada por la
estudiante para realizar su representacion, se observa que lo hace “calcandola” sobre la hoja, es
decir, ubica el cuadrilatero construido y traza sus bordes. Todas los métodos utilizados por los
estudiantes son validos, pues esa es una de las caracteristicas de las tareas exploratorio -
investigativas, analizan todos los posibles caminos de solucion a la tarea (Ponte, 2003),

permitiendo expresar libremente los pensamientos e ideas de los estudiantes.

Del mismo modo continuan las actividades de exploracion, pues el segundo item pide a los

estudiantes:



91

2. Realiza el mismo procedimiento tomando 3 triangulos. Grafica el
contorno de cada figura.

En consecuencia, se obtienen distintas exploraciones, igualmente permitiendo y analizando

todos los posibles caminos de solucion propuestos por los estudiantes, muestra de esto la

transcripcion del siguiente fragmento de audio

52.
53.
54.
55.
56.
57.
56.
58.

64.
65.
66.

Estudiante 2 — o sea profe, ¢con tres tridngulos una de cuatro lados?
Profesor — ¢Qué dice tu compafiero?

Estudiante 5 — si, creo que si, ahora con estos tres

Profesor — muy bien

Estudiante 4 — profe, ¢esta me sirve?

Profesor — ¢Cuéantos lados tiene?

Estudiante 4 — uno, dos, tres, cuatro, cinco

Estudiante 6 — entonces no sirve.

Estudiante 5 —profe, mire esta tiene...1, 2, 3, 4
Profesor — muy bien
Estudiante 2 — mira profe esta...

. Transcripcion de grabacion en audio N° 1

A continuacién se observan las construcciones de distintos cuadrilateros realizadas por los

estudiantes apoyados de tres triangulos, a las que se hace alusion en la anterior transcripcion de

fragmento de audio N°1

Figura 23: Construccién de Cuadrilateros con tres Triangulos

Fuente. Archivo documental del investigador
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En cada uno de los grupos de trabajo se realizan las distintas exploraciones para la construccion
de cuadrilateros con tres triangulos, en medio de estas actividades ya se empezaban a dislumbrar
algunos indices de posibles conjeturas, lo que supone que se acerca el segundo momento de clases

investigativas (Ponte, 2003).

Segundo momento

Las actividades caracteristicas de este momento, de acuerdo con Ponte (2003), son aquellas
correspondientes a la organizacion de informacion obtenidos durante el proceso de exploracion e
investigacion, y el planteamiento de conjeturas e hipdtesis levantadas por los estudiantes durante
este proceso, a continuacion, se describen las actividades geomeétricas investigativas referentes a

este momento.

Levantando conjeturas

Dentro de este momento de la clase, los estudiantes continian sus exploraciones y ademas salen
a flote las primeras conjeturas acerca de, cdmo se llamaran las figuras de cuatro lados construidas
con distinto numero de tridngulos. En consecuencia, los estudiantes visualizan estas construcciones
de manera global, reconociéndolas y relacionandolas con objetos de su entorno, sus percepciones
son netamente visuales y se basan en la forma de la figura para hacer postulados, esto se evidencia

en el siguiente fragmento de transcripcion de audio N°1.

78. Estudiante 1 — este profe, es como una botica y tiene cuatro lados

79. Estudiante 3—a mi solo me sali6 ese

80. Profesor — ¢ese seré el nombre indicado para esa figura Mateo? Y ¢sera que solo
sale ese?

81. Estudiante 3 —si, jcreo!

82. Profesor - ¢seguro?

83. Estudiante 1 — ¢ profe entonces como se llama?

84. Profesor —eso mismo pregunto yo ¢Cémo se llama esa figura?

85. Estudiante 1 — entonces es un cuadrilatero
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86. Profesor — ¢por qué?
87. Estudiante 3— pues tiene cuatro lados profe.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Lo anterior evidencia el trabajo realizado por uno de los grupos de trabajo, en el cual uno de
sus integrantes reconoce a una de sus construcciones de cuatro lados, como una “botica”,
ubicandolo en un nivel de visualizacion global, pues identifica a este objeto geométrico por su
forma mas no por sus atributos o propiedades, es evidente la necesidad de generar una clasificacion
para el tipo de figuras que los estudiantes obtienen a través de las construcciones. Al mismo tiempo
el rol del docente es el de ser un investigador méas, quien debe orientar a sus estudiantes mas no
darles las respuestas inmediatas a sus cuestionamientos (Riscanevo, 2019). Del mismo modo las
conjeturas también se evidenciaban en otro de los grupos de trabajo, donde se escucharon hipdtesis

como las siguientes:

95. Estudiante 2 — profe mire esta

96. Profesor — ¢Como se llama?

97. Estudiante 2— pues es un rectangulo tiene cuatro lados profe.

98. Profesor — ¢ por qué?

99. Estudiante 2 — porque tiene angulos rectos, cuatro angulos rectos.

100. Estudiante 5 — profe y esta también de cuatro, jajajaja parece una falda

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Lo anterior muestra otra de las conjeturas realizadas por uno de los estudiantes al nombrar y
clasificar una de sus construcciones dentro del grupo de figuras con angulos rectos y lo identifica
como un rectangulo, lo cual lleva a inferir que este alumno se ubica en un nivel de cognicién
geomeétrica de percepcidn clasificatoria, pues identifica y relaciona algunas propiedades del objeto

geomeétrico para poder clasificar.

Asi continua el desarrollo de la tarea pidiendo a los estudiantes que construyan figuras de cuatro

lados, ahora con cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve triangulos. En este sentido el papel del
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docente es el de seguir cuestionando a sus estudiantes, sin perder el objetivo de la tarea, por lo cual
éste ha de hacer preguntas direccionadoras, con el fin de dar cumplimiento al objetivo de esta, el
cual es clasificar los distintos cuadrilateros de acuerdo a sus lados. Es asi que dentro de los grupos
de trabajo, se genera un dialogo propicio para lanzar una de estas preguntas direccionadoras por
parte del docente, orientando a los alumnos a establecer nuevas relaciones entre las figuras que se

han construido hasta el momento y asi se generen otras conjeturas e hipotesis mas.

112. Estudiante 2 — acé profe con seis tridngulos sale otra vez un rectangulo y otra de
estas... otra falda pero mas grande.

113. Profesor — listo bien, ahora les pregunto a todos para gque tengan en cuenta eso
también ¢con qué tipo de segmento de rectas se forman los lados de estas figuras?
114. Estudiante 2 — paralelos

115. Estudiante 5 — paralelos y también perpendiculares

116. Profesor — de esta figura, ¢qué tipo de rectas son?

117. Estudiante 5 — paralelas esta con esta y esta con esta

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Con esta pregunta realizada por el docente se empiezan a generar conjeturas mas afines al
objetivo principal de la tarea, algunas de estas nuevas conjeturas generadas en los grupos de trabajo

son las siguientes:

126. Estudiante 4 — profe, ¢esta se forma con segmentos paralelos?

127. Profesor — ¢qué dice Estudiante 6?

128. Estudiante 6 — si paralelos

129. Estudiante 4 — entonces con dos se forman figuras de cuatro lados con rectas
paralelas

130. Profesor — ¢y como se llama esa figura?

131. Estudiante 6 — un cuadrado

132. Estudiante 4 —un rombo

Transcripcion de grabacion en audio N° 1
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Lo anterior evidencia las nuevas hipétesis planteadas por parte de los estudiantes, conjeturas
que se ajustan al objetivo de la tarea planteada, pues ya se establecen relaciones entre los

segmentos de recta que forman cada cuadrilatero.

Actividades de Organizacion de informacion

Las actividades de organizacion de informacion se llevan a cabo en el diligenciamiento de una
tabla planteada dentro de la tarea, en la cual se identifican dos columnas, en una de ellas se

establece el nimero de triangulos utilizados para cada construccién y en la otra su respectiva

representacion grafica.
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Figura 24: Momento de organizacion y representacion de informacion

Fuente. Archivo documental del investigador

Estas actividades de organizacion de informacion guian a una mejor visualizacion y abstraccion
de la informacién alli representada, lo que facilita hallar relaciones entre algunas de las

propiedades y atributos de las figuras construidas y representadas, lo cual permitira refinar las
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conjeturas planteadas por los estudiantes anteriormente. Es de resaltar que estas actividades se
realizaron construyendo cada representacion de las figuras con instrumentos como reglas y
escuadras, de esta manera se potencializan los procesos de visualizacién en los estudiantes, a la
vez de representar un objeto que visualizan mental y fisicamente. En consecuencia, de lo anterior
se hace evidente el paso al tercer momento de aula exploratorio-investigativa (Ponte, 2003), pues
apoyados de la tabla expuesta en la tarea se realizan las pruebas y posterior sistematizacion de
conjeturas.

Tercer momento

En este momento de la clase, los estudiantes realizan las pruebas necesarias para aprobar o
refutar las conjeturas planteadas inicialmente, las cuales apuntan al tipo de segmentos de recta con
los que se construyen los cuadrilateros y la relacién existente entre ellas.

Sistematizacion de conjeturas

Como ya se ha comentado, el objetivo principal de la tarea es realizar la clasificacion de
cuadrilateros de acuerdo a sus lados, en este sentido los estudiantes mediante el trabajo en equipo
refinaron y sistematizaron las conjeturas planteadas inicialmente. A continuacion, se presentan tres
de las conjeturas planteadas finalmente, cada una propuesta por uno de los distintos grupos de
trabajo.

12 conjetura

148. Estudiante 1 — ¢ profe, acé con tres las rectas de los lados son paralelas?

149. Profesor — ¢qué dice Julian?

150. Estudiante 3 — estas son perpendiculares

151. Estudiante 1 —y este con este paralelo porque no se cortarian

152. Estudiante 3 — o sea, tienen de las dos, dos que son paralelos y dos perpendiculares
153. Estudiante 1 — perpendiculares porque si las alargo se cortan, ¢verdad profe?
154. Profesor — Julian ¢Cual es paralela a cual?

155. Estudiante 3 — esta con la de al frente

Transcripcion de grabacion en audio N° 1
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Figura 25: Construccién de cuadrilatero con dos lados paralelos entre si

Fuente. Archivo documental del investigador

El anterior fragmento de transcripcion de audio y apoyado con la figura 25, del cual se habla
en el audio, se reconoce una de las conjeturas finalmente refinadas y sistematizadas por los
alumnos, en la cual se plantea que este cuadrilatero esta construido con un par de lados paralelos
y que su otro par de lados que lo conforman no son paralelos, lo que se podria clasificar como un

trapecio (Jaime, Chapa, y Gutiérrez, 1992).

2% conjetura

183. Estudiante 4 — profe mira, con seis podemos construir una figura de cuatro lados,
gue los lados son paralelos

184. Profesor — ¢Estudiante 6, cuales lados, son los que son paralelos?

185. Estudiante 6 — este es paralelo a este

186. Estudiante 4 — ;entonces si profe?

187. Profesor — escribanlo a ver cémo les quedaria

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Figura 26: Construccion de cuadrilatero con lados paralelos dos a dos
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Fuente. Archivo documental del investigador

La segunda conjetura realizada por este equipo de trabajo plantea que se puede construir un
cuadrilatero, el cual se caracteriza por tener sus lados paralelos dos a dos, es decir, uno de sus lados
es paralelo con su lado no consecutivo, clasificandolo asi dentro de los paralelogramos (Jaime et
al., 1992). La tarea permite al estudiante expresar sus ideas libremente, potencializando procesos
de argumentacién y justificacion en los estudiantes, otra de las caracteristicas y competencias que

se han de potencializar en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

3% conjetura

208. Estudiante 2— profe, y esta que encontré con siete no tiene ningin lado nada
209. Estudiante 5 — si profe, esta esta rara, pero tiene cuatro lados

210. Profesor — ¢ COmo asi que no tiene ningun lado nada?

211. Estudiante 2 — si profe, ningun lado es paralelo

212. Profesor —y si no son paralelos ¢entonces qué son?

213. Estudiante 5 — Aaa..., son entonces perpendiculares

214. Estudiante 2 —a ya entendi, o sea, todos su lados son perpendiculares

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Figura 27: Construccion de cuadrilatero sin lados paralelos

Fuente. Archivo documental del investigador

Esta conjetura fue planteada por s6lo uno de los cinco grupos de trabajo, siendo el Unico que

logré esta construccion, de la cual se pudo establecer que, se logra construir un cuadrilatero cuyos
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lados no son paralelos, identificando asi una de las propiedades de los trapezoides (Jaime et al.,
1992) Estas fueron las tres conjeturas que se lograron sintetizar durante este momento del aula, las

cuales tambien se ven reflejadas de manera escrita en la siguiente figura.
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Figura 28: Momento de Sintesis de conjeturas

Fuente. Archivo documental del investigador
De esta manera se establecieron dichas conjeturas, con el fin de lograr establecer la clasificacion
de cuadrilateros segun sus lados, se identifica dentro de cada una de estas por lo menos una de las
propiedades relevantes para lograr dicha clasificacion. De esta manera se culmina con este
momento de la clase exploratorio-investigativa, pues se abre paso al cuarto momento donde se

realizard la validacion y presentacion de los resultados finales de la tarea.

Cierre de la clase

Cuarto momento

Dentro de este momento se llevaran a cabo actividades de argumentacion y justificacion por parte
de los estudiantes, se construira el nuevo conocimiento de manera negociada, contando con la

participacion de toda la clase, es decir, de todos los estudiantes, el docente fue el moderador de
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dicha negociacion, orientando y sintetizando las ideas de los alumnos en busca de este fin, cada

grupo debe hacer su aporte en la construccion del nuevo concepto geométrico.

Presentacion y validacion de resultados finales

Para la presentacion y validacién de resultados se organizo la clase a manera de plenaria o de
mesa redonda, donde cada grupo tenia derecho a opinar describiendo una de las caracteristicas o
conjeturas planteadas durante su exploracion, de esta manera y después de la negociacion se podia

dar respuesta al sexto item que se plantea en la tarea, el cual pide a los estudiantes lo siguiente:

6. De acuerdo a lo visto durante la clase y a las relaciones observadas y
registradas, completa la siguiente tabla graficando y ubicando cada
cuadrilatero de acuerdo a sus propiedades.

La dinamica consistia, primero en dividir el tablero en tres casillas, y rotularlas con los titulos
de paralelogramo, trapecio y trapezoide, escribir cada afirmacion propuesta durante la plenaria,
en la casilla correspondiente, bien fuera en la de paralelogramos, trapecios o trapezoides, en
consecuencia se ubicaron las tres conjeturas que fueron sistematizadas en el anterior momento,
cada una en su lugar correspondiente, es decir, la primera conjetura, se ubicé en la casilla de
trapecios, la segunda en la de paralelogramos y la tercera en la de trapezoides. Algunas de las
conclusiones y consideraciones finales, que se lograron establecer durante la plenaria, fueron
sintetizadas por los estudiantes de la siguiente manera:

253. Estudiante 2 — profe, en si, todos son cuadrilateros

254. Profesor — correcto, si sefior

255. Estudiante 5 — pero se llaman diferente

256. Profesor — correcto, ¢y sera que podemos saber el nombre de cada uno, de acuerdo
a las caracteristicas de sus lados?

257. Estudiante 6 — ¢entonces cuales son los paralelogramos?
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258. Profesor — muy bien, vamos a eso. Algun grupo que me diga una de sus conjeturas
259. Estudiante 5 — que sus lados son todos paralelos
260. Profesor —en ¢ Cual de éstas tres casillas ira esta afirmacion?, si sabemos que solo
tiene lados paralelos
261. Estudiante 2 — seria en ¢paralelogramos?
262. Profesor — ¢qué dicen los demas?
263. Estudiante 1- yo diria que si, porque son paralelos y paralelogramos, pusss... creo.
264. Profesor — listo, esta conjetura ira en la casilla de paralelogramos. ¢Ahora, cual
serd la caracteristica de los trapecios?
265. Estudiante 4 — se puede la de nosotras. Que tienen un par de lados paralelos entre
si y los otros dos lados no son paralelos.
266. Profesor — listo, si, estoy de acuerdo
267. Estudiante 3 — entonces en los trapezoides ira la figura de Estudiante 2, que no
tiene ningun lado paralelo.
268. Profesor — listo bien. Ahora si, a graficar cada uno donde iria de acuerdo a sus
propiedades

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

La actividad de los estudiantes consistia en representar graficamente los cuadrilateros en la
casilla adecuada, reconociendo el nombre de cada uno de estos haciendo relacion con sus
propiedades y caracteristicas, o relacionando el nombre con alguna de las afirmaciones hechas por

los estudiantes, muestra de esto es la siguiente figura.

Clasificacién de cuadrildteros segin sus lados
PARALELOGRAMOS | TRAPECIOS | TRAPEZOIDE

i e
/

Figura 29: Representaciones gréaficas para la clasificacion de cuadrilateros segin sus lados

Fuente. Archivo documental del investigador
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En esta figura se identifica la clasificacion realizada por los estudiantes, en la cual se nombran
los cuadrilateros segun sus lados, se evidencia la relacion directa entre cada una de las conjeturas
realizadas con una de las propiedades caracteristicas de cada clase de cuadrilatero. Algunas
pruebas realizadas por los estudiante consistieron en prolongar los segmentos de recta que
conforman los lados del cuadrilatero para verificar si cortan en algun punto o no, para de esta
manera cerciorarse 0 comprobar si la representacion realizada correspondia a un paralelogramo, a

un trapecio, 0 a un trapezoide.

e e

PARALELOGRAMOS | TRAPECTOS | TRAPEZOIDE
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Figura 30: Momento de validacion y demostracion de resultados

Fuente. Archivo documental del investigador

De esta manera concluye la tarea exploratorio-investigativa, ofreciendo una clasificacion
para los cuadrilateros segun sus lados. Esta clasificacion se genera de la exploracidn y negociacion
realizada por los estudiantes durante el desarrollo de la tarea, en la que se construyeron algunas de

las representaciones de los distintos tipos de cuadrilateros que existen, y a la vez se identificaron
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caracteristicas de estos objetos geométricos, logrando establecer relaciones entre estas, para

generar dicha clasificacion.

Tarea 3. Exploraciones e Investigaciones con el Tridngulo de Sierpinski

Esta tercera tarea exploratorio-investigativa, consta de cinco items y se denomind “El triangulo de
Sierpinski” (Anexo 3), fue tomada y adaptada del articulo “Fractales en clases exploratorio-
investigativas, un estudio del desenvolvimiento del pensamiento y lenguaje algebraico en la
escuela basica” (Pereira, 2006). De igual manera que las anteriores tareas, también esta disefiada
y caracterizada bajo parametros exploratorio-investigativos, facilitando al estudiante la
exploracion y representacion libre de sus pensamientos a través de registros graficos, escritos,
algebraicos y de lenguaje comun. Esta tarea se encuentra clasificada dentro del contexto de
semirrealidad segun lo clasificacion realizada por Skovsmose, (2000), y es de duracién corta, pues
se requirio de aproximadamente una hora y treinta minutos para su realizacion.

En lo referente a la ensefianza y aprendizaje de la geometria, esta tarea tiene como objetivo el
acercamiento y construccion del objeto secuencia, a través del reconocimiento de patrones
geomeétricos, permitiendo a los estudiantes explorar e investigar a cerca de dicho objeto, conjeturar
sobre sus propiedades, reafirmar, aclarar o descubrir conceptos relacionados a este objeto
matematico. De la misma manera y de acuerdo con los lineamientos curriculares, esta tarea se

ubica en el componente espacial y sistemas geométricos, dentro del eje tematico de secuencias.

Actividades matematicas de investigacion en el aula
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Las actividades investigativas desarrolladas durante esta tarea, buscan facilitar al estudiante la
comprension de distintos fendmenos. Es claro que la geometria euclidiana permite describir,
estudiar, argumentar y explicar formas estructurales de nuestro contexto tales como, la
construccion de edificios, casas, puentes, maquinas, entre otras, en cambio los objetos de la
naturaleza son un poco méas complicados de describir y exigen de geometrias mas ricas para su
comprension, las cuales moldeen los fendmenos naturales. De esta manera, las diversas
actividades investigativas de la actual tarea, se realizan apoyados de la geometria fractal, buscando
avivar procesos de visualizacion y atraccién en los estudiantes, bajo otras perspectivas

geomeétricas.

Inicio de la clase

Dentro del avance de esta clase, en la etapa de inicio de aula, se socializo el objetivo del desarrollo
de la tarea, se negociaron y establecieron las normativas para su solucion, lo cual, es un estilo de
trabajo ya reconocido por los estudiantes, al ser su tercera tarea de caracter exploratorio-
investigativo que desarrollarian, se les motivo a explorar, trabajar, indagar y reconocer todos los

posibles caminos de analisis que ofrece la tarea.

Primer momento

El desarrollo de esta tarea se caracteriza por transitar el primer momento de manera netamente

individual, buscando fortalecer en cada uno de los estudiantes procesos de imaginaciéon y

conceptualizacién, permitiendo que desarrollen diversas estrategias de representacion y
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argumentacion; se destind de un tiempo prudencial de treinta minutos para el transito por este
momento. Asi mismo, se permitio la utilizacion de los instrumentos que los estudiantes vieran

necesarios para su exploracion.

Desarrollo de la clase

Actividades de Exploracion

Las actividades de exploracion dentro de esta tarea consistian inicialmente en realizar
representaciones graficas, recurriendo a un elevado grado de observacion, abstraccion y
visualizacion por parte de los estudiantes, pues el primer item de esta tarea les pedia realizar la

siguiente actividad, después de observar la imagen.

(--)
) (1) 2)

Figura 31: Tridngulo de Sierpinski y sus trasformaciones en sus dos primeras etapas

Fuente. Adaptado de Pereira, (2006)

1. Graficar los dos siguientes triangulos que continuaran en la anterior
imagen

Ante los anteriores planteamientos y después de algunos minutos de actividades matematicas
de analisis, abstraccion, reconocimiento de patrones, entre otras, se lograron exploraciones

graficas como las siguientes:
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N A WP A )

AT 19
Y/ Ny )
N / L)
AANALN A
AR S8 AA IR b

B L.

®

e /.

5

A < *’v)' \
AR BUTAVAVA BUA VIRV SR
7

Z
W, /

b )
]

Figura 32: Triangulo de Sierpinski, tercera y cuarta etapa. Exploraciones hechas por los estudiantes.

Fuente. Archivo documental del investigador

La anterior figura muestra algunas de las representaciones graficas realizadas por los
estudiantes ante el primer planteamiento de la tarea. Estas figuras se lograron construir después de
analizar, discutir y despejar algunas de las primeras preguntas investigativas a las que da origen la
tarea, algunos de estos cuestionamientos se evidencian en el siguiente fragmento de transcripcion
de audio N°1.

16. Estudiante 2 — profe, ¢para dibujar ac& es como si se encogiesen estas y se pusieran
en este?

17. Estudiante 5 — més chiquito.

18. Estudiante 2 —si, eso.

19. Profesor — listo, hagan la grafica

20. Estudiante 1 — profe yo, ¢puedo producir un triangulo en el centro y encontrar
dividiendo en la mitad del tridngulo?

21. Profesor — realiza la grafica para mirar como seria.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1
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Continuando con el desarrollo de la tarea y dentro de este primer momento, también se
plantean actividades exploratorias de forma escrita, favoreciendo la movilizacién y las habilidades
de representacion en distintos sistemas semioticos de leguaje, estimulando la conversion de los
informacion de un sistema de registro a otro, en este caso del oral al escrito, pues el segundo item
precisaba a los estudiantes:

2. Describe con tus palabras, la transformacion que se produjo en el
triangulo (0), para obtener el tridngulo (1), haz lo mismo y describe lo que
sucedi6 en el triangulo (1) para obtener el triangulo (2), y del triangulo (2)
al (3).

Del planteamiento anterior, se generaron registros escritos realizados por los estudiantes
donde se evidencia la conversion de sus ideas o pensamientos en registros escritos, donde utilizan

sus propias palabras para justificar y argumentar sus posturas ante dicha situacion.

| 2. Describe con tus palabras, la franstormacion que se produjo en el tiangulo (0). para oblener el
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Figura 33: Exploraciones de forma escrita realizadas por los estudiantes.

Fuente. Archivo documental del investigador

!
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De esta manera se transitd el primer momento de clases investigativas bajo la tarea
propuesta, con actividades de exploracion e indagacion de forma individual, con lo que se obtuvo
las anteriores exploraciones, fortaleciendo a la vez actitudes de autoconfianza y autonomia dentro

de su proceso educativo.

Segundo momento

Para dar continuidad a este momento de la tarea, se procede a trabajar en parejas para facilitar
el planteamiento de hipdtesis y conjeturas levantadas por parte de los estudiantes durante su
proceso exploratorio -investigativo, a continuacion, se describen las actividades geométricas

investigativas referentes a este momento.

Levantando conjeturas

El planteamiento de las conjeturas se presento a partir del tercer item de la tarea, el cual consistia
en completar una tabla alli propuesta, dentro de la cual se pedia identificar, junto con un comparfiero
de trabajo, el nimero de triangulos sombreados y sin sombrear, en distintas etapas de la
transformacion del tridngulo de Sierpinski. Debido al caracter abierto y exploratorio de la tarea y
de su desarrollo, se negocio6 con los estudiantes y se llegé al acuerdo de representar la tabla en el
tablero y diligenciarla entre toda la clase. Algunas de las conjeturas planteadas fueron las
siguientes:

54. Estudiante 2 — primero en el paso dos, a ver
55. Profesor —en la etapa 1

56. Estudiante 5 —uno y tres

57. Estudiante 2 — pas6 uno tres blancos

58. Estudiante 8 — tres blancos y un negro

59. Profesor — etapa 2.

60. Estudiante 8 — eee... nueve blancos y tres negros, cuatro negros
61. Profesor — etapa 3.



109

62. Estudiante 2 — veintisiete blancos y trece negros

63. Profesor — ¢qué otra propuesta hay?

64. Estudiante 5 — veintiocho blancosy 1, 2, 3, 4, 5...9 negros

65. Estudiante 2 — yo digo que veintisiete blancos y trece negros

66. Estudiante 3 — veintisiete blancos y trece negros

67. Profesor — jcoincide con Estudiante 2!, etapa cuatro

68. Estudiante 2 — setenta y un blancos y treinta y nueve negros

69. Profesor — ¢seguro?

70. Estudiante 1 — yo digo que setenta y seis blancos

71. Estudiante 2 — ochenta y un blancos y treinta y nueve negros

72. Estudiante 8 — ochenta y seis blancos

73. Profesor — entonces ochenta y un blancos y treinta y nueve negros ¢seguro?
74. Estudiante 2 — si, es que es un patron, porgque mire que, en el tercero todos los
triangulos suman e...40, es que no conté el grande, entonces cuarenta por tres, ciento
veinte.

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

En el anterior fragmento de transcripcién de audio se pueden identificar tres conjeturas
relevantes hasta este momento, una de estas se evidencia en el dialogo entre el docente y dos de
los estudiantes, lineas sesenta y uno a sesenta y seis, de la que se puede sintetizar que para la etapa
tres de la transformacion del tridngulo de Sierpinski se generan 27 triangulos blancos y 13 negros,
la cual fue aprobada por la clase de inmediato al coincidir en ella dos de sus compafieros. La
segunda conjetura nace a partir de identificar el nimero de triangulos sombreados y sin sombrear
en la etapa cuatro del tridangulo de Sierpinski, esta se identifica entre las lineas sesenta y ocho y
setenta y dos, en esta se vaticina que existen entre 71 y 81 tridngulos blancos y 39 negros. Y la
tercera conjetura se logra identificar en la linea setenta y cuatro, donde se plantea la existencia de
un patron para determinar el nimero de tridngulos sombreados. Las anteriores hipotesis deben ser
sintetizadas y aprobadas durante el tercer momento de clases investigativas, apoyados de la tabla

totalmente diligenciada, lo cual facilitaria este proceso.
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wa con tu compariero (a) y Completa la siguiente tabla:

Etapa del Tridngulo Numero de tridngulos sombreados. Ndmero de tridngulos sin sombrear.
de Sierpinski ol -
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Figura 34: Momento de organizacion y abstraccion de informacién investigativos

.Fuente. Archivo documental del investigador

Tercer momento

De esta manera se da paso al tercer momento del aula, en el cual los estudiantes realizan las
pruebas y ensayos necesarios para afirmar o refutar las conjeturas planteadas durante el anterior
momento. Estas conjeturas apuntan a la identificacion de patrones, sucesiones numeéricas y graficas

presentes dentro del desarrollo de la tarea, llevando a los estudiantes a realizar actividades

matematicas propositivas y argumentativas.

Sistematizacién de conjeturas

La sistematizacion de las anteriores conjeturas fue realizada de manera grupal por los
estudiantes, es decir, continuaron trabajando en parejas apoyados de la tabla de la figura 34, la cual
permite la abstraccion y andlisis de informacidn investigativos, de esta manera los alumnos
procedieron a refinar, ajustar y sintetizar algunas de las hipotesis planteadas. A continuacién se

presentan las conjeturas planteadas finalmente, cada una propuesta por uno de los distintos grupos

de trabajo.

12 conjetura
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121. Estudiante 2 — tengo una teoria

122. Profesor — ¢Cuél es su teoria?

123. Estudiante 2 — ¢me puedo levantar?

124. Profesor — si, claro

125. Estudiante 2 — profe, estas de aca se van multiplicando por tres, en cambio, estas
para que del siguiente entonces este si multiplicamos por este mas uno

Transcripcion de grabacion en audio N° 1
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Figura 35: Momento tres, conjetura refinada por el Estudiante 2.

Fuente. Archivo documental del investigador.

De esta manera se sintetizo y aprobo la hipdtesis planteada de como determinar el numero
de triangulos sombreados en las distintas etapas del tridngulo de Sierpinski, mostrando a su vez la
transformacion y conversion que da el estudiante de un sistema de lenguaje comun a un sistema
de representacion aritmético, dando muestras de la comprensién del objeto geométrico al mostrar
coordinacion en al menos dos de sus distintos registros de representacion semiotica (Duval, 1999).

28 conjetura

139. Estudiante 6 — profe, aca es la tabla del 3, en la de sin sombrear
140. Estudiante 1 — es potencia

141. Estudiante 3 — potencia del tres

142. Profesor — potencia del tres ¢seguros?

143. Estudiante 3 —si

144. Profesor — ¢Cuantoes3 alal1?
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146.

147
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Estudiante 8 — tres
Profesor — ¢{Cuantoes 3 ala2?

. Estudiante 1 — tres a la dos, nueve, entonces es tres a la n
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154,
155.

Profesor — ¢Cuéantoes 3 ala 3?
Estudiante 2 — el que sigue, nueve por tres
Estudiante 3 — veintisiete

Profesor — ¢Cuanto es 3 a la 4?
Estudiante 6 — ochenta y uno

Profesor — ¢Cuantoes 3 ala5?
Estudiante 2 — entonces 81 por 3
Estudiante 1 — entonces si profe, tres a lan

Transcripcion de grabacion en audio N° 1

Figura 36: Conjetura sistematizada por el Estudiante 1.

Fuente. Archivo documental del investigador.

De esta manera queda establecido, por parte de los estudiantes, que para determinar el

numero de tridngulos sin sombrear dentro del triangulo de Sierpinski, se debe atender al patron

generado por las potencias del namero tres como base. Lo anterior también evidencia que los

estudiantes alcanzan niveles cognitivos de operacion formal, pues estan en la capacidad de realizar

operaciones mentales e identificar objetos geométricos mediante axiomas y definiciones

matematicas.
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Cierre de la clase

Cuarto momento

Dentro de esta fase de cierre del aula, el cuarto momento se caracterizd por llevar a cabo
actividades de negociacién de significados, argumentaciones y justificaciones realizadas por los
estudiantes, se formalizd y generaliz0, lo explorado e investigado dentro del aula. De igual manera

el docente, dentro de este momento de la clase, es ese vinculo entre el estudiante y el nuevo

conocimiento.

Presentacion y validacion de resultados finales
La presentacion de los resultados se realiz6 por parte de los estudiantes, utilizando registros
algebraicos, aritméticos y de lenguaje comun, lo que también da muestras de las caracteristicas y
posibilidades que se presentan al implementar la estrategia de clases investigativas dentro de la
ensefianza y aprendizaje de la geometria. Los registros muestran de la argumentacion y

demostracion de los resultados hallados durante la investigacion son las siguientes figuras:

Plartea una expresién para determinar el nimero de tridngulos sombreados y sin sombrear en la etapa #
del tridngulo de Sierpinski?
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Figura 37: Argumentacion de lo explorado por el grupo de trabajo de Estudiante 2 y Estudiante 5.

Fuente. Archivo documental del investigador.
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Figura 38: Argumentacion y demostracion de lo investigado por el grupo de trabajo de Estudiante 1 y Estudiante
3.

Fuente. Archivo documental del investigador.
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Figura 39: Argumentacion y demostracidn de lo investigado por el grupo de trabajo de Estudiante 8 y
Estudiante 6.

Fuente. Archivo documental del investigador.

De este modo se concluye la tercera tarea exploratorio-investigativa, ofreciendo una

propuesta de la nocion, propiedades y caracteristicas del objeto sucesion, la cual fue disefiada y
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propuestas por los estudiantes. Estas aproximaciones conceptuales se generaron por medio de la
exploracién, indagacion, analisis, investigacion y negociacion de significados realizados por los
alumnos durante el desarrollo de la tarea. Se evidencia la variedad de recursos utilizados por los
estudiantes para expresar sus ideas, argumentos Y justificaciones, lo cual les hace sentir mucho

mas incluidos dentro de su proceso de educacion.
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Capitulo V. Consideraciones finales

La presente investigacion plante6 como estrategia metodoldgica de ensefianza y aprendizaje
de la geometria diversas tareas de corte exploratorio-investigativo, buscando caracterizar el
proceso de desarrollo del pensamiento geométrico en estudiantes de educacion basica primaria. Se
pretendié promover y motivar la actitud positiva de los educandos hacia las ciencias geométricas,
de manera que mantengan viva la curiosidad, con el fin de generar actitudes de indagacion sobre
la aplicacion de conceptos matematicos a otros diversos contextos (Fensham, 2004).

Bajo esta perspectiva, el presente estudio ha logrado inferir que el desarrollo del pensamiento
geomeétrico se caracteriza respecto a los momentos de clases investigativas, por las exploraciones,
indagaciones, planteamiento de hipdtesis, refinacion de conjeturas, argumentaciones y
justificaciones realizadas por los estudiantes, es por esto que, entre las actividades que se
propusieron en estas tareas exploratorio -investigativas, se encontraron la elaboracion y
construccion de distintos tipos de sistemas de representacion, los cuales caracterizaron y
favorecieron el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Del mismo modo, estas tareas fueron disefiadas para que, dentro de los cuatro momentos de
desarrollo de las clases se promueva la realizacion de diversos anélisis de manera individual y
grupal. El trabajo colaborativo favorecio la aprension de elementos conceptuales de algunas
figuras planas, lo que genero en los estudiantes la movilizacion de conceptos previos a cerca de
éstas.

El desarrollo del pensamiento geométrico también se analiz6 desde distintos tipos de
representacion semiética. La caracterizacion de estas tareas, admitié expresar las ideas y

pensamientos de los estudiantes mediante diferentes sistemas de representacion, entre los que se



117

destacaron registros propios del lenguaje comun, gréafico, aritmético y algebraico, lo cual, de
acuerdo con Duval (1999) precisa la adquisicion conceptual de un objeto geométrico, pues esta se
caracteriza por el uso de mas de un sistema de representacion. Asi mismo, el tratamiento que se
dio a los objetos geométricos facilitd ampliar el Iéxico geométrico de los estudiantes, lo que se
evidencia mediante los registros graficos, escritos y orales realizados durante el desarrollo de las
tareas, donde igualmente se generaron espacios de comunicacion y negociacion de significados
entre los alumnos.

Al mismo tiempo, este andlisis también se realiz6 bajo los niveles de cognicion geométrica, en
este sentido, el disefio de las tareas planteadas se caracterizo por permitir a los estudiantes realizar
visualizaciones globales, reconociendo los objetos geométricos por su forma o apariencia, el
reconocimiento de estas figuras permitié la posterior abstraccion, reconocimiento, estudio y
analisis de sus propiedades, junto con las relaciones existentes entre estas, situandolo a los
alumnos en un nivel cognitivo de percepcion clasificatoria, destacando la secuencialidad en los
procesos cognitivos, para acceder de un nivel a otro superior, se debe haber dominado el nivel
anterior (Van Hiele, 1999), otra de las caracteristicas propias del proceso de ensefianza y
aprendizaje de la geometria.

En este sentido, las tareas propuestas desarrollan habilidades visuales, de coordinacion,
recoleccion e interpretacion de informacion e informacion, ademas de favorecer procesos de
comunicacion, escucha, potencializar el desarrollo de distintos sistemas de representacion,
permitiendo estimular actitudes de razonamiento l6gico, llevandolos a proponer definiciones de
objetos geométricos a manera de argumentacion de sus investigaciones. En consecuencia, estas

tareas generan oportunidades para que los alumnos aprendan a observar, manifestar sus ideas y
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justificaciones, ampliando asi sus puntos de vista frente a las matematicas especialmente a la
geometria.

Resumiendo lo planteado, en el presente estudio se logro disefiar, caracterizar y proponer tareas
de caracter exploratorio investigativo, facilitando asi la cualificacion del proceso de desarrollo del
pensamiento geométrico en estudiantes de grado quinto de educacién basica primaria. Por medio
de estas tareas, se puede decir, que este proceso se caracteriza por avanzar de manera colaborativa
hacia la construccion de conocimiento matematico, por medio de la exploracion, la organizacion
de informacidn, e informacion proveniente de distintos sistemas semioticos, el planteamiento de
hipotesis y conjeturas, a través de distintos tipos de representaciones geométricas, la afirmacion y
validacion de éstas mediante recursos gréficos, algebraicos, aritméticos, analiticos vy
argumentativos, con lo cual se consigue la construccion del nuevo conocimiento, y a su vez se
generan avances significativos dentro de los niveles de cognicion geométrica de los estudiantes.

En definitiva, se resalta la adaptabilidad de las clases investigativas en la dinamizacién de los
ambientes de ensefianza y aprendizaje de la geometria, mediante la utilizacién y manipulacion de
objetos y representaciones concretas, potencializando y facilitando procesos de construccion,
visualizacion, abstraccion y formalizacion dentro del desarrollo del pensamiento geométrico de
los estudiantes.

El aprendizaje y ensefianza de la geometria a partir de esta investigacion sefial6 la importancia
de partir de lo concreto hasta llegar a lo abstracto, es por esto que dentro del desarrollo de estas
tareas se permitio al estudiante la utilizacion de material manipulable, recursos didacticos e
instrumentos de medicion y dibujo como escuadras, reglas, compas, lapices, colores, entre otros.
De esta manera se llevd a cabo un proceso metodolégico que permitié construir objetos

matematicos a través de su construccion, propiedades y caracteristicas, que sirvieron como base
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para identificarlos, definirlos y clasificarlos. El desarrollo del pensamiento geométrico en los
estudiantes de educacion basica primaria, se caracteriza por estar directamente ligado a otro tipo
de pensamientos como el numérico y el algebraico, es decir, no es un pensamiento aislado, sino
que trabaja conjunto a estos otros pensamientos, por lo cual son convenientes este tipo de tareas
exploratorio-investigativas, que permitan trabajar de manera transversal diversos pensamientos
matematicos.

Por ultimo, se sefiala que desde esta propuesta metodoldgica es posible situarse como docente
en constante reflexion y problematizacion de su papel en el aula de clase. En muchas ocasiones se
identifico la participacion del docente con tendencia a conducir a los estudiantes a rutas ya
proyectadas; sin embargo, con el paso de las actividades fue posible cada vez mas alejarse de esa
posicion heredada del conductismo y dar paso a sobrellevar lo inesperado y la incertidumbre que
ocasiona favorecer la investigacion y exploracion de los estudiantes en tareas abiertas.

En consecuencia, se reconoce que bajo las clases investigativas como estrategia metodoldgica
el papel del docente es de orientador, es quien guia, valida el progreso de sus alumnos y ayuda a
sintetizar las ideas de éstos, quien propone nuevas actividades orientadoras en pro del avance de
la tarea, ademas ha de estar en constante cuestionamiento con sus estudiantes, motivando asi la
actitud investigadora de todos los involucrados en el proceso de desarrollo de tareas exploratorio-

investigativas.
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Anexo 1

EL PERRO GUARDIAN

ESTUDIANTE:
FECHA:
Toby esun perro que estd atado a una cadena, unida a una argolla que le

permite desplazarse por los tubos de la reja que protege su granja y que forman
un angulo recto, esta cadena le permite a Toby un alcance mdaximo de 2m.

TRABAJO INDIVIDUAL.

1. Representa graficamente el terreno que el cachorro logra cubrir al
desplazarse por los tubos.

2. 3Qué figuras o formas geomeétricas se generan del terreno cubierto por
el cachorro?, represéntalas:
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TRABAJO EN EQUIPO. TRABAJA CON ALGUNO DE TUS COMPANERO(A)S

3. 5Cudl es la medida de la superficie total del terreno cubierto por el
perrito guardidn?

NEGOCIACION DE SIGNIFICADOS. PREPARATE PARA DEFENDER TUS IDEAS FRENTE A TUS
COMPANEROS

4. A fravés de lo experimentado, spuede proponer una expresion para
determinar, en forma general, la cantidad total de superficie cubierta por
cada una de las figuras geométricas observadas?e

Anexo 2

TAREA EXPLORATORIO-INVESTIGATIVA EN GEOMETRIA Jpl (‘

[ s Pipigic

Construccidn y clasificacién de cuadrildteros a partir de

tridngulos.

ESTUDIANTE:
FECHA:
TRABAJO INDIVIDUAL. Divide el cuadrado en tridngulos iguales.
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Observa la grdfica y responde ¢Qué tipo de tridngulos resultan? Justifica tus
respuestas.

TRABAJO EN EQUIPO.

1. Con 2 de los tridngulos resultantes, construye figuras de cuatro lados. Representa
las figuras construidas.

2. Realiza el mismo procedimiento fomando 3 tridngulos y grafica cada figura.

3. Repite el proceso tomando..4, 5, 6, 7, 8,..n tridngulos y registra los resultados
en la siguiente tabla:
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Ndmero de
tridangulos
utilizados.

Representacion del cuadrildtero generado.

4

5. ¢Qué relaciones puedes observar a partir de la tabla construida?

6. De acuerdo a lo visto durante la clase y a las relaciones observadas y

registradas, completa la siguiente tabla graficando y ubicando cada cuadrildtero de

acuerdo a sus propiedades.

Clasificacion de cuadrildteros segun sus lados

PARALELOGRAMOS

TRAPECIOS

TRAPEZOIDE
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Anexo 3

=k

i

TAREA EXPLORATORIO-INVESTIGATIVA EN GEOMETRIA
EL TRIANGULO DE SIERPINSKI |

P —
i

RS AL =Ty

5 7
- -

Observe el tridngulo de Sierpinski y sus transformaciones en sus dos primeras
etapas.

— (ver)
(0) (1) (2)

TRABAJO INDIVIDUAL.
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1. graficar los dos siguientes tridngulos que continuarian en la anterior imagen.

2. Describe con tus palabras, la transformacién que se produjo en el tridngulo
(0), para obtener el tridngulo (1), haz lo mismo y describe lo que sucedié en el
tridngulo (1) para obtener el tridngulo (2), y del triangulo (2) al (3).

COMPARA TUS PLANTEAMIENTOS CON ALGUNO DE TUS COMPANEROS
(¢NECESITAS REDEFINIRLOS?)

3. Continda con tu compariero (a) y Completa la siguiente tabla:

Etapa del
Tridngulo de
Sierpinski.

Numero de tridngulos
sombreados.

Nudmero de tridngulos sin
sombrear.

10

20

30

49

50

6G

4. ¢Qué relaciones puedes plantear a partir de la informacion de la tabla?
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5. Plantea una expresion para determinar el nimero de tridngulos sombreados y
sin sombrear en la etapa 7 del tridngulo de Sierpinski.
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