CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS: UNA PERSPECTIVA SEMIOTICA

LENNYS FABIAN PEDRAZA ESPINDOLA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA
TUNJA

2021



CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS: UNA PERSPECTIVA SEMIOTICA
LENNYS FABIAN PEDRAZA ESPINDOLA

TRABAJO PARA OPTAR AL TITULO DE

MAGISTER EN EDUCACION MATEMATICA

DIRECTOR

Dr. PUBLIO SUAREZ SOTOMONTE

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA
TUNJA

2021



Pagina de aceptacion

Jurado

Jurado

Director

Publio Suarez Sotomonte



Dedicatoria
A mi hijo, Alan Said Pedraza Alba, quien ha sido la fuente de inspiracion en todos los
proyectos que realizo.

A mi esposa, Cristina Alba Granados, mi apoyo incondicional en los vaivenes de mi vida.



Agradecimientos

A mi madre Maria Espindola y mi hermano Cristhian Pedraza, quienes me han brindado un
apoyo incondicional en el desarrollo de mis proyectos de vida.

A mis suegros Stella Granados y Efrain Alba, quienes me han brindado un soporte en mi
diario vivir.

Al Doctor Publio Suarez Sotomonte, mi mentor en la vida académica y la persona que mas
admiro: gracias por guiar mi camino en el aprendizaje y despertar en mi un gusto por la
geometria, por permitirme aprender a su lado y brindarme su experiencia en el campo
investigativo.

A mis profesores y amigos, quienes han aportado a mi desarrollo como profesional e
investigador.

A mi amigo y colega Diego Gonzélez, quien me acompafio con consejos y propuestas en los
afos de desarrollo de esta investigacion.

A Dario Fonseca, Adriana Molina y al grupo Dinamico Pedagogia y Disefio, quienes

brindaron muchas herramientas para llevar a cabo esta investigacion.



Vi

Tabla de contenidos

T oo [0 Tol o] o] o [P PPOUP R UPPR 1
Marco de 12 INVESTIGACION ..........coiiiiiie e e e e a e e e e arra e e e e 3
Descripcion del problema de eStUIO .........cuviiiiieiiieiiee e 3
Algunas investigaciones sobre las construcciones con regla 'y COMpPAas...........cccceevevveennen. 8
Formulacion del problema de INVEStIgaCION............uvveeeiiiiiiee e 12
ODjJetivo GENETal (OG) .....ciiiiiiieiiiie ettt 13
ODjetivos ESPECITICOS ...vviiieiiiiiiee et e 13
JUSEITICACION ... e e e e et e e e nne e e e annes 14

AV =T oo I (<o o (oo PP PP PRUROPPRTUPRPTIS 16
Semiotica en la didactica de la matemAtiCa............cccvvvveeeiiiiiiee e 16

] o o PSR SPPRT 22

I T o 1 gotST =T v Uod o o USRS 24
Entradas CIasicas @ 12 gBOMELIIA ..........oiueiiiiiiiie s 29

Y F= U ool oo g (ot o) (U - | PSP 37
Elementos basiCoS de gEOMELITA..........ceeiiiiiiiee et 37

Los tres problemas de la antigliedad y las representaciones graficas .............coceeeeeeinnnen. 39
Construcciones CON regla y COMPAS........cciiiiririee e it e e e s et e e e e e e e e s e e e e e e e aaraaaee s 46
PUNTO MEAIO ...ttt e st e s e e e nnbee s 47
1YL=t = LA 2 PR TPR PSP 48
PEIPENUICUIAL ...ttt 48
PAFAIEIAS. ..o 50
=TTt L PP TTPR PSP 51
ANGUIO AOBIE ........vovieeece ettt 52
TriANQUIO EQUITALEIO......eeeieei e 53

O{UF=To | - (o [0 JAUUTTUUTT TP 53



vii

ANGUIOS NOLADIES ..ottt 55

MarcO MELOAOIOGICO ..ottt ettt e e e be e e abee s 58
Enfoque de 12 INVESTIGACION ..........oiiiiiiiie e 58
Disefio y fases de 1a INVEStIgaCION ..........cccuvvviieiiiic e 59
Relacién entre las fases de la investigacion y los objetivos especificos del estudio........... 63
Fase 1: disefio y aplicacion de la actividad ............cccovveiiiiieiiiii e 63

Fase 2: Caracterizacion de las representaciones y los obstaculos emergentes.............. 63

Fase 3: Detecciony clasificacion de elementos tedricos de las representaciones semioticas
...................................................................................................................................... 64
Fase 4: Evaluacion de procesos COgNITIVOS..........uveeeiiiriireeeiiiiiireeessiiieee e e s sinnaeee e 64
UNIdad A8 ANALISIS .....vvveeiiiie et 65
Técnicas y herramientas para la recoleccion y analisis de la informacion......................... 65
Categorias de ANALISIS .........cccuuriee e 65
Diseiio de la actividad “Aventura Espacial”..................cccoooiiiiiiiiii 67
Actividad “Aventura ESPacial” ...........cccvviiiiiiiiiiiiciic e 67
L= 0] L] o OSSO PPRP 67

=] (01O PP PPPPPPPPPTRPPPRRPRRN 68

= T 1= T TSP PTPPRR 72
Caracterizacion de representaciones y ODStACUIOS .............cccvvvveiiiiiiiiic e, 73
Analisis de representaciones de construcciones con regla y COMPAs ......ccccceevvvvveeerirnnnnnn. 73
CONSLIUCCIONES PIrIMITIVAS. . .evveeeiiiiiiiee e e ettt e e s tte e e e s st e e e e s st e e e e e s nnaraeeeesnnsrneeeeens 73
CONSLIUCCIONES PIIMAITAS ...eeeivvvvieiiiieeaitie ettt e e et e e st ee e e e et e et e e e st e e e anbeeeeaneees 77
CONSLIUCCIONES SECUNTANTAS. ....ce i eivtiiee e ettt e e e sttt e e ettt e e ettt e e e e s e e e e e s enbereeeeens 80
ANAlISiS de 1a Primera SESION. ........cuuiiiiii ettt 81
Analisis de consStrucciones PrimitiVas..........ccooiuriieeiiiiiiiie e 81
Andlisis de CONStruCCioNeS PrIMAKTAS ......uveeivreeiiieiiee ettt et e 86
Analisis de coNStrucCioNes SECUNAANTAS ........ccoiuurieiiiiieeiiiie et e st 90
Segunda sesién: Material de apoyo para construcciones con regla'y compas.................... 95

AANALISIS TEICEIA SESION ... e ettt 99



CONCIUSIONES GENEIAIES ......eiieiiiiiiee ettt e e e s e e e e e et e e e e e e eanreaee e

(2] =] =T (o - TR



Introduccion

Este estudio se realiza en la linea de investigacion de geometria e informa el proceso
investigativo con el cual se dio respuesta a la pregunta de investigacion ¢Cémo evolucionan las
representaciones de conceptos y procesos empleados por los estudiantes, relativos a las
construcciones con regla y compas griegos, de sistemas de poligonos a la luz de la teoria noético
semiotica de Duval? El marco tedrico que permitio el desarrollo del estudio corresponde al enfoque
Semidtico y, por tanto, se relaciona con sus planteamientos y metodologias, la investigacion se
desarrollo bajo un enfoque de investigacion mixta.

El proceso investigativo reportado se estructura en siete capitulos: El primero se centra en
la descripcion de las problematicas relacionadas con las construcciones con regla y compas
griegos, en donde se dan a conocer los resultados de algunas investigaciones desarrolladas en torno
a este tema y el panorama nacional desde las propuestas del Ministerio de Educacion Nacional
relacionadas a la geometria. Teniendo en cuenta las problematicas identificadas se hace un
planteamiento del problema, con la estructuracion de la pregunta de investigacion, objetivo general
y objeticos especificos.

En el segundo capitulo se abordan los referentes tedricos enmarcados en el enfoque
Semiotico, donde se presentan nociones de signo, representacion, entradas clasicas a la geometria
y se da un recorrido epistemoldgico por el desarrollo conceptual de la semidtica. Estas
herramientas tedricas permiten el desarrollo de la investigacion.

En el tercer capitulo se presenta el marco metodolégico con el cual se desarrollé el estudio:
se precisa el enfoque de la investigacion, asi como el disefio y las fases que se siguieron para el
cumplimiento de los objetivos y, por tanto, el recorrido para dar respuesta a la pregunta de

investigacion. Se describe la unidad de andlisis y las categorias procedentes de la préactica



matematica de los estudiantes. Por Gltimo, se da a conocer las herramientas y técnicas empleadas
en la recoleccion de la informacion.

En el cuarto capitulo se abordan las nociones conceptuales: elementos de geometria béasica,
los tres problemas clasicos de la antigliedad, construcciones con regla y compas, bisectriz,
mediatriz, punto medio, rectas perpendiculares, rectas tangentes, triangulo equilatero, cuadrado,
entre otros, nociones necesarias para la construccion de una actividad llamada Aventura Espacial
la cual permitio recopilar representaciones en lenguaje natural y gréaficas.

En el quinto capitulo se describen los elementos que componen la actividad Aventura
Espacial, sus fundamentos tedricos y conceptuales, usados en la construccion de la actividad, asi
como el funcionamiento de la misma, las mecanicas de juego y los elementos que priman en la
determinacion de los retos.

El sexto capitulo presenta el analisis de las representaciones usadas por los estudiantes,
caracterizandolas como construcciones primitivas, primarias y secundarias, en tres sesiones
desarrolladas por los estudiantes. El analisis cognitivo se realiza desde la interpretacion de las
representaciones dadas por los estudiantes, clasificadas en formales, mixtas y coloquiales.

En el séptimo capitulo se dan las conclusiones generales, a partir del analisis sistematico
del desarrollo de la investigacion, ademas del futuro del trabajo y las reflexiones por parte del
autor, del mismo modo se describe el cumplimiento de los objetivos especificos y la respuesta a la

pregunta de investigacion.



Marco de la investigacion

Entre todos los campos de conocimiento en los que estudiantes

deben entrar, la geometria es la que exige la actividad

cognitiva mas completa, ya que apela

al gesto, al lenguaje y a la mirada

(Duval 2016)

En este capitulo se presentan las dificultades y problemas relacionados con la ensefianza y

el aprendizaje de las construcciones con regla y compas, resultado de anélisis realizados a trabajos
investigativos relacionados con este tema, en el marco de la Educacion Matematica como ciencia.
A partir de la descripcion de las problematicas identificadas, se plantea la pregunta de
investigacion junto con el objetivo general y los objetivos especificos del estudio.

Asi mismo, se describen los argumentos que dieron origen a esta investigacion, a partir de
la comprension teorica del enfoque semidtico, alrededor de las construcciones con regla y compas.
Para este fin, se tuvieron en cuenta consultas bibliograficas y el analisis de las practicas
matematicas de un grupo de estudiantes de grado noveno, al momento de solucionar situaciones
relacionadas con construcciones empleando regla y compas.

Descripcion del problema de estudio

La necesidad que ha tenido el hombre para interpretar los fendmenos que suceden
diariamente y explicar la forma del entorno en el que vive, ha llevado a la humanidad a desarrollar
técnicas que representan y modelar situaciones, elementos y comportamientos. En particular, la
preocupacion por generar espacios que fomenten el desarrollo cognitivo de los seres humanos, ha
permitido que los estudios relacionados con la educaciéon afloren en el seno de la ciencia,
estudiando contextos, modos de aprendizaje, los contenidos a tratar, entre otros aspectos

fundamentales en la educacion.



La matematica en el contexto educativo se ha visto caracterizada por su importancia en el
desarrollo académico del estudiante, dando paso asi a un sinfin de ideas para su ensefianza. Autores
como Bueno, et al. (2012) plantean que “en el transcurso del desarrollo de las matematicas se
consideran cada vez objetos mas abstractos”, lo cual conduce al docente a repensar la forma en
que relata sus clases, es en este punto donde la didactica retoma un papel fundamental en el
quehacer del profesor. Guy Brousseau y sus colaboradores en los afios 70 proponen una teoria que
agrupa las diferentes interacciones entre el estudiante, el docente y el saber, haciendo referencia
en la elaboracion de medios impersonales que permitan al estudiante construir conceptos de
manera autdnoma. Brousseau agrupa las nociones de contrato didactico, las situaciones didacticas
y a-didacticas para dar vida a una formulacion relacionada con los fenémenos producidos en los
procesos de aprendizaje de la matematica.

Raymod Duval propone un estudio enfocado en la importancia de representar y transformar
los objetos matematicos, dando paso a una teoria de registros de representacion semiotica, cuya
importancia recae en la reflexion constante sobre la manera en que se plantean propuestas de
medios de aprendizaje para desarrollar en las aulas de clase.

En los diversos tejidos tedricos de la educacion matematica se encuentra el aprendizaje de
la geometria, la cual, desde la perspectiva semidtica, es rica en representaciones y “entre todos los
campos de conocimiento en los que los estudiantes deben entrar, la geometria es el que exige la
actividad cognitiva mas completa, ya que apela al gesto, al lenguaje y la mirada” (Duval y Saenz,
2016, p.13). En este punto es indispensable revisar la forma en que se abordan los objetos
matematicos relativos a la geometria en los niveles escolares de la educacion primaria, basica y
media, con el fin de interpretar la pertinencia de la inclusién en los curriculos, y la forma en que

es desarrollada, particularmente, lo relacionado a las construcciones con regla y compas.



Desde la perspectiva del pensamiento espacial se plantea la necesidad de desarrollar
procesos en los cuales se pueda vincular las representaciones desde varias perspectivas. “Los
sistemas geomeétricos pueden modelarse mentalmente o con trazos sobre el papel o el tablero y
describirse cada vez mas finamente por medio del lenguaje ordinario y los lenguajes técnicos y
matematicos” (MEN, 2002, p.62), esta concepcion es la que se liga en el desarrollo de los
curriculos colombianos, y su desarrollo es distribuido a lo largo de la formacion de los estudiantes.
En la Tabla 1 se muestra la distribucion de las competencias relativas a las construcciones con
regla y compas en los diferentes grados de la educacion primaria, basica y media.

Tabla 1

Estandares bésicos de competencias relacionados con la geometria

Pensamiento métrico y

Pensamiento espacial y sistemas geométricos . .
P y g sistemas de medidas

Reconozco nociones de horizontalidad, verticalidad, paralelismo  Comparo y ordeno objetos
y perpendicularidad en distintos contextos y su condicion relativa  respecto a atributos
con respecto a diferentes sistemas de referencia. medibles.

Realizo y describo procesos
de medicion con patrones
arbitrarios 'y  algunos
estandarizados, de acuerdo
al contexto.

Analizo y explico sobre la
Reconozco congruencia y semejanza entre figuras (ampliar, pertinencia de patrones e
reducir). instrumentos en procesos

de medicidn.

Represento el espacio circundante para establecer relaciones
espaciales.

Al terminar

tercer grado

Realizo construcciones y disefios utilizando cuerpos y figuras
geométricas tridimensionales y dibujos o figuras geométricas
bidimensionales.

Diferencio y ordeno, en
objetos y eventos,
propiedades o atributos

que se puedan medir
(longitudes, distancias,
areas de superficies)

Comparo y clasifico figuras bidimensionales de acuerdo con sus
componentes (angulos, vértices) y caracteristicas.

Al terminar

quinto grado

Construyo y descompongo figuras y solidos a partir de
condiciones dadas.
Conjeturo y verifico los resultados de aplicar transformaciones a
figuras en el plano para construir disefios.

Fuente (Adaptado de los Estandares Basicos de Competencias MEN, 2002).




Pensamiento métrico y

Pensamiento espacial y sistemas geométricos . .
P y g sistemas de medidas

Clasifico poligonos en relacion con sus propiedades.
Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y
propiedades de semejanza 'y  congruencia  usando
representaciones visuales.
Al terminar Resuelvo y formulo problemas usando modelos geométricos.
séptimo Utilizo técnicas y herramientas para la construccion de figuras
grado planas y cuerpos con medidas dadas.
Resuelvo y formulo problemas que involucren factores escalares
(disefio de maquetas, mapas).
Calculo areas y voliumenes a través de composicion vy
descomposicion de figuras y cuerpos.
Fuente. Adaptado de los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006).

En la propuesta de Ministerio de Educacion Nacional (MEN) no se encuentra de manera
explicita una forma de abordar las construcciones con regla y compas, y tampoco se argumenta su
importancia en la concepcion de objetos matematicos desde el punto de vista geométrico. Las
representaciones enfocadas en la constructibilidad, juegan un papel importante en la consolidacion
de la comprension, ya que permiten evidenciar hechos que dificultan los procesos de aprehension
en geometria, como por ejemplo la percepcion. Para Duval (2016) la percepcidn causa problemas,
ya que en muchas ocasiones no se disocia los aspectos de magnitudes y distincion visual, por lo
cual los estudiantes se inclinan por adoptar a la medicién como aspecto mediador en la solucion
de situaciones que requieren una representacion de tipo grafico. En los Estandares Basicos de
Competencias (EBC) planteados por el MEN (ver Tabla 1) la comprension de formas y sus
propiedades se relegan unicamente a la movilizacion de procesos matematicos desde el sentido de
las propiedades asociadas a la medicion, y se deja de lado la importancia de la concepcién de
invarianza de las formas como proceso inicial en la consolidacion de estructuras mentales relativas
a la configuracién de formas.

En cuanto a los derechos béasicos de aprendizaje (DBA, 2006), se abordan las
construcciones con regla y compas en algunas etapas de los procesos de formacion, pero tampoco

se realizan de manera explicita, quedan a criterio de los docentes su uso e incorporacién en las



mallas curriculares. En la Tabla 2 se muestran los DBA que pueden llevar a propiciar el desarrollo

de trabajos relacionados con las construcciones con regla y compas.

Tabla 2

Derechos basicos de aprendizaje relacionados con la geometria

Grado

DBA

Primero

Realiza medicién de longitudes, capacidades, peso, masa, entre otros, para ello utiliza
instrumentos y unidades no estandarizadas y estandarizadas.

Compara objetos del entorno y establece semejanzas y diferencias empleando caracteristicas
geométricas de las formas bidimensionales y tridimensionales (Curvo o recto, abierto o cerrado,
plano o sdlido, nimero de lados, nimero de caras, entre otros).

Describe y representa trayectorias y posiciones de objetos y personas para orientar a otros o a si
mismo en el espacio circundante.

Segundo

Compara y explica caracteristicas que se pueden medir, en el proceso de resolucion de
problemas relativos a longitud, superficie, velocidad, peso o duracién de los eventos, entre
otros.

Utiliza patrones, unidades e instrumentos convencionales y no convencionales en procesos de
medicidn, célculo y estimacidn de magnitudes como longitud, peso, capacidad y tiempo.
Clasifica, describe y representa objetos del entorno a partir de sus propiedades geométricas para
establecer relaciones entre las formas bidimensionales y tridimensionales.

Describe desplazamientos y referencia la posicion de un objeto mediante nociones de
horizontalidad, verticalidad, paralelismo y perpendicularidad en la solucién de problemas.

Tercero

Describe y argumenta posibles relaciones entre los valores del area y el perimetro de figuras
planas (especialmente cuadrilateros).

Realiza estimaciones y mediciones de volumen, capacidad, longitud, area, peso de objetos o la
duracion de eventos como parte del proceso para resolver diferentes problemas.

Describe y representa formas bidimensionales y tridimensionales de acuerdo con las
propiedades geométricas.

Cuarto

Caracteriza y compara atributos medibles de los objetos (densidad, dureza, viscosidad, masa,
capacidad de los recipientes, temperatura) con respecto a procedimientos, instrumentos y
unidades de medicidn; y con respecto a las necesidades a las que responden.

Elige instrumentos y unidades estandarizadas y no estandarizadas para estimar y medir longitud,
area, volumen, capacidad, peso y masa, duracion, rapidez, temperatura, y a partir de ellos hace
los calculos necesarios para resolver problemas.

Identifica, describe y representa figuras bidimensionales y tridimensionales, y establece
relaciones entre ellas.

Identifica los movimientos realizados a una figura en el plano respecto a una posicién o eje
(rotacion, traslacién y simetria) y las modificaciones que pueden sufrir las formas (ampliacion-
reduccion).

Quinto

Explica las relaciones entre el perimetro y el area de diferentes figuras (variaciones en el
perimetro no implican variaciones en el area y viceversa) a partir de mediciones, superposicion
de figuras, calculo, entre otras.

Identifica y describe propiedades que caracterizan en cuerpo en términos de la
bidimensionalidad y la tridimensionalidad y resuelve problemas en relacidn con la composicion
y descomposicion de las formas.

Fuente. Adaptado de los Derechos Bésicos de aprendizaje (MEN, 2006).



Grado DBA

Utiliza y explica diferentes estrategias (desarrollo de la forma o plantillas) e instrumentos
(regla, compés o software) para la construccion de figuras planas y cuerpos.

Propone y desarrolla estrategias de estimacion, medicién y calculo de diferentes cantidades
(angulos, longitudes, areas, volimenes, etc.) para resolver problemas.

Representa y construye formas bidimensionales y tridimensionales con el apoyo en
instrumentos de medida apropiados.

Utiliza escalas apropiadas para representar e interpretar planos, mapas y maquetas con
diferentes unidades.

Observa objetos tridimensionales desde diferentes puntos de vista, los representa segun su
ubicacion y los reconoce cuando se transforman mediante rotaciones, traslaciones y reflexiones.
Describe atributos medibles de diferentes solidos y explica relaciones entre ellos por medio del
lenguaje algebraico.

Identifica relaciones de congruencia y semejanza entre las formas geométricas que configuran
el disefio de un objeto.

Identifica regularidades y argumenta propiedades de figuras geométricas a partir de teoremas y
las aplica en situaciones reales.

Utiliza teoremas, propiedades y relaciones geométricas (teorema de Thales y el teorema de
Pitagoras) para proponer y justificar estrategias de medicién y calculo de longitudes.

Conjetura acerca de las regularidades de las formas bidimensionales y tridimensionales y realiza
inferencias a partir de los criterios de semejanza, congruencia y teoremas basicos.

Interpreta el espacio de manera analitica a partir de relaciones geométricas que se establecen en
las trayectorias y desplazamientos de los cuerpos en diferentes situaciones.

Fuente. Adaptado de los Derechos Bésicos de aprendizaje (MEN, 2006).

Sexto

Séptimo

Octavo

Noveno

En este punto se puede observar que los criterios empleados en la comprension de formas
derivan del uso de métricas, funciones y teoremas, ademas de solicitar las evidencias en torno a la
construccién de representaciones que permitan ver aspectos geométricos, sin ahondar en la
pertinencia de crearlas de una manera que no lleve a generar conflictos con la percepcién. La
importancia de construir y usar representaciones optimas que modelen situaciones, lleva a
constituir criterios de analisis en estos aspectos.

Algunas investigaciones sobre las construcciones con regla y compas

En este apartado se expondran algunos trabajos relacionados con las construcciones con
regla y compas, con el fin de evidenciar las diferentes problematicas que constituyen la
investigacion en este tema.

Un primer trabajo corresponde a Ramirez (2011) “construccion de poligonos regulares”.
En este escrito se plantea una preocupacion por las nociones y conceptos presentes en las

construcciones con regla y compas de algunos poligonos regulares. El autor plantea que “los



estudiantes no reconocen propiedades de los poligonos regulares ni sus elementos involucrados en
su construccion, estas dificultades tienen su origen en la falta de fundamentacién en geometria que
estan asociadas con obstaculos de tipo epistemolodgico, cognitivo y metodologicos” (p.1). En el
desarrollo del trabajo se presenta un capitulo de fundamentacion relacionadas con algunas
construcciones con regla y compas, con la intencion de profundizar en estos temas, dando asi
algunos elementos que permitiran emplear estas construcciones en la ensefianza de la geometria
desde el analisis y planteamiento de dos etapas del modelo de VVan Hiele, la visualizacion (percibe
los objetos en su totalidad y como unidades) y el andlisis (Percibe los objetos como formados por
partes y dotados de propiedades, aunque no identifica las relaciones entre ellas). Para lograr
realizar el andlisis, el autor plantea actividades relacionadas con los conceptos basicos de la
construccion de poligonos regulares, con el fin de afianzar propiedades y relaciones de estos. Al
finalizar, se concluye que el uso de la regla y compas favorece el desarrollo de las capacidades
cognitiva, practica, comunicativa, interpretativa, ademas de afirmar que el manejo de estas
herramientas requiere conocer y comprender parte de la geometria.

Un segundo trabajo de Itzcovich (2005) denominado “iniciacion al estudio de la geometria:
de las construcciones a las demostraciones”. En el libro se describe una perspectiva de analisis
acerca del papel de las construcciones geométricas en los procesos formativos de los estudiantes.

El autor comenta que “la practica geométrica tal como la estamos entendiendo (...) tiene
un alto valor formativo y es por tal motivo que todos los alumnos tienen derecho a acceder a ella”,
es decir por un lado los procesos empleados por los estudiantes requieren de un analisis detallado
y por otro el profesor debe realizar actividades que permitan el acceso a los objetos geométricos.
Para proponer una forma de superar estos obstaculos se plantea el interrogante “;Como ayudar a

los alumnos a comprender que los objetos con los que trabaja la geometria son teéricos y no
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reales?” a partir del cual desglosa algunos pasos para abordar “problemas geométricos”, y teniendo
en cuenta la caracteristica de que “los dibujos son leidos por los alumnos de una cierta manera que
no siempre es aceptada por la geometria”.

La intencion del libro es proponer y analizar situaciones permitan a los alumnos realizar
un trabajo geométrico articulado, para lo cual propone cuatro particularidades que deberia tener
una situacion para ser llamada “problema geométrico”. La primera particularidad hace énfasis en
la necesidad de poner en juego las propiedades de los objetos geométricos, la segunda hace énfasis
en la interaccion del estudiante con objetos que no existen en el mundo fisico, por el contrario,
pertenecen a un espacio conceptual, en donde los trazos y dibujos son meras representaciones de
estos objetos.

En la tercera realiza una significacion de la funcion de los dibujos en la solucion de
problemas, pero hace hincapié en que no son suficientes para dar una solucion empleando métodos
sensoriales. En la cuarta particularidad plantea que la validacion de la respuesta (por parte de los
estudiantes) depende de la utilizacién de las propiedades de los objetos geométricos, es decir no
se da de manera empirica, ademas dispone que las argumentaciones, a partir de las propiedades,
permiten que los estudiantes generen un nuevo conocimiento.

Por ultimo, en el texto se plantean cinco etapas para desarrollar la pregunta planteada al
inicio, y lo hace de la siguiente manera: Como primera medida se hace un analisis desde la premisa
que “bajo ciertas condiciones, las construcciones con instrumentos cldsicos de la geometria
permiten explorar, identificar, conjeturar y validar propiedades de las figuras”, para lo cual, realiza
un analisis de los datos con los que se debe construir una figura y como las relaciones entre dichos
datos y la construccion, convergen Gtil para abordar objetos geométricos. En segundo lugar,

propone un analisis de los argumentos que permiten abordar los objetos geométricos. Como tercera
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etapa se plantea la validacién de respuestas a partir de la utilizacion de argumentos conocidos de
la geometria. Como cuarta etapa plantea la relacion entre construcciones geométricas y el algebra,
con el fin de exponer la importancia de los recursos algebraicos en el intento de comunicar los
procesos empleados en las construcciones. Por Gltimo, propone una secuencia de trabajo para
abordar contenidos particulares de la geometria, para este caso angulos inscritos en una
circunferencia y angulos centrales.

Un tercer trabajo desarrollado por Menares (2013) se titula “Construcciones geométricas
solo con compas”. Este articulo inicia haciendo énfasis en la importancia de las construcciones
con regla y compas de la geometria clasica euclidiana, resaltando que la regla es un instrumento
de borde recto cuya Unica funcion es trazar lineas rectas y no realizar medidas. Bajo este argumento
plantea la demostracion por medio de ejemplos del teorema de Mohr-Mascheroni, el cual plantea
que todas las construcciones con regla y compas también son posibles empleando Unicamente el
compas. En el articulo plantea 4 items basados en la observacion hecha por Mascheroni, los cuales

son:

1. Dibujar un circulo de centro y radio dados.

2. Encontrar los puntos de interseccion de dos circulos dados.

3. Encontrar los puntos de interseccion de un circulo dado con una recta dada, definida esta
por dos puntos.

4. Encontrar el punto de interseccion de dos rectas, cada una determinada por dos puntos

dados.

El autor plantea que las dos primeras tienen solucion inmediata, por el contrario, Las dos
ultimas necesitan de una demostracién un poco mas elaborada. Para mostrar la validez de los dos

items finales, en el texto se mencionan algunos ejemplos que permiten ver la posibilidad de
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construccion empleando Unicamente compas. Al terminar el autor propone cinco problemas que
admiten consolidar la hip6tesis propuesta sobre las construcciones usando Gnicamente compas.
Formulacién del problema de investigacion

Las perspectivas planteadas hasta el momento dejan a la vista problemas frecuentes en la
realizacion de representaciones graficas y dan paso al planteamiento desde este trabajo, centrado
en las representaciones originadas de la interaccion de los estudiantes con las nociones de objetos
geomeétricos.

En este sentido, se plantea la pregunta de investigacion: ¢Como evolucionan las
representaciones de objetos y procesos empleados por los estudiantes, relativos a las
construcciones con regla y compas griegos, de sistemas de poligonos a la luz de la teoria noético
semiotica de Duval?

La pregunta planteada se aborda desde la concepcion de los problemas que pueden generar
las representaciones graficas en torno a las dificultades de comunicacion. En el desarrollo del
trabajo se propone una clasificacion de las representaciones obtenidas de la interaccion de los
estudiantes con actividades que implican el uso de construcciones con regla y compas creadas con
el fin de analizar su uso como herramienta de comprension y comunicacion. Por otra parte, se
analizan definiciones propuestas en textos académicos relacionadas con la concepcion de
poligonos, particularmente tridngulos y cuadrilateros, ademas de revisar las construcciones
propuestas en los textos. En otra instancia, se realizar una indagacién sobre la forma en que las
practicas de los estudiantes se involucran con aspectos tedrico del enfoque semidtico.

En ultima instancia se desarrolla una evaluacion sobre los procesos cognitivos de los
estudiantes con el fin de constituir un ambiente que permita la comprension del uso de

representaciones empleando regla y compas.



13
Objetivo general (OG)

Analizar las representaciones de objetos y procesos empleados en las construcciones de
formas geométricas relativas a sistemas de poligonos empleando regla y compés griegos en medio
virtual.

Obijetivos especificos

e Disefar situaciones que permitan la produccion de representaciones de objetos geométricos
relativos a sistemas de poligonos construidas con regla y compas griegos en ambientes de
geometria.

e Caracterizar en registros las representaciones y los obstaculos emergentes en la dinamica
del aprendizaje de formas geométricas construidas con regla y compas griegos, enfatizando
en las entradas clasicas a la geometria de la teoria semidtica.

e Detectar los elementos tedricos usados en los registros de representacion y su estructura,
para contextualizar el desarrollo del anélisis del enfoque semidtico de las practicas de los
estudiantes al aprender construcciones con regla y compas griegos.

e Evaluar los procesos cognitivos del pensamiento espacial de los estudiantes, involucrados
en el aprendizaje de construcciones con regla y compas griegos en ambientes virtuales de

aprendizaje.
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Justificacion

En el contexto educativo colombiano la matematica en los niveles escolares se ha dividido
en cinco pensamientos que describen las formas en que los estudiantes deben abordar los procesos
de comprension en esta asignatura. Particularmente, los Derechos Bésicos de Aprendizaje han
agrupado estos cinco pensamientos en tres vertientes, las cuales fundamentan el desarrollo
curricular de las instituciones educativas en torno a la matematica, aqui se encuentra el
pensamiento numeérico variacional, el pensamiento aleatorio y el pensamiento métrico espacial.

Este ultimo pensamiento se centra en el desarrollo de sistemas geométricos, su
representacion y conceptualizacion. Debido la incorporacién de las tecnologias de la informacion
y la comunicacion (TIC) en el &ambito académico, la representacion grafica de formas geomeétricas
se ha trasladado al uso de software, que simula los trazados necesarios para dibujar lugares
geométricos, lo cual, en muchos casos, ha reemplazado el uso conceptual de instrumentos de
trazado como la regla y el compas. Estas nuevas tecnologias han permitido que en muchos casos
las situaciones planteadas por los profesores evolucionen, pero en otros, han reducido la creacién
de situaciones que fortalezcan la comprension de objetos geométricos a partir de su construccion
geomeétrica.

El trazado de formas, es un tema que se ha relegado a la inclusion de software que simulan
su construccion, y segan Duval (2016) “entre todos los campos de conocimiento en los que los
estudiantes deben entrar, la geometria es la que exige la actividad cognitiva mas completa, ya que
apela al gesto, al lenguaje y a la mirada” (p.13), razon por la cual, es importante fortalecer la
creacion de actividades que incluyan el trazado de formas, para comprobar cualidades de objetos

y construir significados eficientes en las practicas de los estudiantes.
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Las representaciones en matematica son fundamentales, ya que de estas depende la
comprension, particularmente en geometria, es importante incluir por lo menos tres tipos de
representacion en las actividades desarrolladas por los estudiantes, una representacion en palabras
(linguistica), una representacion grafica, y representaciones que designen objetos con el fin de ser
seflalados. En referencia a las representaciones, la investigacion en didactica ha abordado este tema
con sumo interés, ya que es posible determinar conflictos asociados a la comunicacion y obstaculos
que se asocian a la identificacion de objetos en matematica.

Esta investigacion se desarrolla con el fin de indagar en la manera como los estudiantes
emplean las representaciones en situaciones que requieren el uso de la regla y el compas griegos
(a partir de ahora los términos regla y compas, haran referencia a los instrumentos con las
limitaciones griegas, ya que su uso a lo largo del trabajo es frecuente) y concretar una
sistematizacion en torno a la creacion de material de apoyo para el desarrollo de ambientes de
aprendizaje que permitan a los estudiantes superar conflictos relacionados con la construccion de

sistemas de poligonos y sus componentes, empleando la regla y el compas.
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Marco tedrico
La particularidad del aprendizaje de las matematicas hace que estas
actividades cognitivas requieran de la utilizacién de sistemas
de expresion y de representacion distintos a los del
lenguaje natural o de las imagenes
(Duval, 1991)
Esta investigacion esta contextualizada tedricamente en los registros de representaciones

semioticas y su andlisis se centra en la forma como el estudiante gestiona el lenguaje natural,
grafico y numérico, para lo cual, es necesario evidenciar las caracteristicas conceptuales que llevan
a su interpretacion. En primer lugar, es indispensable comprender que la caracterizacion y la
comprension de un objeto matematico depende de la diferenciacion de su representacién, en
palabras de Duval (1999) “no puede haber comprension en matematica si no se distingue un objeto
de su representacion” (p.13). En este capitulo se muestran nociones referentes a la semi6tica en la
didactica de la matematica, tal como, signo, representacién, sistema semidtico, comunicacion,
objeto matematico, entre otros, con el fin de puntualizar en aspectos tedricos necesarios para la
descripcidn de las estructuras de aprehension de los estudiantes.
Semidtica en la didactica de la matematica

La didactica de la matematica como ciencia cubre aspectos amplios concernientes a la
estructuracién cognitiva en el aprendizaje de las matematicas entre otras cosas. Tal es el caso de
la semidtica, la cual ha puesto un punto de sumo interés en la investigacion en educacion
matematica. Este campo de estudio ha tomado fuerza desde los afios ochenta, estudiando algunos
problemas inmediatos e inherentes a la ensefianza y aprendizaje de la matematica. Uno de los
autores mas relevantes es Raymond Duval, quien, desde los aportes de Vigotski, plantea un
esquema de investigacion basado en el papel de las representaciones en la formacion de los

esquemas cognitivos del ser humano.
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Comprender el campo de la semiética en la didactica de la matematica requiere una
profundizacién en aspectos epistemolégicos y tedricos de esta ciencia, recorrido que se hace de
manera magistral en D’ Amore, Fandifo y Iori (2013), donde se plantea una senda iniciando con
los origenes del término semidtica, pasando por Platon, Aristételes, los estoicos, Epicureos,
Euclides, hasta los exponentes modernos como Pierce y De Saussure, indagando también en
planteamientos de Piaget, Vygotsky y Eco, con el fin de sentar el precedente historico en el
desarrollo humano.

La aparicion de la semiotica en la matematica es un aspecto que ha estado presente en toda
la evolucién humana, hecho que se hace evidente cuando indagamos en la esencia de los grafos,
gestos, sefiales y aspectos que se emplean para comunicarnos matematicamente, lo cual es un
campo fundamental en lo concerniente a la ensefianza y el aprendizaje de esta ciencia. Los griegos
en su afan por comprender el universo codificaban informacion en nimeros, los cuales empleaban
para dar sentido a lo existente en su mundo sensible, esta forma de entender el entorno llevo a un
aporte significativo, segin Kline (1992):

Una de las grandes contribuciones griegas al concepto mismo de la matematica fue el

reconocimiento consciente y el énfasis puesto en el hecho de que los objetos matematicos,

nameros y figuras geométricas, son abstracciones, ideas producidas por la mente y

claramente distintas de los objetos o imagenes fisicas. (p. 54)

Este aporte llevo a los griegos a desarrollar una matematica en torno a la numerologia y la
geometria, pero lo esencial en estos aspectos, es la forma sublime en que simplificaban la
informacidn empleando signos, de los cuales se hablara en otro apartado.

Estas concepciones sobre los objetos permiten ampliar el espectro de entendimiento sobre

lo que se comunica, el poder de cada grafo empleado (signo, simbolo, explicados mas adelante) y
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como estos estructuran el sentido de una idea. En D’ Amore, Fandifio y lori (2013) se muestra que
“Platdn consideraba los nombres como medios para representar cosas en forma aproximada,
imprecisa o incompleta” (p. 23) lo cual daba un punto para comprender la separacion entre el
objeto y sus representaciones, ademas de la linea fina que une la comprensién de los objetos con
sus signos. A partir de este planteamiento el signo aparece como un aspecto fundamental en el
aprendizaje y es de hecho primordial en la comprension de los objetos matematicos.

Por otra parte, el planteamiento de Aristételes fundamentaba un aspecto esencial en la
comprension de la semidtica, el cual ligaba el pensamiento de una persona con las representaciones
producidas, de acuerdo con Eco (como se citdé en D’Amore, Fandifio y Iori 2013) para Aristoteles
“las palabras pueden ser consideradas como sintomas de las afecciones del alma, en el sentido que
una emision verbal puede ser sintoma del hecho que el emisor tiene algo en mente “(p. 28), lo cual
nos conduce a una de los pilares en la comunicacion, el intento por darnos a entender.

Asi mismo, otro planteamiento que aporta al desarrollo de la semidtica es el de los Estoicos,
quienes establecieron una relacion entre el lenguaje y las cosas, segun lo cual planteaban dos temas
de trabajo que se diferenciaban ampliamente, el primero de ellos liga al pensamiento, la realidad
y el lenguaje en una amalgama de relaciones que dan forma a las expresiones linguisticas y el
segundo es la apropiacién del signo como parte fundamental de las proposiciones en el seno del
analisis de naturaleza logica (D’Amore, Fandifio y lori, 2013, p.32), esta forma de percibir la
comunicacion desde la teoria del signo permitio desglosar a las expresiones linglisticas en partes
mas finas (el significado, el significante y el referente) y asi facilitar su analisis.

Simultaneamente los Epiclreos desarrollaban un pensamiento en torno a los sentidos, en
donde mencionaban a las representaciones como las manifestaciones de la interaccion de los

humanos con los objetos; los objetos desprenden capas de atomos que interacttian con los sentidos
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y estos crean imagenes mentales que dibujan una imagen aproximada del objeto. Para los
Epiclreos estas representaciones solo permiten conocer parcialmente los objetos, es decir, solo
muestran algunas de sus caracteristicas. El aporte de los Epiclreos permite tomar el camino
referente a la forma de pensar las representaciones propias, en las cuales Duval profundiza.

El trabajo realizado por Euclides se centra en la fundamentacion de la geometria, en donde
revela aspectos que desligan la concepcion que se tenia en la época del nimero. La introduccion
de elementos de tipo cualitativo como la recta, el punto, el segmento, entre otros permite una
renovada forma de estudiar los aspectos abstractos de la geometria. Su relacion con la semidtica
radica en el hecho de las representaciones de nimeros mediante segmentos y su construccion,
construcciones que son esquemas de descripcion de los elementos que componen la representacion
del objeto, en este caso geometrico, que se desea trabajar.

En el siglo XII Descartes se involucra en cuestiones referentes a los signos y hace su
irrupcion en la semidtica en el sentido en que particulariza una forma de representacion a partir de
la experiencia con los elementos del entorno, para él, las representaciones creadas por la
experiencia funcionan como mecanismos, que permiten asociar nuestra experiencia con un
discurso, es decir, “en la explicacion general del movimiento corporal no se hacen intervenir sino
los procesos de estimulo y respuesta, sean estos estimulos externos como los objetos fuera de la
mente o internos como las pasiones que provienen de ella” (Benitez, 2010, P. 10), seglin lo cual
nuestra idea de las cosas también adquiere un estatus derivado de lo empirico, lo cual permite el
estudio de un contexto, asi pues, Descartes también menciona a los signos que existen en la
naturaleza, en concordancia con Descartes Benitez (2010) afirma que “la naturaleza ha establecido

signos visibles que nos remiten a la existencia de entidades, realidades o “cosas en si” las cuales
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no se asemejan a tales signos” (P. 13), pensamiento que coincide con los Epicureos y son una
afirmacion del pensamiento Platonico.

En la cuspide de los estudios en torno a los signos se encuentra Charles Sanders Peirce a
quien se debe el uso actual de la palabra semidtica, estudio formal de los signos, y quien aborda
un esquema en el que las ideas pueden ser dinamizadas o alcanzadas mediante signos, segun
Radford (2006), quien afirma que la doctrina instaurada por Peirce, se centra en la manera en que
un individuo genérico utiliza signos para formar nuevas ideas y nuevos conceptos para alcanzar la
verdad, perspectiva que centra la atencion en lo cognitivo de las personas, es decir en como las
representaciones evolucionan con el fin de comunicar y significar caracteristicas, propiedades, o
incluso objetos. Por otra parte, D’Amore, Fandifio y Iori (2013) interpretan que “los signos de
Peirce son medios para representar algo para alguien, son medios de pensamiento, de comprension,
de razonamiento, de aprendizaje” (P. 54), interpretacion que centra el estudio en la forma en que
se representa un objeto.

A modo de ejemplo, en un dialogo sobre geometria, particularmente sobre triangulo, un
individuo 1 intenta comunicarle a otro individuo 2 su comprension del triangulo equilatero, para
hacerlo el individuo 1 recurre a representaciones sobre lo que entiende de triangulo equilatero y
en una primera instancia lo hace por medio de palabras, alegando que “un tridngulo equilatero
tiene lados de igual longitud”. En este momento la idea de triangulo equilatero se ha movilizado
del individuo 1 al 2 en una representacion de un aspecto particular del objeto, es decir se ha
codificado, el emisor (individuo 2) recibe esta representacion y la decodifica, convirtiéndola en
una idea, a continuacion, €l (individuo 2) emplea una nueva representacion en busca de aprobacion
por parte la otra persona (individuo 1) y lo hace mediante una representacion, en este caso grafica

(ver Figura 1, imagen de la izquierda) donde dibuja un triangulo sefialando la congruencia entre
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lados, esta representacion viaja hasta el nuevo emisor (individuo 1), es decodificada y convertida
en idea nuevamente, en donde se continua la conversacion repitiendo esta dinamica
indefinidamente, o hasta que los dos individuos consideren satisfecha su intencién de
comprension.

Figura 1l

Representaciones de un Triangulo Equilatero

un triangulo equildtero tiene lados de igual longitud

Fuente: Elaboracion propia.

Lo mencionado en el ejemplo anterior es puesto en formalidad por D’ Amore, Fandifio y
lori (2013) haciendo referencia a una interpretacion de signo dada por Pierce, donde exponen
que:

De esta definiciébn emerge una relacion fundamental que involucra tres elementos: un

representamen, es decir el vehiculo, la parte “material” del signo; un objeto, eso a lo cual

el representamen reenvia; un interpretante, es decir lo que deriva o viene generado de la

relacion entre representamen y el objeto. (P.55)

Esta interpretacion constituye uno de los aspectos fundamentales en el estudio de la
semidtica en la didactica de la matematica, ya que es bajo estos criterios, que se piensa la

comunicacion y el uso de signos.
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Con respecto a la definicidn de signo dada por Peirce, se destaca también una interpretacion
esencial sobre objeto, en donde, se da una dualidad entre la comprensién de este. El objeto puede
ser “inmediato, es decir, el objeto tal y como es representado por el signo, dinamico, es decir, el
objeto realmente eficiente, pero no inmediatamente presente; lo que guia la produccion del signo,
y de lo cual el objeto inmediato representa Gnicamente un aspecto particular”. (D’ Amore, Fandifio
y lori 2013)

Esta dualidad remite al hecho que para comunicarnos en necesario emplear mas de una
representacion (hipétesis planteada por Duval, de la cual se hablara en otro apartado), y se da en
el intercambio constante de representaciones mostradas en el planteamiento de Pierce.

A partir de este punto es necesario iniciar con la particularizaciéon de algunos elementos
necesarios en la constitucion de una comprension sobre el papel de la semiotica en la investigacion
que se plantea en este escrito.

El signo
En este apartado se dard una breve descripcion de la concepcidn sobre signo, debido a su

complejidad y extension investigativa, con el fin de puntualizar en algunos aspectos relevantes
para la investigacion.

El entendimiento concerniente a la comunicacion inicia en el seno de la indagacion sobre
los elementos que la componen. El signo es el pilar de toda forma de comunicacion, el cual es el
que evoca de manera dinamica todos los significados, imagenes, esquemas, relaciones, entre otros
(Zeccheto, 2002), referentes a objetos que se movilizan en un proceso de aprendizaje.

Nuestra naturaleza como seres humanos nos lleva a cuestionar constantemente sobre las
cosas que percibimos, y estas cosas plantean la necesidad de nombrarlas o disfrazarlas de alguna
forma que sea comprensible para las personas. Estas percepciones de las cosas son las que generan

nuestra vision del mundo y en este sentido, para los Epiclreos, el mundo es una experiencia unica
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para cada individuo, lo cual lleva a pensar que la realidad es una construccion de caracter
individual y luego compartida por medio de los elementos que empleamos para comunicar nuestra
comprension. Esta forma de ver el mundo fue la que dio origen a la necesidad de establecer estas
relaciones por medio de signos, que en sus origenes esta asociado con el termino griego semeion
y que etimoldgicamente hace referencia a un sintoma, para los griegos una afeccion del alma.

La relacion con las cosas permite pensar el sentido de la existencia de los signos, desde la
perspectiva de las cosas como seres, segun Zecchetto (2002) “si queremos tener un contacto
significativo con la realidad o sea, con el ser y los seres, nos vemos obligados a construir otros
seres llamados signos y ellos nos permiten captar las cosas con algun significado” (P. 66). Esta
relacion se puede ver claramente en los procesos de construccion del lenguaje en un nifio, donde
en su afan por comprender el mundo codifica lo que persibe en ruidos, y poco a poco refina estos
signos hasta llegar a construir una palabra (signo linguistico) que le permita comunicar su afeccion.
En matematica, es necesario poder vincular este proceso, ya que de este depende enteramente la
constitucion de una comunicacion global y efectiva.

Pierce plantea tres tipos de signos de acuerdo con su relacion con el objeto, el primero es
el icono, el cual tiene una relacién con el objeto de manera directa, es decir, posee alguna cualidad
del objeto, el indice sefiala cualidades del objeto, asi pues, no se parecen a los objetos, pero evocan
de manera directa al objeto. Por altimo, esta el simbolo, que estd relacionado con el objeto
mediante el interpretante, el cual le da sentido teniendo en cuenta un acuerdo estipulado en la
relacion comunicativa (D’ Amore, Fandifio y lori 2013).

En la Figura 2 se muestran los signos en un ejemplo particular de concepcion sobre un

segmento, la imagen de la izquierda es el icono de un segmento, la imagen central es la palabra
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que funciona como indice, ya que conduce al objeto una vez se lee, la imagen de la derecha es un
simbolo del segmento, el cual solo tiene sentido si un interpretante lo asocia con el objeto.
Figura 2.

Signos del Objeto Segmento

Segmento AB

Fuente: Elaboracion propia.

La representacion

En la década de los 90 Raymond Duval plantea un panorama de analisis de las insidias
generadas en la educacién matematica, abriendo asi un campo de estudio en la didactica de la
matematica enfocado en el analisis semidtico, tomando como eje fundamental las representaciones
presentes al momento de abordar y conceptualizar objetos matematicos. Duval en su libro Semiosis
y Pensamiento Humano, aborda la importancia de la representacidn en los procesos de aprehensién
desde la perspectiva de Piaget, en donde “lo que puede parecer un error es considerado una vision
distinta de las cosas o de otra logica” (Duval, 1999, p. 25), lo que lleva a pensar las diferentes
formas en que las representaciones permiten abordar objetos matematicos.

Las representaciones son el eje fundamental en los procesos de cognicion y han aparecido
como diversas interpretaciones, en particular como tres acepciones importantes, tal y como lo
plantea Duval (1999). La primera de ellas es propuesta por Piaget y consiste en el proceso de
evocacion de los objetos ausentes por medio de representaciones mentales, esto en el marco de la

apropiacion del entorno por parte de los nifios en el Gltimo estadio de la inteligencia sensomotriz.
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La segunda se presentd como representacion interna o computacional, que se centra en los sistemas
de simbolos que son necesarios para la aprehension y que, por el contrario de la propuesta de
Piaget, se trata de codificar informacion (Duval, 1999, p. 26). La tercera forma se muestra como
representacion semiotica, en esta concepcion los sistemas de simbolos empleados como
representacion son susceptibles de ser transformados en representaciones equivalentes, las cuales,
desde el punto de vista de Pierce, pueden llegar a significar otra cosa para un interpretante (Duval,
1991, p. 26-27).

Estas interpretaciones de la representacion dejan al descubierto la fragilidad de la mente al
momento de construir estructuras de concepciones, ya que es relativamente sencillo crear una
estructura erronea o parcialmente acertada, de aqui también se efectlan investigaciones sobre las
teorias de errores y obstaculos, tal y como se plantea en D’ Amore (2006).

La comprension profunda de las dificultades que entrafia la conciencia de trabajar pensando
en la pertinencia de las representaciones, atormenta hasta al maestro mas experimentado, ya que
implica la concepcion de su clasificacion y diferenciacion, en este punto, Duval (1999) plantea un
cuestionamiento de sorprendente profundidad, ¢Qué tienen en comun fendmenos tan diferentes
como creencias, codificacion de la informacion, expresiones linglisticas, imagenes mentales o
figuras trazadas sobre un soporte fisico, para que a todos se les clasifique bajo el término de
representacion? (p. 32) de donde describe una clasificacion desde dos miradas, la oposicion
interno/externo y la oposicion consciente/no-consciente.

La conciencia para Duval (1999), se traduce en el estatus de presencia de algo, que para el
interpretante se convierte en objeto (P. 32), foco de su atencion, y que lo lleva a intentar
comprenderlo desde varias miradas. La no-conciencia se asocia con la incapacidad de observar

elementos, factores, signos, entre otros, los cuales no se asocian como objeto y se pierden del
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interés de su comprension (Duval, 1999, p.32). Pasar de la no-conciencia a la conciencia se
interpreta como un proceso de objetivacion, el cual para Duval (1999), “corresponde al
descubrimiento por el sujeto mismo de aquello que hasta entonces no sospechaba, incluso si otros
se lo hubieran explicado” (p. 32). Este proceso despierta en el sujeto un sinfin de conexiones
cognitivas que amplian su panorama de comprension sobre los objetos.

Por otro lado, “la oposicidon externo/interno es la oposicion entre lo que de un individuo,
de un organismo o de un sistema es directamente visible y observable y lo que, por el contrario no
lo es” (Duval 1999, p. 33), de hecho, una grafica, un dibujo, una palabra son expresiones que
traducen nuestra forma de ver a los objetos, dicho en otras palabras: si la expresion forma parte de
la esfera de lo material, hablaremos de representaciones publicas (o externas, si por externas
entendemos que forma parte de la esfera de lo publico), mientras que, si forma parte de la esfera
de lo mental, hablaremos de representaciones privadas (o internas, si por interna entendemos no-
publica) (Font 2000, p.5).

Las representaciones externas juegan un papel fundamental en los procesos de
comunicacion, ya que se trata de la exteriorizacion de pensamientos (representaciones internas)
con el fin de que un interpretante conciba los pensamientos del emisor, esta interpretacion por
parte del interpretante solo es posible si conoce el mismo sistema semidtico que el usado por el
emisor (Duval 1999, p.33).

Estas dos formas de interpretar la representacién dan validez al hecho de que son el
producto de una interaccién con el objeto en sus diferentes formas de verlo, al respecto, Suarez y
Reyes (2018) comentan que “uno de los medios para que se produzca el aprendizaje es comprender
y encontrar el significado en las representaciones del objeto que es abstracto” (P. 83), lo cual lleva

a que cada representacion permita visibilizar un aspecto concreto del objeto del cual se esta
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hablando, y la comprension radica en la identificacion de los que hace significar cada
representacion.

Pero no es suficiente con identificar las cualidades o caracteristicas en concreto que se
tratan en las representaciones del objeto, es también necesario comprender que “las distintas
representaciones de un mismo objeto no presentan las mismas propiedades y a su vez ninguna de
las representaciones de ese objeto es completa” (Damisa y Ponzzeti, 2015, p.136), lo cual, lleva a
considerar la cantidad y la pertinencia de las representaciones que se emplean en una clase, lo que
en palabras de Duval (1998) desemboca en que:

Para los sujetos una representacion puede funcionar verdaderamente como una
representacion, es decir, permitirle el acceso al objeto representado, solo cuando cumplen
dos condiciones: que dispongan de al menos dos sistemas semiéticos diferentes para
producir la representacion de un objeto, de una situacién, de un proceso (...) y que
“espontaneamente” puedan convertir de un sistema semiotico a otro las representaciones
producidas, sin siquiera notarlo (p.30)

La produccion de representaciones es una accién indispensable en un proceso de
aprehension, ya que de ellas depende la determinacién de la forma pura del objeto estudiado. En
este proceso una persona debe transitar por algunas etapas que permiten la formacion de una idea
clara del objeto. Hay que notar, la necesidad de crear representaciones semidticas y
representaciones mentales, las cuales son el paso de la conciencia y la no conciencia, ademas de
incluir las representaciones externas e internas (Duval, 1999).

Las representaciones semidticas guardan una relacion estrecha con la percepcion sensorial,
ya que permiten observar cualidades del objeto que toman un estatus iconico, y son indispensable

para sefialar o resaltar atributos propios del objeto, ya que son a la vez representaciones conscientes
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y externas (Duval, 1991, P. 34), y es debido a que el objeto guarda relaciones con sus
representaciones, como lo plantea Pierce, en el sentido iconico, si los signos empleados
representan al objeto por medio de una semejanza simplemente cualitativa, lo que constituye una
imagen.

La relacién es estructural, como en el caso de un diagrama, cuando la representacién evoca
relaciones entre cualidades, como en el caso del dibujo de un poligono, en el cual la relacién entre
lados y superficie desemboca en el &rea. La relacion entre semejanza (metafora), que liga las
cualidades de un objeto a situaciones concretas, como en el caso de usar un poligono para analizar,
por ejemplo, la superficie de un terreno (D’ Amore, Fandifio y Tori, 2013, p.64). Teniendo en cuenta
estas relaciones las representaciones semioticas se clasifican en analogicas y no analogicas (Duval,
1991, p. 34).

Asi mismo, se puede hablar de representaciones mentales, para las cuales, es imperativo
entender que es una imagen mental. Segin D’ Amore (2006):

Una imagen mental es el resultado figural, proposicional o mixto producido por un
estimulo (interno o externo). La imagen mental se halla condicionada por la experiencia
personal, por las influencias culturales, por los estilos personales, en pocas palabras se trata
de un producto tipico del individuo, pero con constantes y connotaciones comunes entre
individuos diferentes. Puede mas o menos elaborarse conscientemente (pero también esta
capacidad de elaboracion depende del individuo). Sin embargo, la imagen mental es interna
y, al menos en primera instancia, involuntaria (p.164).

Aqui la imagen mental funciona como una interpretacion de los estimulos, y trabaja como
un mediador en el proceso de comunicacion, para interiorizar representaciones de la esfera de lo

publico e interiorizarse para crear nuevas representaciones.
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Las representaciones mentales cumplen un papel primordial en la comprension del entorno,
ya que, al guardar una relacién con lo sensorial, son las que permiten mirar el objeto en ausencia
total de un significante perceptible (Duval, 1991), como en el caso de ver el dibujo de un cuadrado
e identificar sus diagonales, aunque no se encuentren dibujadas (Figura 3).

Figura 3

Visualizacion de Diagonales en un Cuadrado

Fuente: Elaboracion propia.

La relacién entre las representaciones mentales y semioéticas se ve ligeramente
relacionada con las exteriorizacion mediante representaciones semidticas de las representaciones
mentales, en el sentido, que las segundas requieren de una fuente arraigada no solamente en lo
conceptual, sino en la incorporacién de fantasias y creencias, en el sentido que estas
concepciones son las que generan la interiorizacion de una representacion, para posteriormente
realizar tratamientos y hacerlas visible en un contexto en el que intervienen los protagonistas de
una comunicacion bilateral.

Las transformaciones efectuadas sobre las representaciones semioticas son de dos tipos,
en la primera se efectlian representaciones semidticas correspondientes al mismo registro de
representacion, se conoce como tratamiento, mientras que las otras estan relacionadas con
representaciones del mismo objeto que se encuentran en registros diferentes, lo que conoce como

conversion (Duval, 1991).
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Realizar un tratamiento sobre sobre una representacion implica concebir diferentes
cualidades del objeto al que se hace referencia, lo cual permite partir de una representacién en un
registro, y pasar a otra representacion, del mismo registro, que actie como mediador en la
solucidn de una situacion concreta (Duval, 1991), esta habilidad permite identificar en un
aprendiz la manera en que interpreta al objeto, teniendo en cuenta las representaciones que
emplea, por ejemplo, mostrar cuatro puntos y ser capaz de identificar que representan un
cuadrado para posteriormente trazar diagonales, lados o &ngulos que expandan la calidad de la
representacion inicial.

Al hablar de conversidn, se puede interpretar desde las acciones de traduccion,
transposicion, codificacion, interpretacion, entre otras, que permitan sefialar alternativas de
representacion de una cualidad de un objeto, cambiando de registro de representacion (Duval,
1991), esta operacion se efectla sobre representaciones externas, en las que se interpreta
informacidn de una representacion de partida y se muestra en otra que permite una comprension
desde una perspectiva nueva.

Los cambios de registro son primordiales en el aprendizaje de la geometria, ya que es
necesario tener a disposicion representaciones que permitan ver la figura en todas sus
dimensiones. Ver en geometria requiere tres registros, el de escrituras simbdlicas, el del lenguaje
y el de representaciones sinopticas, que son incompatibles entre si, pero necesarias para la
comprension (Duval, 2015). Estos tres registros dejan en evidencia que, desde el punto de vista
matematico, la figura deja ver ciertas relaciones sobre los trazos que la componen y que las
propiedades que determinan todo lo que representa son la forma en que la figura se debe ver, ya
que estas determinan las cualidades, indispensables en la solucion de un problema que requiera

de su uso (Duval, 2015).
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Enunciar las propiedades de una figura es una accién necesaria, ya que al movilizarse en
un registro de representacion de lenguaje permiten designar y definir propiedades, las cuales
posibilitan la construccion de inferencias validas. Tener conciencia sobre las diferentes maneras
de ver es indispensable para comprender y utilizar conocimientos en geometria.

Entradas clasicas a la geometria

Para abordar este tema se dara un ejemplo que sera descrito en cuestion. Si tenemos una

forma (Figura 4), a simple vista podemos clasificarla como cuadrado o rectangulo. Pero entender

la forma desde solo sus atributos iconicos nos sitla en la forma de ver del Botanico.

Figura 4

Un cuadrado de lado x unidades

Fuente: Elaboracion propia.
Esta entrada clasica “se trata de aprender a reconocer y a nombrar las formas elementales
que se utilizan en geometria plana” (Duval y Saenz, 2016, p. 17). Clasificar la forma en este primer
intento es trivial e ingenua, ya que se requiere de un conocimiento mas amplio de las cualidades

de la forma observada.
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Se puede iniciar describiendo las caracteristicas que su representacion deja ver. La forma
corresponde a un cuadrilatero, en este punto se esta evidenciando la cualidad de tener lados, que
posteriormente se cuentan, que a su vez son segmentos, por lo cual es un poligono.

La forma se puede clasificar en una primera etapa de acuerdo con las propiedades de estos
lados, por ejemplo, su cantidad, en este caso 4. Si ahora se comparan estos lados entre si, se puede
inferir si cuenta con lados congruentes o no. Las clasificaciones de cuadrilateros que se crea
tomando como criterio la comparacion de solo sus lados son los equilateros y no equiangulos.

Este proceso de medicion se puede llevar a cabo empleando dos instrumentos ancestrales,
la regla y el compas (instrumentos de los que se hablara en otro apartado). Se seleccionan dos
lados (segmentos) de la forma, a continuacién, se toma el compas y se abre de tal manera que la
punta coincida con uno de los extremos de uno de los lados, y el grafito coincida con el otro
extremo. Con esta medida (sin cerrar el compas), se transporta el compas al otro lado, de tal manera
que la punta del compas coincida con uno de los extremos. A continuacion, se traza una
circunferencia o un arco, que se intercepte con el lado (en uno de los posibles casos el arco no se
tocara con el segmento). Si el arco coincide con el otro extremo del lado, se puede decir que los
segmentos tienen la misma medida, en el caso que el arco corte al lado en un punto diferente al
extremo, se puede decir que este lado, respecto al tomado inicialmente, es de mayor longitud. En
el caso en que el arco no corte al lado, se puede decir que el segmento es de menor longitud que el
inicial.

En el caso de que se trate de un cuadrilatero equilatero se puede clasificar en el nivel de los
paralelogramos y no paralelogramos. Para ser paralelogramo se debe incluir la medicion de otra

cualidad, los angulos internos (explicar la manera en que se pueden comparar angulos empleando
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solo la regla y el compas se tratara en otro apartado, pero para efectos de esta situacion se incluird
el uso de un transportador).

Empleando este nuevo instrumento podemos medir los &ngulos internos y se pueden
presentar cuatro casos.

El primero es que por lo menos dos angulos sean congruentes, el segundo, que dos angulos
congruentes sean opuestos (por consecuencia el otro par de angulos son congruentes), el tercer
caso es que todos sean congruentes y, el ltimo caso es en el que ningln angulo es congruente. Si
combinamos la manera en que podemos medir la forma, obtendremos todas las clasificaciones
posibles de la forma (de este tema se hablara mas adelante).

Esta manera de ver moviliza las propiedades geométricas con fines de medir, a la cual
Duval (2016) llama la entrada clasica del Agrimensor gedmetra. Esta entrada “se trata de aprender
a medir longitudes de un terreno, del suelo, o distancias entre dos puntos de referencia, y anotarlas
sobre un dibujo que toma el estatus de plano” (Duval y Saenz, 2016), y este proceso se torna
complejo para el observador inexperto (aunque un experto podria presentar dificultades).

El caracter iconico de las formas es de vital importancia para la comprension en si de la
forma, ya que es la primera impresion que permite al observador crear una referencia mental, pero
es necesario que los elementos planteados en un grafico, en un dibujo o diagrama, vengan
acompariadas de leyendas que codifican informacion adicional (Duval y Saenz, 2016).

La representacién grafica de formas requiere del uso de instrumentos que ayuden a guiar
los trazados hechos con la mano, estos a su vez son indispensables para el trazado de formas, ya
que permiten verificar las propiedades implicitas de la forma.

Construir un cuadrado requiere de la comprensién de cualidades como la longitud, la

congruencia, medidas de angulos, entre otras. En primer lugar, es necesario construir un segmento,
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a continuacion, trazar dos perpendiculares al segmento, una que pase por uno de los extremos del
segmento y la otra por el otro extremo. Luego se transporta la medida del segmento inicial a cada
una de las perpendiculares desde los extremos del segmento. A continuacion, se unen las dos
perpendiculares con el trazado de un segmento, lo cual deja visible la forma del cuadrado (figura
5).

Figura 5

Una Construccion de un Cuadrado

Fuente: Elaboracion propia.
Esta representacion grafica solo es posible desde la entrada del Constructor, que segun
Duval y Sdenz (2016) es la entrada necesaria, y constituye los procesos empleados para el trazado
de las formas, aqui, las propiedades se pueden hacer visibles al momento de su construccion.
El trazado de la forma requiere de una serie de instrucciones en la que el estudiante puede
evidenciar que las propiedades estan presentes de manera implicita, y son indispensables para su

comprension.
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Por otra parte, el dominio de las cualidades iconicas y no iconicas de la forma, permite
realizar transformaciones sobre ella. Para este uso heuristico es necesario poder dividir la figura
en unidades figurales, como en el caso de un rompecabezas; a esta division se le llama
mereoldgica, la cual hace referencia a la division de un todo en partes que se pueden yuxtaponer
o superponer (Duval & Séaenz, 2016). La descomposicion mereoldgica es posible realizarse de
tres formas; estrictamente homogénea, homogénea o heterogénea.

La descomposicion estrictamente homogénea, consiste en romper la figura inicial en
unidades figurales, que por lo general se realizan por medio de una cuadricula, la cual cumple la
funcidn de soporte de representacion (Figura 6). La descomposicion homogeénea (Figura 7) se
hace en unidades figurales de diferentes formas a la figura de partida, pero todas ellas tienen la
misma forma. La descomposicion heterogénea (Figura 8), consiste en descomponer una figura en
unidades figurales de diferentes formas (Duval y Saenz, 2016)

Figura 6

Desconstruccion mereologica estrictamente homogénea

/ / /////:///

Fuente: Adaptado de Duval y Séenz (2016, p.29)

Figura7

Desconstruccion mereoldgica homogénea

[T T

Fuente: Adaptado de Duval y Saenz (2016, p.29)
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Figura 8

Desconstruccion mereoldgica heterogénea

[T — N A

Fuente: adaptado de Duval y Séenz (2016, p.29)

Fuente: adaptado de Duval y Saenz (2016, p.29)

En la comprension de formas se considera también la descomposicion dimensional de las
formas, en la que es necesario comprender una forma a un nivel de entender las relaciones de
objetos representados por unidades figurales en 0, 1 y 2 dimensiones. La deconstruccion en
esencia requiere de una revolucion cognitiva que transforme el funcionamiento de la
visualizacion, enfocando la atencion en un cambio de mirada, propicio para comprender muchos
elementos de las formas geométricas (Duval y Saenz, 2016).

La descomposicion por deconstruccion dimensional requiere de la reorganizacion visual,
determinando los elementos figurales que constituyen a las formas, articulando necesariamente
esta actividad con el discurso. El uso del lenguaje para justificar el trazado de formas requiere de
una organizacion de los trazos, partiendo de la determinacion de puntos para la representacion de
rectas, a partir de estas se constituyen segmentos y la delimitacion de estos permiten la

identificacion de poligonos (Duval, 2004)
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Marco conceptual
Dos maneras de ver las figuras que se requieren en la ensefianza de las matematicas:
una, centrada en la construibilidad de las figuras con ayuda de instrumentos,
y la otra, centrada en su enriquecimiento heuristico para hacer
aparecer formas que son las que la mirada ve.
(Duval y Séenz, 2016).

El capitulo presenta nociones sobre elementos basicos de la geometria como el punto, el
segmento, la recta y la circunferencia, ademas de su uso representacional en el desarrollo de este
trabajo. Por otro lado, se presenta una breve descripcion de los tres problemas clasicos de la
antiguedad y su implicacién en el desarrollo de la geometria. Asi mismo, se hablara sobre los
instrumentos regla y compas y su importancia en las construcciones de lugares geométricos y de
algunos poligonos como triangulos y cuadrilateros. La comprension de estas nociones
conceptuales permite al autor caracterizar las representaciones obtenidas en la aplicacion de las
actividades creadas para este trabajo.

Elementos bésicos de geometria

El reconocimiento de los objetos punto, segmento, recta y circunferencia son primordiales
para el desarrollo conceptual de la geometria, muchos de ellos se abordan desde sus
representaciones, lo cual permite describir algunas caracteristicas y usos de estos.

La definicion de estos elementos es un tema de estudio en educacion matematica tiene una
amplia trayectoria, segin D’Amore y Pinilla (2013) en muchos casos se confunden con
denominaciones y descripciones, ya que su construccion representa conflictos de tipo conceptual,
por este motivo en este apartado solo plantearemos interpretaciones dadas por algunos autores y
como se usaron en el trabajo.

En primer lugar, tenemos al punto, el cual es considerado como un pilar de la geometria,

su definicién es compleja de proponer, pero es posible crear una nocion a partir de sus usos. En
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Clemens, O'Daffer y Cooney (1998) se trata al punto como parte de un objeto fisico, como la marca
mas pequefia que se puede dibujar o como una idea o abstraccion que no puede definirse con
términos sencillos, es decir es indefinido. En las dos primeras se habla de este objeto en términos
representacionales, lo cual desemboca en conflictos relacionados con la confusion del objeto con
su representacion, aungue son de extrema utilidad para entenderlo. En Rich (1991), se aborda
desde los aspectos representacionales, como indicales, es decir, un punto solo tiene posicién, se
puede representar mediante un dibujo, pero se hace referencia en no confundir con el objeto,
ademas se menciona la designacion empleando una letra mayuscula. Para efectos de este trabajo,
el punto se entiende como una posicion en un plano, un lugar al cual sefalar, también como el
lugar de interseccion de dos curvas o rectas.

En el caso de la recta, en Rich (1991), se determina en términos de representacion, es decir,
una recta se puede representar por medio de un trazo guiado por un instrumento, 0 como una banda
estirada, ademas como un punto en movimiento que no cambia de direccidn, dando argumentos a
la representacion mediante un gis. En Clemens, O'Daffer y Cooney (1998), la recta se aborda como
parte de una situacion fisica, como la linea mas delgada que se puede dibujar, como una idea o
abstraccion, lo cual esta dado en términos de un desplazamiento o una trayectoria infinita,
interpretacion que tomaremos para este trabajo.

El segmento se puede entender a partir de la comprension del objeto recta, ya que muchas
de sus descripciones estan en funcién de ella, como lo sefiala Alexander y Koeberlein (2013) en
donde, “un segmento de recta es la parte de una recta que consiste en dos puntos, conocidos como
puntos extremos, y todos los puntos entre ellos” (P. 22), o como se puede ver en Pogorélov (1974),
“Se llama segmento AB a la parte de la recta a cuyos puntos son todos los puntos X de la recta

situados entre A 'y B. Los puntos A y B se denominan extremos del Segmento” (p. 17), o una
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interpretacion similar dada en Clemens, O'Daffer y Cooney (1998) “un segmento, AB, es el
conjunto de los puntos A y B y de todos los puntos que estan entre A y B” (p. 17), estas
interpretaciones permiten crear una representacién gréafica a partir de las representaciones
empleadas para la recta. Por Gltimo, en Samper, Echeverry, y Molina (2013) se plantean cuatro
“definiciones” que recogen y amplian las interpretaciones dadas por los autores anterior mente
mencionados, en la primera, se considera al segmento como un conjunto de todos los puntos que
estan entre dos puntos fijos, lo cual dificulta una comprension de la geometria dindmica, en la
segunda, el segmento es el conjunto de todos los puntos que estan entre dos puntos, que estan sobre
la recta que los contiene, la tercera, plantea que es un subconjunto de una recta, y por ultimo, es el
conjunto que consiste de dos puntos Ay By todos los puntos entre ellos. Estas interpretaciones
son utiles para lograr una aproximacion al objeto, aunque pueden acarrear diferentes obstaculos.
En este trabajo se interpretara al segmento en el sentido representacional, como una porcion de
recta limitada por dos puntos.

Por ultimo, abordaremos a la circunferencia. Este objeto geomeétrico posee caracteristicas
asombrosas, que ya los griegos habian adoptado para construir muchas nociones geomeétricas.
Autores como Alexander y Koeberlein (2013), Pogorélov (1974), Rich (1991) y Clemens,
O'Daffer y Cooney (1998), coinciden en describir a la circunferencia como el lugar geométrico en
el que todos los puntos equidistan de otro llamado centro, que es posible representar empleando
un instrumento como el compas. Esta interpretacion es tomada para el desarrollo de este trabajo.
Los tres problemas de la antigiiedad y las representaciones graficas

La necesidad de emplear representaciones graficas es un hecho que ha sido evidente a
través de la historia. “los griegos querian nimeros exactos expresados racionalmente y al no ser

exactamente calculables los irracionales, buscaron la manera de representarlos, de construirlos
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geométricamente” (Sanchez, 1994, P.2), dando paso al planteamiento de tres problemas
indispensables en el estudio de las construcciones con regla y compas, Ilamados los tres problemas
de la antigiiedad.

Dichas construcciones tienen como soporte tres de los cinco postulados de Euclides,
propuestos en el libro de los elementos, los cuales se transcriben como sigue.

Postulado 1. Trazar una linea recta desde un punto cualquiera a otro punto cualquiera.

Postulado 2. Prolongar de una manera ilimitada en linea recta, una recta limitada.

Postulado 3. Describir un circulo para cada centro y cada radio.

Estos reciben el nombre de “postulados de construccién y de ellos se desprenden algunos
teoremas de suma importancia en la geometria, y por los cuales la regla y el compas reciben la
designacion de “herramientas euclidianas”. Con ellas un punto se determina por medio de la
interseccion de dos rectas, de dos circulos o de una recta y un circulo” (Sanchez, 1994, P.6). Los
teoremas de construccion son:

Teorema 1. Sobre un segmento dado construir un triangulo equilatero.
Teorema 2. Dado un punto construir un segmento igual a un segmento dado.
Teorema 9. Bisecar un angulo rectilineo dado.

Teorema 46. Construir un cuadrado sobre un segmento dado.

Retomando los tres problemas de la antigtiedad, el primero de ellos, consiste en encontrar
la construccion de un cuadrado que tenga la misma area de un circulo dado o viceversa, para lograr
estas construcciones se seguian normas que describe Kline citado por Sdnchez (1994) como sigue:

la restriccidn de la linea recta y los circulos, auto impuesta y arbitraria, fue motivada por el

deseo de guardar la simplicidad en la geometria, guardar la armonia y por tanto apelaba a

la estética. Platdon tenia otras razones de igual peso para imponer la restriccion. La
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introduccién de instrumentos mas complicados que podrian ser adecuados a las

construcciones requieren destreza manual indigna de un pensador. Platon opinaba que

empleando instrumentos complicados la bondad de la geometria es colocada y destruida,
pues nuevamente la reduciriamos al mundo de los sentidos en lugar de llevarla e imbuirla
con las imagenes eternas e incorporeas del pensamiento, asi como son empleadas por Dios

(P.6).

Esta restriccion permiti6 que los intentos de solucion dieran origen a métodos
extravagantes y cada vez mas complejos, como por ejemplo el propuesto por Antifon (420 a. C.)
“quien consigui6 acercarse bastante a la solucion del problema al considerar un circulo como el
limite de una sucesion de poligonos regulares inscritos en él, cada poligono con el doble del
namero de lados del anterior en la sucesion” (Sanchez, 1994, P.16).

Este intento de construccion necesita claramente de algunas representaciones graficas de
caracter semidtico, pero para comprender el significado de esta en el infinito es necesario recurrir
a representaciones mentales, las cuales solo pueden ser exteriorizadas por otras representaciones
semidticas de caracter descriptivo en lenguaje formal o en su defecto en lenguaje natural, es decir,
“el desarrollo de las representaciones mentales se efectia como una interiorizaciéon de las
representaciones semidticas de la misma manera que las imagenes mentales son una interiorizacion
de los preceptos” (Vigotski, 1985; Piaget, 1968; Debia, 1989; citados por Duval, 1999, P. 16).

Otro intento por conseguir cuadrar un circulo dio origen al estudio de las lunulas y fue
propuesto por Hippocrates de Chios (470 A. C.), el cual permitio cuadrar algunas areas curvilineas,
pero no dio una solucion al problema.

Una propuesta pensada desde los intentos de solucién de este problema, permitié también

cuadrar areas de cualquier poligono, como lo muestra Sanchez (sf) “primero descomponian el
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poligono de n lados en n-2 triangulos con un vértice comdn, enseguida cuadraban cada tridngulo
(figura 10) y por ultimo unian las reas de los cuadrados usando el teorema de Pitagoras (figura
11)” (p. 7). Esta ingeniosa propuesta se valia de representaciones graficas del teorema de Pitagoras,
y llevaba a que los griegos emplearan deconstrucciones dimensionales, las cuales son de suma
importancias en la geometria, ya que “la manera matematica de ver las figuras consiste en
descomponer cualquier forma distinguida, es decir, reconocida como una forma nD/2D, en
unidades figurales de un nimero de dimensiones inferior al de esta forma” (Duval, 2016, p. 28),
ademas de proponer otro tipo de representacion en un lenguaje algebraico como se muestra en la
figura ##, la cual permite comprobar la coherencia de la propuesta, “Dicho de otra forma, la marca
de un punto sobre un trazo o fuera de €l (por ejemplo para fijar los extremos de un segmento o su
punto medio) corresponde a una codificacion simbolica. jEs ademas a esta codificacion simbolica
a la que se le asocian generalmente letras!” (Duval, 2016, p. 28).

Figura 10

Construccion de la Triseccion de un Triangulo Empleando Regla y Compas.

" o
]

I

I

r

Fuente: Adaptado de Sanchez (1994, p.8)
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Figura1l

Forma Empleada por los Griegos para Cuadrar Cualquier Poligono

s nﬁﬁ__“*h S+T

S+T+U+V

S+T

Fuente: Adaptado de Sanchez (1994, p.7)

El segundo problema planteado por los griegos es la triseccion de angulos, el cual consiste
en encontrar un método para dividir un angulo en tres partes iguales empleando Unicamente las
herramientas Euclidianas, en donde se dieron diversas aproximaciones. Por ejemplo, el método
mostrado en Sanchez (1994):

“inventaron un método que los llevaba a reducirlo a otro problema. Este método recibid el
nombre de neusis que en espafiol se traduciria por inclinacion o aproximacion y consiste en lo
siguiente: Supongamos que ABC es el angulo dado. Se traza AC perpendicular a BC, se
completa el paralelogramo ACBF y se prolonga el lado FA hasta E de tal manera que si BE
corta a AC en D entonces DE = 2AB.

Se biseca DE en G y se une A con G. Entonces

DG=GE=AG=ABYy<ABG=<AGB=2<AEG=2<DBC
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Puesto que FE y BC son paralelas. Entonces como

<ABC=<AGB +<DBC =3<DBC se tiene que < DBC =1\3 < ABC y el < ABC es trisecado
por BE. Asi el problema se reduce a encontrar BE de tal manera que corte a AC y AE haciendo
DE =2AB” (p.24)

Otra propuesta interesante es la planteada por Nicomedes (c. 200 A. C), conocida como la
conoide, la cual plantea una solucion mecénica, basada en el método de la neusis, en donde se
propuso un instrumento que dibuja esta curva.

Por otra parte, Arquimedes (c. 287-211 A. C) propone en Liber Assumptorum una serié de
lemas en donde uno de ellos permite la triseccion de un angulo, el cual es descrito por Sanchez
(1994) como sigue:

“sea AB una cuerda de un circulo con centro O. Se prolonga AB en linea recta hasta C de tal
manera que BC sea igual al radio; si CO encuentra al circulo en los puntos D y E entonces el
arco AE sera igual a tres veces el arco BD.” (p. 27)

Esta propuesta concluye que la solucion no es plana.

Otro aporte importante lo da Hipias de Elis, quien propone la cuadratriz como método de
solucion.

El ultimo problema es la duplicacién del cubo, que segun Eves citado por Sanchez (1994)

muestra la leyenda que dio origen al problema:

un poeta griego aficionado a las matematicas, quien mostré al rey Minos insatisfecho con el
tamafio de la tumba que habian erigido a su hijo Glauco. Minos ordend que el tamafio de la

tumba fuese duplicado. El poeta dice que cada dimension de la tumba debia ser doblada. Este
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error del poeta habria llevado a los matematicos a estudiar el problema de la duplicacién de un
solido guardando su forma (p. 31)

Este estudio desembocé en propuestas de muchos pensadores, los cuales son evidenciados
en Sanchez (1994), por ejemplo, la de Hipocrates de Chios quien “redujo el problema de la
duplicacion del cubo a encontrar dos medidas proporcionales entre un segmento de longitud a y
otro de longitud 2a” (Sanchez, 1994, p.31), o la propuesta de Archytas (428-347 A. C) en donde
se emplean dos superficies para desde su interseccion encontrar las medidas de los segmentos.

Otros pensadores que intentaron solucionar el problema fueron Menecmo (c. 350 A. C),
Platon (427-374 A. C), Eratostenes (c. 230 A. C) y Nicdmedes (c. 230 A. C) los cuales propusieron
soluciones mecanicas, que se escapaban de la pureza de la geometria.

En el estudio formal de las construcciones con regla y compas se efectia desde la
designacion de nimeros construibles, asi pues, un numero x es construible si se podemos construir
un segmento cuya longitud sea exactamente ese nimero, teniendo en cuenta una unidad de medida.
Teniendo en cuenta estos parametros es posible construir un segmento proveniente de sumar dos
nameros, o como el producto de dos nimeros, incluso, el cociente entre dos nimeros. El conjunto
de nimeros construibles forma un subcampo del campo de los nimeros reales.

Si se tiene un plano real euclidiano, es posible determinar cualquier punto de coordenadas
(x,y), cualquier recta que pase por un par de puntos tiene una ecuacion de la forma ax + by +
¢ = 0 y también se puede determinar cualquier circunferencia que tenga como centro un punto en
el plano y como radio cualquier nimero (ya que es construible) y tiene una ecuacion x? + y? +
ax + by = 0. La interseccion de rectas o circunferencias, son por consiguientes determinadas a

partir de las ecuaciones de los lugares geométricos que se intersecan.
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En Herstein (1970) se enuncian teoremas que formalizan las construcciones con regla y
compas como, por ejemplo, “el nimero real @ es constructible si y s6lo si podemos encontrar un
numero finito de numeros reales 14, ..., 4, tales que:

1) 4% €F,
2) 4% €Fy(Ay, .., Ai_y) parai=1,2,..,n,tales que a € Fy (A4, ..., A, )" (Herstein,
1970, P. 221)

En este libro también se encuentran las demostraciones relacionadas con la imposibilidad
de trisecar un angulo, la duplicacidon del cubo y la duplicacion del cubo, ademas de la prueba de la
no construibilidad de un heptagono regular (Herstein, 1970).

Construcciones con regla'y compas

Las formas geométricas se construyen con regla y compas. La importancia de la
representacion grafica para visualizar cualidades de objetos geométricos permite hacer visible las
propiedades geometricas que se movilizan. La regla y el compas son instrumentos que han
sobrevivido al paso del tiempo, los griegos de la antigliedad concebian estos instrumentos como
la manifestacion corpdrea de los elementos puros del pensamiento, ya que su afeccion en el mundo
fisico se traducia en poder visualizar una recta, un segmento o una circunferencia, Duval y Saenz-
Ludlow (2016) plantean que un instrumento permite reproducir un una forma, dotada de
propiedades geometricas, es decir representan sus propiedades, pero ademas, las formas visuales
construidas constituyen las primitivas del instrumento.

Las construcciones con regla y compas requieren de una capacidad de dibujar dada por la
practica, mejora las capacidades cognitivas y esto se debe a que también requieren de conocer y
comprender parte de la geometria (Ayala, 2009). Segin Pogorélov (1974), la regla es un

instrumento que permite trazar una recta, y con ella no se puede realizar ninguna otra operacion,
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se trata de un elemento de borde recto que guia el movimiento de la mano, y en particular, la regla
permite, en términos mas estrictos, construir segmentos. Esta manera de usar también es propuesta
en Ferraris (1996).

El compaés, al igual que la regla, cumple la funcién de trazar circunferencias, ademas de
permitir la determinacion de los extremos de un segmento (Pogorélov, 1974), también se emplea
para determinar puntos de interseccién, indispensables en las construcciones.

Es importante destacar que la regla y el compas son instrumentos ideales, y en la practica
representan aproximaciones, es decir en muchos de los casos en que se realizan trazos con ellos,
existe un margen de error que puede terminar en un dibujo con desajustes imperceptibles, o en
otros casos, bastante notables. Ramirez (2011) plantea que los instrumentos ideales son conceptos
matematicos abstractos, en lugar de instrumentos fisicos, y que representan la perfeccion de la
mente, en el sentido de la creacion de representaciones mentales.

Para este trabajo se determinaron algunas construcciones teniendo en cuenta a autores
como Clemens, O'Daffer y Cooney (1998), En Rich (1991), Alexander y Koeberlein (2013),
Pogorélov (1974), y Samper, Echeverry, y Molina (2013).

A continuacion, se presentan las construcciones elegidas para el desarrollo de este trabajo,
describiendo su construccion desde tres tipos de representacion, en lenguaje natural (entendido
como representaciones linguisticas), grafica (dibujos, esquemas, trazados) y representacion mental
transformandose a externa (descripcién de la secuencia de pasos de construcciones necesarias para
trazar la forma solicitada).

Punto medio
El punto medio de un segmento es el lugar en el que los dos extremos del segmento

equidistan de este. Su construccidn se describe en la Tabla 5
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Representaciones para la construccion de un punto medio
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Representacion en
lenguaje natural

Representacion gréafica

Representacion mental
transformandose a externa

Sobre el segmento AB trace una
circunferencia con centro en Ay

Dos circunferencias, dos puntos
de interseccion, una recta y un

&

dos circunferencias con la letra

C y D, Trace una recta que pase

por Cy D. A la interseccion de

la recta CD con AB se le llama )

punto medio de AB.

que pase por B. A continuacion, punto de interseccion.
dibuje otra circunferencia con

centro en B y que pase por A.

Marque las intersecciones de las

Fuente. elaboracién propia.

Mediatriz

Una mediatriz a un segmento es una recta que pasa por el punto medio del segmento y
forma angulos de noventa grados. Su construccion se describe en la Tabla 6.
Tabla 6

Representaciones para la construccion de una mediatriz

Representacién en lenguaje Representacion grafica Representacion mental
natural transformandose a externa
Sobre el segmento AB trace una Dos circunferencias, dos puntos
circunferencia con centro en Ay //Y‘\ de interseccion y una recta
que pase por B. A continuacién, / / ¥
dibuje otra circunferencia con / f A
centro en B y que pase por A. / Q \
Marque las intersecciones de las \ \ ] /]
dos circunferencias con la letra \ \ /
\ \ / /

C y D, Trace una recta que pase X Vi
por Cy D. Estarectaes la \JX/

mediatriz del segmento AB.

Fuente. elaboracién propia.
Perpendicular

Una perpendicular a una recta o un segmento es una recta que forma angulos de noventa

grados con el segmento o la recta inicial. Para esta construccion se tuvieron en cuenta tres tipos de
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perpendiculares de acuerdo a la variedad de sus construcciones. Su construccion se describe en la

Tabla 7.

Tabla 7

Representaciones para la construccion de una perpendicular

Tipo de Representacio Representacion grafica Representacion
perpendicula  nen lenguaje mental
r natural transformandos
e a externa
Perpendicular  Marque un Un punto, una
aunsegmento punto C sobre circunferencia,
0 recta que larectao E dos puntos de
pasa por un segmento interseccion, dos
punto diferente de A circunferencias,

contenido en
el segmento o
recta inicial.

Fuente. elaboracion propia.

y B, trace una
circunferencia
con centroen C
de cualquier
radio. Marque
los puntos de
interseccion
con larectao
segmento AB
con las letras D
yE. A
continuacion,
dibuje una
circunferencia
con centro en
D y que pase
por E. Trace
otra
circunferencia
con centroen E
Y que pase por
D. Marque las
intersecciones
de las dos
circunferencias
con las letras F
y G. Trace una
recta que pase
por Fy G. Esta
recta es
perpendicular a
larectao al
segmento AB.

QA

\ | >

dos puntos de
interseccion y
una recta
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Tipo de
perpendicular

Representacion en
lenguaje natural

Representacion grafica

Representacion
mental
transformandose
a externa

Perpendicular
a un segmento
0 recta que
pasa por un
punto no
contenido en
el segmento o
recta inicial
método 1.

Marque un punto sobre
la recta y asignele la
letra B. Trace una
circunferencia con
centro en B y que pase
por A. Marque una de
las intersecciones de la
circunferencia con la
recta y asigneles la lera
C. Ahora trace una
circunferencia con cento
en C y con radio CA.
Marque la interseccion
restante de las dos
circunferencias y
asignele la letra D. Una
con una recta los puntos
Ay D. La recta trazada
es perpendicular a la
recta inicial.

Un punto, una
circunferencia, un
punto de
interseccion, una
circunferencia, un
punto de
interseccion y una
recta.

Perpendicular
a un segmento
0 recta que
pasa por un
punto no
contenido en
el segmento o
recta inicial
método 2.

Fuente. elaboracién propia.

Dada una recta y un
punto A fuera de ella,
trace una circunferencia
con centroen Ay de
cualquier radio, de tal
manera que esta corte a
la recta en dos puntos.
Marque las
intersecciones de la
circunferencia con la
recta con las letras C y
D. Trace una
circunferencia con
centro en C y que pase
por D. Dibuje una
circunferencia con
centro en D y que pase
por C. Marque las
intersecciones de las
circunferencias con radio
CDyuse las letrasEy F
para nombrarlas. Dibuje
una recta que pase por
los puntosE y F. La
recta EF es
perpendicular a la recta
inicial y pasa por A.

Una
circunferencia,
dos puntos de
interseccion, dos
circunferencias,
dos puntos de
interseccion y una
recta.




Paralelas

51

Dos rectas son paralelas si al trazar dos perpendiculares a una de las rectas por cualquier

par de puntos, la distancia entre las intersecciones de las rectas es siempre la misma. Se dice que

dos segmentos son paralelos si las rectas en que estdn contenidas cumplen las condiciones

anteriores. Su construccién se describe en la Tabla 8.

Tabla 8

Representaciones para la construccion de una recta paralela

Representacién en
lenguaje natural

Representacion grafica

Representacion mental
transformandose a externa

Sobre la recta, marque un
punto y némbrelo A. Con
centro en A dibuje una
circunferencia de cualquier
radio y marque los puntos de
interseccion con la recta
empleando las letras B y C.
Con centro en B trace una
circunferencia de radio AB y
con centro en C trace otra
circunferencia de radio AC.
Nombre las intersecciones
de la circunferencia con
centroen By la
circunferencia con centro en
Ay asigneles las letras D y
E. Marque las intersecciones
de la circunferencia con
centroenCyla
circunferencia con centro en
Ay némbrelas FyG. Las
rectas FE y GD son paralelas
entre siy a la recta AB.

Un punto, dos
circunferencias, cuatro
puntos de interseccién y dos
rectas

Fuente. elaboracién propia.

Bisectriz

Una bisectriz es una recta que divide en dos angulos congruentes un angulo dado. Su

construccién se describe en la Tabla 9.
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Tabla9

Representaciones para la construccion de una bisectriz

Representacion en lenguaje Representacion gréafica Representacion mental
natural transformandose a externa
Dados dos rayos con el mismo Una circunferencia, dos puntos
vertice A, trace una 4 de interseccion, dos
circunferencia centradaen Ay N circunferencias, dos puntos de
con cualquier radio. A las interseccion y una recta.

intersecciones de la
circunferencia con los rayos -
marquelos con las letras By C, W
A continuacién, trace dos -
circunferencias, una centrada en
B y que pase por Cy laotra - —
centrada en C y que pase por B.
Las intersecciones de las dos
circunferencias dibujadas
anteriormente némbrelas con las
letras D y E. Por ultimo, trace
una recta que pase por D y E.
Esta recta se le llama la bisectriz
de los angulos formados por los
_ rayos.
Fuente. elaboracion propia.

Angulo doble

Un angulo doble es aquel en el que su amplitud es dos veces la medida del a&ngulo inicial.
Su construccion se describe en la Tabla 10.
Tabla 10

Representaciones para la construccion de un angulo doble

Representacién en lenguaje Representacién grafica Representacion mental
natural transformandose a externa

Dadas dos rectas que se Una circunferencia, dos

cortan en A, dibuje una
circunferencia con centro en
Ay de cualquier radio.
Marque una de las
intersecciones de la
circunferencia con una de las
rectas y ndmbrela B. Marque
una interseccion de la
circunferencia con la rectay
némbrela C. Dibuje una
circunferencia centrada en C

puntos de interseccion, una
circunferencia, un punto de
interseccion y una recta.
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y que pase por B. Marque la

otra interseccion de las

circunferencias de radios AB
y AC y asignele la letra D.

Trace una por Ay D. El

angulo BAD tiene el doble
de amplitud del angulo BAC.

Fuente. elaboracién propia.

Tridngulo equilatero

Un triangulo es equilatero si todos sus lados y angulos son congruentes. Su construccion

se describe en la Tabla 11.

Tabla 11

Representaciones para la construccion de un triangulo equilatero

Representacion en
lenguaje natural

Representacion grafica

Representacion mental
transformandose a
externa

Trace un segmento y a
los extremos némbrelos
Ay B. Sobre el
segmento AB trace
una circunferencia con
centro en A y que pase
por B. A continuacidn,
dibuje otra
circunferencia con
centro en B y que pase
por A. Marque una de
las intersecciones de las
circunferencias con la
letra C. Por ultimo una
los puntos A, By C con
segmentos. La forma
obtenida es un

~ triangulo equilatero.

Fuente. elaboraci6n propia.

Un segmento, dos
puntos, dos
circunferencias, un
punto de interseccion.
Se pueden usar dos
segmentos mas, pero
basta con determinar los
tres puntos del triangulo.
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Un cuadrado es un poligono, que es cuadrilatero, que a su vez es trapecio, paralelogramo

y rectangulo, con todos los lados y angulos congruentes. Las construcciones para esta figura son

variadas, en la Tabla 12 se describen algunas de las construcciones posibles.

Tabla 12

Representaciones para la construccion de un cuadrado

Tipo de
construccién

Representacion en
lenguaje natural

Representacion grafica

Representacion
mental
transformandose a
externa

Cuadrado dados
dos puntos.

Dibuje dos puntos y
némbrelos Ay B, a
continuacion, Unalos
con un segmento. Con
centro en A trace una
circunferencia de radio
AB. Trace otra
circunferencia de radio
AB con centro en B.
Marque los puntos de
interseccion de las dos
circunferencias con las
letras C y D. Trace una
recta por Cy D. Marque
la interseccién de la
recta CD con el
segmento AB
empleando la letra E.
Con centro en E trace
una circunferencia que
pase por A 'y marque las
intersecciones con la
recta CD nombrandolas
Fy G. Los puntos A, B,
F y G determinan un
cuadrado.

P
AN
7

Dos puntos, un
segmento, dos
circunferencias, dos
puntos de interseccién,
una recta, un punto de
interseccion, una
circunferencia y dos
puntos de interseccién.

Cuadrado dado
uno de sus
lados.

Trace un segmento
Cuyos extremos se
llamen Ay B. Proyecte
una recta que contenga
este segmento.
Tomando como centro
en A, trace una
circunferencia de
cualquier radio. Marque
las intersecciones de la
circunferencia con la
recta y nombrelos C y

Un segmento, una
recta, una
circunferencia, dos
puntos de interseccién,
dos circunferencias,
dos puntos de
interseccidn, una recta,
una circunferencia, un
punto de interseccién,
una circunferencia un
punto de interseccién.
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D. Concentroen C
trace una circunferencia
que pase por D y otra
circunferencia con
centro en D y que pase
por C. Marque los
puntos de interseccion
de las circunferencias de
radio CD y némbrelas E
y F. Trace una recta que
pase por Ey F. Con
centro en A trace una
circunferencia de radio
AB y marque una de las
intersecciones con la
recta EF y némbrela G.
Con centro en G trace
una circunferencia que
pase por A. Con centro
en B dibuje una
circunferencia que pase
por A. Marque la otra
interseccion de las
circunferencias de radio
AG y AB y nébmbrela H.
Los puntos A,B,Hy G
determinan un cuadrado.

Cuadrado

inscrito en una
circunferencia
dado su centro.

Fuente. elaboracién propia.

Trace una
circunferencia de
cualquier radio y llame
al centro A. Trace un
diametro de la
circunferencia y nombre
a sus extremos B y C.
Con centro en C trace
una circunferencia de
radio CB y otra con
centro en B que pace
por C. Marque los
puntos de interseccion
de las circunferencias
con las letras D y E.
Trace una recta que pase
por Dy E. Marque las
intersecciones de DE
con la circunferencia de
centro A y nébmbrelos F
y G. Los puntos B, C, F
y G determinan un
cuadrado.
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El grupo de &ngulos notables esta conformado por aquellos que tienen un uso frecuente, y

son usados como referencia para establecer soluciones a situaciones relacionadas con triangulos.

Este grupo de angulos esta conformado por el &ngulo de 30°, el de 45° y el de 60°. Su construccion

se describe en la Tabla 13

Tabla 13

Representaciones para la construccion angulos notables

Tipo de &ngulo

Representacion en
lenguaje natural

Representacion grafica

Representacion
mental
transformandose a
externa

Angulo de 60°

Sobre el rayo AB dibuje
una circunferencia con
centro en A y con radio
de cualquier medida. Al
punto de interseccion de
la circunferencia con el
rayo marquelo con la
letra C. Con centroen C
trace una circunferencia
gue pase por A. Marque
uno de los puntos de
interseccion de las dos
circunferencias con la
letra D. Para finalizar,
trace una recta desde el
punto A hasta el puto D.
El 4ngulo formado entre
la recta y el rayo inicial
mide 60°.

(&

Una circunferencia, un
punto de interseccion,

una circunferencia, un
punto de interseccion,

una recta

Angulo de 30°

Dibuje un segmento y
nombre los extremos
con las letras Ay B.
Construya un triangulo
equilatero sobre el
segmento y asigne la
letra C al otro vértice. A
continuacion, biseque
uno de los angulos. Los
angulos formados en la
biseccion miden 30°
cada uno.

Un segmento, Dos
circunferencias, un
punto de interseccion,
una recta, una
circunferencia, dos
puntos de interseccion,
dos circunferencias, un
punto de interseccion,
una recta.
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Angulo de 45° Sobre un segmento AB
trace un cuadrado.
Marque una de sus
diagonales. El lado que
comparte veértice con la
diagonal trazada,
forman entre siun
angulo de 45°.

Fuente. elaboracién propia.
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Marco metodoldgico
En virtud de su pluralidad potencial, las diversas representaciones
semidticas de los objetos matematicos serian, pues,
secundarias y extrinsecas a la aprehension
conceptual de los objetos.
(Duval, 1991)

Enfoque de la investigacion

Esta investigacion centré su interés en caracterizar las representaciones y procesos
empleados por los estudiantes, referentes a las construcciones con regla y compas (CRC)
emergentes a las practicas de estudiantes de grado noveno de una institucién educativa de la ciudad
de Tunja, al solucionar situaciones problema relacionadas con las construcciones de sistemas de
poligonos empleando regla y compas. El estudio se realiz6 bajo un enfoque mixto con ejecucion
secuencial, (Herndndez, Ferndndez y Baptista 2014, p. 547 — 548), con preponderancia a lo
cualitativo, siguiendo un disefio de triangulacion concurrente (Hernandez, Fernandez y Baptista,
2014, P. 557).

De acuerdo con Hernandez, Fernandez y Baptista (2014) el enfoque de investigacion mixto
permite abordar un fendmeno de manera objetiva y subjetiva en simultaneo, a traves de procesos
de clasificacion cuantitativa e indagacion cualitativa. Desde este enfoque es posible que el profesor
efectle procesos de observacién sofisticados y amplios, que permitan dar cuenta del impacto que
tiene su actividad de ensefianza, ademas de identificar los modos y estructuras de aprendizaje
presentes en las situaciones de clase, ademas de permitir una clasificacion de las representaciones
empleadas en los procesos de comunicacion sobre el abordaje de nociones especificas de los
objetos matematicos trabajados.

Al incorporar el enfoque semidtico en esta investigacion, como referente teoérico y

metodoldgico, es necesario considerar la complejidad de los procesos de aprendizaje,
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particularmente en los de comunicacion, en donde emergen representaciones en diversos registros
y lenguajes, especialmente los relacionados con el aprendizaje de la geometria (Duval 1999). Las
herramientas que brinda el enfoque semidtico, se centran en la comprension y evolucién de las
representaciones, en sus diversas formas, usadas por una persona o un grupo de personas al
enfrentarse a situaciones que se localizan en un contexto especifico.

Disefio y fases de la investigacion

El proceso de investigacion se ejecutdé de acuerdo con un disefio de triangulacion
concurrente (DITRIAC). En este disefio el investigador corrobora y confirma resultados
cuantitativos y cualitativos, efectuando a la vez una validacion cruzada, lo cual permite que se
recolecten datos casi en simultaneo, dando asi una interpretacion globalizada del problema
investigado (Hernandez, Fernandez y Baptista 2014).

Por medio de este disefio es posible identificar caracteristicas propias de la poblacion
estudiada, a partir de la interpretacion de los aspectos tedricos contemplados en la investigacion,
al tiempo se presentan los datos cuantitativos comentados por las interpretaciones de datos
cualitativos, esto permite que se pueda validar criterios a partir de la comprobacion o validacion
cruzada de datos cuantitativos (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014).

Para efectos de investigaciones similares, el profesos puede usar el DITRAC para
investigar directamente en el aula, recopilando datos cualitativos y cuantitativos por medio de la
observacién y el analisis de las experiencias de los estudiantes con las diferentes situaciones
planteadas, asi mismo, es posible efectuar estudios sobre la manera en que los estudiantes
comunican sus hallazgos en actuaciones graficas, orales, escritas, entre otras, para consolidar

modelos basados en interpretaciones.



60

La clasificacion de representaciones semidticas de construcciones de sistemas de poligonos
empleando regla y compas a partir del DITRAC permite acceder a la multiplicidad de
interpretaciones de los estudiantes frente a situaciones que requieren el uso de la regla y el compas,
que navegan entre la interiorizacién (por medio de representaciones mentales) y la exteriorizacion
(representaciones semidticas de la esfera de lo publico). En este sentido, para el desarrollo de esta
investigacion el DITRAC permitio el logro de los objetivos planteados, abordando
sistematicamente cuatro fases, con las cuales se dio respuesta a la pregunta de investigacion. Las
fases que se tuvieron en cuenta en el estudio se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3

Fases de la investigacion

Fases Disefo

1. Disefioy aplicacion de la actividad DITRAC
2. Caracterizacion de las
representaciones y los obstaculos DITRAC
emergentes
3. Deteccidn y clasificacion de
elementos tedricos de las DITRAC
representaciones semioticas.

4. Evaluacion de procesos cognitivos DITRAC

Fuente. Elaboracion propia.

La primera fase llamada Disefio y aplicacion de la actividad se realiz6 teniendo en cuenta
los diferentes registros de representacion semidtica, ademas de las entradas clasicas a la geometria,
articulandolos con la revision conceptual sobre los elementos geométricos presentes en la
construccion de sistemas de poligonos. Esta fase permitio definir las construcciones mas
empleadas en la solucion de situaciones concernientes al trazado formas geométricas empleando

laregla y el compés (griego), clasificAndolas en cuatro tipos de actividad, caracterizada por un tipo
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de representacion dominante y teniendo en cuenta las entradas clasicas a la geometria, estos cuatro
tipos de actividad se encuentran visibles en la Tabla 4.
Tabla 4

Tipos de actividad creadas

o Tipo de representacion Entradas clasicas
Nombre de la actividad ) )
dominante asociadas
Representacion grafica o
1. Alfa o Botanico
iconica
Representacion en lenguaje )
2. Beta Constructor, agrimensor
natural
5 Constructor, Inventor-
3. Gamma Representacion mental
artesano
o Constructor, agrimensor,
4. Delta Representacion grafica

Inventor-artesano

Fuente. Elaboracién propia.

La segunda fase, denominada Caracterizacion de las representaciones y los obstaculos
emergentes, se realizd a partir de la recopilacion de las representaciones propuestas por los
participantes, estructurando su clasificacion de acuerdo a diferentes registros de representacion.
En esta fase se agrupan las representaciones que comparten similitudes conceptuales con el fin de
cuantificarlas y caracterizar la frecuencia de uso, para asi determinar elementos comunicativos en
las propuestas de solucién de la actividad, ademas de identificar obstaculos emergentes de las
practicas.

La tercera fase de la investigacién se denomina Deteccion y clasificacion de elementos
tedricos de las representaciones semidticas, en ella se clasifican las representaciones recopiladas

teniendo en cuenta elementos tedricos. Por otra parte, se comparan las representaciones usadas en
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las dos aplicaciones de la actividad, con el fin de evidenciar la evolucion de las representaciones
empleadas en el aprendizaje de construcciones con regla y compas (griego).

En la cuarta fase llamada Evaluacion de procesos cognitivos, se evaluaron procesos
cognitivos teniendo en cuenta la diversidad de representaciones empleadas para comunicar la
solucién de una situacion, ademas de la complejidad de la comprension en las construcciones con
regla y compds (griego) empleadas. En la Figura 9 se muestra los elementos empleados en la
evaluacion de los procesos cognitivos.

Figura 9

Diagrama de Elementos que Constituyen una construccion con regla y compas
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Fuente: elaboracidn propia.
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Relacion entre las fases de la investigacion y los objetivos especificos del estudio

En este apartado se da a conocer la relacion entre las fases del estudio y las actividades
propuestas que permiten el cumplimiento de los objetivos planteados, los cuales permitieron dar
respuesta a la pregunta de investigacion: ;Como evolucionan las representaciones de conceptos y
procesos empleados por los estudiantes, relativos a las construcciones con regla y compas de
sistemas de poligonos a la luz de la teoria semidtica de Duval?
Fase 1: disefio y aplicacion de la actividad

Actividades desarrolladas para el cumplimiento del primer objetivo especifico.

Primer objetivo. Disefar situaciones que permitan emerger representaciones de formas

geomeétricas relativas a sistemas de poligonos construidas con regla y compas en ambientes de

geometria dinamica.

- Revision de construcciones con regla y compas en articulos, libros y aplicativos para
smartphone.

- Clasificacion de las representaciones a mostrar en la actividad propuesta a los estudiantes.

- Creacion de un juego de mesa estructurando las representaciones semiéticas en diferentes
registros con las clasificaciones de las construcciones con regla y compas seleccionadas
como indispensables en la investigacion.

- Creacion de un resumen digital de construcciones con regla y compas empleando

representaciones graficas, representaciones de manera escrita y medios audiovisuales.

Fase 2: Caracterizacion de las representaciones y los obstaculos emergentes

Actividades desarrolladas para el cumplimiento del segundo objetivo especifico.
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Segundo objetivo. Caracterizar las representaciones y los obstaculos emergentes en la
dindmica del aprendizaje de formas geométricas construidas con regla y compas, enfatizando en

las funciones de tratamiento y conversion de la teoria semidtica.

- Aplicacion de la actividad creada siguiendo la secuencia didactica mostrada en el anexo 1

- Clasificacion de las representaciones empleadas en la solucion de las actividades en las
sesiones uno y tres de acuerdo a similitudes.

- Aplicacion de cuestionarios en las sesiones uno y tres.

- Clasificacion de los obstaculos emergentes en la aplicacion de la actividad.

Fase 3: Deteccidn y clasificacion de elementos tedricos de las representaciones semidticas
Actividades desarrolladas para el cumplimiento del tercer objetivo especifico.
Tercer objetivo. Detectar los elementos tedricos y la forma como se estructuran, al

desarrollar el analisis del enfoque semidtico de las practicas de los estudiantes al aprender

construcciones con regla y compas.

- Clasificar los tipos de representacién usados por los estudiantes en la primera sesién de la
actividad, teniendo en cuenta los elementos tedéricos del enfoque semidtico.
- Clasificar los tipos de representacion usados por los estudiantes en la tercera sesion de la

actividad, teniendo en cuenta los elementos tedricos del enfoque semidtico.

Fase 4: Evaluacion de procesos cognitivos
Actividades desarrolladas para el cumplimiento del cuarto objetivo especifico
Cuarto objetivo. Evaluar los procesos cognitivos del pensamiento espacial de los
estudiantes, involucrados en el aprendizaje de construcciones con regla y compas en ambientes de

aprendizaje.
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- Comparacion de las actividades empleadas por los estudiantes en las sesiones unoy tres.
- Evaluacion del desarrollo cognitivo de los estudiantes en el desarrollo de la actividad.

- Conclusiones generales del proceso investigativo.

Unidad de analisis
La unidad de andlisis se constituye a partir de las representaciones emergentes de 5
estudiantes de grado noveno de una institucion educativa en la ciudad de Tunja, quienes se
enfrentaron a una situacién creada bajo el modelo de enfoque semiotico. La actividad aplicada se
desarroll6 en tres sesiones con un total de ocho (8) horas (ver Anexo 1).
Teécnicas y herramientas para la recoleccion y analisis de la informacion
En la recoleccion de la informacion se usé la grabacion de las sesiones de encuentro con
los estudiantes, ademas de aplicar cuestionarios con el fin de recopilar informacién sobre la
percepcidn de la actividad, dificultades y fortalezas presentes en la solucion de las actividades. Se
empled el software Atlas ti para el procesamiento de la informacion y la creacion de redes
conceptuales relacionados con los procesos llevados a cabo durante la investigacion.
Categorias de analisis
Las categorias de andlisis se plantearon desde los diferentes tipos de representacion
empleadas por los estudiantes, en estas se tuvo en cuenta, la frecuencia de uso de las
representaciones, la complejidad de estas y la dependencia en las construcciones con regla y
compas. Las categorias creadas son:
- Construcciones primitivas
- Construcciones primarias
- Construcciones secundarias

La descripcion de estas categorias se encuentra en el capitulo 6.
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Una vez realizada la categorizacion, se realiza un proceso de empalme con el estatus de las

representaciones teniendo en cuenta las cuatro entradas clésicas a la geometria.
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Disefio de la actividad “Aventura Espacial”
Es la tarea propuesta la que determina la relacion con las figuras.
La manera de ver una figura depende de la actividad
en la que sea movilizada
Duval (2016)
En este capitulo se hace una descripcion de los elementos que componen la actividad

disefiada para esta investigacion, comentando los parametros establecidos en la creacién de los
retos y el funcionamiento global de la actividad. Por otra parte, se describe la creacion de un
material de apoyo en el que se agrupan las construcciones descritas en el capitulo anterior, con
ayuda de material audiovisual. Esta actividad constituye el logro del primer objetivo de esta
investigacion y se abordan desde aspectos tedricos mostrados en el marco tedrico del enfoque
semiotico.

Actividad “Aventura Espacial”

La actividad disefiada para este trabajo se estructurd desde las cuatro entradas clésicas a la
geometria, considerando cuatro etapas, basadas en las actividades planteadas en la aplicacion
EUCLIDEA y consiste en un juego de mesa con elementos de las construcciones con regla y
compas. Estd compuesta por un tablero dividido en cuatro etapas, cinco fichas de jugador, cinco
tarjetas de jugador en donde se lleva el registro del avance de cada participante, 60 retos
consignados en 4 tipos de tarjetas, a, B, v, 6, piezas de construccién, hojas de contextos y hojas de
formas.

Tablero

El tablero cuenta con cuatro etapas diferenciadas por colores (Azul, morado, naranja y

verde, ver Figura 12). Los participantes se mueven por el tablero en cada una de las etapas

empezando por la azul, luego la morada, a continuacién, por la naranja y por ultimo la verde. Cada
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participante solo podrd moverse en una etapa, para pasar a la siguiente, debe completar cuatro
retos, los cuales se registran en la tarjeta del jugador.

Cada etapa del tablero tiene siete casillas marcadas con letras del alfabeto griego, las cuales
identifican el tipo de reto al que se debe enfrentar cada jugador al situarse en una casilla. El
movimiento por las casillas es libre, siempre y cuando las casillas estén conectadas por un lado y
no estén ocupadas por otro participante.

Figura 12.

Tablero de la actividad Aventura Espacial

ETAPAS DEL. TABLERO

ETAPA NARANIA & ETAPA VERDE

Fuente: Elaboracién propia
Retos
En la actividad existen cuatro tipos de retos marcados con las letras a, B, v, 6, las cuales

describen situaciones diferentes (Anexo 2). Cada vez que el jugador complete un reto, se le
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entregarad una ficha de aprobacidn, la cual se incorpora a la tarjeta del jugador para registrar su
avance (Figura 13).
Figura 13

Tarjeta del Jugador

Fuente: Elaboracion propia
Categoria a. Esta categoria cuenta con 11 retos en donde se da una situacion enmarcada en

la historia creada para la actividad, la cual debe ser solucionada empleando una construccién visual
propuesta en cada tarjeta, y se debe ejecutar su solucion en la hoja de contexto (Figura 14). En esta
etapa se propone el reconocimiento de construcciones con regla y compas, a partir de la
interpretacion de una representacion grafica, con miras a reproducirla en un orden que permita
solucionar la situacion.

Figura 14

Tarjeta tipo Alfa y hoja de contexto
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Categoria . Esta categoria contiene 17 retos en los cuales, se da una situacion de la historia
que se debe solucionar empleando una construccion representada en palabras, proporcionada por
cada tarjeta y se debe ejecutar en la hoja de contexto de manera grafica (Figura 15). Las
representaciones en palabras cumplen la funcidn de conversion entre dos registros, el lenguaje
natural y el gréfico, con la intencién de comunicar la eficiencia de interpretar la secuencia de
construccion.

Figura 15.
Tarjeta tipo Beta y hoja de contexto
+
~orms e sacapar o3 ujotar un Gancho s Uns Vigh on f ches Qo088 Situacion

encuentra a una distancia igual a la de tu posicién y un depésito frente a th
Sigue las instrucciones para encontrar ol lugar al que debes lanzar ol
janchos

fonstruccian, TARJETA HOJA DE CONTEHTO
en palabras '

Fuente: Elaboracion propia

Categoria y. Esta categoria cuenta con 12 retos. Aqui se solicita nombrar la construccién
enunciada en la tarjeta, usando las piezas de construccion en el orden que se emplean. Por ejemplo,
si la tarjeta pide el nombre de los lugares en que se cortan dos circunferencias, el participante
debera responder, puntos de interseccion, y a continuacién, organizar las piezas de construccion
(Figura 16), para este caso, dos circunferencias y dos puntos de interseccion (Figural?7). Esta
actividad pretende exteriorizar representaciones mentales mediante el orden secuencial de trazos

con regla y compas.
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Figura 16

Tarjeta tipo Gamma
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Fuente: Elaboracion propia
Figura 17

Fichas de construccion para los puntos de interseccion de dos circunferencias

Fuente: Elaboracion propia
Categoria 6. En esta categoria se plantea un reto de construccion, el cual se debe solucionar
en la hoja de formas (Figura 18). La categoria tiene 19 retos. La intencion de esta categoria es que
el participante encuentre una secuencia de pasos que le permitan solucionar la situacion empleando
representaciones graficas y representaciones verbales, apelando a representaciones mentales de

otras construcciones ya interiorizadas o construidas durante el desarrollo del juego.
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Figura 18

Tarjeta tipo Delta y hoja de formas

T HOJA DE FORMAS

Fuente: Elaboracion propia
El juego

La mecanica de juego contiene un componente aleatorio en la seleccion de los retos a
desarrollar, el cual depende de las casillas que estén libres en cada turno.

Para empezar, se elige un narrador del juego (en este caso el profesor), el cual sera el
encargado de entregar las tarjetas, las hojas de contexto, hojas de formas, piezas de construccion,
ademas de garantizar el cumplimiento de las normas de juego. El narrador verifica la validez de
las respuestas y entrega las fichas de aprobacion de la tarjeta de jugador. Los participantes deben
lanzar el dado, la persona que tenga el nUmero mayor inicia y los turnos contindan por la derecha.
En el primer turno, cada participante inicia en el lugar que desee en la etapa azul. Cada participante
dispondra de un tiempo de cinco minutos para solucionar el reto. Una vez culminado el tiempo,
podra elegir entre desechar el reto, ceder el turno y continuar con el reto o entregar la solucion del
reto y continuar jugando. Al completar satisfactoriamente el reto, el jugador podra conservar la
tarjeta y la solucion del reto en caso de que pueda usarlos en otro reto. Cada vez que se devuelva
una tarjeta de reto se pondra al final de las tarjetas de la categoria correspondiente. El participante

que complete la tarjeta de jugador sera el ganador de la actividad.
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Caracterizacion de representaciones y obstaculos
Podemos subrayar que cada manera de ver induce un tipo particular y limitado
de comprensién. El conocimiento desarrollado no es el mismo
segun la mirada que un estudiante esté o no en capacidad
de movilizar en presencia de la misma figura.
Duval (2016)
En este capitulo se presenta el analisis de las representaciones emergentes de las practicas

matematicas efectuadas por los estudiantes al solucionar las actividades propuestas. En el analisis
de representaciones se consideran el lenguaje formal y coloquial, y se hace desde la perspectiva
del autor, teniendo en cuenta la configuracidn de representaciones externas, internas y semioticas
de la teoria de la semidtica. El andlisis se asume desde una etapa a priori, con la intencion de prever
las posibles representaciones que comunica y construyen los estudiantes. EI analisis cognitivo se
centra en la interpretacion de los posible conflictos y obstaculos emergentes en la préctica de los
estudiantes. La caracterizacion de las representaciones propuestas por los estudiantes al solucionar
situaciones empleando la regla y el compaés se efectla a partir de las configuraciones cognitivas,
las cuales, permiten comprender la efectividad de la comunicacion desde la interpretacion de
representaciones semidticas.
Analisis de representaciones de construcciones con regla y compas

El analisis de representaciones se efectud desde la interpretacion de tres tipos de
representacion, en lenguaje natural, gréafica y representacion mental transformandose a externa,
creando tres categorias de construcciones con regla y compas, construcciones primitivas,
construcciones primarias y construcciones secundarias.

Construcciones primitivas
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Estas construcciones comprenden el trazado de puntos, segmentos, circunferencias, rectas,
y puntos de interseccion, desde la perspectiva de un lenguaje formal y coloquial en la configuracion
de representaciones en lenguaje natural (Figura 19).
Figura 19

Representaciones para construcciones primitivas
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Fuente: Red de andlisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia
La construccion de puntos constituye una accion intuitiva en geometria la cual se centra en
la comprension de posiciones. En la representacion formal se sitla la indicacion de un lugar,

marcandolo con una letra del abecedario en mayuscula. La representacion coloquial se trata del
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seflalamiento de un lugar sin usar una designacién de este, o cualquier referencia a una posicion
en la que se sefiale empleando gestos de indicacion.

La construccion de rectas refiere al trazado de estas, empleando herramientas que guien su
trazo. En la representacion formal se emplean designaciones de puntos por donde la recta pasa,
por ejemplo, en el caso de construir una recta que pase por dos puntos, se designa como la recta
que pasa los puntos A y B, o también se nombra como la recta AB. La representacion coloquial se
asume desde la indicacion de una recta que se traza, sin tener en cuenta los puntos que permiten
nombrarla, o en los casos en que solo se indique uno de los puntos por los que pasa. En esta
representacion también se dan los casos en que se indica con gestos los lugares por donde pasa o
el recorrido efectuado al trazarla.

La construccion de segmentos se entiende como el trazo guiado a partir de la nocion de
porcion de recta, desde la determinacion de dos puntos que definen los limites de estos. En la
representacion formal se considera la designacion de los extremos, por ejemplo, el segmento AB,
hace referencia a un segmento en el que sus extremos estan determinados por los puntos Ay B.
La representacion coloquial se entiende como cualquiera en la que esté presente un gesto de
indicacion que no refiera a los puntos que determinan los limites del segmento, o simplemente, la
accion de mencionar solo uno de estos extremos.

La construccion de circunferencias constituye el trazado de estas, con un instrumento que
guie su trazado, a partir de la determinacién de dos puntos, su cetro (lugar en donde se ubica la
punta del compas) y un punto por donde pasa (punto donde se ubica el grafito del compas). La
representacion formal constituye el proceso de determinar el punto designado como centro, con su
respectiva denotacién, y el punto por donde el trazo pasa, con su respectiva denotacion. También

se considera el caso en el que se denota el centro de la circunferencia (punto) y la longitud de su
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radio (un segmento). Dos ejemplos de esta representacion son, circunferencia con centro en A'y

que pase por B o circunferencia con centro en A 'y de radio AB (Figura 20)

Figura 20

Dos representaciones formales de una circunferencia

Circunferencia con centro en A y que pasa por B

Circunferencia con centro en A y radio AB

Fuente: Elaboracion propia

En la representacion coloquial se considera Cualquier accion de sefialar la circunferencia,

el uso de nombres que refieran al objeto, la designacion solo del centro de la circunferencia o

expresiones que designen el centro y el lugar por donde pasa sin referir las palabras descritas en la

representacion formal.

La construccién de puntos de interseccion consiste en la determinacién de posiciones del

cruce de dos rectas, segmentos, curvas o cualquier combinacion de estas. La representacion formal

considera el uso de expresiones que relacionen las lineas que se cortan, mencionando la

designacion empleada para la construccion de estas lineas, ademas de la denotacion para el punto

de interseccién. Un ejemplo de eso es el caso en que una circunferencia se corta con una recta, en

este caso refiere la construccion como, al punto de interseccién E de la circunferencia con centro

en Ay que pasa por B con la recta CD (Figura 21)
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Figura 21

Punto de interseccion de una recta que corta en un punto a una circunferencia

Fuente: Elaboracion propia
Construcciones primarias
Esta categoria de construcciones estd conformada por, punto medio, mediatriz, bisectriz,
perpendicular, tangente a una circunferencia y triangulo equilatero. La principal caracteristica de
estas construcciones es que se emplean combinaciones de construcciones primitivas y como
maximo una de las construcciones de la misma categoria, ademas de ser la base de muchas
construcciones de poligonos. Para estas construcciones se consideran tres tipos de

representaciones, las formales, las coloquiales y las representaciones mixtas (Figura 22).
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Figura 22

Diagrama de representaciones formales, mixtas y coloquiales

e rerpm——
miste b [ ——

@ Tringulo equiétsra-tengusje
tormal

@ Tangula squilitora leagusje
colaquial

===
==

Fuente: Red de andlisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia

Las representaciones de tipo formal para el punto medio comprenden el uso de trazados de
segmentos, circunferencias y puntos de interseccion, razén por la cual se deben usar las
designaciones de estas construcciones primitivas. Por ejemplo, Si se quiere trazar un punto medio
a un segmento AB, primero se debe trazar una circunferencia centrada en A y que pase por By
luego una circunferencia con centro en B y que pase por A, a continuacion, marcar los puntos de
interseccion de las circunferencias y designarles letras para hacer referencia a ellos, para el caso C
y D, luego se traza una recta que pase por C y D y se marca la interseccion con el segmento AB
(en caso de no tener de manera iconica el segmento AB, se realiza su trazo, aunque en la
representacion linguistica se asume su existencia fisica) y se designa con la letra E. E corresponde
al punto medio de AB. En ejemplo es claro que se necesita de un encadenamiento de pasos que
requieren del uso de las designaciones, de lo contrario seria necesaria una representacion grafica

para su comprension. Es importante resaltar que las representaciones linguisticas se encuentran
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apoyadas de representaciones mentales, que cumplen una funcion de grafica, acorde al
planteamiento de Duval sobre el minimo de representaciones a usar para que exista comprension.
En el caso de la construccion del punto medio se requiere del trazado de una mediatriz al segmento
AB, lo cual también permite proponer como construccion formal trazar una mediatriz al segmento
AB y designar la letra C al punto de interseccion de la mediatriz con el segmento AB, siendo este
el punto medio de AB.

Las representaciones de caracter coloquial, incluyen el uso de gestos que indiquen los
trazados o las construcciones primitivas, sin la necesidad de usar designaciones. Aqui se
encuentran representaciones como “Trazo dos circunferencias y dibujo una recta que en donde se
unen y luego marco la interseccion con el segmento”. También se consideran representaciones en
las que menos de la mitad de las referencias de construcciones primitivas se efectlen con
designaciones formales, por ejemplo, “hice acd una circunferencia y hice la circunferencia que
tuviera por centro A que pasar a por B y aca hice lo mismo pero que tuviera por centro B y pasara
por Ay pues aca marque los puntos de interseccion y aca también que son dos y luego hice una
que una recta que pasara por los puntos de interseccién”, En esta representacion se usO la
construccidn de dos circunferencias comunicadas de manera formal, tres puntos de interseccion de
manera coloquial y una recta de manera coloquial. Al usar menos de la mitad de las
representaciones de construcciones primitivas de manera formal, constituye en su global una
representacion coloquial.

Las representaciones mixtas hacen referencia a aquellas que usan por lo menos la mitad de
las representaciones de construcciones primitivas de manera formal. A modo de ejemplo, “trace
una circunferencia con centro en Ay que pase por B y trace otra circunferencia que con centro en

B y que pase por A marque las intersecciones de las circunferencias con C y D y trace una recta y
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donde se corta con el segmento es el punto de interseccion”. Aqui se emplearon representaciones
de dos circunferencias de manera formal, dos puntos de interseccion formalmente, una recta de
manera coloquial y un punto de interseccion de manera coloquial, como se puede apreciar el total
de construcciones primitivas usadas es de 6, cuatro de ellas se representaron de manera formal y
dos de manera coloquial, por lo que la representacion global se considera mixta.

La categorizacion de las demas construcciones primarias se realizd bajo los ismos
parametros.

Construcciones secundarias

Estas construcciones estan constituidas por construcciones que requieren de la articulacion
de construcciones primitivas y construcciones primarias, ademas de que el ultimo trazo no es una
construccion primaria. Por ejemplo, la construccion de un cuadrado inscrito en una circunferencia,
la construccion de un angulo de 30, inscribir una circunferencia en un rombo, entre otros. Su
representacion se clasifica en tres tipos, formal, coloquial y mixta.

La representacion formal requiere de la designacion de las construcciones primitivas y
primarias de manera formal, por ejemplo, inscribir una circunferencia en un rombo ABCD. Su
representacion formal es: se trazan las diagonales AC y BD, se marca el punto de interseccion de
ellas y se nombra E. Sobre uno de los lados del rombo, por ejemplo, AD, se traza una perpendicular
que pase por E, y se marca la interseccion con la letra F. Con centro en E se traza una circunferencia
que pase por F. La circunferencia de centro E y radio EF esta inscrita en el rombo ABCD. Aqui se
empled la construccion de dos segmentos, un punto de interseccidn, una mediatriz, un punto de

interseccion y una circunferencia, todos en una representacion formal.
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Las representaciones coloquiales son aquellas en las que las designaciones de las
construcciones empleadas se hacen sin designar, solo empleando gestos que refieran a los trazos
que se mencionan.

Las representaciones mixtas incorporan representaciones formales y coloquiales, teniendo
en cuenta que el uso de las representaciones formales no supere la mitad del total empleado.
Analisis de la primera sesion

Para el desarrollo de la primera sesion se conté con un tiempo de dos (2) horas, en el cual,
los estudiantes propusieron soluciones a las situaciones de la actividad “Aventura espacial”,
siguiendo sus mecanicas. Se realizo la grabacion de la sesion y posteriormente se efectuo el analisis
haciendo transcripciones de las conversaciones y empleando el software Atlas ti como herramienta
de sistematizacion. Las situaciones a las que se enfrentaron los estudiantes estan descritas en la
Tabla 14.

Tabla 14

Situaciones asignadas en la primera sesion

Situacion a desarrollar

Estudiante 1 Alfa 1, Alfa 8, Gamma 2,
Delta 2

Estudiante 2 Alfa 3, Alfa 4, Delta 5

Estudiante 3 Alfa 6, Alfa 11, Gamma 7,
Delta 5

Estudiante 4 Beta 3, Beta 13, Delta 11,
Delta 16

Estudiante 5 Alfa 2, Beta 12, Gamma 3,
Delta 17

Fuente. Elaboracion propia.

Analisis de construcciones primitivas

En el andlisis efectuado sobre las transcripciones se realizd el conteo de las

representaciones linguisticas, asociadas a construcciones primitivas, empleadas por cada
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estudiante en el tiempo de participacion en la sesion. Posteriormente se realiz6 una comparacion
entre las representaciones formales y coloquiales, para determinar el porcentaje de uso de las
mismas (Figura, 23, 24, 25, 26 y 27).

Figura 23

Uso de las representaciones de punto en lenguaje natural

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

100%
80%
60%
40%
20%

0%

B PUNTO FORMAL ®PUNTO COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el profesor en la primera
sesion, la relacidn esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de punto.

Fuente: Elaboracion propia.
Figura 24
Uso de las Representaciones de Segmento en Lenguaje Natural
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Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

B SEGMENTO FORMAL  mSEGMENTO COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el profesor en la primera
sesion, la relacién esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de
segmento.

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 25

Uso de las representaciones de circunferencia en lenguaje natural

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5
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Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y cologuial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccién de los estudiantes con el profesor en la primera
sesion, la relacion estd dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de
circunferencia.

Fuente: Elaboracion propia

Figura 26

Uso de las representaciones de recta en lenguaje natural

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5
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B RECTA FORMAL mRECTA COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el profesor en la primera
sesion, la relacion esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de recta.

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 27

Uso de las representaciones de punto de interseccion en lenguaje natural
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B PUNTO DE INTERSECCION FORMAL ~ m PUNTO DE INTERSECCION COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccién de los estudiantes con el profesor en la primera
sesion, la relacion estd dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de punto
de interseccion.

Fuente: Elaboracion propia

A partir de esta informacién se puede inferir que los estudiantes usan en su gran mayoria
representaciones de punto de manera formal, ya que esta requiere una desiganacién unitaria, es
decir no requieren de otras construcciones para su representacion. Para las representaciones
relacionadas con segmentos, circunferencias, rectas y puntos de interseccion, los estudiantes
efectuan con mayor frecuencia representaciones coloquiales, ya que estas construcciones dependen
de la denotacion de dos puntos o0 mas, como ejemplo particular, la comprension de la delimitacion
de un segmento, lo cual deriva de una necesidad de sefialar, usando gestos indixecales, para hacer
referencia a los trazos realizados. Para el caso de los puntos de interseccion, la preferencia en el
uso de gestos que sefialen el lugar referido, estdn asociados a la dificultad de exteriorizar
secuencias de designacion méas elaboradas, las cuales requieren de una representacion interna

secuenciada, que posteriormente debe ser exteriorizada de la misma manera.
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La frecuencia de uso de representaciones que requieren mas de una designacion, disminuye
a medida que la cantidad de designaciones aumenta, es decir existe una relacion inversa entre su
uso y la cantidad de designaciones empleadas.

En las intervenciones de los estudiantes prima el uso de expresiones como “los puntos que
estan ahi”, “las uniones de los circulos”, “acéd hice una circunferencia”, entre otras, que apelan al
gesto de sefialar usando un indice que no requiera nombrar el lugar referido. El principal obstaculo
en el uso de representaciones formales, radica en la dificultad de identificar que las construcciones
dependen de elementos primitivos y una secuencia ordenada de su uso.

Otro obstaculo que emerge en la practica de los estudiantes, estd relacionado con las
complicaciones en identificar, en las situaciones alfa, las designaciones mostradas de manera
gréfica, lo cual dificulta la mimesis de la representacion dada en la hoja de contexto, ya que se
obvian las conexiones necesarias para la construccion. En el caso de las situaciones beta, el
seguimiento de las instrucciones se dificulta, debido a que se presenta un obstaculo relacionado
con el uso de lenguaje formal en la generacion de representaciones mentales (que permitan seguir
la secuencia) para su posterior representacion de manera gréafica.

Para el caso de las situaciones gamma, los estudiantes ejecutan el uso de las construcciones
primitivas, refiriéndose a misconcepciones sobre la construccion solicitada, esto genera que no
puedan conectar la dependencia de las construcciones primitivas y posteriormente no puedan ser
comunicadas de manera formal, lo cual representa un obstaculo en el uso de las ideas relacionadas
con la denotacion y designacion empleadas en sus aprendizajes anteriores.

En las situaciones Delta al no existir un apoyo visual o en forma de instrucciones, los
estudiantes acuden a usar las representaciones construidas por la percepcion visual de sus

experiencias previas y dejan en evidencia la carencia de palabras, de tipo formal, que aludan a las
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representaciones mentales usadas para su posterior exteriorizacion. Aqui el obstaculo evidente
subyace en la imposibilidad de usar deconstrucciones dimensionales que permitan recrear los
esquemas mentales, de manera fisica, y acertada.

Andlisis de construcciones primarias
Las construcciones primarias usadas por los estudiantes son comunicadas mediante el uso,

en su mayoria, de representaciones mixtas, ya que la mayoria de las construcciones primitivas
comunicadas se realizan desde lo coloquial, y son combinadas con representaciones coloquiales.

Situaciones Alfa.

Las situaciones alfa consisten en replicar las construcciones dadas de manera grafica,
asociandolas a un contexto dado en la situacion. A continuacion, se muestran algunas de las
soluciones propuestas por los estudiantes.

El estudiante uno inicio la construccion de la situacion 1 Alfa, en la cual debia replicar la
construccion de un tridngulo equiltero (Figura 28), en la hoja de contexto se plantea el dibujo de
un terreno (vista aérea), con dos puntos (A y B) marcados, que contextualizaban la narracion
mostrada en la tarjeta. A continuacion, se muestra el dialogo entre el profesor P y un estudiante
(EL1), en el cual se evidencia el uso de representaciones linglisticas para argumentar la
representacion grafica usada en la solucién de la situacion.

En el dialogo se puede evidenciar el uso de representaciones formales como “el segmento,
de A a B” y representaciones de caracter coloquial como “hice los circulos esos, lo puse del punto
A aByalrevés”, las cueles estan acompafiadas de sefialamientos en la representacion grafica para
indicar los trazos a los que hace referencia. En la construccion del tridngulo equilatero, el
estudiante emple6 tres representaciones formales y dos representaciones coloquiales, con lo cual
la representacion linguistica de la construccion primaria se da de manera mixta. El estudiante logro

solucionar la situacién de manera satisfactoria.
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Dialogo 1. Transcripcion de un dialogo del profesor y el estudiante E1.

1 El: Pues lo replique, ahi decia qué que lo dibuje sobre el mapa y pues en la tarjeta.

2 P: ¢Y cémo hiciste ese dibujo?

3 El: Pues con la, con los bichitos de arriba, que aparecen ahi para formarlos.

4 P: Mmm... bueno ;me puedes decir como es el orden de la construccién?

5 El: Ah si profe, primero hice el segmento, de A a B, después hice la los circulos esos, lo puse

del punto A a B y al reves, puse otra vez segmento, de AaCyde CaByya.

Figura 28

Construccion de un tridngulo equilatero
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Fuente: construccion realizada por E1

Otra solucion de una situacion Alfa se describe en el siguiente dialogo entre el profesor (P)
y un estudiante (E5). Aqui el estudiante propuso una solucion para la situacion 2 Alfa, en la que
debia construir un angulo de 60 (figura 29). En la hoja de contexto se muestra la vista aérea de un
terreno, la posicion del personaje y la direccion de su recorrido inicial. En el dialogo se puede ver
que el estudiante usa expresiones de tipo coloquial como “la de A me toco unirla hasta la B”,
haciendo referencia a una circunferencia con centro en A y que pasa por B, y representaciones
formales en la designacion de puntos. Las construcciones usadas fueron dos circunferencias, un
punto de interseccion y una recta, todas representadas cologuialmente, lo cual sitda la
representacion de toda la construccion primaria en representacion coloquial. A pesar de los

tropiezos en la comunicacion el estudiante logra cumplir satisfactoriamente con el requerimiento.

Dialogo 2. Transcripcion de un dialogo del profesor y el estudiante E5.

1 E5: Me pedian que hiciera una construccion de un angulo de 60, hice lo que eran... los... ya se

me olvido el nombre otra vez...

2 P:  circunferencias

3 E5: circunferencias, me toco unirlas para que me dieran

4 P: ¢y como dibujaste a circunferencias, de dénde hasta donde, por donde pasan, con centro en
donde?

5 E5: Lade A metoco unirla hasta la B, para que me dieran uno, porque antes

intenté hacerla como si fuera la A, que llegara a la mitad de los dos, pero cuando intenté

hacer lo mismo con la anterior, no me daba como éste de referencia, no me daba la referencia,
cuando intente volver a hacerla, pero desde A llegar a B, me salieron asi, y lo mismo B hacia
A, me salieron asi y lo que era para sacar el angulo, usé lo que es la recta y la puse en la... en

la unién de las dos, en la parte de arriba.




89

Figura 29.

Construccion de un Angulo de 60 Grados

Fuente: construccion realizada por E5

Situaciones Beta.
En las situaciones Beta el estudiante debe seguir una serie de instrucciones (representacion

linguistica formal) para realizar la construccion solicitada, lo debe hacer sobre una hoja de contexto
que representa la situacion planteada en las tarjetas. A continuacion, se muestran algunas
soluciones de las situaciones de este tipo, planteadas por los estudiantes.

Una solucion a una situacion Beta se presenta en el dialogo mostrado enseguida, entre el
profesor (P) y un estudiante (E4). Aqui el estudiante sigue las instrucciones de manera correcta y
logra representar graficamente la construccion. Al momento de comunicar efectia las
representaciones linglisticas de manera formal, sefialando los trazos dibujados en la hoja de
contexto. La situacion requiere del uso de dos circunferencias, dos puntos de interseccion y una
recta, todas representadas de manera formal, por lo cual, la representacion secundaria propuesta se

considera formal.

Dialogo 3. Transcripcion de un dialogo del profesor y el estudiante E4.

1 E4: Pues yo lo primero que hice, fue ubicar un punto en la recta que aparecia ahi y lo nombré
coémo B, y luego hice una circunferencia que tenia como centro B y qué paso6 por Ay luego

marque la interseccion, qué es el punto C, y luego trace una circunferencia, que tenia que
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tener como centro, pues, el punto C 'y como radio C y A, y luego hice una recta, no mentiras,
luego hice una interseccidn, entre la circunferencia de C y A, y la nombre como D y luego

hice una recta que unia el punto A y el punto D. Y ya

2 P:  ¢Y cémo se llama esa recta?
3 E4: Perpendicular
4 P:  ¢Perpendicular a qué?
5 E4: Alarectainicial
Figura 30

Construccion de una mediatriz
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Mientras luchas con un grupo de enemigos, estalla una carga explosiva en el techo del
lugar en el que te encuentras. Logras acabar con tus enemigos, pero el techo se viene
abajo. La computadora de tu traje te muestra cémo puedes evitar que el techo caiga
sobre ti. Debes empujar un estante hasta el centro de la habitacion, de tal manera que

quede sobre la mediatriz de uno de los bordes del piso en donde inicla una de las
paredes.
Sigue lasinstrucciones y salva tu vida
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Fuente: construccion realizada por E4

Andlisis de construcciones secundarias

En el desarrollo de la primera sesion este tipo de construcciones representaron un reto para

los estudiantes, en gran medida se debe a que requieren de un dominio de las construcciones

primarias. Los obstaculos emergentes en las construcciones primarias y primitivas no permiten

abordar situaciones de mayor complejidad, en consecuencia, las secuencias de construcciones se

limitan al sefialamiento de lugares sin una designacion, y en ocasiones se usan representaciones

formales de construcciones primitivas.
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Situaciones Gamma.

Las situaciones Gamma requieren de la consolidacién de representaciones mentales que
posteriormente son exteriorizadas usando simbolos que representan las construcciones primitivas
usadas, se trata de ejecutar el orden de las representaciones de tal manera que correspondan a la
solucion de la situacion. Adicionalmente se debe dar el nombre de la construccion de acuerdo a
las caracteristicas descritas en la tarjeta.

A continuacion, se muestra un dialogo entre el profesor (P) y un estudiante (E3). En el dialogo se
aprecia que el estudiante comprende que poligono esta asociado a las caracteristicas descritas,
pero tambiéen se puede evidenciar que sus representaciones mentales estan asociadas a
percepciones visuales, y se le dificulta el uso de representaciones que hagan visibles las
cualidades del poligono. En las representaciones linguisticas empleadas se hace alusion a
construcciones primarias de manera coloquial, lo cual sitda a toda la representacion como
coloquial.

Figura 31

Secuencia de construcciones primitivas para un cuadrado inscrito en una circunferencia
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Fuente: construccion realizada por E3
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Dialogo 4. Transcripcion de un didlogo del profesor y el estudiante E3.

1

10

11

12

E3:

E3:

E3:

E3

E3

E3

Pues yo lo hice asi, porque decia, nombre del poligono regular que tiene sus cuatro vértices
en una circunferencia, entonces, seria un cuadrado, entonces, hice la circunferencia y los
cuatro lados

¢La circunferencia y los cuatro lados? ;Y con eso ya sabes que es un cuadrado? ;Con s6lo
dibujarlos cuatro lados?

Si profe

Entonces porfa abres GeoGebra, el que les envié de prueba, el que esta en blanco.

Seria pues, se hace la circunferencia y se ponen los cuatro lados, digamos ahi. Ah se puede
segmento. Y asi profe

¢Eso es un cuadrado?

Si seria un cuadrado

El resto que dice, ¢Parece un cuadrado? Vamos a comprobar, si es un cuadrado. Selecciona la
herramienta circunferencia, con centr6 en G traza una circunferencia que pase por C. Si fuera
cuadrado esa circunferencia también deberia pasar por F. ;Si me entiendes?

No profe, ;cOmo asi?

Mira, ahi trazaste esa circunferencia que pasa por C, ¢cierto? no, incluso pasa por H. Dale ctrl
z. Circunferencia con centro en G que pase por C. Concentr6 en G y que pase por C, toca el
punto G, no, no, no, ahi ya esta bien. Dale control z. Selecciona circunferencia, toca una vez
en G, da un clic, ahora, da un clic en C. Mira, la circunferencia no esta tocando al punto F, ¢si
ves? Si fuera equilatero, deberia tocar a F, si fuera un cuadrado, entonces, mira, por ejemplo,
ahi hay dos lados, eso quiere decir que el segmento GC mide mas que el segmento GF, tiene
mayor longitud.

Osea que esta circunferencia tiene que pasar por F

Si, deberia haber pasado por ahi, estar tocando los dos puntos. Porque mira, es una
circunferencia y si tu te das cuenta, ese es un radio, ¢cierto? para que el otro lado, GF midiera
lo mismo también, deberia ser un radio de la circunferencia, con eso garantizamos que es la

misma medida cierto. Listo, entonces ahi ya sabemos que el segmento GC es mas largo que el
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segmento GF, entonces, no es un cuadrado. Bueno, otra cosa, ;estéas segura que los angulos
que forman ahi son de 90°?

13 E3  No, pues no estoy segura

14 P Entonces, otra vez lo hiciste a 0jo. Entonces la construccion no es vdlida, porque tiene que ser

precisa. ¢Listo?

Situaciones Delta.

Este tipo de situaciones plantean la realizacion de construcciones sin ningun tipo de apoyo
visual. Aqui se debe proponer una representacion de caracter grafico, y se sustenta empleando
representaciones linglisticas. A continuacion, se muestra el dialogo entre un estudiante (E5) vy el
profesor (P). El primer obstaculo presente en el dialogo es la imposibilidad de trabajar con formas
gue no se encuentren en posiciones prototipadas, es el caso de un cuadrado, en donde el estudiante
(E5) expresa la necesidad de reacomodarlo para que uno de los lados sea “horizontal”. El segundo
obstaculo esta relacionado con la determinacion de propiedades por percepcion visual, en este caso
la determinacidn del centro del cuadrado. Las construcciones primitivas empleadas son un punto,
una circunferencia y un segmento, y las representaciones asociadas se comunican de manera

coloquial, lo cual convierte al global de la representacion en una coloquial.

Dialogo 5. Transcripcion de un didlogo del profesor y el estudiante E2.

1 E2: Profe pues a mi ya me aparecia asi el cuadrado, pero estaba entonces de lado, entonces, lo
que hice fue asi como cogerlo con esta herramienta de aca y le di la vuelta y cogi y hice un
circulo, sino que es que en el pantallazo no... osea todavia no habia tomado la foto bien,
entonces no alcancé a mandar esta linea y coloqué el circulo y después aca... en este ajuste
de ac4, hice para que la linea quedar asi y coloqué la linea de ac4 hasta aca, asi, bueno y eso

fue lo que hice.
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E2:

E2:

E2:

E2:

E2:

Bueno, ¢coOmo garantizas que esa circunferencia realmente esta por el punto medio? perdon,
¢€s tangente o esta inscrita ahi en el cuadrado?

Pues yo calculé ahi mas o menos, pues... para que quedara bien en la mitad y para que no se
saliera como del cuadrado

Voy a intentar hacer tu construccion. Tienes que tener cuidado con eso, porque la
construccidn debe ser 100% segura, ¢listo? entonces, pues no hay, asi como tal una forma de
asegurar que realmente eso que acabas de dibujar es de una circunferencia inscrita y ya te voy
a mostrar por qué. Entonces mira, td tienes un cuadrado, entonces lo primero que hiciste fue
acomodarlo ¢cierto?

Si sefior

Después trazaste esta linea

No profe, después hice el circulo

Hiciste el circulo ah listo, entonces medio ojeaste que por aca fuera el centro y mas o menos
que no se fuera a salir, ;cierto?

Si sefior

Y lo cuadraste yo creo que como asi, como asi ¢cierto? eso creo que fue lo que hiciste y
después trazaste este segmento ¢si?

Si sefior

Si eso fuera como tal una circunferencia inscrita entonces, este punto... esa circunferencia
deberia intersecarse por ac4, en algln lado con ese segmento y ¢si ves que no marca nada?
Pero si me corro un poquito me marca dos intersecciones entonces como que no hay una
certeza, algo que me diga 100% estoy seguro de que, Si va a estar inscrito y va a tocar en un
solo un punto la circunferencia a cada lado, entonces tu construccion no es valida, porque la

hiciste a 0jo, como intentando acomodar las cosas.
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Figura 31

Construccion de una circunferencia inscrita en un cuadrado

Fuente: construccion realizada por E2

Segunda sesion: Material de apoyo para construcciones con regla y compas

Para la segunda sesion se disefié un material de apoyo para fortalecer procesos de solucion
de situaciones relacionadas con las construcciones con regla y compéas. El material incluye el
acceso a una pagina web y a una aplicacion para smartphone.

La pagina web creada, consta de representaciones en lenguaje natural, lenguaje grafico,
ademas de material audiovisual sobre las construcciones (Figura 32, 33 y 34). La finalidad de este
material consiste en que los estudiantes se relacionen con algunas construcciones con regla y

compas.



Figura 32

Interfaz de inicio de pagina Web

X @ lennysf27.wixsite.com
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Esta pagina web se diselid con 12 platarorma WWIX com. Crea tu pégina web noy. [ comienzaya

PERPENDICULAR DESDE CUALQUIER PUNTO (METODO 1)
PERPENDICULAR DESDE CUALQUIER PUNTO (METODO 2)

Fuente: tomado de lennysf27.wixsite.com/metageo
Figura 33

Ejemplo de una construccion en la pagina Web

& C & lennysf27.wixsite.com

Esta pagina web se disefd con la plataforma WiX.com. Crea tu pagina web hoy.

ILas dos circunferencias (una centrada
enBylaotraenC)secotanen Ay
‘en otro punto al que debes nombrar

«como D.

Fuente: tomado de lennysf27.wixsite.com/metageo/bisectriz
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Figura 34

Ejemplo de una construccion con video de apoyo en la pagina Web

@ lennysf27.wixsite.com

Esta pagina web se disefid con la plataforma WWIX.com. Crea w pagina web hoy.

Traza una recta que pase por Ay D.

Esta recta es una mediatriz del éngulo
formado por las rectas Iniciales, lo cual
quiere decir que lo divide en dos
4#ngulos congruentes.

Fuente: tomado de lennysf27.wixsite.com/metageo/bisectriz

Las construcciones descritas corresponden a una secuencia de instrucciones de caracter
formal que van acompariadas de dibujos que ilustran la construccién. Los videos anexos a las
construcciones describen la secuencia de construcciones al tiempo que se realizan los trazos. El
fin del material es el de proporcionar al estudiante herramientas de estudio que les permitan
enfrentarse a las situaciones propuestas en la actividad “Aventura espacial” en su segunda
interaccion con esta.

La aplicacion propuesta como herramienta de estudio es “Euclidea”, la cual cuenta con
construcciones primitivas, primarias y secundarias, junto con ayudas para su solucion y referencias

bibliogréaficas de las construcciones empleadas (Figura 35).
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Figura 35

Pantalla de Inicio de la Aplicacion Euclidea

CUCUIDER)
>

Mo hay Camino Real hacia fa geometns.

Fuente: Aplicacion euclidea
Esta aplicacion usa la geometria dinamica (Figura 36) para crear secuencias de construcciones
empleando un limite de paso, lo cual optimiza las construcciones al minimo de pasos necesarios

para efectuar las construcciones.



Figura 36

Pantalla de Actividades de la Aplicacion Euclidea

Fuente: Aplicacion euclidea

Analisis tercera sesion

Circunferencia dentro de un
cuadrado

Tutorial: Herramienta mover

i

Rombo en rectangulo

O

Centro de una circunferencia

N

N\

Cuadrado inscrito
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Para el desarrollo de la tercera sesion se contd con un tiempo de 2 hora, en el cual, los

estudiantes propusieron soluciones a las situaciones de la actividad “Aventura espacial”, siguiendo
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sus mecanicas. Se realizo la grabacion de la sesidn y posteriormente se efectu6 el analisis haciendo
transcripciones de las conversaciones y empleando el software Atlas ti como herramienta de
sistematizacion. Las situaciones a las que se enfrentaron los estudiantes estan descritas en la Tabla
15.

Tabla 15

Situaciones asignadas en la tercera sesion

Situacion a desarrollar

Estudiante 1

Estudiante 2 Alfa 1, Alfa 5, Alfa 11,
Delta 2, Delata 4

Estudiante 3 Beta 4, Beta 6, Beta 14,
Gamma 15

Estudiante 4 Alfa 3, Alfa 4, Beta 7,
Delta 7, Delta 17

Estudiante 5 Alfa 7, Alfa 10, Beta 14,
Gamma 4

Fuente. Elaboracion propia.

Esta sesion constituye la ultima aplicacion de la actividad “Aventura espacial”, se siguen
los mismos parametros de la primera sesion, con la diferencia que los estudiantes han interactuado
con el material de apoyo. La intencion de esta sesion fue evaluar la evolucion de las
representaciones hacia un caracter formal, con el fin de indagar sobre la eficacia de toda la
actividad.

En las tablas 16 y 17 se presenta la frecuencia con la que fueron usadas las representaciones
de las construcciones primitivas, punto formal (PF), punto coloquial (PC), segmento formal (SF),
segmento coloquial (SC), circunferencia formal (CF), circunferencia cologuial (CC), recta formal
(RF), recta coloquial (RC), punto de interseccion formal (PIF) y punto de interseccion coloquial

(PIC).
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Tabla 16

Frecuencia de uso de representaciones primitivas en la primera sesion

PF PC SF SC CF cC RF RC PIF PIC
Estudiante 1 1 3 0 5 0 11 0 2 0 1
Estudiante2 11 5 1 6 4 5 2 2 0 6
Estudiante 3 7 3 0 5 1 7 0 0 0 1
Estudiante4 1 2 0 0 2 3 2 3 1 1
Estudiante 5 4 3 0 4 0 8 0 1 0 9

Fuente. Elaboracién propia.

Tabla 17

Frecuencia de uso de representaciones primitivas en la segunda sesion

PF PC SF SC CF cC RF RC PIF PIC
Estudiantel 13 2 4 3 0 9 0 0 0 2
Estudiante 2 22 4 4 3 5 3 3 3 3 4
Estudiante3 19 1 6 3 0 1 0 1 2 4
Estudiante4 26 2 1 4 6 4 4 1 5 3
Estudiante5 21 0 0 3 0 7 0 7 2 1

Fuente. Elaboracion propia.

La cantidad de representaciones de cada tipo aumento en muchos casos respecto a la
primera sesion, lo cual es un indice de conciencia de la dependencia de construcciones primitivas
para comunicar efectivamente las propuestas de solucién a las situaciones, sin embargo, las
representaciones de tipo coloquial contindan siendo una tendencia de uso. En el caso de las
representaciones de tipo formal de segmentos aumento en tres estudiantes (Figura 37), las de
circunferencia aumento en dos estudiantes (Figura 38), las de recta aumento en dos estudiantes
(Figura 39) y las de puntos de interseccion en cuatro estudiantes (Figura 40), lo cual es un sintoma
de la interaccion con el material de apoyo, ya que en este se mostraba en todo momento
representaciones formales, ademas de que cada instruccion se encuentra acompariada de una

representacion grafica que se ligada a la instruccion en cuestion, esto ayudo a que los estudiantes
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estuvieran inmersos en la importancia de las representaciones formales al momento de exteriorizar
representaciones mentales.

Figura 37

Uso de las representaciones de punto en lenguaje natural

100%
95%
90%
85%
80%
75%

Estudiante 1  Estudiante2  Estudiante3  Estudiante4  Estudiante 5

B PUNTO FORMAL  m PUNTO COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el profesor en la tercera
sesion, la relacidn esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de punto.

Fuente: Elaboracion propia

Figura 38

Uso de las representaciones de segmento en lenguaje natural

100%
80%
60%
40%
20%

0%

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

B SEGMENTO FORMAL  ® SEGMENTO COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5 estudiantes,
obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el profesor en la tercera
sesion, la relacién esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso de representaciones de
segmento.

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 39

Uso de las representaciones de circunferencia en lenguaje natural

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

100%
80%
60%
40%
20%

0%

B CIRCUNFERENCIA FORMAL B CIRCUNFERENCIA COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5
estudiantes, obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el
profesor en la tercera sesion, la relacion esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso
de representaciones de circunferencia.

Fuente: Elaboracion propia
Figura 40

Uso de las representaciones de recta en lenguaje natural

100%
80%
60%
40%
20%

0%

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

B RECTA FORMAL  m RECTA COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5
estudiantes, obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccion de los estudiantes con el
profesor en la tercera sesion, la relacion esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso
de representaciones de recta.

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 41

Uso de las representaciones de punto de interseccion en lenguaje natural

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4 Estudiante 5

B PUNTO DE INTERSECCION FORMAL B PUNTO DE INTERSECCION COLOQUIAL

Nota: Esta tabla muestra la relacion entre uso de lenguaje formal y coloquial de 5
estudiantes, obtenida en la transcripcion de dos (2) horas de interaccidn de los estudiantes con el
profesor en la tercera sesion, la relacion esta dada en porcentaje, comparando la frecuencia de uso
de representaciones de punto de interseccion.

Fuente: Elaboracion propia
El aumento de la frecuencia de uso de representaciones formales de construcciones

primitivas tiene una implicacion en el uso de construcciones primarias, ya que se efectia una
comunicacion empleando mas designaciones. A continuacion, se ejemplifica esta relacion en un
dialogo efectuado entre el profesor (P) y un estudiante (E1), en torno a dos construcciones, de la
primera y tercera sesion respectivamente, que implican el uso de la construccion de mediatrices

(Figura 42y 43).
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Dialogo 6. Transcripcion de un didlogo del profesor y el estudiante E1 en la primera sesion.

1 El: Primero hice una circunferencia, en el del punto I al punto Jy del punto J al punto | y para
hacer la... la... la recta, la recta vertical, después hice la recta horizontal y después hice el, el,

el cuadro, el cuadro dentro del circulo.

2 P: Bueno ¢y ahi te daban el centro de la circunferencia?
3 El: si.
4 P: Bueno, pero recuerda que estaba a partir de un punto B que hay. Mira, aqui donde tengo

la Lupita, ahi habia un punto, revisa alla. ;si estd marcado?
5 E1l: ahsiprofe sisiya miré.
6 P:  Osea tenias que partir de ese punto. Pues la construccion esté bien hecha, listo, pero tenias

que partir de ese punto, ;vale?

Dialogo 7. Transcripcion de un didlogo del profesor y el estudiante E1 en la segunda sesion.

1 El: Pues decia que trazara las diagonales de los... osea los segmentos, si, entonces yo lo puse
del... donde dice el punto A al C yde D a B y le hice una circunferenciide CaDyde AaB

y después de eso no entendi y no sé qué fue lo que hice.

2 P: Osea ¢ho seguiste el orden de las instrucciones? ;Qué te tocaba dibujar?

3 El: Si pero no lo entendi

4 P: ¢Qué te tocaba dibujar al final?

5 E1l: Esque no entendi eso profe, lo ultimo

6 P:  Revivamos lo que estabas haciendo, en un cuadrado ABCD, ¢Cual es el cuadrado ABCD?

El que te daban ahi. Traza sus diagonales. Hasta ahi vas bien, las trazaste. A su intersecci6n
asignarle la letra G. ;{Cudl es la interseccién de las dos diagonales, en el dibujo que hiciste?
¢Qué nombre tiene ese punto?

7 El: ¢Medio?

8 P:  ¢Pero qué nombre tiene ahi en el dibujo? Océano ;como se llama, qué letra le asignaste?

9 El: Ahla G ahile puse la letra, pero aparecié E
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

El:

El:

E1l:

El:

E1l:

El:

El:

E1l:

El:

Listo E. Ese es el punto E. A continuacion, sobre uno de los lados del cuadrado, traza una
circunferencia con centro en un extremo, y radio la longitud del segmento. ;Cual lado
tomaste? El lado DC, el lado CB, el lado BA o el lado AD

El lado CD

El lado CD, trazaste una circunferencia ¢Concentré en déonde?

EnC

¢Y qué pasaré por D?

Si

Ahi vamos bien. Dice, repite este procedimiento sobre ese mismo segmento, o sea el mismo
segmento, ¢Cual es el segmento en el que estas trazando esa circunferencia?

(Silencio prolongado) ¢Cual segmento elegiste inicialmente?

El inicial, escogia él C

CD, acuérdate que son los dos puntos de extremo. En ese mismo segmento tienes que repetir
el procedimiento anterior, o sea volver a dibujar otra circunferencia, Pero. ;cudl seria esa?
¢DeDacC?

Listo, centro en D y que pase por C

Pero ahi ya la hice

Ya esta hecha, osea ahi llevariamos el siguiente paso, con el otro extremo del segmento.
Ahora, marca las intersecciones de las dos circunferencias, ¢Cudles circunferencias?

De las que acabo de hacer

Con la letra C y F. ¢Ya estan marcadas esas intersecciones?

Si, pero las marqué fue, pero abajo, en la izquierda, como en el centro.

Ah listo, es que esta, asi como de lado. Entonces tomaste fue el segmento AD. Bueno y
entonces ahi continda con todas las instrucciones, ahi ya trazaste la recta qué te piden ahi,
ahora te faltas marcar las intersecciones

Pues en la linea que partia el cuadrado, puse la L y abajo la M y en el punto E, osea en la

mitad, tracé una circunferencia hasta la L y ya




107

Figura 42

Construccion de un cuadrado inscrito en una circunferencia

Fuente: construccion elaborada en la primera sesion por E1
Figura 43

Construccion de una Circunferencia Inscrita en un Cuadrado

Fuente: construccion elaborada en la segunda tercera sesion por E1
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En la linea 1 del dialogo 6, el estudiante (E1) comunica la construccion de una mediatriz
con el uso de dos circunferencias centradas en | y J, y una recta “vertical” que pasa por los puntos
de interseccion de las circunferencias. La representacion usada esti en términos coloquiales
(Figura 44).

Figura 44

Diagrama de Construccion Empleada por E1lde un Cuadrado Inscrito en una Circunferencia en

la Primera Sesion

(ESTUDIANTE 1

: A - *Recta-coluquial

52 53 para

I ’ Mediatriz-lenguaje coloquial

58 usa para

*Cuad rado inscrito en una
drcunferencia

l%‘I:]"B p 1, Primero hice una
circunferencia, en el del punto | al
punto J y del pu... in ESTUDIANTE 1

Fuente: Red de andlisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia
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En la construccion de la segunda sesion, el estudiante (E1) emplea muchas mas
designaciones, y en particularmente, en la construccion de la mediatriz emple6 en su mayoria
representaciones formales, lo cual, concierte la representacién completa en mixta.

Figura 45

Diagrama de Construccion Empleada por E1de una Circunferencia Inscrita en un Cuadrado en

la Tercera Sesién

[B D 6:Estudiante 1
5E usa para
I & Punto_formal [¢—» I 4 Segmento-formal

S8 US3 para

I ’ Punto de interseccion-cologquial

5@ Uza para

m
£
L
W
o
]
o
'3
2
m
o
= |
]

I # Circunferencia-coloquial

las diagonales de los... osea los

I 4 Recta sin designacion
segmentos, si,... in Estudiante 1

| m~l

# Circunferencia inscrita en un SE us a - ) N
5 Mediatriz-lenguaje cologuial
I cuadrado I . 2HE] =

5@ usa para

=8 usa para

‘ 95:34 pp 2 -3, Pues dedia que trazara

£8 UsA pero nose designa
€ Usa para

Fuente: Red de anélisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia
De esta comparacion se puede concluir que la evolucion del tipo de representaciones se
sitla en el peldafio siguiente, a pesar de que el estudiante en ocasiones demuestra inseguridad,
logra comunicar la construccion. Un conflicto que permanece constante en las construcciones
primarias es la dificultad para mencionar de manera formal las construcciones previas, ya que
siempre se recurre a la indicacién con gestos no formales, sin considerar que la designacion juega

un papel decisivo para el observador en el seguimiento de la secuencia de construccion. Por otra
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parte, el uso de trazos adicionales es un recurso de bastante uso, por ejemplo, en la Figura 43, se
muestra el trazado de dos circunferencias adicionales (no mencionadas en la representacion
lingliistica), que a su vez cumplen un papel importante en la exploracion de conexiones (puntos de
interseccion) para realizar los trazos necesarios en la solucién del problema, y en la mayoria de
ocasiones no se hace mencién al uso de los puntos de interseccion usados.

En las construcciones secundarias se evidencié un aumento del uso de construcciones
primarias y primitivas, aunque se encuentra presente un obstaculo relacionado con el uso de
algunas construcciones primarias en situaciones que requieren de ellas, por ejemplo, en el uso de
mediatrices, perpendiculares y bisectrices, para inscribir circunferencias o construir poligonos, ya
que los estudiantes no logran identificar efectivamente las construcciones al momento de ser
evocadas por su nombre (representacion acustica). A continuacion, se muestran algunos ejemplos

en dos didlogos con estudiantes (E2 y E3).

Dialogo 8. Transcripcion de un dialogo del profesor y el estudiante E2.

1 E2: Profe pues ahi lo que me pedian era construir una circunferencia inscrita en un cuadrado,
entonces pues primero yo hice las... los que... las rectas creo que es que se llaman, y dsea
las trace asi, de A hasta C y acé la trace de B hasta D... luego hice las circunferencias, una la
hice con centro A, que pasara por B y por D y la otra la hice con centro B, que pasara por A
y por C y ya luego hice los puntos de interseccion de esas rectas que aca quedé el punto Ey
aca el F, y en esos puntos de interseccion hice otra recta que osea pasara por esos dos puntos
y luego ya hice aca un punto de interseccion que es G, osea como en el medio de todas las

rectas. Y ya después hice el circulo. Y aca quedo el punto H de ese circulo

2 P: Bueno, osea, ese ultimo circulo tiene... cdmo es ese circulo
3 E2: ¢CdAmo asi profe?
4 P:  ¢Tiene centro en donde o por donde pasa?

5 E2: Con centro en C y que pasa por... no sé profe, no s€¢ coémo explicarlo.
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6 P:  ¢Con centro en C y qué pasa por donde?

7 E2: ¢Por H?

Dialogo 9. Fragmento de la transcripcion de un dialogo del profesor y el estudiante E3.

1 E2: Bueno, aqui lo que hice fue, decia que sobre una... un rectangulo ABCD traza una de sus

diagonales, y pues decia que una de sus diagonales, entonces tracé una diagonalde AaD vy

dice y dibuja la mediatriz de la diagonal, entonces pues hice aqui una recta y dice marca una

de las intersecciones de la mediatriz con los lados del rectangulo con las letras G y H,

entonces cogi la interseccion y cogi este segmento lo toque con este, para que quedara G y

hice lo mismo para que quedara H y dice por Gltimo une los extremos de la diagonal con los

puntos G y H, la forma obtenida, bueno que quedara un rombo inscrito y pues uni de AaH,

deHaD,deDaGydeGaA.

Figura 46

Construccion de un Cuadrado Inscrito en una Circunferencia

oY

Fuente: construccion elaborada por E2

o
/ \

0 Wogado a una Instalackin de carga, eitd
replata de suministros, pero también llena de
wnemigos. Desde un ugar elevado observas que
o1 posible deshacene de todos de un solo
intento. A tu derecha estd un control de un
elactrolman, ol cual se pusde configurar para
atraer magnéticamente una 200a especifica. kI
@scanar to da los datos de la bodega, la cual tiene.
forma de cuadrado y debes activar @l electro-
Imdn de tal manera que la superficie de atraccion
_%0a una circunferencia inscrita en ol cuadrado.
Esto garantizard que captures a o3 enemigos en
o electroiman, de lo contrario serds descublerto
y tendrds dificultades.

Construccién de una circunferencia
Inscrita en un cuadrado.



112

Figura 47

Construccion de un Rombo Inscrito en un Rectangulo que Comparten una Diagonal

Vista Opoones Hemamsentas Ventana Ayuda A

—
I oy
'/‘] \*

_—— ALY | g

Encuentras un armaric con provisiones. En la pantalia de apertura tiens dibujado un
recténgulo. Sigue las instrucciones para poder abridlo.

Sobre un rectanguio ABCD traza una de sus diagonales. Dibuja la mediatriz de la dagonal
Marca las intersecclones de lo mediatriz con los lados del rectangulo con las letras Gy M
Por gltmo, une los puntos extremos de la diagonal con los puntos C y M La forma obienida
@5 UN rombo INSCNto en un rectangulo que comparten una

dizgonal

Fuente: construccion elaborada por E3

En las dos representaciones esta presente el uso de la construccion de una mediatriz, en el
dialogo 8, el estudiante (E2) comprende como realizar la secuencia de pasos que debe efectuar
para su construccion, y en el dialogo 9 el estudiante realiza esta construccién dando una ubicacion
perceptiva, es decir ubica a “0jo” la construccion de la mediatriz, lo cual desemboca en una
construccién fallida, aungue se evidencia, en los dos casos, que el uso de construcciones primitivas
se hace de una manera formal. La relacion de las construcciones para la solucion de las situaciones

se encuentra en las Figuras 48 y 49.
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Figura 48

Diagrama de construccién empleada por E2 de un cuadrado inscrito en una circunferencia

I # Punto-formal # Punto de interseccion-coloquial
e
g
3
¥

s€ usa para

seusapa g

se usa pafa . - - . .
; I 4 Circunferencia-cologquial I # Circunferencia-formal
se
o o e

I # Mediatriz-lenguaje formal

se usa gara

Fuente: Red de anélisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia
Figura 49.
Diagrama de construccién empleada por E3 de un rombo inscrito en un rectangulo que

comparten una diagonal

-~ [ D 8:Estudiante 3
I # Punto-formal I 4 Recta-coloquial I ’Segmenio—coloq uial

S& Us3 para

se traza a ojo para

. ediatriz.| N ial Se usa para
I e gt el = ’I ’ Punto de interseccion-coloquial

S€ usa pal
I ’ Segmento-formal

€ 8:31p 1, Bueno, aqui lo que hice fue, -
decia que sobre una... un rectangulo =€ usa para I # Rombo inscrito en en un

ABCD t... in Estudiante 3 —————————— rectangulo que comparten una
diagonal

Fuente: Red de analisis construida con Atlas ti. Elaboracion propia
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Es importante resaltar que la actividad “Aventura Espacial” tuvo gran acogida por parte de
los estudiantes, quienes manifestaron una empatia por situaciones de construccion empleando
lenguaje grafico y en palabras (Figura 45), en efecto, el hecho de tener ayudas de caracter visual
permiti6 que los estudiantes abordaran las situaciones con mayor facilidad y emplearan

representaciones formales en mayor medida.

Figura 50

Respuestas de estudiantes a la pregunta ¢ Cual de las cuatro categorias le gusto mas?
@ Alpha
@ Ecta

& Gamma
@ Delia

Fuente: elaboracion propia

Por otra parte, la categoria Alfa, fue la de mayor dificultad de solucion, hecho que
manifestaron los estudiantes (Figura 46), ya que en esta categoria es indispensable definir el orden

correcto en el que se debe reproducir los trazos.



Figura 51

Respuestas de estudiantes a la pregunta ¢Qué categorias le parecié mas dificil?

Fuente: elaboracién propia

@ Alpha
@ Beia
& Gamma
& Delta
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Conclusiones generales
En este capitulo se da respuesta a la pregunta de investigacion planteada ¢Como

evolucionan las representaciones de conceptos y procesos empleados por los estudiantes, relativos
a las construcciones con regla y compas de sistemas de poligonos a la luz de la teoria semi6tica de
Duval?, donde a través de un proceso sistematico basado en la metodologia del enfoque mixto, se
dio respuesta al objetivo general planteado como, analizar las representaciones de nociones y
procesos empleados en las construcciones de formas geomeétricas relativas a sistemas de poligonos
empleando regla y compés griegos en medio virtual.

Las conclusiones planteadas se formulan teniendo en cuenta el andlisis sistematico de
resultados obtenidos en las fases propuestas a lo largo del trabajo.

El objetivo especifico que corresponde a disefiar de situaciones que permitan emerger
representaciones de formas geometricas relativas a sistemas de poligonos construidas con regla y
compas en ambientes de geometria dindmica, el cual se logré con la estructuracion de la actividad
“Aventura Espacial”, la cual fue disefiada teniendo en cuenta el marco tedrico de representaciones
semidticas y las situaciones planteadas en la aplicacion Euclidea. “Aventura Espacial” propone
actividades con la intencidén de hacer emerger representaciones en lenguaje natural, graficas y

representaciones internas transformandose a externas.

La descripcion de la actividad, en el capitulo 5, muestra como se tuvieron en cuenta las

entradas clasicas a la geometria en la consolidacion de la actividad “Aventura Espacial”.

El proceso investigativo llevado a cabo, permitié que el autor reflexionara sobre la
importancia del uso de estructuras teéricas de la semidtica, como el uso de lenguaje natural y

ayudas gréficas, en el disefio de actividades que contextualicen el uso de regla y compas. El
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objetivo especifico 2 corresponde a la caracterizacion de las representaciones y los obstaculos
emergentes en la dindmica del aprendizaje de elementos como el punto medio, la mediatriz, la
bisectriz, perpendiculares, rectas tangentes, construidas con regla y compas, enfatizando en las
entradas clasicas a la geometria de la teoria semidtica. El logro de este objetivo se obtiene como

resultado de la ejecucion de la fase 2 descrita en el capitulo 3 (marco metodoldgico).

La caracterizacién de obstaculos y representaciones usadas por los estudiantes, fue
realizada teniendo en cuenta la creacion de las categorias de analisis, determinadas como
construcciones primitivas, construcciones primarias y construcciones secundarias, en las cuales se

logré identificar conflictos y obstaculos emergentes de las construcciones con regla y compas.

El primer obstaculo identificado esta relacionado con la designacidon de construcciones
primitivas que requieren de mas de un uso de la representacion de punto, ya que estas requieren
del paso de 0 dimensiones a 1y 2 dimensiones, proceso que los estudiantes llevan a cabo con el
uso de gestos para sefialar los trazos empleados, como es el caso de mostrar un punto de
interseccion, sin designar que se esta intersecando y cual es el nombre asignado a este punto. En
relacion a este obstaculo, en la primera sesién se evidencié una frecuencia de uso de las
construcciones primitivas, en mayor medida hacia el uso de representaciones de tipo coloquial,
frecuencia que cambio significativamente en la tercera sesion, ya que los estudiantes interactuaron
con la pagina web, que se centraba en el uso de representaciones formales y dio herramientas
comunicativas que permitieron expresar de manera formal, a los estudiantes, muchas de las

construcciones planteadas en las categorias de la actividad “Aventura Espacial”.

Teniendo en cuenta los tipos de situaciones planteados en las categorias Alfa, Beta, Gamma

y Delta, emergen de la practica de los estudiantes varios obstaculos, como el uso de las



118

designaciones mostradas de manera gréfica, lo cual dificulta la mimesis de la representacion dada
en la hoja de contexto, ya que pasan por alto las conexiones necesarias para la construccion de

punto medio, mediatriz, bisectriz, perpendiculares y rectas tangentes.

El principal obstaculo identificado en el uso de representaciones formales, radica en la
dificultad de identificar que las construcciones dependen de elementos primitivos y una secuencia
ordenada de su uso. El seguimiento de las instrucciones se torna dificil, debido a que se presenta
un obstaculo relacionado con el uso de lenguaje formal en la generacion de representaciones
mentales para su posterior representacion de manera gréfica. Los estudiantes ejecutan el uso de las
construcciones primitivas, empleando misconcepciones, creadas en sus experiencias previas, sobre
las construcciones solicitadas, lo que genera la imposibilidad de conectar la dependencia de las
construcciones primitivas y ulteriormente no puedan ser comunicadas de manera formal, esto
representa un obstaculo en el uso de las ideas relacionadas con la denotacion y designacion

empleadas en sus aprendizajes anteriores.

Al no existir un apoyo visual o en forma de instrucciones, los estudiantes acuden a usar las
representaciones construidas por la percepcién visual de sus experiencias previas y dejan en
evidencia la carencia de palabras, de tipo formal, que aludan a las representaciones mentales usadas

para su posterior exteriorizacion.

En cuanto a los prototipos de representacion de formas, se evidencia que los estudiantes
muestran una resistencia a observar formas en posiciones no estandar, tal es el caso de ver un
rectangulo o un cuadrado en la misma posicion, esto genera un impulso instintivo en situarlas de

una manera familiar.



119

Las estructuras tedricas presentes en la practica de los estudiantes, desde el punto de vista
de las entradas clasicas a la geometria, se evallan desde la deteccién de los elementos tedricos y
la forma como se estructuran, al desarrollar el analisis del enfoque semi6tico de las précticas de
los estudiantes al aprender construcciones con regla y compas y la evaluacion de los procesos
cognitivos del pensamiento espacial de los estudiantes, involucrados en el aprendizaje de
construcciones con regla y compas en ambientes de aprendizaje.

Los estudiantes objeto de este estudio, perciben la identificacion de punto medio, bisectriz,
mediatriz, perpendiculares, rectas tangentes, desde el punto de vista del botanico, ya que movilizan
las propiedades geométricas, como la de garantizar distancias iguales con circunferencias, los
angulos formados en una perpendicular, la division de un segmento en dos congruentes, entre
otros, desde la percepcion visual, es decir, guian algunas de sus construcciones con regla 'y compas
desde lo que las formas que replican dejan ver. La determinacion de cualidades, como la
congruencia, angulos internos, mitad de un segmento, de cuadrilateros, tridngulos y lugares
geométricos como rectas y circunferencias, estan ligadas a la construccién de representaciones
mentales, formadas en su experiencia previa, en el sentido de que determinan posiciones
empleando ensayo Y error, lo cual dificulta un completo uso de los trazos en la precision de las
construcciones.

Los estudiantes manifiestan una necesidad de tener informacion numérica de magnitudes
como la longitud de segmentos, amplitud de angulos, distancias, entre otras, lo que no les permite
desligar su actividad del caracter de medicién desde patrones establecidos (segmentos de
referencia, &ngulos iniciales, radios de circunferencias). Esto constituye un desarrollo de la entrada
del agrimensor en una medida minima, en donde, por ejemplo, en un segmento que queda dividido

en dos partes congruentes, no logran detectar que si lo son.
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En cuanto a la entrada del constructor, logran emplear instrumentos para dibujar
segmentos, rectas y circunferencias, pero no logran establecer una relacion clara entre los trazos
auxiliares que determinan la posicion de los elementos que constituyen a las formas construidas y
en ocasiones no ven la necesidad del uso de dibujar lineas auxiliares, ya que no logran discernir
entre los esbozos realizados y formas que componen estos trazos.

La determinacion de las secuencias de trazos necesarios para producir formas, es una
dificultad latente en la construccién con regla y compas, ya que, aungue en sus representaciones
mentales existe una figura bien definida, no logran determinar que trazos son necesarios para hacer
evidentes las propiedades geomeétricas de los objetos que construyen, tal es el caso de una
construccion de un cuadrado, en donde los angulos internos no se trazan como rectos, 0 no se
encuentra relacion entre la congruencia y perpendicularidad de las diagonales.

Es evidente que en el uso de software geométrico es necesario determinar las designaciones
de construcciones primitivas, como nombrar puntos, para estructurarlas en construcciones
primarias y posteriormente en las secundarias, ya que, por ejemplo, el trazado de una
circunferencia requiere de identificar el centro y el lugar por donde va a pasar, dejando
implicitamente el radio, y es en este proceso donde se ve la necesidad de fortalecer el uso de
construcciones que permitan dibujar fielmente un objeto, como es el caso de la circunferencia,
para su posterior uso en procesos como la determinacion de superficie o la medida de contorno, al
igual que construir ecuaciones.

El ingreso a la forma de ver del inventor artesano se ve interrumpido por la dificultad de
discernir entre las unidades figurales de una y dos dimensiones, como por ejemplo, entre los trazos
realizados para dibujar un punto medio, identificar especificamente el punto medio, ya que ante la

imposibilidad de realizar un sefialamiento, empleando designaciones, no es posible identificar las
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formas, objetivo de construccidn, en una gama de trazos (curvas, rectas, puntos de interseccioén) y
del mismo modo, en sus representaciones mentales es dificil construir una secuencia eficaz.

El proceso investigativo permitié que la practica docente del autor se viera favorecida en
relacion con el desarrollo heuristico de procesos que permiten la construccién conceptual puntos
de interseccidn, circunferencias, rectas, segmentos, mediatrices, bisectrices, tangentes,
perpendiculares, triangulos y cuadrilateros, asi como el desarrollo de un prototipo de actividades,
como lo es Aventura Espacial”, enfocado en el caracter ludico y la incorporacion del enfoque
semiotico en la estructuracion de las mismas.

La narracion de situaciones problema asociadas a un contexto permite que el estudiante
esté inmerso en situaciones familiares para su edad cronolégica, lo cual favorece su incorporacion
en el desarrollo de procesos matematicos de una manera mas discreta, colocando a la matematica
en situaciones en las que son necesarias para solucionar problemas. Este trabajo dio al autor un
enfoque en el disefio de material de apoyo de clase para los estudiantes, tal como la creacién de
ayudas audiovisuales o la escritura de cuentos desarrollados en torno a la geometria.

Actualmente, se encuentra en desarrollo un cuento que estructura una narracion ficticia
usando como elementos matematicos las construcciones con regla y compas descritas en esta
investigacion, el cual tiene como objetivo superar los conflictos y obstaculos descritos en este
trabajo, un ejemplo de estas narrativas se encuentra en el anexo 3

El futuro de esta investigacion se centra en la produccion de material de apoyo, ya que es
de suma importancia incorporar herramientas heuristicas que permitan al estudiante ver la
aplicacion de las construcciones con regla y compas en la solucién de situaciones problema, que

expandan las problematicas descritas.
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Secuencia Didactica

1. Datos generales o identificacion

NUmero de .
. Period
la secuencia 1 ode
didactica a o
aplicacién
desarrollar
Nombre del Lennys Fabian Pedraza .
autor Espindola Nombre de coautor No aplica
Nombre de ggmggz e
la asignatura o Geometria Grupos 2 . 5
- . atendidos por
eje atendido
grupo
e Numero de temas del programa de
Duracion en . . -
h 8 estudio que abordara la secuencia 1
oras s
didéctica

2. Intenciones de aprendizaje de la secuencia didactica

Proposito de la secuencia didactica

Nombre del tema integrador \

Construccion de sistemas de

poligonos Asignaturas que se interdicsciplinan con la materia eje

Tipo de contexto a entender
imaginario, semi imaginario y
real

Dibujo técnico, expresion oral

Taxonomia(s) empleada(s) Ambientes de aprendizaje a promover

Informacién, interaccion, produccidn, heuristico

Categorias: | Representaciones semioticas

Contenidos curriculares (Tipos de saberes)

Saber declarativo

Identificacion y aplicacion de construcciones empleando regla y compas de sistemas geométricos

Conceptos

Construccion de elementos de sistemas de poligonos
fundamentales

Saber procedimental

Leer, Analizar, Construir, aplicar, representar, justificar, proponer y comunicar

Saber actitudinal

Honestidad, respeto, participacién

Cuestionar, conjeturar, hipotetizar, concluir

Descripcién de las competencias a desarrollar

Pensamient
o0 Espacial y
Meétrico

Empleo las construcciones con regla y compas para representar en diferentes
sistemas semidticos, sistemas de poligonos identificando sus caracteristicas

Fase pre
activa




Justifico el uso de representaciones en diferentes registros, de las

construcciones con regla y compas

Analizo las propiedades de los sistemas de poligonos para su posterior
construccion
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Mapa de contenidos del programa de estudios

Asignatura eje: Geometria

Tema integrador: Construcciones
con reglay compés

/\

«

Dibujo técnico
Elabora representaciones graficas
empleando los instrumentos
basicos regla y compas.

>

Expresion oral
Argumenta y justifica procedimien-
tos empleados en las cxonstruccio-

nes con regla y compas.

Mapa de contenidos del programa de estudios

————————— BOTANICO
|
I r
|- - - - - - - A
EQULATERO o
| [
| 1SOSCELES | |
| [ CONVEXO
I Lo
L a |
I |
| |
|
|
|

A A

(I

CONSTRUIRY USAR

ECUACIONES

3. Momentos gue conforman la secuencia didactica

Fase de
aplicacio
n




Componentes considerados

Actividades
de aprendizaje

Tiemp
0 (min)

Tipo de
evaluacion

Producto(s) de aprendizaje
y evidencias

Actividad 1:
el docente
explica la
mecanica de la
actividad, junto
con los
parametros
empleados
necesarios para
su desarrollo.

20

Declarativ

Video de la socializacion

Actividad 2:
El docente
muestra cada
uno de los
elementos  del
material y su
funcionamiento
dentro del global
de la actividad.

20

Declarativ

Video de la socializacion

Desarrollo

Primera sesion

Momento

Componentes considerados

Actividades
de aprendizaje

Tiemp
0 (min)

Tipo de
evaluacion

Producto(s) de aprendizaje
y evidencias

Actividad 3:
Los estudiantes
inician la
aplicacion de la
actividad,
teniendo en
cuenta que la
asignacién  de
retos es aleatoria,
se pueden
realizar
maltiples
actividades.

Actividad
3.1: Los
estudiantes
inician la
actividad,
desarrollando
sus mecanicas y
preguntando
sobre el
funcionamiento
de las tarjetas de
trabajo, hojas de
contexto y
demas elementos
empleados.

90

Video del desarrollo de la
actividad
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Actividad
3.2: el docente
orienta el
desarrollo de la
actividad,
observando
comportamiento
s y orientando la
actividad
autobnoma de los
estudiantes sobre
su interaccion
con el material.

Actividad
3.4: En caso de
que el estudiante
tenga que
solucionar un
reto tipo Alpha,

tendré que
realizar los
trazos

respectivos sobre
la hoja de
contexto.

Actividad
3.5: En caso de
que el estudiante
tenga que
solucionar  un
reto tipo beta,

tendra que
realizar los
trazos

respectivos sobre
la hoja de
contexto.

Actividad
3.6: En caso de
que el estudiante
tenga que
solucionar un
reto tipo delta,

tendra que
realizar los
trazos

respectivos sobre
la hoja de
contexto.

Actividad
3.7: En caso de
que el estudiante
tenga que
solucionar  un
reto tipo gamma,
tendra que
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realizar
descripcion
verbal de la
construccién
realizada
mentalmente.

una

Actividad 4:
Los estudiantes
diligencian dos
cuestionarios
sobre el
desarrollo de la
actividad.

20

Cuestionario sobre desarrollo
de la actividad

Desarrollo segunda sesién

Componentes considerados

Actividades
de aprendizaje

Tiemp
0 (min)

Tipo
evaluacion

de

Producto(s) de aprendizaje
y evidencias

Actividad 5:
Los estudiantes
recibiran el
acceso a una
pagina web y a
una aplicacién
con informacion
sobre
construcciones
con regla vy
compas

360

Desarrollo tercera sesion

Componentes considerados

Actividades
de aprendizaje

Tiemp
0 (min)

Tipo
evaluacion

de

Producto(s) de aprendizaje
y evidencias

Actividad 7:
los estudiantes se
enfrentan a la
misma situacién
de la primera
sesién, con las
mismas
condiciones.

90

Videos del desarrollo de la
actividad

Actividad 8:
Los estudiantes
diligencian una
encuesta
relacionada con
la actividad.

30

Cuestionario sobre el
desarrollo de la actividad
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Anexo 2. Tarjetas de la actividad “Aventura Espacial”

Tarjetas Alfa

unvalle rocoso y tu

Construccién de un

dngulo de 60°.
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medo'dd calculo de una

En una estacién abandonada te

Acabas de lanzar un dron para
un bunquer enemigo.
Eldron te ha dibujado una
zona rectangular de la edifi-
cacién. Existen dos caminos
para poder pasar el bunquer
sin ser detectado. Para encon-
trarlos debes dibujar los
segmentos que unen a los
puntos A con G, G con C para
un camino, y el otro al unirA
conH,Hcon C.

Rombo inscrito en un
rectidngulo que comparten
una diagonal.
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Ingresas en una edifi-
cacion para obtener
suministros de oxigeno y
encuentras una escotilla
en la cual debes insertar
una llave justo en el
centro. La escotilla tiene
forma de circulo.
Ubica el centro dela
_escotilla dibujandolo en

lahop. —f—

Construccién del centro
de una circunferencia.

Acabas de lanzar un dron para

un bunquer enemigo.
El dron te ha dibujado una
zona rectangular de la edifi-
cacién, Existen dos caminos
para poder pasar el bunquer
sin ser detectado. Para encon-
trarlos debes dibujar los
segmentos que unen a los
puntos A con G, G con C para
uncamino, y el otro al unir A
conH,HconC.

Rombo inscrito en un

rectdngulo que comparten
una diagonal.

Acabas de caer en un agujero
que te conduce a los ductos de
un sistema de expulsién de
una estacion. La dnica forma
" de salir es escribiendo el
codigo de apertura del ducto
el cual esta escrito en una
ntalla. Los cédigos estan

| distribuidos en forma de

/| vértices de un cuadrado
inscritos en una ircunferencia.

Construccion de un cuadrado
inscrito en una circunferencia



de los limites del asteroide. Debes
saltar un acantilado, pero al hacerlo

quedaras expuesto al espacio
exterior. Un calculo mal y te perd-
| eras en la inmensidad del universo.

| de realizar el salto, pero debes
realizar el trazado sobre el escaneo
de lazona.

Construccion de la bisectriz
de un éngulo.

Te topas con dos seres que
habitan una estacién en el

del punto de inter -
de las bisectrices de un
tridngulo.

auna carga,
repleta de suministros, pero también llena de
migos. Desde un lugar elevado observas que
es posible deshacerte de todos de un solo
A tu derecha esta un control de un
man, el cual se puede configurar para
atraer magnéticamente una zona especifica. El
te da los datos de la bodega, la cual
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Tarjetas Beta

Acabas de llegar a una estacion enemiga, te encuentras rodeado, la tinica forma de
escapar es sujetar un gancho a una viga en el techo, que se encuentra a una distancia

igual a la de tu posicién y un depésito frente a ti. Sigue las instrucciones para encontrar
el lugar al que debes lanzar el gancho.

Sobre el segmento AB traza una circunferencia con centro en A y que pase por B.
A continuacion, dibuja otra circunferencia con centro en B y que pase por A. Marca una de
las intersecciones de las circunferencias con la letra C. Por tltimo, une los puntos A, By C
con segmentos. La forma obtenida es un triangulo equilatero.

Para poder atravesar una barricada enemiga debes inmovilizar a tus enemigos. Cuentas
con una granada aturdidora, la cual, debes lanzar con un éngulo de 60°. Realiza el
dibujo correspondiente al angulo para realizar el lanzamiento.

Sobre el rayo AB dibuja una circunferencia con centro en Ay con un radio de cualguier
medida. Al punto de interseccion de la circunferencia con el rayo, marcalo con la letra C.
Con centro en C, traza una circunferencia que pase por A. Marca uno de los puntos de
interseccion de las dos circunferencias con la letra D. Para finalizar, traza un rayo desde el
punto A hasta el puto D. El angulo formado entre los dos rayos mide 60°.

Mientras luchas con un grupo de enemigos, estalla una carga explosiva en el techo del
lugar en el que te encuentras. Logras acabar con tus enemigos, pero el techo se viene
abajo. La computadora de tu traje te muestra cémo puedes evitar que el techa caiga

sobre ti. Debes empujar un estante hasta el centro de la habitacién, de tal manera que

quede sobre la mediatriz de uno de los bordes del piso en donde inicia una de las
paredes.
Sigue las instrucciones y salva tu vida.

Sobre el segmento AB traza una circunferencia con centro en Ay que pase por B.
A continuacion, dibuja otra circunferencia con centro en B y que pase por A. Marca las
intersecciones de las dos circunferencias con las letras Cy D. Traza una recta que pase por C
y D. Esta recta es la mediatriz del segmento AB.
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En medio de una batalla con muchos enemigos, te encuentras totalmente acorralade.
Es tu fin. Tu nave se comunica con tige y te pide la posicion en la que te encuentras para
poder enviar drones a ayudarte. Debes dibujar sobre la pantalla de tu
computadora el punte medio del segmento marcado en el mapa, el cual es tu posicién
actual.

Sobre el segmento AB traza una circunferencia con centro en Ay que pase por B.
A continuacion, dibuja otra circunferencia con centro en B y que pase por A.
Marca las intersecciones de las dos circunferencias con la letra C y D. Traza una recta que
pase por Cy D. Ala interseccion de la recta CD con AB se le llama punto medio de AB.

Corres desesperadamente por la superficie del asteroide, escapando de enemigos que
te han descubierto. La computadora de tu traje sefiala una construccién deshabitada,
alli encuentras un mecanismo para cerrar la puerta principal. Esta puede ser tu
oportunidad para escapar. La estructura es tan grande que, si logras cerrar la puerta, tus
enemigos tardaran horas en rodearla y podras usar ese tiempo para huir de ellos.
Encuentras un tablero de control y te muestra un cuadrado, en el cual, debes dibujar
una circunferencia inscrita para activar el mecanismo de cierre de la puerta.

En el cuadrado ABCD traza sus diagonales, a su interseccion asignale la letra G.
A continuacion, sobre uno de los lados del cuadrado traza una circunferencia con centro en
un extremo y radio la longitud del segmento. Repite el procedimiento sobre el mismo
segmento pero centrando la circunferencia en el otro extremo del segmento. Marca las
intersecciones de las dos circunferencias con las letras Ey F, a continuacion, traza una recta
por estos dos puntos. Marca |z interseccion de la recta EF con uno de los lados del cuadrado
y asignale la letra H. Dibuja una circunferencia con centro en G y que pase por H. Esta

circunferencia esta inscrita en el cuadrado ABCD.

Encuentras un armario con provisiones. En la pantzlla de apertura tiene dibujado un

rectangulo. Sigue las instrucciones para poder abrirla.

Sobre un rectangulo ABCD traza una de sus diagonales. Dibuja la mediatriz de la diagonal.
Marca las intersecciones de la mediatriz con los lados del rectangulo con las letras Gy H.
Por ultimo, une los puntos extremos de la diagonal con los puntos G y H. La forma obtenida
es unrombo inscrito en un rectangulo que comparten una
diagonal.




Has perdido la comunicacién con tu nave. Un dron acaba de encontrar la entrada a un
puesto de comunicacién, el cual te permitird recalibrar la frecuencia de tu nave y volver
a estar en contacto. La edificacion tiene forma de cilindro, y la tnica forma de entrar es

en el techo. El dron te informa que la entrada es un ducto en el centro de la
circunferencia que forma el techo. Sigue las instrucciones para conocer la ubicacion del
ingreso.

Sobre la circunferencia ubica dos puntos y nombralos con las letras A y B. Traza la mediatriz
de AR y marca las intersecciones de esta con la circunferencia empleando las letras Cy D.
Ahora dibuja el punto medio de AB. Este punto es el centro de la circunferencia.

Encuentras una bodega de suministros, la cual tiene una puerta que se puede abrir
desde un interruptor ubicado a la derecha. El tablero del interruptor muestra un
rectangulo, en el cual debes dibujar un rombo inscrito en él, de tal manera, que los dos
compartan una diagonal. Sigue las instrucciones para abrir la puerta y quedarte con los
suministros.

En el recténgulo, selecciona dos puntos que no hagan parte del mismo segmento. Toma
uno de ellos como centro y traza una circunferencia que pase por el otro punto. Repite el
procadimiento tomando coma centro el otro punto. A los puntos de interseccion de las
circunferencias nombralos con las letras E y F, unelos con una recta. A las intersecciones de
estarecta con el rectangulo, designalas con las letras Gy H. Por ultimo, traza el cualdrilatero
conformada por los puntos G, Hy los puntos tamados inicialmete. Este cuadrilatero es un
rombo inscrito en el rectangulo que comparten una diagonal.

Acabas de caer en una trampa. Has sido lanzado en una nave averiada hacia el espacio.
Tu tinica salida es activar un sistema de eyeccidn en la bahfa de carga. Para ello debes
dibujar en una pantalla la forma del perfil de la caja que va a ser expulsada. Encuentras
un manual para lograrlo. Sigue las instrucciones.

Sobre |a circunferencia traza un diametro, a continuaciéon, marca los extremos del diametro
con las letras By C. Traza la mediatriz del segmento BC.
A las intersecciones de la mediatriz de BC y la circunferencia asignales las letras D y E.
Por ultimo, une los puntos B con D, B con E, D con C, C con E. La forma trazada es un
cuadrado inscrito en la circunferencia.
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Tus enemigos te persiguen. Te encuentras corriendo para huir de tus atacantes. En tu
carrera te aproximas al borde de un abismo si saltas quedards flotando sin poder
maniobrar y tienes dos opciones. La primera es realizar un salto al azar con cualquier
angulg, pero te percatas qué saltando de esta manera te encontraras al otro extremo
con més enemigos. La segunda opcion, es realizar un salto con la mitad de amplitud del
angulo que decidas escoger para tu Salto. La computadora ha realizado los calculos y te
da una serie de instrucciones para calcularlo. Realiza el dibujo del trayecto que debes
recorrer.

Dibuja dos rayos y nombra su vértice con la letra A Traza una circunferancia centrada en A
y con cualquier radio. A las intersecciones de la circunferencia con los rayos mércalas con las
letras By C.

A continuacién, traza dos circunferencias, una centrada en B y que pase por Cy la otra
centrada en C y que pase por B. las interseccicnes de las dos circunferencias
dibujadas anteriormente némbralas con las letras D y E. Por (ltimo, traza una recta que
pase parDyE.

A esta recta se le llama la bisectriz del dngulo formados por los rayos.

jiiTe estan atacandolll Ingresaste en una estructura que creias deshabitada, pero alli se
encontraban cinco enemigos, los cuales, iniciaron su ataque ferozmente. Tienes pocas
municiones, y tu Unica escapatoria es debilitar una estructura que se encuentra sobre
ellos. Para lograr este fin, debes realizar disparos, con las pocas municiones que te
quedan, a una parte debilitada de la estructura que se encuentra a 30 grados de tu
posicion. Para garantizar la caida de la estructura, no puedes fallar. La computadora de
tu traje ha creado una serie de instrucciones para calcular la trayectoria de tus disparos.
Siguelas y escapar de alli con vida.

Dibuja un segmento y nombra los extremos con las letras Ay B. Construye un triangulo
equilatero sobre el segmento y asigna las letras B y C a los otros dos vértices.
A continuacion, biseca uno de los angulos. Los angulos formados en la biseccion miden 30°
cada uno.

Tus enemigos logran detectar tu presencia cerca de una base de comunicaciones. La
computadora ha logrado bloquear momentaneamente las transmisiones de la base,
pero es cuestion de tiempo para que tus enemigos logren activar nuevamente la
transmision, si lo hacen llegara una nave a tu posicion y estaras acabado. Logras tener
acceso a un arma en 6rbita al asteroide, esta arma envia un pulso laser al suelo, pero
debes lograr debilitar la estructura para que quede inservible. La computadora ha
escaneado la base, la cual tiene forma de rectangulo, y la Unica forma de inhabilitar
toda la estructura es partiéndola en dos partes iguales. Sigue las instrucciones y lleva a
cabo la destruccidn. Solo tienes una oportunidad.

Sobre el rectangulo ABCD traza las diagonales. Marca la interseccion con la letra E.
Une el punto E y F con una recta. Las intersecciones de la recta con ABCD forman dos
superficies cuya drea es la misma.




Has detectado una sefal a 5 km de tu ubicacion. Encuentras un sistema subterraneo de
transporte por rieles el cual, te llevard a la sefnal. En la computadora del sistema, ves que
dos rieles que deberian estar ubicados de forma perpendicular estan desalineados. Para

poder poner en funcionamientc los vagones y llegar a la sefal debes ajustar los rieles.
Sigue las instrucciones y coloca en marcha el sistema.

Marca un punto sobre la ractay asignale la letra B. Traza una circunferencia con centro en B
¥ que pase por A. Marca una de las intersecciones de la circunferencia con larecta y
asignales la lera C. Ahora traza una circunferencia con cento en Cy con radio CA. Marca la
interseccion restante de las dos circunferencias y asignale la letra D. Une con unarecta Ay

D. La recta trazada es perpendicular a la recta inicial.

Encuentras una caja de suministros. La intentas abrir, pero una pieza sale del
mecanismo de apertura. Tiene forma de circulo. Debes colocarla nuevamente de tal
manera que sea tangente a la correa transportadora. Sigue las instrucciones que da tu
computadora.

Sobre la circuferencia de centro A traza uno de sus radios, y a su extremo asignale la letra B.
Traza una perpendicular a AB que pase por B.
La recta trazada es tangente a la circunferencia en el punto B.

Uno de tus drones ha sido averiado y es indispensable repararlo. Al revisarlo encuentras
que una correa transportadora esta desalineada.
Tu computadora te muestra instrucciones para corregir el funcionamiento de la correa.
Arregla tu dron.

Traza unarectay asignale la letra |. Dibuja un punto que no pertenezca a |, asignale la letra A.
Traza una perpendicular a | que pase por Ay marca la interseccidn de las rectas con la letra B.
Traza una circunferencia con centro en Ay que pase por B.

Esta circunferencia es tangente z la recta l.
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Has entrado a una fabrica abandonada intentando escapar de un grupo de enemigos,
debes accionar una graz para pasar por un puente roto, colocando una viga en el
camino. A la grda le falta una pieza circular. En una maquina de disefo de piezas

puedes construirla. Y solo cuentas con una lamina metélica con forma de rombo. Sigue
las instrucciones para crear la pieza.

Sobre el rombo ABCD traza sus diagonales. Marca |z interseccion conla letra E.
Construye una perpendicular a uno de los lados de ABCD que pase por E. Marca una de las
intersecciones de la recta con ABCD y asignale laletra F. Dibuja una circunferencia con
centro en E y que pase por F. Esta circunferencia esta inscrita en ABCD.

iiiTU traje se ha roto!!l La nave te va a enviar equipo para poder repararlo. Pero solo
canoce la circunferencia alrededor de donde te encuentras. Sigue las instrucciones para
poder ubicar tu posicién y enviar el dron con los elementos de reparacion.

™ /:
"\\M [ “)\‘ ] I["/'%
AN ,‘,I.ﬂ(.ﬂ N

En la circunferencia de centro A, ubica un punto en el interior distinto de Ay asignale la letra
B. Traza una recta que una B con A. Construye una perpendicular a la recta que pase por B.
Por dltimo, marca las intersecciones de la recta perpendicular con la circunferencia y
asignales las letras C y D. El punto medio de CD es B.
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Tarjetas Gamma

Nombre del poligono de tres lados
congruentes entre si.

Medida de cada uno de los dngulos
de un triangulo equilatero.
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Nombre de la recta que es perpendicular a un
segmento y pasa por su punto medio.

Nombre del punto que divide en dos
segmentos congruentes a un segmento.
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Nombre de la circunferencia que es tangente
a los lados de un cuadrado.

Nombre del punto que se encuentra en el interior
de un circulo y estd a igual distancia de todos los
puntos de la circunferencia.
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Nombre del poligono regular gue tiene sus
cuatro vértices en una circunferencia.

Nombre de |a recta que divide en dos dngulos
congruentes a un angulo dado.
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Nombre del punto de interseccion de las
bisectrices de un triangulo.

Nombre de la recta que forma dngulos rectos con un
segmento o una recta.
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Medida del angulo formado al dividir un
cuadrado por una de sus diagonales.

Nombre de la recta que toca enun solo
punto a una circunferencia.
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Tarjetas Delta

Dibuja un triangulo equilatero.

Dibuja un dangulo de 60°
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Traza la mediatriz de un segmentao.

Dibuja el punto medio de un segmento.
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Dibuja una circunferencia inscrita en un cuadrado.

Dibuja un rombo inscrito en un rectangulo de tal manera que
ambos compartan una diagonal.
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Dibuja la bisectris de un dngulo.

Inscribe un cuadrado en una circunferencia que tenga como uno de
sus vertices el punto marcado sobre la circunferencia.
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Construye el punto de interseccion de las bisectrices de un tridngule.

Construye un dngulo apartir de otro que tenga el doble de
su amplitud.
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Construye un angule igual al dado, tal que compartan un lado.

Construye un angulo de 30°
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Dibuja una recta que pase por un punto externo a un rectangulo y
que lo corte en dos partes con la misma area.

Traza una perpendicular que pase por un punto fuera de ella.
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Traza una recta tangente a una circunferencia.

Construye una circunferencia tangente a una recta cuyo centro sea
un punto que no este sobre la recta.
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Inscribe una circunferencia en un rombo.

Traza la cuerda que tiene como punto medio un punto en el interior
de la circunferencia.
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Construye un angulo de 45°
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Anexo 3. Narrativa derivada de la investigacion.

Capitulo 1

En la inmensidad del sistema solar existen lugares fascinantes, llenos de belleza y grandeza,
por ejemplo, contemplar el mar de tranquilidad en la luna, con una bella vista de nuestro planeta,
0 marte y su imponente Monte Olimpo, las gigantescas manchas rojas de Jupiter, producto de una
tormenta con rafagas de hasta 400 Km/h, que lleva produciéndose durante 500 afios. Los enormes
géiseres de Europa, una luna del gigante gaseoso, los cuales pueden expulsar chorros de agua de
hasta 200 Km de alto. Los rios y lagos de titdn, uno de los satélites naturales de Saturno, el
esplendoroso planeta anillado. Estos maravillosos lugares forman el vecindario de la humanidad,
pero no son el limite de la ambicion humana.

Una expedicion de reconocimiento conformada por un valiente cientifico a bordo de la
esplendorosa nave GALOIS, parte con destino al sistema estelar mas cercano a la tierra. Ubicado
a 4,2 afios luz en la constelacion de centauro. Alpha Centauri es un sistema binario conformado
por dos estrellas que danzan entre si en un baile de armonia y estabilidad en una 6rbita de 80 afios.
La mision tiene como objetivo explorar el sistema en busca de un planeta con condiciones que
permitan su colonizacion.

Es el afio 2526, Alan el unico tripulante de la nave es despertado por una extrafia sefial
proveniente del cinturon de asteroides ubicado entre Marte y Jupiter. Este cinturon divide los
planetas del sistema solar en interiores y exteriores, nunca ha sido explorado en su totalidad y la
sefial proviene de una de las zonas mas peligrosas. En los parametros de la mision se encuentra
una directriz que se ejecuta en el caso de detectar sefiales desconocidas en cualquier lugar del
recorrido. Alan se ubica en la consola de mando y revisa la sefial. No se trata de un error, la
computadora ha desplegado el protocolo y el cientifico debe abordar una nave de exploracion con

direccion a la sefial.
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La nave de reconocimiento esta equipada con drones de reconocimiento, sistemas médicos,
y otros apoyos vitales en caso de que la mision se torne peligrosa. Mientras dejan a GALOIS, Alan
repasa en su mente las directrices creadas para estas situaciones. En su mente se maldice, y se
repite constantemente los nimeros que determinaban la improbabilidad de encontrar vida. Alan se
comunica con la IA que lo acompafara en su viaje.

- Pyxida, que tan lejos estamos de la sefial.

- Nos encontramos a 260,5 km

- Necesito que escanees la zona y cargues los planos del lugar a la computadora de mi traje.

- Entendido, cargando la informacion. La sefial proviene de un asteroide con forma de
elipsoide, con un tamafo similar a Vesta. Posee un nicleo metalico bastante denso (de hierro y
niquel), un manto compuesto de olivino, y una corteza muy fina de apenas unos kilometros de
grosor, su superficie es muy inestable.

Repentinamente una turbulencia sacude la nave.

- ¢Que fue eso Pyxida?

- Parece una onda electromagnética, similar a un EP (pulso electromagnético)

- ¢Cual es su fuente?

- Parece lanzada desde la zona a la que nos dirigimos... cuidado, se aproxima otra onda.

- Inicia acciones para que GALOIS se aleje de la zona, no queremos que sea dafiada.

- Protocolo de camuflaje iniciado, la nave GALOIS estara lejos de nuestro destino
esperando instrucciones.

La nave es golpeada por la segunda onda y sufre dafios considerables. En la turbulencia
Alan se golpea contra los controles y pierde la conciencia. La IA inicia los protocolos para un

choque inminente.
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- Protocolo de impacto activado, los datos de la nave serén purgados, los sistemas vitales
se han desviado a la cabina de control y las bahias médicas y de exploracion seran expulsadas para
garantizar que no sufran dafios.

El choque es inevitable. El protocolo disminuye los dafios del impacto, pero la nave
quedara inservible.

Capitulo 2

-Analizando la superficie para minimizar dafios en la colisién. Objetivo encontrado,
activando protocolo regla y compas.

Mientras la nave cae hacia el asteroide, Pyxida activa las maniobras de aterrizaje,
programadas en el protocolo regla y compas. Este protocolo fue disefiado exclusivamente para esta
mision, y también esta incorporado en el traje de Alan y en todos los elementos de exploracion de
la nave. El protocolo funciona proyectando escenarios peligrosos, en donde se registra una zona
para encontrar posibles soluciones a la situacién. Cuando la zona en cuestion ha sido escaneada,
se muestra el lugar y la instruccion mas efectiva para evadir, atacar, correr, saltar, o realizar
cualquier accién que aumente la probabilidad de supervivencia de Alan.

Los primeros experimentos se hicieron con saltos de obstaculos de acantilados, en las bases
militares de Marte. El protocolo era implantado en drones de combate, manipulados por pilotos de
manera remota. La primera prueba exitosa llevd a un dron al borde de una grieta para saltarla, la
distancia mas corta de orilla a orilla era de 500 metros en promedio, el protocolo escaneo la zona
y en pantalla del piloto aparecieron dibujados dos puntos, marcados con las letras Ay B, la
instruccion principal PUNTO MEDIO DE AB. El piloto habia hecho pruebas en el simulador e
inmediatamente reconoci6 la instruccion, rapidamente en su pantalla dibujo dos circunferencias,

una centrada en A y otra centrada en B, las dos con radio AB, a continuacién, trazo por las
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intersecciones de las circunferencias una recta, y marcd el punto de interseccién con el segmento
AB. Este punto era el lugar 6ptimo para saltar y aterrizar. El dron salto.

La gravedad en Marte es de 0,4 veces la de la Tierra, por lo cual es posible recorrer mas
distancia que en un salto ordinario en la tierra.

En la camara del piloto estaba fijo el punto que habia elegido, mientras el dron flotaba
encima de la grieta. Un momento de tension iluminé la sala de control a medida que el dron se
acercaba al punto sefialado, cuando por fin aterrizo, justamente en el lugar deseado sin ningln
dafo, se escucho un grito de regocijo, el protocolo regla y compas habia nacido. En la pantalla de
la nave aparecio6 dibujado un rectangulo, con la instruccion principal CENTRO DEL POLIGONO.
Pyxida estaba disefiada para ejecutar las inscripciones del protocolo regla y compas, y en la
pantalla sobre el rectangulo trazo las diagonales, y marco el punto de interseccion de estas. El lugar
marcado, representaba el lugar con mayor probabilidad de aterrizar sin que Alan sufriera dafios.

La nave descendid velozmente, y desde la superficie un grupo de seres extrafios observaba
como la nave se desplomaba, intentando predecir el lugar donde caeria, para poder capturar a
cualquier sobreviviente.

La trayectoria trazada por Pyxida llevaba a la nave a un crater extenso, la ubicacion situaria
a la nave en una especie de cueva, fuera de la vista de cualquier merodeador. Pyxida habia hecho
los calculos y la nave no sufriria dafios graves a los soportes vitales, incluido el sistema de
camuflaje, el cual proyectaba el entorno para hacerla virtualmente indetectable.

Mientras la nave caia hacia el crater, Pyxida activé el sistema de proteccion anti impactos
de la cabina, envolviendo a Alan en una capsula, la cual garantiza que no sufra algin dafio en el
choque. La caida de la nave produjo un estruendo, rocas y polvo volaron en todas direcciones, las

chispas producidas por la friccién de la nave con la superficie parecian un infierno. La nave se
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detuvo dentro de la cueva como se habia pronosticado y Pyxida activé inmediatamente el
camuflaje, que por fortuna no habia sufrido dafios. De la nave salié un dron de reconocimiento, el
cual volaré por la zona en busca de amenazas.

Pyxida evalud los dafios de la nave y el estado de Alan. Un fuerte golpe lo habia noqueado,
pero las lecturas de la resonancia electromagnética no mostraban alguna anomalia. La cépsula
antichoque, contenia un avanzado sistema médico, que evalUa las condiciones de su ocupante y
suministra atencion inmediata en caso de emergencia.

El dron de reconocimiento alerto a la nave sobre un vehiculo acercandose. En la pantalla
de la nave aparecio un cronometro en cuenta regresiva. Tiempo estimado de llegada, una hora.

Capitulo 3

Una sensacion de felicidad recorria la mente de Alan mientras leia la teoria de Galois sobre
la constructividad geométrica empleando la regla y el compas. Habia dedicado gran parte de su
tiempo en la universidad a comprender como funcionaban estas construcciones, y estaba feliz de
poder embarcarse en una exploracion cientifica que le permitiera aplicar todo lo aprendido durante
sus afios de investigacion, ademas que el espacio exterior siempre le habia fascinado e inquietado.

Para su viaje habia decidido llevar como amuleto un compas color plata brillante, con
regiones pintadas con un color negro mate, que cortaba el brillo del resto del compas, en uno de
los brazos estaba grabada una frase, "la grandeza del gedmetra esta en usar este instrumento”. Este
fino compas habia sido un regalo de su padre tras obtener su doctorado y él lo atesoraba mas que
nada.

Instantaneamente este recuerdo se nublo y lentamente Alan abria sus ojos, el ruido de alerta
de la nave le produjo un fuerte dolor punzante en la base de la cabeza, la camara que lo envolvia,

le inyect6 un fuerte analgésico en las entradas de medicamentos de su traje. En la pantalla de su
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casco parecio un medidor de medicina, que se encontraba al 100%, la capsula habia llenado el traje
con todo tipo de medicamentos, para los casos mas extremos.

La capsula se abrio y lentamente Alan sali6. Una vez afuera inicio a revisar el tablero de
control.

-Pyxida, informe de la situacion.

-La nave ha activado el camuflaje, pero tenemos enemigos en el perimetro. El tiempo
estimado de llegada (ETA) del enemigo es de 50 minutos. Es imperativo neutralizar las amenazas
para evitar la localizacion de la nave.

Alan fruncié el cefio y reviso la informacién del dron de vigilancia. Repentinamente esboz0
una sonrisa y dijo con voz firme:

-Tengo una mejor idea. Pyxida, despliega un dron de ataque, activa el modo furtivo. Carga
tu conciencia a mi traje, vamos de caceria.

Pyxida activo las secuencias de despliegue de drones y lanz6 al aire un dron con capacidad
de camuflaje y un armamento sofisticado. Estos drones poseian tecnologia de reconocimiento y
estaban disefiados para ejecutar 6rdenes desde el protocolo regla y compas.

Mientras el dron sobrevolaba la zona Alan recibia los datos cartograficos en su traje, para
hacer un mapa preciso del cuadrante. Rapidamente identificd una regién inestable, justo en el
camino que los enemigos estaban tomando.

En el monitor de su brazo Alan disponia del mapa, en el cual ubica dos puntos Ay B.

-Pyxida, envia al dron a la posicion correspondiente al punto medio de A y B, estoy
trazando el lugar al que debe disparar un misil de bajo rango, esto desestabiliza la zona y creara

un agujero lo suficientemente profundo para capturar a los enemigos. A mi sefial activa el misil.
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Alan trazaba dos circunferencias del mismo radio en el mapa, una con centro en Ay que
pasa por B y otra con centro en B. A las intersecciones de estas circunferencias las marca y nombra
como C y D. Luego traza una recta por C y D. Por ultimo, marca la interseccion de esta recta con
AB y este punto corresponde al punto medio de AB, el lugar en donde el dron debe disparar.

El traje de Alan guarda esta construccion con el nombre de punto medio de un segmento,
como codigo del protocolo.

Uno de los desarrollos del protocolo regla y compas permite que el traje almacene
situaciones y las codifique para su posterior uso, esto permite que el traje se adapte a las
adversidades de la mision y ayude a Alan a solucionar inconvenientes eficazmente. El traje de
Alan posee una IA, en la categoria de red convolucional, por medio de la cual aprende y se entrena,
es decir, entre mas situaciones enfrente mas efectivas seran sus respuestas.

Los enemigos corren a la zona esperada por Alan, pacientemente, €él espera la oportunidad.

-Ahora Pyxida.

El dron dispara el misil y el terreno empieza a ceder creando un enorme crater.

-Pyxida, reconocimiento de la zona.

-Muchas rocas cayeron sobre los enemigos, solo hay un sobreviviente, al parecer esta
inconsciente.

-Perfecto. Envia el dron de reconocimiento para asegurar la zona. Avisame de cualquier
novedad.

-Entendido.

Alan corre velozmente hacia el crater. La gravedad del asteroide se siente similar a la de la

Tierra, el traje marca un 57%, lo cual hace que la carrera sea menos agotadora.
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Al llegar al crater Alan observa dos criaturas con aspecto similar a lagartos, uno de ellos
esta aplastado completamente por una roca, el otro se encuentra inconsciente con dafios leves.

- Pyxida, escanea los seres e informa detalladamente que son.

- La estructura anatémica es similar a la de un reptil, del reino Animalia, filo Chordata,
clase Sauropsida, subclase lepidosauria del orden de squamata, pertenece a la subclase diapsida,
superorden Lepidosauria, orden Squamata, suborden Lacertilia. Son seres bipedos. Estan
equipados con trajes, lo cual revela avanzada tecnologia. En la traguea parecen tener un sistema
de distribucion de oxigeno, por lo cual no necesitan de un casco, el traje brinda un suministro de
calor mediante radiacion similar a la del sol, ademas de estar compuesto principalmente por
aleaciones de grafeno. El traje posee tecnologia de armamento y herramientas disefiadas para
surcar el terreno. Las sefiales no indican emision de datos, razén por la cual no hemos recibido
mas visitantes. El analisis muestra rutinas similares al protocolo regla y compas, por lo que infiero
que su tecnologia esta en un nivel similar al de los humanos.

- ¢Puedes descargar las rutinas?

- No, parecen tener una fuerte barrera que protege los datos. Pero he podido extraer un
mapa de la zona, que indica un lugar, al parecer la ubicacion de una estacion. EI mapa posee una
representacion gréafica, idéntica a la construccion de un triangulo equilatero. La estoy cargando a
tu visor.

Alan abri6 su visor y sorprendido identifico la construccion, un segmento, dos
circunferencias y un punto que al parecer es la localizacién de la instalacion enemiga. El protocolo
regla y compas guardo la construccion y la etiqueté como triangulo equilatero.

- Pyxida, iremos al lugar indicado. Rompe las comunicaciones de estos seres, al que esta

vivo, capturalo y llévalo a la nave.



