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Resumen

La presente investigacion reflexiona en torno a la problematica relacionada con el
detrimento del pensamiento espacial y los analisis de tipo intuitivo y analitico que realizan los
estudiantes por causa del uso excesivo del lenguaje simbolico en el aula de clase y ambientes de
aprendizaje poco favorecedores para este fin. Particularizando esta problematica en la
comprension del lugar geométrico de las conicas, se encontr6 que variando las formas en que
mide un estudiante en el plano, se privilegian actividades donde la génesis del conocimiento se
da por interaccion con un medio y no por transferencia de conocimientos. Para llevar a cabo esta
estrategia, se utiliz6 el marco tedrico de la Teoria de las Situaciones Didacticas; en este aspecto,
la investigacion analiza el aporte de estas situaciones en el aprendizaje de un grupo de
estudiantes de grado décimo de la ciudad de Tunja al interactuar con el concepto métrico en las
conicas desde su definicion como lugar geométrico. Por la naturaleza de esta investigacion, se
adopta el paradigma Interpretativo-Cualitativo, y en el disefio de las diferentes fases de
investigacion se utilizan los 4 momentos de la Investigacion-Accion (planeacion, accion,
observacion y reflexion) en dos ciclos, esto con el fin de poder evaluar la practica educativa y
encaminarla a su mejoramiento. Para lograr este objetivo de investigacién, se desarrolld
inicialmente un analisis epistémico, didactico y cognitivo entorno al objeto conica y sus
implicaciones en el aprendizaje, luego, a partir de la reflexion se disefiaron las situaciones
didacticas que buscaron favorecer el aprendizaje del lugar geométrico de las cénicas desde
cuatro distintas métricas para confrontar el conocimiento del estudiante siguiendo a Brousseau
(2007), al establecer que el estudiante aprende en contra de lo que sabe. Finalmente, se aplicaron
las situaciones y se reflexiona entorno a la actividad del estudiante. La investigacion se

desarrollé en su totalidad con medios virtuales y entre los principales resultados se encontr6 la



forma en que los estudiantes investigan los lugares geométricos de las cénicas desde los
razonamientos intuitivos, exploratorios y comunicativos; por otro lado, los estudiantes lograron
transitar por varios registros de representacion semidtica para las cénicas, especialmente
realizaron conversiones del registro verbal al registro grafico y procesos de tratamiento en el
registro grafico cuando trabajaron en diferentes métricas. Finalmente, esta actividad investigativa
permitio reflexionar sobre la labor del docente para reorientarla a nuevas formas de ensefianza de
las matematicas a partir de los medios virtuales y los ambientes dindmicos.

Palabras Clave: Situaciones didacticas, Cdnicas, Lugares geométricos, Métricas, Registros de

representacion.
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Introduccion

Brousseau (2007) afirma que el estudiante “aprende adaptandose a un medio que es
factor de contradicciones, dificultades y desequilibrios un poco como lo hace la sociedad humana
[...] vy este saber [...] se manifiesta por medio de nuevas respuestas, que son la marca del
aprendizaje” (p. 30), este medio es el objeto de las interacciones entre saber, estudiante y
profesor, por el cual el alumno actta para alcanzar el aprendizaje.

Por tanto, a partir de esta idea, en la investigacion se desarrolla un analisis reflexivo de la
incidencia del trabajo en el marco tedrico de la Teoria de las Situaciones Didacticas para el
aprendizaje de las conicas como lugar geométrico desde el concepto de métrica. La tematica de
las cénicas, segun los Derechos Basicos de Aprendizaje estd dada para trabajarse en grado
décimo de educacion media Colombiana y se enuncia como: “Explora y describe las propiedades
de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir de diferentes representaciones”
(Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 2016, p. 78).

En este aspecto, desde hace mas de dos décadas el Ministerio de Educacion Nacional en
Colombia ha manifestado la necesidad de “rescatar el valor de lo empirico y de lo intuitivo en los
procesos de construccion del conocimiento matematico en la escuela.” (MEN, 1998, p. 16), y en
estos derechos bésicos de aprendizaje se evidencia un interés en rescatar las propiedades de lugar
geométrico de las conicas, ya que este concepto se ha venido minimizando debido al tratamiento
que se esta dando en las aulas, en donde se prioriza la ensefianza de ecuaciones y algoritmos y se
asocian representaciones graficas como definiciones, dejando de lado el componente geométrico-
espacial, caracteristico de las cénicas porque “si se habla de Geometria Analitica el panorama no

deja de ser desalentador en cuanto a la metodologia de su ensefianza y los propositos de la misma
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que no van mas alla del acercamiento algebraico de las conicas en particular” (Calderon y
Pefiuela, 2013, p. 272)

Una forma para priorizar los lugares geométricos en las cénicas es el uso del concepto de
métrica (forma de medir), en este sentido, para el estudio desarrollado en este documento de
investigacion, se realiza en un primer momento, el disefio de una serie de situaciones didacticas
que privilegian esta estrategia con el fin de dar respuesta a la pregunta de investigacion ¢En qué
aspectos las situaciones didacticas pueden beneficiar el aprendizaje de lugar geométrico de las
conicas con el uso de diferentes métricas?

Para dar respuesta a la pregunta planteada para el estudio, el presente trabajo se estructura
en cinco capitulos; en el primer capitulo, se exponen las generalidades del problema
investigativo entorno al tratamiento de las cénicas como lugar geométrico a la luz de los
Lineamientos Curriculares de Matematicas [LCM], los Estdndares Basicos de Competencia
[EBC] y los Derechos Bésicos de Aprendizaje [DBA] en la educacion media colombiana, alli se
manifiesta la necesidad de un cambio en la ensefianza y en el aprendizaje de la geometria
analitica y se expone la estrategia que busca beneficiar el aprendizaje en los estudiantes de las
conicas priorizando los lugares geométricos desde el concepto de métrica.

En el segundo capitulo, se revisan los principales antecedentes para la investigacion
basados en el tratamiento de las cénicas desde el concepto métrico; se exponen los fundamentos
tedricos relacionados con la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) y los procesos de
tratamiento y conversién en la Teoria de los Registros de Representacion Semiética (TRRS). En
el tercer capitulo, se exponen los aspectos generales de la metodologia utilizada en el trabajo,
este se ubico en el paradigma Cualitativo-Interpretativo debido a la naturaleza de la investigacion

determinada por las interacciones que se dan en el aula de clase. Se utilizd la Investigacion-
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Accion (IA) como marco metodoldgico para alcanzar los objetivos de aprendizaje por medio de
la implementacion de las situaciones didacticas.

En el cuarto capitulo, se detallan los principales resultados de la investigacion divididos
en dos partes: La primera parte referida al primer ciclo de IA, se desarrollaron los estudios
preliminares, para abordar de una forma tedrica la problematica expuesta; luego se presenta la
reflexion en entorno a los datos recolectados en la practica de campo. La segunda parte de este
capitulo corresponde al ciclo Il de la IA donde la secuencia Planeacion—Accion-Observacion-
Reflexion, se repite bajo las nuevas orientaciones obtenidas en la reflexion del ciclo I. Este
segundo ciclo se desarrollé6 con otras situaciones didacticas y los resultados de la
implementacion fueron estudiados de igual forma a la luz de la TSD, se busc6 dar respuesta a los
objetivos de aprendizaje y se determind como la practica llevo a los estudiantes a la construccién

del conocimiento del lugar geométrico de las conicas.
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Capitulo |
Marco Investigativo

En este capitulo se describe las generalidades de la problemaética entorno al tratamiento
de las cdnicas como lugar geométrico (entendiendo lugar geométrico como el conjunto de puntos
del plano que satisfacen una determinada propiedad (Lehmann, 1992)) teniendo como referencia
los LCM (1998), los EBC (2006) y los DBA (2016) en la educacion media colombiana, se
manifiesta la necesidad de un cambio en la ensefianza y en el aprendizaje de la geometria
analitica, de igual forma se presenta la estrategia que busca beneficiar el aprendizaje de las
conicas priorizando los lugares geométricos; se dan a conocer los diferentes objetivos de la
investigacion en el marco de la TSD vy se justifica la pertinencia de realizar el estudio.
Problema de Investigacion
Planteamiento del Problema

Desde los LCM (1998) se reconocen las consecuencias negativas que dejo el exagerado
manejo estructural en la década de los ochenta y a raiz de esto se promueve una serie de
principios fundamentales de caracter epistemoldgico, filos6fico, pedagdgico, didactico y
evaluativo que permiten rescatar en los estudiantes los andlisis cognitivos de tipo intuitivo y
empirico. Esta nueva vision lleva a “involucrar significativamente la manipulacion y la
experiencia con los objetos que sirven de apoyo a los procesos de construccién sin restar
importancia [...] a la comprensiéon y a la reflexion, que posteriormente deben conducir a la
formalizacion rigurosa” (MEN, 1998, p. 16).

En este orden de ideas, la geometria se propone como un énfasis necesario del que hacer
matematico de los estudiantes dado que segun el MEN (1998) se constituye en una herramienta

para interpretar, entender y apreciar el mundo, con esto, se propone que el énfasis de la
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geometria en la escuela se direccione al fortalecimiento de “la percepcion espacial y las
intuiciones sobre las figuras bi y tridimensionales, la comprension y uso de las propiedades de
las figuras y las interrelaciones entre ellas asi como del efecto que ejercen sobre ellas las
diferentes transformaciones” (MEN, 1998, p. 17)

En este punto, los LCM hacen un llamado a la integracion de diferentes pensamientos
matematicos (numérico, métrico, espacial, aleatorio y variacional) en el aula de clase que
permitan al estudiante tener una vision mas completa de las matematicas, como por ejemplo en el
pensamiento métrico y el espacial donde se busca dar significado al patron, la unidad de medida
y los procesos mismos de medicion por medio de aspectos geométricos. Con estos lineamientos,
desde la década de los noventa en las escuelas “la geometria analitica, todavia se viene
ensefiando de una forma tradicional y bastante lineal en los respectivos contextos institucionales,
sin lograr los propositos respectivos.” (Calderon y Pefiuela, 2013, p. 273)

Particularizando en esta problematica, a las cdnicas como componente fuerte de la
geometria analitica de los ultimos grados de bachillerato, se les presenta como una tematica
reducida al tratamiento algebraico y en los EBC se manifiesta una coherencia vertical (relacion
del estandar con los demés estandares del mismo pensamiento en diferentes conjuntos de grados)
establecida de la siguiente manera: desde el pensamiento espacial de 1° a 3° el estudiante debe
desarrollar habilidades para relacionar direccién, distancia y posicién en el espacio; de 4° a 5°
debe utilizar sistemas de coordenadas para especificar localizaciones y describir relaciones
espaciales; de 6° a 7° el estudiante debe identificar caracteristicas de localizacion de objetos en
sistemas de representacion cartesiana y geografica; de 8° a 9° debe usar representaciones
geomeétricas para resolver y formular problemas en las matematicas y en otras disciplinas y de

10° a 11° el estudiante debe identificar caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en



21

sistemas de representacion cartesiana y resolver problemas en los que se usen las propiedades
geométricas de figuras conicas a partir de las transformaciones de expresiones algebraicas asi
como reconocer y describir este tipo de curvas.

Desde estos EBC, el aprendizaje por competencias se entiende como el “saber hacer en
contexto, en tareas y situaciones distintas de aquellas a las cuales se aprendi6 a responder en el
aula de clase” (MEN, 2006, p. 49), y desde lo que se plantea en cada pensamiento representa las
competencias minimas que el estudiante debe desarrollar al culminar cada uno de sus ciclos
escolares. Para el caso del desarrollo de competencias del pensamiento espacial, se da un énfasis
a la geometria analitica en los grados décimo y undécimo pero desafortunadamente “en el
curriculo colombiano su ensefianza sigue siendo marginal como consecuencia del poco espacio
que se brinda a la ensefianza de la geometria y al exagerado tratamiento algebraico de las
ecuaciones de segundo grado que representan las conicas” (Fernandez, 2011, p. 27), todo esto se
traduce en una pérdida progresiva de las propiedades geométricas intrinsecas de estas figuras.

Complementando lo anterior, los lugares geométricos en los grados décimo y undécimo
manifiestan una coherencia horizontal (relacion de una competencia con las competencias de
otros pensamientos en un mismo conjunto de grados) desde los EBC, no solo se busca ser
competente en el pensamiento espacial si no que implicitamente se van trabajando con los
lugares geométricos otras competencias en los diferentes pensamientos. Por ejemplo, desde el
pensamiento métrico se plantea la competencia de seleccionar y usar técnicas apropiadas para
realizar diferentes mediciones de longitudes, desde el pensamiento variacional se busca
relacionar propiedades graficas con propiedades algebraicas y en el pensamiento numérico se
propone la competencia de reconocer algunas propiedades numéricas a través de procesos

geométricos.
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Con base en los EBC desde el MEN se propone en el afio 2015 una primera version de
aprendizajes minimos que debe desarrollar el estudiante en cada grado para alcanzar las
competencias propuestas en los EBC, estos son los DBA, y desde el area de matematicas estos
DBA fueron actualizados en el 2016: parte de los cambios aplicados hacen referencia a las
conicas teniendo en cuenta que en la version del 2015 este aprendizaje estaba enfocado en:
“Conoce las propiedades geométricas que definen distintos tipos de conicas [...] y las utiliza para
encontrar las ecuaciones generales de este tipo de curvas” (MEN, 2015, p. 92) y se retoma en la
nueva version del 2016 en la forma: “Explora y describe las propiedades de los lugares
geométricos y de sus transformaciones a partir de diferentes representaciones” (MEN, 2016, p.
78).

En la actualizacién de los DBA se evidencia un interés en rescatar las propiedades de
lugar geométrico de las conicas; el lugar geométrico se venia minimizando debido al tratamiento
que se le estaba dando en las aulas, se priorizaba la ensefianza de ecuaciones y algoritmos y se
asocian representaciones graficas como definiciones dejando de lado el componente geométrico-
espacial caracteristico de las conicas. Segun Bonilla et al. (2013) “cuando el discurso matematico
escolar da prioridad a las ecuaciones cartesianas que las describen (a las conicas), [...] promueve
la pérdida de su estructura como lugar geométrico.” (p. 666)

En los DBA hay un interés notorio por desarrollar la competencia espacial a lo largo de
todo el ciclo escolar, esto quiere decir que desde el MEN hay una preocupacion y esto se puede
evidenciar frente al aprendizaje que proponen respecto a las figuras cénicas, entonces bajo estos
argumentos surge una pregunta ;Como lograr este aprendizaje?, en este aspecto, se pretende

analizar si una vez conocido el lugar geométrico en la métrica usual (euclidea) el trabajo con
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otras métricas permite afianzar el concepto de conica, independiente de su representacion gréafica
y analitica, para priorizar la nocion de lugar geométrico.

Por lo anterior, se establece desarrollar una investigacion que permita superar las
problematicas descritas. Para lograr estos fines, se propone en primer lugar reconstruir el
concepto de conica como lugar geométrico desde una vision epistemologica-historica, cognitiva
y didactica; en segundo lugar, analizar la actividad de los estudiantes de un grado décimo de
educacion media Colombiana frente a situaciones didacticas relacionadas con las conicas en
diferentes métricas, y finalmente con base en la reflexion de la préactica se analizan los aportes de
estas estrategias en el aprendizaje construido por los estudiantes. De acuerdo con la descripcién
de la problematica, se presenta a continuacién la pregunta central de investigacion.

Formulacion del Problema de Investigacion

¢En qué aspectos las situaciones didacticas pueden beneficiar el aprendizaje de las
conicas como lugar geométrico mediante el uso de diferentes métricas? Para responder a la
pregunta se analizan los interrogantes ¢Qué dificultades presentan los estudiantes al trabajar las
cénicas como lugar geométrico?, ; COmo construye e investiga el estudiante el concepto de lugar
geométrico de las conicas bajo las situaciones didacticas propuestas? y ¢Como el estudiante
logra transitar en diferentes registros de representacion bajo procesos de conversion y

tratamiento de las conicas como lugar geométrico?
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Objetivos de Investigacion
Objetivo General

Analizar el aporte de las situaciones didacticas al aprendizaje que desarrollan los
estudiantes en la comprensién del concepto de métrica en el estudio de las diferentes conicas
desde su definicion como lugar geométrico.
Obijetivos Especificos

OBL1. Determinar los diferentes obstaculos epistemologicos, cognitivos y didacticos que
no permiten avanzar al estudiante en el conocimiento del lugar geométrico de las cénicas.

OB2. Identificar como los estudiantes construyen e investigan el lugar geométrico de las
conicas por medio de las situaciones didacticas disefiadas.

OB3. Describir la transicion del estudiante en diferentes registros de representacion bajo

procesos de conversion y tratamiento de las conicas como lugar geométrico.
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Justificacion

En los lineamientos de la educacion colombiana para el area de matematicas (LCM, EBC
y DBA) se evidencia la necesidad de rescatar en la ensefianza, los procesos de tipo espacial
integrando la matematica abstracta con matematicas del contexto, por lo que se esta provocando
gradualmente una pérdida del conocimiento de las propiedades geométricas de los objetos
matematicos y esto se puede explicar porque:

Las reformas de las matematicas escolares [...] eliminaron la geometria como curso

paralelo al dlgebra; relegaron los temas geométricos para el final de los programas [...] y

trataron de remplazar las pruebas de tipo sintético por elegantes pruebas de tipo

algebraico [...] o de tipo analitico que aprovechan propiedades de las funciones utilizadas

para describir los lugares geométricos. (Vasco, 2006, p. 27)

Bajo esta perspectiva, desde el MEN (1998) se impulsd una propuesta de renovacion
curricular denominada geometria activa con el fin de promover el estudio de la geometria con
herramientas exploratorias y representaciones en el espacio, con el argumento que el estudiante
debe construir y manipular representaciones mentales de objetos, relacionarlos, transformarlos y
traducirlos a representaciones materiales; en este tipo de escenarios el estudiante “avanza desde
un espacio intuitivo [...] a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad de
representar internamente el espacio, reflexionando y razonando sobre propiedades geométricas
abstractas” (MEN, 1998, p. 37). La propuesta de la geometria activa busca que el estudiante
argumente sobre el espacio valiéndose de modelos o figuras, palabras del lenguaje ordinario y
gestos corporales donde “se da prioridad a la actividad sobre la contemplacion pasiva de figuras

y simbolos” (MEN, 1998, p. 37).
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Tal es el caso de las conicas: figuras con diversas propiedades geométricas que desde la
vision de la geometria activa perfectamente podrian ser trabajadas desde la manipulacion y la
interaccion en el plano espacial antes de ser abordadas desde las representaciones algebraicas, y
segun Vasco (2006), en las aulas de clase se ha dejado de lado el tratamiento geométrico espacial
pues es comun ver que la metodologia generalmente usada cuando se quiere trabajar esta
tematica es “construir las secciones conicas en papel milimetrado y después desarrollar de
manera algoritmica, algunos ejercicios para esbozar sus ecuaciones algebraicas generales y
canonicas y, posteriormente, evaluar la busqueda procedimental de los elementos de cada
seccion conica” (Calderon y Pefiuela, 2013, p. 273).

En este sentido es necesario llegar a formular una propuesta que promueva la geometria
activa en las conicas y una de estas estrategias es abordar las conicas desde una vision puntual en
el plano cartesiano (ubicacion de varios puntos que satisfacen determinada condicion
geométrica). Sumado a esta concepcién de las cénicas se pueden modificar las condiciones de
medicion para la ubicacion de los puntos, es decir, se puede cambiar la métrica para analizar
como el estudiante a partir de procesos de medicién diferentes al habitual (métrica euclidiana o
usual) encuentra distintas representaciones de las cénicas priorizando su definicién como lugar
geométrico (por ejemplo con métricas como la distancia L, o del taxi, la distancia de Chebyshov
0 maxima y la métrica discreta o trivial), dicha actividad puede favorecer de una forma mas
participativa la interaccion del estudiante con el objeto matematico e integrar otro pensamiento
importante, como el pensamiento métrico en especial.

La tematica de las conicas segun los DBA (2016) se establece para grado décimo de
educacion media colombiana, es por esta razon que se disefia una serie de actividades

matematicas relacionadas con el abordaje de las cdnicas como lugar geométrico desde diferentes
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métricas, para ser aplicadas con estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa
Coopteboy de la ciudad de Tunja, y con esta actividad se llega a analizar como estas situaciones
favorecen a los estudiantes en el aprendizaje de las conicas como lugar geométrico; a determinar
el tipo de analisis que desarrollaron; los obstaculos que presentaron y las diferentes
representaciones que realizaron cuando interactuaban con diferentes métricas.

En esta institucion los estudiantes de grado décimo presentan un nivel basico en el area
de matematicas, esto se argumenta al estudiar el promedio de calificaciones obtenidas en el
transcurso del afio (entre 3,4 y 4,0 en una escala de 1,0 a 5,0). Entre los factores que
influenciaron para este desempefio considerado regular, segln la experiencia del docente titular
del area y los mismos estudiantes, se encontré que corresponde en parte al desinterés en la
materia debido a la monotonia trabajada en las clases, se recurre bastante al texto guia y no se
fomentan espacios distintos de aprendizaje y a esto se suman las nuevas estrategias de clases
virtuales por la pandemia de Covid-19, que indagando no han resultado del agrado de estos
estudiantes.

En general, la institucion en las pruebas de estado Saber 11, en los ultimos 4 afios desde
el &rea de matematicas presenta un desempefio en su mayoria de nivel 3 y nivel 2 (el Icfes
clasifica el desempefio de los estudiantes en 4 niveles, siendo el nivel 1 el mas bajo y el nivel 4 el
mas alto), esto se puede evidenciar en la Figura 1, aunque el porcentaje del nivel 3 es amplio no
se puede negar que el nivel 2 siempre ha estado presente, lo que constituye un factor negativo en
los resultados ya que lo ideal es que los estudiantes estén en nivel 3y 4.

En estas Ultimas 4 pruebas se evaluaron tres componentes desde el area de matematicas:
la solucion de problemas que involucran informacion cuantitativa, la esquematizacion de

informacion cuantitativa y la validacion de procedimientos y estrategias matematicas, por tanto,
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se pueden mejorar los resultados en estas pruebas asumiendo estrategias de ensefianza diferentes
desde cursos inferiores donde se brinde al estudiante los medios necesarios para que el construya
el conocimiento privilegiando la autonomia, la experimentacion y el descubrimiento que
posteriormente conlleven a niveles de abstraccion mas altos.

Figura 1l

Desempefio en las pruebas saber 11 en el area de Matematicas

+0o = 5% —
90
BO
TO
’ 55%
o 68%
0] 71%
50
40
30 25%
20
31% 3%
L
[v]
2016 2017 2018 2019
Hlmz2 o 3m4

Nota. De los 4 afios evaluados, el Colegio Coopteboy presenta el mejor desempefio en el 2018, en
este afo el 75% de estudiantes estuvieron entre los niveles 3 y 4. Adaptado de Icfes Interactivo

(2020). (http://www?2.icfesinteractivo.gov.co/)

Una de las categorias principales que evalla la prueba saber 11 es la geometria (las
otras dos categorias son la estadistica y el calculo segun Icfes (2020)) que desde el Plan de
Area de grado décimo de la Institucion Educativa Coopteboy esta para ser trabajada de
forma paralela al curso de matematicas durante los dos ultimos periodos escolares (en los
dos primeros se trabaja Estadistica) y representa una (1) hora de las cinco (5) horas que se
establecen como intensidad horaria a la semana, pero por las condiciones, limitaciones de

tiempo y el manejo del texto guia la practica del docente respecto a la geometria se redujo al
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tratamiento del lenguaje algebraico de las figuras geométricas (geometria analitica) y en
asociar representaciones graficas a dichos tratamientos por el afan de cumplir con el Plan de
Area de la institucion educativa a pesar de los percances y dificultades que trajo la nueva
modalidad de educacion virtual.

Segun lo expuesto, y luego de un analisis a las teorias en Educacion Matematica, se
considerd que uno de los marcos tedricos para promover la comprension de las conicas por
medio de la exploracién de problemas, la investigacion y la reflexion es la Teoria de la
situaciones didacticas (TSD) de Guy Brousseau. Por medio del disefio de situaciones
didacticas se pretende que el estudiante aparte de manipular nuevas formas de medir
descubra, por medio de la interaccién, el trabajo en grupo y la confrontacion de sus
conocimientos previos, las propiedades geométricas de las cénicas, simulando pequefias

comunidades cientificas desde el aula de clase virtual.
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Capitulo 1
Marco Tedrico

En este capitulo se revisan los principales antecedentes de la investigacion basados en el
tratamiento dado a las conicas desde el concepto métrico; se expone los fundamentos teéricos
relacionados con la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) para la creacion y puesta en
practica de situaciones de aprendizaje y se mencionan algunos aspectos importantes para el
analisis de resultados desde la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de
Raymond Duval.
Antecedentes para el Estudio de las Conicas

Para el desarrollo de la investigacion, dentro de la etapa de analisis de antecedentes se
estudian principalmente las estrategias didacticas y las investigaciones tedricas basadas en el
tratamiento de las cdnicas desde diferentes métricas, en este punto se especifica que desde la
Educacion Matemaética se han desarrollado varios trabajos referentes a las conicas como lugar
geomeétrico, por esta razon se hace énfasis en las investigaciones donde se utiliza el concepto de
métrica. En el estado del arte desarrollado se destacan investigaciones a nivel local, nacional e
internacional las cuales se toman como herramientas de apoyo para lograr los diferentes
objetivos propuestos en la investigacion.
Antecedentes Internacionales

Hernandez (2017) en su tesis de maestria denominada Una secuencia didactica para el
tratamiento de la circunferencia como lugar geométrico, considerando métricas discretas y la
euclidiana. desarrolla una secuencia didactica em el marco tedrico de los modos de pensamiento
de Anna Sierpinska. Esta teoria considera que un concepto matematico puede ser comprendido

cuando se articula en los tres modos de pensamiento: sintético-geométrico, analitico-aritmético y
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analitico-estructural, esta teoria tiene el fin de favorecer la comprensién de la circunferencia en
estudiantes de media, en este sentido la propuesta de innovacién permitid que los estudiantes
desarrollaran la circunferencia como lugar geométrico desde la métrica continua euclidiana y
también en métricas discretas como la distancia de Manhattan y la distancia de Chevyshoy,
ampliando la visién de la geometria de los estudiantes en situaciones cotidianas y ambientes
ficticios debido a que el concepto de distancia se modifica dependiendo de la métrica que se
decida utilizar.

Loiola y Costa (2015), en su articulo denominado As Conicas na Geometria do Taxi,
pretendian mostrar las conicas cuando se definen en una geometria no euclidiana como la
geometria del taxi: este trabajo fue en su totalidad tedrico documental, se logré llegar a
establecer las representaciones graficas y algebraicas de las cuatro conicas y entre sus principales
conclusiones de investigacion se argumenta como este tipo de actividades matematicas pueden
repercutir favorablemente en la educacion bésica considerando que, al tratarse de una métrica
elemental, permite varios cuestionamientos de caracter criticO que serian pertinentes para tratar
en el salon de clases. Debido a la simplicidad de la definicidn del espacio métrico del taxista se
pueden hacer distintos analisis por parte de los estudiantes acerca de las figuras conicas y asi
rescatar algunos de los conceptos inmersos como las distancias y las formas de medir.

Bonilla et al. (2013), en su articulo denominado Las cénicas en la geometria del taxista:
una propuesta didactica desde la teoria de los modos de pensamiento, sustentan una propuesta
didactica para la comprension de las conicas a partir de una investigacion con enfoque cognitivo
en la teoria de los modos de pensamiento de Anna Sierpinska. En este trabajo se evidencia de
igual forma que una métrica idonea para lograr el aprendizaje de las conicas y favorecer dicha

articulacion de pensamientos es la métrica del taxi, se defiende la idea que “si una figura
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geométrica admite una definicion algebraica y una definiciébn métrica, se elige la definicion
métrica” (Bonilla et al., 2013, p. 668).

En la misma direccién, Valdivia y Parraguez (2012) en su articulo denominado Evolucion
cognitiva del concepto parabola como lugar geométrico: una mirada desde la teoria APOE,
estudian la construccion del concepto parabola y sus elementos principales como lugar
geométrico, bajo la mirada de la teoria APOE vy los tres niveles de evolucion de los esquemas:
Intra, Inter y Trans. En la investigacién se queria analizar la forma en que los estudiantes
construian el concepto de parabola como lugar geométrico y entre los principales resultados de la
investigacion se encuentra la forma de abordar la parabola desde otra métrica; las propiedades de
lugar geométrico se hacen mas evidentes e involucran la puesta en escena de mas conceptos
geométricos como el plano en R?, puntos, distancia y rectas.

De igual forma, Bonilla (2012) en su tesis de maestria La elipse desde la perspectiva de
la Teoria de los Modos de Pensamiento, da cuenta de un estudio sobre la comprension del
concepto elipse bajo un enfoque cognitivo. La problematica de investigacion radica en que si se
aborda la elipse solamente a través de las ecuaciones cartesianas no es suficiente para lograr una
comprension profunda del concepto, que corresponde a comprender la elipse como seccion
conica en el espacio, curva en la representacion del plano, como pares ordenados que satisfacen
la ecuacion de la elipse y como lugar geométrico. La investigacion buscaba dar respuesta a la
pregunta ¢Cuales son las conexiones entre las distintas definiciones de la elipse que promueve
alcanzar una comprension profunda de esta?, respecto al interrogante se pudo concluir que
cuando la elipse se trabaja como lugar geométrico desde la visidn analitica-estructural presentan
mayores posibilidades para abordarla desde una vision analitico-geométrica y analitico-

aritmética.
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Antecedentes Nacionales

A nivel nacional, Cardenas y Parra (2013) en su trabajo monografico denominado
Estudio de la métrica de manhattan. Segmentos, rectas, rayos, circunferencias y algunos lugares
geomeétricos en la geometria del taxista. estudian una transformacion de la geometria de Euclides
aplicando sobre ella la métrica del taxista. En este trabajo se determinaron los postulados,
teoremas y definiciones que prevalecen una vez aplicada dicha métrica, a partir de esto se analiza
la geometria de Euclides desde la métrica del taxista, concluyendo principalmente que las
nociones basicas de geometria euclidiana varian cuando se cambia el concepto de distancia, es
decir, bajo las mismas condiciones, objetos geométricos toman formas distintas, totalmente
diferentes a las que usualmente se conocen.

Por otro lado, Fernandez (2011) en su tesis de maestria titulada Situaciones para la
ensefianza de las cénicas como lugar geométrico desde lo puntual y lo global integrando Cabri
Geometre 1l Plus, investigd sobre ¢Qué fendmenos didacticos genera la mediacion del Cabri
Geometre Il Plus, en la actividad matematica de los estudiantes que se inician en un curso de
geometria analitica, en el marco de construcciones geométricas de las conicas como lugares
geométricos desde lo puntual y lo global?, para tal fin disefié una secuencia didactica con el
proposito que los estudiantes realizaran en primera instancia, construcciones punto por punto de
cada una de las conicas y luego construcciones geométricas donde se utilizara la figura desde un
punto de vista global, para caracterizar geométricamente cada una de las conicas. Esta
investigacion se trabajo en el marco teérico de la TSD y la micro ingenieria didactica, estos
proporcionaron principios orientadores para comprender e identificar fendmenos didacticos en el

proceso de ensefianza de las cénicas y reconocer la importancia de promover caracterizaciones
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puntuales y globales de las conicas con el uso de Software educativo en los procesos de
ensefianza y aprendizaje.
Antecedentes Locales

A nivel local, Antonio y Garzon (2017), en su trabajo monografico denominado Estudio
geométrico y analitico de las conicas en algunas métricas, realizan una investigacion de las
conicas en las métricas usual, taxi, maximo y discreta utilizando como principal herramienta su
definicion como lugar geométrico en el conjunto R2. La investigacion se trabajé desde la
metodologia de analisis tedrico-documental y buscé dejar un material de facil acceso que
permitiera a un lector en general conocer otras formas de concebir las conicas desde el lenguaje
algebraico y gréfico. Se concluyd que, al variar la forma de medir, cambian las condiciones
analiticas en el proceso de construccion de nuevas figuras, por lo tanto, es importante el papel de
las métricas en cuanto a deducciones de lugares geomeétricos se refiere.

Teniendo en cuenta estos antecedentes y con el fin de establecer ambientes de
aprendizaje en los que se priorice la actividad desarrollada por el estudiante, se problematice el
conocimiento a partir de la interaccion directa con el objeto matematico y se promueva el trabajo
en grupo en la construccion del conocimiento de lugar geométrico de las cénicas a partir de
diferentes métricas, la TSD se consideré como el marco tedrico idoneo para lograr este fin. En
este sentido, la TSD que se toma como principal soporte para la investigacion desarrollada y los
procesos de tratamiento y conversion en la TRRS de Duval (2017) se utilizan como apoyo para
el analisis del conocimiento que construyen los estudiantes respecto a las conicas en la propuesta

didactica presentada.
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Teoria de las Situaciones Didacticas

La TSD se considera el aporte tedrico mas significativo de Brousseau a la Educacion
Matematica, esta teoria establece criterios constructivistas que segin Brousseau (2007) buscan
comprender las interacciones sociales entre estudiantes, docentes y saberes que determinan la
naturaleza del aprendizaje, estas interacciones emergen de medios que han sido reflexionados
para que el estudiante actle segun lo que conoce y bajo los pardmetros establecidos por un
medio.

Brousseau (2007) manifiesta que el estudiante “aprende adaptandose a un medio que es
factor de contradicciones, dificultades y desequilibrios [...] este saber, fruto de la adaptacion del
alumno, se manifiesta por medio de nuevas respuestas, que son la marca del aprendizaje” (p. 30).
Bajo esta idea, se busca disefiar situaciones utilizando un medio para ello, donde se garantice el
aprendizaje de las matematicas desde una vision constructivista y se tengan en cuenta los pre
saberes, el trabajo individual, el trabajo grupal y la socializacion de conocimientos por los
estudiantes.

La TSD defiende la premisa que el conocimiento no se construye en ambientes
irreflexivos si no que se buscan situaciones que ofrezcan al estudiante “la posibilidad de
construir por si mismo un conocimiento nuevo en un proceso de génesis artificial” (Brousseau,
2007, p. 16).

En este orden, el papel del docente es disefiar las situaciones ideales que favorezcan esta
premisa, estas situaciones se conocen como situaciones didacticas. (En la figura 2 la situacion
didactica representa una situacion global donde el estudiante actla frente a un medio y este
medio provoca una retroaccion que le permite al estudiante interpretar la informacién y validarla

para generar el conocimiento esperado)
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Figura 2

Interacciones en el aula de clase
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Nota. Adaptado de Parraguez et al. (2015).

La TSD redefine las interacciones entre estudiante, docente, saber y medio. Por un lado,
la relacidn entre el estudiante y el saber es directamente préactica, experimental y manipulable, la
relacion del docente con el saber se establece en la transposicion didactica, la tarea del docente
es adaptar el conocimiento cientifico para ser ensefiable y entre el docente y el estudiante se
establece el contrato didactico que entra en escena como un indicador de reglas mediadoras de
todas las relaciones implicitas y explicitas en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Por la naturaleza constructivista en que se da el conocimiento en esta teoria y la hipotesis
que el estudiante aprende en contra de lo que sabe, lo mas Idgico es que ocurran obstaculos, estos
se manifiestan en errores que para Brousseau (2007): “estan unidos entre si por una fuente
comun: una manera de conocer, una concepcion caracteristica, coherente, aungque no correcta, un
conocimiento anterior que tuvo éxito en todo un dominio de acciones” (p. 45). En este caso el
objetivo de las situaciones didacticas es ofrecer los medios para que el estudiante supere dichos

obstaculos haciendo que sea consciente de cambiar sus concepciones.
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El docente dentro del disefio de la situacion didactica busca generar una situacion a-
didactica, es decir una situacién que no dé a conocer directamente el conocimiento esperado si
no que da prioridad al proceso de aprendizaje ya que Brousseau (2007) argumenta que el
estudiante: “no habra adquirido verdaderamente este conocimiento hasta no ser capaz de
utilizarlo en situaciones que encuentre fuera de todo contexto de enseflanza y en ausencia de
cualquier indicacion intencional” (p. 31). En este momento se busca que el estudiante construya
conocimiento por encima de sus concepciones previas, y se da mayor importancia al
desequilibrio que genera el problema y a los analisis intuitivos que utiliza el sujeto para poder
superar estos desequilibrios en el conocimiento. La intervencién del docente es nula en cuanto al
saber, pero no significa que no pueda apoyar el proceso orientando o aclarando inquietudes
respecto a significados, palabras desconocidas, entre otros (En la figura 2, la situacion a-
didactica esta en el interior de la situacion didactica).

Como consecuencia de una correcta situacion a-didactica donde el contrato entre docente
y estudiantes se establece, Brousseau (2007) comenta que se espera que ocurra el fendbmeno de
devolucion que corresponde al “acto por el cual el docente hace que el alumno acepte la
responsabilidad de una situacion de aprendizaje (a-didactico) o de un problema y acepta él
mismo las consecuencias de esta transferencia” (p. 87), es decir, que el estudiante se apropia del
problema y de forma autébnoma busca resolver el problema, sin ser guiado por lo que el docente
espera.

La devolucién en la situacion escolar se ve cuando “el docente organiza y constituye un
medio, por ejemplo, un problema, que revela mas o menos claramente su intencion de ensefiar al

alumno un saber determinado pero que disimula suficientemente dicho saber y la respuesta
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esperada para que el alumno pueda obtenerlos solo, por medio de una adaptacion personal al
problema planteado” (Brousseau, 2007, p. 86).

Para que el estudiante se encamine por el conocimiento que verdaderamente se espera y
como este “no puede resolver de entrada cualquier situacion a-didactica, el maestro le procura
aquellas que estan a su alcance” (Brousseau, 2007, p. 32). En este orden, dichas situaciones a-
didacticas seleccionadas con el fin didactico determinan el conocimiento esperado, es aqui donde
se espera que el estudiante logre la situacién fundamental que segn Brousseau (2007) representa
“la posibilidad efectiva de realizacion en un ambiente psico sociocultural determinado” (p. 32),
es decir que el conocimiento esperado resulta ser la estrategia mas optima para lograr la solucién
del problema (En la figura 2, la situacion fundamental se encuentra en el interior de la situacion
didactica, y resulta como consecuencia de las situaciones a-didacticas logradas por el estudiante
en su interaccidén autonoma con el medio que le permiten lograr el conocimiento esperado).

Las situaciones a-didacticas deben garantizar momentos de accion, formulacion y
validacion del conocimiento para que el saber se dé como consecuencia de la interaccion del
estudiante en cada uno de estos momentos. En este punto, el rol del profesor es de pensar
hipotéticamente los posibles resultados que pueden darse en los diferentes momentos (anélisis a
priori).

En la situacion de accion el estudiante accede con sus propios conocimientos, ideas o
concepciones a abordar el problema dado por el docente eligiendo “directamente los estados del
medio antagonista (situacion) en funcion de sus propias motivaciones” (Brousseau, 2007, p. 24);
en la situacion de formulacion el estudiante comunica a otros compafieros sus resultados,
hip6tesis 0 conjeturas porque es capaz de retomar el conocimiento “reconocerlo, identificarlo,

descomponerlo y reconstruirlo en un sistema lingiiistico” (Brousseau, 2007, p. 25).
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Cuando el estudiante al notar contradicciones, correcciones o diferir en respuestas
respecto a los otros estudiantes manifiesta que “el emisor ya no es un informante, sino un
proponente, y el receptor, un oponente” (Brousseau, 2007, p. 26) se da lugar a la situacion de
validacion. Con todo el proceso descrito, se desarrollan conclusiones de los resultados obtenidos
de la situacion y con ayuda del docente se realizan vinculaciones con el saber matematico
esperado, dandose finalmente una situacion de institucionalizacion en el que se acercan las
“producciones de los conocimientos a otras creaciones (culturales o del programa)” (Brousseau,
2007, p. 28)

Figura 3

Tipos de situaciones didacticas.

. Situacion ' . .
Situacion

1)

_ CONOGIMENTO

Nota. Adaptado Brousseau (2007).

Brousseau (2007) describe cuatro efectos que acontecen en las situaciones didacticas
cuando se establece un contrato didactico de forma incorrecta y de los cuales hay que tener
especial cuidado: el efecto topaze, el efecto jourdain, el deslizamiento meta-cognitivo y el uso

abusivo de la analogia.
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En el efecto Topaze, los estudiantes obtienen la solucion del problema con la ayuda del
profesor quien da “los conocimientos necesarios para producir esas respuestas [...] planteando
preguntas cada vez mas faciles [que] intenta obtener la maxima significacion” (Brousseau, 2007,
p. 76), sin permitir la construccion del conocimiento por parte de los estudiantes. El efecto
jourdain nace cuando “el profesor, para evitar el debate del conocimiento con el alumno y
eventualmente comprobar el fracaso, admite reconocer el indicio de un conocimiento sabio en
los comportamientos o en las respuestas del alumno” (Brousseau, 2007, p. 77).

El deslizamiento metacognitivo ocurre cuando tras el fracaso del estudiante en las
situaciones didacticas empleadas “el profesor intenta justificarse y, para continuar su accion,
toma como objetos de estudio sus propias explicaciones y sus medios heuristicos en lugar del
conocimiento matematico” (Brousseau, 2007, p. 78). El uso abusivo de la analogia hace
referencia a la actitud del docente de cambiar una nocion compleja por un caso parecido y de
este modo los estudiantes “obtienen la solucion leyendo las indicaciones didacticas y no gracias a
un compromiso con el problema” (Brousseau, 2007, p. 81).

Otros aspectos fundamentales al momento de trabajar con la TSD es tener claro lo que se
entiende dentro de la teoria por obstaculo y error. Para Brousseau (2007) un obstaculo es un
conocimiento que “da resultados correctos o ventajas apreciables en determinado dmbito, pero se
revela falso o completamente inadaptado en un ambito nuevo o mas amplio” (p. 45), esto quiere
decir que los obstaculos son dificultades que no permiten avanzar al nuevo conocimiento, estos
pueden darse de orden epistémico, didactico o cognitivo. Por otro lado, el error, segin Brousseau
(2007), es la manifestacion del obstaculo que esté ligado al sujeto por “una manera de conocer,
una concepcioén caracteristica, coherente, aunque no correcta, un "conocimiento™ anterior que

tuvo éxito en todo un dominio de acciones.” (p. 45).
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Los criterios indicados en la TSD, se utilizan para estudiar las diferentes interacciones
entre estudiantes, docente y saber a través de un medio que favorezca ambientes a-didacticos en
el aprendizaje de las conicas como lugar geométrico en diferentes métricas.

Procesos de Tratamiento y Conversion en la Teoria de los Registros de Representacion
Semidtica

Para la fase de andlisis de resultados en la implementacion de las situaciones didacticas,
se quiere comprender como el estudiante desarrolla los procesos de tratamiento y conversion en
diferentes registros de representacion semiotica. La naturaleza del objeto matematico en
cuestion: las conicas, permite movilizarse en diferentes registros, por esta razon se retoma de la
TRRS propuesta por Duval, como dos procesos cruciales en el aprendizaje de las matemaéticas.

La TRRS (Duval, 1993) se basa en la hipdtesis que el acceso a las matematicas se hace
por diferentes medios de representacion no solo por procesos de visualizacién y que el
aprendizaje de un estudiante se construye en la medida que este realiza alguna actividad
matematica eligiendo el registro adecuado para dar solucion a la situacion. Duval (2006) centra
su investigacion en responder respecto al aprendizaje de los estudiantes a la pregunta ;como
aprender a cambiar de registro? y ¢como aprender a no confundir los registros?

Para Duval (2017) un sistema semiético (signos que transmiten significados o
interpretaciones) se convierte en un registro de representacion semiético cuando el individuo
interpretante logra establecer procesos cognitivos como la formacién de representaciones
identificables (el sujeto es consciente del registro que se le presenta) y logra realizar
transformaciones de representaciones en diferentes registros (tratamiento y conversién), bajo esta
premisa “los registros son sistemas semioticos que proporcionan los medios para crear nuevos

conocimientos” (Duval, 2017, p. 68), este proceso de transformacion es el que determina la
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actividad matematica, debido a que se busca transformar las representaciones semidticas en otras
representaciones para lograr conocimiento nuevo o estrategias favorables para poder desarrollar
determinada situacion.
Proceso de Transformacion: Tratamiento

Duval (2017) manifiesta que “los tratamientos son 10S procesos que generan nuevas
representaciones en el mismo registro mediante una operacion especifica de sustitucion” (p. 70):
asi, desde el registro simbdlico se puede realizar el tratamiento de una ecuacion canonica de la
circunferencia a la ecuacion general como se muestra a continuacion:

Figura 4

Proceso de tratamiento en el registro simbdlico de una circunferencia

[ (x=52+(y+2)?%*=36 GSRI= Ecuacion Candnica

X2 -10x+25+y  +4y+4=136 RS2 B Ecuacion General 1

x?—10x +25+ }’2 +4y+4-36=0 SN -4 Ecuacién General 2

[x Py - 10+ dy-T7= 0] SR W -3 Ecuacion General

RS: Rezistro de representacion Simboalico

Fuente: Elaboracion propia.

Proceso de Transformacion: Conversion
Para Duval (2017) el proceso de conversion consiste en generar nuevas representaciones
en registros diferentes: en este aspecto siguiendo el ejemplo de la circunferencia se puede pasar

del registro simbdlico y transformarlo al registro geométrico, numérico y el registro verbal.
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Figura 5

Proceso de Conversion de la circunferencia
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Fuente: Elaboracion propia.

Duval (2017) manifiesta que en el proceso de conversion se da el maximo umbral del
conocimiento matematico debido a que “es en este tipo de transformacion que los estudiantes
pueden tomar conciencia del funcionamiento representativo especifico de cada registro” (p. 70).
El pensamiento matematico segun Duval (2017) siempre se moviliza en al menos dos registros,
tal es el caso de la geometria y el analisis por citar algunos casos, esta movilizacion en al menos
un segundo registro es “necesaria para discernir y reconocer qué las unidades de significado son
matematicamente relevantes en el contenido de las representaciones producidas en los otros
registros” (p. 71) para ayudar a lograr coherencia entre varios registros lo que determina un

acercamiento cognitivo a la construccion que desarrolla el estudiante.
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El conocimiento es entendido como el resultado de un proceso de aprendizaje que desde
la TSD se construye por la adaptacion del estudiante a un medio en un conjunto de interacciones
que se conocen como situaciones didacticas (Brousseau, 2007), complementando lo anterior,
desde la TRRS, este conocimiento solo es posible de alcanzar al partir de la actividad
matematica, cuando se actla sobre el objeto a través de representaciones semioticas. (Duval,
1993).

En este orden, el ambiente a-didactico que el docente planea para que el estudiante
alcance el conocimiento esperado, debe contemplar la transicion entre diferentes registros de
representacion los cuales generan una aproximacion al objeto matematico de estudio. En la
accioén y la retroaccion que ocurren en la interaccion del estudiante con el medio, los significados
del conocimiento toman sentido en el estudiante cuando los registros que aborda se relacionan
con otros registros previos, ya conocidos por el sujeto, y la situacion didactica ofrece las
condiciones necesarias para que el estudiante transite de un registro a otro y le permita formular
conjeturas respecto al objeto estudiado, validar dichas conjeturas y confrontar este conocimiento
construido frente al saber cultural del objeto matematico (que resulta ser un operatorio entre

diferentes registros de representaciones posibles).
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Capitulo 111
Marco Metodoldgico

En este capitulo se exponen los aspectos generales de la metodologia de investigacion del
trabajo, donde se asume el paradigma Cualitativo — Interpretativo debido a la naturaleza de la
investigacion determinada por las interacciones que se dan en el aula de clase, puesto que no es
suficiente observar la realidad social si no que se debe interpretar (Corbetta, 2007). Se describe
en el disefio las fases de la Investigacion-Accién (1A) para alcanzar los objetivos de aprendizaje
que se quieren lograr por medio de la implementacion de las situaciones didacticas. De igual
forma, se describe la poblacion implicada en la investigacion y se sustenta la seleccién de
muestra poblacional en las condiciones interaccionales del momento desde los ambientes
virtuales. Finalmente, se describen los instrumentos y técnicas para la obtencién y andlisis de la
informacion, asi como las categorias de analisis que sirven de apoyo para las reflexiones finales
y el andlisis de la actividad investigativa.
Paradigma Investigativo

El paradigma que se adoptd en la investigacion es el Cualitativo-Interpretativo en el cual
se “busca comprender la complejidad de los salones de clase para transformarlos” (Jiménez,
2019, p. 122). En este orden se puede establecer que “la investigacion cualitativa se enfoca en
comprender los fendmenos, explorandolos desde la perspectiva de los participantes en un
ambiente natural y en relacion con su contexto” (Hernandez at al., 2014, p. 358), esto hace que la
investigacion se haga desde la actividad vivenciada por los estudiantes y comprendiendo todos
los fendmenos que se dan en el momento de la clase. Aparte de analizar el ambiente educativo
para Kilpatrick (Fiorentini y Lorenzato, 2015) es necesario transformarlo en beneficio del

aprendizaje y de los procesos de participacion en el ambiente escolar. Por tanto, la investigacion
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pretende entender la forma como los estudiantes crean matematicas a partir de unos ambientes de
interaccion entre un medio, estudiantes y el docente, por esta razdén los planteamientos
hipotéticos previos que se tienen en la investigacion son de caracter general o abiertos y en la
practica se fueron enfocando o modificando segun las particularidades de los estudiantes.

Para Hernandez et al. (2014) el enfoque cualitativo es el ideal para analizar este tipo de
naturaleza en razén de pretender examinar la forma en que los estudiantes perciben,
experimentan e interpretan el fendémeno de la actividad matematica. Este enfoque busca la
comprension de multiples realidades subjetivas para profundizar en los significados que puedan
surgir de los participantes, estas realidades interpretadas y contextualizadas desde el salon de
clase corresponden a cada uno de los estudiantes cuando construyen su conocimiento a partir de
la interaccion con situaciones didacticas.

Disefio de la Investigacion
La Investigacion Accion en Educacion Matematica

La Investigacion-accion (IA) se consider6 adecuada para el ambito de educacion
matematica y se constituye como un marco ideal no solo para observar y comprender las
interacciones que se dan en el aula de clase si no que es una metodologia que busca transformar
las practicas educativas mejorandolas y otorgando una mayor libertad en cuanto a las formas en
que un estudiante aprende (Fiorentini y Lorenzato, 2015). En este orden, el marco metodolégico
IA apoya perfectamente los objetivos buscados por la TSD debido a que esta teoria
constructivista busca que el estudiante aprenda especialmente de una forma auténoma cuando
interactda con un medio.

La IA se constituye en un disefio metodolégico practico para comprender la naturaleza o

la complejidad de los procesos de aprendizaje desde el aula de clase, los datos de estudio se
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obtienen directamente en el campo, pero también es una metodologia ideal de ‘““actuacion y
observacion centrada en la reflexion-accion” (Fiorentini y Lorenzato, 2015, p. 83), ya que aparte
de la interaccion directa del investigador con el investigado, analiza como el estudiante aprende,
que obstaculos presenta y como poder superarlos para generar nuevas situaciones investigativas
que favorezcan la construccion del conocimiento; con esto la metodologia se puede asociar a una
espiral autorreflexiva formada por ciclos sucesivos (Fiorentini y Lorenzato, 2015). Dicha espiral
autorreflexiva segun Lewin citado por Fiorentini y Lorenzato (2015) se puede estructurar en
cuatro momentos que se repiten segln sea necesario con el fin de mejorar la préctica educativa:
El momento uno (1) corresponde a la planeacion, el momento dos (2) de accion, momento tres
(3) de observacién y momento cuatro (4) de reflexion. Después de completar el ciclo y en base a
la reflexién se asumen nuevas posturas investigativas para reiniciar el ciclo.
Figura 6

Momentos o fases de la IA

NUEVAS

REFLEXIONES <= 5
PLANEACION DE
NUEVAS
ACCIONES
OBSERVACIONES
== [

FLEXIONES

Nota. Adaptado de Fiorentini y Lorenzato (2015).
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Elliott (2000) comenta que “la investigacion-accion interpreta lo que ocurre desde el
punto de vista de quienes actian e interactian en la situacion problema” (p. 25), asi, los hechos
se interpretan en funcién de la compresion de los sujetos, intenciones y acciones, elecciones y
decisiones, asi como rutas de accion.

Con base en estas interpretaciones los ciclos de investigacion se repiten indefinidamente
hasta lograr una comprension mas profunda del aprendizaje de los estudiantes, al respecto Elliott
(2000) afirma que “la actividad educativa consiste en la elaboracion y experimentacion de un
proyecto dirigido a facilitar el desarrollo de la comprension en cada uno de los alumnos que
componen el grupo de clase” (p. 13). Para efectos de la presente investigacion dicho proyecto se
enmarca en la TSD, y con la metodologia IA, se busca transformar la practica de los estudianttes
frente al aprendizaje. A continuacion, se describen los cuatro momentos de la 1A y la adaptacién
en torno al fendmeno de la investigacion desarrollada.

Fases de la Investigacion
Momento 1. Planeacion

En este momento se desarrolla el diagndstico de la problemética abordada, donde se
resalta que desde la faceta de aprendizaje fue necesario desarrollar algunos estudios preliminares
como el anélisis del objeto matematico conicas, un andlisis de tipo epistemoldgico-histérico del
objeto matematico: se analiz6 la forma en que este ha sido ensefiado, en como los estudiantes
conciben el objeto, las dificultades a las que se enfrentan o los obsticulos que no permiten
avanzar en el conocimiento y las restricciones que presenta la poblacion objeto de estudio frente
al aprendizaje del objeto matematico, entre otros.

En concordancia con lo expuesto, Artigue et al. (1995) logran establecer tres dimensiones

de analisis preliminares que estan acordes a las presentadas por Brousseau para el estudio de
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obstaculos que no favorecen los procesos de aprendizaje en los estudiantes, estas dimensiones
son:

Dimensidn Epistemoldgica. Asociado a las caracteristicas del saber objeto de estudio, se
hace un énfasis especial en buscar a través de la historia de las matematicas la génesis del
conocimiento, bajo qué condiciones nacid, que problemas enfrentd y el tiempo que demoré en
formalizarse. Esto permitio establecer algunos de los obstaculos de tipo epistemolégico que
posiblemente repercuten negativamente en la clase.

Dimension Didactica. Esta dimension estd asociada directamente a la forma de ensefiar
el contenido matematico, se estudidé desde esta dimension la forma en que fue presentado el
conocimiento en los textos que se tomaron como referencia para el nivel escolar especifico de la
poblacion. Analizar el concepto desde su forma estructural y formal (registros de representacién)
y poner en manifiesto los obstaculos de tipo didactico (referidos a la labor de ensefianza del
docente).

Dimension Cognitiva. En esta dimension se estudiaron las caracteristicas cognitivas de
la poblacion objeto de estudio, dificultades a las que se enfrentan, restricciones que tienen
respecto al objeto de estudio, los procesos que utilizan o que posiblemente utilizarian para
abordar este saber, asi como las concepciones que tienen frente al objeto matematico de las
conicas.

Con los anélisis realizados se disefiaron las diferentes situaciones didacticas que
contemplan posibilidades para la construccion del conocimiento, en esta parte de planeacion el
“analisis se basa en un conjunto de hipdtesis” (Artigue et al., 1995, p. 45), por lo que es
necesario describir lo que se espera de la interaccion del estudiante con el medio “documentos de

la situacion didactica”.
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El disefio de las situaciones didacticas fue producto de la reflexion del docente con el fin
de incentivar ambientes constructivistas en donde el estudiante pudiera adquirir el conocimiento
como resultado de la interaccidn con las situaciones en ambientes a-didacticos. Para lograr el
objetivo, se propone que estas situaciones deben estar muy bien disefiadas pensando en favorecer
los momentos de accion, seleccion, decisiones, trabajo en grupo, socializacion, comunicacion y
validacion, todo lo anterior aislado de la intervencion directa del docente.

Momento 2. Accion

En este momento de IA se ejecutaron las situaciones didacticas disefiadas bajo todos los
parametros establecidos previamente en el momento de planeacion. Se destaca que en esta fase
se busco dar protagonismo a los estudiantes, el profesor aparte de ser un observador del proceso
y un incentivador, en caso de notar desmotivaciéon de los estudiantes frente a las situaciones
realizé una intervencién minima, por lo menos en las primeras tres partes de la situacion (accion,
formulacién y validacion). Se buscd que la situacion didactica favoreciera el trabajo autbnomo
de los estudiantes, incentivara la libertad a las acciones que ejecutaron los estudiantes para darle
solucién a las problemaéticas planteadas y favorecieran los diferentes momentos de interaccion y
comunicacion: la intervencion del docente solo tuvo mayor participacion en el momento de
institucionalizacién del conocimiento.

Momento 3. Observacion

El docente en este momento observo y document6 detalladamente lo que ocurria en el
aula de clase cuando el estudiante interactuaba con las situaciones didacticas siendo totalmente
fiel y desde el punto de vista de los participantes. En este aspecto se tiene en cuenta que la 1A
segun Elliott (2000) “describira y explicara lo que sucede con el mismo lenguaje utilizado™ (p.

25).
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En esta fase se recolectaron los datos que dieron razon de los diferentes fenomenos
analizados en el momento uno (1) y de los momentos no contemplados que ayudaron al
mejoramiento de la situacion para aplicar en el siguiente ciclo de IA. Como se buscaba estudiar
las diferentes interacciones entre estudiantes y saber a partir del medio se necesitaron
instrumentos de recoleccién de datos cualitativos como la observacion, notas de campo,
grabaciones de audio o video de las producciones de los estudiantes por medio de la plataforma
Zoom.

Momento 4. Reflexion

Con base en los datos obtenidos en el momento tres (3), se confrontaron todos los
supuestos del momento uno (1) con los resultados realmente obtenidos de la implementacion de
las situaciones didacticas, teniendo como argumento que en este ejercicio se “producen
comprensiones y orientaciones que son inmediatamente utilizadas en su propia transformacion”
(Fiorentini y Lorenzato, 2015, p. 83) y que generaron nuevos interrogantes o problematicas a
contemplar para reiniciar el ciclo de 1A, con el fin de lograr los cambios de significados en los
estudiantes respecto al objeto matematico de las conicas.

En este apartado se ponen a juicio las categorias de analisis acordes a la TSD que
ayudaron a mejorar la préctica en la planeacion de las nuevas acciones y a implementar (nuevas
situaciones didacticas) en el siguiente momento dado que, cédmo se menciond antes, la 1A
funciona como un espiral donde cada vez se intenta mejorar la practica en los siguientes
momentos.

Bajo los momentos establecidos en la 1A se desarrolla el disefio de investigacion,
especificando los objetivos buscados en cada momento. Debido a la delimitacion de la poblacion

investigada, el disefio investigativo sera de la siguiente forma:
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Figura 7

Disefio metodologico de investigacion adaptado a la 1A
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Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 7, se establece un primer ciclo de 1A, toda la muestra poblacional trabaj6 en
la situaciéon didactica usual desde sus cuatro partes (accion, formulacién, validacion e
institucionalizacién), con base en este ejercicio, en la reflexion se establecen parametros para la
adecuacion de las otras tres situaciones didacticas que se disefiaron en la fase de planeacion del
primer ciclo (situaciones con métrica del taxi, maximo y discreta) las cuales fueron aplicadas
simultaneamente a tres grupos de la muestra dando lugar a un segundo ciclo de 1A con las
nuevas orientaciones guiadas por el primer ciclo.

En cada una de las situaciones con los diferentes grupos se trabajé hasta la parte de

validacion, por lo que en la institucionalizacion se concretan los resultados en cada una de las
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situaciones y finalmente se hace una reflexion y evaluacion de todo el proceso investigativo para

poder dar respuesta al objetivo principal de la investigacion. A continuaciéon, se describe con mas

detalle lo que se realiz6 en cada uno de los dos ciclos de IA.

Tabla 1

Ciclo 1 de IA

Momento

Objetivos pretendidos

Planeacion  En este momento se cumple el objetivo especifico 1: Determinar
los diferentes obstaculos que no permiten avanzar en el
conocimiento del lugar geométrico de las conicas desde las
dimensiones epistémica, cognitiva y didactica.

Para el logro del objetivo, se desarroll6 un estudio previo del
objeto matematico conica desde las dimensiones mencionadas
anteriormente, resaltando los obstaculos presentes en los procesos
de aprendizaje; para complementar esta fase de 1A se realizaron
las siguientes actividades:

Disefio de cuatro situaciones didacticas que beneficiaran el
aprendizaje de los lugares geométricos de las conicas
desde el concepto de métrica (usual, taxi, maximo y
discreta) y favorecieran la transicion entre los diferentes
registros de representacion.

Planteamiento de hipotesis de las  soluciones,
comportamientos e interacciones esperadas en el proceso
de implementacion de las situaciones didacticas.

Accion Para el momento de accion se llevaron a cabo las siguientes
actividades:

Implementar la primera situacion didactica para abordar el
concepto de lugar geométrico de conica desde la métrica
usual.

Incentivar los tres momentos de trabajo autonomo en los
estudiantes (accion, formulacion y validacion)

Promover la situacion de institucionalizacion reconociendo
los avances de los estudiantes para llegar a un consenso
para la formalizacién del conocimiento.

Observacion En esta fase se buscé dar respuesta a los objetivos especificos 2 y
3 relacionados con identificar como los estudiantes construyen e
investigan el lugar geométrico de las conicas por medio de las




Momento

Objetivos pretendidos

situaciones didacticas disefladas y describir la transicion del
estudiante en diferentes registros de representacion bajo procesos
de conversion y tratamiento de las conicas como lugar geométrico.
Para alcanzar estos dos objetivos se realizaron las siguientes
actividades:

e Observar y desarrollar diferentes registros de la préactica
por medio de diarios de campo, grabaciones de audio y
video.

e Transcribir relatos fieles a la realidad observada,
conversaciones 0 tipos de andlisis desarrollados por los
estudiantes.

Reflexién

En esta fase se buscd dar respuesta al objetivo principal de la
investigacion que corresponde a analizar el aporte de las
situaciones didacticas al aprendizaje que desarrollan los
estudiantes al manejar el concepto de métrica en el estudio de las
diferentes cénicas desde su definicion como lugar geométrico,
para poder alcanzar este objetivo se desarrollaran las siguientes
actividades:

e Comprender los diferentes resultados obtenidos de la
primera aplicacion de situacion didactica (datos de la fase
de observacion)

e Comparar los tipos de andlisis desarrollados por los
estudiantes con los analisis de la fase de planeacién.

e Estudiar lo observado desde las categorias de analisis
establecidas segun el marco de la TSD y la IA.

e Detallar los obstadculos que no permitieron alcanzar el
conocimiento esperado.

e Evaluar el proceso de aprendizaje.

Fuente: Elaboracién propia.

Finalizado el primer ciclo, se reinicia el proceso como se expone en la Tabla 2.
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Tabla 2
Ciclo Il de 1A
Momento Objetivos pretendidos
Nuevas En base a los resultados obtenidos en el momento de reflexion del

planeaciones

ciclo anterior, se vuelve a complementar el objetivo especifico 1y
con esto la situacién relacionada con el lugar geométrico de las
conicas desde la métrica del taxi, el maximo y la discreta, las
cuales fueron modificadas, con el fin de superar los obstaculos
evidenciados en la situacion anterior que no promovieron el
aprendizaje autonomo en los estudiantes.

Nuevas
Acciones

Se implementa simultdneamente en tres grupos distintos, las
situaciones didacticas (taxi, maximo y discreta) favoreciendo los
momentos a-didacticos de accion, formulacion y validacion.

Después del trabajo de cada uno de los grupos con sus respectivas
situaciones didacticas, en una sesién conjunta por Zoom se
institucionaliza el conocimiento retomando los resultados
obtenidos por cada uno de los grupos e incentivando la
participacion para detallar los diferentes registros de
representacion obtenidos de la actividad.

Nuevas
Observaciones

Los objetivos especificos 2 y 3 entran en juego nuevamente para
ser analizados desde cada uno de los grupos con sus respectivas
situaciones asignadas, con esto se buscé especificamente:

e Observar y desarrollar diferentes registros de la préctica
por medio de diarios de campo, grabaciones de audio y
video.

e Transcribir relatos fieles a la realidad observada,
conversaciones o tipos de andlisis desarrollados por los
estudiantes.

Nuevas
Reflexiones

En este momento se buscd comprender los diferentes resultados
obtenidos de las implementaciones de las situaciones didéacticas;
se compararon los tipos de analisis desarrollados por los
estudiantes a la luz de los resultados del momento de planeacién
del ciclo I; se estudio lo observado bajo las categorias de analisis
establecidas segin el marco de la TSD y la IA y se detallan los
obstaculos que no permitieron alcanzar el conocimiento esperado.

En esta fase final de implementacion de situaciones didacticas, la
reflexién estuvo encaminada especialmente en evaluar y poder
responder de una forma méas completa el objetivo principal de
investigacion reuniendo las reflexiones del ciclo | y Il para
establecer en qué medida las situaciones didacticas transformaron
la practica de los estudiantes frente a las conicas como lugar
geométrico.

Fuente: Elaboracion propia.
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Es de resaltar que las cuatro (4) situaciones didacticas fueron disefiadas y validadas por
expertos, pero dependiendo de la actividad de campo estas se modificaron para favorecer el
aprendizaje de los estudiantes y para evitar los problemas percibidos en el ciclo | (anexo:
Situaciones Didécticas).

Poblacion

La investigacion se desarroll6 en el Colegio Coopteboy de la ciudad de Tunja, Colombia,
con estudiantes de grado décimo entre las edades de 15 a 17 afios, segun los EBC y los DBA del
MEN, el objeto matematico de las conicas, se trabaja especialmente en este ciclo educativo en la
tematica de geometria analitica. El plantel educativo es de caracter privado y cuenta con
aproximadamente 200 estudiantes, 50 en la sede primaria y 150 estudiantes en la sede
Bachillerato. La mayoria de estudiantes pertenecen a estratos socioeconémicos 2 y 3 (en una
escala de 1 a 6 donde 1 es Bajo y 6 es Alto).

Para el afio 2020 por motivos de la Pandemia Covid-19, se asumi6 la modalidad de
educacion virtual por medio de clases en la Plataforma Zoom, también comunicacion con padres
de familia y estudiantes por via llamada telefénica o WhatsApp y la institucion adquirié dominio
de la herramienta de gestion de aprendizaje Moodle como auxiliar en los procesos de evaluacion
del conocimiento de los estudiantes. Para el area de matematicas cada uno de los estudiantes
maneja el texto guia establecido a inicio de afio, pero por motivo de las clases virtuales y la
reduccion de la intensidad horaria (consecuencia de esta nueva modalidad de estudio) no se pudo
abarcar en gran parte el texto y en el afan de poder cumplir con este requisito, la actividad de
clase se limit a desarrollar los talleres propuestos en el texto.

La poblacion presenta un promedio general acumulado en el &rea de matematicas de nivel

basico (entre 3,4 y 4,0 segun la escala de calificacion manejada por la institucion), en general
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solo el 21% de estudiantes se encuentran en un nivel superior, el 37% en nivel alto y el 42% en
un nivel basico. Se evidencia que existe desinterés por parte de los estudiantes en las clases
virtuales y argumentan que la metodologia del texto guia los sobresatura de trabajos para
desarrollar en casa y hay vacios de conocimiento que no les permite trabajar el texto de forma
autonoma. Especificamente el grupo en la parte de geometria ha trabajado las tematicas de
Vectores en el plano y operaciones con Vectores, Distancia entre dos puntos (desde la métrica
euclidiana), Lugares geométricos de la recta, ecuacion general y explicita de la recta y analisis de
posiciones relativas de la recta en el plano.

Educacidn Virtual en Tiempos de Pandemia

Segun lo expuesto anteriormente en la caracterizacién de la poblacion objeto de estudio,
es evidente que la interaccion y la comunicacion entre estudiantes y profesor es totalmente
virtual, por tanto, se resalta que este proceso de ensefianza y aprendizaje se ve influenciado por
otras variables externas como los problemas de conectividad (lentitud en la red de internet),
equipos tecnoldgicos inadecuados para trabajar en las clases y rechazo o desmotivacion frente a
esta modalidad virtual. Las estrategias de aprendizaje que se impulsaron frente a este nuevo reto
educativo implicaron el disefio de actividades que incentivaran la creatividad y el trabajo
autonomo desde casa, por lo que se vuelven pertinentes las herramientas interactivas o
colaborativas desde los medios virtuales y tecnoldgicos.

Particularizando esta problemaética desde el area de matematicas, una de las herramientas
que apoya el proceso de aprendizaje virtual es el software matematico interactivo libre GeoGebra
y para la presente investigacion se convirti6 en un medio para impulsar el trabajo con las
situaciones didacticas. En la poblacion el 63% de estudiantes se conectan a clase por

computadores y el 37% lo hace desde teléfonos celulares. Por otro lado, las funcionalidades
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ofrecidas por la plataforma Zoom (programa de videollamadas y reuniones virtuales) pueden ser
aprovechadas para fomentar espacios de trabajo en grupo y socializacion y complementario a
esto, otros softwares de facil acceso como lectores PDF, paquete office, editor Paint, entre otros
aportaron al proceso de aprendizaje de las matematicas.

La situacion de Pandemia mas que un retroceso para los procesos educativos en
matematicas se considera una oportunidad para avanzar en esta area desde los medios dinamicos,
que, aunque desde varios afios habian apoyado procesos de aprendizaje, en esta ocasion toman
protagonismo. Bajo este orden, el MEN (2006) menciona que para alcanzar un aprendizaje
significativo y comprensivo de las matematicas es necesario el manejo de situaciones que
superen el aprendizaje pasivo y generen contextos accesibles a intereses y capacidades
intelectuales y esto se puede dar con material manipulativo, representativo y tecnoldgico.
Delimitacion de Poblacion y Seleccién de Muestra

En el desarrollo de dos pruebas diagnoésticas (una con estudiantes de grado undécimo de
la institucion educativa y la segunda con estudiantes de grado décimo) para determinar la
viabilidad de las situaciones disefiadas y tener un primer acercamiento a la forma de investigar
por medios virtuales, se vivencié una situacion de orden complejo a la hora de realizar el
ejercicio de observacion de la actividad de los estudiantes.

Como se argumenta en Garzon (2020) al momento de desarrollar la situacién didactica de
prueba con la métrica del taxi en estudiantes de grado undécimo: “hay varios factores que no
permiten tener un acercamiento detallado a la forma en que un estudiante aborda la situacion
didactica” (p. 20), esto debido a los problemas de conectividad en varios estudiantes donde no se
pudo tener un acercamiento personalizado frente al proceso desarrollado por cada uno de ellos,

como en la fase de formulacion de la situacién que se tuvo que trabajar internamente con cada
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uno de los estudiantes via WhatsApp, hecho que también sesg6 la observacion del investigador y
en general, fue necesario replantear la forma de obtencion de datos debido a que no era suficiente
analizar las hojas de respuesta de los estudiantes para tener un acercamiento a las formas de
interaccion y comunicacion entre ellos.

Para una segunda prueba diagndstica trabajada con los estudiantes de grado décimo
(Poblacion de estudio) con una situacion didactica en la métrica usual manejando el programa
GeoGebra, se tomaron medidas frente a las dificultades presentadas en la primera prueba
diagnostica sobre la forma de obtencion de la informacion: se determind con las herramientas
ofrecidas por Zoom que cada uno de los estudiantes (19 en total) debian compartir pantalla y
para la parte de trabajo grupal se crearon salas pequefias personalizadas.

Esta labor se volvio dispendiosa a punto que la situacion solo pudo ser abarcada hasta el
momento de formulacion y los resultados que se obtuvieron tampoco fueron detallados con
exactitud porque se debia ingresar a cada una de las salas y en el afan de poder ingresar a todas,
el tiempo no alcanzd y la informacion obtenida no fue de mayor alcance, en este sentido, la
actividad investigativa seguia siendo compleja.

Esta situacion fue expuesta a un docente del programa de Maestria en Educacién de la
Uptc quien recomendo reducir el grupo investigativo para tener un acercamiento mas certero a la
actividad desarrollada por los estudiantes, por lo que se determind seleccionar una muestra
poblacional (no probabilistica). En este caso, se pidid la colaboracion voluntaria de estudiantes
de grado décimo para participar en la actividad investigativa entre el 6 y el 9 de octubre del afio
en curso (2020) en un horario extra clase: en este punto se aclara que en esas fechas los
estudiantes se encontraban en receso escolar, por lo que 7 estudiantes se comprometieron a

colaborar debido a que tenian la disponibilidad de tiempo en las fechas estipuladas.
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Establecida la muestra, se procedié a enviar los consentimientos informados a los
acudientes de cada estudiante y a las directivas del colegio Coopteboy con el fin de exponer las
intencionalidades del estudio y solicitar el permiso para poder realizar grabaciones de video y
audio de las diferentes sesiones de clase (ver anexos: Consentimientos Informados).

Técnicas e Instrumentos de Recoleccion de la Informacion

Debido a la naturaleza del ambiente social estudiado y con el objetivo de “comprender el
significado atribuido por el sujeto a la propia accion, las técnicas de investigacidn solo pueden
ser cualitativas y subjetivas” (Corbetta, 2007, p. 26), como lo son la observacion participante,
guias de observacién y los registros de grabaciones de audio y video. A continuacion, se detalla
cada uno de los ciclos de la 1A y las técnicas e instrumentos para recolectar y analizar la
informacion.

Tabla 3

Técnicas e instrumentos para obtener y analizar datos

Situacion Momentos Técnicas e Instrumentos ¢ Cémo se analizara la

Didéctica de Recoleccion de informacion?
informacion
Situacion Planeacion  Revision de documentos — Analisis reflexivo de
Didactica sobre el objeto conica documentos.
Métrica desde las dimensiones
Usual epistemoldgica, cognitiva
(ciclo 1) y didactica.
Accion Observacion directa 'y Analisis de Guia de
participativa. Observacion.
Registros de grabaciones (ver anexo: Guia de
de audio y video. Observacion)
Reconstruccion de dialogos.
Observacion Observacién directa y Anadlisis de Guia de
participativa. Observacion
Registros de grabaciones  Reconstruccién de dialogos.
de audio y video. Triangulacion de la

informacion.
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Situacion Momentos
Didactica

Técnicas e Instrumentos
de Recoleccion de
informacion

¢ Cémo se analizara la
informacién?

Respuestas de estudiantes
a las diferentes situaciones
didacticas

en documentos virtuales
(archivos .pdf, .doc, .jpg
entre otros) que seran
enviados al correo del
investigador.

Reflexion  Analisis de datos del Reflexion en torno a las
momento de observacion. categorias de analisis y

conclusion de nuevas
orientaciones para evitar
errores u obstaculos en la
aplicacion de las siguientes
situaciones didécticas.

Situacién Planeacion  Revision de reflexion del  Analisis reflexivo de los

Didactica ciclo anterior para generar resultados del ciclo anterior.

Métrica una nueva planeacion

del Taxi, frente a las situaciones

Méaximo didacticas a implementar.

y Accion Observacion directa 'y Analisis de guia de

Discreta participativa. observacion.

(ciclo IT) Registros de grabaciones  Reconstruccion de dialogos.

de audio y video.

Observacion

Observacion directa y
participativa.

Registros de grabaciones
de audio y video.
Respuestas de estudiantes
a las diferentes situaciones
didacticas en documentos
virtuales (archivos .pdf,
.doc, .jpg entre otros) que
seran enviados al correo
del investigador.

Anélisis de Guia de
Observacion.
Reconstruccion de didlogos.
Triangulacién de la
informacion.

Reflexién

Andlisis de datos del
momento de observacion.

Reflexién en torno a las
categorias de andlisis vy
conclusiones en funcién de
los objetivos investigativos.

Fuente: Elaboracion propia.
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Para la técnica de observacion se pide que los 7 estudiantes de la muestra siempre
compartieran pantalla de manera simultdnea, con eso el proceso de revision por parte del
investigador no interrumpe los momentos de las situaciones didacticas.

La metodologia de trabajo por parte de los estudiantes corresponde a: Para el ciclo I, en
un primer momento cada uno de los estudiantes en las situaciones de accion estuvieron en salas
individualizadas por plataforma Zoom, luego para la situacion de formulacion trabajaron en salas
mas pequefias y para las Gltimas situaciones de validacion e institucionalizacion todo el grupo
estuvo en la sesién conjunta. Para el caso del ciclo Il, cuando cada grupo trabajé las situaciones
simultaneamente, las fases de accion, formulacion y validacion se desarrollaron en las
respectivas salas de grupos pequefios, mientras que para la institucionalizacion se desarroll6 en
sesion conjunta.

Las sesiones fueron completamente grabadas con previa autorizacion de padres de
familia; otra fuente de obtencion de datos importante fueron las diferentes producciones de los
estudiantes en cada situacion didactica. Estas tres fuentes (Guias de observacion, grabaciones y
producciones) se sometieron a una triangulacion para desarrollar la reconstruccion de los
didlogos y las interacciones y poder tener un acercamiento al conocimiento construido por los
estudiantes.

Categorias para el Analisis de la Informacién

A continuacion, se exponen las categorias de analisis que se estudiaron en cada una de las
interacciones de los estudiantes segln las situaciones didacticas. En este aspecto fue importante
reconstruir los didlogos de los estudiantes de la manera mas precisa y ajustada a la realidad para
que el analisis desarrollado fuera desde la perspectiva de los investigados y no sesgado a la

interpretacion del investigador (Elliott, 2000).
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Por tanto, se establecen las siguientes categorias de andlisis con base a los principios
constructivistas de las situaciones didacticas y los objetivos buscados en la investigacion: estas
categorias de andlisis se utilizan en cada una de las situaciones didacticas y ayudan
complementar las reflexiones finales de cada uno de los dos ciclos de IA.

Tabla 4
Categorias de analisis

Categorias de Anélisis

Tipo de situacion Pregunta Problematizadora

Situacion de acciéon ¢ Como accede el estudiante con sus propias herramientas a la
situacion didactica?
¢Hubo devolucion de la situacion didactica?
¢El estudiante trabajé de forma individual?
¢En qué forma el estudiante hace matematicas?
¢Ocurrio  algun desequilibrio en el conocimiento del
estudiante?

Situacién de ¢Coémo el estudiante interactia y comunica sus hipotesis de

formulacion solucidn de las situaciones didacticas a otros estudiantes?
¢Los desequilibrios de la situacion de accién fueron
superados?

Situacién de ¢En qué forma los grupos socializaron y defendieron sus

validacion posturas respecto al conocimiento buscado? ¢qué determind la

validacion de la situaciéon?
En el ejercicio de validacion ¢qué registros de representacion
emergieron?

Situacion de ¢De qué forma se retomaron las producciones de los

institucionalizacion estudiantes para la formalizacion del conocimiento?
Fuente: Elaboracion propia.

En cuanto a los resultados esperados en cada una de las situaciones frente a los que
realmente se obtuvieron en la practica, se utilizo el siguiente cuadro para organizar la

informacion respecto a las fases de accion, formulacion y validacion.



Tabla 5
Analisis resultado esperado vs resultado de la practica
¢Logré el ¢Logré el ¢Logré el
conocimiento conocimiento conocimiento
esperado en la fase de esperado en la fase de esperado en la fase
accion? formulacién? de validacién?

Estudiane C P E H C P E H C P E H

El

E2

E3

E4

E5

E6

E7

Conclusion En la conclusion se pondra la escala mas repetitiva entre los 7
estudiantes.

Convenciones Para completar el cuadro se

utilizan las escalas (1,2,3,4)

El, ... E7 Estudiantes de la muestra 1. Logra el conocimiento

C Lugar geomeétrico de la esperado.

circunferencia 2. Logra de forma intermedia el

P Lugar geométrico de la parébola conocimiento esperado.

E Lugar geométrico de la elipse 3. Analiza el problema de una

H Lugar geométrico de la hipérbola forma distinta al problema
esperado.

4. No responde esta parte

Fuente: Elaboracién propia.
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Capitulo IV
Resultados del Estudio

En este capitulo se detallan los principales resultados de la investigacion, los cuales se
encuentran divididos en dos partes. La primera parte estd referida al primer ciclo de
Investigacion Accién (1A), donde se desarrollan los estudios preliminares para abordar de una
forma teorica la problematica expuesta para la planeacion de las acciones a implementar
(situaciones didacticas), luego se analizan los datos recolectados de la practica en campo
referente a la interaccion entre estudiante, saber y medio, lo anterior bajo las categorias de
analisis expuestas en el capitulo I11.

La segunda parte de este capitulo correspondera al ciclo Il de la IA, la secuencia:
Planeacién—Accidn-Observacion—Reflexidn, se repite bajo las nuevas orientaciones obtenidas en
la reflexion del ciclo I, este segundo ciclo se desarrolla con otras situaciones didacticas y los
resultados de la implementacion son estudiados de igual forma a la luz de las categorias de
analisis.

Con lo anterior se busca dar respuesta a los objetivos propuesto en la investigacion para
determinar el beneficio o la influencia de la practica en la construccion del conocimiento de
lugar geométrico de las conicas en los estudiantes.

Ciclo I de 1A
Momento de Planeacion

Dimension Epistemologica: El objeto conica en la historia de las matematicas. Si nos
remontamos a la historia, se puede evidenciar que “el uso del lenguaje geométrico prevalecid por
mucho tiempo en el estudio de las conicas”. (Pérez, 2017, p. 269), por un lado, en la antigua

Grecia, Menecmo ya habia estudiado las cénicas cuando intentaba resolver el problema de
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duplicacion del cubo (construir un cubo de doble volumen que otro dado) con regla y compas, de
cierta forma Menecmo plante6 problemas de interseccion de superficies aplicando técnicas sin el
uso de coordenadas cartesianas.

Figura 8

Cubos con voltimenes de a® y 2a3 respectivamente

Nota. Adaptado de Fernandez (2011).

Pero de trasfondo habia un tratamiento conceptual del objeto cdnica, aunque los griegos
ya habian establecido una solucién a este problema con el uso de proporciones, estaba latente la
incégnita de cémo resolver el problema a través de la geometria y mas especificamente con el
uso de regla y compas, en este aspecto, las propuestas presentadas para la solucién la de

Menecmo involucraban un cono seccionado con un plano.

Figura 9
Cono seccionado por dos planos

Nota. Adaptado de Fernandez (2011).
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El resultado de Menecmo desde la construccion del cono establecia que la solucion a la
medida de lado del cubo que duplicaba el volumen de otro cubo de lado a se obtenia de la
interseccion de las dos pardbolas: y? = 2ax ; x* = ay, con esto “Menecmo habia dado con las
conicas como resultado de su afortunada busqueda de curvas que tuvieran las propiedades
requeridas para resolver el problema de la duplicacion del cubo” (Fernandez, 2011, p. 47), las

dos ecuaciones en un plano bidimensional quedaron representadas de la siguiente forma:

Figura 10

Solucion del problema de duplicacion de Cubos por Menecmo

y* = 2ax

X% = ay

\

Nota. La medida del segmento amarillo representa la longitud del lado de un cubo que duplica el volumen

de otro cubo de lado a. Adaptado de Fernandez (2011).

Pero fue también en la antigua Grecia donde Apolonio de Perga sintetizo el trabajo de
Menecmo, y pudo definir las secciones conicas a partir de la interseccion de un plano y un cono
en su obra “Las conicas”. Apolonio demostr6 por primera vez que de un cono se pueden obtener
los tres tipos de secciones conicas al modificar la inclinacion del plano que corta al cono; por

otro lado, logra definir la hipérbola como una curva de dos ramas al introducir el cono doble.
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Otro de los principales aportes de Apolonio fue que a pesar de haber trabajado las cénicas
por medio de tratamientos tridimensionales logré encontrar en estas curvas una propiedad
bidimensional que cumplian las tres conicas en cuestion (parabola, hipérbola y elipse), dicha
propiedad eran sus definiciones como lugar geométrico. Los nombres de las conicas también
fueron introducidos por este griego: elipse (deficiencia), parabola (equiparacién) e hipérbola
(exceso), los métodos usados por Apolonio fueron muy similares a los que utilizé Descartes en el
renacimiento para el desarrollo de la geometria analitica, tal seria el avance de Apolonio que

pudo asignar a las parabolas, elipses e hipérbolas un registro algebraico.

El trabajo de Apolonio en geometria fue tan importante, que en numerosas ocasiones lo
comparan al mismo nivel que el de los elementos de Euclides, gracias a sus aportes
posteriormente se pudieron estudiar con mayor rigurosidad problemas como las trayectorias de
proyectiles, espejos reflectores o el movimiento de planetas. En la geometria griega se puede
afirmar que “las ecuaciones vienen determinadas por las curvas, pero no que las curvas vienen
determinadas por las ecuaciones.” (Boyer, 1996, p. 207), de esta forma los griegos clasificaron
los lugares geométricos de tres formas distintas: lugares planos, que eran las rectas y las

circunferencias, lugares solidos las secciones conicas y lugares lineales el resto de las curvas.

Posteriormente, los arabes (entre los siglos VI y X) traducen el tratado de las cénicas de
Apolonio, y establecen de forma mas completa propiedades de los lugares geométricos de las
conicas (Considerandose las cuatro curvas) tal fue el trabajo de al-Quhi e Ibn Sahl, gracias a
estos aportes fue posible crear tratados de Optica geométrica como el manuscrito del Kitab al-

parragat de Ibn Sahl.
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Figura 11

Conicas de Apolonio. Traduccion al arabe.

Fuente: Conicas de Apolonio. Traduccion al arabe por Wikipedia, la Enciclopedia Libre

(https://es.wikipedia.org/wiki/Apolonio_de Perge). CC BY 4.0

Por otro lado, en el siglo XVII, Kepler estudid las elipses tratando de describir el
movimiento de los planetas en su obra Astronomia Nova y Harmonices Mundi Libri, mas tarde,
Isaac Newton probaria estas leyes a través de la ley de la gravitacion universal donde afirmo que

las orbitas de los planetas eran elipticas.

Figura 12

Movimiento eliptico de la tierra segun Kepler

Nota. Adaptado de Primera ley de Kepler por FisicaLab (https://www:.fisicalab.com/).
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Por su parte, Galileo, padre de la cinematica, estudié en profundidad el lanzamiento de
proyectiles descubriendo que cualquier proyectil lanzado al aire describe una trayectoria
parabolica y Newton explico que los movimientos celestes describen trayectorias conicas. Como
suceso final se menciona la obra de Descartes, quien estructur6 formalmente el campo del
algebra con la geometria buscando el paso de los lugares geométricos descrito por las conicas a
expresiones algebraicas y viceversa, de esta forma Descartes hace apertura a la geometria

analitica.

Naturaleza del Objeto Conica como Lugar Geométrico (Analisis Conceptual).
Freudenthal propone que para “conseguir una actividad matematica significativa hay que partir
de la experiencia real de los estudiantes” (Font y Godino, 2006, p. 92), como el sentido intuitivo
y observable que tiene el alumno en su interaccion con el espacio. Con lo anterior y teniendo en
cuenta que el conocimiento de las conicas emergiéo de “la resolucion de problemas,
construcciones geométricas, modelos y aplicaciones de la matematica al mundo real para evaluar
conjeturas, analisis de posibilidades y generalizacion de conceptos” (Pérez, 2017, p. 271) y no
nacio directamente de formalizaciones simbodlicas como sucede en la practica educativa, se
exponen los principales conceptos y significados que articulan las conicas como lugar
geométrico asi como los registros de representacion que emergen de esta concepcion de las
conicas y que son la base de la presente investigacion.

Definiciones de las Conicas como Lugar Geométrico. Recurriendo a las definiciones
presentadas por Lehmann (1992) y los resultados en Antonio y Garzon (2017) y Antonio et al.
(2020) las conicas pueden ser descritas mediante sus lugares de geometria en el plano como:

Definicion 1. “La circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un

plano de tal manera que se conserva siempre una distancia constante a un punto fijo de ese
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plano” (Lehmann, 1992, p. 99), dicho punto se denotard como C y sera llamado el centro de la
circunferencia, P un punto movil y r el valor constante y positivo al que Ilamaremos radio de la
circunferencia. Por lo anterior se debe cumplir la siguiente expresion:

d(C,P)=r (D
donde d(C, P) es la distancia entre el punto C y el punto P.

Definicion 2. “La parabola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano
de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre igual a su
distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.” (Lehmann, 1992, p. 149). El
punto fijo se denotard F y serd llamado foco de la parabola, la recta fija se denotara [ y sera
Ilamada directriz, y el punto mévil del plano que equidista de F y [sera llamado P. Por lo
anterior se puede describir la definicion de parabola como:

d(F,P) =d(P,l) (2)
donde d(F,P) sera la distancia entre el foco de la parabola y el punto P y d(P,l) sera la
distancia entre la directriz [ y el punto P.

Definicion 3. “La elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es siempre igual a una constante,
mayor que la distancia entre los dos puntos.” (Lehmann, 1992, p. 173). Los dos puntos fijos los
denotaremos F; y F, y seran llamados focos de la elipse, P el punto movil del plano y k la
constante positiva mayor que la distancia entre los dos focos. Segun la definicién de elipse como
lugar geométrico tenemos la siguiente ecuacion:

d(F,,P) + d(F,,P) = k; k > d(F, F,) 3)
donde d(Fy, P) es la distancia del punto fijo F; y el punto P, d(F,,P) es la distancia entre el

punto fijo F, y el punto P y d(F;, F,) la distancia entre los dos puntos fijos F; y F,.
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Definicion 4. “La hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano,
Ilamados focos, es siempre una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los
focos.” (Lehmann, 1992, p. 191). El punto que se mueve en el plano serd llamado P, los dos
puntos fijos del plano seran denotados F; y F,, y la cantidad constante se denotara k, por lo
anterior se debe cumplir la siguiente expresion:

|d(Fy, P) —d(F, P)| = k; 0 < k < d(F;, F,) 4)
donde d(F,, P) seréa la distancia del punto fijo F; y el punto P, d(F,, P) es la distancia entre el
punto fijo F, y el punto P y d(F,, F,) sera la distancia entre los dos puntos fijos F; y F,.

Con las anteriores definiciones desde el registro verbal y registro simbolico se procede a
realizar un tratamiento de las definiciones para expresarlas segun la distancia euclidiana que en
nuestro caso se denominara métrica usual (d,): para dos puntos de R?: A = (xy,y,) Y B =

(x2,¥2) ladistancia en la métrica usual se define como:

d,(4,B) = \/(xz —x1)2+ (v, —y1)?
Circunferencia. De acuerdo a la definicion 1, los puntos P = (x,y) y C = (h, k) deben

satisfacer la expresion (1), por lo que se tiene en la métrica usual:

dy(C,P) = (x —h)? + (y — k)?
Ahora la anterior distancia debe ser igual a un valor positivo constante r por lo tanto, se

tiene:

Va—-h2+ @ -k32=r
La anterior expresion corresponde al registro de representacion algebraico de la

circunferencia en la métrica usual, en la Figura 13 se ilustra un ejemplo en el registro gréafico.
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Figura 13

Representacidn de la circunferencia en la métrica usual.

P(x.y)

Fuente: Antonio y Garzén (2017).

Parabola. Por la definicion 2, asumiendo que la directriz [ es la recta de la forman Ax +
By + C = 0y el foco F es de coordenadas (a, b), por la métrica usual, la distancia entre los

puntos F = (a,b) y P = (x,y) es:

dy(F,P) = /(x — a)? + (y — b)?
Mientras que la distancia minima de P a la directriz [, estd dada por la siguiente
expresion:

|Ax + By + C|
VA1 B?

Por lo anterior, si se iguala d,,(F, P) y d,,(P,1) se obtiene la expresion algebraica general

du(P, ) =

de la parabola para le métrica usual:

|Ax + By + C|
VA? 4 B?

En el registro grafico la pardbola para la métrica usual presenta el siguiente

JG—a?+ (- b7 =

comportamiento:
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Figura 14

Parabola en la métrica usual

“Ax+By+C=0
-

Fuente: Antonio y Garzén (2017).

Elipse. Por la definicion 3, Sean F; = (a,b) y F, = (c,d) los focos de la elipse, y P =
(x,y) cualquier punto que pertenece a la elipse, se tiene lo siguiente:

Distancia de cualquier punto de la elipse al primer foco F;:

dy(Fi,P) = /(x —a)?2 + (y — b)?

Distancia de cualquier punto de la elipse al segundo foco F:

dy(F, P) = /(x — )% + (y — d)?
Aplicando la expresion algebraica (3) se tiene:

d(FlJP) +d(F2,P) = kyk > d(FllFZ)

Ja—Z+ -2 +JG -+ -d? =k

La siguiente figura representa la ecuacion de la elipse
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Figura 15

Elipse en la métrica usual.

-

P(x,y)

A
\
pe

|
Fuente: Antonio y Garzo6n (2017).

Hipérbola. Por la definicién 4 se asume que si, F;(a,b) y F,(c,d) son los focos de la

hipérbola, la distancia de un punto P = (x, y) a los dos focos en la métrica usual esta dada por:

dy(F1,P) = /(x —a)? + (y — b)?

dy(Fy P) = (x = )2 + (y — d)?
Aplicando la expresion algebraica (4) se obtiene la ecuacion general de la hipérbola en la
métrica usual:

|d(Fy,P) —d(F,,P)| = k;0 < k < d(F,F,)

|\/(x_a)2+(y_b)2—\/(x_c)2+(y_d)z -k

La figura que representa la ecuacion es:
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Figura 16

Hipérbola en la métrica usual.

|

5 }

«a@ c
! '
Fuente: Antonio y Garzén (2017).

Dimensién Didactica del objeto conica. La vision formalizada de las matematicas, se
implemento en la educacion con el fin de adentrar a los estudiantes en una formacién cientifica
desde el logicismo, la teoria de conjuntos y el algebra abstracta, pero sus resultados no fueron
favorables. Particularmente en Colombia la implementacion de la “Matematica Moderna™ alejo a
los estudiantes de las matematicas en contexto, provocando repitencia, desercién escolar,
“detrimento de la geometria elemental y el pensamiento espacial; ausencia de actividades y
problemas interesantes y su sustitucion por ejercicios muy cercanos a la mera tautologia” (MEN,
1998, p. 5).

El MEN con el fin de solventar esta problematica, propuso a finales de la década de los
noventa en los lineamientos curriculares de la educacion colombiana “volver a recuperar el
sentido espacial intuitivo en toda la matematica, no s6lo en lo que se refiere a la geometria.”
(MEN, 1998, p. 37). Como alternativa de trabajo, el MEN propuso la geometria activa que “parte
de la actividad del alumno y su confrontacion con el mundo [...] para tomar de estos esquemas

operatorios el material para la conceptualizacion o representacion interna” (MEN, 1998, p. 37).
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Por lo anterior, existe una tendencia durante los ultimos veinte afios a investigar acerca de
la geometria activa y consecuentemente sobre las conicas ya que constituyen uno de los
principales temas geométricos en la educacion media, por la gran variedad de propiedades en la
geometria euclidea como por ejemplo en su tratamiento desde el espacio (seccion conica), desde
el plano (lugar geométrico) y desde el algebra (ecuacion de segundo grado).

A pesar de los intentos para cambiar la practica en la ensefianza y el aprendizaje de las
conicas, aun hay repercusiones del modelo de matematica moderna porque segin el MEN (1998)
este modelo buscaba transformar la ensefianza haciendo énfasis en las estructuras abstractas, el
rigor légico, la teoria conjuntista y el algebra, y en el caso de las conicas los problemas
interesantes desde la faceta geométrica fueron relegados al tratamiento algebraico (Vasco, 2006).

En la revision bibliografica de los principales textos escolares de matematicas que
abordan el objeto matematico de conica, también se puede observar una tendencia a dar mas
prioridad a la parte simbdlica que a la geomeétrica, esto se puede notar en el planteamiento de los
problemas propuestos para afianzar el conocimiento donde “la relacion didactica se interpreta
como una comunicacion de informaciones.” (Brousseau, 2007, p. 13). Bajo estas circunstancias,
el estudiante se encuentra con limitaciones o impedimentos para construir el saber matematico
referido a las conicas, se dan en la clase contratos didacticos mal enfocados, la labor del
estudiante es pasiva y receptiva a la informacion que emite el docente y seguin Brousseau (2007)
esto no favorece la construccion del conocimiento en el estudiante.

El objeto mateméatico conica debe emerger de las transformaciones de saberes
contextualizado a la historia de la clase y de los alumnos (Brousseau, 2007), por tal razon, es

necesario analizar las situaciones en las que nacié el concepto de conica, para que en la préctica
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se logre movilizar el objeto en diferentes ambientes que den sentido a los estudiantes y proyecten
el saber a otros contextos de aplicacion adaptable.

Bajo el afan de solventar esta problematica se han realizado numerosas investigaciones
relacionadas con estrategias metodoldgicas desde el uso del software, material manipulable,
herramientas interactivas o situaciones de contexto con el fin de desarrollar habilidades
espaciales competentes, como la actividad de la medicién cuando se estudian las conicas como
lugares geométricos; por ejemplo, variando la manera de medir (métrica) y analizando las
transformaciones que experimenta la conica. Este cambio de practicas permite afianzar nuevos
esguemas cognitivos en los estudiantes y el desarrollo del conocimiento se logra desde diferentes
campos sin el uso excesivo del &lgebra.

En conclusion, el conocimiento referente a las cdnicas nacié como respuesta a
problematicas de carécter espacial que con el paso de varios siglos se fue formalizando al punto
de convertirse en un gran constructo analitico, por su gran compendio de propiedades se volvid
un referente para estudiar en todos los cursos de geometria, pero en esta practica educativa hubo
una inclinacion a ser trabajada principalmente desde el lenguaje simbdlico de forma conductista,
las situaciones de aula no permiten que el estudiante desarrolle su propio conocimiento si no que
se limite a desarrollar tratamientos simbdlicos que muchas veces no comprenden (MEN, 1998).

La tarea de los educadores matematicos es grande, cambiar esta realidad es algo
necesario en un mundo que exige pensamiento critico y competente, y en el caso de geometria,
que se resalte el sentido intuitivo y observable que tiene el alumno en su interaccion con el
espacio, es por esta razdn que “la intervencion del profesor evoca necesariamente, para los
conocimientos que ensefia, un funcionamiento posible en otras circunstancias, y no solamente en

las -situaciones de uso didactico- “ (Brousseau, 2007, p. 50).
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Las Conicas desde el Texto Guia Utilizado por la Institucion Educativa. En la revision
bibliografica de los textos manejados por la institucion educativa, se encontrd que por varios
afios han manejado los textos matematicos de la editorial Santillana y a partir del afio 2019 han
trabajado con la version “Desafios Matematicos 107, este texto fue disefiado por docentes en su
mayoria Licenciados en Matematicas y con posgrados en educacion.

El libro esta, segin sus autores, encaminado a favorecer procesos constructivistas del
conocimiento y formar en competencias. Hace especial énfasis en la resolucion de problemas en
contexto con tematicas y problemas actuales de la sociedad y es muy ilustrativo. En términos
generales, es muy completo y se ajusta perfectamente a los lineamientos de la educacién
matematica colombiana desde el MEN.

En la parte de geometria analitica, que corresponde a la Unidad 7 (de 8 en total), se
presenta la secuencia de aprendizaje de la siguiente forma: Primero se abordan las generalidades
del concepto lugar geométrico y distancia entre dos puntos, para adentrarse a la linea recta y
estudiar su ecuacion de forma explicita y general y sus posiciones relativas.

Luego inicia con la temética de las codnicas, haciendo una introduccion desde su
concepcion como secciones de corte entre un plano y un cono, luego explicita la circunferencia y
hace énfasis en los diferentes tipos de ecuaciones candnicas conociendo determinadas partes de
la circunferencia y desarrollando tratamientos desde la ecuacién general para obtener
caracteristicas de la circunferencia directamente desde la parte algebraica: este proceso se repite
con la parébola, la elipse y la hipérbola, y para finalizar la unidad se estudia la ecuacién general
de segundo grado.

En el texto cada tematica inicia con situaciones problema, pero luego continta con la

introduccion de definiciones formales, haciendo un énfasis fuerte en el lenguaje simbdlico,
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especificamente en lo referido a las ecuaciones candnicas buscando reforzar principalmente
procesos de factorizacion: en esta parte, el texto desarrolla varios procesos de tratamiento de
registros simbolicos como lo es pasar de la ecuacidn candnica a la forma general o viceversa y en
la mayoria de casos se pretenden hallar los elementos de las cénicas (vértices, focos, radio, entre
otros) a partir de sus ecuaciones sin recurrir a un lenguaje gréafico.

Generalmente los problemas planteados siguen dos rutas: Reemplazar datos especificos
en las ecuaciones candnicas o interpretar los datos para luego determinar su posicién en las
expresiones algebraicas, pero en ambos casos el registro grafico es poco aprovechado y no se
trabajan conexiones entre diferentes registros, es decir en los talleres propuestos, los ejercicios
buscan tareas especificas en cada registro, pero muy pocas veces favorecen el tratamiento y
conversion entre estos.

Cada conica es introducida inicialmente desde su definicion como lugar geométrico, pero
luego no se hace énfasis en este registro, sino que se pasa directamente a la definicion algebraica,
a la que se le asocia una representacion grafica, también muchas veces los términos
comprometidos con las conicas son introducidos de una manera formalista alejada al lenguaje
comun del estudiante.

Los talleres propuestos pasan por diferentes momentos, el primer momento es para
recordar conceptos, el segundo momento es para comprender, el tercer momento del taller es
para aplicar, el cuarto esta referido al andlisis, el quinto momento es de creacion y el sexto
momento es de evaluacién, de estos momentos los tres primeros estan enfocados a la actividad
repetitiva y a la adquisicion del conocimiento por medio de la ejercitacion, los dos siguientes

corresponden a solucionar situaciones problemas y el ultimo evalta el conocimiento, pero no



81

siempre los talleres se movilizan por estos 6 momentos, en la mayoria de veces se moviliza en
solo 4 momentos.

Un apartado interesante del libro corresponde a las actividades enfocadas a la resolucion
de problemas por el método de heuristicas, y también en cada unidad muestra las aplicaciones de
la tematica en contextos reales, y en varios apartados el libro promueve la formacion transversal
en valores humanos, educacion financiera y catedra para la paz.

Respecto a la forma en que se validan las tematicas por medio de ejemplos, por lo general
se desarrollan en el lenguaje algebraico, mientras que el grafico simplemente se ilustra
asumiendo que el estudiante ha comprendido lo desarrollado desde la parte simbdlica y no
mostrando los procesos de construccion desde el plano, resaltando propiedades emergentes de la
grafica. En general, del texto sobresalen los siguientes pasajes de registros: del registro simbdlico
al registro grafico (en mayor medida), del registro grafico al registro simbdlico, (en menor
medida), implicitamente se trabaja del registro verbal al geométrico, pero es casi nulo el trabajo
del registro verbal al simbdlico y viceversa.

El texto se caracteriza por tener un gran compendio de actividades y es evidente el
énfasis que se da al tratamiento algebraico, ademas hay temaéticas de nivel muy avanzado que
podrian no estar acordes a la poblacion dirigida, o requieren de una intensidad horaria méas
extensa para poder ser trabajado a cabalidad con los estudiantes.

Dimension Cognitiva y Obstaculos en el Aprendizaje de las Conicas. Desde la
poblacion directamente implicada en la investigacion, el trabajo en matematicas desde la
modalidad virtual no ha sido fructifero, se relegd principalmente la actividad del estudiante a
seguir el texto guia y desarrollar las actividades propuestas en este, muchas veces de forma

autonoma sin acompafiamiento del docente, esto debido a la reduccion de intensidad horaria, y
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conscientes que la metodologia no estaba favoreciendo el aprendizaje, las clases se convirtieron
en una carrera contrarreloj para poder abarcar la mayor cantidad de temas del texto guia en el
menor tiempo posible.

En este orden, existe un obstaculo didactico debido a la forma en que el docente orienta
la clase virtual: se queria replicar el modelo tradicional de la clase presencial y no habia
innovacion ni creatividad, provocando en la mayoria de estudiantes desinterés en la clase.

Aparte de lo expuesto, el grupo presentaba vacios en conocimiento respecto a las bases
tedricas necesarias para abarcar la tematica de geometria analitica, es decir que los errores u
obstaculos que poseen los estudiantes frente a la tematica no solamente eran por la metodologia
de educacién virtual, sino que también se fundamentaban en los conocimientos y experiencias
previas.

El objeto cénica puede ser movilizado en varios registros de representacion
simultdneamente, si los ambientes de aprendizaje no son los adecuados pueden provocar un
obstaculo en el estudiante haciendo que no logre dicha movilizacion y segin Duval (2017) para
que un estudiante logre generar un significado asertivo del saber (registro de representacion
semiotica) debe pasar por tres actividades cognitivas: formacion de una representacion,
conversion y tratamiento.

Entender la naturaleza de la cognicion podria favorecer en la ensefianza de las
matematicas, lograr comprender el comportamiento e interpretar los esquemas mentales del
estudiante, para ello, es necesario analizar el tipo de interaccion que se da en el aula de clase, un
obstaculo didactico referido al docente es no comprender la importancia del proceso
comunicativo entendido como discurso matematico para poder precisar nociones de significado,

el papel del lenguaje en el aprendizaje, la manera de entender el aprendizaje y el papel
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desempefiado por la negociacién de los significados matematicos (Sfard, 2001), pues mas que
determinar si un estudiante tiene éxito o fracaso en la actividad, el docente debe interpretar la
forma como comprende el estudiante, ¢qué tipo de esquemas mentales esta construyendo? para
determinar la posible dificultad para alcanzar el objetivo de aprendizaje donde “el tipo de
conocimiento matematico que los estudiantes desarrollan depende de las caracteristicas de las
situaciones de comunicacion en que se desarrollan.” (Godino y Llinares, 2000, p. 74).

Un error referido al tratamiento de las cénicas desde los procesos de ensefianza es
abordarlas directamente desde el lenguaje algebraico cuando la historia misma indica que nacio
directamente en ambientes geométricos: este error podria generar en los estudiantes obstaculos
en cuanto a las concepciones que construyen de las cénicas debido a que el uso excesivo del
algebra aleja al estudiante de analisis de tipo intuitivos y empiricos propios de la naturaleza de
estas figuras.

En muchas ocasiones el contrato didactico que se da en la clase esta enfocado en que los
estudiantes imiten los procesos algoritmicos que trabaja el docente desde el tablero, y su
actividad matematica consistira en el tratamiento de algoritmos que muchas veces no tienen
sentido para el estudiante, ni mucho menos garantizan que el estudiante adquiera el conocimiento
ya que “‘el problema no es si existen o no los objetos matematicos sino entender como [...] las
personas llegan a considerar que estos tienen algun tipo de existencia” (Font, 2002, p. 149); este
obstaculo a largo plazo puede generar en el estudiante que los antiguos conocimientos no puedan
ser activados respecto a nuevos conocimientos en procesos de aprendizaje significativo, ademas
esta vision algoritmica de la matematica crea una imagen en los estudiantes de imposibilidad

para estudiarla en diferentes contextos.
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Para tener un primer acercamiento a la dimension cognitiva de los estudiantes de grado
décimo se desarrollé una situacién diagnoéstica (ver anexo: Situacion Didactica Diagndstica) que
consistio en explorar las capacidades espaciales intuitivas del estudiante cuando se enfrentaba a
lugares geométricos con el uso del software GeoGebra, se pudo determinar poca iniciativa para
trabajar de forma autdnoma, siempre estaban a la espera de instrucciones del docente para poder
continuar en la actividad, es decir, habia inseguridad frente la forma de actuar con la situacion
propuesta, muchos de ellos desistieron rapidamente de la actividad al no visualizar un camino
optimo para la solucidén, no fue hasta en la fase de formulacién de la situacion cuando pudieron
constituir mejor una respuesta a las situaciones.

Figura 17

Interpretacion incorrecta de estudiante a lugar geométrico de la circunferencia

o

®

Nota. En la situacidon diagnostico un estudiante argumenta que estos puntos hacen parte del lugar
geométrico de una circunferencia debido a que cada punto conserva una misma distancia respecto a su
punto mas préximo, claramente no se estd haciendo una interpretacion completa del lugar geométrico

porque no se tiene en cuenta el concepto de punto fijo. Fuente: Elaborado por estudiante de grado décimo.

Por otro lado, respecto a esta prueba diagndstica, se not6 una falencia en competencias
linguisticas elementales, los estudiantes presentaron dificultad en la interpretacion de los

diferentes enunciados de las conicas desde el lenguaje verbal aun cuando estos habian pasado por
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un proceso de transposicion didactica por parte del docente. En el ejercicio solo se pudo lograr
por la mayoria de estudiantes la aproximacion grafica de la circunferencia a partir del registro
verbal, de la parabola solo algunos estudiantes lograron representaciones puntuales que
satisfacen la condicién, pero no permitia tener un acercamiento grafico de la parabola, de la
elipse y la hipérbola no se pudo avanzar debido a las limitaciones de tiempo.

Figura 18

Produccidn puntual de la pardbola en la prueba diagnéstica
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Fuente: Elaborado por estudiantes de grado décimo.

Kilpatrick et al. (1998) manifiesta que los errores y las dificultades en el aprendizaje de
las matematicas giran en torno a 5 ejes fundamentales: Por dificultades en el lenguaje, obtencion
de informacion espacial, por deficiencia en conocimientos previos, por asociaciones incorrectas
y aplicaciones de reglas irrelevantes, en este orden de ideas el aprendizaje de las conicas se
puede movilizar en estos tipos de errores que se convierten en obstaculos para alcanzar el
aprendizaje.

Respecto a la dificultad en el lenguaje, se atribuye al excesivo uso de la simbologia en el
tratamiento de las conicas, muchas veces la comprension semantica se convierte en una fuente de
errores. Los obstaculos referidos a la obtencion de informacion espacial van directamente

referidos al tratamiento geométrico de las conicas, para algunos estudiantes resulta dificultoso
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pensar mediante imagenes espaciales, por lo que a causa de ellas se pueden propiciar ambientes
que ponen en desequilibrio el conocimiento del estudiante.

Respecto a los obstaculos por deficiencia en conocimientos previos, una incorrecta
apropiacién de conceptos generales como la nocién de distancia, la definicidn de recta desde su
lenguaje gréfico y algebraico, las posiciones relativas de la recta y el concepto de punto medio
pueden generar un obstaculo en la construccion del concepto de conica, sin profundizar
demasiado en la temaética, estos conceptos son fundamentales para comprender las curvas desde
nociones intuitivas.

En cuanto a las asociaciones incorrectas de la conicas en otros contextos, se puede
considerar un obstaculo, en ocasiones estas asociaciones no son posibles debido a una vision
marcada de las figuras en ambientes netamente matematicos y no se permite construir un nuevo
conocimiento por la rigidez del pensamiento, lo anterior conlleva a un Gltimo obstaculo en al
aprendizaje de las cénicas referido al uso de reglas irrelevantes que no permiten avanzar en el
conocimiento.

Es de aclarar que lo mencionado anteriormente se hizo desde una vision globalizada del
aprendizaje de las matematicas y se especificaron algunos aspectos en el grupo de estudio, pero
en general estos obstaculos y errores no fueron referidos al manejo del software, si no por el
contrario, con el software se busca evitar estos obstaculos, pues Brousseau (2007) comenta que
estos obstaculos no se pueden ignorar, mas sin embargo hay que rechazarlos explicitamente e

integrar su negacion en el aprendizaje del nuevo conocimiento.
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Disefio de Situaciones Didacticas para el Aprendizaje de las Conicas como Lugar
Geomeétrico

Respecto al analisis previo que se desarrollé desde las dimensiones epistemoldgicas,
didacticas y cognitivas, la reflexion respecto a estos aspectos lleva a replanteamientos sobre la
forma de ensefiar las conicas; el exagerado tratamiento algebraico esta alejando al estudiante de
comprender los conceptos geométricos basicos que determinan las cénicas, es importante
rescatar estos conceptos y una manera Util de hacerlo es abordando las conicas desde tareas
visuales, espaciales y métricas, que garanticen la manipulacion de material y la interaccion con el
entorno.

Por otro lado, se pueden disefiar situaciones de ensefianza donde el estudiante identifica
las caracteristicas generales de las conicas a partir de diferentes registros de representacion que
no necesariamente corresponden al lenguaje simbdlico, es decir que las caracteristicas de las
clnicas sean deducibles a partir de razonamientos intuitivos directamente de la préctica.

Una estrategia para poder priorizar los razonamientos de tipo espacial es usar el concepto
de métrica (métrica entendida como la forma en que se mide la distancia), para esto se describe a
continuacién las generalidades del concepto de métrica y las métricas seleccionadas para esta
investigacion, asi como las diferentes representaciones graficas y algebraicas que surgen del
tratamiento de las conicas desde otras metricas.

El concepto de Meétrica. Una métrica o distancia es una funcién que determina la
distancia entre dos elementos de un determinado conjunto X, dicha funcion se define de la
siguiente forma: d: X X X — [0, o) tal que d(u, v) = r, donde d(u, v) es la distancia entre u, v

dos elementos de X y r es un namero real positivo o cero.
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Esta definicion se interpreta de la siguiente forma: la distancia entre dos elementos del
conjunto X esta determinada por un valor numerico real positivo, asumiendo el cero, para la
presente investigacion dicho conjunto X es el conjunto R? cuyos elementos son puntos de
coordenadas cartesianas en el plano bidimensional. En Munkres (2002) para que una funcién sea
considerada métrica debe satisfacer las siguientes condiciones: positividad, simetria y
desigualdad triangular.

La positividad hace referencia a que la distancia entre dos puntos siempre serd un valor
positivo si estos se encuentran ubicados en lugares distintos del plano cartesiano y sera 0 cuando
los dos puntos se encuentren en la misma posicion. La simetria hace referencia a que la distancia
entre dos puntos cumple que la distancia del primer punto al segundo punto, debe ser igual del
segundo punto al primer punto y la desigualdad triangular establece que entre tres puntos, la
distancia del primer punto al segundo debe ser menor o igual a la suma de distancias del segundo
punto al tercer punto y del tercer punto al primer punto.

A partir de estas condiciones hay varias funciones que son consideradas métricas, la mas
conocida y utilizada es la métrica usual o euclidiana (d,), en base a ella se ha construido la
geometria analitica, pero existen otras métricas que pueden favorecer tratamientos espaciales de
forma intuitiva, estas son las métricas del taxi (d,), métrica del maximo (d,,) y métrica discreta
(d4), respecto a estas métricas hay numerosas investigaciones desde la didactica y la educacion
matematica en las cuales se implementaron estrategias de accion para favorecer el aprendizaje de
los lugares geométrico (ver antecedentes).

En la presente investigacion se analiza como el tratamiento y la conversion de diferentes
registros graficos y verbales de las conicas en las métricas mencionadas favorecen el aprendizaje

de las cénicas como lugar geometrico. En Antonio y Garzon (2017) y Antonio et al. (2020) se
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presentan los resultados sintetizados de estas métricas y su definicién desde tratamientos

simbdlicos, graficos y verbales que se resumen a continuacion:

Tabla 6

Métricas en R?

Meétrica

Definicion

Aproximacion
grafica

Interpretacion

Meétrica
usual
(dv)

Sean: A = (x1,y,) Y B = (x2,¥2) dos
puntos de R?, la distancia entre estos
dos puntos se define de la siguiente
forma:

d,(4,B) = \/(xz —x1)% + (y, — y1)?

La distancia sera
la longitud del
segmento AB

Meétrica
del taxi

(de)

Sean: A = (x4,y;) Y B = (x2,¥2) dos
puntos de R?, la distancia entre estos
dos puntos se define de la siguiente
forma:

d¢(4,B) = |x; — x1| + ly2 — 1l

La distancia sera
la suma de las
longitudes de los
dos  segmentos
AMy MB

Meétrica
del
Méaximo
(dm)

Sean: A = (xq,y;) Y B = (x2,¥2) dos
puntos de R?, la distancia entre estos
dos puntos se define de la siguiente
forma:

du (4, B) = max{|x; — x1,ly; — y1l}
donde max significa el maximo entre
las dos posibles.

La distancia sera
la mayor longitud
entre los
segmentos AM y
MB

Meétrica
Discreta
(dqg)

Sean: A = (x;,y;) Y B = (x2,¥2) dos
puntos de R?, la distancia entre estos
dos puntos se define de la siguiente
forma:

1 si X2,

0si(x1,¥1) = (x2,¥2)

La distancia entre
los puntos A y B
serd 1 si estan en
diferentes
posiciones y sera
0 si estdn en la
misma posicién

Fuente: Adaptado de Antonio y Garzon (2017) y Antonio et al. (2020).

Con lo anterior, se pueden establecer diferentes representaciones de las cénicas teniendo

en cuenta su definicion como lugar geométrico. A continuacion, se muestra un resumen del

estudio realizado en Antonio y Garzon (2017) y Antonio et al. (2020).



Tabla 7

Conicas en la métrica del taxi, maximo y discreta

90

Conica Métrica

Registro Gréfico

Registro Simbdlico

Circunferencia con Taxi
centro C = (h,k) y
radio r

Y

Hxy)

|x —hl+|y—k|l=7

Maximo ¥ max{|x — h|, |y —k|} =7
» _P(X.y)
chk)
X
Discreta | y (h k) = (x,y)
> h=xANk=y
o
- X
1 (h, k) # (x,y)
- h#*#xVk=+y
éifh,k}
Pl
Parabola con foco Taxi |x —al + |y — b|
F =(a,b) y
directriz = IA’f By + (|
LAx+By+C=0 max{|Al, B}
Maximo Y . méx{|x — al, |y — bl}

Fla,b)

= miny¢;dy (P, A)
conP = (x,y)
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Conica Meétrica Registro Grafico Registro Simbdlico
Discreta 7 dy(A,F)=d 41 =1
i paraV A€ R?— {F A [}
Fla,b)
i
4
Elipse con focos  Taxi v |x —al + |y —b| +
F, = (a,b), lx —cl+|ly—d|=k
F, =(c,d)y
constante
k > d(F,, F,)
X
Maximo |y max{lx — al, |y — b|} +
max{|lx — c|,ly — d|} =k
i X
Discreta 2 YV (x,y) € R?— {F,,F,}
fg?ﬂlb} F%,d)
E4
Hipérbola con focos Taxi ¥ |x —al+ly—bl—| _ I
F; = (a,b), | BEa . lx —c| = |y —d|
F, = (c,d)y ) !
constante k,
O < k < d(Fl, Fz) Ay
F(ab)
X
Méaximo |max{|x — al,|ly — b|}—
max{|lx — cl,ly — d|}| =k
X
v \
Discreta No esta definida

Fuente: Adaptado de Antonio y Garz6n (2017) y Antonio et al. (2020).
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Segun los planteamiento descritos se procede al disefio de cuatro situaciones didacticas
para favorecer el aprendizaje de las conicas como lugar geométrico, estas situaciones fueron
disefiadas con el fin de evitar los obstaculos de tipo epistemoldgico, didactico y cognitivo
mencionados en los apartados anteriores y favorecer el razonamiento intuitivo desde el
tratamiento de los registros de representacion graficos y verbales que buscan favorecer el
aprendizaje a través de la exploracion, la manipulacion, el trabajo en grupo y las competencias
argumentativas; de igual forma estas situaciones se fundamentan en las métricas, lo cual
corresponde a la estrategia seleccionada para lograr la construccion del conocimiento sin
profundizar en el lenguaje simbolico.

Las cuatro situaciones disefiadas fueron validadas principalmente por dos docentes
investigadores del programa de Maestria en educacion matematica de la Uptc: un candidato a
doctorado en educacion y una doctora en educacion; adicionalmente la segunda situacion fue
validada en un primer momento para efectos de pruebas diagndsticas por otra docente doctora en
educacién y por un grupo de estudiantes de maestria en educacion matematica.

Las situaciones se contemplaron para trabajar los cuatro momentos: Accion, formulacion,
validacion e institucionalizacién. Los comportamientos e interacciones esperados en cada uno de
estos momentos fueron acordes a la TSD, la situacion 1y la situacion 3 se trabajaron desde el
software GeoGebra mientras que la situacion 2 y 4 se trabajaron de forma libre.

En el momento de accion se esperaba que cada uno de los estudiantes en las 4 situaciones
Ilegara a un primer acercamiento de cdnica respectiva desde la métrica indicada en cada caso, a
partir de la situacion 2 se hizo una introduccion a cada métrica (taxi, maximo y discreta),

mientras que en la situacion 1 se realizd introduccion a las principales herramientas a utilizar en
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GeoGebra, se esperaba que el estudiante abordara las situaciones desde el GeoGebra o desde otro
medio utilizando sus conocimientos previos y concepciones.

Para el momento de formulacion se esperaba que el estudiante desarrollara procesos
interactivos de comunicacion, que expresara sus producciones, ideas y concepciones con otro
estudiante, para mejorar la construccion de la conica como resultado del momento de accion.

En esta investigacion la fase de formulacién se desarrolld en grupos de dos o tres
estudiantes, en cada situacidn se propone una actividad interpretativa de lo que expresa el otro,
es decir, se buscaba que el estudiante investigara a su par, para luego llegar a un conceso por
grupo de la solucion adecuada del problema y posteriormente socializarlo en el momento de
validacion.

Para el momento de validacion, se esperaba que el conocimiento se desarrollara con todos
los miembros de la clase, favoreciendo un escenario de comunidad cientifica donde cada grupo
expone sus resultados y valida o refuta los resultados de los otros grupos, también se esperaba
que cada grupo defendiera sus producciones o convenciera a los demés de la viabilidad de sus
resultados.

Hasta este punto se esperaba que la intervencion del docente fuera minima: la postura que
se asume es la de motivador para que el estudiante no abandone o desista de la situacién, pero en
general su intervencion es casi nula, es decir, el contrato didactico en este aspecto, debe estar
enfocado en promover los ambientes a-didacticos que favorezcan la devoluciéon del
conocimiento.

Se esperaba que los grupos comunicaran sus producciones por medio de tres aspectos: el
primero, que cada grupo asignara un representante para exponer las conclusiones del grupo, y los

demas pudieran intervenir haciendo aportes, observaciones o preguntas; la otra forma era que el
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grupo pudiera exponer sus ideas y el docente por medio de la sintesis que desarrollaba en la
pizarra virtual anotara los resultados del grupo, o la otra forma era que se estableciera en la
reunion de zoom una especie de mesa redonda y el docente fuera el moderador de la charla
promoviendo la participacion de todos y fomentando un espacio de debate.

Finalmente, en el momento de la institucionalizacion, se esperaba promover un ambiente
interactivo entre docente y estudiantes en la formulacidn del concepto de las cénicas como lugar
geométrico desde las diferentes métricas, no se buscaba profundizar en la parte simbdlica, pero
no se descart6 el aporte de alguna aproximacién algebraica de las cénicas, aunque la principal
finalidad de esta investigacidn correspondia a trabajar las cénicas desde el tratamiento espacial.
Se esperaba que la institucionalizacion estuviera enfocada en la reflexion sobre los diferentes
registros de representacion de las conicas cuando se cambia la forma de medir.

Segun lo establecido en el marco metodoldgico, en un primer ciclo de IA todo el grupo
trabaja con la situacion 1, pero en un segundo ciclo de IA, cada grupo trabaja con una situacion
didactica distinta y al final, en la institucionalizacion se socializaron los resultados para ser
formalizados.

Se planed la implementacién de las situaciones para dos sesiones de clase, cada sesion de
dos horas distribuidas de la siguiente forma: 30 min en accion, 30 min en formulacion, 40 min en
validacion y 20 min en institucionalizacién, por su parte, la forma de trabajo por medio de
plataforma Zoom ya fue establecida en el capitulo Il de la presente investigacion, el primer
momento de accion se desarrolla en salas individualizadas, la fase de formulacion en salas de
grupos pequefios y la validacion e institucionalizacion por medio de sesidn conjunta.

De manera general se busco que el estudiante al desarrollar las situaciones didacticas

lograra el pasaje de un registro de representacion a otro, especialmente los siguientes pasajes:
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registro verbal — registro verbal, registro grafico — registro grafico, registro grafico — registro
verbal, registro verbal — registro grafico y registro verbal — registro simbélico. Por otro lado, las
situaciones tienen otro alcance y es el de lograr la compresion de las conicas reconociendo sus
partes fundamentales como: centros, focos, radio, directriz, constantes, propiedades mesurables,
calculo de distancias, entre otros, asi como reconocer caracteristicas comunes en la construccion
grafica que le permitan anticipar resultados.

Andlisis de situaciones didacticas disefiadas (en anexo: Situaciones Didacticas).
Respecto a la primera situacion relacionada con la métrica usual, se esperaba que en la parte | y
parte Il el estudiante ubicara puntos para satisfacer una condicion establecida verbalmente, hasta
lograr ubicar varios puntos que le permitieran descifrar algin patrén de ubicaciones o lograr
relacionar la figura con una ya conocida, para esto solo se necesitd del uso de la herramienta de
distancia que ofrece el GeoGebra, y a partir de un ejercicio exploratorio se hall6 la curva de
circunferencia y parabola.

En la parte 111 y 1V se pretendia que el estudiante a partir de la construccion de una elipse
y una hipérbola (con las herramientas de GeoGebra) lograra establecer las condiciones que
cumple cada punto para hacer parte de las respectivas cdnicas, como en el caso de la elipse que
se buscé lograr establecer que la suma de las distancias de un punto de la elipse a sus dos focos
es siempre una constante mayor que la distancia entre los dos focos o de forma similar descifrar
la constante de diferencia entre distancias de un punto de la hipérbola respecto a los dos focos de
la misma.

En la situacion didactica 2 relacionada con la métrica del taxi, se busco que el estudiante

relacionara enunciados referidos al plano de una ciudad con ubicaciones especificas, se esperaba
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que desarrollara una relacién entre las cénicas de la métrica usual y lograra establecer alguna
aproximacion verbal de la definicién de conica en esta métrica.

La situacion 3, relacionada con la métrica del maximo, tenia el propdsito que el
estudiante por medio de las definiciones de lugares geométricos de las conicas ubicara puntos en
GeoGebra que verificaran las definiciones de cénicas, pero con la medicién del maximo.
Similarmente para la situacion 4 relacionada con la métrica discreta, se proponen unas
situaciones especificas en el plano y se esperaba que el estudiante estableciera las
representaciones en lenguaje verbal y en lenguaje grafico de las respectivas conicas desde esta
métrica.

Momento de Accidon-Observacion

Segun lo estipulado para el ciclo | de IA, se implementd la situacion 1 al grupo de
estudiantes que en adelante se identifican con E1, E2, E3, E4, E5, E6 y E7. La forma de
recoleccion de datos se realiz6 por medio de la guia del observador y grabaciones de video y
audio desde la plataforma Zoom.

Adicional a esto, cada estudiante debia organizar sus respuestas en un archivo .pdf o .doc
que debia enviarse al correo del investigador, esta primer situacion se desarrollé en una sesion de
clase que duré aproximadamente 2 horas y 15 min, el rol del docente en los momentos de accion,
formulacion y validacion fue principalmente el de observador, mientras que en el momento de

institucionalizacién toma el papel de moderador y promotor de debate.
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Reflexion ciclo | de 1A (ver anexo: Situaciones didacticas — Métrica usual)

Fase de accion. En el analisis de la fase de accion se estudiaron los conocimientos
implicitos o concepciones con las que abordaba el estudiante la situacion didactica 1, la forma en
que el estudiante hace matematicas e investiga matematicas, para detallar los desequilibrios de
conocimiento y las transiciones en diferentes registros de representacion, a continuacion, se
exponen estos resultados.

Parte I. (ver Parte | en anexos: Situaciones didacticas — Métrica usual) Con las
indicaciones establecidas por la situacién varios de los estudiantes en su actividad exploratoria
pudieron detallar la circunferencia de forma grafica perfectamente, y en su tratamiento verbal
manifestaron una aproximacién muy acorde a la original.

El estudiante E1, como se presenta en la figura 18, asimildé de manera muy rapida que la
figura hacia referencia a una circunferencia manifestando lo siguiente: “desarrollé directamente
una circunferencia porque recordé que la distancia constante al punto fijo hacia referencia a un
radio, luego ubiqué varios puntos que describian la forma de una circunferencia y comprobé mi
hipotesis”.

Figura 19

Circunferencia de E1

Fuente: Elaborado por estudiante E1.
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Caso similar ocurrio con E2, quien directamente desde el GeoGebra antes de ubicar
puntos como lo indicaba la situacion asimilé el enunciado a una circunferencia, E2 manifiesta lo
siguiente: “para lograr la ubicacion de los puntos me ayudé con la herramienta de
circunferencia (del GeoGebra) que hacia que todos los puntos externos tuvieran la misma
distancia y después solo ubiqué otros puntos en el circulo y le medi la distancia para comprobar
que era la misma en todos los casos”.

Figura 20

Circunferencia de E3

Fuente: Elaborado por estudiante E3.

Por su parte E4 manifestd una generalizacion del concepto de circunferencia de la
siguiente forma “al ubicar los puntos segun el punto fijo encontramos una figura circular
alrededor de este punto, si se varia la distancia al punto fijo igualmente seguiria el

comportamiento circular”
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Figura 21

Circunferencia de E4
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Fuente: Elaborado por estudiante E4.

El estudiante E3, solo se limit6 a ubicar los puntos, pero no relacioné esta construccion
con la circunferencia manifestando lo siguiente: “para ubicar los puntos parti de un punto
especifico y de una distancia especifica, luego ubiqué algunos puntos en la parte inferior al
punto fijo que cumplian la condicion de la misma distancia y simétricamente ubiqué los puntos
en la parte superior al punto fijo”.

Figura 22

Aproximacion de circunferencia de E3

®

Fuente: Elaborado por estudiante E3.

E5 en su trabajo exploratorio se limité a ubicar solo algunos puntos que satisfacian las

condiciones de distancia establecidas, este estudiante manifesto: “He ubicado 4 puntos, estos
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cuatro puntos me crearon una figura geométrica la cual la describiria como un cuadrado ya que
la medida de todos sus lados es igual. Los cuadrados siempre van a tener una misma distancia,
por esto si los puntos tuvieran valores mas grandes tendrian que ser igual la distancia entre los
puntos puesto que si no la tuvieran no seria un cuadrado” en este argumento se nota que el
estudiante encontrd la figura de un cuadrado circunscrita en la circunferencia, pero estuvo lejos
de asimilarlo con una circunferencia.

El estudiante E7 también tuvo una interpretacion del lugar geométrico hacia un poligono
regular, especificamente relaciond su construccion a un nonagono argumentando lo siguiente: “a
medida que se van uniendo los puntos que satisfacen la condicion de distancia, se forma una
figura geométrica de nueve lados, es decir, un nonagono, en esta figura sus lados son simétricos
y sus puntos estén bien proporcionados”, a diferencia de E5, E7 ubicé varios puntos, pero su
argumentacion también estaba relacionada con una figura circunscrita en la circunferencia, lo
que respondieron no puede ser considerado erréneo pero es un resultado parcial donde no se
consideraron situaciones limite o generalizaciones a partir del comportamiento grafico de los
puntos.

Figura 23

Construcciones de circunferencia de E5y E7
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Fuente: Elaborado por estudiantes E5 y E7.
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Por otro lado, E6 también interpretd6 de otra manera el enunciado referente a la
circunferencia, el estudiante establece la ubicacion de dos puntos, halla la distancia entre estos
puntos y desarrolla construcciones de otros pares de puntos manteniendo la distancia del par de
puntos iniciales. E6 argumenté que: “a medida que se ubican los puntos noté una especie de
pentagono, o alguna figura geométrica parecida a este, pero pensandolo bien, si sigo ubicando
puntos que mantengan estas distancias, lo podria hacer de infinitas maneras y no encontraria
una forma establecida”, aunque en su argumento se denota la capacidad de anticipacion de
resultados, la interpretacién del lugar geométrico fue incorrecta, entendid que la construccion se
basaba en ubicar parejas de puntos con una misma distancia, y repetir este proceso hasta
asimilarlo con una forma.

Figura 24

Construccién de circunferencia de E6

AB = 566

Fuente: Elaborado por estudiante E6.

Parte 1. (ver Parte Il en anexos: Situaciones didacticas — Métrica usual) Para el caso
de la parédbola, en esta fase de accidn, la mayoria de estudiantes no alcanzaron una interpretacion
cercana de la representacion gréfica de esta conica, interpretaron de una manera diferente el
lugar geométrico como sucedidé con E3 quien argumentd sus procedimientos basandose en la
idea de que los puntos buscados eran puntos colineales que formaban una linea paralela a la recta

establecida (directriz) y dichos puntos colineales podrian estar en la parte inferior o superior de
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la recta directriz, en este argumento se logra establecer que el estudiante solo asumié puntos que
equidistan de la recta, pero no se tuvo en cuenta la distancia al punto foco logrando el lugar
geométrico de la recta paralela pero no el lugar geométrico de la parabola.

Figura 25

Aproximacion a parabola por E3

P1f=599 Pt
P: LR X

P2
4 Pif = 3,00 A .
Pt =

°

Fuente: Elaborado por estudiante E3.

E4 tampoco logré el lugar geométrico de la parébola, segun se observa, ubicé algunos
puntos de forma correcta pero en la busqueda de otros puntos confundio6 el procedimiento y no
obtuvo una forma acorde a la parabola. Por otro lado el estudiante E7 interpreté de forma
incorrecta las condiciones del foco y la directriz en la parabola, asumio que el foco era un punto
de la recta y encontr6 que los puntos del lugar geométrico eran una serie de puntos colineales

que formaban una recta perpendicular a la directriz.
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Figura 26

Parabolas construidas por E5y E7

EC=4 @

Df=1 DC=1

=6 K
MF=5_

A
Fuente: Elaborado por estudiantes E5 y E7.

Por su parte E1 y E2 se limitaron a solo ubicar algunos puntos que satisfacian la
condicion, pero argumentaron que el ejercicio era muy complejo y requeria de mucha precision y
paciencia. Estos estudiantes en un primer momento tuvieron dificultad respecto al concepto de
distancia de un punto a una recta, no comprendian como hallar esta distancia en el software,
aunque en la guia se especificaba esta funcion: se aclara que este concepto de distancia de un
punto a una recta ya se habia trabajado en sesiones anteriores, por otro lado a los estudiantes se
les dificulté ubicar un punto que cumpliera dos condiciones simultaneamente: cuando se
familiarizaron mas con el software pudieron superar esta dificultad, pero se evidencio el afan por

terminar la actividad lo que no permitio una aproximacion a la conica.
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Aproximacion a parabola por E1y E2

AP=401

AM=2

Fuente: Elaborado por estudiantes E1 y E2.
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Solo E4 y EG6 lograron la aproximacion gréafica de la parabola y una aproximacion verbal

muy cercana a su lugar geométrico de manera formal. Para el caso de E4 relaciond su figura con

la letra “U” cuya extension era infinita y su definicion de este lugar geométrico fue la siguiente:

“son los puntos que poseen la misma distancia a un punto y a una recta, formando una letra U

que se extiende al infinito”, mientras que E6 manifiesta lo siguiente: “luego de una grande

sucesion de puntos légro notar una curva que esta en ascenso desde ambos lados, una parabola

basicamente”

Figura 28

Parabolas construidas por E4 y E6
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Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E6.
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Parte I11. (ver Parte Il en anexos: Situaciones didacticas — Métrica usual) Para el
caso del lugar geométrico de la elipse, la mayoria de estudiantes lograron descifrar la propiedad
constante de la suma, como sucedio en E1, E2, E3, E4, E5 y E6, pero solamente E2, E4 y E6
establecieron una aproximacion verbal del lugar geométrico de la elipse, por ejemplo E2
manifestd que una elipse era “un conjunto de puntos en el plano donde se da un resultado
constante cuando se suman las distancias de un punto a sus focos” y E6 comento: “una elipse
seria como un objeto redondo que sin importar la distancia entre los focos, la suma de los
puntos de la elipse a estos focos va a dar lo mismo”.

Figura 29

Analisis de conicas por E4
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Fuente: Elaborado por estudiante E4.

Figura 30

Analisis de conica por E6

Cientifica
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Fuente: Elaborado por estudiante E6.
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Los estudiantes E1, E3 y E5, a pesar de establecer la propiedad de constante de sumatoria
en la elipse, sus definiciones como lugar geométrico no involucraron esta caracteristica, por
ejemplo E1 defini6 a la elipse como “el lugar geométrico donde hay dos focos y un punto
externo que determina el recorrido de la elipse”, lo que permite analizar un argumento muy
superficial basado en la construccion del software, mientras que E5 manifest6 que “una elipse es
una semi esfera, donde los valores de las sumas dependen del tamafio de la elipse.”, este
definicion, aunque incompleta, deja ver que el estudiante basé su definiciobn en el
comportamiento de varias elipses, la constante sumatoria cambiaba cuando las condiciones de la
elipse también cambiaban, se podria decir que el analisis utilizado por E5 se basa en la
observacion objetiva, pero esto no le permitié tener en cuenta la propiedad de sumatoria
constante.

Figura 31

Analisis de elipses de E1, E3y E5

DB =368.74

-
—DA=11996
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-100

Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E3 y ES5.

Finalmente E7, no encontr6 la particularidad de constante sumatoria pero basd sus
analisis entorno al hallazgo de que si la medida entre los focos era cero, la elipse se transformaba
en circunferencia, y esto lo argumento con lo siguiente: “al arrastrar el punto A sobre el punto B
(focos de elipse) la distancia de estos puntos (puntos de la elipse) a este punto de focos (donde

estan ubicados A y B) es casi proporcional”, el estudiante efectivamente habia analizado una
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particularidad de las elipses cuando los dos focos estdn ubicados en la misma posicién, aunque
no era el resultado esperado, se considera un gran hallazgo para el analisis del lugar geométrico
de esta conica.

De igual forma en esta labor exploratoria E7 encontr6 otra particularidad cuando en la
construccion de la elipse ubica el punto que determina el trazo de la curva encima de uno de los
focos, formando una recta, en este aspecto se concluye que E7 no tuvo en cuenta la condicion de
que la suma constante debe ser mayor a la distancia entre los dos focos, al hacer esta
construccion la suma constante es igual a la distancia entre los focos, lo que invalida la condicion
de la elipse.

Figura 32

Analisis a-didacticos en elipses de E7
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Fuente: Elaborado por estudiante E7.

Parte IV. (ver Parte IV en anexos: Situaciones didacticas — Métrica usual) Para la
parte del lugar geométrico de la hipérbola, la mayoria de estudiantes percibieron la particularidad
de constante en las restas, como ocurrié con E1, E2, E3 y E7 quienes definieron el lugar
geométrico de la hipérbola de una forma muy cercana a la definicion formal. E1 describio a la
hipérbola como “el lugar geométrico de puntos cuyas distancias restadas a dos focos es siempre

igual”. E2 describié otra caracteristica fundamental de esta constante de resta afirmando lo
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siguiente: “da el mismo resultado, pero puede cambiar el signo”, mientras que E7 comenta que
“la hipérbola conserva siempre una propiedad de restas constantes”.
Figura 33

Analisis de hipérbolas de E2 'y E7

c EB=126/
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Fuente: Elaborado por estudiantes E2 y E7.

E4 encambio definio la hipérbola como “dos curvas abiertas infinitas y parecidas que se
encuentra una en contra de otra ”. Esta definicion esta referida principalmente a la forma de la
figura mas no a sus propiedades fundamentales como lugar geométrico. E5 por su lado asumio la
caracteristica de las restas constantes como una propiedad variable que depende de la forma de la
hipérbola, y E6 aunque reconocid la particularidad de restas constantes, solo verifico estas restas
en una hoja de la hipérbola, los resultados le daban negativos, por esta razon definio la hipérbola
de la siguiente manera: “una hipérbola desde mi punto de vista es una curva compuesta de dos
partes simétricas que no se tocan y en donde al desarrollar la resta de distancia de un punto de

esta curva a los focos siempre da el mismo resultado pero negativo”
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Figura 34

Desarrollos de hipérbolas de E4 y E6
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Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E6.

Fase de Formulacion. En el analisis de la fase de formulacion se quiso estudiar las
diferentes interacciones que se dieron en los grupos conformados, la forma de comunicacién de
los estudiantes y como generan el discurso matematico, la forma en que consolidan su
conocimiento y la forma como determinan en qué medida los desequilibrios de conocimiento de
la fase de accidn fueron superados o prevalecieron en esta fase. Los grupos que se conformaron
para esta fase de formulacion fueron los siguientes: Grupo 1 (E1-E2-E3), Grupo 2 (E4-E5), y
Grupo 3 (E6-E7); cada uno de los grupos trabajé en salas de grupos pequefios y el docente
entraba esporadicamente a las salas para observar el proceso.

En el grupo 1, se consolidaron los registros de representaciones verbales del lugar
geométrico de la circunferencia, la elipse y la parabola de manera rapida debido a que en la fase
de accién los resultados de cada uno de los estudiantes fue muy cercano al conocimiento
esperado, por su parte se hizo énfasis en la comunicacion alrededor de la construccién del lugar
geométrico de la parabola, en la fase de accion E1 y E2 tuvieron un acercamiento puntual de la

figura, pero no determinaron concretamente la forma establecida, mientras que E3 abordé este
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lugar geométrico de otra forma obteniendo puntos colineales paralelos a la directriz. A
continuacion, se describe el discurso matematico del grupo respecto a este lugar geométrico:

El: la verdad me confundié un poco esta definicion, lo que hice fue ubicar algunos
punticos que cumplieran con la condicion de estar a la misma distancia de este punto (el
foco) y esta recta (directriz) [explicaba esto mientras compartia pantalla a sus
comparieros], pero no pude ver ninguna figura que se forme.

E3: pero yo si encontré una forma, los punticos que cumplen la condicién son como una
recta, y miren que cumple la condicion de que la distancia (de estos puntos) a la recta
siempre va dar lo mismo.

E1: Tienes toda la razon, no lo habia visto de esa forma.

E3: Si y esto mismo se cumple abajo también (debajo de la directriz)

E2: Pues yo también obtuve una forma curva, pero no la habia visto desde tU perspectiva
(refiriéndose a la solucion de E3), tienes toda la razén, pero ¢cuél fue tu punto fijo?
(refiriéndose al foco de la parabola)

E2: Mi punto fue este (indica en la pantalla un punto que esta denotado con otro color y
esta entre los puntos colineales que obtuvo)

E1: Pero hay algo que no me cuadra, ahora que escucho tu solucién (refiriéndose a la
solucion de E3), como asumiste la distancia de los puntos al punto fijo (foco)

E3: Normal, pues la distancia va cambiando a medida que me alejo mas del punto fijo,
pero siempre va a conservar a misma distancia a la recta.

E2: Estas haciéndolo mal, porque los puntos que escojas deben estar a la misma
distancia del punto fijo y de la recta.

E3: Si, creo que solo tuve en cuenta las distancias con la recta, si, me quedo mal.

E1: Si, yo lo analicé como E2, pero no encontré muchos puntos, me estresé porque tenia
que moverse los punticos con mucha precision, pero revisando tu solucion me doy cuenta
que es una curva que va abriendo hacia abajo (refiriéndose a la solucion de E2).

E2: Es correcto E1, si yo continto ubicando en ese sentido punticos se cumple la
condicion de las distancias, pero no estoy segura que figura se forma, si se ve que es una
curva que abre hacia abajo pero no sé si tiene un nombre especifico.

E3: Pues dejemos tu respuesta como la correcta E2, creo que es la mas completa.

E1l: Estoy de acuerdo, redactemos mejor la definicion de los puntos ¢Qué definicion
tienes E2?

E2: yo tengo que son los puntos curvos que abren hacia abajo y conservan una
particularidad de mismas distancias.

E3: Me parece muy pertinente esa definicion

E1: Estoy de acuerdo.

Respecto a lo anterior, E3 pudo superar su obstaculo referido a la interpretacion del lugar
geométrico de la parabola, aunque en el consenso general del grupo falté mas argumentacién
para el lugar geométrico desde el lenguaje verbal, ya que la definicion queda muy ambigua y no

permite denotar otros elementos fundamentales como el foco y la directriz. En el didlogo se



111

puede evidenciar implicitamente una pequefia fase de validacion, cuando los estudiantes intentan
convencer a E3 de su error y exponerles la forma mas asertiva de abordar el lugar geométrico.

En el grupo 2, se dio un consenso similar respecto la elipse, aunque los registros verbales
fueron diferentes de E4 y E5, de fondo tenian en cuenta la propiedad de suma constante lo que
les permitié formular una definicion de elipse mas estructurada teniendo en cuenta la propiedad
de distancias. Respecto a la circunferencia, aunque E4 tuvo una buena aproximacion, E5
concluyd que el lugar geométrico correspondia a un cuadrado, en esto los dos estudiantes
tuvieron la siguiente interaccion:

E4: Yo obtuve una representacién similar a la de un circulo.

E5: ¢Por qué?, yo me base en las indicaciones de la guia, y claramente se refiere a un
cuadrado, pues la verdad lo que yo hice fue ubicar un punto con una distancia
determinada al punto fijo, y me basé con la simetria para ubicar los otros tres puntos, lo
primero que se me vino a la mente es que era un cuadrado y lo comprobé midiendo las
distancias de punto a punto.

E4: Pero E5, la guia decia que ubicaramos varios puntos en diferentes direcciones, si te
das cuente en mi trabajo estos puntos también estan a una distancia igual (indicando
algunos puntos del trabajo y demostrando con la herramienta de distancia su afirmacion)
E5: Ok, no tuve en cuenta esto, como por coincidencia obtuve este cuadrado pensé que
era la figura que se buscaba, pero no ubiqué més puntos, la tuya (refiriéndose al trabajo
de E4) es la correcta.

Para el caso de la pardbola, también estuvieron en discordancia los dos resultados,
mientras E4 logré el conocimiento esperado, E5 en la fase de accion confundio el desarrollo
ubicando unos puntos correctamente y otros que no cumplian la condicién de distancia, para este
caso ocurrio la siguiente intervencion:

E5: En esta parte, siendo sincero solo ubiqué un punto que cumplia la condicion, creo
que es el mas facil (refiriéndose implicitamente al vértice de la parabola), pero los otros
puntos, no sé, tomé esta misma distancia, pero..., sinceramente no entendi esta parte.

E4: Mira E5, yo comprendi que todos los puntos que cumplian esta condicion tenian esta
direccion (indicando la forma de “U” que tomaba la curva) y esto se iba a extender
hasta el infinito, y fijate que cada punto cumple con la regla de la misma distancia.

E5: Esto es una parabola.
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E4: No lo habia visto por ese lado, pero ahora que me lo indicas si parece ser una
parabola, ahorita le preguntamos al profe, si esto es una parabola o una figura muy
cercana a la parabola.

Finalmente, para la hipérbola, ninguno de los dos estudiantes en sus definiciones de la
fase de accion contemplaba la particularidad de la resta, E4 basé su respuesta en cuanto a la
forma de la curva mas no en su caracteristica de resta constante, mientras que E5 baso su
argumento explicando que esta resta cambiaba si se cambiaban los parametros de la hipérbola, es
decir si se alejaban los focos o se acercaban, frente a esto los dos estudiantes argumentaron:

E4: Para mi, definiria a la hipérbola como dos curvas en contra que se extienden hacia
el infinito.

ES5: pero no contemplaste la particularidad de las restas.

E4: Si lo hice, me di cuenta que siempre daba igual, pero esto se debe, creo yo, al
comportamiento curvo de la figura.

E5: yo agregaria a lo que dices, que también depende de que tan lejos o cerca esten los
focos, porque esto hace que la resta cambie, es decir va ser constante, pero si cambio la
forma de la hipérbola la constante cambia.

E4: Logicamente E5, pues si cambio las condiciones, esto cambiara.

E5: Pero como la guia pide estudiar estas restas, creo que tienen algo que ver

E4: Entonces redactemos una idea como las curvas en contra que son infinitas y sus
restas son constantes.

E5: Correcto, agreguémosle también que depende de donde ubiquemos los focos.

E4: quedaria como curvas en contra que son infinitas y sus restas son constantes y que
dependeran de la ubicacién de los focos.

E5: Correcto

Con lo anterior se puede concluir que E4 y E5 tuvieron un acercamiento a las
caracteristicas fundamentales de la hipérbola, pero en su definicion la abarcaron desde la forma
de la figura y no desde la caracteristica de restas de distancias.

Para el grupo tres, todas las definiciones fueron distintas, partiendo de que E7 solo acertd
en el lugar geométrico de la hipérbola, mientras que E6 acert6 en la definicion de la parabola y la
elipse, pero en la circunferencia ninguno de los dos tuvo una aproximacion al lugar geométrico
de esta cénica. Finalmente, en la comunicacion establecida entre los estudiantes pudieron obtener

el lugar geométrico, esto se evidencia con el siguiente dialogo:
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E6: Es mejor que empiece usted E7, estoy mas que seguro que la figura que obtuve me
quedo mal.

E7: Listo, para la primera parte la figura que obtuve es lo que parece ser un nonagono,
miré que todos los puntos estan a la misma distancia que el punto central.

E6: Claro, yo lo analicé muy mal, pensé que tenia que repetir esta distancia fija varias
veces, pero con diferentes pares de puntos

E7: Pues yo entendi que era un punto fijo, y en base a ese punto se construian los otros
puntos con la misma distancia, y como también decia que ubicaran varios, pues eso hice,
y me dio un nonagono

E6: Pero siguiendo tu argumento podrias ubicar mas puntos y se formarian figuras de
mas lados (refiriéndose a los poligonos regulares inscritos en la circunferencia),
inclusive puedes llenar esos espacios de punticos, saldria una figura de muchisimos
lados.

E7: Pues yo también pensé lo que tu dijiste, pero, nunca hubiera acabado, ademas como
se llamaria un poligono de muchisimos lados.

E6: Es que toma la forma de circunferencia, yo diria que esto es una circunferencia

E7: Si sefior, esa era la figura

E6: Podriamos definir esta figura como el grupo de puntos que forman una
circunferencia.

E7: Me gusta esa definicion.

En cuanto a la parabola también se presencié un momento de superacion de obstaculos.
E7 estaba muy seguro de que su respuesta era la correcta por la particularidad que habia
encontrado en la colinealidad de los puntos del lugar geomeétrico, pero al escuchar las respuestas
de EB, reorganizo sus ideas y entre los dos reconstruyeron la definicion de la parabola.

E6: En mi trabajo encontré que era una parabola, ya que es muy parecida a las figuras
que trabajamos en segundo periodo, miré que cada punto que puse cumple con la
condicion de que las distancias sean iguales, bueno practicamente iguales, porque varian
en decimas las distancias (menciona lo anterior mostrando su trabajo desarrollado)

E7: Pero mira que mi figura es una recta, si yo ubico un punto fijo y establezco la recta
fija los puntos que cumple la condicion de las distancias son todos estos de arriba y
todos estos de abajo.

E6: Pero su punto fijo esta dentro la recta verdad

E7: Si, se ubica dentro de la recta

E6: Pues no encuentro fallo en tu argumento, podrian ser las dos respuestas validas,
ademas en la guia no dice nada acerca de la ubicacion del punto fijo.

E7: Es correcto, pues redactemos la definicion de los puntos de una forma que tenga en
cuenta los dos resultados

E6: Podria ser como los puntos que estan a mismas distancias de un punto fijo y una
recta, sin importar donde se encuentre el punto fijo

E7: Me parece bien.
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Para la elipse, prevalecid la argumentacion de E6 quien mencioné una definicion de lugar
geométrico reconociendo las propiedades de la suma constante. E7 también expuso sus dos
hallazgos cuando los focos se modificaban de posicion, pero se puede ver que E6 verifico una de
las respuestas de E7 de la siguiente manera: “Para el caso de la circunferencia que obtuviste, yo
diria que es un caso especial de elipse, porque si te das cuenta la condicion de que la sumas de
las distancias debe ser constante se cumple asumiendo que un foco esta sobre otro, la distancia
seria como el doble de la distancia del punto al centro, y siempre se cumplir4” mientras que para
el otro hallazgo, el de la recta E6 no entendid por qué se daba esto.

Por otro lado, para el caso de la hipérbola, fue E7 quien por medio de su argumentacién
convence a E6 del comportamiento constante de las restas, E6 solo detall6 esta particularidad
desde una hoja de la hipérbola, solo se obtenian restas constantes pero negativas, y E7 le mostrd
que moviendo el punto a la otra hoja la operacion daba lo mismo pero positivo, en base a esto se
establecié por el grupo una definicion en registro verbal de la hipérbola que contemplaba la
particularidad de la resta constante que cambia de signo.

Fase de Validacion. Para esta fase, los tres grupos volvieron a sesién conjunta por
plataforma zoom y escogieron a un vocero para que comentara los resultados obtenidos. En la
parte de sustentar la elipse los grupos desarrollaron argumentaciones muy similares en torno a
este lugar geométrico teniendo en cuenta la particularidad de la suma constante, en este apartado
el grupo 3 manifestd el hallazgo de E7 respecto a la elipse deformada que se convertia en recta,
los demas estudiantes tampoco lograron explicar esta parte. Para el caso de la circunferencia, de
los tres argumentos dados por los grupos el de E6 y E7 no expresa la condicion de distancia de

los puntos al punto centro, si no que mencionaba la caracteristica de forma general, por lo que
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los otros grupos recomendaron a esa definicion anexar algo relacionado con esa caracteristica,
que ellos la contemplaron en sus andlisis, pero no la pusieron en sus conclusiones.

En referencia a la pardbola, los grupos 2 y 3 desarrollaron definiciones del lugar
geométrico muy similares, refiriéndose a la condicion de equidistancias respecto al foco y la
directriz, sin embargo también el grupo 3 puso en tela de juicio la paradbola encontrada por E7 a
causa de que la forma era totalmente diferente a la curva (era una recta) y no incumplia las
condiciones propuestas en la actividad, frente al argumento de estos dos grupos, el grupo 1 pudo
reorganizar sus ideas, aunque tenian clara la forma de la figura, la definicién de lugar geométrico
no era muy consistente. Frente a la hipérbola los grupos 1 y 3 tenian clara la proyeccion del lugar
geométrico contemplando las condiciones de resta constante, se puso en manifiesto que esta resta
cambiaba de signo, pero que siempre iba a ser la misma de cierto modo, en cuanto al grupo 2 el
argumento se baso en la definicion de la forma de la curva mas no de la condicion de la resta
constante, aunque la habian tenido en cuenta en sus previos analisis, no la tuvieron en cuenta en
sus conclusiones. La evaluacion final de esta primera actividad se contempla en la Tabla 8.

Tabla 8

Anélisis resultado esperado vs resultado de la practica Situacion Did4ctica 1

¢Logro el conocimiento ¢ Logré el conocimiento ¢Logro el
esperado en fase de esperado en fase de conocimiento
accion? formulacién? esperado en fase de
validacion?
Estudiante C P E H C P E H C P E H
E1l 1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1
E2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1
E3 2 3 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1
E4 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1
E5 3 3 2 2 1 1 1 2 1 1 1 1
E6 3 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1
E7 2 3 3 1 2 1 1 1 1 1 1 1
Conclusion 2 3 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1

Fuente: Elaboracion propia.
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De esta evaluacion se determina que a lo largo de los tres procesos se fue logrando el
conocimiento esperado desde un trabajo autbnomo e interactivo entre los estudiantes, para la fase
de accion en términos generales los estudiantes lograron de forma intermedia los conocimientos
esperados, y en el momento de formulacion y de validacién en términos generales se habia
logrado el objetivo de la situacion didactica.

Proceso de Institucionalizacion. Frente a las argumentaciones de los lugares
geométricos logrados por los estudiantes el docente en su pizarra virtual comparte las
definiciones formales tomadas de Lehmann (1992):

Definicion 1. “La circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un

plano de tal manera que se conserva siempre una distancia constante a un punto fijo de

ese plano”

Definicion 2. “La pardbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano

de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre igual a

su distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.”

Definicion 3. “La elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de

tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es siempre igual a una

constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.”

Definicion 4. “La hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un

plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos

fijos del plano, llamados focos, es siempre una cantidad constante, positiva y menor que
la distancia entre los focos.”

En consenso entre el docente y el grupo de estudiantes, se formalizaron los resultados
obtenidos y se relacionaron con sus definiciones graficas; en este apartado el docente para aclarar
los dos hallazgos de E7 respecto a la parabola y la elipse, analiz6 que las definiciones eran claras
en afirmar primero que para el caso de la parabola, el foco no debia pertenecer a la recta, y en el

caso de la elipse, la constante de suma debia ser mayor a la distancia entre los focos, por estas

dos condiciones era que la parabola y la elipse de E7 habian tomado estos comportamientos.
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Reflexion final Primer ciclo de Investigacion-Accion. Con base al primer ciclo de IA,
el proceso de obtencidn de datos se vio afectado por el hecho de estar cambiando constantemente
de salas pequefias en zoom, esto sesgaba el proceso de observacion del investigador respecto a
los demés estudiantes cuando se ingresaba a una sala particular. Por otro lado, los tiempos
manejados en la situacion no fueron acordes a los planeados.

De forma global, en el momento de accion los estudiantes vivenciaron situaciones en las
cuales a partir de sus propios conocimientos y concepciones abordaron el lugar geométrico de las
cuatro conicas, hubo una mayor afinidad respecto al analisis del lugar geométrico de la
circunferencia y la elipse, los estudiantes actuaron en funcién del medio bajo sus propias
motivaciones (Brousseau, 2007): se evidencid, cobmo la mayoria de estudiantes al actuar sobre
los problemas planteados y notar la regularidad de la naturaleza de estas figuras, pudieron
formular conjeturas acerca del comportamiento grafico y anticiparon resultados del mismo, dado
que la situacion reaccionaba conforme ellos iban interactuando, pudiendo comprobar y falsear
sus hipotesis.

Respecto a la pardbola y la hipérbola el escenario no fue el mismo, pero los estudiantes
pudieron establecer parcialmente las particularidades de sus lugares geométricos. Para
comprender de una mejor forma el proceso cognitivo desarrollado en la fase de accion, el
estudiante interactud con otros estudiantes para comunicar sus resultados, en esta parte se quiso
analizar si el estudiante formul6 el conocimiento respecto al lugar geométrico de la conica, es
decir reconstruyé sus planteamientos de la fase anterior en un sistema linguistico (Brousseau,
2007), lo que se encontré fue un trabajo comunitario donde los estudiantes que alcanzaron
medianamente los lugares geométricos o los analizaran desde otra perspectiva pudieran

reformular sus ideas y expresar una definicion mas clara del conocimiento.
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En esta fase las formulaciones del conocimiento de los lugares geométricos fueron muy
cercanas al conocimiento esperado, solo hubo una aproximacion intermedia en dos grupos: el
primero respecto a la pardbola y el tercero respecto a la circunferencia, posiblemente por el
analisis puntual del grupo 1 que no le permitié desarrollar generalizaciones de mayor alcance y
en el grupo tres por la asociacidn de la circunferencia a un poligono regular de infinitos lados. La
situacién en esta parte sugeria comprender la postura o los planteamientos del otro compafiero
dado que para interpretar correctamente esta comunicacion era necesario que los “interlocutores
cooperen en el control del medio externo” (Brousseau, 2007, p. 25).

En este trabajo se planed que la fase de formulacion se hiciera en grupos pequefios y la
fase de validacién se desarrollara con todo el grupo de estudiantes, pero evidentemente en los
grupos pequefios también hubo momentos de validacion en la mayoria de grupos (en solo
algunos grupos la comunicacion fue pasiva), esto se notd cuando en la comunicacion hubo
procesos de correccion, los grupos cooperaron en la busqueda de la verdad; configuraron sus
saberes establecidos en la fase de accion y formulacion y se enfrentaron en desacuerdos respecto
al conocimiento (Brousseau, 2007) para consolidar una respuesta por grupo, ya en el momento
de socializacion con todos los estudiantes se presencié méas a fondo como cada grupo tomoé una
postura respecto a cada una de las conicas y cuando se exponian los resultados, en caso de notar
desacuerdos, los otros grupos pedian demostraciones o ejemplos que corroboraran las respuestas.

Hasta este punto gran parte de la actividad se desarroll6 de forma auténoma con una
intervencion minima del docente, lo que deja ver que hubo una devolucién del conocimiento y
este se dio por “la produccion libre del alumno en sus relaciones con un medio a-didactico”
(Brousseau, 2007, p. 85) y en determinados momentos la a-didacticidad se dio cuando los

estudiantes investigaban cuestiones del problema que no estaban contemplados en la situacion
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(como los planteamientos de E3 y E7 respecto a la parabola, E5, E6, y E7 respecto a la
circunferencia y E7 respecto al comportamiento de la elipse cuando sus focos se modificaban).

Para el proceso de institucionalizacion, fue necesario retomar las producciones de los
estudiantes, segn Brousseau (2007) los estudiantes se deben dar cuenta de lo que han hecho, se
debe describir lo que ha sucedido y como estd vinculado al conocimiento esperado, como se
menciond anteriormente, en esta fase se redefinieron el lenguaje verbal de los lugares
geométricos conforme la teoria, se hizo énfasis en las partes primordiales de las conicas, que
muchas veces por el trabajo algoritmico no se contempla y se aclararon dudas respecto a las
situaciones no previstas, aclarando por qué se daban esos comportamientos graficos.

Respecto a los procesos de tratamiento y conversion desarrollados por los estudiantes
durante esta situacion didactica encontramos en la circunferencia y la pardbola: del registro
verbal—registro grafico y del registro grafico— registro verbal, mientras que en la elipse y la
hipérbola encontramos: del registro gréfico —» registro numérico y del registro numérico—
registro verbal, segin Duval (2017) un estudiante desarrolla actividad matematica cuando
transforma representaciones semioticas en otras representaciones para obtener nueva
informacion y resolver problemas.

Ciclo 11 de 1A
Momento de planeacion

Con base en los resultados del primer ciclo, para efectos del segundo ciclo de 1A en la
implementacion de las situaciones didacticas en otras meétricas, se realizaron sesiones
independientes con cada uno de los tres grupos (en diferentes horarios), y se citaron a una
siguiente sesion para la institucionalizacion del conocimiento, esto por motivos de tener un

acercamiento mas detallado de la interaccion que se daba entre los estudiantes alrededor de las
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situaciones planteadas. Como se estipulé en el disefio metodoldgico, cada uno de los grupos
trabajo con una situacion diferente hasta la fase de validacion en sesiones de 2 horas
aproximadamente.

Reflexion ciclo 11 de 1A

Situacion Didéactica en la Métrica del Taxi (E1-E2-E3). (ver anexo: Situaciones
didacticas — Métrica del taxi)

Fase de Accion. La metodologia de trabajo para esta situacion fue la siguiente: para la
fase de accién cada estudiante trabajo en una sala individualizada, luego para la fase de
formulacién y validacion los tres estudiantes vuelven a sesion conjunta. Para poder responder a
esta situacion didactica los estudiantes se valieron de las herramientas de edicion de pdf y
también utilizaron las herramientas de edicion de Paint.

La primera parte (ver Parte | en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del taxi) de la
situacion didactica con la métrica del taxista estaba referida a la familiarizacion con esta métrica,
se propusieron una serie de problemas en donde se preguntaba sobre los posibles recorridos entre
dos puntos de una ciudad por calles y carreras y el resultado fue satisfactorio, los tres estudiantes
comprendieron la manera de como medir y pudieron deducir cual de todos esos posibles
recorridos era el mas corto, también reconocieron que si no existiesen las cuadras en la ciudad, la
distancia mas corta seria la magnitud del segmento diagonal que une los dos puntos. E1 (ver
Figura 35) por su parte, escogio la distancia verde como la mas corta entre los dos puntos de la
ciudad, argumentando lo siguiente “para mi la distancia mas corta es esta (indicando la de color

verde) por que se parece a la diagonal, que seria por ovias razones la mas corta”.
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Figura 35

Mediciones con la métrica del taxi de E1
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Fuente: Elaborado por estudiante E1.

E2 basé su argumento en demostrar que cada uno de los caminos que habia marcado
median igual por lo que concluyé que “no importa el camino que se escoja todos van a medir lo
mismo”, E2 se estaba movilizando por los caminos contenidos en el cuadrilatero que tiene como
veértices opuestos el punto de partida y el punto de llegada, si los recorridos no tomaban
movimientos de retroceso, el resultado de las cuadras siempre seria el mismo.

Figura 36

Mediciones con la métrica del taxi de E2

i

Fuente: Elaborado por estudiante E2.
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Finalmente, E3, en su desarrollo mostrd trayectorias que, si podian diferir en medidas, su
argumento fue el siguiente “la trayectoria de color amarillo es la mas corta porque es la que
menos tiene giros o vueltas y por ende durard menos tiempo”.

Figura 37

Mediciones con la métrica del taxi de E3
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Fuente: Elaborado por estudiante E3.

En estos argumentos se puede evidenciar tres naturalezas diferentes de concepcion de las
matematicas, por un lado, E1 enfoca sus producciones y respuestas conforme a la métrica
euclidiana, E2 basa sus respuestas en la interaccion con el medio y E3 refuerza sus argumentos
con nociones de la vida real.

Para la segunda parte de la situacion didactica relacionada con el tratamiento de las
clnicas con la métrica del taxi, respecto a la circunferencia en el problema de la gasolinera (ver
item A-Parte Il en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del taxi), se evidencia que los tres
estudiantes comprendieron el problema ubicando puntos acordes que satisfacian las condiciones
de distancias establecidas, pero en los tres casos fueron parciales las ubicaciones, es decir los

estudiantes se limitaron a solo ubicar algunos puntos como se evidencia en las siguientes figuras.



Figura 38

Puntos de gasolineras de E1, E2 'y E3
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Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 'y E3.
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En cuanto a la construccion de la parabola, relacionado con el problemas de lugares de

Figura 39

condicion de las distancias con el lugar de arriendo satisface la condicion.

Lugares para tomar arriendo por E1y E2

PR

Fuente: Elaborado por estudiantes E1 y E2.

-

arriendo (ver item B-Parte 11 en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del taxi). E1 desarrollo
una aproximacién muy cercana a lo que corresponderia el lugar geométrico de las pardbola en la
métrica del taxi manifestando que: “encontré primero un punto que sirve de arriendo y esta a
dos cuadras de la universidad y de la avenida, luego encontré una serie de arriendos que se
organizan en una linea horizontal, para ser exactos en dos lineas horizontales y si la ciudad
fuera mas grande, estos puntos se seguirian extendiendo, son como dos rectas paralelas”. Por

otro lado, E2 solo ubico algunos puntos y demostré sus argumentos escribiendo en la guia que la
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E3 abord6 este problema de otra manera, argumentando que los puntos que ubico “son
los posibles lugares en los cuales podria ser la ubicacion del apartamento ya que la universidad
esta a 4 cuadras de la avenida y por tanto el apartamento debe estar ubicado a 4 cuadras de la
universidad”. Es evidente que su desarrollo no tuvo en cuenta la condicién de igualdad de
distancias entre el apartamento y la universidad y el apartamento con la avenida, se basé en la
distancia entre la universidad y la avenida (foco y directriz respectivamente) y asumid esta
distancia como una constante que debia mantenerse para ubicar el apartamento, similar a la
argumentacion que utilizé en el problema de la gasolinera (circunferencia en la métrica del taxi).

Figura 40

Lugares para tomar arriendo segun E3
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Fuente: Elaborado por estudiante E3.

En el problema de las antenas de sefial relacionado con el lugar geométrico de la elipse
(ver item C-Parte 11 en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del taxi), donde se esperaba que
el estudiante ubicara diferentes taxis en el plano de tal manera que la suma de las distancia del
taxi a las dos antenas -focos- fuera de 6 cuadras, solo E3 tuvo una aproximacion muy cercana a
los puntos que satisfacen el lugar geométrico, el procedimiento que siguid fue primero encontrar
algunos puntos en la parte inferior y por propiedad reflexiva ubicé puntos en la parte superior, y
puso otros puntos entre las dos antenas, argumentando que estos también cumplian la condicion,

siguiendo el proceso a detalle de E3: habia reconocido facilmente la propiedad reflexiva pero
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complemento su respuesta con otros puntos que satisfacian la condicién que la suma fuera 6
cuadras pero aplicando un estrategia de medida con mas movimientos horizontales y verticales,
cuando se le preguntd por esta respuesta E3 manifesto: “profe para mi, en estos puntos hay
interferencia también (indicando los puntos entre las dos antenas) porque si te das cuenta yo
puedo tomar este recorrido que me da 5, y este otro recorrido que me da 1y la suma seria 6 que
cumpliria con la condicién de las antenas (ver Figura 41)”, con este argumento no hay
contradiccién respecto al enunciado pero genera un obstaculo en la obtencion de la figura
esperada.
Figura 41

Analisis de elipse por E3

.

E2 por su parte interpretd el problema desde otra perspectiva, ubicd puntos siguiendo este

Fuente: Elaborado por estudiante E3.

razonamiento: primero ubica un punto que esté a una distancia entre una cuadra y cinco cuadras
de la primera antena, luego ubica otro punto que esté entre este mismo rango de distancia y
finalmente suma las dos distancias de tal forma que la suma sea 6.

E2 en su sustentacion explica lo siguiente: “por ejemplo en estos dos puntos el taxi
recibiria sefial (ver Figura 42) por que el primero esta a una distancia de una cuadra de la
primera antena y el segundo punto esta a 5 cuadras de la segunda antena, si sumamos los dos
resultados nos daria 6 cuadras”, lo que permite concluir que E2 estaba analizando los lugares

geométricos como puntos independientes de los dos focos, cuando la actividad pedia que se
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ubicaran puntos teniendo en cuenta simultanemente las dos distancias. E1 por su parte no
comprendié el problema y decidi6 no responderlo.
Figura 42

Analisis de elipse segun E2
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Fuente: Elaborado por estudiante E2.
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Para la parte de la hipérbola (ver item D-Parte Il en anexos: Situaciones didacticas —
Meétrica del taxi), ninguno de los tres estudiantes logré detallar la figura esperada, aunque
manifestaron entender el enunciado y se limitaron a ubicar solo algunos puntos que posiblemente
cumplian la condicion. E1 fue el Unico estudiante que logré ubicar 4 puntos que satisfacian
correctamente la condicion, por su parte E2 y E3 similarmente como habian abordado el
problema de la elipse, lo utilizaron también en este problema de las antenas de interferencia.

E2 asumiendo puntos diferentes que al restar sus distancias daba como resultado el valor
de 3 cuadras, y E3 volviendo a realizar la medicidon de las calles sin considerar la distancia
minima del punto a las antenas. E2 manifiesta: “por ejemplo estas dos distancias son (ver Figura
43) de 11 cuadras y 14 cuadras respectivamente, al restar las dos distancias obtengo 3 cuadras,

y asi sucesivamente con los recorridos indicados con el mismo color”
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Figura 43

Analisis de hipérbola por E2
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Fuente: Elaborado por estudiante E2.

E3 en cambio menciona “profe yo solo encontré dos puntos (ver Figura 44) que al
restarse me dieran tres, por ejemplo, esta distancia me da 8 cuadras respecto a esta antena 'y 5
cuadras respecto a la otra, asi que al restarse da 3 cuadras, o este otro punto también cumple
con la condicién de 8 cuadras y 5 cuadras, pero no encuentra mas puntos con esta condicion
profe” bajo esta premisa el obstaculo de la medicion seguia prevaleciendo como ocurrié en el
problema de las antenas de sefial.

Figura 44

Analisis de hipérbola por E3

Fuente: Elaborado por estudiante E3.
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E1 encontrd 4 puntos que realmente si satisfacian la condicién, manifesté que lo primero
que analizo fue en el plano la posicion del taxi cercano a la primera antena, al darse cuenta que
cumplia con la condicion de resta, ubicd por simetria los otros tres puntos y concluy6 de forma
inmediata que se trataba de un paralelogramo.

Figura 45

Analisis de hipérbola por E1

Fuente: Elaborado por estudiante E1.

Fase de Formulacion y Validacion. Luego del trabajo individual en sesion conjunta se
disponen a trabajar los tres estudiantes, quienes en un primer momento comunicarian a sus
compafieros los resultados obtenidos en cada uno de los apartados del problema, luego validaron
una respuesta para cada uno de los casos, y en el proceso de institucionalizacidn un representante
expone los resultados, para esta fase los estudiantes compartieron por WhatsApp las imagenes de
los desarrollos para que solo un miembro del grupo fuera quien presentara la pantalla y desde esa
pantalla se desarrollaron los analisis.

Respecto a la forma de medicién del taxista los tres estudiantes coincidieron en el anlisis
y pudieron concretar que “la distancia minima que hay entre los dos puntos no puede sobresalir
del cuadrado donde cada puntico es una esquina en contra, si no existieran las cuadras, la

distancia minima entre los puntos seria una diagonal”
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Figura 46

Andlisis de métrica del taxista
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Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 y E3.

Para el problema de la gasolinera se llegd a un conceso de la siguiente manera:

E3: Los tres dibujos se parecen mucho, solo que E2 y yo lo analizamos para solo un
lado, en cambio E1 lo hizo con la otra mitad de gasolineras.

E1: pues yo ubiqué estos puntos, pero no estoy seguro si falten mas.

E3: Siguiendo tu idea, si se podria agregar mas puntos donde posiblemente quedarian
gasolineras por ejemplo estos (indica en la pantalla otros puntos).

E1: Si, tienes razon, si los unimos estariamos formando como una especie de rombo.

E3: ¢Esta podria ser la generalizacion?

E2: Complementemos esa generalizacion comentando que son como los puntos donde la
gasolinera queda a 5 cuadras de la ciudad.

E1: Yo creeria que la generalizacion esta relacionada con las conicas, esto tiene mucho
que ver con la clase pasada.

E2: Claro, cada situacion es como una conica y esta vendria siendo la circunferencia.
E3: Si, son las mismas condiciones, el problema del apartamento vendria siendo la
parabola.

E1: Y los dos ultimos vendrian siendo elipse e hipérbola.

E2: pues ahorita comprobamos esto, pero si se me hace.

E3: Entonces en el archivo Word escribamos esto, y también pongamos como quedaria la
figura de estas gasolineras.
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Figura 47

Consenso final de circunferencia en métrica del taxi
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Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 y E3.

De lo anterior se puede concluir que el proceso de validacion fue efectivo, el grupo
alcanzo el conocimiento esperado y relacionaron sus producciones a las conicas, por lo que en
adelante sus argumentaciones estaban ligadas al concepto del lugar geométrico de estas figuras.

Para el caso de la parabola, E1 y E2 tenian resultados muy aproximados a la figura, y
estos se encargaron de aclarar los analisis de E3 de la siguiente manera:

E3: los puntos donde puede quedar el apartamento considero que son estos (indicando
en la pantalla sus resultados), pero la verdad si esto es una parabola, para mi tiene méas
forma nuevamente de rombo.

E1: No E3, si te das cuenta por ejemplo este punto (indicando un punto de la respuesta
de E3 que no cumplia la condicion) esta a 4 cuadras de la universidad y a 8 cuadras de
la avenida, por ende, no sirve.

E2: Yo lo analicé igual que E1, para mi en estos puntos se podria tomar arriendo
(mostrando sus resultados)

E1: Podrias agregarle a esos puntos los siguiente, que estan de forma lineal que también
cumplen con la condicidn, y si el plano fuera mas grande también seguirian los puntos
este mismo rumbo.

E3: A ok, tienen razon, y si se parece a una parabola como en punta.

E1: Es correcto, el punto fijo es la universidad y la recta fija es la avenida.

E2: Unamos todos los puntos y los ponemos en el Word.
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Figura 48

Parabola en la métrica del taxi
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Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 y E3.

Para el caso de la elipse, solo E3 tenia una idea acorde a los puntos que cumplian la
condicién del problema, como E1 no tenia respuesta, se limit6 a escuchar los argumentos de E2 y
E3, al final E3 pregunto a E1 cuél de las dos respuestas le habia parecido mas convincente y
sucedid lo siguiente:

E1l: Pues me parce méas convincente la respuesta de E3, porque con E2 no se tiene una
figura establecida, podria encontrar varios puntos a mi conveniencia que cumpliera la
condicién y no considero que esto sea lo que se pregunta.

E3: si, la verdad me confundi con este problema y creo que también con el siguiente (el
de la hipérbola) porque lo analicé igual.

E1l: Lo Unico que o me termina por convencer en la respuesta de E3, son los puntos
interiores (los que estaban entre las antenas), porque haciendo la cuenta de las sumas no
dan 6 cuadras.

E3: ven te explico, si tu mides no tomando esa direccion si no dando otro movimiento
obtendrias el punto.

E1: pero entonces pasa lo de E2, yo me podria mover a mi conveniencia para obtener los
puntos que necesite.

E3: ¢dejo solo los puntos de arriba y abajo no los centrales?

E2: yo creo que si, toma una forma como de rectangulo.

E1: pero si supuestamente esta es la elipse, no se parece en nada.

E3: pero como cambiamos las condiciones, de pronto si sea la elipse.

E1: entonces dejemos el rectdngulo como la respuesta.
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Figura 49

Consenso de elipse en la métrica del taxi

Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 y E3.

Similarmente a lo anterior E2 y E3 ubicaron algunos puntos segun la manera en que
entendieron el problema, pero estos mismos se encargaron de falsear sus respuestas porgue no
eran coherentes con la forma de medir, entonces E1 explicd los cuatro puntos que encontrd y
demostrd que cumplian la condicion: en esta parte E2 y E3, tuvieron una participacion pasiva, no
objetaron respecto a estos argumentos y dejaron como solucién de grupo el resultado de E1,
aunque fueron conscientes que esta figura no se parecia en lo minimo a la hipérbola, era claro
que habian encontrado el espacio que hay entre las dos hojas de la hipérbola, pero la
representacion estaba muy lejos de la que era la hipérbola en la métrica del taxi.

Figura 50

Consenso final de hipérbola en métrica del taxi
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Fuente: Elaborado por estudiantes E1, E2 y E3.
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Situacion Didéactica en la Métrica del Maximo (E4-E5). (ver anexo: Situaciones
didacticas — Métrica del maximo)

Fase de accion. Para el caso de la situacion didactica con la métrica del maximo
trabajada con los estudiantes E4 y E5, en la parte | (ver Parte | en anexos: Situaciones didacticas
— Métrica del Maximo) la situacion se enfoco en familiarizar a los estudiantes con este tipo de
métrica ejemplificando algunos casos particulares y ejercitando con problemas en donde se
compara la métrica usual con la métrica del maximo, en esta parte el docente tuvo que intervenir
puesto que notd una confusion en el estudiante E4, después de esto los estudiantes respondieron
correctamente los ejercicios de distancias entre dos puntos aplicando la férmula de la métrica
usual (por teorema de Pitagoras) y la estrategia del maximo.

En la parte Il (ver Parte Il en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del Maximo), se
exponen los lugares geométricos formalmente y los estudiantes deben ubicar diferentes puntos
con la métrica del maximo que cumplan esta condicién. Para el caso de la circunferencia (ver
item 1A-Parte Il en anexos: Situaciones didacticas — Métrica del Maximo) E5 construy6 una
circunferencia en la métrica usual y en vista que no habia contemplado la medida del maximo, el
profesor intervino en la sala individual de E5, y se dio la siguiente conversacion:

Profesor: ¢E5 cual es tu distancia constante?

E5: Es 3,5 maso menos profe, (ver Figura 51) pero me esta quedando un poco desfasado

(E5 comentaba esto indicando el radio de su circunferencia en la métrica usual)

Profesor: ¢en la métrica del maximo este punto a que distancia esta del centro? (el

docente preguntando por el punto especifico “B” de la construccién de E5)

E5: a profe en el maximo seria mas o menos 3, por que los dos recorridos son 3

horizontal y creo que 1 vertical, por tanto, el mayor es 3y esa seria la medida maxima.

Profesor: Bien, si dices que es 3, los demas puntos deberian estar a 3 por que esa va ser

tu distancia constante, por ejemplo, este otro punto en la métrica del maximo ¢a cuanto

esta del centro? (el docente pregunta por el punto “E” de la construccion de ES)

E5: Este punto estd en la métrica del maximo a 3,3 mas o menos profe, porque la otra

medida vertical es de 1,5y pues el mayor es 3,3. Pero creo que ya noté mi error profe, es

mads estos puntos me sirven (refiriéndose a los puntos “H”, “O” y “R”), pero mejor voy
a modificar el centro para tener valores mas exactos.
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Figura 51

Aproximacion incorrecta de E5 a circunferencia en métrica del maximo

Fuente: Elaborado por estudiante E5.

Después de lo anterior E5 logra tener un primer acercamiento a la circunferencia en la
métrica del maximo, pero argumenta que las esquinas del cuadrado no hacen parte de la
circunferencia en razén de que las dos distancias (horizontal y vertical) son iguales.

Figura 52

Aproximacion a circunferencia en métrica del maximo por E5

Fuente: Elaborado por estudiante E5.

E4 por su parte, a pesar de haber tenido dificultades en la primera parte con la definicion
de la métrica del méaximo, ubic6 algunos puntos que satisfacen la condicion de circunferencia,
pero argumentd al docente lo siguiente: “Profe, sea como sea, no voy a obtener una
circunferencia (refiriéndose a la circunferencia de la métrica usual), eso da como un cuadrado o

una forma rectangular”
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Figura 53

Circunferencia en la métrica del maximo por E4
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Fuente: Elaborado por estudiante E4.

Para el caso de la parabola (ver item 1B-Parte 1l en anexos: Situaciones didacticas —
Métrica del Maximo) los estudiantes desde su fase exploratoria pudieron obtener las figuras
esperadas sin mayor dificultad, E4 manifesto que “haber trabajado la pardbola antes
(refiriéndose a la situacion didactica 1) me hizo comprender mas rapido sobre las partes
importantes como la recta fija y el punto fijo, ademas se tenia que respetar la condicion de
igualdad de distancias, y con esta métrica (refiriéndose al maximo) fue mas facil encontrar un
patron de puntos”. ES por su parte comentd: “la forma que obtuve fue la de una taza de cafe,
mientras que la vez pasada (refiriéndose a la pardbola de la métrica usual) era como una copa

de vino, considero que me quedo bien, porgue las formas guardan cierto parecido”
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Figura 54

Parabola en la métrica del méximo por E4 y E5
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Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E5.

Para el caso de la elipse (ver item 1C-Parte 11 en anexos: Situaciones didacticas — Métrica
del Maximo) también se presentdé un comportamiento similar en el andlisis, aunque ya se tenia
prevista la forma en la métrica usual, cada estudiante encontrd un patron de linea recta vertical
que satisfacia la condicién de distancias, este analisis iba a ser crucial en la fase de formulacién y
validacion, en esto se preguntd a E4 sobre su construccion y E4 respondi6 “profe si te das cuenta
yo tome como suma fija 4, por ende los puntos que me sirven son los siguientes (Figura 55),
todos estos al sumar sus distancias maximas es 4”, aunque el razonamiento era correcto respecto
a la sumatoria, no se estaba contemplando una caracteristica fundamental de las elipses y es que
la distancia de los dos focos debe ser menor a la constante de suma, y E4 estaba asumiendo igual
estas dos constantes, aparte de esto cuando concretd su desarrollo ubic6 mas puntos en linea
recta creyendo que la figura hacia referencia a una linea recta, aun cuando los puntos no

verificaran la constante de suma.
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Figura 55

Aproximacion a elipse en la métrica del maximo por E4

2 s [ 7 8

Fuente: Elaborado por estudiante E4.

Similarmente E5 manejé un andlisis muy parecido, pero en su resultado final solo
contempld los puntos que cumplian la condicion de suma constante y comentd: “profe inclusive
en esta elipse los focos también hacen parte de la figura porque si la constante suma es 6 y yo
ubico un punto por ejemplo en el foco A, la distancia al primer foco l6gicamente es 0 y al
segundo foco es 6 y 0 mas 6 es 6 satisfaciendo la condicién”

Figura 56

Elipse en la métrica del méximo segun E5

Fuente: Elaborado por estudiante E5.
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Para el caso de la hipérbola (ver item 1D-Parte Il en anexos: Situaciones didacticas —
Meétrica del Maximo), E4 no comprendié como ubicar los puntos y decidié esperar la fase de
formulacién para reorganizar sus ideas. Por otro lado, E5 comprendié la ubicacion de algunos
puntos, pero dio mayor importancia a la condicion de que la diferencia de distancias fuera menor
a la distancia de los focos y basandose en esto ubicé varios puntos que al realizar las respectivas
restas dieran menor que la distancia entre los focos (menor a 6 en el caso de E5), olvidando por
completo la condicion de que dicha resta debia ser constante.

Figura 57

Interpretacion incorrecta de hipérbola en métrica del maximo

Fuente: Elaborado por estudiante E5.

Fase de Formulacion y Validacion. En esta fase de socializacion, respecto a la
circunferencia E4 y E5 llegaron al consenso de que se trataba de un cuadrado, en este momento
E4 aclar6 la duda que tenia E5 respecto a los puntos de las esquinas del cuadrado, la distancia del
centro a estas esquinas daba igual tanto en la medida horizontal como en la vertical, en cuanto a

esto se dio la siguiente interaccion:
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E4: E5 yo entiendo tu duda, en tu caso la distancia constante era 5, y para los puntos
esquineros te daba 5 en horizontal y 5 en vertical verdad.

ES5: Si E4, lo que pasa es que como son iguales no sé cuél es la maxima, y en mi opinion
no va nada en esa parte.

E4: te hago la pregunta entre 5y 5 ¢ quién es el maximo?

E5: Pues son iguales, no hay maximo

E4: no, lo maximo entre dos nimeros iguales es el mismo nimero, porque no hay un
valor més grande para decir lo contrario.

E5: te entiendo, pero entonces se podria dar esa aclaracién en la distancia mejor, pues
considero que aparte de decir que la distancia entre dos puntos es el maximo se deberia
poner la condicion de que si son iguales el maximo seria el mismo valor que se repite.

Por lo anterior, se concreta como grupo la siguiente respuesta grafica:
Figura 58

Consenso de circunferencia en métrica del maximo

a5 7 8 5 7 7

F/.uenie: Elat;oraa;) pgr estudiant;s E4 y E5 :

El consenso de la pardbola fue més rapido, juntos obtuvieron una representacion grafica
similar, en esto el docente les pone el siguiente interrogante, y si la recta fija fuese en diagonal
¢como daria la representacion grafica?, los estudiantes después de analizar este interrogante y
valiéndose de la similitud de sus construcciones respondieron que quedaria la misma figura pero
inclinada segun la recta, lo que deja ver el razonamiento inductivo que tuvieron los estudiantes,

sin necesidad de verificar punto por punto lo que sucederia con la parabola cuando se maneja una
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directriz diagonal, concluyeron que se mantendria la figura igual, ya que los dos casos
particulares de recta horizontal y vertical se mantenia igual: razonamiento que en la
institucionalizacion tuvo que ser negado debido a que por la naturaleza de esta métrica, la forma
de la pardbola cambia cuando la directriz es diagonal, la forma que toma es similar a la de una
parabola en la métrica del taxi.

Figura 59

Parabola en métrica del maximo con directriz diagonal segin E4 y E5

Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E5.

Respecto a la elipse, los dos estudiantes tuvieron una forma muy similar de abordar el
problema, pero E5 convencié a E4 de que la solucion de él estaba incorrecta, demostrandole que
algunos puntos que habia ubicado en la recta no satisfacian la condicion de la suma constante
que habia asumido, por tanto, se establecio que la respuesta mas acertada era la de E5, en esto el
docente intervino para direccionar la construccion correcta de esta figura, realizando el siguiente
comentario:

Profesor: Chicos, ¢ustedes tuvieron en cuenta la condicion de que la suma debia ser

mayor que la distancia entre los focos?, esa condicion estaba en el problema de la guia.

E5: No profe, verdad. Yo no tuve en cuenta esa condicion.

E4: Con esa condicién practicamente toda la figura cambia.
E5: E4 armemos rapido la figura con la condicion que nos dice el profe.
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Después de acatar esta aclaracion por parte del docente, los estudiantes reorganizaron sus
ideas respecto a la figura y logran la construccién correcta de la elipse, a la que denominaron
elipse octagonal (para este caso construyeron una elipse de constante de suma 6 que
efectivamente superaba la distancia entre los dos focos que equivalia a 4 unidades).

Figura 60

Consenso final de elipse en métrica del maximo

F,o LD 6, H
o'e' o o'le!
E, J,
) )
H F
® ®
C'I 'A'I
e ®

D B
o o
VY z

@ °
o A B E

) 'y ® °
U v

) )
T S

® ®

Q R
e ®
J G
® ®
K L
° a
[
2 3 a g g 1 4

Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E5.

Para la hipérbola, E4 optd por una participacion pasiva, escuchando todo lo que
sustentaba E5 en vista de que el no desarroll6 esta parte de la situacién, en esto el docente volvid
a intervenir en la socializacion de los estudiantes comentando lo siguiente:

Profesor: Chicos igual que en la elipse, ¢tuvieron en cuenta todas las condiciones de la
hipérbola?

E5: Si profe, la condicion de que la distancia entre los focos tenia que ser mayor que las
restas si la tuve en cuenta.

Profesor: ¢Qué otra condicion es importante E4?

E4: Pues no estoy seguro profe.

Profesor: lee de nuevo el lugar geométrico de la hipérbola en voz alta (a continuacion,
E4 lee esta definicion)

E5: claro profe la mas importante.

E4: las restas constantes ¢verdad?

E5: Si E5, toco también arreglar esta figura, gracias profe.
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A continuacion, E4 y E5 construyen una nueva version de hipérbola teniendo en cuenta
todas las condiciones, inclusive la mas importante, de las restas constantes, y basandose en los
resultados de la hipérbola de la situacion didactica 1, desarrollaron la siguiente figura.

Figura 61

Hipérbola en métrica del maximo
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Fuente: Elaborado por estudiantes E4 y E5.

Situacion Didactica en la Meétrica Discreta (E6-E7). (ver anexo: Situaciones
didacticas — Métrica discreta)

Fase de Accidn. Respecto a la situacién didactica 4, relacionada con la métrica discreta o
trivial, antes de iniciar el desarrollo de la situacion, el docente decide realizar una familiarizacion
de esta forma de medida con los estudiantes y en base a las definiciones de lugar geométrico
obtenidos en la situacion didactica 1, los estudiantes debian construir 4 casos especificos de
conicas con esta metrica.

Aparte de que el docente socializara las condiciones de la métrica discreta, fue necesario
con los estudiantes reforzar las caracteristicas mas importantes de cada una de las conicas, como
lo era las condiciones de distancias que se debian tener en cuenta, las partes especificas de estas

curvas como focos, centro, directriz, entre otros.
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Previo a esta introduccién, E6 y E7 deciden desarrollar esta guia por medio del editor
Paint, para el caso del problema de la circunferencia (ver item A-Parte | en anexos: Situaciones
didacticas — Meétrica discreta), E6 manifestd lo siguiente “a pesar de ser una métrica facil
porqgue solo maneja 0 y 1, no entiendo bien el enunciado, porque ubico mi centro, pero me pide
un radio de 3 unidades, cuando la Unica medida que se puede es 0 y 1, entonces no entiendo que
forma da , 0 que puntos cumplen: por esta razon, solo puse un punto y todo lo que esta pintado
alrededor representa puntos que estan a una misma distancia, pero no es 3 si no 1, pero no
entiendo si esta bien porque una circunferencia es redonda”, por otro lado E7, no respondi6 en
esta parte, manifestando que el radio de 3 unidades lo confundid y decidié proseguir con los
otros problemas.

Figura 62

Circunferencia en métrica discreta segin E6

Fuente: Elaborado por estudiante E6.

En la parte de la parabola (ver item B-Parte | en anexos: Situaciones didéacticas — Métrica
discreta), E6 presenta dificultades para la gréfica de la recta que se establece, mientras que E7
grafica esta recta utilizando tabla de valores. Para este caso, E7 tuvo un acercamiento a la

representacion grafica muy certero afirmando que la parabola “vienen siendo todos los punticos



144

del plano, porque estan distanciados a 1 tanto de la recta como del punto, y como es la misma
medida todos los puntos sirven”.

Figura 63

Parabola en métrica discreta segun E7
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Fuente: Elaborado por estudiante E7.

Para el caso de la elipse y la hipérbola (ver item C y D-Parte | en anexos: Situaciones
didacticas — Métrica discreta), ninguno de los estudiantes desarroll esta parte, en términos
generales mencionaron que la métrica en realidad estaba muy confusa y la formas que habian
obtenido no se parecian a las que usualmente se manejan, por esta razon se decide pasar
directamente a la fase de formulacion y validacion.

Fase de Formulacién y Validacion. Para esta parte, el docente decide tener un rol mas
activo debido a que noté al grupo de estudiantes muy confundidos respecto a la solucién de la
situacion didactica, para la parte de la circunferencia E6 expuso sus resultados a E7 y
concretaron esta solucién como la respuesta definitiva al problema, en ese momento el docente
interviene:

Profesor: Chicos ¢lo que ustedes me muestran es la circunferencia de radio 3 unidades?

E6: No profe, es que no sabemos como representar las 3 unidades

E7: Pues por eso profe, yo no respondi, porque no entiendo cémo obtener 3 unidades a

punta de medidasde Oy 1.
Profesor: ¢este radio sera posible?
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E6: para mi no profe.

Profesor: revisen bien sus argumentos.

E7: Entonces ¢si se puede profe?

Profesor: solo revisen bien sus argumentos, y me comentan

Con esta intervencion, los estudiantes decidieron plasmar dos conclusiones, la primera

referida a la imposibilidad de poder construir la circunferencia con esas medidas, la otra era
expresar que una circunferencia en la métrica discreta es todo el plano pintado, en esto el docente
vuelve a intervenir:

Profesor: ¢y también serviria el centro de la circunferencia?

E7: Todos los puntos del plano sirven.

Profesor: ¢Cual es la distancia entre el centro al centro?

E6: Cero profe, porque esta en el mismo lugar

Profesor: Pregunto de nuevo ¢el centro haria parte de la circunferencia?

E6: considerando que la distancia constante que utilizamos es 1, yo diria que no.

E7: Seria entonces todo el plano pintado, menos el centro

Por medio de un didlogo socratico los estudiantes pudieron establecer que no habia
respuesta para el problema, pero también establecieron las condiciones para ser circunferencia en
esta métrica.

Para el caso de la pardbola, E7 expuso sus resultados a E6, pero teniendo en cuenta las
intervenciones anteriores del docente, recurre al siguiente dialogo:

E6: E7 tienes toda la razon con tu analisis, a mi la verdad se me olvidé como graficar

una recta (risas), pero considero que debemos tener en cuenta las distancias de cero,

como en la parte de la circunferencia.

E7: Si, por ejemplo, si nos ubicamos en el punto fijo, la distancia al punto fijo es cero,

pero a la rectaes 1.

E6: Es correcto, entonces la respuesta seria todos los puntos del plano menos el punto

fijo (foco)

Bajo estos argumentos, el docente interviene nuevamente preguntando ¢los puntos de la
recta también hacen parte de la pardbola?, a lo que responde E7: pues la distancia de un punto

de la recta al punto fijo es 1, y del punto a la recta es 1. E6 interviene preguntando ¢Cuél es la

distancia de un punto que esta en la recta a la recta? Yo diria que es 0, porque esta ubicado en
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la misma recta, Por lo que E7 concluye: entonces la parabola es todos los puntos del plano que
no estan en la recta y que no estan en el centro. Con esta conclusion el grupo decide organizar su
respuesta representando el resultado en el GeoGebra y manifestando lo siguiente: La parabola es
todo lo que esta en blanco, excepto la recta y el punto (refiriéndose al punto fijo)

Figura 64

Consenso final de parabola en métrica discreta

Fuente: Elaborado por estudiantes E6 y E7.

En cuanto a la elipse y la hipérbola, debido a que ninguno abordo en la fase de accion
estos problemas, el docente opto nuevamente por un didlogo socratico con los estudiantes, pero
en base a preguntas problematizadoras.

Profesor: ¢Cual es la condicién que deben cumplir los puntos que pertenecen a una
elipse?

E6: La suma constante se debe cumplir profe.

E7: Y otra importante, que la distancia entre los focos debe ser menor a la suma
constante, por eso me quedo mal mi problema la vez pasada (refiriéndose a su analisis de
la elipse en la situacion 1)

Profesor: Perfecto, entonces si los focos estan en diferentes sitios, su distancia es 1
¢verdad?

E6: Si profe, es decir que la suma constante debe ser mayor a 1.

Profesor: Piensen en cualquier punto del plano y hallen la suma constante.

E7: cualquier punto que elijas profe va dar 2 unidades al sumarla.
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Profesor: ¢en qué lugares no seria posible que esta suma fuese 2?

E6: En los focos profe, porque si por ejemplo me ubico en un foco, la distancia de ese
punto a ese foco es 0y de ese foco al otro foco es 1, y al sumarlo me daria 1.

E7: Profe, creo que descubri de nuevo algo.

Profesor: ¢Qué descubriste?

E7: pues en realidad es lo mismo que la vez pasada, si ubico un foco encima del otro
foco, la distancia entre los focos es 0, y la elipse podrian ser todos los puntos de nuevo
por que la suma constante es 2 y también se convierte en una circunferencia como la vez
pasada (refiriéndose a la situacion didactica 1)

Con estos argumentos el grupo decide construir la representacion de la elipse que se
pedia en la guia desde el GeoGebra, argumentando lo siguiente: La elipse es todo lo que esta de
blanco, ya que la suma constante es 2 y es mayor a la distancia de los focos.

Figura 65

Consenso final de elipse en métrica discreta

Q a=332 N

QO B=(13

Fuente: Elaborado por estudiantes E6 y E7.

Respecto a la hipérbola, los estudiantes tuvieron en cuenta lo anterior y las dos premisas:
la primera relacionada con la constante de la resta y la segunda relacionada con que la distancia
entre los focos debia ser mayor que la constante de resta, con esto se da la siguiente interaccion:

E7: pensemos igual como antes (refiriéndose a la parabola en la métrica discreta), en
puntos diferentes a los focos.
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E6: listo, la resta seria 0, verdad

E7: Si, porgue la distancia de cualquier punto al primer foco es de 1 y al segundo foco es

de 1, entonces la resta seria 0.

E6: Bien, siempre dara cero y esa es la resta constante.

E7: la otra condicién es que la distancia entre los dos focos debe ser mayor a esta

constante, entonces si servirian estos puntos.

E6: vendria siendo igual que la elipse, no habria diferencia

E7: deberiamos preguntar al profe para estar seguros

En esta Gltima parte el docente aclara otra caracteristica importante, y es que la constante
de resta debe ser un valor positivo, es decir un valor mayor a cero. Con lo anterior los estudiantes
establecen que entonces las hipérbolas son imposibles, asi como las circunferencias con un radio
distinto a 1.

La evaluacion final de este segundo ciclo de IA se representa a continuacion:

Tabla9

Analisis resultado esperado vs resultado de la préactica situacion didactica I, I11. IV

¢Logro el conocimiento ¢Logrd el conocimiento
esperado en fase de esperado en fase de

accién? formulacion?
Estudiante C P E H C P E H
El 2 1 4 2 1 1 1 2
E2 2 2 3 3 1 1 1 2
E3 2 3 2 3 1 1 1 2
E4 1 1 3 4 1 1 1 1
E5 2 1 3 3 1 1 1 1
E6 2 4 4 4 1 1 1 1
E7 4 2 4 4 1 1 1 1

Fuente: Elaboracion propia.

En la evaluacion general del proceso, se puede determinar que, en la fase de accion, se
presentaron bastantes desequilibrios del conocimiento, en especial con la situacion de la métrica

discreta, también es claro notar que en la situacion de la métrica del taxi al tratarse de una
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situacion relacionada con ambientes semi reales, logré una acogida mas favorable con los
estudiantes y promovid el trabajo autbnomo.

La fase de formulacion y validacion ayudd bastante en la reorganizacién de los
conocimientos. Por otro lado, el rol del docente fue muy pasivo con la situacion del taxi, nivel
intermedio con la situacion del maximo y con mayor participacion en la métrica discreta. Las
opiniones por parte de los estudiantes respecto a las situaciones didacticas implementadas fueron
muy favorables.

Proceso de Institucionalizacion. Para el proceso de institucionalizacion, los tres grupos
fueron citados a una sesion por zoom que duraria aproximadamente 30 min, la intencién era
recopilar los resultados de cada uno de los grupos y formalizar la definicion de conica como
lugar geométrico, en este espacio también se aclararia dudas respecto a los resultados no
alcanzados durante las fases de accion, formulacién y validacion, entre los principales aportes
estan:

e Estructuracion completa del lugar geométrico de la elipse desde el lenguaje
grafico en la métrica del taxi.

e Consenso respecto al lugar geométrico de la hipérbola en la métrica del taxi.

e Parabola en la métrica del maximo cuando la directriz es diagonal.

e Lugar geométrico de la circunferencia en la métrica discreta cuando el radio es 0.

Definiciones simbolicas de las conicas como lugares geométricos.

Por medio de un cuadro comparativo se expusieron las diferentes figuras de las conicas
en las métricas trabajadas durante todo el proceso investigativo; los estudiantes ayudaron a
construir dicho cuadro y expusieron a sus compafieros como abordaron los diferentes problemas

y que obstéaculos presentaron en la comprensién de los mismo.
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Reflexion final Segundo ciclo de Investigacion-Accion. Con el fin de favorecer los
procesos de tratamiento y conversion de los lugares geométricos de las conicas con el uso de
diferentes métricas se aplicaron tres situaciones didacticas para afianzar el conocimiento logrado
en el primer ciclo de IA a partir de otros contextos y nuevos problemas basados en el analisis del
pensamiento espacial, la interpretacion y la intuicion.

Para el primer grupo se aplic6 una situacion basada en la métrica del taxi, los
tratamientos y abordajes de esta situacién desde la fase de accion fueron favorecedores para la
construccion de los lugares geométricos de la circunferencia, la parabola y la elipse, mientras que
el tratamiento en la hipérbola fue muy limitado.

Desde esta perspectiva se puede concluir que a diferencia de la fase de accion del ciclo I,
en esta fase con la métrica del taxi el estudiante tuvo una aproximacion mas prometedora de los
lugares geométricos en la adaptacion a medios semi reales.

Para las fases de accién y validacion los estudiantes aparte de informar sus producciones
0 escuchar los resultados de sus compafieros también se convirtieron en proponentes de
conocimiento u oponentes segun el caso (Brousseau, 2007), en especifico con esta situacion se
logré vivenciar respecto a la dindmica de la actividad que cuando un estudiante exponia sus
resultados, los otros integrantes del grupo realizaban aportes, preguntas o contraejemplos para
constituir una respuesta méas coherente al problema, efectivamente dos de las cuatro coénicas
fueron desarrolladas segun el conocimiento esperado (circunferencia y parabola), la elipse fue
logrado casi en su totalidad pero la hipérbola solo se logré en un nivel intermedio.

Para la segunda situacion didactica basada en el tratamiento del lugar geométrico de las
conicas con el uso de la métrica del méximo, la intervencioén del docente se dio en varios

momentos de la fase de accidn, esto debido a que el grupo de estudiantes tuvo dificultad en
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comprender en un primer momento la estrategia de medida por medio de esta métrica, pero
aclaradas estas dudas los estudiantes lograron desde la fase de accion una aproximacion grafica
de la circunferencia y la pardbola, por su parte en la fase de formulacion y validacion se lograron
establecer las representaciones graficas de la elipse y la hipérbola, aunque en estas Gltimas
también tuvo que intervenir el docente para aclarar algunas cuestiones espaciales para que los
estudiantes pudieran validar el conocimiento, se hizo mas evidente una premisa del aprendizaje
constructivista “se conoce en contra de un conocimiento anterior” (Brousseau, 2007, p. 46), esta
métrica resulto compleja y los problemas de la situacion estaban siendo trabajados desde la
métrica euclidiana, ademas las formas obtenidas hacian creer a los estudiantes que estaban
desarrollando de forma incorrecta la tarea (por ejemplo cuando E4 obtuvo la circunferencia
cuadrada pero dudo de su resultado porque la circunferencia tiene comportamiento curvo desde
la métrica usual).

En la tercera situacion didactica el escenario de complejidad aumentd y aunque la métrica
utilizada en el problema era una métrica sencilla (métrica discreta) los razonamiento resultaron
ser contraintuitivos para los estudiantes, en la fase de accion la devolucion del problema fue
minima y la intervencion del profesor fue mucho mayor, entonces el rol que asumié el docente
fue el de promover preguntas problematizadoras que favorecieran la intuicion del estudiante para
lograr el gréafico esperado, cada uno de los estudiantes logré en la fase de accion solo una
representacion grafica muy cercana a la esperada, tal fue el caso de la circunferencia y la
parabola, mientras que en las fases de formulacion y validacion se reorganizaron estas ideas y se
formularon soluciones para la elipse y la hipérbola planteadas en la situacion.

Las situaciones resultaron satisfactorias ya que el docente nunca anticip6 los resultados

esperados y las conclusiones o conocimientos esperados fueron logrados en mayor medida por el
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trabajo autdbnomo de los estudiantes. La institucionalizacién se desarrolld en otra sesion de clase,
donde cada uno de los grupos socializaron sus producciones y sus principales inquietudes y los
demas integrantes ayudaron en el analisis para constituir mejor el conocimiento esperado,
finalmente el docente sintetiza todos los resultados a la luz de los conocimientos esperados, con
la intencion de que los estudiantes detallaran las diferentes representaciones graficas de las
conicas como lugar geométrico, cuando cambiamos la forma de medir.

En general, las tres situaciones didacticas provocaron en los estudiantes la movilizacion
en los registros semioticos verbales y los registros graficos, Duval (2017) afirma que en el
desarrollo del pensamiento espacial es necesario “movilizarse en el lenguaje y en la visualizacion

para poder deconstruir dimensionalmente las formas reconocidas perceptivamente” (p. 70).
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Conclusiones

En este capitulo se responde la pregunta de investigacion ¢En qué aspectos las
situaciones didacticas pueden beneficiar el aprendizaje de las conicas como lugar geométrico
mediante el uso de diferentes métricas?, para responder a la pregunta se analizaron otros
interrogantes como ¢Qué dificultades presentan los estudiantes al trabajar las conicas como lugar
geométrico?, ;Como construye e investiga el estudiante el concepto de lugar geométrico de las
conicas bajo las situaciones didacticas propuestas? y ¢Como el estudiante logra transitar en
diferentes registros de representacion bajo procesos de conversion y tratamiento de las cénicas
como lugar geométrico? Con estas preguntas problematizadoras se plantearon los objetivos
investigativos y en las fases del marco metodoldgico se determinaron actividades especificas
para alcanzar estos objetivos.

El primer objetivo especifico relacionado con determinar los diferentes obstaculos que no
permiten avanzar en el conocimiento del lugar geométrico de las cénicas desde las dimensiones
epistémica, cognitiva y didactica, se logré desarrollando el estudio previo del objeto matematico
conica desde diversas dimensiones y perspectivas lo que permitié detallar los obstaculos
presentes en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

En la reconstruccién del objeto matematico desde el estudio historico y epistemoldgico,
se pudo evidenciar que el conocimiento de las cénicas emerge de “la resolucién de problemas,
construcciones geométricas, modelos y aplicaciones de la matematica al mundo real para evaluar
conjeturas, analisis de posibilidades y generalizacion de conceptos” (Pérez, 2017, p. 271), no
nace directamente de formalizaciones simbdlicas como sucede en la practica educativa, por tanto

es conveniente seguir este orden para el disefio de las situaciones didacticas.
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El conocimiento referente a las conicas se da como respuesta a problematicas de caracter
espacial que con el paso de varios siglos se fueron formalizando hasta el punto de convertirse en
un gran constructo analitico, y por su gran compendio de propiedades se volvid un referente para
estudiar en todos los cursos de geometria, que en la practica educativa presentan una inclinacién
al trabajo desde el lenguaje simbdlico de forma conductista, las situaciones de aula no permiten
que el estudiante desarrolle su propio conocimiento si no que se limite solo a manipular simbolos
sin que estos expresen algun sentido (MEN, 1998).

En este aspecto, se concluye que con las situaciones planteadas se promovieron
ambientes de aprendizaje donde el conocimiento de las conicas fue producto de la interaccién del
estudiante con el medio y a partir de razonamientos intuitivos y practicos por la actividad
manipulativa y social.

En la revision bibliografica de textos escolares de matematicas que abordan el objeto
matematico de conica, también se pudo observar una tendencia a dar méas prioridad a la parte
simbodlica que a la geométrica, esto se puede notar en el planteamiento de los problemas
propuestos para afianzar el conocimiento.

Bajo estas circunstancias, el estudiante se encuentra con limitaciones o impedimentos
para construir el saber matemaético. Kilpatrick et al. (1998) manifiesta que los errores y las
dificultades en el aprendizaje de las matemaéticas giran en torno a 5 ejes fundamentales: Por
dificultades en el lenguaje, obtencion de informacion espacial, por deficiencia en conocimientos
previos, por asociaciones incorrectas y aplicaciones de reglas irrelevantes.

Bajo el afan de solventar esta problematica y evitar los obstaculos referidos al tratamiento

de las conicas, se han desarrollado numerosas investigaciones relacionadas con estrategias
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metodoldgicas desde el uso del software, material manipulable, herramientas interactivas o
situaciones de contexto con el fin de desarrollar habilidades espaciales competentes.

Al respecto, en el estudio se evidencia que la propuesta de movilizar las conicas en
diferentes registros de representacion con el uso de métricas (métrica en este contexto se
entiende como la forma de medir) permite afianzar nuevos esquemas cognitivos en los
estudiantes y favorece el desarrollo del conocimiento, es por esto que otro resultado respecto al
logro del primer objetivo especifico corresponde al disefio de las situaciones didacticas, la
primera se relaciona con el tratamiento de las cénicas como lugar geométrico desde la métrica
usual, la segunda desde la métrica del taxi, la tercera desde la métrica del maximo y la Gltima
situacion desde la métrica discreta, estas situaciones se disefiaron con el fin de favorecer la
construccion grafica de las conicas a partir de tratamientos verbales para que el estudiante llegue
al conocimiento esperado a partir de la interaccion, la adaptacion con el medio y el razonamiento
intuitivo a partir de la transicion en los momentos de accion, formulacion, validacion e
institucionalizacion del conocimiento.

Para el cumplimiento del segundo objetivo especifico relacionado con identificar como
los estudiantes construyen e investigan el lugar geométrico de las conicas por medio de las
situaciones didacticas disefiadas, se utilizaron los instrumentos de observacién y grabacion para
la obtencidn de los datos, segun lo establecido en el marco metodoldgico.

La implementacion se efectud en dos ciclos de la Investigacién-Accion; el primero
relacionado con la situacién en la métrica usual, y el segundo ciclo relacionado con la
implementacion simultanea de las tres situaciones restantes.

En la triangulacion de la informacion y la reconstruccion de los dialogos se pudo

determinar cémo el estudiante investigaba con sus propios medios y los otorgados por la
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situacion los lugares geométricos de las conicas. Finalmente, los significados que emergieron de
la préactica del estudiante con el medio le permitieron la construccion del conocimiento a partir
de la accion y la manipulacion en ambientes de aprendizajes interaccionales (por medio del
Software GeoGebra y medios digitales) que fomentaron momentos de equilibrio y desequilibrio
del saber esperado.

Por otra parte, en el segundo ciclo de IA el conocimiento fue construido en contra de los
conocimientos anteriores (Brousseau, 2007), en este ciclo se trabajé con métricas diferentes a la
usual y fue evidente el desequilibrio entre los estudiantes al enfrentarse a estas situaciones, pero
también se evidencid la forma en que el estudiante actuaba y afrontaba las problematicas con sus
propios medios.

En el desarrollo de las situaciones didacticas, las matematicas que emergieron de la
actividad del estudiante estuvieron muy cercanas a las definiciones gréficas y verbales de los
lugares geométricos de las conicas. En el trabajo exploratorio, los estudiantes pudieron
determinar propiedades de las curvas e identificar con mayor facilidad los componentes
principales de las conicas como lugar geométrico, planteando conjeturas e hip6tesis que en grupo
fueron verificadas o falseadas sin necesidad de la intervencion del docente.

La construccion del conocimiento referente a la circunferencia y la elipse en la mayoria
de situaciones resulté muy favorecedora, muy cercana al saber cultural, mientras que la parabola
y la hipérbola resultaron ser mas complejas para los estudiantes, logrando que en las situaciones
de formulacion y validacion se estructure mejor el conocimiento de estas curvas.

Por otro lado los estudiantes interactuaron con un medio el cual pretendia el alcance de
los objetivos de aprendizaje a partir de razonamientos intuitivos y a lo largo de los tres procesos

se fue logrando el conocimiento esperado desde un trabajo auténomo e interactivo entre los
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estudiantes, para la fase de accion la mayoria de estudiantes lograron de forma intermedia los
conocimientos esperados, y en el momento de formulacién y de validacion en términos generales
se habia logrado los objetivos de aprendizaje.

En general, las cuatro situaciones didacticas resultaron satisfactorias, el docente nunca
anticipd los resultados esperados. Las conclusiones o conocimientos fueron logrados en mayor
medida por el trabajo autbnomo de los estudiantes y su adaptacion al medio. Desde la naturaleza
de la Investigacion-Accion en la reflexion de resultados del primer ciclo se analizaron variables
no previstas para mejorar en el segundo ciclo la practica educativa, estos cambios estuvieron
referidos principalmente a la forma de investigar a los estudiantes desde el trabajo virtual.

Respecto a los obstaculos investigados y evidenciados en los analisis preliminares en la
comprension de las coénicas, las situaciones didacticas presentadas en la investigacién
contribuyeron en la superacion de dichos obstaculos, por un lado, los referidos a dificultades en
el lenguaje, los ambientes de aprendizaje promovieron que el estudiante a partir de actividades
manipulativas y practicas lograra el conocimiento esperado sin involucrar el lenguaje formal si
no desde registros verbales y gréficos. En los errores referidos a la obtencion de informacién
espacial, las situaciones procuraron que el estudiante por medio de la interaccién (en algunos
casos con el software GeoGebra en otros de forma libre) obtuviera la informacion necesaria para
lograr los conocimientos esperados a partir de las situaciones a-didacticas previstas.

En los errores referentes a deficiencia en conocimientos previos, las situaciones partian
desde los razonamientos intuitivos del estudiante por esta razén no requeria de conocimientos
previos complejos o avanzados en la materia evitdndose de igual forma obstaculos por errores en

asociaciones incorrectas y aplicaciones de reglas irrelevantes.
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En la institucionalizacién los grupos socializaron sus producciones y sus principales
inquietudes y los demas integrantes ayudaron en el analisis para constituir mejor el conocimiento
esperado, finalmente el docente sintetizd todos los resultados a la luz de los conocimientos
esperados, con la intencién de que los estudiantes detallaran las diferentes representaciones
gréficas de las conicas como lugar geométrico, cuando se cambia la forma de medir.

Respecto al tercer objetivo de investigacion, donde se buscaba describir la transicién del
estudiante por diferentes registros de representacion bajo procesos de conversion y tratamiento
de las coénicas como lugar geométrico, Duval (2017) manifiesta que un estudiante desarrolla
actividad matematica cuando transforma representaciones semioticas en otras representaciones
para obtener nueva informacién y resolver problemas.

Se concluye que en este caso, en el primer ciclo, los estudiantes lograron respecto a los
procesos de tratamiento y conversion en la circunferencia y la parabola pasar del registro verbal
al registro gréfico y del registro grafico al registro verbal, y en la elipse y la hipérbola se logré
pasar del registro grafico al registro numérico y del registro numérico al registro verbal, mientras
que para el segundo ciclo, las tres situaciones didacticas provocaron en los estudiantes la
movilizacion en los registros semioticos verbales y los registros gréficos.

Finalmente, segun lo expuesto se pudo evidenciar que se logrd responder al objetivo
general de investigacion relacionado con analizar el aporte de las situaciones didacticas al
aprendizaje que desarrollan los estudiantes al trabajar con el concepto de métrica en el estudio de
las diferentes conicas desde su definicion como lugar geométrico.

Por tanto, la TSD se constituye en un marco teérico favorecedor en el aprendizaje
constructivista, este aprendizaje se logra por adaptacion al medio y dicho medio en la presente

investigacion se disefid pensando en la manipulacion y el uso de plataformas virtuales que
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permitieron el mejoramiento de la practica matematica del estudiante frente al pensamiento
espacial, logrando una aproximacién al lugar geométrico de las conicas desde procesos de
tratamiento y conversién graficos y verbales.

Con el uso de diferentes métricas los estudiantes cambiaron su percepcién de concebir las
figuras geométricas y en general de entender las matematicas, aunque en un inicio estas
actividades pareciesen contraintuitivas, al contrario, las producciones fueron muy favorables y
con una minima intervencion del docente, los estudiantes se interesaron por encontrar la solucién
de estos problemas, aparte de representar un reto personal, consideraron curioso estas nuevas
formas de medir y la creatividad de ellos por comprender y solucionar estos problemas se
convirtio en el méas importante resultado de toda la actividad investigativa.

En algunas perspectivas futuras de investigacion se pueden involucrar situaciones
didacticas que no solo se movilicen en registros gréaficos y verbales, sino que también se
movilicen desde el concepto métrico en registros algebraicos y numéricos, asi como contemplar
preguntas referidas a ¢Qué nuevos obstaculos cognitivos aparecen cuando se presentan las
conicas en diferentes métricas? o ¢Qué otro tipo de métricas pueden favorecer los razonamientos
intuitivos y practicos en los estudiantes?

El proceso investigativo que emerge como consecuencia de la situacion de confinamiento
Covid-19, lleva al investigador a innovar y planificar estrategias para la obtencion de datos. En el
trabajo se evidencian los cambios que se tuvieron que realizar en cuanto a la poblacion de
estudio, las sesiones para la implementacion de las situaciones y los escenarios de aprendizaje,
ya que con grupos grandes no se puede tener un acercamiento certero a la actividad del

estudiante, lo que sesga la investigacion y la hace subjetiva frente a los resultados.
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La situacion actual de Pandemia mas que un retroceso para los procesos educativos en
matematicas se considera una oportunidad para avanzar en esta area desde los medios dindmicos,
que, aunque desde varios afios habian apoyado procesos de aprendizaje, en esta ocasion toman

protagonismo.
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ANEXos

Consentimientos Informados

Consentimiento Informado Institucién Educativa

Tuomja, 02 de octobre de 2020

Profesara:

Imztitacian Educativa Cooptebay

Fectara

Cordial saludo. Por medio de la prezente me permito solicitar permizo para desarrollar el
proyecte de imvestizacion infinulade “SITUACIONES DIDACTICAS PARA FEL
APRENDIZAJE DE LAS CONICAS DESDE EL COMCEPTO DE METRICA™ aryo
objetivo principsl ez anslizar el zporte de lazz situaciomes didacticas 2l aprendizaje gue
dezarrollan los estudiantes al manejar el concepto de metrica en ol extudio de las diferentes
comicas desde su definicion camo hagar geometrico. Este provecto se desarrollara en ol grado
Decime de extz institucion peor el profesor Cristian Julian Garzon Zipa v estara bajo 1z
direccion de 12 profesora (Fal) Omaids Sepaiveda Delzzdo (Docente Titular Uptc).

Gracias par la atencidn prestada.

Atentamante,

Cristizn Julian Garzon Zipa
Estudiznte da Maestria en Educacion Matematica
Docents de hatematicas - Instilucion Educativa Coopteboy

Yo, . idenfificada com  cedula W
Fectora de la Institncion Educativa Coopteboy manifiesto ¥
valido com mi finma estar informada de la investizacion que se llevara a cabo en el plantsl
sducativo con estudiantes de grado Décimo por parte del profesor Cristian Jaliam Garzon
Zipa, Ezmdiante dal programa de Maestria en Educacion MMatematica de la Facultad de
Ciencias de la Educacion de la Universidad Pedagogica v Tecnologica de Colombia.
Igualmente, AUTORIZO La utilizacica de la informacion que de alll == derive, zolo para los
fine: académicos pertinentes,

Firma

Fuente: Elaboracion propia.
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Consentimiento Informado Estudiante

Estimado padra’ muadte o8 famnha o scudente

Soy esmdiznte del Programa de Maestria en Educacicn histematica de la Universidad
Pedazdgica v Temolagice de Colombia v estoy llevando 2 cabo mi imvestizacion titnlada
"SITUACTONES DIDACTICAS PARY BT APRENTWZATE DE L45 CONTCAS DESDE EL
CONCEPTO DE METRICA. ~, ol objetivo de 12 iovestizacian es identificar el aporte de las
situaciones didacticas en el apren.d.lzaje que desarrpllan los estudiznies 3l mansjar el concepto
de metrica en el estudio de lz= diferentes comicas dasda md@ummmnlusa:genmetum
Por tanto, me dirijo respetiosaments para solicitar zn sutorizacion parz qus su hijo participe
wohmizsrizmente an ste proceso.

Se dezarrollaran zeziones por la plataforma Zoom de e duracion medma de 2 horas, sl
estudiante dezarrollara actividades de fortalecimiento de pensamisnto espacizl v wagmbaﬂn
para lnego analizar el tipo de anzlisis realizado. Elh-nrmnde-:adaﬂamnemalmpurdeﬁmr
PeT0 52 estima que 583 en dos horas de la tarde entva los dizs del § 2l © da octubre. El proceso
273 estrictaments confidencial v ni su nombre ni el da su hijo (2) 22 vera afectado de ninsums
mﬂm&,ﬂ;dﬂtﬁmﬂ&uﬁdﬁﬂmﬁm&mﬂtmﬁdﬂdﬂmaﬂi& Por otro lzda, 1a
participacion o no participacion en el desarrollo de esta imvestizacion no sfactara de ninguns
manera 13 nots dal esmpdiznte

La participacion es voluntaria. Usted v =u hijo {3} tienen derscho de retirar &l consentmisnto
para desistir en cualguier momento. El estodio no conlleva pingum riesgo. Mo recibira
ninguna -:nmpeusa.n:mu por participar. Si tene alguma pregunts sobre stz imvestizacion, e
]:ma:le cormumicar con el mvestigador 2l tel. 321 433 79 38,

Si desea que mu hijo participe, favor llanar 1a autorizacian v devolverla

Dresuntaz o dudas sobre loz derechos de =u hijofa) pueden ser resuelias an cualguoier
motEnto.

Cordialmente,

Cristian Julian Garzon Zipa

Diocents de hlztematicas

Colégio Cooptebay

AUTORIZACTON

Ha leido el procadimiento descrito arriba. El investizador me ha explicado el estudio v ha
contestado mis pregumtas. Voluntarizmente doy mi consentimisnta para gue i hijofa)

, particine en exte estudio.

Fimnz Padre hladre (Aoadisnts
CC.

Fuente: Elaboracion propia.
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GUIA DE OBSERVACION
FECHA HORA FERIODO DE
DURACION
SUCESD OBSERVADO HORA COMENTARIO DEL
OBSERVADOR

Fuente: Elaboracion propia.

Situacion Didéactica Diagnostica

ACTIVIDAD 1

En el software Geogebra ubicar diferentes puntos que satisfagan cada uno de los lugares
geomeétricos que se mencionan a continuacion:

* Jugor geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manero que se
conserva siempre una distancia constante a un punto fijo de ese plano.

e lugor geométrico de un punto que se mueve en el plano de tal manera que su distancio
de una recta fijo, situada en el plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo
del plano y que no pertenece a la recta

¢ lugor geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que lo suma de
sus distancias a dos puntos fijos es siempre igual a una constante, mayor que lo
distancia entre los dos puntos

* lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor
absoluto de la diferencia de sus distancios a dos puntos fijos del plano, llamados focos,
es siempre una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos

Escribe los pasos que desarrollaste para poder encontrar los diferentes lugares geométricos
(especifica que configuraste en el programa o que funciones utilizaste del Geogebra para poder
encontrar los puntos que satisfacen los lugares geométricos)

Toma pantallazos de las diferentes construcciones que desarrollaste

Fuente: Elaboracién propia.
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Situaciones diddcticas para el aprendizaje de las Conicas desde el

concepto de Métrica.
Situacion Problema 1 Métrica Usual

Grado: Décimo

Tema: Conicas

Teoria de las situaciones diddcticas

Objetivo: Explorar y describir las propiedades geométricas que definen distintos tipos de conicas
desde la métrica usual con ayuda del software Geogebra.

Estandar Basico de Aprendizaje: Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y en particular de las curvas y figuras conicas.

Pensamiento: Espacial y los sistemas geométricos

DBA: Explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir
de diferentes representaciones

Tiempo: 2 h

Teniendo en cuenta la sesion sobre el manejo del software Geogebra desarrolla la siguiente

actividad.

PARTE 1
1. Ubica un punto fijo en el plano cartesiano del Geogebra, para esto realiza los siguientes
pasos:

selecciona la opcion “punto” Ubica el punto en cualquier parte del plano

© GesGebea Clasico

:,@,-

* 1A Punto
@\ Punto en obieto ~
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Da clic derecho sobre el punto y Escoges la pestaiia “Basico” y
selecciona la opcion “propiedades™ selecciones “Objeto fijo”
Basic Color  Estilo  Avang
A Algebra | Programa de guion (st
L 2 Nombre
Punto A(7, 5) A
Coordenadas polares Definicion

¥ *_ Objeto visible (7.5)

» @A Etiqueta visible Rétulo
& Mostrar rastro

1] Renombrar @ Objsto visible

& Borrar
1k Propiedades

Mostrar rastro

¥ Etqueta visible. Nombre
@ Objeto fijo ﬁ
Objeto auxilia)

2. Ahora ubica otro punto y mide la distancia que hay entre el punto fijo y este nuevo punto

que ubicaste, este segundo punto no es fijo, para medir la distancia recuerda usar la
herramienta “Distancia o longitud” y dar clic sobre los dos puntos a los que les quieres

hallar la distancia.

4’; Angulo

<, Anguio dada su ampitud

7 Distancia o Longitud
‘ "““ Area

/] Pendiente

{12} Lista

.:u Relacion

J Inspeccion de funciones ~

3. Abhora ubica varios puntos en diferentes direcciones que estén a la misma distancia del
punto fijo segin el resultado del item anterior, arrastre los puntos que ubica para encontrar

la distancia esperada.
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Para arrastrar el punto selecciona la opcion “mueve”, luego mantén el clic derecho
sostenido encima del punto y desplazalo para el lugar que desees, si ya activaste la opcion

de “distancia o longitud” veras como esta se modifica a medida que mueves el punto.

4. A medida que ubicas mas puntos ;Encuentras algin patrén o figura en particular? Justifica
tu respuesta.

5. Situvieras que definir en palabras la ubicacion de los puntos jcoémo lo harias?

Toma pantallazos de tus resultados.
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PARTE 11
Abre un nuevo archivo en Geogebra, ubica un punto fijo y una recta, para la creacion de la

recta escoge la opcion recta y ubica dos puntos por los que quieres que pase la recta,

€2 GeaGebra Clisico A

. ~ I ] (
[f, . .v = : ol :.r‘ \'3/" A" h‘ Punto fijo
55 " Recla =

7 Segmento ‘

2 Segmento de longitud dada

+ Semirecta

-
Poligonal
[l -

Recta que pasa por
puntos By C

" Vector

.:‘ Equipolente

también la recta la dejas como un objeto fijo, para esto das clic derecho sobre la recta y
seleccionas “propiedades”, luego en el cuadro de herramientas que se despliega escoges

“Basico” y das clic en “objeto fijo” (de forma similar como se hizo con el punto fijo)

2. Ubica varios puntos que estén a la misma distancia del punto fijo y de la recta fija, recuerda

que con la herramienta de “distancia o longitud” también puedes medir la distancia de un
punto a una recta, solo debes escoger esta opcion y dar clic sobre el punto y la recta.

Arrastra el punto para encontrar las distancias adecuadas.

3. A medida que ubicas mas puntos ;Encuentras algiin patrén o figura en particular? Justifica

tu respuesta

4. Con tus palabras define el lugar geométrico que acabas de construir.

Toma pantallazos de tus resultados.
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PARTE III
1. En un nuevo archivo Geogebra sigue los pasos que se muestran a continuacion para la
construccion de una elipse:
Selecciona la opcidn de elipse Ubica dos puntos A, B (quienes se
denominan focos de la elipse) y un

tercer punto C quien determina
por donde pasara la elipse.

) GeoGebra Clisko

2. A continuacion, da clic izquierdo sobre la elipse y en “propiedades” selecciona la opcion
de “Bdsico” y “objeto fijo”.

3. Ahora ubica un nuevo punto sobre la elipse y calcula la distancia de este punto a cada uno
de los focos de la elipse, observa como estas distancias varian a medida que arrastras el
punto por la elipse (arrastra el punto con la opcion “mueve” -ver item tres de la parte I-)
(Encuentras alguna particularidad al sumar las dos distancias relativas a medida que
mueves el punto por la elipse? Justifica tu respuesta.

4. Construye otras elipses y verifica tus conjeturas planteadas en el item anterior.

5. Teniendo en cuenta lo anterior, con tus propias palabras establece una definicion general
de lo que significa una elipse.

Toma pantallazos de tus resultados.
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PARTE IV

En un nuevo archivo Geogebra sigue los pasos que se muestran a continuacion para la

construccion de una hipérbola:

Selecciona la opcidn de hipérbola Ubica dos puntos A, B (quienes se

denominan focos de la hipérbola) y un
tercer punto C quien determina
por donde pasara la hipérbola

A continuacion, da clic izquierdo sobre la hipérbola y en “propiedades” selecciona la
opcion de “Bdsico” y “objeto fijo”.

Ahora ubica un nuevo punto sobre la hipérbola y calcula la distancia de este punto a cada
uno de los focos de la hipérbola, observa como estas distancias varian a medida que
arrastras el punto por la hipérbola (arrastra el punto con la opcion “mueve” -ver item tres
de la parte I)

(Encuentras alguna particularidad al restar las dos distancias relativas a medida que
mueves el punto por la hipérbola? Justifica tu respuesta.
Construye otras hipérbolas y verifica tus conjeturas planteadas en el item anterior.

Teniendo en cuenta lo anterior, con tus propias palabras establece una definicion general

de lo que significa una hipérbola.

Toma pantallazos de tus resultados.

| N
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PARTE V

1. Ahora comparte los resultados que obtuviste con otros compaieros y responde lo siguiente:

a) ¢Encuentras semejanza entre los resultados obtenidos?
b) (De qué forma analizaron tus compaileros las situaciones?
Justifica tus respuestas y toma pantallazos de los resultados
2. Por grupo lleguen a un conceso de la solucion correcta de la situacion y en la sesion virtual
por Zoom socialicen sus resultados a los demas compaiieros de la clase, demuestren y
comprueben que sus resultados son la forma adecuada de dar solucion a las situaciones

planteadas.

Nota: Organiza los pantallazos de cada parte de la actividad en un documento que debera

ser enviado al correo cgarzonzipa@gmail.com.

Fuente: Elaboracion propia.
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Meétrica del taxi
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Situaciones diddcticas para el aprendizaje de las Conicas desde el concepto de
Meétrica

Situacion Problema 2

TAXICAB, UNA CIUDAD ORDENADA Y BIEN PLANIFICADA

Grado: Décimo

Tema: Conicas

Teoria de las situaciones diddcticas

Objetivo: Explorar y describir las propiedades geométricas que definen distintos tipos de conicas desde la métrica del
taxista.

Estandar Basico de Aprendizaje: Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en sistemas de
representacion cartesiana y en particular de las curvas y figuras conicas.

Pensamiento: Espacial y los sistemas geométricos

DBA: Explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir de diferentes
representaciones

Tiempo: 2h

PARTE I

Analicemos una nueva forma de medir basandonos en la distancia que recorre un taxista o un caminante en una
ciudad ordenada y bien planificada, aunque dificil de encontrar, donde los caminos van de Norte a Sur, de Sur a
Norte (Calles), de Oeste a Este y de Este a Oste (Carreras). Desde este punto de vista no estd permitido el
desplazamiento en diagonal, dado el hecho que no se puede atravesar por las cuadras que componen la ciudad,
sino exclusivamente por sus calles y carreras, como lo hace un taxista en su labor diaria.

1. Segun la informacion anterior responda las siguientes preguntas:

a) (Qué trayectorias podria realizar el automovil amarillo para llegar al punto rojo? Grafica algunas
opciones.

b) ¢ Cual de todas las trayectorias es la mas corta y por qué?

¢) Sino existieran calles y carreras ;Cual seria la trayectoria mas corta? Grafica tu respuesta y justifica.

NO_ _ _ _ _
ANEEEEEEER
AEEENEEEEN

ANEEENEEEEEDE
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PARTE 11

‘I'eniendo en cuenta el trabajo de la parte 1, lee las siguientes situaciones y para cada caso ubica los puntos que consideres que satisfacen el
enunciado. En los planos las lineas verticales y horizontales representan las calles y carreras mientras que los cuadrados blancos son
considerados como las diferentes cuadras.

En la ciudad Taxicab s¢ cncuentra un hombre con su moto (punto rojo) preguntando por la gasolinera mas cercana, a lo cual una
persona le responde “queda a 5 cuadras de aqui” pero no le especifica la direccion que debe seguir, ;En qué puntos posiblemente esta
la gasolinera? Justifica tu respuesta.

)
2

COLEGIO COOPTEROY
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b) En la misma ciudad un estudiante busca un apartamento que cumpla con las sigui ici 2 la di ia del apartamento a la

universidad (') debe ser igual a la distancia del apartamento a la avenida (de amarillo), ;Cuales son los posibles lugares donde el
estudiante podri ubicar el apartamento para arrendar? Justifica tu respuesta.
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¢) En la ciudad Taxicab existen 2 antenas emisoras de seiial para los taxis (#) las cuales funcionan de la siguiente forma: un taxi solo
recibe seiial si al sumar las distancias del taxi a cada antena el resultado es de 6 cuadras ;en qué puntos el taxi recibe la sefial? Justifica
tu respucsta.
o
T
g
i - 5 COLEGIO COOPTEBOY
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d) Para mejorar la comunicacién telefénica en la ciudad Taxicab se instalaron 2 antenas i ) pero estas tienen interferencia cuando al
hacer la diferencia entre las distancias de un determinado lugar a las dos antenas da como resultado 3 cuadras ;En qué lugares hay
interferencia? (Marca diferentes puntos donde ocurra la interferencia). Justifica tu respuesta.

Situaci idacti iptadas de Camacho, W. [willyswac]. (2011). Métvica del taxista [Archivo de video]. Recuperado de
haps:iwww.younibe. com/channel/UCThtKu_GJOawlCMDVPizWOA

Fuente: Adaptado de Camacho (2011)
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Situaciones diddcticas para el aprendizaje de las Conicas desde el

concepto de Métrica
Situacién Problema 3

Grado: Décimo

Tema: Conicas

Teoria de las situaciones diddcticas

Objetivo: Explorar y describir las propiedades geométricas que definen distintos tipos de conicas
desde la métrica del maximo.

Estandar Basico de Aprendizaje: Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y en particular de las curvas y figuras conicas.

Pensamiento: Espacial y los sistemas geométricos

DBA: Explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir
de diferentes representaciones.

Tiempo: 2h

PARTE I

Consideremos una nueva forma de establecer una distancia por la métrica del maximo:

“La distancia entre dos puntos serd la medida mdxima entre los posibles movimientos
verticales y horizontales que se pueden dar en el recorrido de un punto a otro.”

Por ejemplo, la distancia entre el punto A y el punto B desde la métrica del maximo seria
de 8 unidades (observe que con la métrica del taxi la distancia seria de 11 unidades y en la
métrica usual seria de 8,54 unidades aproximadamente -por teorema de Pitagoras-)

@

0>
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Ahora es tu turno, encuentra la distancia entre los siguientes puntos por la métrica del maximo,
métrica del taxi y la métrica usual:

o ; Distancia por la métrica del méximo: D
Distancia por la métrica usual: [:]

Distancia por la métrica del maximo: C]
Distancia por la métrica usual: [:]

Distancia por la métrica del méximc{:]
- Distancia por la métrica usual: [:
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PARTE 11

L

a)
b)

c)

d)

Teniendo en cuenta la anterior informacién con la métrica del maximo, en el software
Geogebra plantear y desarrollar cuatro casos en donde se cumpla cada uno de los lugares
geométricos que se mencionan a continuacion:

Lugar geométrico de los puntos tales que conservan siempre una distancia constante a un
punto fijo, Justifica tu respuesta.

Lugar geométrico de los puntos tales que su distancia a una recta fija es siempre igual a su
distancia de un punto fijo que no pertenece a la recta, Justifica tu respuesta.

Lugar geomeétrico de los puntos tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es
siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos fijos, Justifica tu
respuesta.

Lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del
plano es siempre una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los dos
puntos fijos, Justifica tu respuesta.

Ahora comparte los resultados que obtuviste con otro compafiero y analiza lo siguiente:
a) ¢Encuentras semejanza entre los resultados obtenidos?
b) (De qué forma analizo tu compaiiero las situaciones?
¢) Desarrollen un cuadro comparativo que les permita investigar sobre las similitudes
y diferencias entre las figuras obtenidas en la sesion anterior y esta sesion. Redacten
algunas conclusiones.

Por grupo lleguen a un conceso de la solucion correcta de la situacion y en la sesion virtual
por Zoom socialicen sus resultados a los demas compaiieros de la clase, demuestren y
comprueben que sus resultados son la forma adecuada de dar solucién a las situaciones
planteadas.

Nota: Organiza los resultados y las justificaciones de cada parte de la actividad por medio
de pantallazos en un documento que debera ser enviado al correo cgarzonzipa@gmail.com.

Fuente: Elaboracion propia.
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Situaciones diddcticas para el aprendizaje de las Conicas desde el

concepto de Métrica
Situacién Problema 4

Grado: Décimo

Tema: Conicas

Teoria de las situaciones diddcticas

Objetivo: Explorar y describir las propiedades geométricas que definen distintos tipos de conicas
desde la métrica discreta.

Estandar Basico de Aprendizaje: Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y en particular de las curvas y figuras conicas.

Pensamiento: Espacial y los sistemas geométricos.

DBA: Explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir
de diferentes representaciones.

Tiempo: 2h

PARTE I

Estudiamos ahora una forma sencilla de determinar distancias donde solo hay dos tipos de medidas
0 (cero) y 1 (uno), la distancia entre dos objetos es 0 cuando se encuentran en la misma ubicacion
y es 1 cuando se encuentran los dos objetos en diferentes posiciones.

a) Represente segun la informacion dada el lugar geométrico de una Circunferencia
con centro en (4,5) y radio 3 unidades.
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b) Represente segun la informacion dada una Parabola con directrizy = 2x + 5y

foco (5,5)

hiHilel s

c) Represente segun la informacion dada una Elipse con focos (3,—2) y (7,3)
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d) Represente segtin la informacioén dada, una Hipérbola con focos (—4,0) y (4,0)

PARTE II

w2

1. Comparte los resultados que obtuviste con otro compafiero y analiza lo siguiente:

a)
b)

c)

(Encuentras semejanza entre los resultados obtenidos? Justifica tu respuesta.

(De qué forma analizo tu compaiiero las situaciones? Justifica tu respuesta.
Presenten una expresion general (simbdlica) o verbal que de razon para cualquier
conica con esta forma de medir. Justifica y desarrolla dos ejemplos mas.

2. En grupo lleguen a un conceso de la solucion correcta de la situacion y en la sesion virtual
por Zoom socialicen sus resultados a los demas compaiieros de la clase, demuestren y
comprueben que sus resultados son la forma adecuada de dar solucion a las situaciones
planteadas.

Nota: Organiza los resultados y las justificaciones de cada parte de la actividad por medio de
pantallazos en un documento que debera ser enviado al correo cgarzonzipa@gmail.com.

Fuente: Elaboracion propia.
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