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CAPITULO 1
INTRODUCCION Y GENERALIDADES



1.1 Resumen

Muchos fendmenos de la astrofisica pueden describirse mediante el modelo de Lane-Emden, el cual
consiste en una ecuacién diferencial no lineal que lleva el nombre de los astrofisicos Jonathan Homer
Lane y Robert Emden. Las soluciones del modelo de Lane-Emden describen cdmo varian la presién
y la densidad con el radio, dichas soluciones se conocen como politropos de indice n. Existen
soluciones analiticas para los valores politropos correspondientes a n=0,1y 5 ([21])

Con el fin de hallar soluciones aproximadas al modelo de Lane-Emden se han utilizado un par de
técnicas conocidas como el Método de Transformacién Diferencial o DTM por su sigla en inglés
(Differential Transformation Method) y el Método de Descomposicién de Adomian o ADM por su
sigla en inglés (Adomian Decomposition Method).

El método de la transformacién diferencial y el método de descomposicion de Adomian, se conocen
como métodos semi-analiticos-numéricos. En este trabajo mostraremos la descripciéon de cada uno
de ellos y posteriormente solucionaremos las ecuaciones de Lane-Emden para los valores politropos
n=1,2,3,4,y 5, y efectuaremos la comparacion entre las soluciones analiticas y semi-analiticas.

1.2 Introduccion

Las ecuaciones diferenciales permiten modelar muchos fendmenos de la naturaleza, siendo muestra
de ello, la gran cantidad de ecuaciones de este tipo que se encuentran en la fisica. La solucién de
cierto tipo de ecuaciones diferenciales no lineales requiere de la aplicacion de métodos semi-
analiticos-numéricos tales como el método de transformacion diferencial y el método de
descomposicion de Adomian.

El Método de Transformacion Diferencial, es un método semi-analitico-numérico que permite hallar
soluciones en serie de potencias, el cual consiste en convertir una ecuacion diferencial no lineal de
dominio real en una ecuacién mds simple y de dominio natural.

La transformacion diferencial se efectia empleando una serie de teoremas que se aplican
dependiendo de cada uno de los términos de la ecuaciéon diferencial no lineal a solucionar. El DTM
permite hallar una serie de Taylor que represente una solucion aproximada de la ecuacion.

El Método de Descomposicion de Adomian, es también un método semi-analitico-numérico
mediante el cual se convierte una ecuacion diferencial no lineal de dominio real, en otra de dominio
natural que sea mas simple de solucionar. Al aplicar este método se emplea la definicién y una serie
de teoremas. Este método se centra en los polinomios de Adomian y su respectiva solucién y
también permite llegar a una serie infinita que representa de manera aproximada, la solucién de la
ecuacion.



1.3 Objetivos
1.3.1 General

Aproximar la solucion de la ecuacion de Lane-Emden para los valores politropos
correspondientes a n=1,2,3,4y 5, por el método de transformacion diferencial y el método
de descomposicién de Adomian.

1.3.2 Especificos

e Describir el método de transformacién diferencial para ecuaciones diferenciales no
lineales.

e Describir el método de descomposicion de Adomian para ecuaciones diferenciales no
lineales

e Aplicar los métodos de transformacion diferencial y descomposicion de Adomian a la
solucidén de la ecuacién de Lane-Emden para diferentes valores politropos.

e Comparar las aproximaciones encontradas con el método de transformacién
diferencial y las obtenidas por otros métodos.

1.4 Justificacion

Los métodos de transformacién diferencial y de descomposicién de Adomian resultan ser bastante
efectivos al momento de aproximar soluciones a cierto tipo de ecuaciones diferenciales, entre ellas la
ecuacion de Lane-Emden. Su gran efectividad y rapidez de convergencia los convierte en una
excelente herramienta.

Su efectividad hace importante continuar con el estudio de estos métodos y este trabajo busca
estimularlo ya que se describen ambos métodos y se presenta la solucidn en detalle las soluciones de
la ecuacion de Lane-Emden para diferentes valores politropos.

1.4.1 Planteamiento del problema

El desarrollo de métodos semi-analitico-numéricos ha estado influenciado por la necesidad de
encontrar la forma facilitar los procesos requeridos para la solucidon de ecuaciones diferenciales
como la de Lane-Emden.

Este trabajo pretende hacer un aporte al presentar el desarrollo tedrico-practico de los métodos
semi-analitico-numéricos conocidos como método de la transformacién diferencial y método de
descomposicion de Adomian para la ecuacién de Lane-Emden, mostrando la solucion detallada de
ecuaciones del tipo mencionado para diferentes valores politropos.



1.4.2 Estado del arte del Método de Transformacion Diferencial (DTM)

En las dos ultimas décadas se han realizado una serie de trabajos basados en el DTM, de los cuales
algunos de los mas recientes son los siguientes: Cardenas et al ([5]) aplicaron el método para
solucionar ecuaciones diferenciales con retardo aplicadas a modelos bioldgicos. Cardenas P.P,
([6]) soluciond dos casos especiales de la ecuacidon de Lane-Emden mediante DTM. Abello et al ([1])
usaron DTM para solucionar la ecuacién cubica no lineal de Schrédinger. Benhammouda et al
[4] aplicaron el DTM para dar solucién a algunas ecuaciones no lineales con retardo variable.
Cardenas et al ([8]) usaron DTM para solucionar la ecuacién equidimensional de Euler.

1.4.3 Estado del arte del Método de Descomposicion de Adomian (ADM)

En las dos ultimas décadas se han realizado una serie de trabajos con base en este método, de los
cuales algunos de los mas recientes son los siguientes: Cérdenas et al ([7]) aplicaron ADM en la
descripcion de algunos modelos biomateméaticos.  Mubarak et al ([11]) usaron la técnica de
Adomian para resolver la ecuaciones de Emden-Fowler de varios érdenes. Osorio G ([12]) , la aplicd
en la aproximacion de soluciones a ecuaciones diferenciales con retardo.



CAPITULO 2

DEDUCCION DE LA ECUACION DEL EQUILIBRIO HIDROSTATICO



Desde los origenes de la civilizacién, las estrellas han sido muy importantes para la humanidad y
fundamentales para la navegacidn, la agricultura y la religion. En la actualidad aun siguen
asombrando a gran parte de la humanidad.

La astronomia define una estrella como una esfera de gas muy caliente que tiene la capacidad de
producir energia en su interior, transportarla a su superficie y enviarla al espacio en forma de
radiacion.

A pesar de que el radio, la luminosidad y la temperatura de una estrella permanecen aparentemente
constantes, estas estan cambiando de manera permanente. Durante la mayor parte de su existencia
los cambios ocurren muy lentamente, a través de miles de millones de afios, esto permite asumir la
estructura de la estrella y la evolucidn de la misma como estdtica.

La estructura de una estrella, se puede describir mediante un conjunto de cinco ecuaciones
diferenciales que son: ecuacidon de equilibrio hidrostatico, ecuacién del transporte de energia,
ecuacion de la conservacion de la masa, ecuacién de la conservacion de la energia y ecuacidn del
equilibrio térmico. [20]

En este trabajo se considerd Unicamente la ecuaciéon del equilibrio hidrostatico.
Para la deduccién de esta ecuacién, se tuvieron en cuenta las siguientes suposiciones[20]:

e Laestrella es esférica.

e La estrella se encuentra en equilibrio hidrostatico, es decir, existe un equilibrio entre la
compresidn causada por la gravedad y la presién causada por la energia térmica producto de
fusiones nucleares al interior de la estrella.

e Laestrella no se encuentra en rotacién.

e Elgas que constituye la estrella es politrépico.

i

Figura 1. Esfera de gas



La fuerza de compresion que ejerce la gravedad sobre el gas de la estrella, estd dada por:

m(r)G

F(G) = 4mr?p(r) (1.1

donde m(r) es la masa interior de la estrella, p(r) es la densidad al interior de la estrella, G es la
constante de la gravitacidn universal y r el radio interior de la estrella.

La masa interior m(r), estd dada por:

m(r) = f CanGr)dr (1.2)
0

La fuerza de compresidn que soporta la estrella debido a la gravedad, se expresa como:
F, = 4nr?dP (1.3)

donde P es la presidn que soporta la estrella.

Igualando las ecuaciones (1.1) y (1.3) obtenemos:

m(r )G -4nr?p(r)dr = 4nrdP (1.4)
20 p(r)dr = dP (1.5)
dP m(r)G
i p(r) (1.6)

El signo negativo esta ecuacidn indica que la presion disminuye cuando aumenta el radio.
La ecuacidn (1.6) se conoce como la ecuacidn del equilibrio hidrostatico.

Debido a que el gas que constituye la estrella es politrdpico, se hace conveniente eliminar la masa de
la ecuacidn del equilibrio hidrostatico, para ello debemos considerar lo siguiente:

La ecuacion de la continuidad de masa es:

dr(r;(‘r) = 4mr?p(r) (1.7)
La masa puede expresarse como la masa como:
m(r) = —;—ZZ—I: (1.8)
La ecuacion de un politropo es:
P = kp? (1.9)

Dondey =1 +% siendo n el indice politrépico.



Sustituyendo (1.8) en (1.7) se obtiene:

Sustituyendo (1.9) se tiene que:

s [ ap (ko] = =4

rz dr [_ V ' p] - —41TGp

Sustituyendo y en (1.15) se tiene que:

1.d [r? dp
— | y-1 —
Zarlp k dr] AnGp
1
y=1 +Z
De (1.17)se obtiene:
1
y—1—;

Se sustituye en (1.18)en (1.16):

L4 ﬁk(n—Jrl)pﬁd—p] —4nGp

r2 dr ) n dr

Se efectua la sustitucion p = Ay™ en(1.19) donde A es un factor de escala:

1dJ[r? (n+1
r2dr [Ay™

1afr, (”“) ()Ln) ) (}(nen 1 dy)] = —4nG(Ay™)

r2 dr Liyn

R

i [k 0 (1) (0 )] = ~4n6 G

)Gy (Ay")] = —4mG (™)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)



riz% r’k(n+1) (/1%) (%)] = —4nG(Ay™)
o |2 ()] - e az

Se divide (1.20)por 4nGA:

1 (n+1)

L[ED ] L[ (2)]) = -y (121)

Se puede simplificar (1.21) haciendo el cambio de variable:

1
(n+1) 1-n]2
4G fed

Sustituyendo «, en la ecuacién (1.21) obtenemos:

@ (rz ar " \ar y (1.22)
Se efectla la sustitucion r = ax , donde x es un radio adimensional

Elevando al cuadrado en ambos lados de la sustitucidn propuesta, se tiene que:

r? = a?x? (1.23)
Se divide (1.23) por x2 en ambos lados:
TZ
a’z = x_z (1.24)
. 1 .
Multiplicando a (1.24)por 3 se obtiene:
a? 1
Comparando ambos miembros de la anterior igualdad, se tiene que:
r? = x? (1.26)
Sustituyendo (1.24) y (1.26) en (1.22) se obtenemos:
iNd [ o (a\] _ .n
=Gl (@)= (1.27)
1d(2dy n_
ZZ (22 +ym=0 (1.28)

La ecuacion (1.28) es conocida como la ecuacion de Lane-Emden de indice n, donde x es un radio
adimensional, y es una variable relacionada con la densidad y n es el indice politrépico. La forma de
esta ecuacién no es Unica.



La ecuacién (1.28) puede expresarse como:

24 ( 2dy —
22 (x22) 4y =0 (1.29)

Derivamos con respecto a x la ecuacién (1.29)

- d daz
x2 (2x£ + x? —y) +y" = (1.30)

dx?

Aplicando propiedad distributiva a la ecuacion (1.30) obtenemos:

2
yE e AL ) (1.31)

dx = dx?
Ordenando términos en la ecuacion (1.31) obtenemos la denominada ecuacion de Lane-Emden

dy  2dy

dx? ' xdx

+y"=0 (1.32)

Para solucionar la ecuacidn de Lane-Emden se requieren dos condiciones iniciales, que son:
y(0) =1y y(0)=0

Las soluciones de la ecuacién de Lane-Emden describen la variacion de la presion y de la densidad
con el radio, y se conocen como politropos de indice n. Esta ecuacion solo presenta soluciones
analiticas paravaloresden =0,n = 1,n =5 [21]

En este trabajo presentamos la solucién de la ecuacién de Lane-Emden para valores de n = 0 hasta
n=>5.



CAPITULO 3

DESCRIPCION DEL METODO DE TRANSFORMACION DIFERENCIAL
(DTM)

10
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El método de la transformacién diferencial se define como:

vao =4[22 (3.1)

donde y(x) es la funcién original y Y (k) es la funcién transformada.

La transformada inversa se define como:

y() = Y V(o (3.2)
k=0

En aplicaciones reales la funcion y(x) se expresa como una serie finita, por lo tanto la ecuacién (3.2)
se escribe como:

y() = ) V() (3.3)
k=0

La expansion en serie de Taylor de la funcién y(x) alrededor del punto x = 0 esta dada por:

dk
yGo) = Z L 34

dxk

La transformacion diferencial cumple con propiedades de la linealidad. Los siguientes teoremas
muestran tanto esta propiedad, como las correspondientes al producto y derivacién.

Teoremal Sif(x) = g(x) £ h(x), entonces F(k) = G(k) + H(k).

Teorema 2 Sif(x) = cg(x), entonces F(k) = cG(k), c € R.

g( ) (k+n)

Teorema 3 Sif(x) = , entonces F(k) = ——G(k + n).

Teorema 4 Sif(x) = g(x)h(x), entonces F(k) = X¥_,G(r)H(k — 7).

Teorema 5 Si y(x) = x™, entonces Y (k) = 6(k — n), donde §(k — n) {é’ :::
0, k<m

Teorema 6 (Cérdenas) Siy(x) = x™f(x),conm € N, entonces Y (k) = { Y(k—m), k> n

Teorema7 Si f(x) = (x) entonces



k
F(k) = Z(k Cr+ D) (k=7 +2)GHKk -7 +2)

=0
Teorema8 Si f(x) = ax™,a € R, entonces F(k) = ad(k —n) :{

Teorema 9. Si f(x) = u(x)v(x)w(x) ...p(x), entonces :

a,
0,

Y(k) =Xk _ Sk YEresmmy()V(s) W(m) .. P(k—1 —s — )

([51. 18D

k=m
k+m

12



CAPITULO 4

SOLUCION DE LA ECUACION DE LANE-EMDEN MEDIATE DTM

13
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2dy
x dx

2
El problema de valor inicial a solucionar es %+ +y™" =0, sujetoay(0) =1y y'(0)=0

Expresamos esta ecuacidon como:
2
y" +;y’ +y"=0 4.1)
Multiplicando por x a (3.1), obtenemos:
xy" + 2y +xy* =0 (4.2)
De las condiciones iniciales podemos obtener:

Y(0)=0y Y(1) =1

4.1 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=0
Paran = 0, la ecuacién (4.2) toma la forma;

xy"+2y' +x=0 (4.3)
La solucién analitica de la ecuacion (4.3) es:

1 x?

=1+-—-=—
y(x) t278

Hallamos la solucién de la ecuacion (4.3)mediante el la aplicacién del método de la transformacion
diferencial.

Aplicando los teoremas 3,5 y 7 tenemos que la transformacién diferencial de la ecuacién (4.3) es:
k
Z[S(r Dk A2V k42— +2(k + DY+ D) +6( 1) =0  (44)
r=0

Asignamos los valores k = 1,2,3,4y 5.

Efectuamos la sustitucion k=1 en la ecuacion(4.4):

1

Z[m —DB-NYB-1]+2Q)YQ2) +51-1)=0 (4.5)

r=0
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Solucionamos la sumatoria de la ecuacién (4.5):
SO-1DBRYR)+s1-1DQY2)+2QY2)+6(1-1)=0 (4.6)
Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.6):
2Y(2) +4Y(2)+1=0

6Y(2)+1=0
1
Y(Z) = —g

Efectuamos la sustitucion k=2 en la ecuacion (4.4):

2
Z[a(r — D@ -IY@E—P]+2@)Y3) +62-1)=0 4.7)
=0

Solucionamos la sumatoria de la ecuacién (4.7):
SO0 —D@HY@) +5(1-DBRYB)+62-1DQRY(R) +23)YR)+52—-1)=0 (48)
Aplicamos el teorema 5 a la ecuacién (4.8):
3Y(3) +6Y(3) = 0
9Y(3) = 0
Y(3)=0

Efectuamos la sustitucion k=3 en la ecuacion (4.4):

3
Z[a(r DG =Y -]+ 2(4)Y(@4) + 53 —1) = 0 (4.9)
=0

Solucionamos la sumatoria de la ecuacién (4.9):
SO0-1DB)YG)+61-1D@YA) +62-1DB)YRB)+6B—-1(R)Y(2) +8Y(4)
+6(3-1)=0 (4.10)
Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.10):
4Y(4) +8Y(4) = 0
12Y(4) = 0

Y(4)=0
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Efectuamos la sustitucion k=4 en la ecuacién (4.4):

Z[a(r D6 -1)Y(6 -] +2G)Y(E) +5(4—1) =0 (411)
r=0

Solucionamos la sumatoria de la ecuacion (4.11)
0-1D)B)Y(O6)+51-1DB)YB)+6C2-1D)DYAD +6B-1DRB)YB)+64—-1)(2)Y(2)
+10Y(5) + 8(4 - 1) =0 (4.12)
Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.12)
5Y(5) +10Y(5) =0
15Y(5) =0
Y(5)=0

Aplicando la ecuacidn (3.4) vy los resultados obtenidos, tenemos que la solucién de la ecuacion (4.3)
es:

2

y(x)=1—%

La figura 2 muestra graficamente la diferencia entre la solucion analitica de la ecuacién (4.3) vy la
solucion obtenida aplicando el método de la transformacidn diferencial (DTM).

Solucién analitica
Solucién mediante DTM

Figura 1. Solucidn analitica vs DTM para n=0



4.2 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=1
Paran = 1, la ecuacién (4.2) toma la forma
xy"+2y" " +xy=0

La solucidn analitica de la ecuacién (3.2.1) es:

x2  x*

YO =1 T 150

17

(4.13)

Aplicamos los teoremas 3, 5 y 6(cardenas) tenemos que la transformacién diferencial de la ecuacion

(4.13) es:

k(k+DYk+1D)+2k+1D)Y(k+1)+F(k)=0

Asignamos los valores k = 1,2,3,4y 5.
Efectuamos la sustitucion k=1 en la (4.14) y obtenemos:

12)Y(2)+2Q)Y(2)+F(1) =0

Aplicando el teorema 6(cardenas) en la ecuacion (4.15) obtenemos:

2Y(2) +4Y(2)+Y(0) =0
Aplicando condiciones iniciales en la ecuacién (4.16) tenemos que:

2Y(2) +4Y(2)+1=0

6Y(2)+1=0
6Y(2) = -1
1
Y(Z) = —g

Efectuamos la sustitucion k=2 en la (4.14) y obtenemos:

2)Y(3)+2(3)Y(B)+F(2) =0

Aplicando el teorema 6(cardenas) en la ecuacién (4.17) obtenemos:

6Y(3)+6Y(3)+Y(1)=0
Aplicando condiciones iniciales en la ecuacién (4.18) obtenemos:
12Y(3) =0

Y(3)=0

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Efectuamos la sustitucion k=3 en la (4.14) y obtenemos:
3()Y4) +2(4)Y(4)+F(3B) =0
Aplicando el teorema 6(cardenas) en la ecuacién (4.19) obtenemos:

12Y(4) +8Y(4)+Y(2) =0

Sustituimos Y (2) = —%en la ecuacién (4.20):
1
12Y(4) +8Y(4) — 2 =0
1
20Y4) = -
(4) :

1
Y =175

Efectuamos la sustitucion k=4 en la (4.14) y obtenemos:
4(5)Y(5)+2(5)Y(5) +F(4) =0
Aplicando el teorema 6(Cardenas) en la ecuacion (4.21) obtenemos:
20Y(5) +10Y(5) +Y(3) =0
Sustituimos Y(3) = 0 en la ecuacion (4.22):
20Y(5) +10Y(5) =0
30Y(5) =0
Y(5)=0
Efectuamos la sustitucion k=5 en la (4.14) y obtenemos:
5(6)Y(6) + 2(6)Y(6) + F(5) =0
Aplicando el teorema 6(Cardenas) en la ecuacion (4.23) obtenemos:
30Y(6) +12Y(6) +Y(4) =0

Sustituimos Y(4) = % en la ecuacion (4.24)

42Y(6) + 1 =0
120

1
r(e)=- 5040

18

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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Aplicando la ecuacidn (3.4) y los resultados obtenidos, tenemos que la solucién a la ecuacion (4.13)
es:

xz  xt x©
-1 -+ _
y(®) 6 1120 5040

+ .-

Esta solucidn tiene la forma:

senx

y(x) =

La figura 3 muestra graficamente la diferencia entre la solucién analitica de la ecuacién (4.13) y la
solucidn hallada aplicando el método de la transformacion diferencial (DTM).

Solucidn analitica
Solucidn mediante DTM

Figura 2. DTM vs solucidén analitica para n=1

4.3 Solucion de la ecuacién de Lane-Emden para n=2
Paran = 2, la ecuacion (4.2) toma la forma:
xy" +2y +xy?=0 (4.25)

La solucidn analitica de esta ecuacidn es:

X
y(x)—l—ﬁ
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Aplicando DTM, tenemos que la transformacién diferencial de la ecuacién (4.25) es:

Z(k—r+1)(k—r+2)6(r—1)Y(k—r+2)+2(k+1)Y(k+1)=0

r=0
k

Asignamos los valores k = 1,2,3,4y 5.

&

=S

(s - 1DYm)Y(k—-s—-—m)=0 (4.26)

ﬁM

Efectuamos la sustitucion k=1 en la (4.26) y obtenemos:

1
Z[(z — NGB =18 —DYGB=1)]+2Q)Y(2)
=0

1

z 5(s — DY (m)Y(1 — s — m)] —0 (4.27)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.27):

Z[(z D@18 — DYB —1)] +4Y(2) + z [6(0 — DY (m)Y(1 — m)]
=0

m=0
0
+ z 5(1 = DY (m)Y(=m)] = 0 (4.28)
m=0

Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.28):

1 0
Z[(z PGB8 — DYB —1)] +4Y(2) + Z [Y ()Y (—m)] = 0 (4.29)
=0 =

Desarrollamos las sumas en la ecuacion (4.29):
2)3)s(O-1DYB)+ (M2)s1—-1)Y(2)+4Y(2) +Y(0)Y(0) =0 (4.30)
Aplicamos condiciones iniciales y teorema 5 en la ecuacién (4.30):

2Y(2)+4Y(2)+1=0

¥(2) = —%
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Efectuamos la sustitucion k=2 en la ecuacion (4.26):

2
Z[(g @A =18 — DY —1)] +23)Y(3)
r=0

2
+Z (s — DY(MY(2 —s —m) = 0 (431)
Desarrollamos la suma interior en la ecuacion (4.31):

2 2
Z[(s =P8 — DY (4 —1)] +6Y(3) + z 50— DY)V (2 —m) = 0

r=0 m=0
1 0
+ Z 5(1 — DYm)Y(1 —m) + z 52 = DY ()Y (=m) = 0 (432)
m=0 m=0
Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.32):

(3= 1) (4 -6 — DY (4 —1)] +6Y(3) + z YmY(1—m)=0  (433)

0 m=0

NS

r

Solucionamos las sumas en la ecuacién (4.33):
B@SO-DYD+@@B)A-DYBR)+(M)@2)s2-1YR)+6Y3)+Y(0)Y(1)
+Y(DY(0) = 0 (4.34)
Aplicamos condiciones iniciales y teorema 5 a la ecuacion (4.34):
6Y(3) + 6Y(3) = 0
12Y(3) = 0
Y(3)=0

Efectuamos la sustitucion k=3 en la ecuacion (4.26):

3
Z[(4 G =8 — DY —1)] + 2(4)Y(4)

22

)

m)[=0 (4.35)
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.35):

3
Z[(4 — (5 =180 — DY — )] +8Y(4)
r=0

3 2 .
+ mZO 50— DY(mY(3 —m) + mZO 51— DYY(2 —m) + mZO 52 — DY (YL —m)

0
+ Z 83 — DY (m)Y(=m) = 0 (4.36)
m=0

Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.36):

3 2
Z[(4 — )5 = 1)8(r — DY(5 — )] + 8V (4) + z YmY@2-m)=0  (437)

m=0

r=0

Solucionamos las sumatorias en la ecuacién (4.37):

4)B)O-DYG)+ )W -1DYA) + (2362 -1DY(2) + (1D(2)6B -1)Y(2)
+8Y(4)+8Y(4)+Y(0)Y(2) +Y(1)Y(1) +Y(Q)Y(0) =0 (4.38)

Aplicamos teorema 5 y condiciones iniciales a la ecuacién (3.3.14):

12Y(4) +8Y(4) + Y(2) + Y(2) = 0 (4.39)

20Y(4) +2Y(2) =0 (4.40)

Efectuamos la sustitucion Y (2) = —%en la ecuacion (4.40):

20Y(4) +2 (— %) =0

20Y(4) = %
Y(4) = 6_10

Efectuamos la sustitucion k=4 en la ecuacién (4.26):

4
Z[(s )6 —1)8( — DY(6 —1)] +2(5)Y(5)
r=0
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4 -S

-5 - m)] =0 (4.41)

Desarrollamos la suma interior de la ecuacién (4.41):

4

Z[(s — (6 =780 —1Y(6 —1)] + 10Y(5) + Z 500 = DY ()Y (4 —m)

r=0 m=0

3 2 L
+ mZO 51— DYmY(3 —m) + mZO 52— DYY(2 —m) + mZO 53 — DYm)Y(1 —m)

0
+ Z 5(4 — DY (m)Y(=m) = 0 (4.42)

Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.43):

4 3
Z[(S — (6 =780 —1Y(6 —1)] + 10Y(5) + z YMY@B-m)=0 (4.44)
=0

m=0

Desarrollamos las sumas en la ecuacion (4.44):
(5)(6)6(0 - 1Y (6) + (D)1 - DY () + ADHs2 - DY) + (2) (RSB - DY (3)

+(D2)§C-DYR)+YO)YBR) + YY)+ YY) +YB)Y(0) =0  (4.45)

Aplicamos condiciones iniciales y teorema 5 a la ecuacién (4.45):
205)+Y(3)+Y(R3) =0 (4.46)
Efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacion (4.46):
20Y(5) =0
Y(5)=0

Efectuamos la sustituciéon k=5 en la ecuacion (4.26)

5
Z[(6 — (T =8 — DY (T —1)] +2(6)Y(6)
=0

5 5-s
+ Z
s=0 Lm=0

Z 85(s = DYm)Y(5—s—m)| =0 (4.47)
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.47):

m=0

5 5
Z[(6 (T =P8 —DY(7 =) + 12Y(6) + Z 850 = DY ()Y (S —m)

r=0

4 3 2
Z 51— DY(m)Y(4 —m) + Z 52— DY(mY(3 —m) + Z 53— DYm)Y(2 —m)
m=0 m=0 m=0

1 0
+ ;0 54— DY(m)Y(1 —m) + nZ‘o 5(5 — 1Y (m)Y(0 —m) = 0 (4.48)

Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.48):

[(6—P)(7 =180 —DY(7 —1)] +12Y(6) + z Y)Y —m) =0  (449)

m=0

Nl

0

T

Desarrollamos las sumas de la ecuacién (4.49):
(6)(7)6(0 — DY(7) + (5)(6)6(1 — DY (6) + (4)(5)6(2 — DY (5)

+(3)4)sB-1Y@) + (2)(R)s4-1YB) + (1(2)6(5-1)Y(2) + 12Y(6)

+Y(0)Y(4) + Y()Y(3) + Y (Y (2) + Y(R)Y (1) + Y (4)Y(0) = 0 (4.50)

Aplicamos teorema 5y condiciones iniciales a la ecuacién (4.50):
30Y(6) + 12Y(6) + Y(4) + Y(2)Y(2) + Y(4) = 0 (4.51)
(4.52)

42Y(6) +2Y(4) +Y(2)Y(2) =0

Efectuamos las sustituciones Y (2) = —%y Y(4) = % en la ecuacion (4.52):

w25+ ()0

1
42Y(6)+%+£—0
42Y(6) + 1 =0
(6) 180

11
42Y(6) = - m

11
v(e)=- 7560
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Aplicando la ecuacién (3.4) y los resultados obtenidos, tenemos que la solucidn de la ecuacién
(4.25) es:

=1 x2+x4 11x6+
Y = T T60 7560

La figura 4 muestra graficamente la diferencia entre la solucién analitica de la ecuacion (4.25) vy la
solucién obtenida mediante el método de la transformacion diferencial (DTM).

Solucién analitica
Solucién mediante DTM

Figura 3. Solucidn analitica vs DTM para n=2

4.4 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=3

Paran = 3, la ecuacidon toma la forma

xy" +2y +xy3=0 (4.53)
La solucidn analitica para esta ecuacion es:

6

X
y(x)—l—ﬁ

Aplicando DTM, tenemos que la transformacién diferencial de la ecuacién (4.53) es:

k
Z[(k Dk =1+ 2)8( — DYk —7 + 2)] + 20k + DY (k + 1)

r=0
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—-rk-r-s

Sr—1DY(S)Y(m)Y(k—r—s—m) =0 (4.54)

k
+Z
r=0

Asignamos valores k = 1,2,3,4y 5

IIM
M

m=0

Efectuamos la sustitucion k=1 en la ecuacién (4.54)

1
Z[(z — PGB =P8 —1DYGE-1)] +22)Y(2)
=0

1 1-rl-r-s
+ Z Z [ z Sr—DYS)Y(m)YQ—r—s5— m)] =0 (4.55)

r=0s=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.55):

Z[(z —PGB =180 —DYG —1)] +2Q)Y(2)
r=0

5

r=0

z S(r—1DHYO)Y(mY(d—-r— m)] =0 (4.56)

Aplicamos condiciones iniciales en la ecuacion (4.56):

1

Z[(z — PGB =P8 —1DYGE —1)] +22)Y(2)

r=0

1

Z 8(r— )Y (m)Y (1 -7 — m)] =0 (457)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.57):

1

1
Z[(z — PGB =18 —1DY(3E — )] + 4Y(2) + Z 500 = DY(m)Y(1 —m)
m=0

=0
0
+ ) 5(1—-1DYmY(-m) =0 (4.58)

Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.58):

1 0
Z[(z DB =P8 - DYB )] +4Y(2) + Z Y)Y -m)=0 (459
r=0

m=0
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Desarrollamos las sumatorias de la ecuacién (4.59):
2)RASO-DYRBR)+ (M)A —-1Y(2) +4Y(2) +Y(0)Y(0) =0 (4.60)
Aplicamos teorema 5 y condiciones iniciales a la ecuacién (4.61):
2Y(2) +4Y(2)+1=0
6Y(2)+1=0

1
Y(Z) = —g

Efectuamos la sustitucion k=2 en la ecuacion (4.54)

2
Z[(3 — A —1)80 — DY —1)] + 2B3)Y(3)
=0

+ ;; ;0 Sr—=DYES)Ym)Y(k—1r—5— m)] =0 (4.62)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.62):

2-r

2 2
D IB-NE=1s0 - DYE=D]+6¥3) + > | > 80— 1) Y)Y (m)¥(k — 7 —m)
=0 r=0 Lm=0
1-r
+) 86— DYDY (k-7 —1- m)] =0 (4.63)
m=0

Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacion (4.63):

2
[B=7r)4—-1)6(r—1)YA —71)] +6Y(3)
0

r=

2
2,
r=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.64):

2-r

3

m=0

Sr—1DYm)YQ2—-r— m)] =0 (4.64)

2 2
Z[(g D@ =P8 — DY —1)] +6Y(3) + Z 80— DY (MY (2 —m)
=0

m=0

1
+ ) s0-DYmMY(1-m)=0 (4.62)
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Aplicamos teorema 5 a la ecuacién (4.65):

2

1
Z[(g @A =P8 —DYA—1)]+6Y(3) + Z YmY(1—m)=0  (4.66)

=0 m=0
Desarrollamos las sumatorias de la ecuacién (4.66):
BRSO -1DYD) +@2RB)A-DYB)+(D(2)6(2—-1)Y(2) +6Y(3)
+Y(0)Y(1) +Y(1)Y(0) =0 (4.67)
Aplicamos teorema 5y las condiciones iniciales en la ecuacion (4.67):
6Y(3)+6Y(3) =0
Y(3)=0

Efectuamos la sustitucion k=3 en la ecuacién (4.54)

3
Z[(4 (5 =180 — DY (5 —1)] + 24V (4)
r=0

3 3-7[3-1—s
+ z [ z [5(r — DY($)Y(m)Y(3 =7 — 5 — m)]] =0 (4.68)
m=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.68):

3-r

Z 5(r— DY (O)Y (MY (3 —r —m)

m=0

3 3
Z[(4 — )5 =180 — DY (5 —1)] + 8Y(4) + z
=0 r=0

- 1-r
+ nZO Sr—-DYWYmM)Y@E-r—1-m)+ ;0 S(r—1YQRQYmYB-r—2-— m)] =0

(4.69)
Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacion (4.69):
3 3 [3-r
[(4—7r)GE-7r)sr—-1DYG-7r)]+8Y4) + S(r—1DY(m)Y(3—r—m)

1-r
+ Z 8(r— DYV (Y3 -1 — m)] =0 (4.70)
m=0
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Desarrollamos la sumatorias interiores en la ecuacion (4.70):

3

3
Z[(4 DG =P8 — DY -]+ 2(4)Y(4) + Z 50— DY ()Y (3 — m)
m=0

r=0

2 1
+mz=o 5(1 - DY(m)Y(2 —m) + mzom DY EmYd —m)

1 0
+ Z 5(0 — 1Y (2)Y (m)Y (1 — m) + z 5(1-1DYQYmY(=m)=0  (471)
m=0 m=0

Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.71):

3

2
Z[(4 (5 =180 — DY(5 —1)] +8Y(4) + z Y(m)Y (2 —m)
m=0

=0
0
+ z Y(2)Y (m)Y (0 —m) = 0 (4.72)
m=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacion (4.72):
DGO -DYG)+BG)HsA -DYM) + ()12 - DY) + (D(2)6B - DY (2)
+8Y(4) +Y(0)Y(2) +Y(Y (D) +Y(2)Y(0) + Y(2)Y(0)Y(0) =0 (4.73)

Aplicamos teorema 5y las condiciones iniciales en la ecuacion (4.73):

12Y(4) +8Y(4)+Y(2)+Y(2)+Y(2) =0 (4.74)
20Y(4) +3Y(2) =0 (4.75)
Efectuamos la sustitucion Y (2) = —%en la ecuacion (4.75):

20Y(4) -3 (%) =0
20Y(4) —% =0
20Y(4) = %

Y(4) = %
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Efectuamos la sustitucion k=4 en la ecuacion (4.54):

4
Z[(S —1r)(6—1r)d(r—1Y(6-1r)]+205)Y(5)
r=0

+ZOZO mZO 5 — DY ()Y (m)Y (4 —7 —s _m)] “o 476)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.76):

4

(5= 1)(6 =160 — DY (6 — )] + 2(5)Y(5) + z

r=0 r=0

4-r

[6(r — DY (O)Y(m)Y(4 —r —m)]

m=0

3-r -
" mZo o= DYQFmE =r=m+ mZO 5= D)Y@V ()Y (2 -7 —m)

+ z 5(r— 1) Y@YmY( —r — m)] —0 (4.77)
m=0

Aplicamos las condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacién (4.77):

4 4-1

4
[(5=1)(6 — )8 — 1DY(6 —1)] + 10V (5) + Z Z [6(r — DY (m)Y (4 —  —m)]
=0 r=0 Lm=0
2-1
4 Z 5(r— 1D Y)Y ()Y (2 -7 — m)] =0 (4.78)
m=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.78):

4
[(5 = 1)(6 — M8 — DY(6 — )] + 10Y(5) + Z [6(0 — DY ()Y (4 — m)]

m=0

<
1] »
o

3 1

2
+ [61-1DY(m)YB -—m)] + Z [62-DY(mY2-m)]+ [63—1DY(m)Y(1 —m)]
m=0

m=0 m=0

2 1
+ Z 500 — 1) YQ)Y(mY(2 —m) + Z 51— DYQR)YY1-m)=0 (479
m=0 m=0
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Aplicamos el teorema 5y las condiciones iniciales en la ecuacién (4.79):

4 3
Z[(S —1)(6 —1)8( — Y6 —1)] + 107 (5) + Z Y(m)Y (3 — m)
r=0

m=0
1
+ Z Y(2)Y(m)Y(1 —m) = 0 (4.80)
m=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacién (4.80):
(5)(6)6(0—1)Y(6) + (1)(5)6(1 —DY(5) + (D2 - 1Y (4 + (2)(3)6(3 - DY(3)
+(1)(2)6(4 - DY (2) +10Y(B) +Y(0O)Y3) +Y(DY(2) +Y(RQY(1) + Y(3)Y(0)
+Y(2)Y(0)Y(1) + Y(2)Y(DY(0) = 0 (4.81)
Aplicamos el teorema 5y condiciones iniciales a la ecuacién (4.81):
20Y(5) +10Y(5)+Y(3)+Y(3)=0 (4.82)
35Y(5) + 2Y(3) = 0 (4.83)
Efectuamos la sustitucién Y (3) = 0 en la ecuacién (4.83):
35Y(5) +2(0) =0
35Y(5) =0
Y(5)=0

Efectuamos la sustituciéon k=5 en la ecuacion (4.54)

5
Z[(s (7 =P80 — DY —1)] + 2(6)Y(6)
=0

5 5-r5-r-s
+ ZO ZO [ mZO §(r— DY(S)Y ()Y (5 -1 — s — m)] =0 (4.84)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.84):

5

5
Z[(6 (7 =18 — DY (T -] + 2(6)Y(6) + Z
r=0

r=0

5-r

Z S(r—DYO)Ym)Y(B—-—r—m)

m=0

4-r 3-r

+mZO 5(r = DY (DY (m)Y (4 = — m) + mZO §(r— DY (Y)Y (3 —r — m)
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2-r

+ z S(r—1DYR)Y Y2 —r—m) + Z S(r—1DY@)Ym)Y(1—7r— m)] =0 (485)

Aplicamos las condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y (3) = 0 en la ecuacién (4.85):

5

5
Z[(6 )T = )8 — DY (T — )] +12Y(6) + z
r=0

-r

Z S(r—1DYmYG —r—m)

3-r 1-r

+ z S(r— 1YY ()Y (B -1 —m)+ z Sr—1DY@Y(m)Y (1 —r— m)] =0 (4.86)
m=0 m=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.86):

5 5
Z[(e — )7 =18 — DY (T = )] + 12Y(6) + z 5(0 — 1Y ()Y (5 — m)
r=0 m=0
4 3 2
+ Z 5(1 = DY ()Y (4 —m) + z 52 = DY ()Y (3 —m) + z 833 — 1)Y(m)Y(2 —m)
m=0 m=0 m=0

! 3
+ mZO 54— DY(M)Y(1 —m) + mZO 50 — 1YY (m)Y (3 — m)

2 1
z 5(1 — DY)V (m)Y(2 — m) + z 82 — DYV (m)Y (1 —m)
m=0 m=0

1 0
+) 80— DY@YY(1—m)+ Y 6(1— DY(AYm)Y (0 —m) =0 (4.87)

m=0 m=0
Aplicamos teorema 5y efectuamos las sustituciones Y(2) = —%y Y(4) = % en la ecuacion (4.87):

5 4
Z[(6 (T =8 — DY (7 — )] + 12Y(6) + Z Y(m)Y (4 —m) +
=0

m=0

2
%Z VoMY (2 - m) + o Z Y(m)Y(0 —m) = 0 (4.88)

Desarrollamos las sumas de la ecuacidén (4.88):

6)(7)8(0 = DY (7) + (5)(6)6(1 — DY(6) + (D (5)6(2 - DY (5) + (3)()s(B — DY (4)
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+(2)(3)6(4 — DY(R) + (1)(2)6(5 — DY (2) + 12Y(6) + Y(0)Y (4) + Y ()Y (3) + Y ()Y (2)
+Y(3)Y(1) + Y(4)Y(0) — % [Y(0)Y(2) + Y(1)Y(1) + Y (2)Y(0)] + %Y(O)Y(O) =0 (4.89)
Aplicamos teorema 5y las condiciones iniciales en la ecuacién (4.89):
30¥(6) +12Y(6) +Y(4) + Y(QY (D) +Y(4) —z[Y () + Y ()] + - =0 (4.90)

Efectuamos las sustituciones Y (2) = —%y Y(4) = %en la ecuacidn (4.90):

w015 (DDA Dl

1 1 1 17 1 1
42V(6) + 5o+ 2+ ooz

40 36 40 6 0

31720~

42Y(6)+1+1+1+1+1—0
40 36 40 18 40

19
42Y(6) +—=0

120

19

42Y(6) = -0
19

r(e)=- 5040

Aplicando la ecuacién (3.4) y los resultados obtenidos, tenemos que la solucién de la ecuacién
(4.53) es:

=1 x2+x4 19x6+
Y = 76 T 40 5040

La figura 4 muestra graficamente la diferencia entre la solucidn analitica de la ecuacion (4.53) y la
solucion hallada aplicando el método de la transformacién diferencial (DTM).



Solucién analitica

/_“ﬂ___ Solucién mediante DTM

6 5 4 A 2 1 [ 1 2 4 4 5 [ 7 t

Figura 4. Solucién analitica vs DTM, para n=3

4.5 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=4
Paran = 4, la ecuacion toma la forma
xy" +2y +xy*=0

La solucidn analitica de esta ecuacidn es:

yx) = 12

Aplicando DTM a la ecuacion (4.91), obtenemos:

k
Z[a(r Dk =7+ Dk =7+ 2V (k=7 +2)] + 20k + DY (k + 1)

=0
k k-rk—-r—s|k-r—s—-m
+ Z Z z Sr—DYE)YmY@)Yk—-r—s—m—p)|=0

Asignamos valoresde k = 1,23y 4

Sustituimos k=1 en la ecuacion (4.92):

1
Z[m “ D2 =M@ -YGB -] +2)Y(2)

r=0

1-r1-r-s|1-r—-s—-m

Z Sr—DYEYmMYP)YA—-r—s—m—-p)|=0
p=0

34

(4.91)

(4.92)

(4.93)
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.93)

1
Z[S(r D2 =M@= PYB =] +4¥(2)
r=0

1 1-r|1-r-s

+ Z Z Z Sr—DYS)YO)Yp)YQ—r—s—p)=0 (4.94)

r=0s=0| p=0
Aplicamos las condiciones iniciales a la ecuacidn (4.94):
1
Z[s(r “ DR =GB =1Y3 -1)] +47(2)
1 1-r|1-r-s

+ z z z Sr—1DYE)Y(P)Y(1—-r—s—p) =0 (4.95)

r=05=0| p=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.95):

Z[(S(r — DR =G =1Y3 -1)] +47(2)
=0

1

1-r
z 5(r — DYO)Y )Y (1 -7 — p)] — 0 (4.96)

Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacion (4.96) :

1

1
Z [5G — 12 =)@ = Y(3 = )] +4Y(2) + z

r=0

MH

Sr—1DY(p)YA—-r-— p)] =0 (4.97)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.97):

1

1
Z[S(r _DE-PNB-NYB -] +4Y(2) + Z 50— DY ()Y —p)
p=0

r=0

0
+ Z 8(1 — DY ()Y (0 —p) = 0 (4.98)
=0
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Aplicamos el teorema 5 a la ecuacién (4.98):

1

0
Z[a(r D@2 =M@ =PYB=1)] +4r(2) + Z Y(@)Y(O—-p)=0 (499

r=0 p=0
Desarrollamos las sumatorias de la ecuacion (4.99):
SO-DMRYR)+60-DMRY(2)+4Y(2) +Y(0)Y(0) =0 (4.100)
Aplicamos las condiciones iniciales y el teorema 5 a la ecuacion (4.100)
2Y2Q) +4Y(2)+1=0

6(2)+1=0
1
Y(Z) = —g

Efectuamos la sustitucion k=2 en la ecuacion (4.92):

2

Z[(S(r —DE =@ -NYE -]+ 203)Y(3)

r=0

2-r2-r-s|2-r-s-m
l Sr—DYE)YmMYP)YR-r—s—m—-p)|=0 (4.101)

=0 p:O

Desarrollamos sumatoria interna de la ecuacién (4.101):

2
Z[S(r “ D@ =P - YA —1)] +6Y(3)
=0

2 2-r[2-r-s

n Z z z Sr—1DYEYO)YP)YQ2—-1—5s—p)

r=05=0| p=0

1-r—s

+ Z 8(r— DYSYDY @Y1 —r—s—p)|=0 (4.102)
=0

Aplicamos teorema 5 y condiciones iniciales a la ecuacion (4.102) :

2
Z[S(r D@ =)@ - Y@ —1)] +6Y(3)
=0
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2 2-r|2-r-s

+ ;; ;) S(r=DY(YP)YR2—-1r—s5— p)} =0 (4.103)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.103):

2
Z[S(r — D@2 =)@ - Y& —1)] +6Y(3)
r=0

)

r=0

z 5(r—DYO)Y(P)Y(2 -7 —p) + z 5(r— DYDY ()Y (1 -1 — p)] 0 (4104)
p=0

Aplicamos condiciones iniciales en la ecuacion (4.104):

2

2 2—
Z[a(r —DQ -G -1)YE-1)] +6Y(3) + z z S(r—1DY(@)Y(2—-7r—p) =0 (4.105)

r=0

Desarrollamos la interior sumatoria en la ecuacion (4.105):

2

Z[S(r D@ =)@d - Y@ —1)] +6Y(3) + z 50— DY(P)Y(2 - p)

=0 p=0
1
£ 60— DYV -p) =0 (4.106)
p=0

Aplicamos teorema 5 en la ecuacién (4.106):

2 1
Z[d(r D@ =G — Y@ —1)] +6Y(3) + Z Y(p)Y(1—p) =0 (4.107)
=0

p=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacion (4.107):

§(0-1)2)@)Y@) +6Y(3)+Y(0)Y(1)+Y(1)Y(0) =0 (4.108)

Aplicamos el teorema 5 y las condiciones iniciales a la ecuacién (4.108):
6Y(3) =0

Y(3)=0
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Efectuamos la sustitucion k=3 en la ecuacién (4.92):

3
Z[S(r DU =1 =Y —1)] + 2(4)Y(4)
r=0

r3-r—s|3-r—-s—-m

+Zj‘Z‘ Z Z Sr—1DYE)YmMYP)YB—r—s—m—-p)|=0 (4.109)

Desarrollamos sumatoria interior en la ecuacion (4.110):

3
Z[s(r 1)@ =15 =Y —1)] +8Y(4)

3_ B

23: z z §(r—DY()YO)YP)YB—1r—s—p)

+ z 5(r —DY(S)YD)Y (@)Y 2 —7—5—p)
=0

1-r—s

+ z 5(r— DYSYQY@)Y(1-r—s—p)|=0 (4.111)
Aplicamos las condiciones iniciales a la ecuacién (4.111):

3
Z[S(r DA =15 =Y —1)] +8Y(4)

22

1-r-s

+ Z 8(r— DY(SYRQY @Y1 —r—s—p)|=0 (4.112)

3—r—=S

z r—DYE)YP)YQB—-r—s—0p)

||b4ciJ

Desarrollamos sumatorias interiores en la ecuacién (4.112):

3
Z[S(r — D@ =) - DY —1)] +8Y(4)
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3 |3-r 2—r
YD 86— DYOY®YG-r-p)+ Y 8¢ - DYDY@YE -7 -p)
r=0|p=0 p=0
1-r 1-r
+ Z Sr—DYQYP)YA -1 —p)+ Z s —DYOYR)Y @)Y -1 — p)‘ =0 (4.113)
p=0 p=0

Aplicamos las condiciones iniciales en la ecuacion (4.113):

w

-r

3 3
Z[a(r D)4 —1)(5 — DY (S —1)] +8Y(4) + z 5Gr—DY(P)YB -1 —p) +
r=0 r=

0 |p=0
1-r
z 5(r—DYRY @)Y —r—p) + z 5(r— DYQY (@)Y (1 -7 — p)] 0 (4114)
p=0 p=0

Simplificamos la ecuacion (4.114)

3

3
Z 5(r—1)(4—1)(5 — Y5 —1)] + 8Y(4) + z

r=0

3-r

z r—DY@)YGB—1—p) +

1-r
42 z 5(r— DYQY @)Y (1 -7 — p)] =0 (4.115)

p=0
Desarrollamos las sumatoria interiores en la ecuacién (4.115):

3

3
Z[(S(r D)@ = 1) — Y —1)] +8Y(4) + Z 50— DY (P)Y(3 - p)
p=0

r=0

2 1
> 60— DY@Y@-p) + ) 52 -DYEYA-p)
p=0

p=0
1 1
42 Z 50— DYQR)Y(P)Y(1—p) + Z s(1-DYQY@Y(=p|=0 (4116
p=0 p=0

Aplicamos teorema 5 a la ecuacion (4.116)

3

2
Z[m D@ =G -YGE —1)] +8Y(4) + Z Y(@)Y(2 = p)
p=0

r=0



1
+2 ) V@YY (-p) =0
p=0

Desarrollamos las sumatorias en la ecuacion (4.117):

40

(4.117)

§O-D@WGEYGE)+61-DBRIM@YH) +62-1D(R)BYB) +63B - D(MI)Y(2)

+8Y(4) +Y(0)Y(2) +Y(1)Y(1) + Y(2)Y(0) + 2[Y(2)Y(0)Y(0)] =0

Aplicamos el teorema 5 y las condiciones iniciales a la ecuaciéon (4.118)
12Y(4) +8Y(4) +Y(2) +Y(2) +2Y(2) =0

20Y(4) +4Y(2)

Efectuamos la sustitucion Y (2) = —% en la ecuacion (4.120)

20Y(4) +4 (— %) =0

20Y(4) —g =0
20Y(4) = g
Y(4) = 62_0
Y(4) = %

Efectuamos la sustitucion k=4 en la ecuacion (4.92):

4
Z[S(r DG =16 - Y6 —1)] +2(5)Y(5)
=0

4—1r4—1r—-5s|4-r—s—-m

Z Sr—DYE)YmMYP)Y@—-—r—s—m—-—p)|=0
p=0
Desarrollamos la sumatoria interior de la ecuacién (4.121)

4
Z[S(r — D5 = 1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5)
r=0

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)
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Sr—DYE)YWYP)YB—r—s—p)
p=0

3
_|_
2-1-S§
+ Z Sr—1DYS)YR)YP)YR2—-1r—5—p)
p=0

r—

2.

1-7-s
+ Sr—1DYSYB)Ym®Y1l—-r—s—p)|=0 (4.122)
p=0

Aplicamos las condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacién (4.122):

Z[(S(r —1)(5 —1)(6 — )Y (6 — 1)] + 10Y(5)
=0

4 4-r|4-r-s

* z z Z Sr—=DYEY@P)YA -7 —5—p)

r=05=0| p=0

r—

2.

2-r-s
+ Sr—1DYS)YRQYP)YR2—-r—s—p)=0 (4.123)
p=0

Desarrollamos la sumatoria interna en la ecuacién (4.123):

K

—r

Sr—1DYO0)YP)YH4—-r—p)
0

4 4
Z[d(r DG =16 - Y6 —1)] +10Y(5) + Z
=0

r=0

p

3-r 2-1

+ Z 5(r—DYDYP)YB =1 —p) + Z 5(r— DYQYP)Y(2 =1 —p)
p=0 p=0

1-r 2-r

+ Z 5(r— DYRY @Y1 —r—p) + Z 5(r — DY(O)Y (Y (P)Y(2 — 7 — D)

p=0 p=0

1-r
+ Z sr—DYYQR)Y(P)YA —r — p)] =0 (4.124)
p=0
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Aplicamos condiciones y efectuamos la sustitucion Y (3) = 0 iniciales en la ecuacion (4.124)

4

4
Z[d(r —1)(5 = 1)(6 — DY (6 — )] + 10¥(5) + Z
r=0

r=0

4-r
D86 = DY@V -1 —p)
p=0

2-r 2-r
+ Z Sr—1DYQR)YP)YR—-r—p)+ Z Sr—1DYR)YP)YR—-r—p)| =0 (4.125)
p=0 p=0
Desarrollamos la sumatoria interna en la ecuacién (4.125):

2[5(1» —1)(5 = 1)(6 — P)Y(6 — )] + 10¥(5) + z 50— DY (@)Y (4 —p)
r=0

p=0

3 2 1
£ BA-DYIYG-p)+ ) 5@ - DYEY@-p)+ ) 53 =DV -p)

p=0 p=0 p=0

+ 80— DY@YEYE —p) + ) 61— DYDYV —p)

p=0 p=0

2 1
+ z 500 — DYR)Y(P)Y (2 —p) + z S(1-DYQYP)YA—p)=0  (4.126)

p=0 p=0

Aplicamos el teorema 5 en la ecuacién (4.126):

4 3
Z [6(r— 1)(5 —1)(6 — 1)Y(6 — )] + 10Y(5) + Z Y()Y(3 —p)
p=0

<
o

1 1
+ Z Y(2)Y()Y(1 —p) + z Y)Y (@)Y(1—p) =0 (4.127)

p=0 p=0

Simplificamos la ecuacion (4.127)

4 3
Z[S(r —1)(G-1)6-r)Y(6 -]+ 10Y(5) + Z Y)Y (3 - p)
p=0

r=0

1
12 Z Y(2)Y()Y(1 —p) = 0 (4.128)
p=0
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Desarrollamos las sumatorias en la ecuacion (4.128):
5(0-1DB)O}Y(6) +5(1-DHOGY(G)+62-DRMAYA) +6B -D(@EB)YQA)
+6(4 - 1)WY (2) + 10Y(5) + Y(0)Y(3) + Y(1Y(2) + Y(2)Y (1) + 2[Y (2)Y(0)Y (1)
Y(QY(DY(0)] =0 (4.129)
Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacién (4.129):
20Y(5) + 10Y(5) = 0
30Y(5) = 0

Y(5)=0

Aplicando la ecuacion (3.4) y los resultados obtenidos, tenemos que la solucion de la ecuacion
(4.91) es:

1 1
=1 —=x2 4+ —xt4..
y(x) 6x +30x +

La figura 6, muestra la diferencia entre la solucién analitica de la ecuaciéon (4.91) vy la solucion

encontrada aplicando el método de la transformacién diferencial (DTM).

.| ___ Solucién Analitica
Solucion mediante DTM

[T

-3 B! -1 0 1 2 3

-4

Figura 5. Solucidn analitica vs DTM para n=4
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4.6 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=5
Paran = 5, la ecuacion toma la forma

xy" +2y +xy°>=0 (4.130)

La solucidn analitica para esta ecuacién es:

1
=1-——2x8
y(x) = Vi

Aplicando DTM, que la transformacioén diferencial de la ecuacion (4.130) es:

k
Z[&(r —Dk—-r+Dk—-—r+2)Y(k—r+2)]+2(k+1DY(k+1)

r=0
k k-rk-r-sk-r-s—-mk-r—s—-m-p
+y z z 5(r = DYESY Y @Y (@Y k=7 —s—m—p—gq) =0
r=05=0 m=0  p=0 q=
(4.131)
Asignamos valoresde k =0,1,2,3y4
Efectuamos la sustitucion k=1 en la ecuacion (4.131):
1
Y B0 - D@ -G -IYE -] +22)Y(2)
=0
1 1-r1-r-s1-r—s-m|[1-7—s—m-p
+y > > 60— DYV Y @Y T —s—m—p—q)|=0
r=05=0 m=0 p=0 q=0
(4.132)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.132):

1
Z[S(r D2 =M@= PYB —1)] +4r(2)
=0

-1 1-s—r |1-r—s—-m

1
+Z Z 5(r — DY(SY YOV (YL —r—s—m—q)| =0 (4133)

r=0s=0 m=0 q=



Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacién (4.133):

1
Z[S(r D2 =M@ =PYB —1)] +4r(2)
=0

ilz”ir 1- TZS mS(r —DYEYmMY( QYA —r—s—m— q)} =0
7=05=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.134):

1
Z[s(r — DR =GB =1Y3-1)] +47Q2)
=0

Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacién (4.135):

1

Z[(S(r “ D2 =M@ =PYGB —1)] +4Y(2)

r=0

1 17 [1-r-s

DWADI 5<r—1>Y(s>Y(q>Y(1—r_s_q)] _ 0

r=05=0| g=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.139):

Z[S(r “ D2 -PNB=NYB 1) +4Y(2)

1 |1-

=0

q)

Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacion (4.137):

1

1
Z[6(r “ D2 =M@ -1YB-1r)]+12Y(2) + Z

r=0

45

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

1-
Z Sr—-DY(@QYy(1 —r— q)] =0
q=0

(4.138)
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.138):

1 1
Z[a(r D2 =M@ =PYB =] +4¥(2) + Z 50— DY (@Y (1 - q)

r=0 q=0
0
+ Z 5(1 = DY(Q)Y(—q) = 0 (4.139)
q=0
Aplicamos teorema 5 ala ecuacién (4.139):
1 0
Z [0 =12 =B =1)Y3B —1)] +4Y(2) + z Y(q)Y(=q) = 0 (4.140)
r=0 q=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacién (4.140):
S0-D2)AYB)+s1-1DMEY(R2)+4Y(2) +Y(0)Y(0) =0 (4.141)
Aplicamos teorema 5 y condiciones iniciales a la ecuacion (4.142):
2Y(2) +4Y(2)+1=0

6Y(2)+1=0
1
Y(2) = ~%

Efectuamos la sustitucion k=2 en la ecuacion (4.131):

2
Z[S(r CDB-PNE - PIYE -] +203)Y3)
=0

2-r2-r—-s2-r—s—-m|[2-T—-s—m-p
=0

£y D S - DYOYY Y @Y —r—s—m=p =)

r=05=0 m=0 p=0 q=0
(4.142)

Desarrollamos las sumatoria interior en la ecuacién (4.142):

2
Z[S(r “ DB =)@ - Y@ —1)] +6Y(3)
=0

2-r2-r—Ss|2-r-s-m

Z Sr—DYE)YmYO)Y(@QY2—-r—s—m— q)] =0 (4.143)
a=0
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Aplicamos las condiciones iniciales a la ecuacién (4.143):

2
Z[S(r “ DB =)@ - Y@ —1)] +6Y(3)
=0

2=1r2-r—-S|2—-r—s—m

iz Z Z Sr—DYEYMY(@QYR2—r—s—m— q)‘ =0 (4.144)
r=0s=0

Desarrollamos las sumatoria interior en la ecuacion (4.144):

2
Z[6(r — DG =P —1Y4—1)] +6Y(3)

2 2-r|2-r-s
+ z z z 5(r— DY (S)Y(O)Y QY2 -1 — 5 — q)] — 0 (4.145)

r=05=0| g=0

Aplicamos el teorema 5 a la ecuacion (4.145):

Z[(S(r — DG =1 — Y4 —1)] +6Y(3)
=0

r=05=0| g=0

2 2-r|2-1r-s
+ z z z 5(r — DY(SY (Y2 =7 — 5 — q)] — 0 (4.146)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.146):

2 2
Z[d(r CDB-ME - —1)] +6Y(3) + z

r=0 r=0

Z 5Gr— DY ()Y (@)Y (2 -7 — q)] —0

q=0
(4.147)

Aplicamos las condiciones iniciales a la ecuacién (4.147):

2

2
Z[s(r “ DB =@ - Y@ —1)] +6Y(3) + Z

r=0

2_
Z S(r—DY(QY (2 -7 — q)] —0 (4148)
q=0
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.148):

2 2
Z[a(r “ DB =)@ - Y@ —1)] +6Y(3) + Z 50— DY (Y2 - )

r=0 q=0
1 0
+ Z 5(1—DY(@QY(—q) + Z 52 — DY (@)Y (~q) = 0 (4.149)
q=0 q=0
Aplicamos el teorema 5 a la ecuacién (4.149):

2 1

Z[a(r — DB =P - Y4 —1)]+6Y(3) + z Y@QY(1—q)=0  (4150)
r=0 q=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacién (4.150):
§0-1D)BR)MAWYW+51-1DABYRBR)+62-1DMRY(2)+6Y(3) +Y(0)Y(1)

+Y(1)Y(0) = 0 (4.151)

Aplicamos el teorema 5 a la ecuacién (4.151):
6Y(3)+6Y(3) =0
12Y(3) =0
Y(3)=0

Efectuamos la sustitucion k=3 en la ecuacion (4.131):

3
Z[S(r DU =1 - Y (G —1)] + 2(4)Y (4)
=0

3 3—-r3-r-s3-r—s-m|[3-T—-s-m-p
Y > 8- DYOYYY@YG-r—s—m-p-q) [=0
r=05=0 m=0 p=0 q=0
(4.152)

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacion (4.152):

3
Z[S(r — D& -1 - 1Y -] +8Y(4)
=0



3 3-r3-r—s|3-r—=s—-m

ZZ Z Z 5(r — DY ()Y Y)Y (OYB -7 —s—m—q)
q=0

r=0s=0 m=0

2—-r—s—m
Sr—DYE)YMYD)Y(@QYR—-r—s—m—q)
q=0
1-r—s—-m
+ Z 5Gr— DY (S)Y MY QY(@QYA -1 —s—m—q) | =0
q=0

Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacion (4.153):

3
Z[s(r — 1)@ =1)(5—1)Y(E —1)] +8Y(4)
=0

3 3-r3-r—s|3—-r—s—-m
+ z z z 5(r— DYV MY (@Y B -1 -5 —m—q)
r=05=0 m=0 | q=0
+ z 5(r— DY (SYmYR)Y (YA =7 —s—m—q) | =0
q=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.154):

3

Z[(S(r — D@ =15 =Y —1)] +8Y(4)

—r

2-7r-s
+ Sr—DYE)YWY(@QQY2—-r—s—q)
q=0

1-r—s
* Z Sr—DYEOYRY(@QYA—r—s—q)
a=0

1-r-—s
+ Z 5(r — DY(SYOYRY (YL -1 —s—q) | =0
q=0
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Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacién (4.155):

3
Z[S(r — D& =15 =Y =) +8Y(4)
r=0

3—=1r|3-r-s

+Z:)Z) Z Sr—DYSY(@QYB-1r-5s-q)

q=0

r—

1-— S
+ z 5(r— DY ()Y QY (YA -7 -5 —q)
q

=0

r—

2,

1-r—s
+ Sr—DYS)YRQY(@QY1—r—-s—q) [=0 (4.156)
q=0

Simplificamos la ecuacion (4.156)

3
Z[(S(r — 1)@ =1)(5—1Y(E — )] +8Y(4)
r=0

3 3-r[3-r-s

+z z Z Sr—=DYEY(@QYB-r—s5—q)

r=05=0| g=0

1-r-s
42 z 5(r— DYSYQY(@QY(1—r—s—¢q) | =0 (4.157)
q=0

Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.157):

3
Z[S(r — D@ —1)E =Y —1)] +8Y(4)
=0

3 3-r

2-1
+Z Z 5 —DYO)Y(QOYB -1 —q) + 2, 5= DYDY QY2 -7 —q)

=0 | q=0

1-r 1-r
+ Z 5 — DYQY(@Y(1 =7 —q) +2 Z 8(r— DY(OY Y (YA —7—¢q) | =0
q=0 q=0

(4.158)
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Aplicamos condiciones iniciales a la ecuacién (4.158):

3
Z[S(r — D& =15 =Y =) +8Y(4)
r=0

3 = 1-r
+ TZO ;6@ -DY(@QYB-r—¢q) + ; Sr—DYQR)Y (@Y1 —r—q)
1-r
+2 Z 5 —DY@QY(QY(A—r—q) | =0 4150
q=0

Desarrollamos las sumas interiores en la ecuacion (4.159):

3 3
Z[6(r - 1@ -rG-rYG-r)]+8Y4) + z 5(0-1Y(@Y(B—-q)
=0 q=0
2 1 0
+Y 61 -DY@Y@ -9+ Y 5@ -DY@YA -+ ) 63— DY (@Y (-0
q=0 q=0 q=0

1
+ z 5(0—-1DYQRY(QY(1-q)

q=0

0 1
£ 601 - DY @Y (@Y (—q) +2 (qz 50 - DY@Y (@Y - )

q=0

0
+ Z 5(1 = DY @)Y (QY (=) > =0 (4.160)

q=0

Aplicamos el teorema 5 a la ecuacion (4.160):

3 2
Z[S(r — D@ —-1) - Y -] +8Y(4) + Z Y(QY(2 - q)
r=0 q=0

0 0
+ D YV @Y(-q) +2 ) Y@Y(@Y(=g) =0 (4.161)
q=0 q=0
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Simplificamos la ecuacion (4.161):

3
Z[S(r — D& =15 =Y =) +8Y(4)
r=0

2 0
F DV @YC— @ +3 ) Y@Y@Y(-q) =0 (4.162)

q=0 q=0

Desarrollamos las sumatorias de la ecuacion (4.162):

§O-D@WGEYGE)+61-DBRIM@YH) +62-1D(R)BYB) +63B - DMI)Y(2)

+8Y(4) +Y(0)Y(2) + Y(1Y(1) + Y(2)Y(0) + 3Y(2)Y(0)Y(0) =0 (4.163)
Aplicamos el teorema 5 y las condiciones iniciales a la ecuacion (4.163):
12Y(4) +8Y(4)+Y(2) +Y(2)+3Y(2) =0 (4.164)
Simplificamos la ecuacion (4.164)
20Y(4) +5Y(2) =0 (4.165)

Efectuamos la sustitucion Y(2) = —éen la ecuacion (4.165):

20Y(4) +5 (— %) =0
20Y(4) —g =0
20Y(4) = 2

5
Y =135

Y(4) = %

Efectuamos la sustituciéon k=4 en la ecuacion (4.131):

4
Z[S(r — DG =16 - 1Y (6 —1)] + 2(5)Y(5)

r=0

4—14—r—s4—r—s—m [4-T—s-m-p

> 8- DYV YV @Y - —s—m-p—g)| =0

r=05=0 m=0 p=0 q=0

(4.166)
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Desarrollamos la sumatoria interior en la ecuacién (4.166):

4
Z[S(r — (5 =1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5)
=0

+ Z Z Z 50— DY (SY Y P (QY (& -7 —s —m—q)

3-r—s-m

+ Z 5(r — DY(SY YDV (QYB -7 — 5 —m — q)
q=0

2—-r—s—m
+ Z 5(r — DY(S)Y Y QY (Y2 -7 —s —m —q)
q=0
+ z 5(r — DY (Y (mYB)Y (YL 1 —s—m—q)| = 0 (4.167)
q=0

Aplicamos condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacién (4.167)

4
Z[(S(r —1)(5 = 1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5)
=0

+z z 5 — DY (Y (Y)Y (Y4 -1 — 5 —m — q)

2-r—s—-m
+ Z Sr—DYE)YmMYR)Y(@QYR—-r—s—m—q)| =0 (4.168)
q=0

Desarrollamos las sumatorias interiores en la ecuacion (4.168):

4
Z[S(r — (5 = 1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5)
=0
4 4-r[a-r-s

YD1 80 - DYEOYOY Y @Y E—T -5 - )

r=05=0| g=0

3—-r-s
+ )86 = DYEYDY V@Y G =1 —5- )
q=0
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+ 80— DYV QY PY @Y 27 =5- )
=0

1-r-s

+ Z 5(r — DY(SYRYPY( QY1 —r—s—q)| =0 (4.169)

Aplicamos condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacion (4.169)

Z[s(r —1)(5 =1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5)
=0

4 4-r |4-r-s

* z z z =YY@ QY@ —1—5—q)

r=05=0| g=0

+ z Sr—0DY)YRQYMY(@QYR2—-—r—s— q)] =0 (4.170)
=0

Desarrollamos las sumatorias interiores en la ecuacion (4.170):

4-r

Z 50— DYOY DY @Y (4 -7~ )

4 4
z [6(r — 1)(5 —1)(6 — 1)Y(6 — )] + 10Y(5) + z

r=0

+ 60 - DYMYY@YB =7 =)+ ) 86— DY@Y@Y(@YZ -7 - q)

q=0 q=0

1-r 2-r
£ 60 = DYRY V@YU =1 = )+ ) (= DYOYRY ¥ @Y 2 -7~ )
q=0 q=0

+ Z Sr—1DYYQR)YP)Y(QY(d —r— q)] =0 (4.171)

q=0
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Aplicamos condiciones iniciales y efectuamos la sustitucion Y(3) = 0 en la ecuacién (4.171):

4

Z[d(r 15 =16 - 1)Y(6 — )] + 107 (5) + Z

=0 r=0

S

-r

Sr—-DYPY(@@Y@4—r—q)
0

q
2-r 2-r

+ Z Sr—DYRQYP)Y( QY2 —-r—9q) + Z Sr—DYR)YPY(@YQ2 -1 - q)‘ =0
q=0 q=0

(4.172)

Simplificamos la ecuacion (4.172):

4

2[6(7" —1)(5 = 1)(6 — )Y (6 — )] + 10Y(5) + z
r=0

r=0

IS

-r

Sr—-DYPY(@QY@4—r—q)
0

q

42 z 5(r— DYDY P)Y (@Y (2 -7 — q)] =0 (4.173)

q=0

Desarrollamos las sumatorias interiores en la ecuacién (4.173):

4 4
Z[a(r — 1) =1)(6—1)Y(6 —1)] +107(5) + z 50— DY(PIY(QY 4 - q)

r=0 q=0
3 2
£ 61— DYOY@YGB - + ) 62— DYV @Y (2 - )
q=0 q=0
1
+) 83 - DY@Y(@Y( - q)

q=0

0 2
+ )80 - DY@V (@V(—g) +2 (Z 50 - DY @Y PV (@Y~

q=0 q=0

1 0
+ Z SA-DYQYP)Y (@Y1 —q) + Z 52— 1)Y(2)Y(p)Y(q)Y(—q)> =0 (4174)
q=0 q=0
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Aplicamos el teorema 5 a la ecuacién (4.174):

4 3
D60 =15 =16 =Y 6 -]+ 10V () + ) YRV (@YG - )
r=0 q=0

1
+2 ) YQQY(P)Y(@QY(1—¢q) =0 (4.175)
q=0

Desarrollamos las sumatorias en la ecuacién(3.6.46):
5(0—-1)(G)(6)Y(6) +6(1 - DBV () +6(2-1DBI@Y(A) +5B - 1)(2B)Y(A)
+5(4 - DD @)Y (2) +Y(O)Y(0)Y(3) + V(DY (DY (2) + Y (Y (Y (1) + Y)Y (3)Y(0)
+2[Y(2)Y(0)Y(0)Y(1) + Y(2)Y(1)Y(1)Y(0)] = 0 (4.176)
Aplicamos el teorema 5 a la ecuacion (4.176):
20Y(5) = 0
Y(5)=0

Aplicando la ecuacién (3.4) y los resultados obtenidos, encontramos que la solucion de la ecuacidn
(4.130) es:

1 1
— 43 46 ...
yx)=1 6x +2x+

La figura 6 muestra la aproximacion entre la solucién analitica y la solucion hallada mediante DTM

_Solucién analitica
Solucion DTM

05

=25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

Figura 6. Solucidén analitica vs DTM para n=5



CAPITULO 5

DESCRIPCION DEL METODO DE DESCOMPOSICION DE ADOMIAN
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Este método se aplica para la solucion de ecuaciones diferenciales de la forma
Fu=g (5.1

donde F representa un operador diferencial no lineal que contiene términos lineales y no linealesy g
es un funcién cualquiera en términos de las variables independientes.

El método de descomposicién de Adomian consiste en descomponer la parte lineal de F en L + R,
donde L es un operador invertible que corresponde a la derivada mas alta, y R corresponde al resto
del operador. La ecuacién (2.1) se escribe de la forma:

Lu+Ru+Nu=g (5.2)
donde Nu representa los términos no lineales.
Solucionando para Lu, la ecuacién (2.2) toma la forma
Lu=g—Ru— Nu (5.3)
Aplicando el operador inverso en ambos lados tenemos que:
L (Lu) = L7 (g) — L"*(Ru) — L™*(Nw) (5.4)
El método de descomposicion de Adomian permite hallar una solucién en serie de la forma:
= z w, (5.5)
n=0

Este método nos permite descomponer el término no lineal Nu en una serie de polinomios de la
forma:

Nu = i A, (5.6)
0

donde A,, representa los polinomios de Adomian, los cuales se pueden ser calculados mediante la
siguiente ecuacion de recurrencia:

1[am (<,
Anza WN ZA Uu; (57)

0 A=0
Donde A es un parametro.

Para el cdlculo de los polinomios de Adomian, se aplicé un algortimo que presentamos a continacion,
y que permite calcularlos de una manera sencilla, dicho algoritmo es el siguiente:

Ao = N(yo)



Ay = y1N'(yo)

1
Ay = y,N' (yo) + EJ’fN”(J’o)

1
Az = y3N' (yo) + y1¥2N" (o) + 53’131\/”'(3’0)
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CAPITULO 6

SOLUCION DE LA ECUACION DE LANE-EMDEN MEDIANTE EL
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2dy
x dx

2
El problema de valor inicial a solucionar es %+ +y™" =0, sujetoay(0) =1y y'(0) =0
Aplicaremos el Método de Descomposiciéon de Adomian para la solucion de este problema.

6.1 Solucion de la ecuacién de Lane-Emden para n=0

Para el valor n=0, la ecuacién de Lane-Emden toma la forma:

d’y 2dy
—4+—-—4+1=0 6.1
dx? +xdx * (6.1)
Para esta ecuacidon tenemos que:
d d
L() = —2—( 2—) : 2
()xdxxdx() (6.2)
d’y 2dy
L(y) =—=+=—= :
2 dx? + xdx (6:3)
De la ecuacion (6.1) tenemos que:
Ny =
Definimos el operador inverso como:
X X
L) = f x_zf x?()dxdx (6.4)
0 0

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, podemos hallar los polinomios de Adomian con la
siguiente formula de recurrencia:

yi = — [ x2([F x? Ay d) dx (65)

Asignamos los valoresi =1,2y 3
Efectuamos la sustitucion i = 1

Hallamos Ay:

A1 =4y
Ap = N()’o)
AO = 1

Aplicamos la formula (6.5):

y,=— foxx‘z(foxszodx)dx (6.6)



Sustituimos A, en la ecuacién (6.6) e integramos:
X -2 X 2
Y1 = —fo x (fo x%(1)dx)dx
y=— f:x‘z(f(fxzdx)dx
3
e (e

1
Y1 = —gf(fxdx

V1= _%xz
Efectuamos la sustitucion i = 2
Hallamos Aj:
A1 =4
Ay =y1N'(yo)
A = —%xZ%[lh
Ay = —-x*[0];
A =0

Aplicamos la formula (6.5):
Y, = — f;cx_z(fgcszldx)dx

Sustituimos A; en la ecuacion(6.7)

Y2 =— foxx—z <f0xx2(0)dx> dx

Efectuamos la sustitucion i = 3

Hallamos A,:

1
Ay = y,N'" (yo) +§J’12N”(J’o)

(6.7)
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d 1/ 1 \* d?
A2=(0)a[1]1+ (__xz) —— 1

21\ 6

d 1/ 1\
Ay = O [ +5(-25) ©

Az = O
Aplicamos la férmula (6.5):
y3 = —foxx‘z(fgcszzdx)dx

Sustituimos A, en la ecuacion (6.8)

Y3 =— foxx_z (foxxz(O)dx> dx

y3=0
Tenemos que la solucién de la ecuacion (6.1) tiene la forma:

yX) =yo+yi ty, +ys+--

63

(6.8)

(6.9)

Sustituyendo los anteriores resultados en la ecuacion (6.9) obtenemos la solucidn de la ecuacion

(6.1):
1
=1—-—x2
y(x) o X
6.2 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=1

Para el valor n=2, la ecuacién de Lane-Emden toma la forma:

d*y 2dy

-7 =0
dx? xdx+y

Para esta ecuacidon tenemos que:

-

2dy
x dx

d2
Ly) = d—szl +
De la ecuacion (6.10) tenemos que:

Ny)=y

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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Definimos el operador inverso como:
L ()= f;cx‘2 f;cxz(.)dxdx (6.13)

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, podemos hallar los polinomios de Adomian con la
siguiente formula de recurrencia:

yi = — f:x‘z(f;xzfli_ldx)dx (6.14)

Asignamos los valoresi =1,2y 3

Efectuamos la sustitucioni = 1

Hallamos Aj:
Ai—1 =4
Ao = N(yo)
Ay =1
Aplicamos la férmula (6.14):
yi = — f;cx_z(f;cszodx)dx (6.15)

Sustituimos A, en la ecuacion (6.15) y desarrollamos las integrales:
— X =2((*,2
yi=—J, x (fo x?(1)dx)dx
V.= —foxx_z(foxxzdx)dx
3
n=-f e

1
Y1 = —gfoxxdx

Y1 = _%xz
Efectuamos la sustitucion i = 2
Hallamos Aq:
A4 =4,
Ay =y1N'(yo)
A = _lxz d [y]1

6~ dx



Aplicamos la férmula (6.14):

V2

1
A1 = _gxz(l)

= — [, x72(fy x*Ardx)dx

Sustituimos A; en la ecuacidn (6.16) y desarrollamos las integrales:

Y2

e (e () o)

y2 = ¢ Jo 7 (Jy x* dx)dx

Y2

V2

V2

V2

1 x5 (x5
=1l (5)ax
= 3—10f(;cx_2(x5)dx
_1mx 3
=5 J, ¥dx

=% (%)
T30\

1 .4

Y2 =130%

Efectuamos la sustitucion i = 3

Hallamos A,

Aplicamos la formula (6.14):

Aio1 =4y

(y1)?
2!

Ay =y,N'(yo) + N"(yo)

1

o), + 5L o),

1

A, = —
27 120

ys = — fo x72(f; x2Aydx)dx

65

(6.16)

(6.15)
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Sustituimos A, en la ecuacién (6.15) e integramos y obtenemos:
X X 1
— -2 2(__— .4 d d
Y3 fox (fox (120x) x> X
1 —
y3 = _Fof;x 2(f§x6dx)dx

v ==y (5) x

_ 1 x5
y3 = 840foxdx
_ 1 6

Y3 = T5000*

Tenemos que la solucién de la ecuacion (6.10) tiene la forma:
vy =yo+y1+y:+ys3.. (6.16)

Aplicando los anteriores resultados y las condiciones iniciales en la ecuacion (6.16) tenemos que la
solucién de la ecuacion (6.10) es:

1 1 1
y(x) = 1—gx2+ x*

_ 6 4 ...
120° “s040” T

6.3 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=2

Para el valor n=2, la ecuacién toma la forma:

2
¢y 24y a2 (6.17)

dx? = xdx

Para esta ecuacion tenemos que:

LO=x?2(x22) () (6.18)
L(y) = %%Z—z (6.19)

De la ecuacioén (5.3.1) tenemos que:

Ny = y?

Definimos el operador inverso como:
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L ()= f;cx‘2 f;cxz(.)dxdx (6.20)

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales podemos hallar los polinomios de Adomian con la
siguiente formula de recurrencia:

yi = — f;x‘z(f:xzfli_ldx)dx (6.21)
Asignamos los valoresi =1,2y 3

Efectuamos la sustitucion i = 1

Hallamos A4,
Ai-1 = A
Ao = N(yo)
Ay =1
Aplicamos la férmula (6.21):
yi = — f;cx_z(f(fszodx)dx (6.22)

Sustituimos Ag en la ecuacién (6.22) e integramos:
— X =2((*,2
yi = — Jy x72(J; x*(1dx)dx
y1 = — fy x72(fy x*dx)dx
3
yi=—fyx (5)ax

1
Y1 = —gfoxxdx

V1= —% 2
Efectuamos la sustitucion i = 2
Hallamos A;
A1 =4
Ay =y1N' (o)

1 d
A = —gxza[yzh

1
A = —gxz[ZJ’h



Aplicamos la férmula (6.22):

vy = — fo x72( [y x2Ardx)dx

Sustituimos A, en la ecuacion (6.23) e integramos:

y, = éfoxx‘z(f(fx“ dx)dx

= () o

1

Yy = —Sfoxx_z(xs)dx

Y, = isfoxx3dx
y2=15(%)

_ 1 4
Y2 =X

Efectuamos la sustitucion i = 3

Hallamos A,

Ao =4y
_ [ (J’1)2 "
Ay = y,N'(yo) Rieran N"(yo)

— 1 (a2 W? apr 2
A =y N'(y*) +=-N"(y*)

1.2 2
Ay = %x4[ZY]1 +%[2]1

68

(6.23)
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11
Ay = = x*
180

Aplicamos la férmula (6.22):

s = = Jy x72(Jy x*Apdx)dx (6.24)

Sustituimos A, en la ecuacién (6.24) y desarrollamos las integrales.

— foxx‘z (f;c x? (%x“) dx) dx

V3 =

y3 = —% ;Cx‘z(fgcx%x)dx
T CLE

y3 = —% ;stdx

Y3 = —%x(’

Tenemos que la solucién de la ecuacion (6.17) tiene la forma:

y&) =yo+y1+y,+ys+-- (6.25)
Sustituyendo los anteriores resultados y las condiciones iniciales en la ecuacidn (6.25), tenemos que
la solucion de la ecuacion (6.17)es:

1 1 11
=1-——x2+4+—x*—
y() 6% T60* 7560

6.4 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=3
Para el valor n=3, la ecuacién toma la forma:

2
L4224 y3=0 (6.26)

dx? = xdx

Para esta ecuacidon tenemos que:

LO=x72(x22) () (6.27)
L(y) =22 4 29 (6.28)

dx? = xdx

De la ecuacion (6.26) tenemos que:

Ny =y



Definimos el operador inverso como:

L ()= f;cx‘2 f;cxz(.)dxdx
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(6.29)

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales podemos hallar los polinomios de Adomian con la

siguiente formula de recurrencia:
X X
Vi = _fo x 2(f0 xZAi—ldx)dx
Asignamos los valoresi =1,2y 3

Efectuamos la sustitucion i = 1

Hallamos A,
Ai-1 = A
Ao = N(yo)
Ay =1

Aplicamos la ecuacidn (6.30)

yi = —fox x‘z(f(fxz/lodx)dx

Sustituimos A, en la ecuacion (6.31) y desarrollamos las integrales:

Y1 = —fox x~? <f0xx2 (1)dx> dx

V.= —foxx_z(foxxzdx)dx
3
Y1 = _foxx_z (x?) dx

1
Y1 = —gfoxxdx

V1= —% 2
Efectuamos la sustitucion i = 2
Hallamos A;
A1 =4,
Ay =y1N' (o)
A = —= 21[)’3]1

(6.30)

(6.31)
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Ay = —-x*[3y?];
Ay = —2x?[3]
A = —=x?
Aplicamos la férmula (6.31):
Y, = — f;x‘z(f(fxzflldx)dx (6.32)

Sustituimos A; en la ecuacidn (6.32) y desarrollamos las integrales:
y, = —foxx‘z (f;cxz (—%xz) dx) dx
y, = %foxx‘z(fgcx“ dx)dx
5
v =3l 17 (%) dx
yZ = 1—10foxx_2(x5)dx
_1x 3
Y, = Efo x3dx

7 =5 (5)

Y2 = ﬁx‘l
Efectuamos la sustitucion i = 3
Hallamos A,

Ai-1 =4

_ I (Y1)2 "
Ay = y,N'(yo) LT N"(yo)
_ 1(~,3 W2 i 3
A =y N'(y°) + = -N"(y%)

()

2!

Ay = —x*[3y%]; + 631

Ay = —x*[3] + # [6]

_ 3.4, 1 4
A2—40x +72x [6]
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3 1
A, = —x* + —=x*

40 12
— 19 4
A2 = 7o
Aplicamos la férmula (6.31):
y3 = — f:x‘z(fgcszzdx)dx (6.33)

Sustituimos A, en la ecuacién (6.33) y desarrollamos las integrales:

y3 = — foxx‘z (f;cxz (%x“) dx) dx

y3 = —% x72(fy xOdx)dx

=l ()

“ 12070
X
y3 = —— [~ x5dx

V3=~ X

_ 19 x6
Y3 = T 5040

La solucidén de la ecuacién (6.26)tiene la forma:
yx) =yo+yi+y:+ys+- (6.34)

Sustituyendo los anteriores resultados y las condiciones iniciales en (6.34) tenemos que la solucién
de la ecuacién (6.26)es:

1 1
x)=1--x>+—x*- X%+
() 6" "20" T 5040
6.5 Solucion de la ecuacion de Lane-Emden para n=4
Para el valor n=4, |la ecuacién de Lane-Emden toma la forma:
@y 24y a4
Tz + S +y*=0 (6.35)
Para esta ecuacion tenemos que:
— 24 ( 24d
L O=x22(2)() (6.36)

2
L) =5+ (6.37)
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De la ecuacion (6.37) tenemos que:
Ny =y
Definimos el operador inverso como:
L) = f:x‘z f:xz(.)dxdx (6.38)

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales podemos hallar los polinomios de Adomian con la
siguiente formula de recurrencia:

yi = — f;x‘z(fgcszi_ldx)dx (6.39)
Asignamos los valoresi = 1,2y 3

Efectuamos la sustitucion i = 1

Hallamos 4,
Ai—1 =4y
Ao = N(yo)
Ag=1
Aplicamos la férmula (6.39):
yi == Jo x7*(J; x*Agdux)dx (6.40)

Sustituimos A, en (6.40) y desarrollamos las integrales:

X X
Yy = —f x~? <f xz(l)dx> dx
0 0
V.= —foxx_z(foxxzdx)dx
3
yi=— foxx_z (x?) dx
1
y; = —gfoxxdx
1
Yi=—¢ 2
Efectuamos la sustitucion i = 2

Hallamos A,



Ay =y1N'(y0)

A - 1 ,d
1= 6xdx

[)’4]1

1
A = —gx2[4y3]1

2
A =—=-x
1 3

Aplicamos la férmula (6.39)

Y, = —foxx‘z(fgcszldx)dx

Sustituimos A; en (6.41) y desarrollamos las integrales:

X X 2
Y, = —f x™2 <f x? (——xz)dx> dx
0 0 3

o =[xt xt d)dn

v =2 () ax
Y2 = = [y x 2 (x%)dx
Y, = %fox x3dx

v =2(%)

Y2 = ~xt

30

Efectuamos la sustitucion i = 3

Hallamos A,

A =4y

_ I (Y1)2 "
Ay = y,N'(yo) +5N (o)

— 1 (a4 W? apr 4
Az =y N' (") + = -N"(y*)

1

ey
Ay = 0x4[4y3]1+ e [12y2]4

T 30 2!

_1.2)?
Ay = =x*[4] +#

[12]

(6.41)
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15 72
Ay = 1—25x4 + %x‘*
3
Az = 1_0x4
Aplicamos la férmula (6.39):
y3 = — f:x‘z(f:xzflzdx)dx (6.42)

Sustituimos A, en (5.5.7) y desarrollamos las integrales:
X  _ X 3
y3=—J, x7* (fo x? (Bx“) dx) dx

y3 = —%fgx‘z(fgx%x)dx

v =il a 7 (5) ax

3 X 5
=—=—|"xdx
y3 70.[0
_ 3 .6
Y3 = "%
_ 1 .6
Y3 = "120*

La solucién de la ecuacién (6.35)tiene la forma:
y@) =yo+yi+yz+ys+- (6:43)

Sustituyendo los anteriores resultados y las condiciones iniciales en (6.43), tenemos que la solucién
de la ecuacidn (6.35) es:
1 1

1
:1__2+_ 4 _ _6+
y() 6* T30° 140"

6.6 Solucidn de la ecuacién de Lane-Emden para n=5

Para el valor n=5, la ecuacién de Lane-Emden toma la forma:

d%y 2dy

dx2 = xdx

+y°=0 (6.44)



76

Para esta ecuacidn tenemos que:

LO=x22 (L) () (6.45)
Ly) = L2 4 2% (6.46)

dx? = xdx
De la ecuacion (5.6.1) tenemos que:

Ny =y
Definimos el operador inverso como:
L) = f;cx‘z f;cxz(.)dxdx (6.47)

Teniendo en cuenta Las condiciones iniciales podemos hallar los polinomios de Adomian con la
siguiente formula de recurrencia:

yi = — f;x_z(f(fszi_ldx)dx (6.48)

Asignamos los valoresi = 1,2y 3

Efectuamos la sustitucion i = 1

Hallamos A,
Ai—1 = Ao
Ay = N(yo)
Ap=1
Aplicamos la férmula (6.48):
yi = — f;cx_z(f(fszodx)dx (6.49)

Sustituimos Ay en (6.49) y desarrollamos las integrales:
— X =2((%,2
yi=—J, x (fo x%(1)dx)dx
y, = —foxx‘z(foxxzdx)dx
3
V1= _foxx_z (x?) dx
Y1 = —§f0x xdx

1.2
=—=x
Y1 P



Efectuamos la sustitucion i = 2

Hallamos A,
Ai-g =4
Ay = y1N'(yo)
A = _é 2%[)’5]1
Ay = ——x*[5y*],
A = —>x?

Aplicamos la férmula (6.48):
y, = —f(fx_z(f;cszldx)dx
Sustituimos A; en (6.50) y desarrollamos las integrales
y, = —foxx_z (f;cxz (—gxz) dx) dx
y, = zfgx_z(foxx“ dx)dx
=2 (e
Y2 = = Jo x2S dx
Y2 = 3—50f0xx3dx
7 =5(5)
Y2 = ix‘}
Efectuamos la sustitucion i = 3

Aoy = Ay
2
Ay = y,N'(yo) + %N”(J’o)

2
Ay = y,N' (%) + ZE N (y5)
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(6.50)



(=) 2)2
A, = —x*[5y*]; +—=—=—[20y%]
()
A, [5] + = [20]
5 1
A, =X tox [20]
5 5
A, = ﬁx‘* +Ex4
35
A2 == Ex‘l-

Aplicamos la férmula (6.48):
y3 = —foxx‘z(fgcszzdx)dx
Sustituimos A, en (6.51)y desarrollamos las integrales:
y3 = —foxx_z (f;cx (35 4)dx)d

Y= —2xt x72(f) xOdx)dx

V3 =~ 2 4f ()

35 X 5
=—— | "x>dx
V3 504 20
35 ¢
=——x
V3 3024
5 .6
=——x
Y3 432

La solucidén de la ecuacién (6.44)tiene la forma:

yx) =yo+y; +y, +ys +
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(6.51)

(6.52)

Sustituyendo los anteriores resultados y las condiciones iniciales en (6.52), tenemos que la solucién

de la ecuacidn (6.44) es:

=1 1 +1 > 6 4.
yix et t23* ~@2”
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En este trabajo presentamos las propiedades y teoremas mds importantes del Método de
Transformacion Diferencial y el Método de Descomposiciéon de Adomian y la aplicacidn de ellos en un
problema de la astrofisica.

Comparamos graficamente las soluciones obtenidas por el Método de Transformacién Diferencial
con las obtenidas mediante métodos analiticos lo que permite observar la efectividad del DTM.

Presentamos la solucién paso a paso de la ecuacién de Lane-Emden para diferentes valores
politropos, lo que hace de este trabajo un material de consulta para futuras investigaciones y el
disefio de programas computacionales adecuados para solucionar problemas con cada uno de los
dos métodos aplicados en este trabajo.
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