UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE PEREIRA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS Y FiSICA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS

AR \iversidad
’ |' Tecnoldgica

de Pereira

PROYECTO DE GRADO

USO DE GEOGEBRA PARA AFRONTAR OBSTACULOS
EPISTEMOLOGICOS EN EL APRENDIZAJE DEL
CONCEPTO DE LIMITE DE UNA FUNCION EN EL
CURSO DE MATEMATICAS 1 DE LA UNIVERSIDAD
TECNOLOGICA DE PEREIRA

AUTORES: LUIS ANGEL MONTOYA SUAREZ
ALEJANDRO DIiAZ LLANO
DIRECTOR: CARLOS ALBERTO RODRIGUEZ VARELA

14 de junio de 2016






Indice General

Indice General
Introduccién
1. TITULO

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1. SITUACION DEL PROBLEMA . . . . . . ... ... ... .......
2.2. FORMULACION DEL PROBLEMA . . ... ... ... ........

3. JUSTIFICACION
4. HIPOTESIS

5. OBJETIVOS
5.1. OBJETIVO GENERAL . ... .. .. ... . ... . ... .....
5.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS . . . ... ... ... ... .. ... ...

6. MARCO DE REFERENCIA

13

13

15
15
17

19

21

23
23
23

25



6.1. MARCO DE ANTECEDENTES . . .. ... ... . ......... 25

6.2. MARCO CONCEPTUAL . . . . . .. .. . ... 27
6.3. MARCO TEORICO . . . ... ... 28
6.4. MARCO DEMOGRAFICO . .. ........ . ............ 30
6.5. MARCO GEOGRAFICO . ... ... ...... ... .. ....... 31
. METODOLOGIA 33
7.1. OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS . . . .. ... ... ....... 33
7.2. PRUEBA INICIAL . . . .. . . . . o o 35
7.3. CONSTRUCCIONES EN GEOGEBRA . . .. ... ... ....... 36
7.3.1. Caracteristicas de GeoGebra . . . . . . . ... ... ... 38
7.3.2. Concepto Intuitivo . . . . . . .. .. ... L. 39
7.3.3. Definiciéon Formal . . . . . . . ..o o000 43
7.3.4. Limites Laterales . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 43
7.3.5. No Existencia del Limite de una Funcién . . . . . .. .. .. .. 43
7.3.6. Limites al Infinito y Limites Infinitos . . . . . . ... .. .. .. 45
7.3.7. Limites Trigonométricos . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 45
7.3.8. Propiedades de Limites . . . . . . .. .. .. ... ... ..... 47
7.3.9. Continuidad . . . . . .. .. L Lo 48
7.3.10. Teorema de Valor Intermedio . . . . .. .. .. ... ... ... 48

74. PRACTICADE AULA . . . .. .. ... 51
7.4.1. Obstaculos y Construcciones . . . . . . . . . ... ... ..... 51
7.4.2. Definiciéon Formal . . . . . . .. ..o oo 56

7.5. PRUEBA FINAL . . . . . . . . . e 57
7.6. ENCUESTA . . . . . e 60



8. ANALISIS 63

8.1. RESULTADOS . . . . o o 63
8.2. ANALISIS DE LLOS RESULTADOS . . . . . . . o e 65
8.2.1. Prueba lInicial . . . . . . . . . . . 66

8.2.2. Prueba Final . . . . . . . . . . . .. 70

8.3. ENCUESTA . . . . . o o 73

9. CONCLUSIONES 77
10.RECOMENDACIONES 79
BIBLIOGRAFIA 81
APENDICES 85
A. PRUEBA INICIAL 85
B. PRUEBA FINAL 87
C. ENCUESTA 89






QQuiero hacer un reconocimiento a todas aquellas personas que han contribuido en la
formacién profesional y humana a lo largo de este camino, tanto en los salones de clase
como fuera de ellos; la paciencia, los desvelos, el amor, el apoyo en las adversidades,
dando siempre el impulso para seguir adelante.

A todos aquellos a quienes he conocido, aprecio y admiro, de quienes he recibido grandes
lecciones.

En particular a:

Dios, por permitirme el suficiente entendimiento y concederme salud para poder dis-
cernir y disfrutar estos momentos.

Dora Inés, mi esposa, pues sin el amor, carino y apoyo, seguramente hubiera perdido el
camino.

Luis Alberto Estrada, que con su corazén grande y desprendido me brindé todo su apoyo
para alcanzar mi formacion profesional y humana; incluso en varias oportunidades con
su conocimiento.

A mis amigos entraniables: Alejandro Diaz v Alejandro Estrada.

Luis Angel Montoya Sudrez

A la memoria de Andrés Felipe Ordonez Acosta

Alejandro Diaz Llano






AGRADECIMIENTOS

A Carlos Alberto Rodriguez V., por la gestion y apoyo en la direccién de todo el
proyecto y la orientacion en la aplicacion de la propuesta, a Edwin Joe Orrego, por la
asesoria durante la ejecucion del proyecto, a Harold Duque S. y Carlos A. Munoz, por
las recomendaciones y consejos durante el inicio del proyecto, a Daniela Castano R.,
por tomarse la molestia de leer el documento y sugerir correcciones tan importantes,
a todos los docentes que nos dieron voz de aliento para sacar el proyecto adelante y a

todos nuestros companeros por su acompanamiento durante esta tarea.






INTRODUCCION

La investigacion plantea el uso de GeoGebra®@ para afrontar errores en el aprendizaje
del concepto de limite de una funcién en el curso de matematicas 1 de la Universidad
Tecnologica de Pereira (UTP).

En la pedagogia y la dinamica del proceso de aprendizaje se reconocen algunos
errores cognitivos que se generan durante el aprendizaje de un concepto y se denominan
obstdculos epistemoldgicos. Desde diferentes proyectos y estudios en varios lugares del
mundo se han reconocido algunos obstéculos durante el aprendizaje del concepto limite,
que vienen a formar parte de los procesos educativos de los estudiantes y no se reconoce
un indicador tnico sobre origen de los mismos.

El interés de la investigacion esta basado en la necesidad de usar alternativas tecno-
logicas para disminuir y afrontar estos errores en el aprendizaje del concepto de limite
de una funcion. Con este objetivo, se hace uso del software libre GeoGebra, aplicado
al proceso académico de un grupo de experimento. Asi mismo, se toma un grupo de
control para contrastar los resultados obtenidos durante el aprendizaje del concepto.

Al final se presentan las conclusiones conseguidas en la implementacion de la inves-
tigacion; las opiniones de las partes involucradas en el proceso, docentes y estudiantes,

y se hacen las recomendaciones pertinentes.
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Capitulo

TITULO

Uso de GeoGebra para afrontar obstaculos epistemolégicos en el aprendizaje del
concepto de limite de una funciéon en el curso de Mateméticas 1 en la Universidad

Tecnologica de Pereira.
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Capitulo

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2.1. SITUACION DEL PROBLEMA

El célculo diferencial constituye uno de los fundamentos matematicos para cualquier
persona que curse estudios superiores y que pretenda participar en la sociedad como
profesional en las areas de ingenieria, produccion, ciencia y hasta educacién. Todos los
programas de ingenieria, ciencias naturales y ciencias exactas incluyen este curso en sus
planes de estudio.

Dada la relevancia de las matematicas, su estudio se ha relacionado con muchas
caracteristicas, algunas de las cuales no son tan positivas. En cualquier nivel, éstas
se han asociado a una alta dificultad en su aprendizaje; lo cual se debe a variadas
razones, como que no se tienen los conocimientos previos necesarios para determinados
contenidos o que no hay suficientes personas capacitadas para su ensenanza o que los
medios y recursos que facilitan el aprendizaje no estan disponibles o no se usan, etcétera.
Son algunos de estos temas, especialmente los pedagogicos, los que deben enfrentar los
educadores actuales.

De manera particular, se encuentra un capitulo fundamental en el contenido del
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16 2.1 SITUACION DEL PROBLEMA

calculo diferencial que se caracteriza por su formalismo, su relevancia para los siguientes
contenidos tedricos y su uso en diversos contextos de la ciencia; éste es el de limite. La
importancia del concepto radica en que es base para otros temas en el calculo; como lo
es la continuidad de funciones, la derivada y la integral. Estos contenidos posteriores
son necesarios para el estudio y aplicaciéon tedrica y practica de cursos mas avanzados
del calculo y otras disciplinas.

Sin embargo, al tiempo que se estudian los conceptos relacionados al limite de una
funcion, se identifican algunos errores que comenten los estudiantes y que impiden la
adecuada apreciacion al concepto. En didactica, estos errores se reconocen como o0bs-
taculos epistemoldgicos. Comtunmente, los estudiantes realizan algunos procedimientos
erroneos que, de no ser identificados ni afrontados, seran un impedimento (y un tedio)
para el aprendizaje de los siguientes conceptos.

En la UTP es comiin escuchar cada semestre comentarios, de docentes y estudian-
tes de los cursos de matematicas 1, sobre los errores y lo complicado que suele ser
esta seccion durante el curso y de su importancia para el estudio y comprension de la
matematica. Historicamente, la construcciéon y definicion formal del concepto de limite
tampoco fue simple, y de cierta forma este hecho se repite en las aulas de clase; alli
se evidencian los grandes retos que trae consigo el concepto durante su ensenanza y
aprendizaje, en los aspectos graficos, simbolicos y numéricos.

Estos cursos son orientados por personas con diferentes cualidades profesionales:
ingenieros y licenciados, con maestrias y doctorados. Sin embargo, las dificultades con-
tintan, de lo que se puede pensar que la actividad docente en este espacio requiere de
otros recursos para enfrentar dichas problematicas. Entre otras, una solucién que ha
tenido gran acogida e impacto positivo es el uso de material tecnologico dentro del aula,
acompanando y complementando la ensenanza y aprendizaje de los contenidos.

Esta investigacién busca implementar de manera activa un recurso tecnolégico en



2.2 FORMULACION DEL PROBLEMA 17

el aula de clase considerandolo potente, 1til y apropiado para este espacio académico,
enfocado al estudio del concepto de limite y acompanando el proceso educativo usual

de la UTP.

2.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Ya se reconoce el uso de recursos tecnolégicos en los cursos de matematicas en
diferentes niveles educativos. Pero, pese a la variedad de software matematico, la im-
plementacion de la tecnologia en las aulas de clase ha sido “lenta y compleja” [1], y es
posible reconocer que esta inclusion es mucho mas compleja en los niveles universitarios.

Teniendo en cuenta lo anterior, se plantea la siguiente pregunta para orientar la
investigacion: ;Cudl es la efectividad del uso del software matematico GeoGebra para
afrontar obstaculos epistemologicos en el proceso de ensenanza-aprendizaje del concepto
de limite de estudiantes del curso de mateméticas 1 en la Universidad Tecnologica de

Pereira?






Capitulo

JUSTIFICACION

Esta investigacion esté direccionada a enfrentar errores cometidos durante el apren-
dizaje del concepto de limite de una funciéon que se reconocen como obstdculos episte-
moldgicos e impiden un aprendizaje adecuado de este concepto y de futuros conceptos
en el estudio del calculo diferencial e integral. Pese a que la problematica se reconoce en
muchos y diferentes espacios académicos, se han hecho pocas cosas para solucionarla.

Lo que se propone en esta investigaciéon es nuevo para el contexto de la UTP. Aunque
se reconoce la labor de algunos docentes que de manera individual han buscado llevar
las nuevas tecnologias a las aulas de clase, esta investigacion pretende ser relevante y
generar conclusiones para el proceso educativo en general.

Enfrentando estos errores durante el aprendizaje del concepto se espera que los es-
tudiantes no tengan mayores problemas en el aprendizaje de los siguientes contenidos.
Ademas, se busca que tengan las suficientes herramientas conceptuales para fortale-
cer el proceso académico individual. En cierta medida, se busca la apropiacion de los
contenidos necesarios y fortalecimiento de la ZONA DE DESARROLLO REAL para la
continuacion de formacion académica.

Se propone el uso de GeoGebra para acompanar el proceso de ensenanza aprendizaje,
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20 Capitulo 3. JUSTIFICACION

pues éste tiene la ventaja de combinar los aspectos grafico, numérico y algebraico en
un solo lugar y de manera dindmica. Ademas, facilita el uso de hoja de célculo y
de construcciones dinamicas con las cuales se puede interactuar de manera constante,
marcando una diferencia significativa en cuanto la presentacion usual de estos aspectos
en un tablero. Ademas, se hace una propuesta al uso de recursos de este tipo en los
cursos del programa de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la UTP.
Finalmente, hay tres puntos centrales: primero, la comprensiéon del concepto de limi-
te mas alla de las dificultades formales que éste trae consigo; segundo, el reconocimiento
de la pertinencia de implementar recursos tecnologicos en el aula de clase y tercero, el
desarrollo e implementacién de diferentes proyectos enfocados a la mejora del contexto

pedagogico en la UTP.



Capitulo

HIPOTESIS

El proyecto tiene dos finalidades pedagogicas: una es que los estudiantes del grupo
de experimento puedan resolver de manera correcta ejercicios del tema de limites, sin
cometer los errores epistemologicos que se han identificado, la segunda es que también
se sientan comodos con los recursos usados en clase y que consideren desde ya el uso de
estos y otros similares como herramientas para su proceso formativo.

Se busca, haciendo uso de una prueba inicial, una caracterizacion de los grupos de
experimento y de control, con el fin de determinar posibles diferencias estadisticamen-
te significativas en los resultados promedios de cada grupo respecto al contenido de
precéilculo. En este punto se establece una primera hipotesis de la siguiente forma:

Hyy: Las medias en los resultados de la primera prueba en ambos grupos no muestran
diferencias estadisticamente significativas.

H, 4: Se encuentran diferencias estadisticamente significativas en las medias de los
resultados de la primera prueba en los grupos.

Después de esta prueba se presentara al grupo de experimento unas construcciones,
como se describe en el capitulo de Metodologia 7. Luego, se realiza una prueba final sobre

la cual se establece una segunda hipotesis similar a la anterior, respecto al contenido

21



22 Capitulo 4. HIPOTESIS

de limites, de la siguiente forma

Hyy: Las medias en los resultados de la segunda prueba en ambos grupos no muestran
diferencias estadisticamente significativas.

Hy4: Se encuentran diferencias estadisticamente significativas en las medias de los
resultados de la segunda prueba en los grupos.

Para llegar a la verificaciéon de tales hipotesis se hard uso de Pruebas t,como se

menciona en el capitulo de Anélisis 8.



Capitulo

OBJETIVOS

5.1. OBJETIVO GENERAL

Usar el software mateméatico GeoGebra para afrontar obstéculos epistemologicos
en el proceso de ensenanza aprendizaje del concepto de limite de una funcién, con

estudiantes del curso de mateméticas 1 de la Universidad Tecnoldgica de Pereira.

5.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Considerar las diferencias en el aprendizaje de los principales conceptos del pre-

calculo que anteceden el contenido de limite en ambos grupos.

= Permitir que los estudiantes fortalezcan y enriquezcan sus argumentos cuando se

estudian los contenidos sobre limites y cuando se enfrentan a ejercicios practicos.

= Determinar la efectividad del uso de GeoGebra como recurso para enfrentar obs-

taculos epistemologicos en el aprendizaje del contenido de limite.
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Capitulo

MARCO DE REFERENCIA

6.1. MARCO DE ANTECEDENTES

En los ultimos anos se han desarrollado trabajos e investigaciones educativas sobre la
ensenanza y aprendizaje del concepto de limite. Dichos trabajos se han hecho en niveles
de educacion media y superior. Entre estos, se resaltan aquellos que implementan en el
aula de clase recursos tecnologicos y software matematico como supuestos que mejoran
el proceso de ensenanza aprendizaje de este contenido.

Vrancken et al |2], identifican algunos de los inconvenientes que tienen los estudiantes
de “carreras universitarias no matematicas” durante el aprendizaje del concepto de
limite. El trabajo desarrollado por Blazquez y Ortega |3]| incluye una lista de dificultades
identificadas en estudiantes de segundo grado de bachillerato (17 y 18 anos) al ejecutar
su propuesta en Espafnia. En estos dos trabajos, se reconoce y evidencia la dificultad de
aprendizaje del concepto.

Esto no se aleja del proceso historico relacionado al concepto. La interpretacion y
aplicacion del concepto de limite fue histéricamente compleja y pasaron 150 anos a las

apreciaciones respectivas al célculo de Isaac Newton y Gottfried Leibniz antes de que
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26 6.1 MARCO DE ANTECEDENTES

se introdujeran “definiciones irrebatibles y formales” [1] al respecto.

Sin embargo, una tendencia interesante que se ha tomado, en todo el mundo, para
afrontar esta problematica pedagogica es la inclusion de recursos tecnoldgicos y de
software especializado en las aulas de clase. El alcance de este objetivo ha tenido buenos
resultados en diferentes areas del conocimiento, y es preciso que se busquen iguales
resultados en el campo de las matematicas.

En Colombia y paises hispanohablantes se destaca el proceso que ha realizado Julio
Rios [], quien hace uso de medios y redes de comunicacion (como YouTube y Facebook)
para explicar en video ejercicios de limites (y muchos otros temas). De manera similar se
encuentran diferentes canales, blogs y perfiles en los que se especializan en la ensenanza
y solucién de ejercicios. Un caso mas local, en la UTP, es el trabajo hecho por el profesor
Fabio Valencia M. 6], quien ha creado y puesto en su blog una serie de video-tutoriales
en los que explica y soluciona algunos limites.

Sobre software especializado hay uno sobresaliente: GeoGebra. Sobresale por diver-
sas razones, entre ellas, que es un software gratuito enfocado a la ensenanza y aprendi-
zaje de las matematicas. José Fernandez |7], sobre el concepto de funcion y limite para
estudiantes de primer grado de bachillerato en Espana, sugiere el uso de los recursos
visuales de GeoGebra para la ensenanza y aprendizaje de los conceptos de funciéon y
limite. En un documento sobre la ensenanza y aprendizaje del calculo, publicado para
el International Congress on Mathematical Education 2008 [1], se describen algunas
experiencias positivas sobre el uso de GeoGebra en el aula.

Asi, resulta pertinente realizar una integracion de GeoGebra y el concepto de limite
en el aula de clase, ésta representa una experiencia muy interesante y positiva para
el proceso educativo del curso de calculo. Ademés; teniendo en cuenta experiencias,
conclusiones y sugerencias de otros grupos de investigacion y aplicaciones realizadas

por ellos, el proceso que se propone resulta llamativo e innovador para los estudiantes.
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6.2. MARCO CONCEPTUAL

Los siguientes son los conceptos matemaéaticos mas relevantes de este proyecto.

Calculo diferencial en una variable: Parte del analisis matematico que estudia la

relacion y razon de cambio de una variable en funciéon de otra.

Funcién: Una funciéon f es una relacion de elementos (numéricos) que asigna uno y

solo un elemento del codominio a cada uno de los elementos del dominio.

Dominio de una funcién: Es el conjunto de elementos (numéricos) z a los que una
funciéon f puede asignar un elemento del codominio. Son considerados como los

elementos de entrada en una funcién.

Codominio de una funcién: Es el conjunto de elementos (numeéricos) f(z) asignados
a los elementos x del dominio. Son considerados como los elementos de salida en

una funcion.

Limite L de una funcién f(z) en un punto c: Se dice que L es el limite de f(x)

cuando = — ¢ si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. f(x) no necesita estar definida en x = ¢, pero debe estar definida sobre todos

los otros = de un intervalo que contenga c.

2. Para todo € > 0 se puede encontrar un ¢ > 0 tal que para todos los = en el

dominio de f se cumpla
lz—c|<d=|f(z)—L| <e

Esto se nota como
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En este proyecto se propone el uso de unas construcciones especificas realizadas en
GeoGebra como propuesta didactica a las dificultades identificadas durante el aprendi-
zaje del contenido de limites. Estas dificultades se identifican como obstaculos episte-
molégicos, concepto estudiado principalmente por Gaston Bachelard y Guy Brousseau.

Se identifican tres obstaculos didacticos segin su origen [8]: de origen ontogenético,
de origen didactico y de origen epistemoldgico. De estos tltimos se ocupa el presente
proyecto.

Se menciona ahora el concepto central en el que se basara el trabajo pedagogico

propuesto.

Obstaculos Epistemolégicos Se definen como elementos psicologicos, relacionados
con el objeto de estudio, que no permiten un correcto aprendizaje de un concep-
to especifico. Los obstaculos epistemolégicos se manifiestan mediante los errores

visibles cometidos por los estudiantes [3].

6.3. MARCO TEORICO

Para el desarrollo de este trabajo, se acude a las apreciaciones hechas sobre la manera
en que se genera el aprendizaje segin la corriente pedagbgica constructivista, sumada
a las apreciaciones hechas por G. Bachelard y G. Brousseau sobre el mismo aspecto.
Dicha corriente considera que el conocimiento se genera a partir de las interacciones
que una persona tenga con la realidad. A medida que se generan las relaciones con el
medio, se van adquiriendo experiencias que permiten modificar la estructura cognitiva
y la forma de interactuar de la persona con dicho medio. Es de resaltar en esta corriente
la importancia que tienen los conocimientos previos, pues son estos los que permiten la

modificacién cognitiva y por lo tanto el éxito del aprendizaje.
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En el contexto educativo, se considera que el aprendizaje surge a partir de espacios
estimulantes generados por los docentes que permite a los estudiantes el desarrollo del
propio pensamiento y la reflexion del contexto vivido. Permitiendo estos aspectos, en
la linea constructivista se encuentran el Aprendizaje Significativo y el Aprendizaje por
Descubrimiento, cuyos representantes principales son David P. Ausubel y Jerome S.
Bruner. Ademas, en este espacio educativo, el constructivismo reconoce el aprendizaje
como un suceso social, asi que el trabajo colectivo es también fundamental para los
estudiantes. Sobre este 1ltimo aspecto, las metodologias implementadas en este proyecto
consideran las ideas de Lev S. Vygotsky en relacion al aprendizaje social y los procesos
de aprendizaje.

Actualmente, existen diversas aplicaciones que se pueden usar en el contexto edu-
cativo y para fines similares a los que se proponen en el proyecto. En general, existe
diversidad de aplicaciones a diferentes contenidos de las matemaéticas, algunas de éstas

y sus principales caracteristicas son:

Nombre Caracteristicas

Kalcul Para calculo mental simple

KBruch Aplicacion interactiva para aprender fracciones

TuxMath Juegos ludicos de matemaéticas

CarMetal Geometria interactiva

KalGebra Solucion de expresiones y graficador

Scilab Aplicacion para ingenieria de calculo numérico

Mathematica | Visualizacion, estructuras matematicas

MatLab Representacion de funciones y GUI

GeoGebra Aplicacion dindmica de geometria, algebra, graficas, estadisticas
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Entre estas aplicaciones, se optd por hacer uso de GeoGebra por su potencial diné-
mico y conexion entre las diferentes vistas que ofrece, ademés por ser un software libre

y de uso masivo en ambitos académicos internacionales.

6.4. MARCO DEMOGRAFICO

El proyecto se ejecuta con dos grupos del curso de mateméticas 1 de la UTP. El
curso pertenece a los programas de Tecnologias, Ingenierias y de Ciencias Basicas y es
de los primeros que se deben tomar en el pregrado, por lo cual en general los estudiantes,
hombres y mujeres, tienen edades alrededor de los 18 anos.

El grupo de control se compone de veintidos estudiantes y participan de este proyecto
solo como referente para la prueba inicial y el anélisis de resultados. El contenido de
limites para este grupo es presentado de la forma en la UTP: el docente presenta una
teoria, realiza explicaciones y ejercicios, propone actividades y sugiere una referencia
bibliografica.

El grupo de experimento se compone con catorce estudiantes. Uno de los estudiantes
es Sordo y cuenta con una persona interprete para sus clases por lo que la comunicacion
era favorable en ambas direcciones. Ademas, otro estudiante habia realizado un curso
inicial de matematicas en otra universidad, por lo que tiene un bagaje en el area de
matematicas.

En general, los estudiantes de la UTP viven en zonas cercanas a la ciudad de Pereira,
aunque a la universidad pertenecen estudiantes de muchas zonas del pafs. En general,
no existen graves situaciones que dificulten los procesos de comunicacion en el contexto

académico.
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6.5. MARCO GEOGRAFICO

La UTP esta ubicada en el barrio Alamos de la ciudad de Pereira, en el departamento
de Risaralda, en la regiéon Andina de Colombia. Es la tinica universidad de caracter
piblico en el departamento. El campus cuenta con diferentes edificios en donde se
ubican las diferentes facultades, direcciones y aulas de clase. Para mayor informacion,
sobre la ubicacion y contacto con la universidad se puede consultar su péagina web
utp.edu.co.
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Capitulo

METODOLOGIA

La metodologia implementada en el proyecto se describird segtin las etapas que

conformaron todo el proceso.

7.1. OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

En algunos trabajos llevados a cabo por diferentes grupos de investigacion en dife-
rentes partes del mundo se han identificado algunos obstaculos epistemologicos durante
el aprendizaje del concepto de limite y que, como se mencioné antes, se representan
como errores cometidos durante el proceso de aprendizaje.

En el trabajo realizado por Blazquez y Ortega [3] se estructuran algunas tareas para
comprender el proceso de aprendizaje de los estudiantes durante el estudio de limites.
Entre éstas se reconocen algunas tareas que deben cumplir los estudiantes durante el

curso del Matematicas 1 en la UTP, como son

= Representaciones de forma grafica del limite de una funcion (IGIL')

!Estas abreviaciones son usadas en el trabajo original

33
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Existencia de limite algebraico (ELA)

Existencia de limite grafico (ELG)

Analisis de la tendencia lateral numérica (ATLN)

Existencia de limite a través de los limites laterales en forma grafica (CLLG)

Idea grafica de limite de una funciéon en un punto (INPL)
Y se suman

= Comprension de los valores de € y ¢ en la definicién formal
= Existencia de limites trigonométricos

» Continuidad de funciones en forma grafica y analitica

En las conclusiones del mismo trabajo se enuncia una lista de las dificultades que
se encuentran durante el cumplimiento adecuado de estas tareas. Entre estas dificulta-
des, que representan obstaculos epistemolégicos, se consideran las siguientes para este

proyecto

Asocian «todas» las graficas con funciones conocidas

No entienden la idea grafica de limite

Consideran que son puntos distintos p™ y p~

Comprenden la no existencia de limite de una funcion

Interpretan indeterminaciones como la no existencia del limite



7.2 PRUEBA INICIAL 35

Estas dificultades se han considerado porque los recursos que se proponen en este
proyecto pueden ayudar a evitar y corregir las mismas. De esta forma, las construcciones
realizadas en GeoGebra buscan justificar la manera adecuada en que se deben solucionar
las diferentes tareas alrededor del concepto de limite.

A estos obstaculos epistemologicos se le suman los siguientes:

= Se puede hallar el valor del limite de cualquier funcion calculando las imagenes

valores cercanos a x

» La existencia del limite se considera como el valor de la funcién; es decir, se suele

pensar que

lim f(z) = f(c)

Tr—cC

Lo cual no es cierto siempre. Este aspecto adquiere relevancia en el estudio de

continuidad de una funciéon en el calculo.

Para cada uno de estos obstéculos se propone una forma para enfrentarlo haciendo uso
de GeoGebra, como recurso implementado en el aula de clase. Cada una de las construc-

ciones tiene caracteristicas con las que se pueden evitar o corregir estas dificultades.

7.2. PRUEBA INICIAL

En ambos grupos, de control y de experimento, se realiza una prueba inicial (Ver
Apéndice A) que busca evaluar el aprendizaje de los estudiantes con relacion a conceptos
del precalculo, especialmente para aquellos que son relevantes para el estudio de limites.
Del grupo de control participan veintidos estudiantes y del grupo de experimento catorce
estudiantes.

En el grupo de control se hizo la prueba de forma anénima, considerando la misma

como parte del control de contenido del curso de matematicas 1 en la UTP. En el grupo
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de experimento se hizo con los datos de los estudiantes, aunque sin fines evaluativos en
su curso. Para la solucion de la prueba se considera una hora.

Estos contenidos de precalculo son los siguientes

Intérvalo solucién de una inecuacion

Evaluaciéon de un valor en una funcion

Simplificacién de expresiones algebraicas

Dominio de una funcion

Gréfica de funciones

Representaciones de funciones a trozos

La prueba fue revisada por el docente que dirigia la citedra académica en ambos
grupos y estuvo de acuerdo en la conveniencia para incluir estos temas en la misma.

Con esta prueba se quiere determinar el conocimiento de los conceptos que son base
para el contenido de limite y con los que se da lugar al aprendizaje del calculo. Estos
temas y ejercicios incluidos estdn basados en el material bibliografico que corresponde
a estos contenidos. Los resultados de esta prueba argumentaran los analisis correspon-

dientes a la primera hipodtesis propuesta.

7.3. CONSTRUCCIONES EN GEOGEBRA

Una vez reconocidos y seleccionados los obstaculos epistemologicos para este pro-
yecto, se inicia el proceso de ensenanza aprendizaje alrededor del concepto de limite.

El contenido de limites implementado contaba con las siguientes secciones
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= Concepto Intuitivo

= Definiciéon Formal

= Limites Laterales

= No Existencia del Limite

= Limites al Infinito

= Limites Infinitos

= Limites Trigonométricos

= Propiedades de Limites

= Continuidad

= Teorema de Valor Intermedio

Atendiendo a los obstaculos se realizan algunas construcciones en GeoGebra pa-
ra ser presentadas al grupo de experimento como recurso complementario al proceso,
atendiendo a las necesidades de contenido y del curso.

Ambos grupos tienen llevan su proceso de formaciéon con el mismo docente, quien
es egresado del programa de la Licenciatura en Matematicas y Fisica. La referencias
bibliograficas usadas en el curso (ver [9], [10] y [11]) son més o menos las mismas para
ambos grupos y en general que se suele usar en todos los cursos de Matematicas 1 en la
UTP. Ambos grupos cuentan con horarios de asesoria diferentes a los horarios de clases,
el docente ofrecia las asesorfas al grupo de control y los encargados de este proyecto
ofrecian las asesorias en el grupo de experimento.

A continuacion se muestran algunas de las vistas de las construcciones realizadas en

GeoGebra e implementadas en el curso.
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7.3.1. Caracteristicas de GeoGebra

GeoGebra, como se ha mencionado, es un software libre enfocado a la ensenanza
y aprendizaje de las matematicas que cuenta con diferentes aspectos; como las vistas
graficas, algebraica, de calculo simbolico (CAS) y hoja de célculo, que se integran de
manera dindmica en la interfaz inicial de la aplicacion.

Inicialmente, GeoGebra cuenta con una barra de entrada, que se muestra en la
figura 7.1, en la cual se pueden ingresar de cualquier elemento que acepte la aplicaciéon
(desde puntos hasta funciones establecidas). Todos los elementos que se ingresan a esta
barra aparecen inmediatamente en la vista algebraica, que se muestra en la figura 7.2,
y también cualquier otro elementos que se ingrese directamente en alguna de las otras
vistas.

En la vista grafica, que se muestra en la figura 7.3, aparece una representacion
geomeétrica de los objetos ingresados, como puntos, funciones, segmentos de recta, po-
ligonos, etcétera, y sobre esta también aparecen elementos que se pueden programar
para ser usados en la interfaz; como botones, deslizadores, cuadros de texto, etcétera.

En la figura 7.4 se muestra la hoja de célculo, en esta se pueden programar elementos
que se relacionen con los que estan en otras vistas. Por ejemplo, se pueden crear un
punto que tome las coordenadas definidas sobre un par de casillas en la hoja de calculo,
y éste se mostrara en las vistas algebraica y gréfica.

Finalmente, en la figura 7.5 se muestra la hoja de célculo simbolico en donde se
GeoGebra ofrece la opcion de realizar algunos procedimientos mateméticos como la
factorizacion de expresiones, el célculo de raices de ecuaciones y la simplificacion de
expresiones.

En realidad, hay una amplia lista de caracteristicas en GeoGebra que favorecen mu-

cho procesos de ensenanza y aprendizaje de las matemaéticas, sin embargo, se consideran
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b Vista Algebraica X

Entrada:

Figura 7.1: Barra de Entrada de Geo-
Gebra

Figura 7.2: Vista Algebraica de GeoGe-

bra

estas como las mas potentes para implementar y acompanar en el contenido de limites.

7.3.2. Concepto Intuitivo

Se inicia dando la definicién intuitiva de limite se busca apoyar los estudios iniciales

con la vista grafica y la hoja de célculo en GeoGebra. Se considera el siguiente enunciado
. Qué sucede con f(x) =z + 2 cuando x toma valores cercanos a 1

Y para ello se incluye la construcciéon que se ve en las figuras 7.6 y 7.7
Y para un segundo ejercicio se considera una expresion racional; incluyendo la vista

grafica, la hoja de calculo y el CAS que se muestran en las figuras 7.8, 7.9 y7.10, asi

P

. Qué sucede con f(z) = cuando z toma valores cercanos a 1

Finalmente, se presenta otro ejemplo en el que se requiere hacer uso del zoom en
la vista grafica y usar dos tablas de datos, como se muestra en las figuras 7.11, 7.12 y

7.13, asi

101000z
Haciend d tabla de datos determine lim ——————
aclendo uso de una tabla de datos determine rlil(l] 100000z + 1



40

7.3 CONSTRUCCIONES EN GEOGEBRA

¥ Hoja de Célculo

IR IEIEEl =g l=h

» _Vista Grafica

Figura 7.3: Vista Grafica de GeoGebra

F Calculo Simbdlico (CAS) A

A | B | ¢ | b | E 1

L T S PV T G

Figura 7.4: Hoja de Céalculo de GeoGe-

bra

Figura 7.5: CAS en GeoGebra
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P Vista Grafica
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Figura 7.6: Vista Grafica Ejercicio 1

Definicion Intuitiva
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Figura 7.7: Hoja de Célculo Ejercicio 1

Definicion Intuitiva

b Vista Grafica .
Mueva el punto A hasta x=1.
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1
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1
1
1
1
1
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Figura 7.8: Vista Grafica Ejercicio 2 Definicién Intuitiva
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¥ Hoja de Calculo
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Figura 7.12: Hoja de Célculo Ejercicio
Figura 7.11: Vista Gréfica Ejercicio 3

3 Definicion Intuitiva
Definicion Intuitiva
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nnnnn

Figura 7.13: Vista Grafica Zoom Ejercicio 3 Definicion Intuitiva

7.3.3. Definicién Formal

Para la definicion formal se hace uso de diferentes construcciones, una de las cuéles
se muestra en las figuras 7.14 y 7.15 en su vista grafica y la hoja de calculo, para el
siguiente enunciado

Pruebe que lim(3z —7) =5
z—4

7.3.4. Limites Laterales

Para el contenido de limites laterales se hace uso de diferentes construcciones, en
especial de la siguiente en su vista grafica, que se muestra en la figura 7.16 para el

siguiente enunciado

Determine la existencia del limite para los valores de © = {—5,—4,0,1,5}

7.3.5. No Existencia del Limite de una Funcion

Ademas de las consideraciones hechas en la seccion de limites laterales 7.3.4, se hace

uso de la vista grafica de la construccién que se muestra en la figura 7.17
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Figura 7.15: Hoja de Célculo Ejercicio

Figura 7.14: Vista Grafica Ejercicio 1 3 Definicion Formal

Definiciéon Formal
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Figura 7.16: Vista Grafica Ejercicio 1 Limites Laterales
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’AcercaO

Figura 7.17: Vista Grafica Ejercicio 1 No Existencia de Limite

7.3.6. Limites al Infinito y Limites Infinitos

Para esta seccion se hace uso de las vistas gréaficas y de la hoja de célculo que se

muestran en las figuras 7.18, 7.19 y 7.20, para los siguientes enunciados

L 32?2 + 3
Determine, si existe, el valor para lim x Ver figura 7.18

z—o0 b2 + Tx — 39

S _x?2 -4z 44
Determine, si existe, lim — T Ver figuras 7.19 y 7.20
a—1- 12 —2r+1

7.3.7. Limites Trigonométricos

Para esta seccion se hace uso de dos construcciones, en su vista grafica, que se
muestran en las imagenes 7.21 y 7.22, para los dos limites trigonométricos fundamentales

que se enuncian a continuaciéon

lm 2 — 1 Ver 7.21
z—0
lm 2T ) Ver 7.92

x—0 €x
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A=(2,-3)

Figura 7.18: Vista Grafica Ejercicio 1 Limites al Infinito y Limites Infinitos
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Figura 7.19: Vista Gréafica Ejercicio 2 Figura 7.20: Hoja de Céalculo Ejercicio

Limites al Infinito y Limites Infinitos 2 Limites al Infinito y Limites Infinitos
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1
os
AE n|

Figura 7.21: Vista Gréafica Ejercicio 1 Figura 7.22: Vista Gréafica Ejercicio 2

Limites Trigonométricos Limites Trigonométricos

Figura 7.23: Vista Grafica Ejercicio 1 Teorema del SAndwich

7.3.8. Propiedades de Limites

Entre las diferentes propiedades de los limites, se menciona el Teorema del Sindwich,
para lo cual se usa la vista grafica de una construccion, que se muestra en la figura 7.23,
con relacion al siguiente enunciado
Considere el valor del limite para f(z) = 2 cos = teniendo en cuenta que —|z| < f(z) <

|z]



48 7.3 CONSTRUCCIONES EN GEOGEBRA

7.3.9. Continuidad

Para este contenido, se consideran los tipos de discontinuidad (ver 7.24), un ejercicio
para comprender la continuidad en un punto (ver 7.25, 7.26, 7.27 y 7.28) y la continuidad
sobre un intervalo (ver 7.29), para los siguientes enunciados

Determine los tipos de discontinuidad en (ver 7.24)

%, siz <1

2, six=1
flz) =

1, sil<xz<4

(r—4)? sid<z

\

Determine el valor de ¢ para el que f(z) sea continua en todos los valores x de su

dominio (ver 7.25, 7.26, 7.27 y 7.28)

cx? 42z, six <2
fz) =
2 —cx, siz>1
Determine los intervalos sobre los que f(x) es continua (ver 7.29)

r
r—2
(z—2)(z+3)%>

flz) = 2+vV1—2%2 si—-1<x<1

Sz —1)% sil<uz

\

stz < —1

7.3.10. Teorema de Valor Intermedio

Finalmente, se hace uso de la vista grafica y hoja de céalculo de la construccion que

se muestra en las figura 7.30 y 7.31 para la funciéon
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Figura 7.24: Vista Grafica Ejercicio 1 Continuidad

Figura 7.25: Vista Grafica 1 Ejercicio 2
Continuidad

* Hoja de Calculo

S|n 1 |EEE =~
Al 8 | ¢ |
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2 | [vatordec | 0567

Figura 7.26: Hoja de Calculo 1 Ejercicio
2 Continuidad
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¥ Hoja de Calculo

Selw BB E =~

] Ale | e |
2 | [valordec | 0.56 |
2
0 Figura 7.28: Hoja de Calculo 2 Ejercicio
2 =] 4 -2 0 2 4

2 Continuidad

Figura 7.27: Vista Grafica 2 Ejercicio 2
Continuidad

Figura 7.29: Vista Grafica Ejercicio 3 Continuidad
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Figura 7.31: Hoja de Célculo Ejercicio

1 Teorema de Valor Intermedio
Figura 7.30: Vista Grafica Ejercicio 1

Teorema de Valor Intermedio

7.4. PRACTICA DE AULA

En esta seccion se describen dos cosas: la relacion de las construcciones hechas y
presentadas en la seccion anterior 7.3 y la metodologia implementada en el aula de

clase.

7.4.1. Obstaculos y Construcciones

Se mencionaron algunas de las tareas que deben cumplir los estudiantes del curso
de matematicas en la seccién 7.1, asi como un conjunto de obstaculos epistemologicos.
Basado en estos se disenaron las construcciones en GeoGebra, como recursos didacticos

para enfrentar dichos obsticulos y dar cumplimiento de tales tareas.

Asocian todas las graficas con funciones conocidas: Esto se debe, posiblemen-

te, a que recién han considerado las graficas de algunas funciones, como son las
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polinémicas, racionales y trigonométricas. Entonces, se considera que a esta terna
de funciones pertenecen todas las que se puedan estudiar, lo cual no es cierto

totalmente.

En este sentido, la vista algebraica y grafica en GeoGebra favorece la comprensiéon
de que muchas funciones no son tan faciles de graficar, y los estudiantes lo pu-
dieron comprobar al intentar graficar unas funciones algebraicas, trigonométricas
e irracionales con caracteristicas particulares. Las construcciones que ayudan a
evitar y afrontar esta dificultad fueron implementadas en el contenido de la Defi-
nicion Intuitiva, No Existencia de Limite, Limites al Infinito, Limites Infinitos y

Propiedades, que se muestran en las figuras 7.11, 7.13, 7.17, 7.18, 7.19 y 7.23.

Estas funciones, y muchas otras, son dificiles de graficar y algunas requieren un
analisis particular para comprender el comportamiento que tienen alrededor de
ciertos puntos de su dominio, por lo que las construcciones hechas en GeoGebra
favorecen la comprension de tales comportamientos y por lo tanto de los resultados

obtenidos en el estudio del limite.

Durante la practica de aula algunos estudiantes se mostraron sorprendidos por el
comportamiento de estas funciones, como la representada en la figura 7.23, pues
evidentemente se requiere un analisis particular para comprender el comporta-

miento que muestran.

No entienden la idea grafica de limite: La dificultad en esta parte se debe a la
lectura misma que se hace de una grafica, de cualquier funcién. No sucede que
la idea grafica de limite sea algo complicado sino que en la grafica misma de la
funcion resulta dificil relacionar los valores que corresponden al dominio y los que

corresponden al codominio

En este sentido, en GeoGebra resulta muy oportuno hacer uso de la vista gréfica
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y de la hoja de calculo al mismo tiempo, pues de esta forma se puede hacer una
relacion entre el valor que toma la variable x de la funcion y la imagen que resulta,

si existe, y comparar en el aspecto numérico y el visual.

Las principales construcciones que se enfocaban sobre esta dificultad se estudiaron
en el contenido de Definiciéon Intuitiva y Limites Infinitos, que se muestran en las

figuras 7.6 con 7.7, 7.12 con fig:13VG2 y 7.19 con 7.20.

En la vista grafica de algunas de estas construcciones se hace uso de un punto
sobre la grafica que se puede mover de manera directa o con la ayuda de un
deslizador, de forma tal que de manera din&dmica se muestra el valor del dominio

sobre el que se ubica el punto y el correspondiente valor en el codominio.

De esta forma, los estudiantes tienen una herramienta més para comprender por-

qué el limite de una funcion tiende a un valor L cuando z — c.

Consideran que son puntos distintos p* y p~: Esta dificultad se relaciona con la
anterior, pues no existe un reconocimiento a los valores del dominio y a los valores
del codiminio y en algunas funciones, especialmente las que son a trozos o en

general con discontinuidades, se generan problemas al reconocer el limite lateral.

Para esto, se hizo uso de la vista grafica para varias construcciones de diferentes
funciones sobre las cudles se pudiera determinar el limite lateral de la funcion. Esta
adquiri6 relevancia en los contenidos de la Definicion Intuitiva, Limites Laterales,
Limites al Infinito, Limites Infinitos y Continuidad. Estas se muestran en las

figuras 7.13, 7.16, 7.18, 7.19, 7.24, 7.27 v 7.29.

Para algunas de estas construcciones también se hizo uso de puntos y deslizadores
sobre las graficas, de manera que se pudiera observar la relacion directa entre los

valores alrededor de un punto p del dominio y las imagenes que resultan en el
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codominio.

Interpretan indeterminaciones como la no existencia del limite: La dificultad
se debe a que los estudiantes no tienen claros los argumentos por los cuales se
pueden hacer simplificaciones; en donde no se realiza una division entre cero, por
ejemplo, sino que éstas simplificaciones en el contenido de limites tiene sentido.
Las construcciones usadas para este obstaculo, y en los contenidos de la Definicion

Intuitiva y Limites Trigonométricos, se muestran en las figuras 7.8, 7.8 y 7.22.

Una ventaja que se tiene con GeoGebra es la simplificacion de expresiones con
uso del CAS. Este aspecto se presentd a los estudiantes para la funciéon racionar
y algunos reaccionaron sorprendidos por el resultado que generaba el programa
y cuando se les preguntd por qué se tenia ese resultado, algunos respondieron el
procedimiento que implicaba una simplificacion entre el numerador y el denomi-
nador. Este aspecto dio lugar a remarcar el hecho de que en vista de la definiciéon
de limite de una funcién, al menos de manera intuitiva, estaba permitido realizar

dicha simplificacion sin que con ello se realizard un error matematico.

Luego de esto, muchos estudiantes justificaban los procedimientos de este tipo
haciendo uso de los argumentos correctos, de forma tal que en general no se

generaba una dificultad al encontrar indeterminaciones en un ejercicio.

Comprender la no existencia del limite de una funcién: Conociendo que exis-
ten procedimientos para simplificar expresiones y calcular el limite de una funcién,
se presenta una dificultad al pensar que para toda funcion, por particular que sea,
existe el limite en algin punto que pertenezca al dominio, lo cual no es cierto.
Esto se enfrent6 haciendo uso de la vista grafica para limites laterales de funciones

a trozos y limites de funciones trigonométricas, especialmente en las secciones de
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Limites Laterales, No Existencia de Limites, Limites al Infinito, Limites Infinitos

y Continuidad.

Las construcciones que enfrentan y evitan este obstaculo se muestran en las figuras
7.16, 7.17, 7.18, 7.19 con 7.20, 7.24, 7.27 y 7.29. Todas estas construcciones fueron
usadas para todas las secciones en el contenido de limites, pues es una dificultad

que no debe existir cuando se estudia la continuidad de funciones.

Valor del limite de una funcién con el calculo numérico: Este aspecto surge de-
bido a que muchas de las funciones que se suelen estudiar son en su mayoria co-
nocidas y no presentan caracteristicas particulares muy relevantes. Por lo tanto,
se piensa que evaluando una funcién en valores cercanos a un ¢ que pertenece al
dominio, se obtienen argumentos suficientes para determinar el valor del limite de

esa funcion, lo cual no es siempre cierto.

Para esta dificultad se hizo uso de las construcciones de el contenido en la De-
finicion Intuitiva, y que se muestra en las figuras 7.11, 7.12 y 7.13. Este fue un

ejercicio muy interesante y mostraron sorpresa por el resultado del limite.

Inicialmente se les solicité que realizaran una tabla de datos con valores que
consideraran adecuados para determinar el limite de la funcion cuando x — 0,
con la cual todos concluyeron que el limite era 1. Luego se presento la vista gréafica
inicial (ver figura 7.11), la cual sirvi6 de argumento para la misma conclusion. Sin
embargo, se desplaz6 un punto sobre la grafica y ellos notaron un comportamiento
extrano cuando el punto toma valores cercanos a x = 0. Se hizo uso de un botén
de acercamiento, con el cual la vista grafica se iba acercando hasta mostrar la
segunda (ver figura 7.13) y en ese momento los estudiantes expresaron sorpresa y
comprendieron el comportamiento de las imagenes cuando x — 0. Finalmente, se

realiz6 la segunda tabla de datos que tomaba valores mucho mas pequenos para
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x y se encontrd que el limite no era realmente 1 sino 0.

El limite en un punto es el valor de la funcién en ese punto: De manera par-
ticular, esta dificultad es muy comin y tiene gran relevancia debido a que es
prueba de que no se comprende el significado del limite de una funciéon. Para el
contenido de Limites Laterales y Continuidad se usaron las construcciones que se

muestran en las figuras 7.16 y 7.24.

Estas construcciones permiten remarcar la diferencia entre la imagen en un pun-
to y el limite de la misma, especialmente para el contenido de continuidad de

funciones.

7.4.2. Definicion Formal

Considerando que el grupo de experimento pertenece al programa de Licenciatura
en Matemaéticas y Fisica en la UTP, se decidi6 incluir en el contenido la definicion
formal de limite, que se enunci6 en el Marco Conceptual (ver 6.2). Este contenido no
fue presentado por el docente en el grupo de control; pues, considerando que el grupo
pertenece a un programa de ingenieria, no se hace necesario el conocimiento y manejo
de la definicion formal de limite.

Es sabido que dicha definicién es un poco complicada de comprender, especialmente
para aquellos que apenas inician un proceso de formacion formal en matemaéaticas. Por
esto, se realizaron algunas construcciones que ayudan a entender las caracteristicas de
la definicién en ejemplos puntuales.

En las figuras 7.14 y 7.15 se muestra una de las construcciones hechas. En estas
imégenes se puede apreciar que sobre el eje X y sobre el eje Y aparecen las distancias
que existen entre los puntos limites del intervalo y el punto sobre el que se calculo el

limite. Estas distancias corresponden a las mencionadas en la definicién para € y 9.
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También, en la hoja de calculo, se puede variar el valor de § y comprobar el valor de €
tales que cumplan las condiciones requeridas en la definicion.

También se hace uso de la construccién que se muestra en las figuras 7.32, 7.33 y
7.34. Para ésta se considera el siguiente enunciado

202 — 3z — 2
Pruebe que h’mu =
r—2 {E—Q

5

En la vista grafica se observa una linea continua en verde que corresponde a la
grafica de la funcion, también el intervalo que se crea alrededor del valor x = 2 y del
valor f(x) = 5. Estas distancias varian de manera dindmica segin se cambie el valor
para € en el deslizador que se muestra. Los valores determinados para € y  se muestran
en la hoja de calculo y ademés aparece una tabla en amarillo con la cual se puede
verificar el cumplimiento de la definicién: que para cualquier valor en el dominio d tal
que |d—2| < 0 siempre se tiene una imagen en el codominio f(d) tal que |f(d)—5| <€,y
se puede observar el punto en amarillo sobre la funcién cumplimiento tales condiciones.

De esta manera, se logra dar una interpretacion geométrica y una representacion
visual y numérica a la definicién en un par de casos especificos. De esta forma, los
estudiantes entienden que las ambigiiedades debidas al suficientemente cerca en la de-
finicidn intuitiva del limite, se evitan en el formalismo de esta definicion y, méas alla de
lo dificil que sea la aplicacion de la definicion para otro tipo de funciones, se obtiene
una idea grafica de lo que representan los resultados obtenidos en todo el contenido de

limites.

7.5. PRUEBA FINAL

En ambos grupos se realiza una prueba final (Ver Apéndice B) en la que se evalia

el aprendizaje de los estudiantes del contenido de limites y continuidad. Esta prueba
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epsilan=1

(]

Figura 7.32: Vista Grafica Ejercicio 2 Definicion Formal

corresponde a una evaluacioén parcial para ambos grupos y en general todos los grupos

de matematicas 1 de la UTP deben presentar una prueba similar.

Del grupo de control participan veintiiin estudiantes y del grupo de experimento

participan nueve. Se contaba con un plazo de dos horas para realizar la totalidad de la

prueba.

El contenido que se evalua es

Concepto Intuitivo

Limites Laterales

s No Existencia de Limites

Limites al Infinito

Limites Trigonométricos
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b Vista Algebraica

Figura 7.33: Hoja de Célculo Ejercicio

2 Definicién Formal

* Hoja de Calculo A

SN | BEE| = EY
Al B | ¢ | oD

1 ~

2 epsilon delta

3 1 0.5

4

Ky Prueba

G X Y

T 24 58

g

9

Funcidn

Mimero
----- C7=58
----- b=15
----- c=25

distanciaGE =1
distanciaGF =1
distanciaHA = 0.5
distanciaHB = 0.5

----- @ epsilon=1
Punto
----- ® A=(150)
----- ® B=(250)
----- ® C=(154)
----- ® D=(256)
----- ® E=(0,4
----- ® F=(0,6)
----- ® G=(0,5)
----- ® H=(2,0)
----- *
Recta

2 Definicién Formal

Figura 7.34: Vista Algebraica Ejercicio
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= Propiedades de Limites

s Continuidad

La prueba fue realizada con asesoria del docente y revision del Departamento de
Matematicas de la UTP.

En esta prueba se pretende tomar evidencia del aprendizaje del contenido de limite
de los estudiantes, de forma tal que con los resultados se puedan hacer las considera-

ciones pertinentes a la segunda hipotesis propuesta.

7.6. ENCUESTA

Finalmente, se realiza una encuesta (Ver Apéndice C) al grupo de experimento para
conocer los aspectos que consideran mas relevantes durante el proceso de ensenanza y
aprendizaje del contenido de limites. Se realizaron cinco preguntas de seleccion multiple
y una pregunta abierta. La encuesta se realiza con dos objetivos: el primero conocer
las apreciaciones que como estudiantes tienen en el proceso realizado y el segundo para
dar lugar a ideas sobre el proceso educativo y el papel que ellos, como licenciados en
matematicas y fisica, tengan al respecto.

En las preguntas se considera la interaccion previa que hayan tenido los estudiantes
con software como recurso para acompanar su proceso de educacion, las consideraciones
sobre el uso de Geo(ebra en este espacio, las caracteristicas mas relevantes que pudieran
resaltar de GeoGebra como recurso para el aprendizaje y la ensenanza del contenido de
limites y observaciones respecto al proyecto llevado a cabo, si las tuvieran.

Esta encuesta ayudard a considerar resultados cualitativos que argumenten los re-

sultados, conclusiones y recomendaciones al respecto.
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La encuesta se divide en cuatro secciones, asi: la primera corresponde al uso previo
de GeoGebra y la relevancia para el uso de éste en el contenido de precélculo y limites,
la segunda se refiere a las caracteristicas que consideran mas relevantes de GeoGebra,
la tercera corresponde a las consideraciones sobre el oportuno uso de GeoGebra en el
proceso de ensenanza y aprendizaje del contenido de limites y la cuarta corresponde a
una pregunta abierta en la que se consideran las opiniones sobre el proyecto que puedan
tener los estudiantes.

Dos preguntas muy importantes se plantean en los item 4 y 5, pues se cuestiona
sobre las ideas que tiene cada uno sobre el uso de este tipo de herramientas desde una

posicion de la ensenanza y el aprendizaje, aspectos relevantes para la Licenciatura.






Capitulo

ANALISIS

A continuacién se hace presentan los resultados cuantitativos y cualitativos del
proyecto realizado y se realizan los anélisis estadisticos pertinentes. Todos los analisis

estadisticos se realizan con EXCEL®, del paquete de Microsoft Office.

8.1. RESULTADOS

En las figuras 8.1 y 8.2 se presentan los resultados de los estudiantes en las prueba

inicial y final.

63
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Pruzt;zrl)r;lual Prueba Final
Estudiante : . Grupo
Control Experimento Estudiante -
Control Experimento
_1 3 25 1 1,6 1,9
_2 2,2 2,7 2 2,6 2,8
3 1,7 2,4 3 23 0.9
4 L7 3.8 4 4,2 3,6
> 3.1 25 5 1,5 3,6
6 3 2.8 6 1,7 0,8
! 2 9.2 7 1,2 2,8
8 1.6 12 8 2,3 0,0
9 1,7 .1,4 5 2.0 23
10 2,4 ;,5 0 2.8
1 1’_5 _2’9 11 4,6
12 2,3 3,5 > 38
L3 2.8 _2’4 13 3,2
14 1,7 2,5 m 15
=] 0.9 15 1,4
16 1,7 o 32
L 0*_9 17 0,5
18 2’? 18 1,5
_19 2’_3 19 3,9
20 2,3 20 0.5
i; 0“24 21 1,1

Figura 8.1: Resultados Prueba Inicial Figura 8.2: Resultados Prueba Final
Asi mismo, se incluye una descripcion estadistica para cada grupo en cada prueba
en las imagenes 8.3 y 8.4 para la prueba inicial y en las imagenes 8.5 y 8.6 para la

prueba final.
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Estadistica Descriptiva Prueba Inicial Grupo Control

Media 2,0090909209
Error tipico 0,154430821
Mediana 2
Moda 1,7
Desviacion estandar 0,724344755
Varianza de la muestra 0,524675325
Curtosis -0,190346754
Coeficiente de asimetria -0,363660867
Rango 2,7
Minimo 0,4
Maximo 31
Suma 44,2
Cuenta 22

Nivel de confianza(90,0%)

0,265735739

Figura 8.3: Estadistica Descriptiva

Prueba Inicial Grupo de Control

Estadistica Descriptiva Prueba Final Grupo Control

Media 2,239285714
Error tipico 0,262221062
Mediana 2,025
Moda 1,4625
Desviacidn estandar 1,201647864
Varianza de la muestra 1,443957589
Curtosis -0,703506801
Coeficiente de asimetria 0,467539971
Rango 4,1625
Minimo 0,45
Maximo 4,6125
Suma 47,025
Cuenta 21
Nivel de confianza(90,0%) |0,452257449

Figura 8.5: Estadistica Descriptiva

Prueba Final Grupo de Control

Estadistica Descriptiva Prueba Inicial Grupo Experimental
Media 2,392857143
Error tipico 0,246394726
Mediana 2,55
Moda 2,6
Desviacion estandar 0,921924647
Varianza de la muestra 0,849945055
Curtosis 1,52048714
Coeficiente de asimetria -1,011320719
Rango 3,6
Minimo 0,2
Maximo 3,8
Suma 33,5
Cuenta 14
Nivel de confianza(90,0%) |[0,436348649

Figura 8.4: Estadistica Descriptiva

Prueba Inicial Grupo de Experimento

Estadistica Descriptiva Prueba Final Grupo Experimental

Media 2,3
Error tipico 0,492918604
Mediana 2,8125
Moda 2,8125
Desviacion estandar 1,478755811
Varianza de la muestra 2,18671875

Curtosis -1,314245097
Coeficiente de asimetria -0,301302773
Rango 4,275
Minimo 0
Maximo 4,275
Suma 20,7
Cuenta 9
Nivel de confianza(90,0%) |[0,916605822

Figura 8.6: Estadistica Descriptiva

Prueba Final Grupo de Experimento

8.2. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En este seccion se muestra un analisis con la pruebas t para muestras seleccionadas

aleatoriamente del grupo de control. La seleccion de muestras es necesaria debido a que
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el nimero de estudiantes por grupo es diferente.

8.2.1. Prueba Inicial

La primera prueba corresponde al contenido de precalculo. Para esta prueba se busca
responder a la siguiente pregunta

s Erxisten diferencias estadisticamente significativas entre las medias de los resultados
en la prueba inicial en los grupos de control y de experimento?

Para lo cual se plantean las siguientes hipotesis

Hy: No existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los
resultados de la primera prueba en ambos grupos.
H 4: Si existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los

resultados de la primera prueba en los grupos.

Se considera la muestra que se presenta en la figura 8.7, para realizar la prueba t
correspondiente para un nivel de significancia de o = 0.1. Inicialmente se considera una
prueba F entre los grupos, como se muestra en la figura 8.8, en donde se encuentra que

las varianzas son estadisticamente iguales, también para o = 0.1.
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Grupo
Control Experimento
Estudiante Resultado Resultado
2 2,9 2,6
3 1,7 2,7
4 1,7 2,4
5 3,1 3,8
6 3 2,6
7 2 2,8
9 1,7 0,2
11 1,5 1,2
12 2,3 1,4
13 2,8 2,5
15 0,9 2,9
19 2,3 3,5
20 2,3 2,4
22 2 2,5

Figura 8.7: Muestra Aleatoria 1 Prueba Inicial

Prueba F para Varianzas
0,200294623| > | 01
Varianzas lguales

Figura 8.8: Prueba F Muestra 1 Prueba Inicial

Luego, se realiza una prueba t con las caracteristicas mencionadas, como se muestra

en la figura 8.9
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Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Grupo Control Grupo Experimental
Media 2,157142857 2,392857143
Varianza 0,408791209 0,849945055
Observaciones 14 14
Varianza agrupada 0,629368132
Diferencia hipotética de las medias 0
Grados de libertad 26
Estadistico t -0,786108604
P(T<=t) una cola 0,219455035
Valor critico de t (una cola) 1,314971864
P(T<=t) dos colas 0,438910071
Valor critico de t (dos colas) 1,70561792

Figura 8.9: Prueba t Muestra 1 Prueba Inicial

De este analisis, para a = 0.1, se tiene la conclusién que se muestra en la figura
8.10, con informacion estadisticamente relevante para aceptar Hy: No existen diferencias

estadisticamente significativas entre las medias de los resultados en la prueba inicial.

Prueba t para Diferencias Significativas
0438910071 | > | 0,1
No hay diferencias significativas

Figura 8.10: Anélisis Prueba t Muestra 1 Prueba Inicial

Para complementar este analisis, se repite el procedimiento para una segunda mues-
tra y para a = 0.1 en ambas pruebas. La muestra seleccionada se presenta en la figura
8.11. Se realiza una prueba F, que se muestra en la figura 8.12 y en donde se concluye

que las varianzas son estadisticamente iguales.
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Grupo
Control Experimento
Estudiante Resultado Resultado
1 3 2,6
2 2,9 2,7
3 1,7 2,4
4 1,7 3,8
6 3 2,6 Prueba F para Varianzas
7 2 2,8 0,146770827] > | o1
8 1,6 0,2 Varianzas lguales
10 2,4 1,2
14 1,7 1,4
1> 9.9 2> Figura 8.12: Prueba F Muestra 2 Prue-
16 1,7 2,9
18 23 22 ba Inicial
19 2,3 2,4
20 2,3 2,5

Figura 8.11: Muestra Aleatoria 2 Prue-

ba Inicial

Se realiza la prueba t que se muestra en la figura 8.13, con la conclusion que se

muestra en la figura 8.14.

| Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Grupo Control Grupo Experimental
Media 2,107142857 2,392857143
Varianza 0,369945055 0,849945055
Observaciones 14 14
Varianza agrupada 0,609945055 Prueba t para Diferencias Significativas
Diferencia hipotética de las medias 0 0,342006697 | > I 0,1
Grados de libertad 26 No hay diferencias significativas
Estadistico t -0,96791143
P(T<=t) una cola 0,171003348
Valor critico de t (una cola) 1,314971864
P(T<=t) dos colas 0,342006697 : . 213 s
e T Lros752 Figura 8.14: Anélisis Prueba t Muestra

2 Prueba Inicial
Figura 8.13: Prueba t Muestra 2 Prueba

Inicial

De este analisis para la segunda muestra se tiene informacion estadisticamente rele-
vante para aceptar Hy: No existen diferencias estadisticamente significativas entre las

medias de los resultados en la prueba inicial.
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8.2.2. Prueba Final

La segunda prueba correponde al contenido de limite. Se busca dar respuesta a la
siguiente pregunta

s Existen diferencias estadisticamente significativas entre las medias de los resultados
en la prueba final en los grupos de control y de experimento?

Y se consideran las hipo6tesis correspondientes para responder a la misma

Hy: No existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los
resultados de la segunda prueba en ambos grupos.
H 4: Si existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los

resultados de la segunda prueba en los grupos.

En la figura 8.15 se presenta una muestra con la cual se va a realizar una prueba
t para un nivel de significancia @ = 0.1. Antes se realiza una prueba F, también para
a = 0.1, que se presenta en la figura 8.16, donde se concluye que las varianzas son

estadisticamente iguales.

Grupo
Control Experimento
Estudiante Resultado Resultado
2 2,6 1,9
5 1,5 2,8
7 1,2 0,9
10 2,8 3,6
13 3,2 3,6
15 1,4 0,8
17 0,5 2,8
20 0,5 0,0
21 1,1 43

Figura 8.15: Muestra Aleatoria 1 Prueba Final
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Prueba F para Varianzas
0,283681705 | > | 0,1
Varianzas lguales

Figura 8.16: Prueba F Muestra 1 Prueba Final

La prueba t, con las caracteristicas mencionadas, se presenta en la figura 8.17, con

la conclusion que se muestra en la figura 8.18.

| Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Grupo Control Grupo Experimental
Media 1,625 2,3
Varianza 0,990703125 2,18671875
Observaciones 9 9
Varianza agrupada 1,588710938
Diferencia hipotética de las medias 0
Grados de libertad 16
Estadistico t -1,136024211
P(T<=t) una cola 0,136338359
Valor critico de t (una cola) 1,336757167
P(T<=t) dos colas 0,272676718
Valor critico de t (dos colas) 1,745883676

Figura 8.17: Prueba t Muestra 1 Prueba Final

Prueba t para Diferencias Significativas
0272676718 | > | 0,1
No hay diferencias significativas

Figura 8.18: Anélisis Prueba t Muestra 1 Prueba Final

La prueba t presenta una media superior para el grupo experimental, sin embargo,
de este analisis se tiene informacion estadisticamente relevante para aceptar Hy: No
existen diferencias estadisticamente significativas entre las medias de los resultados en
la prueba final.

Para complementar este resultado, se selecciona una segunda muestra y se realizan

las respectivas pruebas t y F, ambas con un nivel de significancia de o = 0.1. La muestra
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se presenta en la figura 8.19 y la prueba F respectiva se presenta en la figura 8.20, en

donde se concluye que las varianzas son estadisticamente diferentes.

Grupo
Control Experimento
Estudiante Resultado Resultado
1 1,6 1,9
2 2,6 2,8
3 17 09 Prueba F para Varianzas
- : 0012587693 | < | 01
8 12 3,6 Varianzas Desiguales
9 2,0 3,6
13 2,8 0,8
14 15 2.8 Figura 8.20: Prueba F Muestra 2 Prue-
15 1,4 0,0
19 1> 43 ba Final

Figura 8.19: Muestra Aleatoria 2 Prue-
ba Final

La prueba t y la conclusion correspondiente aparecen en las figuras 8.21 y 8.22.

| Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales
Grupo Control Grupo Experimental
Media 1,8 2,3
Varianza 0,313242188 2,18671875
s 2 2 Prueba t para Diferencias Significativas
Diferencia hipotética de las medias 0 0365140637 ] - | 01
Grados de libertad 10 L _ L
EaclEien -0,04869071 No hay diferencias significativas
P(T<=t) una cola 0,182570319
Valor critico de t (una cola) 1,372183641
P(T<=t) dos colas 0,365140637
Valor critico de t (dos colas) 1,812461123 Flgura 8 22 Anéll&s Prueba t Muestra

2 Prueba Final
Figura 8.21: Prueba t Muestra 2 Prueba

Final

Igualmente, la prueba presenta una media superior en el grupo de experimento,
sin embargo, del analisis a la segunda muestra se tiene informacion estadisticamente
relevante para aceptar Hy: No existen diferencias estadisticamente significativas entre

las medias de los resultados en la prueba final.
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8.3. ENCUESTA

Los resultados de la encuesta realizada en el grupo control se presentan en la figura

8.23.

‘ Preguntas ‘ Respuestas \ Total Formularios
9

7
1 GeoGebra Mathematics 2
6 2
2 9 0
3 9 0

iBuen trabajo! jExitos!
iMuchos éxitos!

Figura 8.23: Encuesta Grupo de Experimento

Las siguientes son las abreviaciones usadas:

VG: Vista Grafica

CAS: Calculo Simbolico

HC: Hoja de Céalculo

DI: Definicién Intuitiva

DF': Definicion Formal

s LL: Limites Laterales
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» LT: Limites Trigonométricos

s C: Continuidad

De la pregunta 1 se observa que algunos de los estudiantes ya habian tenido inter-
accion con software, especificamente expresaron el uso de GeoGebra y de Mathematics.
De las preguntas 2 y 3 se observa la aceptacion de los estudiantes para el uso de este tipo
de recursos dentro del aula de clase, especificamente para los contenidos del precélculo
y de limites.

Se presenta un diagrama circular para la pregunta 4 en la figura 8.24 y otro para la

pregunta 5 en la figura 8.25

4: Caracteristicas mas relevantes de

GeoGebra
BVG
Otra; 0 Ninguna; 0
W CAS
HC; 6

HHC

vG; 9 B Otra
M Ninguna

CAS; 2

Figura 8.24: Diagrama Circular Pregunta 4
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5: Uso oportuno de GeoGebra en la

ensenanza
Ninguna; O
DI 3

mDI
mDF
mLL
mLT
mC
IT: 8 LL; 9 W Otra
H Ninguna

Figura 8.25: Diagrama Circular Pregunta 5

En estos se observa que los aspectos mejor considerados por los estudiantes fue la
Vista Gréfica y la Hoja de Calculo, aunque también se valor6 positivamente el CAS. Y
entre los contenidos que consideran més adecuados para ser estudiados y ensennados con
este tipo de recursos se valoraron: Limites Laterales, Limites Trigonométricos y Conti-
nuidad. Aunque también se valord positivamente la Definicion Formal y la Definicion

Intuitiva.






Capitulo

CONCLUSIONES

En este capitulo se describen las diferentes conclusiones que determinan los resulta-
dos estadisticos del capitulo anterior (Ver Analisis 8). Se destacan las conclusiones del
andlisis a las pruebas inicial y final y de la encuesta realizada. Asi, el proyecto concluye

que

= No existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los resulta-
dos de la prueba inicial en ambos grupos. Esta conclusion se argumenta con los

analisis a las muestras seleccionadas.

Basado en tales andlisis se concluye que el aprendizaje del contenido de precalculo
es similar en ambos grupos. Esto es de esperarse, considerando que ambos grupos

tienen el mismo docente y el mismo material bibliografico.

= No existen diferencias estadisticamente significativas en las medias de los resul-
tados de la prueba sobre el contenido de limites en los grupos para las muestras

seleccionadas.

Segiin estos anélisis se concluye que el aprendizaje del contenido de limites se dio

de manera similar en ambos grupos. Sin embargo, las conclusiones de los analisis
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estan basados en muestras muy pequenas, razon por la que los resultados no

puedan representar adecuadamente a los grupos.

Los estudiantes del grupo experimental, en su totalidad, consideran significativa
la realizacion del proyecto por las caracteristicas didacticas y pedagobgicas. Esto
se concluye de las opiniones expresadas por los estudiantes y de las respuestas en

la encuesta realizada.

El uso del software en la clase como recurso para apoyar el proceso de ensenanza
aprendizaje resulta ser un atractivo para los estudiantes. Con el uso de GeoGebra
se pueden verificar diferentes hipotesis sobre algunos ejercicios del contenido de
limites de manera dindmica, considerando los diferentes aspectos de los mismos

(el numérico, algebraico y grafico).

Los estudiantes expresan confianza al momento de proponer y verificar hipotesis
sobre diferentes ejercicios del contenido de limites, resueltos de manera grupal y

propuestos de manera individual.



oo 1 )

RECOMENDACIONES

Basados en la experiencia que se tuvo en este proyecto, se consideran pertinentes

las siguientes recomendaciones para potenciar los recursos e ideas involucrados

= Basados en las encuestas y comentarios de los estudiantes, es pertinente realizar
una introducciéon al manejo de GeoGebra, y en general de cualquier software que se
pudiera usar, a todos los estudiantes del curso. Se sugiere involucrar los diferentes
aspectos del software durante el contenido de precélculo, con el fin de que los

estudiantes tengan un conocimiento basico del manejo del software.

= Complementando la recomendacion anterior, se sugiere la habilitacion de un or-
denador por cada estudiante durante el tiempo que se esté usando el software.
De esta manera cada estudiante puede poner a prueba constantemente los cono-

cimientos adquiridos, tanto del contenido teérico como del uso del software.

= Proponer actividades (desde el contenido de precalculo) en las que los estudiantes
puedan poner a prueba hipotesis sobre ejercicios practicos, con el fin de que se

reconozcan las caracteristicas méas ttiles de GeoGebra para este espacio académi-

79



80

Capitulo 10. RECOMENDACIONES

co. De esta forma los estudiantes tendran recursos para verificar propiedades en

el contenido de limites.

= En el caso de la Licenciatura en Matematicas y Fisica, fortalecer el uso de diferen-
tes recursos que puedan complementar positivamente los cursos de matematicas,
favoreciendo espacios en los que se considere la pertinencia de tales recursos en

los diferentes cursos y contextos académicos.
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|APENDICE A

PRUEBA INICIAL

Responda las siguientes preguntas relacionadas al contenido de precalculo.

1. Represente graficamente el intervalo solucién para

0) 1f(@)| < 2si f(z) = r—1

b) |8z — 3| < 13
2. Sea f(r) = 2% — 3z + 1. Determine

a) f(=1)

p) Lath-fa)

y simplifique.

3. a) Escriba la definicion del dominio de una funcion.
b) Describa el dominio de

3 —8

2 —x -2

fz) =

4. Considere la siguiente funciéon a trozos (una semirecta, dos segmentos de recta,
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una semicirculo, una semielipse y una seccién de parabola)

(

—2(z+7), siz < —b

-1, si—bh<x<—4

3 Wortdn si—4<x<0

T+ 2, si0<zr<1

2—+6r—22—-5, sil<z<5h
sib<ux

VT —5+2,
\

Un estudiante afirma que la siguiente es la grafica de esta funcion. Sin embargo,

ésta presenta tres errores. Describa cuéles son.
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|APENDICE B

PRUEBA FINAL

Mostrando todo el procedimiento, resuelva cada uno de los siguientes ejercicios.

1. Sean
.

x, stz < =2

flx)=9-6, si—2<z<l

r+2, six>1
\

y g(x) representada en la siguiente gréfica.
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Determine cada uno de los siguientes limites:

a) lim, ., o (f(z) + g(x))

b) lim, ., , L4

¢) lmg_y+ \/f(2)g()

2. Pruebe que para x = 1 y x = 2 la siguiente funcion f(z) es discontinua e indique

que tipo de discontinuidad es.

x4+ 1, siz <1
2—x, sil<z<?2
fz) =
1, six =2
2 .
(@ —2)% siz>2

3. Determine el valor de cada uno de los siguientes limites:

a) lim, o0 ( 2+ 3 — x)

b) lim, o (|2] + |—2])

l+4cosz
T—T

¢) lim, .



APENDICE

ENCUESTA

Objetivo: Considerar la pertinencia del uso de software especializado en el estudio de
las matematicas.

Dirigido a estudiantes del curso de Matematicas 1.

1. ;Ha utilizado algin software o recurso para acompanar y fortalecer su proceso de

aprendizaje?
Si D No D

En caso de que su respuesta haya sido si, indique cuél o cuéles:

2. ;Considera que el uso de GeoGebra® es 1til para el estudio de los contenidos de

precélculo y céalculo?
Si D No D
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3. (Considera favorable el uso de GeoGebra® para el estudio de limites?
Si D No D

4. Senale las caracteristicas de GeoGebra® que considere mas relevantes para el

estudio de limites

Vista Gréfica Hoja de Calculo
Algebraica (CAS) Ninguna
Otro

5. Indique los contenidos de limites para los que considera oportuno el uso de

GeoGebra® como recurso para la ensenanza

] Definicién Intuitiva Definicién Formal

N Limites Laterales Limites Trigonométricos
N Continuidad Ninguna

N Otro

6. Indique a continuacion las observaciones que considere pertinentes.
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