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INTRODUCCIÓN

La investigación plantea el uso de GeoGebra R© para afrontar errores en el aprendizaje

del concepto de límite de una función en el curso de matemáticas 1 de la Universidad

Tecnológica de Pereira (UTP).

En la pedagogía y la dinámica del proceso de aprendizaje se reconocen algunos

errores cognitivos que se generan durante el aprendizaje de un concepto y se denominan

obstáculos epistemológicos. Desde diferentes proyectos y estudios en varios lugares del

mundo se han reconocido algunos obstáculos durante el aprendizaje del concepto límite,

que vienen a formar parte de los procesos educativos de los estudiantes y no se reconoce

un indicador único sobre origen de los mismos.

El interés de la investigación está basado en la necesidad de usar alternativas tecno-

lógicas para disminuir y afrontar estos errores en el aprendizaje del concepto de límite

de una función. Con este objetivo, se hace uso del software libre GeoGebra, aplicado

al proceso académico de un grupo de experimento. Así mismo, se toma un grupo de

control para contrastar los resultados obtenidos durante el aprendizaje del concepto.

Al �nal se presentan las conclusiones conseguidas en la implementación de la inves-

tigación; las opiniones de las partes involucradas en el proceso, docentes y estudiantes,

y se hacen las recomendaciones pertinentes.

11





Capı́tulo 1
TÍTULO

Uso de GeoGebra para afrontar obstáculos epistemológicos en el aprendizaje del

concepto de límite de una función en el curso de Matemáticas 1 en la Universidad

Tecnológica de Pereira.
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Capı́tulo 2
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2.1. SITUACIÓN DEL PROBLEMA

El cálculo diferencial constituye uno de los fundamentos matemáticos para cualquier

persona que curse estudios superiores y que pretenda participar en la sociedad como

profesional en las áreas de ingeniería, producción, ciencia y hasta educación. Todos los

programas de ingeniería, ciencias naturales y ciencias exactas incluyen este curso en sus

planes de estudio.

Dada la relevancia de las matemáticas, su estudio se ha relacionado con muchas

características, algunas de las cuales no son tan positivas. En cualquier nivel, éstas

se han asociado a una alta di�cultad en su aprendizaje; lo cual se debe a variadas

razones, como que no se tienen los conocimientos previos necesarios para determinados

contenidos o que no hay su�cientes personas capacitadas para su enseñanza o que los

medios y recursos que facilitan el aprendizaje no están disponibles o no se usan, etcétera.

Son algunos de estos temas, especialmente los pedagógicos, los que deben enfrentar los

educadores actuales.

De manera particular, se encuentra un capítulo fundamental en el contenido del

15



16 2.1 SITUACIÓN DEL PROBLEMA

cálculo diferencial que se caracteriza por su formalismo, su relevancia para los siguientes

contenidos teóricos y su uso en diversos contextos de la ciencia; éste es el de límite. La

importancia del concepto radica en que es base para otros temas en el cálculo; como lo

es la continuidad de funciones, la derivada y la integral. Estos contenidos posteriores

son necesarios para el estudio y aplicación teórica y práctica de cursos más avanzados

del cálculo y otras disciplinas.

Sin embargo, al tiempo que se estudian los conceptos relacionados al límite de una

función, se identi�can algunos errores que comenten los estudiantes y que impiden la

adecuada apreciación al concepto. En didáctica, estos errores se reconocen como obs-

táculos epistemológicos. Comúnmente, los estudiantes realizan algunos procedimientos

erróneos que, de no ser identi�cados ni afrontados, serán un impedimento (y un tedio)

para el aprendizaje de los siguientes conceptos.

En la UTP es común escuchar cada semestre comentarios, de docentes y estudian-

tes de los cursos de matemáticas 1, sobre los errores y lo complicado que suele ser

esta sección durante el curso y de su importancia para el estudio y comprensión de la

matemática. Históricamente, la construcción y de�nición formal del concepto de límite

tampoco fue simple, y de cierta forma este hecho se repite en las aulas de clase; allí

se evidencian los grandes retos que trae consigo el concepto durante su enseñanza y

aprendizaje, en los aspectos grá�cos, simbólicos y numéricos.

Estos cursos son orientados por personas con diferentes cualidades profesionales:

ingenieros y licenciados, con maestrías y doctorados. Sin embargo, las di�cultades con-

tinúan, de lo que se puede pensar que la actividad docente en este espacio requiere de

otros recursos para enfrentar dichas problemáticas. Entre otras, una solución que ha

tenido gran acogida e impacto positivo es el uso de material tecnológico dentro del aula,

acompañando y complementando la enseñanza y aprendizaje de los contenidos.

Esta investigación busca implementar de manera activa un recurso tecnológico en
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el aula de clase considerándolo potente, útil y apropiado para este espacio académico,

enfocado al estudio del concepto de límite y acompañando el proceso educativo usual

de la UTP.

2.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Ya se reconoce el uso de recursos tecnológicos en los cursos de matemáticas en

diferentes niveles educativos. Pero, pese a la variedad de software matemático, la im-

plementación de la tecnología en las aulas de clase ha sido �lenta y compleja� [1], y es

posible reconocer que esta inclusión es mucho más compleja en los niveles universitarios.

Teniendo en cuenta lo anterior, se plantea la siguiente pregunta para orientar la

investigación: ¾Cuál es la efectividad del uso del software matemático GeoGebra para

afrontar obstáculos epistemológicos en el proceso de enseñanza-aprendizaje del concepto

de límite de estudiantes del curso de matemáticas 1 en la Universidad Tecnológica de

Pereira?





Capı́tulo 3
JUSTIFICACIÓN

Esta investigación está direccionada a enfrentar errores cometidos durante el apren-

dizaje del concepto de límite de una función que se reconocen como obstáculos episte-

mológicos e impiden un aprendizaje adecuado de este concepto y de futuros conceptos

en el estudio del cálculo diferencial e integral. Pese a que la problemática se reconoce en

muchos y diferentes espacios académicos, se han hecho pocas cosas para solucionarla.

Lo que se propone en esta investigación es nuevo para el contexto de la UTP. Aunque

se reconoce la labor de algunos docentes que de manera individual han buscado llevar

las nuevas tecnologías a las aulas de clase, esta investigación pretende ser relevante y

generar conclusiones para el proceso educativo en general.

Enfrentando estos errores durante el aprendizaje del concepto se espera que los es-

tudiantes no tengan mayores problemas en el aprendizaje de los siguientes contenidos.

Además, se busca que tengan las su�cientes herramientas conceptuales para fortale-

cer el proceso académico individual. En cierta medida, se busca la apropiación de los

contenidos necesarios y fortalecimiento de la zona de desarrollo real para la

continuación de formación académica.

Se propone el uso de GeoGebra para acompañar el proceso de enseñanza aprendizaje,
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20 Capítulo 3. JUSTIFICACIÓN

pues éste tiene la ventaja de combinar los aspectos grá�co, numérico y algebraico en

un solo lugar y de manera dinámica. Además, facilita el uso de hoja de cálculo y

de construcciones dinámicas con las cuales se puede interactuar de manera constante,

marcando una diferencia signi�cativa en cuanto la presentación usual de estos aspectos

en un tablero. Además, se hace una propuesta al uso de recursos de este tipo en los

cursos del programa de la Licenciatura en Matemáticas y Física de la UTP.

Finalmente, hay tres puntos centrales: primero, la comprensión del concepto de lími-

te más allá de las di�cultades formales que éste trae consigo; segundo, el reconocimiento

de la pertinencia de implementar recursos tecnológicos en el aula de clase y tercero, el

desarrollo e implementación de diferentes proyectos enfocados a la mejora del contexto

pedagógico en la UTP.



Capı́tulo 4
HIPÓTESIS

El proyecto tiene dos �nalidades pedagógicas: una es que los estudiantes del grupo

de experimento puedan resolver de manera correcta ejercicios del tema de límites, sin

cometer los errores epistemológicos que se han identi�cado, la segunda es que también

se sientan cómodos con los recursos usados en clase y que consideren desde ya el uso de

estos y otros similares como herramientas para su proceso formativo.

Se busca, haciendo uso de una prueba inicial, una caracterización de los grupos de

experimento y de control, con el �n de determinar posibles diferencias estadísticamen-

te signi�cativas en los resultados promedios de cada grupo respecto al contenido de

precálculo. En este punto se establece una primera hipótesis de la siguiente forma:

H10: Las medias en los resultados de la primera prueba en ambos grupos no muestran

diferencias estadísticamente signi�cativas.

H1A: Se encuentran diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la primera prueba en los grupos.

Después de esta prueba se presentará al grupo de experimento unas construcciones,

como se describe en el capítulo de Metodología 7. Luego, se realiza una prueba �nal sobre

la cual se establece una segunda hipótesis similar a la anterior, respecto al contenido

21



22 Capítulo 4. HIPÓTESIS

de límites, de la siguiente forma

H20: Las medias en los resultados de la segunda prueba en ambos grupos no muestran

diferencias estadísticamente signi�cativas.

H2A: Se encuentran diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la segunda prueba en los grupos.

Para llegar a la veri�cación de tales hipótesis se hará uso de Pruebas t,como se

menciona en el capítulo de Análisis 8.



Capı́tulo 5
OBJETIVOS

5.1. OBJETIVO GENERAL

Usar el software matemático GeoGebra para afrontar obstáculos epistemológicos

en el proceso de enseñanza aprendizaje del concepto de límite de una función, con

estudiantes del curso de matemáticas 1 de la Universidad Tecnológica de Pereira.

5.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS

Considerar las diferencias en el aprendizaje de los principales conceptos del pre-

cálculo que anteceden el contenido de límite en ambos grupos.

Permitir que los estudiantes fortalezcan y enriquezcan sus argumentos cuando se

estudian los contenidos sobre límites y cuando se enfrentan a ejercicios prácticos.

Determinar la efectividad del uso de GeoGebra como recurso para enfrentar obs-

táculos epistemológicos en el aprendizaje del contenido de límite.
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Capı́tulo 6
MARCO DE REFERENCIA

6.1. MARCO DE ANTECEDENTES

En los últimos años se han desarrollado trabajos e investigaciones educativas sobre la

enseñanza y aprendizaje del concepto de límite. Dichos trabajos se han hecho en niveles

de educación media y superior. Entre estos, se resaltan aquellos que implementan en el

aula de clase recursos tecnológicos y software matemático como supuestos que mejoran

el proceso de enseñanza aprendizaje de este contenido.

Vrancken et al [2], identi�can algunos de los inconvenientes que tienen los estudiantes

de �carreras universitarias no matemáticas� durante el aprendizaje del concepto de

límite. El trabajo desarrollado por Blázquez y Ortega [3] incluye una lista de di�cultades

identi�cadas en estudiantes de segundo grado de bachillerato (17 y 18 años) al ejecutar

su propuesta en España. En estos dos trabajos, se reconoce y evidencia la di�cultad de

aprendizaje del concepto.

Esto no se aleja del proceso histórico relacionado al concepto. La interpretación y

aplicación del concepto de límite fue históricamente compleja y pasaron 150 años a las

apreciaciones respectivas al cálculo de Isaac Newton y Gottfried Leibniz antes de que

25



26 6.1 MARCO DE ANTECEDENTES

se introdujeran �de�niciones irrebatibles y formales� [4] al respecto.

Sin embargo, una tendencia interesante que se ha tomado, en todo el mundo, para

afrontar esta problemática pedagógica es la inclusión de recursos tecnológicos y de

software especializado en las aulas de clase. El alcance de este objetivo ha tenido buenos

resultados en diferentes áreas del conocimiento, y es preciso que se busquen iguales

resultados en el campo de las matemáticas.

En Colombia y países hispanohablantes se destaca el proceso que ha realizado Julio

Ríos [5], quien hace uso de medios y redes de comunicación (como YouTube y Facebook)

para explicar en vídeo ejercicios de límites (y muchos otros temas). De manera similar se

encuentran diferentes canales, blogs y per�les en los que se especializan en la enseñanza

y solución de ejercicios. Un caso más local, en la UTP, es el trabajo hecho por el profesor

Fabio Valencia M. [6], quien ha creado y puesto en su blog una serie de vídeo-tutoriales

en los que explica y soluciona algunos límites.

Sobre software especializado hay uno sobresaliente: GeoGebra. Sobresale por diver-

sas razones, entre ellas, que es un software gratuito enfocado a la enseñanza y aprendi-

zaje de las matemáticas. José Fernández [7], sobre el concepto de función y límite para

estudiantes de primer grado de bachillerato en España, sugiere el uso de los recursos

visuales de GeoGebra para la enseñanza y aprendizaje de los conceptos de función y

límite. En un documento sobre la enseñanza y aprendizaje del cálculo, publicado para

el International Congress on Mathematical Education 2008 [1], se describen algunas

experiencias positivas sobre el uso de GeoGebra en el aula.

Así, resulta pertinente realizar una integración de GeoGebra y el concepto de límite

en el aula de clase, ésta representa una experiencia muy interesante y positiva para

el proceso educativo del curso de cálculo. Además; teniendo en cuenta experiencias,

conclusiones y sugerencias de otros grupos de investigación y aplicaciones realizadas

por ellos, el proceso que se propone resulta llamativo e innovador para los estudiantes.
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6.2. MARCO CONCEPTUAL

Los siguientes son los conceptos matemáticos más relevantes de este proyecto.

Cálculo diferencial en una variable: Parte del análisis matemático que estudia la

relación y razón de cambio de una variable en función de otra.

Función: Una función f es una relación de elementos (numéricos) que asigna uno y

solo un elemento del codominio a cada uno de los elementos del dominio.

Dominio de una función: Es el conjunto de elementos (numéricos) x a los que una

función f puede asignar un elemento del codominio. Son considerados como los

elementos de entrada en una función.

Codominio de una función: Es el conjunto de elementos (numéricos) f(x) asignados

a los elementos x del dominio. Son considerados como los elementos de salida en

una función.

Límite L de una función f(x) en un punto c: Se dice que L es el límite de f(x)

cuando x→ c si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. f(x) no necesita estar de�nida en x = c, pero debe estar de�nida sobre todos

los otros x de un intervalo que contenga c.

2. Para todo ε > 0 se puede encontrar un δ > 0 tal que para todos los x en el

dominio de f se cumpla

|x− c| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

Esto se nota como

ĺım
x→c

f(x) = L
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En este proyecto se propone el uso de unas construcciones especí�cas realizadas en

GeoGebra como propuesta didáctica a las di�cultades identi�cadas durante el aprendi-

zaje del contenido de límites. Estas di�cultades se identi�can como obstáculos episte-

mológicos, concepto estudiado principalmente por Gastón Bachelard y Guy Brousseau.

Se identi�can tres obstáculos didácticos según su origen [8]: de origen ontogenético,

de origen didáctico y de origen epistemológico. De estos últimos se ocupa el presente

proyecto.

Se menciona ahora el concepto central en el que se basará el trabajo pedagógico

propuesto.

Obstáculos Epistemológicos Se de�nen como elementos psicológicos, relacionados

con el objeto de estudio, que no permiten un correcto aprendizaje de un concep-

to especí�co. Los obstáculos epistemológicos se mani�estan mediante los errores

visibles cometidos por los estudiantes [8].

6.3. MARCO TEÓRICO

Para el desarrollo de este trabajo, se acude a las apreciaciones hechas sobre la manera

en que se genera el aprendizaje según la corriente pedagógica constructivista, sumada

a las apreciaciones hechas por G. Bachelard y G. Brousseau sobre el mismo aspecto.

Dicha corriente considera que el conocimiento se genera a partir de las interacciones

que una persona tenga con la realidad. A medida que se generan las relaciones con el

medio, se van adquiriendo experiencias que permiten modi�car la estructura cognitiva

y la forma de interactuar de la persona con dicho medio. Es de resaltar en esta corriente

la importancia que tienen los conocimientos previos, pues son estos los que permiten la

modi�cación cognitiva y por lo tanto el éxito del aprendizaje.
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En el contexto educativo, se considera que el aprendizaje surge a partir de espacios

estimulantes generados por los docentes que permite a los estudiantes el desarrollo del

propio pensamiento y la re�exión del contexto vivido. Permitiendo estos aspectos, en

la línea constructivista se encuentran el Aprendizaje Signi�cativo y el Aprendizaje por

Descubrimiento, cuyos representantes principales son David P. Ausubel y Jerome S.

Bruner. Además, en este espacio educativo, el constructivismo reconoce el aprendizaje

como un suceso social, así que el trabajo colectivo es también fundamental para los

estudiantes. Sobre este último aspecto, las metodologías implementadas en este proyecto

consideran las ideas de Lev S. Vygotsky en relación al aprendizaje social y los procesos

de aprendizaje.

Actualmente, existen diversas aplicaciones que se pueden usar en el contexto edu-

cativo y para �nes similares a los que se proponen en el proyecto. En general, existe

diversidad de aplicaciones a diferentes contenidos de las matemáticas, algunas de éstas

y sus principales características son:

Nombre Características

Kalcul Para cálculo mental simple

KBruch Aplicación interactiva para aprender fracciones

TuxMath Juegos lúdicos de matemáticas

CarMetal Geometría interactiva

KalGebra Solución de expresiones y gra�cador

Scilab Aplicación para ingeniería de cálculo numérico

Mathematica Visualización, estructuras matemáticas

MatLab Representación de funciones y GUI

GeoGebra Aplicación dinámica de geometría, álgebra, grá�cas, estadísticas
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Entre estas aplicaciones, se optó por hacer uso de GeoGebra por su potencial diná-

mico y conexión entre las diferentes vistas que ofrece, además por ser un software libre

y de uso masivo en ámbitos académicos internacionales.

6.4. MARCO DEMOGRÁFICO

El proyecto se ejecuta con dos grupos del curso de matemáticas 1 de la UTP. El

curso pertenece a los programas de Tecnologías, Ingenierías y de Ciencias Básicas y es

de los primeros que se deben tomar en el pregrado, por lo cual en general los estudiantes,

hombres y mujeres, tienen edades alrededor de los 18 años.

El grupo de control se compone de veintidós estudiantes y participan de este proyecto

solo como referente para la prueba inicial y el análisis de resultados. El contenido de

límites para este grupo es presentado de la forma en la UTP: el docente presenta una

teoría, realiza explicaciones y ejercicios, propone actividades y sugiere una referencia

bibliográ�ca.

El grupo de experimento se compone con catorce estudiantes. Uno de los estudiantes

es Sordo y cuenta con una persona interprete para sus clases por lo que la comunicación

era favorable en ambas direcciones. Además, otro estudiante había realizado un curso

inicial de matemáticas en otra universidad, por lo que tiene un bagaje en el área de

matemáticas.

En general, los estudiantes de la UTP viven en zonas cercanas a la ciudad de Pereira,

aunque a la universidad pertenecen estudiantes de muchas zonas del país. En general,

no existen graves situaciones que di�culten los procesos de comunicación en el contexto

académico.
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6.5. MARCO GEOGRÁFICO

La UTP está ubicada en el barrio Álamos de la ciudad de Pereira, en el departamento

de Risaralda, en la región Andina de Colombia. Es la única universidad de carácter

público en el departamento. El campus cuenta con diferentes edi�cios en donde se

ubican las diferentes facultades, direcciones y aulas de clase. Para mayor información,

sobre la ubicación y contacto con la universidad se puede consultar su página web

utp.edu.co.

La ciudad de Pereira se encuentra a una altitud media de 1411 m s.n.m. y limita

al Norte con los municipios de Dosquebradas, Santa Rosa de Cabal y Marsella (Depar-

tamento de Risaralda). Al Sur, con los municipios de Ulloa (Departamento del Valle),

Filandia y Salento (Departamento del Quindío). Al Oriente, con el Departamento del

Tolima, con Anzoátegui, Santa Isabel, Ibagué y zona de los nevados. Al Occidente,

con los municipios de Cartago, Anserma Nuevo (Departamento del Valle), Balboa, La

Virginia (Departamento de Risaralda).

utp.edu.co




Capı́tulo 7
METODOLOGÍA

La metodología implementada en el proyecto se describirá según las etapas que

conformaron todo el proceso.

7.1. OBSTÁCULOS EPISTEMOLÓGICOS

En algunos trabajos llevados a cabo por diferentes grupos de investigación en dife-

rentes partes del mundo se han identi�cado algunos obstáculos epistemológicos durante

el aprendizaje del concepto de límite y que, como se mencionó antes, se representan

como errores cometidos durante el proceso de aprendizaje.

En el trabajo realizado por Blazquez y Ortega [3] se estructuran algunas tareas para

comprender el proceso de aprendizaje de los estudiantes durante el estudio de límites.

Entre éstas se reconocen algunas tareas que deben cumplir los estudiantes durante el

curso del Matemáticas 1 en la UTP, como son

Representaciones de forma grá�ca del límite de una función (IGIL1)

1Estas abreviaciones son usadas en el trabajo original

33
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Existencia de límite algebraico (ELA)

Existencia de límite grá�co (ELG)

Análisis de la tendencia lateral numérica (ATLN)

Existencia de límite a través de los límites laterales en forma grá�ca (CLLG)

Idea grá�ca de límite de una función en un punto (INPL)

Y se suman

Comprensión de los valores de ε y δ en la de�nición formal

Existencia de límites trigonométricos

Continuidad de funciones en forma grá�ca y analítica

En las conclusiones del mismo trabajo se enuncia una lista de las di�cultades que

se encuentran durante el cumplimiento adecuado de estas tareas. Entre estas di�culta-

des, que representan obstáculos epistemológicos, se consideran las siguientes para este

proyecto

Asocian �todas� las grá�cas con funciones conocidas

No entienden la idea grá�ca de límite

Consideran que son puntos distintos p+ y p−

Comprenden la no existencia de límite de una función

Interpretan indeterminaciones como la no existencia del límite
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Estas di�cultades se han considerado porque los recursos que se proponen en este

proyecto pueden ayudar a evitar y corregir las mismas. De esta forma, las construcciones

realizadas en GeoGebra buscan justi�car la manera adecuada en que se deben solucionar

las diferentes tareas alrededor del concepto de límite.

A estos obstáculos epistemológicos se le suman los siguientes:

Se puede hallar el valor del límite de cualquier función calculando las imágenes

valores cercanos a x

La existencia del límite se considera como el valor de la función; es decir, se suele

pensar que

ĺım
x→c

f(x) = f(c)

Lo cual no es cierto siempre. Este aspecto adquiere relevancia en el estudio de

continuidad de una función en el cálculo.

Para cada uno de estos obstáculos se propone una forma para enfrentarlo haciendo uso

de GeoGebra, como recurso implementado en el aula de clase. Cada una de las construc-

ciones tiene características con las que se pueden evitar o corregir estas di�cultades.

7.2. PRUEBA INICIAL

En ambos grupos, de control y de experimento, se realiza una prueba inicial (Ver

Apéndice A) que busca evaluar el aprendizaje de los estudiantes con relación a conceptos

del precálculo, especialmente para aquellos que son relevantes para el estudio de límites.

Del grupo de control participan veintidós estudiantes y del grupo de experimento catorce

estudiantes.

En el grupo de control se hizo la prueba de forma anónima, considerando la misma

como parte del control de contenido del curso de matemáticas 1 en la UTP. En el grupo
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de experimento se hizo con los datos de los estudiantes, aunque sin �nes evaluativos en

su curso. Para la solución de la prueba se considera una hora.

Estos contenidos de precálculo son los siguientes

Intérvalo solución de una inecuación

Evaluación de un valor en una función

Simpli�cación de expresiones algebraicas

Dominio de una función

Grá�ca de funciones

Representaciones de funciones a trozos

La prueba fue revisada por el docente que dirigía la cátedra académica en ambos

grupos y estuvo de acuerdo en la conveniencia para incluir estos temas en la misma.

Con esta prueba se quiere determinar el conocimiento de los conceptos que son base

para el contenido de límite y con los que se da lugar al aprendizaje del cálculo. Estos

temas y ejercicios incluidos están basados en el material bibliográ�co que corresponde

a estos contenidos. Los resultados de esta prueba argumentaran los análisis correspon-

dientes a la primera hipótesis propuesta.

7.3. CONSTRUCCIONES EN GEOGEBRA

Una vez reconocidos y seleccionados los obstáculos epistemológicos para este pro-

yecto, se inicia el proceso de enseñanza aprendizaje alrededor del concepto de límite.

El contenido de límites implementado contaba con las siguientes secciones
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Concepto Intuitivo

De�nición Formal

Límites Laterales

No Existencia del Límite

Límites al In�nito

Límites In�nitos

Límites Trigonométricos

Propiedades de Límites

Continuidad

Teorema de Valor Intermedio

Atendiendo a los obstáculos se realizan algunas construcciones en GeoGebra pa-

ra ser presentadas al grupo de experimento como recurso complementario al proceso,

atendiendo a las necesidades de contenido y del curso.

Ambos grupos tienen llevan su proceso de formación con el mismo docente, quien

es egresado del programa de la Licenciatura en Matemáticas y Física. La referencias

bibliográ�cas usadas en el curso (ver [9], [10] y [11]) son más o menos las mismas para

ambos grupos y en general que se suele usar en todos los cursos de Matemáticas 1 en la

UTP. Ambos grupos cuentan con horarios de asesoría diferentes a los horarios de clases,

el docente ofrecía las asesorías al grupo de control y los encargados de este proyecto

ofrecían las asesorías en el grupo de experimento.

A continuación se muestran algunas de las vistas de las construcciones realizadas en

GeoGebra e implementadas en el curso.
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7.3.1. Características de GeoGebra

GeoGebra, como se ha mencionado, es un software libre enfocado a la enseñanza

y aprendizaje de las matemáticas que cuenta con diferentes aspectos; como las vistas

grá�cas, algebraica, de cálculo simbólico (CAS) y hoja de cálculo, que se integran de

manera dinámica en la interfaz inicial de la aplicación.

Inicialmente, GeoGebra cuenta con una barra de entrada, que se muestra en la

�gura 7.1, en la cual se pueden ingresar de cualquier elemento que acepte la aplicación

(desde puntos hasta funciones establecidas). Todos los elementos que se ingresan a esta

barra aparecen inmediatamente en la vista algebraica, que se muestra en la �gura 7.2,

y también cualquier otro elementos que se ingrese directamente en alguna de las otras

vistas.

En la vista grá�ca, que se muestra en la �gura 7.3, aparece una representación

geométrica de los objetos ingresados, como puntos, funciones, segmentos de recta, po-

lígonos, etcétera, y sobre esta también aparecen elementos que se pueden programar

para ser usados en la interfaz; como botones, deslizadores, cuadros de texto, etcétera.

En la �gura 7.4 se muestra la hoja de cálculo, en esta se pueden programar elementos

que se relacionen con los que están en otras vistas. Por ejemplo, se pueden crear un

punto que tome las coordenadas de�nidas sobre un par de casillas en la hoja de cálculo,

y éste se mostrará en las vistas algebraica y grá�ca.

Finalmente, en la �gura 7.5 se muestra la hoja de cálculo simbólico en donde se

GeoGebra ofrece la opción de realizar algunos procedimientos matemáticos como la

factorización de expresiones, el cálculo de raíces de ecuaciones y la simpli�cación de

expresiones.

En realidad, hay una amplia lista de características en GeoGebra que favorecen mu-

cho procesos de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, sin embargo, se consideran
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Figura 7.1: Barra de Entrada de Geo-

Gebra

Figura 7.2: Vista Algebraica de GeoGe-

bra

estas como las más potentes para implementar y acompañar en el contenido de límites.

7.3.2. Concepto Intuitivo

Se inicia dando la de�nición intuitiva de límite se busca apoyar los estudios iniciales

con la vista grá�ca y la hoja de cálculo en GeoGebra. Se considera el siguiente enunciado

¾Qué sucede con f(x) = x+ 2 cuando x toma valores cercanos a 1

Y para ello se incluye la construcción que se ve en las �guras 7.6 y 7.7

Y para un segundo ejercicio se considera una expresión racional; incluyendo la vista

grá�ca, la hoja de cálculo y el CAS que se muestran en las �guras 7.8, 7.9 y7.10, así

¾Qué sucede con f(x) =
x3 − 1

x− 1
cuando x toma valores cercanos a 1

Finalmente, se presenta otro ejemplo en el que se requiere hacer uso del zoom en

la vista grá�ca y usar dos tablas de datos, como se muestra en las �guras 7.11, 7.12 y

7.13, así

Haciendo uso de una tabla de datos determine ĺım
x→0

101000x

100000x+ 1
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Figura 7.3: Vista Grá�ca de GeoGebra

Figura 7.4: Hoja de Cálculo de GeoGe-

bra Figura 7.5: CAS en GeoGebra
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Figura 7.6: Vista Grá�ca Ejercicio 1

De�nición Intuitiva

Figura 7.7: Hoja de Cálculo Ejercicio 1

De�nición Intuitiva

Figura 7.8: Vista Grá�ca Ejercicio 2 De�nición Intuitiva
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Figura 7.9: Hoja de Cálculo Ejercicio 2

De�nición Intuitiva

Figura 7.10: CAS Ejercicio 2 De�nición

Intuitiva

Figura 7.11: Vista Grá�ca Ejercicio 3

De�nición Intuitiva

Figura 7.12: Hoja de Cálculo Ejercicio

3 De�nición Intuitiva
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Figura 7.13: Vista Grá�ca Zoom Ejercicio 3 De�nición Intuitiva

7.3.3. De�nición Formal

Para la de�nición formal se hace uso de diferentes construcciones, una de las cuáles

se muestra en las �guras 7.14 y 7.15 en su vista grá�ca y la hoja de cálculo, para el

siguiente enunciado

Pruebe que ĺım
x→4

(3x− 7) = 5

7.3.4. Límites Laterales

Para el contenido de límites laterales se hace uso de diferentes construcciones, en

especial de la siguiente en su vista grá�ca, que se muestra en la �gura 7.16 para el

siguiente enunciado

Determine la existencia del límite para los valores de x = {−5,−4, 0, 1, 5}

7.3.5. No Existencia del Límite de una Función

Además de las consideraciones hechas en la sección de límites laterales 7.3.4, se hace

uso de la vista grá�ca de la construcción que se muestra en la �gura 7.17
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Figura 7.14: Vista Grá�ca Ejercicio 1

De�nición Formal

Figura 7.15: Hoja de Cálculo Ejercicio

3 De�nición Formal

Figura 7.16: Vista Grá�ca Ejercicio 1 Límites Laterales
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Figura 7.17: Vista Grá�ca Ejercicio 1 No Existencia de Límite

7.3.6. Límites al In�nito y Límites In�nitos

Para esta sección se hace uso de las vistas grá�cas y de la hoja de cálculo que se

muestran en las �guras 7.18, 7.19 y 7.20, para los siguientes enunciados

Determine, si existe, el valor para ĺım
x→∞

3x2 + 3

5x2 + 7x− 39
Ver �gura 7.18

Determine, si existe, ĺım
x→1−

x3 − x2 − 4x+ 4

x2 − 2x+ 1
Ver �guras 7.19 y 7.20

7.3.7. Límites Trigonométricos

Para esta sección se hace uso de dos construcciones, en su vista grá�ca, que se

muestran en las imágenes 7.21 y 7.22, para los dos límites trigonométricos fundamentales

que se enuncian a continuación

ĺım
x→0

sinx

x
= 1 Ver 7.21

ĺım
x→0

1− cosx

x
= 0 Ver 7.22
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Figura 7.18: Vista Grá�ca Ejercicio 1 Límites al In�nito y Límites In�nitos

Figura 7.19: Vista Grá�ca Ejercicio 2

Límites al In�nito y Límites In�nitos

Figura 7.20: Hoja de Cálculo Ejercicio

2 Límites al In�nito y Límites In�nitos
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Figura 7.21: Vista Grá�ca Ejercicio 1

Límites Trigonométricos

Figura 7.22: Vista Grá�ca Ejercicio 2

Límites Trigonométricos

Figura 7.23: Vista Grá�ca Ejercicio 1 Teorema del Sándwich

7.3.8. Propiedades de Límites

Entre las diferentes propiedades de los límites, se menciona el Teorema del Sándwich,

para lo cual se usa la vista grá�ca de una construcción, que se muestra en la �gura 7.23,

con relación al siguiente enunciado

Considere el valor del límite para f(x) = x cos 1
x
teniendo en cuenta que −|x| ≤ f(x) ≤

|x|
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7.3.9. Continuidad

Para este contenido, se consideran los tipos de discontinuidad (ver 7.24), un ejercicio

para comprender la continuidad en un punto (ver 7.25, 7.26, 7.27 y 7.28) y la continuidad

sobre un intervalo (ver 7.29), para los siguientes enunciados

Determine los tipos de discontinuidad en (ver 7.24)

f(x) =



1
x
, si x < 1

2, si x = 1

1, si 1 < x < 4

(x− 4)2, si 4 < x

Determine el valor de c para el que f(x) sea continua en todos los valores x de su

dominio (ver 7.25, 7.26, 7.27 y 7.28)

f(x) =

cx
2 + 2x, si x ≤ 2

x3 − cx, si x > 1

Determine los intervalos sobre los que f(x) es continua (ver 7.29)

f(x) =


x−2

(x−2)(x+3)2
, si x < −1

2 +
√

1− x2, si −1 ≤ x ≤ 1

3
2
(x− 1)2, si 1 < x

7.3.10. Teorema de Valor Intermedio

Finalmente, se hace uso de la vista grá�ca y hoja de cálculo de la construcción que

se muestra en las �gura 7.30 y 7.31 para la función

f(x) =
x3 − x
x2 + 1
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Figura 7.24: Vista Grá�ca Ejercicio 1 Continuidad

Figura 7.25: Vista Grá�ca 1 Ejercicio 2

Continuidad

Figura 7.26: Hoja de Cálculo 1 Ejercicio

2 Continuidad
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Figura 7.27: Vista Grá�ca 2 Ejercicio 2

Continuidad

Figura 7.28: Hoja de Cálculo 2 Ejercicio

2 Continuidad

Figura 7.29: Vista Grá�ca Ejercicio 3 Continuidad
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Figura 7.30: Vista Grá�ca Ejercicio 1

Teorema de Valor Intermedio

Figura 7.31: Hoja de Cálculo Ejercicio

1 Teorema de Valor Intermedio

7.4. PRÁCTICA DE AULA

En esta sección se describen dos cosas: la relación de las construcciones hechas y

presentadas en la sección anterior 7.3 y la metodología implementada en el aula de

clase.

7.4.1. Obstáculos y Construcciones

Se mencionaron algunas de las tareas que deben cumplir los estudiantes del curso

de matemáticas en la sección 7.1, así como un conjunto de obstáculos epistemológicos.

Basado en estos se diseñaron las construcciones en GeoGebra, como recursos didácticos

para enfrentar dichos obstáculos y dar cumplimiento de tales tareas.

Asocian todas las grá�cas con funciones conocidas: Esto se debe, posiblemen-

te, a que recién han considerado las grá�cas de algunas funciones, como son las
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polinómicas, racionales y trigonométricas. Entonces, se considera que a esta terna

de funciones pertenecen todas las que se puedan estudiar, lo cual no es cierto

totalmente.

En este sentido, la vista algebraica y grá�ca en GeoGebra favorece la comprensión

de que muchas funciones no son tan fáciles de gra�car, y los estudiantes lo pu-

dieron comprobar al intentar gra�car unas funciones algebraicas, trigonométricas

e irracionales con características particulares. Las construcciones que ayudan a

evitar y afrontar esta di�cultad fueron implementadas en el contenido de la De�-

nición Intuitiva, No Existencia de Límite, Límites al In�nito, Límites In�nitos y

Propiedades, que se muestran en las �guras 7.11, 7.13, 7.17, 7.18, 7.19 y 7.23.

Estas funciones, y muchas otras, son difíciles de gra�car y algunas requieren un

análisis particular para comprender el comportamiento que tienen alrededor de

ciertos puntos de su dominio, por lo que las construcciones hechas en GeoGebra

favorecen la comprensión de tales comportamientos y por lo tanto de los resultados

obtenidos en el estudio del límite.

Durante la práctica de aula algunos estudiantes se mostraron sorprendidos por el

comportamiento de estas funciones, como la representada en la �gura 7.23, pues

evidentemente se requiere un análisis particular para comprender el comporta-

miento que muestran.

No entienden la idea grá�ca de límite: La di�cultad en esta parte se debe a la

lectura misma que se hace de una grá�ca, de cualquier función. No sucede que

la idea grá�ca de límite sea algo complicado sino que en la grá�ca misma de la

función resulta difícil relacionar los valores que corresponden al dominio y los que

corresponden al codominio

En este sentido, en GeoGebra resulta muy oportuno hacer uso de la vista grá�ca



7.4 PRÁCTICA DE AULA 53

y de la hoja de cálculo al mismo tiempo, pues de esta forma se puede hacer una

relación entre el valor que toma la variable x de la función y la imagen que resulta,

si existe, y comparar en el aspecto numérico y el visual.

Las principales construcciones que se enfocaban sobre esta di�cultad se estudiaron

en el contenido de De�nición Intuitiva y Límites In�nitos, que se muestran en las

�guras 7.6 con 7.7, 7.12 con �g:I3VG2 y 7.19 con 7.20.

En la vista grá�ca de algunas de estas construcciones se hace uso de un punto

sobre la grá�ca que se puede mover de manera directa o con la ayuda de un

deslizador, de forma tal que de manera dinámica se muestra el valor del dominio

sobre el que se ubica el punto y el correspondiente valor en el codominio.

De esta forma, los estudiantes tienen una herramienta más para comprender por-

qué el límite de una función tiende a un valor L cuando x→ c.

Consideran que son puntos distintos p+ y p−: Esta di�cultad se relaciona con la

anterior, pues no existe un reconocimiento a los valores del dominio y a los valores

del codiminio y en algunas funciones, especialmente las que son a trozos o en

general con discontinuidades, se generan problemas al reconocer el límite lateral.

Para esto, se hizo uso de la vista grá�ca para varias construcciones de diferentes

funciones sobre las cuáles se pudiera determinar el límite lateral de la función. Esta

adquirió relevancia en los contenidos de la De�nición Intuitiva, Límites Laterales,

Límites al In�nito, Límites In�nitos y Continuidad. Éstas se muestran en las

�guras 7.13, 7.16, 7.18, 7.19, 7.24, 7.27 y 7.29.

Para algunas de estas construcciones también se hizo uso de puntos y deslizadores

sobre las grá�cas, de manera que se pudiera observar la relación directa entre los

valores alrededor de un punto p del dominio y las imágenes que resultan en el
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codominio.

Interpretan indeterminaciones como la no existencia del límite: La di�cultad

se debe a que los estudiantes no tienen claros los argumentos por los cuales se

pueden hacer simpli�caciones; en donde no se realiza una división entre cero, por

ejemplo, sino que éstas simpli�caciones en el contenido de límites tiene sentido.

Las construcciones usadas para este obstáculo, y en los contenidos de la De�nición

Intuitiva y Límites Trigonométricos, se muestran en las �guras 7.8, 7.8 y 7.22.

Una ventaja que se tiene con GeoGebra es la simpli�cación de expresiones con

uso del CAS. Este aspecto se presentó a los estudiantes para la función racionar

y algunos reaccionaron sorprendidos por el resultado que generaba el programa

y cuando se les preguntó por qué se tenía ese resultado, algunos respondieron el

procedimiento que implicaba una simpli�cación entre el numerador y el denomi-

nador. Este aspecto dio lugar a remarcar el hecho de que en vista de la de�nición

de límite de una función, al menos de manera intuitiva, estaba permitido realizar

dicha simpli�cación sin que con ello se realizará un error matemático.

Luego de esto, muchos estudiantes justi�caban los procedimientos de este tipo

haciendo uso de los argumentos correctos, de forma tal que en general no se

generaba una di�cultad al encontrar indeterminaciones en un ejercicio.

Comprender la no existencia del límite de una función: Conociendo que exis-

ten procedimientos para simpli�car expresiones y calcular el límite de una función,

se presenta una di�cultad al pensar que para toda función, por particular que sea,

existe el límite en algún punto que pertenezca al dominio, lo cual no es cierto.

Esto se enfrentó haciendo uso de la vista grá�ca para límites laterales de funciones

a trozos y límites de funciones trigonométricas, especialmente en las secciones de



7.4 PRÁCTICA DE AULA 55

Límites Laterales, No Existencia de Límites, Límites al In�nito, Límites In�nitos

y Continuidad.

Las construcciones que enfrentan y evitan este obstáculo se muestran en las �guras

7.16, 7.17, 7.18, 7.19 con 7.20, 7.24, 7.27 y 7.29. Todas estas construcciones fueron

usadas para todas las secciones en el contenido de límites, pues es una di�cultad

que no debe existir cuando se estudia la continuidad de funciones.

Valor del límite de una función con el cálculo numérico: Este aspecto surge de-

bido a que muchas de las funciones que se suelen estudiar son en su mayoría co-

nocidas y no presentan características particulares muy relevantes. Por lo tanto,

se piensa que evaluando una función en valores cercanos a un c que pertenece al

dominio, se obtienen argumentos su�cientes para determinar el valor del límite de

esa función, lo cual no es siempre cierto.

Para esta di�cultad se hizo uso de las construcciones de el contenido en la De-

�nición Intuitiva, y que se muestra en las �guras 7.11, 7.12 y 7.13. Este fue un

ejercicio muy interesante y mostraron sorpresa por el resultado del límite.

Inicialmente se les solicitó que realizaran una tabla de datos con valores que

consideraran adecuados para determinar el límite de la función cuando x → 0,

con la cual todos concluyeron que el límite era 1. Luego se presentó la vista grá�ca

inicial (ver �gura 7.11), la cual sirvió de argumento para la misma conclusión. Sin

embargo, se desplazó un punto sobre la grá�ca y ellos notaron un comportamiento

extraño cuando el punto toma valores cercanos a x = 0. Se hizo uso de un botón

de acercamiento, con el cual la vista grá�ca se iba acercando hasta mostrar la

segunda (ver �gura 7.13) y en ese momento los estudiantes expresaron sorpresa y

comprendieron el comportamiento de las imágenes cuando x→ 0. Finalmente, se

realizó la segunda tabla de datos que tomaba valores mucho más pequeños para
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x y se encontró que el límite no era realmente 1 sino 0.

El límite en un punto es el valor de la función en ese punto: De manera par-

ticular, esta di�cultad es muy común y tiene gran relevancia debido a que es

prueba de que no se comprende el signi�cado del límite de una función. Para el

contenido de Límites Laterales y Continuidad se usaron las construcciones que se

muestran en las �guras 7.16 y 7.24.

Estas construcciones permiten remarcar la diferencia entre la imagen en un pun-

to y el límite de la misma, especialmente para el contenido de continuidad de

funciones.

7.4.2. De�nición Formal

Considerando que el grupo de experimento pertenece al programa de Licenciatura

en Matemáticas y Física en la UTP, se decidió incluir en el contenido la de�nición

formal de límite, que se enunció en el Marco Conceptual (ver 6.2). Este contenido no

fue presentado por el docente en el grupo de control; pues, considerando que el grupo

pertenece a un programa de ingeniería, no se hace necesario el conocimiento y manejo

de la de�nición formal de límite.

Es sabido que dicha de�nición es un poco complicada de comprender, especialmente

para aquellos que apenas inician un proceso de formación formal en matemáticas. Por

esto, se realizaron algunas construcciones que ayudan a entender las características de

la de�nición en ejemplos puntuales.

En las �guras 7.14 y 7.15 se muestra una de las construcciones hechas. En estas

imágenes se puede apreciar que sobre el eje X y sobre el eje Y aparecen las distancias

que existen entre los puntos límites del intervalo y el punto sobre el que se calculo el

límite. Estas distancias corresponden a las mencionadas en la de�nición para ε y δ.
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También, en la hoja de cálculo, se puede variar el valor de δ y comprobar el valor de ε

tales que cumplan las condiciones requeridas en la de�nición.

También se hace uso de la construcción que se muestra en las �guras 7.32, 7.33 y

7.34. Para ésta se considera el siguiente enunciado

Pruebe que ĺım
x→2

2x2 − 3x− 2

x− 2
= 5

En la vista grá�ca se observa una línea continua en verde que corresponde a la

grá�ca de la función, también el intervalo que se crea alrededor del valor x = 2 y del

valor f(x) = 5. Estas distancias varían de manera dinámica según se cambie el valor

para ε en el deslizador que se muestra. Los valores determinados para ε y δ se muestran

en la hoja de cálculo y además aparece una tabla en amarillo con la cual se puede

veri�car el cumplimiento de la de�nición: que para cualquier valor en el dominio d tal

que |d−2| < δ siempre se tiene una imagen en el codominio f(d) tal que |f(d)−5| < ε, y

se puede observar el punto en amarillo sobre la función cumplimiento tales condiciones.

De esta manera, se logra dar una interpretación geométrica y una representación

visual y numérica a la de�nición en un par de casos especí�cos. De esta forma, los

estudiantes entienden que las ambigüedades debidas al su�cientemente cerca en la de-

�nición intuitiva del límite, se evitan en el formalismo de esta de�nición y, más allá de

lo difícil que sea la aplicación de la de�nición para otro tipo de funciones, se obtiene

una idea grá�ca de lo que representan los resultados obtenidos en todo el contenido de

límites.

7.5. PRUEBA FINAL

En ambos grupos se realiza una prueba �nal (Ver Apéndice B) en la que se evalúa

el aprendizaje de los estudiantes del contenido de límites y continuidad. Esta prueba
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Figura 7.32: Vista Grá�ca Ejercicio 2 De�nición Formal

corresponde a una evaluación parcial para ambos grupos y en general todos los grupos

de matemáticas 1 de la UTP deben presentar una prueba similar.

Del grupo de control participan veintiún estudiantes y del grupo de experimento

participan nueve. Se contaba con un plazo de dos horas para realizar la totalidad de la

prueba.

El contenido que se evalúa es

Concepto Intuitivo

Límites Laterales

No Existencia de Límites

Límites al In�nito

Límites Trigonométricos
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Figura 7.33: Hoja de Cálculo Ejercicio

2 De�nición Formal

Figura 7.34: Vista Algebraica Ejercicio

2 De�nición Formal
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Propiedades de Límites

Continuidad

La prueba fue realizada con asesoría del docente y revisión del Departamento de

Matemáticas de la UTP.

En esta prueba se pretende tomar evidencia del aprendizaje del contenido de límite

de los estudiantes, de forma tal que con los resultados se puedan hacer las considera-

ciones pertinentes a la segunda hipótesis propuesta.

7.6. ENCUESTA

Finalmente, se realiza una encuesta (Ver Apéndice C) al grupo de experimento para

conocer los aspectos que consideran más relevantes durante el proceso de enseñanza y

aprendizaje del contenido de límites. Se realizaron cinco preguntas de selección múltiple

y una pregunta abierta. La encuesta se realiza con dos objetivos: el primero conocer

las apreciaciones que como estudiantes tienen en el proceso realizado y el segundo para

dar lugar a ideas sobre el proceso educativo y el papel que ellos, como licenciados en

matemáticas y física, tengan al respecto.

En las preguntas se considera la interacción previa que hayan tenido los estudiantes

con software como recurso para acompañar su proceso de educación, las consideraciones

sobre el uso de GeoGebra en este espacio, las características más relevantes que pudieran

resaltar de GeoGebra como recurso para el aprendizaje y la enseñanza del contenido de

límites y observaciones respecto al proyecto llevado a cabo, si las tuvieran.

Esta encuesta ayudará a considerar resultados cualitativos que argumenten los re-

sultados, conclusiones y recomendaciones al respecto.
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La encuesta se divide en cuatro secciones, así: la primera corresponde al uso previo

de GeoGebra y la relevancia para el uso de éste en el contenido de precálculo y límites,

la segunda se re�ere a las características que consideran más relevantes de GeoGebra,

la tercera corresponde a las consideraciones sobre el oportuno uso de GeoGebra en el

proceso de enseñanza y aprendizaje del contenido de límites y la cuarta corresponde a

una pregunta abierta en la que se consideran las opiniones sobre el proyecto que puedan

tener los estudiantes.

Dos preguntas muy importantes se plantean en los ítem 4 y 5, pues se cuestiona

sobre las ideas que tiene cada uno sobre el uso de este tipo de herramientas desde una

posición de la enseñanza y el aprendizaje, aspectos relevantes para la Licenciatura.





Capı́tulo 8
ANÁLISIS

A continuación se hace presentan los resultados cuantitativos y cualitativos del

proyecto realizado y se realizan los análisis estadísticos pertinentes. Todos los análisis

estadísticos se realizan con EXCEL R©, del paquete de Microsoft O�ce.

8.1. RESULTADOS

En las �guras 8.1 y 8.2 se presentan los resultados de los estudiantes en las prueba

inicial y �nal.
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Figura 8.1: Resultados Prueba Inicial Figura 8.2: Resultados Prueba Final

Así mismo, se incluye una descripción estadística para cada grupo en cada prueba

en las imágenes 8.3 y 8.4 para la prueba inicial y en las imágenes 8.5 y 8.6 para la

prueba �nal.
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Figura 8.3: Estadística Descriptiva

Prueba Inicial Grupo de Control

Figura 8.4: Estadística Descriptiva

Prueba Inicial Grupo de Experimento

Figura 8.5: Estadística Descriptiva

Prueba Final Grupo de Control

Figura 8.6: Estadística Descriptiva

Prueba Final Grupo de Experimento

8.2. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS

En este sección se muestra un análisis con la pruebas t para muestras seleccionadas

aleatoriamente del grupo de control. La selección de muestras es necesaria debido a que



66 8.2 ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS

el número de estudiantes por grupo es diferente.

8.2.1. Prueba Inicial

La primera prueba corresponde al contenido de precálculo. Para esta prueba se busca

responder a la siguiente pregunta

¾Existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre las medias de los resultados

en la prueba inicial en los grupos de control y de experimento?

Para lo cual se plantean las siguientes hipótesis

H0: No existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la primera prueba en ambos grupos.

HA: Sí existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la primera prueba en los grupos.

Se considera la muestra que se presenta en la �gura 8.7, para realizar la prueba t

correspondiente para un nivel de signi�cancia de α = 0.1. Inicialmente se considera una

prueba F entre los grupos, como se muestra en la �gura 8.8, en donde se encuentra que

las varianzas son estadísticamente iguales, también para α = 0.1.
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Figura 8.7: Muestra Aleatoria 1 Prueba Inicial

Figura 8.8: Prueba F Muestra 1 Prueba Inicial

Luego, se realiza una prueba t con las características mencionadas, como se muestra

en la �gura 8.9
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Figura 8.9: Prueba t Muestra 1 Prueba Inicial

De este análisis, para α = 0.1, se tiene la conclusión que se muestra en la �gura

8.10, con información estadísticamente relevante para aceptarH0: No existen diferencias

estadísticamente signi�cativas entre las medias de los resultados en la prueba inicial.

Figura 8.10: Análisis Prueba t Muestra 1 Prueba Inicial

Para complementar este análisis, se repite el procedimiento para una segunda mues-

tra y para α = 0.1 en ambas pruebas. La muestra seleccionada se presenta en la �gura

8.11. Se realiza una prueba F, que se muestra en la �gura 8.12 y en donde se concluye

que las varianzas son estadísticamente iguales.
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Figura 8.11: Muestra Aleatoria 2 Prue-

ba Inicial

Figura 8.12: Prueba F Muestra 2 Prue-

ba Inicial

Se realiza la prueba t que se muestra en la �gura 8.13, con la conclusión que se

muestra en la �gura 8.14.

Figura 8.13: Prueba t Muestra 2 Prueba

Inicial

Figura 8.14: Análisis Prueba t Muestra

2 Prueba Inicial

De este análisis para la segunda muestra se tiene información estadísticamente rele-

vante para aceptar H0: No existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre las

medias de los resultados en la prueba inicial.
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8.2.2. Prueba Final

La segunda prueba correponde al contenido de límite. Se busca dar respuesta a la

siguiente pregunta

¾Existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre las medias de los resultados

en la prueba �nal en los grupos de control y de experimento?

Y se consideran las hipótesis correspondientes para responder a la misma

H0: No existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la segunda prueba en ambos grupos.

HA: Sí existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los

resultados de la segunda prueba en los grupos.

En la �gura 8.15 se presenta una muestra con la cual se va a realizar una prueba

t para un nivel de signi�cancia α = 0.1. Antes se realiza una prueba F, también para

α = 0.1, que se presenta en la �gura 8.16, donde se concluye que las varianzas son

estadísticamente iguales.

Figura 8.15: Muestra Aleatoria 1 Prueba Final
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Figura 8.16: Prueba F Muestra 1 Prueba Final

La prueba t, con las características mencionadas, se presenta en la �gura 8.17, con

la conclusión que se muestra en la �gura 8.18.

Figura 8.17: Prueba t Muestra 1 Prueba Final

Figura 8.18: Análisis Prueba t Muestra 1 Prueba Final

La prueba t presenta una media superior para el grupo experimental, sin embargo,

de este análisis se tiene información estadísticamente relevante para aceptar H0: No

existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre las medias de los resultados en

la prueba �nal.

Para complementar este resultado, se selecciona una segunda muestra y se realizan

las respectivas pruebas t y F, ambas con un nivel de signi�cancia de α = 0.1. La muestra
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se presenta en la �gura 8.19 y la prueba F respectiva se presenta en la �gura 8.20, en

donde se concluye que las varianzas son estadísticamente diferentes.

Figura 8.19: Muestra Aleatoria 2 Prue-

ba Final

Figura 8.20: Prueba F Muestra 2 Prue-

ba Final

La prueba t y la conclusión correspondiente aparecen en las �guras 8.21 y 8.22.

Figura 8.21: Prueba t Muestra 2 Prueba

Final

Figura 8.22: Análisis Prueba t Muestra

2 Prueba Final

Igualmente, la prueba presenta una media superior en el grupo de experimento,

sin embargo, del análisis a la segunda muestra se tiene información estadísticamente

relevante para aceptar H0: No existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre

las medias de los resultados en la prueba �nal.
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8.3. ENCUESTA

Los resultados de la encuesta realizada en el grupo control se presentan en la �gura

8.23.

Figura 8.23: Encuesta Grupo de Experimento

Las siguientes son las abreviaciones usadas:

VG: Vista Grá�ca

CAS: Cálculo Simbólico

HC: Hoja de Cálculo

DI: De�nición Intuitiva

DF: De�nición Formal

LL: Límites Laterales
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LT: Límites Trigonométricos

C: Continuidad

De la pregunta 1 se observa que algunos de los estudiantes ya habían tenido inter-

acción con software, especí�camente expresaron el uso de GeoGebra y de Mathematics.

De las preguntas 2 y 3 se observa la aceptación de los estudiantes para el uso de este tipo

de recursos dentro del aula de clase, especí�camente para los contenidos del precálculo

y de límites.

Se presenta un diagrama circular para la pregunta 4 en la �gura 8.24 y otro para la

pregunta 5 en la �gura 8.25

Figura 8.24: Diagrama Circular Pregunta 4
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Figura 8.25: Diagrama Circular Pregunta 5

En estos se observa que los aspectos mejor considerados por los estudiantes fue la

Vista Grá�ca y la Hoja de Cálculo, aunque también se valoró positivamente el CAS. Y

entre los contenidos que consideran más adecuados para ser estudiados y enseñados con

este tipo de recursos se valoraron: Límites Laterales, Límites Trigonométricos y Conti-

nuidad. Aunque también se valoró positivamente la De�nición Formal y la De�nición

Intuitiva.





Capı́tulo 9
CONCLUSIONES

En este capítulo se describen las diferentes conclusiones que determinan los resulta-

dos estadísticos del capítulo anterior (Ver Análisis 8). Se destacan las conclusiones del

análisis a las pruebas inicial y �nal y de la encuesta realizada. Así, el proyecto concluye

que

No existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los resulta-

dos de la prueba inicial en ambos grupos. Ésta conclusión se argumenta con los

análisis a las muestras seleccionadas.

Basado en tales análisis se concluye que el aprendizaje del contenido de precálculo

es similar en ambos grupos. Esto es de esperarse, considerando que ambos grupos

tienen el mismo docente y el mismo material bibliográ�co.

No existen diferencias estadísticamente signi�cativas en las medias de los resul-

tados de la prueba sobre el contenido de límites en los grupos para las muestras

seleccionadas.

Según estos análisis se concluye que el aprendizaje del contenido de límites se dio

de manera similar en ambos grupos. Sin embargo, las conclusiones de los análisis
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están basados en muestras muy pequeñas, razón por la que los resultados no

puedan representar adecuadamente a los grupos.

Los estudiantes del grupo experimental, en su totalidad, consideran signi�cativa

la realización del proyecto por las características didácticas y pedagógicas. Esto

se concluye de las opiniones expresadas por los estudiantes y de las respuestas en

la encuesta realizada.

El uso del software en la clase como recurso para apoyar el proceso de enseñanza

aprendizaje resulta ser un atractivo para los estudiantes. Con el uso de GeoGebra

se pueden veri�car diferentes hipótesis sobre algunos ejercicios del contenido de

límites de manera dinámica, considerando los diferentes aspectos de los mismos

(el numérico, algebraico y grá�co).

Los estudiantes expresan con�anza al momento de proponer y veri�car hipótesis

sobre diferentes ejercicios del contenido de límites, resueltos de manera grupal y

propuestos de manera individual.



Capı́tulo 10
RECOMENDACIONES

Basados en la experiencia que se tuvo en este proyecto, se consideran pertinentes

las siguientes recomendaciones para potenciar los recursos e ideas involucrados

Basados en las encuestas y comentarios de los estudiantes, es pertinente realizar

una introducción al manejo de GeoGebra, y en general de cualquier software que se

pudiera usar, a todos los estudiantes del curso. Se sugiere involucrar los diferentes

aspectos del software durante el contenido de precálculo, con el �n de que los

estudiantes tengan un conocimiento básico del manejo del software.

Complementando la recomendación anterior, se sugiere la habilitación de un or-

denador por cada estudiante durante el tiempo que se esté usando el software.

De esta manera cada estudiante puede poner a prueba constantemente los cono-

cimientos adquiridos, tanto del contenido teórico como del uso del software.

Proponer actividades (desde el contenido de precálculo) en las que los estudiantes

puedan poner a prueba hipótesis sobre ejercicios prácticos, con el �n de que se

reconozcan las características más útiles de GeoGebra para este espacio académi-
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co. De esta forma los estudiantes tendrán recursos para veri�car propiedades en

el contenido de límites.

En el caso de la Licenciatura en Matemáticas y Física, fortalecer el uso de diferen-

tes recursos que puedan complementar positivamente los cursos de matemáticas,

favoreciendo espacios en los que se considere la pertinencia de tales recursos en

los diferentes cursos y contextos académicos.
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APÉNDICE A
PRUEBA INICIAL

Responda las siguientes preguntas relacionadas al contenido de precálculo.

1. Represente grá�camente el intervalo solución para

a) |f(x)| ≤ 2 si f(x) = 3
4
x− 1

b) |8x− 3| < 13

2. Sea f(x) = x3 − 3x+ 1. Determine

a) f(−1)

b) f(x+h)−f(x)
h

y simpli�que.

3. a) Escriba la de�nición del dominio de una función.

b) Describa el dominio de

f(x) =
x3 − 8

x2 − x− 2

4. Considere la siguiente función a trozos (una semirecta, dos segmentos de recta,
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una semicírculo, una semielipse y una sección de parábola)

f(x) =



−1
2
(x+ 7), si x < −5

−1, si −5 ≤ x < −4

3− 3
√
−x2−4x
2

, si −4 ≤ x ≤ 0

x+ 2, si 0 < x < 1

2−
√

6x− x2 − 5, si 1 ≤ x < 5

√
x− 5 + 2, si 5 ≤ x

Un estudiante a�rma que la siguiente es la grá�ca de esta función. Sin embargo,

ésta presenta tres errores. Describa cuáles son.



APÉNDICE B
PRUEBA FINAL

Mostrando todo el procedimiento, resuelva cada uno de los siguientes ejercicios.

1. Sean

f(x) =


x, si x ≤ −2

−6, si −2 < x < 1

x+ 2, si x > 1

y g(x) representada en la siguiente grá�ca.
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Determine cada uno de los siguientes límites:

a) ĺımx→−∞ (f(x) + g(x))

b) ĺımx→−2
f(x)
g(x)

c) ĺımx→1+
√
f(x)g(x)

2. Pruebe que para x = 1 y x = 2 la siguiente función f(x) es discontinua e indique

que tipo de discontinuidad es.

f(x) =



x+ 1, si x ≤ 1

2− x, si 1 < x < 2

1, si x = 2

(x− 2)2, si x > 2

3. Determine el valor de cada uno de los siguientes límites:

a) ĺımx→∞
(√

x2 + 3− x
)

b) ĺımx→2 (bxc+ b−xc)

c) ĺımx→π
1+cosx
x−π



APÉNDICE C
ENCUESTA

Objetivo: Considerar la pertinencia del uso de software especializado en el estudio de

las matemáticas.

Dirigido a estudiantes del curso de Matemáticas 1.

1. ¾Ha utilizado algún software o recurso para acompañar y fortalecer su proceso de

aprendizaje?

Sí No

En caso de que su respuesta haya sido sí, indique cuál o cuáles:

2. ¾Considera que el uso de GeoGebra R© es útil para el estudio de los contenidos de

precálculo y cálculo?

Sí No
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3. ¾Considera favorable el uso de GeoGebra R© para el estudio de límites?

Sí No

4. Señale las características de GeoGebra R© que considere más relevantes para el

estudio de límites

Vista Grá�ca Hoja de Cálculo

Algebraica (CAS) Ninguna

Otro

5. Indique los contenidos de límites para los que considera oportuno el uso de

GeoGebra R© como recurso para la enseñanza

De�nición Intuitiva De�nición Formal

Límites Laterales Límites Trigonométricos

Continuidad Ninguna

Otro

6. Indique a continuación las observaciones que considere pertinentes.
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