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Resumen

En este trabajo se reconocen las formas del pensamiento algebraico que manifiesta un
grupo de tres estudiantes de tercer grado de la educacion basica primaria de la Institucion
Educativa Pedro Antonio Molina de Cali, Valle del Cauca, cuando desarrolla un conjunto de
tareas sobre generalizacion de patrones de secuencias numéricas y figurales. Para ello, se
toma como referencia la propuesta tedrica del pensamiento algebraico realizada por Radford
(2003, 2010a, 2010b), la cual se basa en la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2014a, 2014b,
2018b), especificamente, las tres caracteristicas (el sentido de indeterminancia, la
analiticidad, y la designacion semidtica) y las tres formas del pensamiento algebraico
(factual, contextual y simbolico) tomadas desde esta perspectiva conceptual.

Los andlisis de los resultados de las producciones de los estudiantes, permiten
reconocer la manifestacion de un pensamiento algebraico factual y contextual. En esto, los
estudiantes proponen generalizaciones aritméticas, que posteriormente evolucionan a
algebraicas, permitiéndoles la deduccion de una formula que generaliza la situacién propuesta
en las tareas. En cuanto al desarrollo de las tareas, se hace a través de una labor conjunta

entre profesor y estudiantes.

Palabras claves: formas de pensamiento algebraico, generalizacion de patrones,

analiticidad, indeterminancia, designacion semidtica.



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 7

Introduccion

El presente proyecto de investigacion se inscribe en la Linea de formacion en
Didéctica de las Matematicas, del Programa de Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis
en Matematicas, de la Universidad del Valle.

La problematica de estudio se enmarca en el reconocimiento del pensamiento
algebraico que manifiesta un grupo de estudiantes de tercer grado de la Institucion Educativa
Pedro Antonio Molina ubicada en la ciudad Santiago de Cali, a través de la implementacion y
andlisis de resultados de un conjunto de tareas relacionadas con la generalizacion de patrones.

La necesidad de reconocer el pensamiento algebraico en estudiantes de edades
tempranas surge por el interés de conocer cdmo estos estudiantes objetivan y comunican
ideas matematicas a través de los diferentes recursos semioticos, ya que existen
investigaciones que coinciden en que el pensamiento algebraico se debe desarrollar en
estudiantes de edades tempranas, basicamente para cubrir la transicion de la aritmética al
algebra y sugerir que pensar algebraicamente no implica el uso de la simbologia alfanumérica
estandar del algebra (Cai & Knuth, 2011; Callejo, Garcia-Reche & Fernandez, 2016;
Carraher & Schliemann, 2007; Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, 2014; Radford, 2003,
2010a, 2010b, 2013a; Socas, 2011; Vergel, 2014).

Para llevar a cabo este proyecto, se toma en consideracion el marco conceptual de la
Teoria de la Objetivacidn, teoria que sienta la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
como una labor conjunta entre profesores y estudiantes, ademas ubica la generalizacién de
patrones como una ruta hacia el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Radford,
2014a, 2014h, 2018b).

Para dar cuenta de lo propuesto, el presente trabajo de investigacion se estructura a

partir de cinco capitulos mediante los cuales se va dando respuesta a la pregunta de
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investigacion y a los objetivos propuestos. Estos capitulos se describen a continuacion:

El primer capitulo trata sobre los aspectos generales de esta investigacion, en €l se
exhibe la problematica que permite proponer la pregunta de investigacion, asi como los
objetivos que direccionan el estudio a propdsito de responder a la pregunta, la justificacién
gue muestra la importancia de desarrollar este trabajo, y los antecedentes relacionados con el
desarrollo del pensamiento algebraico a partir de la generalizacion de patrones.

En el segundo capitulo se exponen los referentes conceptuales que sustentan el
desarrollo de esta investigacion. En ese sentido, se hace una presentacion de algunos
elementos tedricos de la Teoria de la Objetivacion y del Pensamiento Algebraico (Radford,
2010a, 2010b, 2014), los cuales son la base conceptual para el desarrollo de la presente
investigacion.

En el tercer capitulo se presenta el marco metodolégico, se precisa el tipo y el disefio
de la investigacion, se describen y justifican las tareas propuestas, se especifica la poblacion
objeto de estudio y se describen los instrumentos y técnicas de recoleccién de informacion.

En el cuarto capitulo, se exponen los analisis de la actividad matematica y las
producciones de los estudiantes al realizar las tres tareas propuestas sobre generalizacion de
patrones numéricos y figurales, para ello se toma como referencia la teoria expuesta en el
segundo capitulo.

Finalmente, en el Gltimo capitulo se exponen las conclusiones, mencionando los
resultados més relevantes que dan respuesta a la pregunta de investigacion, y a su vez se
plantean algunas reflexiones en torno al desarrollo del pensamiento algebraico en los

primeros grados de educacion basica primaria.



Capitulo I: Aspectos
generales de la
Investigacion
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1.1. Problema de investigacion

Las investigaciones asociadas al pensamiento algebraico realizadas en los Gltimos
afios en el campo de la Educacion Matematica (Castro, Godino & Rivas, 2010; Kaput, 2000;
Molina, 2007; Radford, 2003, 2010a, 2010b; Vergel, 2014) buscan impulsar el
reconocimiento y la inclusion de formas de pensamiento algebraico desde la educacion
basica primaria por parte de los profesores en formacion y en ejercicio a fin de desarrollar en
los estudiantes una mejor comprension y desarrollo en el aprendizaje del algebra escolar,
ademas permitiendo establecer continuidad en el proceso de la aritmética al algebra.

Pese a que hay mucha investigacion al respecto, estas investigaciones, por lo general,
aun no impactan en las aulas de clases de los establecimientos educativos a razon de que los
profesores siguen presentando resistencia a las propuestas curriculares y metodologicas
relacionadas con el desarrollo del pensamiento algebraico (Zapata et al., 2018).

En ese sentido, la mayoria de paises integra en sus curriculos de matematicas procesos
de ensefianza asociados al desarrollo del pensamiento algebraico desde los primeros afios de
escolaridad. Sin embargo, este pensamiento suele ser abordado, a veces sin éxito, en los
ultimos afios de la educacién basica secundaria (grados 8° 6 9°) (Rojas & Vergel, 2013).

Por lo anterior, se afirma que, se sigue sosteniendo el esquema tradicional® de la
ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar en los establecimientos educativos puesto que
las definiciones, propiedades, procedimientos y la simbologia alfanumérica se presentan
abruptamente, sin previa dedicacion paulatina y con sentido de procesos en relacién con el
desarrollo del pensamiento algebraico que permitan una comprension significativa desde la
escuela primaria, generando descontento y dificultades por parte de los profesores y

estudiantes en los procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra escolar.

! “Hay una gran tradicion de ensefiar, en las escuelas, aritmética antes que algebra. El aprendizaje de la
aritmética se produce en la educacion primaria y el aprendizaje del algebra en la educacidn secundaria” (Castro,
2012, p.80).
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Este esquema tradicional de la ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar hace
que no haya un desarrollo significativo sobre las formas de pensamiento algebraico que debe
desarrollar un estudiante desde la escuela primaria para que posteriormente tenga una mejor
comprension y desarrollo en los procesos y objetos algebraicos.

Ademas, cabe decir que otro asunto problematico que sigue sosteniendo el esquema
tradicional de la ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar son los libros de texto, ya que
la mayoria de estos textos reposan la idea de pensamiento algebraico en los métodos
memoristicos, los procedimientos e instrucciones, la operatividad o manipulacion de
férmulas, expresiones, simbolos alfanuméricos, definiciones y tareas aisladas de contexto, sin
previa presentacion alguna que incite a los procesos matematicos de los estudiantes, pese a
que son figuradamente elaborados a partir de las sugerencias de los documentos de politica
publica? (Guzman, 2013).

Continuar con este esquema tradicional es seguir sustentando el algebra escolar como
un curso en el que prima el uso de la simbologia alfanumérica para atender unos contenidos
conceptuales, y no como una forma reflexionar y comunicar saberes matematicos que exige
avanzar en otras formas de representacion, como lo son el lenguaje natural y los gestos, hacia
la emergencia de formas de pensamiento algebraico desde la escuela primaria.

En virtud de lo anterior, la generalizacion de patrones es considerada por muchas
investigaciones (Callejo, Garcia-Reche & Fernandez, 2016; Radfor,2003, 2010b; Rojas &
Vergel,2013, 2018a, 2018b; Vergel, 2014, 2015a; Zapatera, 2015) como un instrumento
metodoldgico para promover el pensamiento algebraico. En ese sentido, Vergel (2015a)
sostiene que “la generalizacion de patrones es considerada como una de las formas mas

importantes de introducir el dlgebra en la escuela.” (p.194). Ademas, manifiesta que el

2 Los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2006) y Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2016) no hablan explicitamente sobre
pensamiento algebraico, sin embargo, la propuesta que hace el MEN desde el pensamiento variacional es
coherente con la propuesta de desarrollar pensamiento algebraico temprano.
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desarrollo del pensamiento algebraico y los procesos de generalizacién de patrones son
posibles sin recurrir a la simbologia alfanumérica que prima en la ensefianza tradicional del
algebra escolar.

En el caso particular de la generalizacion de patrones como un contexto apropiado
para potencializar el desarrollo del pensamiento algebraico en estudiantes desde los primeros
afios de escolaridad de la educacion bésica, Radford (2013b) plantea que existen dos
categorias de la generalizacion de patrones que se manifiestan en las producciones de los
estudiantes, por una parte, la generalizacion algebraica y, de otra parte, la generalizacion
aritmética. Segun, este autor, la generalizacion algebraica esta basada en los siguientes
principios:

(a) la toma de conciencia de una propiedad comun gue se nota a partir de un trabajo
en el terreno fenomenologico de observacion sobre ciertos términos particulares
(por ejemplo, p;1, p2, P3, ---, Px), (b) la generalizacion de dicha propiedad a todos los
términos subsecuentes de la secuencia ( Pr+1, Pr+2, Pk+3 - Pr+n), Y (C) 12

capacidad de usar esa propiedad comun a fin de deducir una expresion directa que
permite calcular el valor de cualquier término de la secuencia. (p.6)

Lo que este autor propone entonces es que el proceso de generalizacion de patrones
reposa en tres momentos claves: la toma de conciencia de una(s) comunalidad(es) o
propiedad(es) comun(es), extrapolar la propiedad comun a términos no dados en la secuencia
y utilizar la propiedad comun para determinar una regla que permita encontrar cualquier
término de la secuencia.

En cuanto a la segunda categoria, la generalizacion aritmética, Radford (2013b)
afirma que al igual que la generalizacion algebraica comparte solamente los dos primeros
principios de ésta dejando a un lado al tercero, es decir, que el patron o la comunalidad
encontrada es utilizada solamente para calcular casos concretos (pasar de un término al otro)
de la secuencia, mas no es utilizada para proporcionar, deducir una férmula u expresion que

permita calcular cualquier término de la secuencia.
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Debido a lo anterior, en esta investigacion se pretende reconocer las formas de
pensamiento algebraico que manifiesta un grupo de estudiantes de grado tercero a través de
un conjunto de tareas que promuevan la generalizacion de patrones, con el fin de que los
estudiante logren desarrollar formas de abstraccion, como por ejemplo: observar un patron de
recurrencia, la toma de conciencia sobre objetos indeterminados y una forma de operar con
esos objetos, esto es, la analiticidad, como también formas de expresion semidtica para
designar a estos objetos que se han mencionado.

Para que estas formas de abstraccion surjan en el desarrollo de las tareas elaboradas
debe primar la interaccion estudiante- profesor, dado que esta interaccion es capital para el
desarrollo del pensamiento algebraico, ya que el profesor a través de sus intervenciones debe
direccionar y estimular las habilidades y representaciones incipientes de los estudiantes.

Estos elementos problematicos que se han mencionado en este apartado son
concurrentes en los establecimientos educativos de educacion bésica y secundaria, pues, ya
sea por la planeacién curricular institucional, la formacion de los profesores o el libro de
texto utilizado es necesario que se generen situaciones significativas en torno a este
pensamiento a traves de constructos tedricos y vias adecuadas para desarrollar el
pensamiento algebraico, con lo cual se hace necesario identificar, describir y analizar qué
hacen los estudiantes de basica primaria cuando realizan tareas sobre generalizacion de
patrones para ir fomentando su pensamiento algebraico.

Sobre esa base, se propone indagar sobre esas formas de pensamiento algebraico que
emergen en la actividad matemética de los estudiantes cuando desarrollan tareas sobre
generalizacién de patrones, como una alternativa que genere reflexion y documentacion
acerca de este pensamiento.

En ese sentido, se atendera al siguiente interrogante:
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¢, Cudles son las formas de pensamiento algebraico que manifiesta un grupo de
estudiantes de tercer grado de la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina cuando

desarrolla tareas sobre generalizacion de patrones numéricos y figurales?

1.2. Antecedentes

Para la comunidad de investigadores en Educacién Matematica la inclusion del
algebra de manera temprana en el curriculo ha sido objeto de estudio con cierta relevancia
(Cai & Knuth, 2011; Callejo, Garcia-Reche & Fernandez, 2016; Carraher & Schliemann,
2007; Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, 2014; Radford, 2013a; Socas, 2011; Vergel, 2014),
basicamente, porque ha existido un interés manifiesto por establecer continuidad en el
proceso de la aritmética al algebra, aprovechando el incipiente desarrollo de las habilidades y
representaciones intuitivas que favorecen la interiorizacion y comprension de las
representaciones convencionales de los objetos algebraicos.

En particular, los trabajos de Radford (2003, 2010a, 2010b) sugieren que los
estudiantes de educacion basica primaria manifiestan tres formas de pensar algebraicamente
(factual, contextual y simbolica) a partir de la generalizacion de patrones, como instrumento
metodoldgico.

Este autor muestra la pertinencia del desarrollo del pensamiento algebraico desde los
primeros afos de escolaridad a partir de un estudio riguroso de los recursos semiéticos que
despliegan y movilizan los estudiantes, para lograr generalizaciones algebraicas de patrones
(factual, contextual y simbolica).

En ese sentido, la contribucién de Radford (2003) sugiere que los gestos, el discurso y
los movimientos corporales como recursos semidticos juegan un papel importante para el

desarrollo del pensamiento algebraico en estudiantes de edades tempranas.
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De manera anéloga, Vergel (2014) sefiala que el ritmo como recurso semiotico resulta
ser constituyente de las formas de pensamiento algebraico que presenta un grupo de
estudiantes de cuarto y quinto grado de educacion béasica primaria cuando realiza tareas de
generalizacién de patrones.

Sin embargo, la mera identificacion de los recursos semioticos que movilizan los
estudiantes en la construccién de pensamiento algebraico, exige de un analisis centrado en la
identificacién de producciones verbales y escritas que refieren los objetos indeterminados y
su caracter operatorio, asi que, en el marco de esta investigacion se tomaran como muestra de
formas de pensamiento algebraico solamente las producciones que expresen generalizaciones
algebraicas de patrones que permitan identificar posibles elementos constitutivos de
pensamiento algebraico (la indeterminancia, la analiticidad y la designacidn semidtica), segun
Radford (2003, 2006a, 2010a, 2010b).

Con referencia a lo anterior, el aporte de estas investigaciones permite sefialar que el
estudio y el andlisis de los recursos semidticos que movilizan los estudiantes al momento de
desarrollar tareas en el marco de la generalizacion de patrones, requiere de conocimientos y
de constructos tedricos en semiosis, para lograr analizar en profundidad cada discurso, accion
corpdrea, gesto y ritmo que se presente en la actividad matematica de los estudiantes,
especificamente, con el fin de investigar sobre el desarrollo del pensamiento algebraico en la
educacion basica primaria.

La lectura de los anteriores antecedentes contribuye a esta investigacion en algunos
aspectos. Primero, limitar y centrar el andlisis de los resultados en la identificacion y la
descripcién de los recursos semidticos que permitan reconocer pensamiento algebraico en un
grupo estudiantes a partir de sus producciones orales y escritas; y segundo, se presenta un

gran interés en la generalizacion de patrones como via de aproximacion al algebra escolar.
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Radford (2014b) plantea que el papel del profesor es fundamental para el buen
desarrollo e implementacion de las tareas, porque a través de sus intervenciones debe
direccionar y estimular las habilidades y representaciones incipientes de los estudiantes.

Desde esta perspectiva, el anterior antecedente permite sugerir en esta investigacion
un aspecto metodolégico, como lo es la técnica de observacion participativa, basicamente
para orientar el buen desarrollo de las tareas propuestas.

En cuanto a los disefios de las tareas que se elaboraron en esta investigacion, se tomo
como referencia los aportes de Casas (2005), Radford (2003, 2010a, 2013b) y Vergel (2014),
que sugieren que las tareas en el contexto de la generalizacion de patrones deben permitirle al
estudiante reconocer comunalidades, el planteamiento de conjeturas, la extrapolacion a
términos cercanos o no dados en la secuencia, establecer relaciones entre cantidades
conocidas y desconocidas, y la deduccion de una regla general que permitan generalizar la
situacion en cuestion.

En particular, Radford (2003) y Vergel (2014) consideran sustancial que se proponga
en las tareas la elaboracion de un mensaje rapido que permita calcular cualquier término de la
secuencia por parte de los estudiantes, porque permite el desarrollo de un tipo de pensamiento
algebraico a otro.

En tal sentido, el problema del mensaje sugiere la posibilidad de que los estudiantes
propongan a través del lenguaje natural una generalizacion que reconozca los objetos

indeterminados de manera analitica.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Reconocer las formas de pensamiento algebraico que presenta un grupo de estudiantes
de grado tercero de la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina, a través de la
implementacion y andlisis de resultados de un conjunto de tareas sobre generalizacién de

patrones.

1.3.2 Objetivos especificos

e Fundamentar los elementos conceptuales de la Teoria de la Objetivacidn necesarios para
comprender el pensamiento algebraico, desde la perspectiva de la generalizacion de
patrones.

e Atrticular los elementos conceptuales necesarios desde la perspectiva de la generalizacion
de patrones en un conjunto de tareas que favorezca en la construccion de pensamiento
algebraico.

e Identificar los recursos semioticos que subyacen en las producciones escritas y orales de

los estudiantes en la construccidn de pensamiento algebraico.

1.4 Justificacion

En la presente investigacion se pretende reconocer las formas de pensamiento
algebraico (factual, contextual y simbdlica) que manifiesta un grupo de estudiantes de grado
tercero de la educacion basica primaria, puesto que reconocer esas formas de pensamiento
algebraico va a propiciar elementos conceptuales y metodolégicos a los maestros en
formacion y en ejercicio para que éstos opten por una planeacion curricular e

implementacion de estrategias de ensefianza relacionadas con el algebra escolar que permitan
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identificar elementos que den cuenta de lo que significa pensar algebraicamente en
estudiantes con edades tempranas, basicamente para cubrir la transicion de la aritmética al
algebra y proveer a los estudiantes de habilidades y recursos orientados hacia un
entendimiento mas sofisticado sobre los objetos y procesos algebraicos.

En ese sentido, el presente proyecto espera contribuir a la formacién de los docentes y
ser una alternativa significativa para quienes estén interesados en el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano.

Por lo anterior, se presenta un gran interés en la generalizacion de patrones como via
de aproximacion al algebra escolar porque permite el planteamiento de conjeturas, establecer
relaciones entre cantidades conocidas (como las constantes) y desconocidas (como las
variables), la formulacién de procedimientos o féormulas que permitan generalizar la situacion
en cuestion. En efecto, la generalizacion de patrones es un proceso que permite el desarrollo
del pensamiento algebraico, toda vez que sea abordado con un sentido algebraico.

Por ello, se da la escogencia de la generalizacion de patrones como propuesta
metodoldgica en el disefio e implementacion de las tareas propuestas para llevar a cabo la
investigacion.

Se puede sustentar ademas la importancia del presente trabajo, con el énfasis que se le
da a los sistemas algebraicos y analiticos y a la generalizacion de patrones en los documentos
de politica publica, como los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los
Estandares Basicos de Competencias en Matemaéticas (MEN, 2006), que brindan
orientaciones tedricas, didacticas y pedagdgicas para el disefio, desarrollo y evaluacion
curricular de la educacion fundamental a nivel nacional, regional, local e institucional en
Colombia.

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y Estandares Basicos

de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) no se habla propiamente de pensamiento
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algebraico sino de pensamiento variacional, en el cual se indica explicitamente que los
maestros desde la escuela primaria deben desarrollar tareas sobre generalizacion de patrones
buscando colocar el acento en el estudio de la variacion y el cambio. En ese sentido, el MEN
(1998, 2006) esta reconociendo, validando como importante este tipo de ejercicio en el cual
generalizar patrones, dar cuenta de la variacion y el cambio son tareas importantes a
desarrollar desde los primeros afios de escolaridad.

Por eso, se establece total coherencia entre la propuesta del MEN (1998, 2006) y la de
reconocer pensamiento algebraico en tanto que el tipo de tareas que se vincula con la
generalizacion de patrones permite también una aproximacion significativa al algebra escolar
en la escuela primaria, tal como lo sugiere la amplia investigacion en Educacion Matemaética
en relacion con el pensamiento algebraico (Véase, por ejemplo, Radford, 2003; Vergel,
2014).

Mas especificamente, el MEN (1998, 2006) a través de la generalizacidn de patrones
busca colocar el acento en la variacion y el cambio para desarrollar pensamiento variacional,
mientras que la presente investigacion a traves de la generalizacion de patrones busca colocar
el acento en las formas del pensamiento algebraico para desarrollarlo.

Para cubrir la necesidad de reconocer el pensamiento algebraico de un grupo de
estudiantes de grado tercero de la educacion bésica, se requiere de estrategias de observacion
y andlisis de informacion debidamente sustentadas en constructos tedricos adecuados. Por
tanto, es pertinente optar por la Teoria de la Objetivacion, la cual sienta la ensefianza y el
aprendizaje de la educacion en general como una labor conjunta entre profesor y estudiantes®

(Radford, 2014a, 2014b, 2018b).

3 “La teoria de la objetivacion propone una alternativa en la cual la educacion retoma una dimension ética,
historica y cultural” (Radford, 2014b, p.34).
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En el caso particular de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, esta teoria
posiciona la idea de pensamiento algebraico como una forma de encontrar, conocer y
comunicar saberes matematicos que se produce a partir de la labor conjunta y que se
manifiesta a través de los recursos semidticos que despliegan y movilizan los estudiantes y
profesores en el desarrollo de tareas en el contexto de la generalizacion de patrones
“(Arzarello, 2006; Radford, 2001, 2003, 2014a,).

Por eso, el papel de la Teoria de la Objetivacién en este proyecto es fundamental para
alcanzar la problematica y los objetivos propuestos porque permite reflexionar e indagar
sobre otras formas no convencionales de conocer y comunicar los objetos matematicos y
particularmente con estudiantes en edades tempranas.

Por ultimo, la idea de impulsar el reconocimiento de pensamiento algebraico en
estudiantes de la Educacion Bésica permite sembrar cimientos para futuras investigaciones en
Educacion Matematica, en particular desde esta perspectiva de la Teoria de la Objetivacion,
una teoria que “plantea el objetivo de la educacién matematica como un esfuerzo politico,
social, historico y cultural cuyo fin es la creacion de individuos éticos y reflexivos que se
posicionan de manera critica en practicas matematicas constituidas historica y culturalmente”

(Radford, 20144, pp.135-136).

4 De acuerdo con los trabajos de Radford (2003, 2010a, 2010b, 2013a, 2013b, 2018a), la ruta por excelencia
hacia la caracterizacion de pensamiento algebraico en el marco de la TO es la generalizacion de patrones.
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Capitulo I11: Marco
teorico
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En este capitulo se fundamentan algunos elementos conceptuales necesarios del
referente didactico que sustenta la investigacion, esto es, la Teoria de la Objetivacion de
Radford (2014a, 2014b, 2018b) y el pensamiento algebraico desde la perspectiva de la
generalizacién de patrones (Radford, 2003, 2010a, 2010b, 2013b).

Para ello, se expone brevemente el surgimiento y fundamentacion de la Teoria de la
Obijetivacion; luego se expone la idea de pensamiento algebraico desde la Teoria de la
Obijetivacion, se presenta la ruta de aproximacion al pensamiento algebraico que se tomd para
el desarrollo de la investigacion, esto es, la generalizacion de patrones y, por altimo, se

expone el referente curricular tomado de los documentos de politica publica.

2.1 Una aproximacion sobre la Teoria de la Objetivacion desde la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas

En la década de los afos noventa el profesor Luis Radford comienza a trabajar en la
Teoria de la Objetivacion apoyandose sobre las ideas de Vygotsky, Marx, Hegel, entre otros.
Dicha teoria se ubica en una gama amplia de las lineas de investigacion de los aspectos
socioculturales en Educacion Matematica.

Dentro de las razones que condujeron a la emergencia de la Teoria de la
Obijetivacion se encuentran, por una parte, la pedagogia transmisionista en la cual el
estudiante no tiene la oportunidad de expresarse ni de posicionarse como un sujeto que piensa
y reflexiona criticamente ante el mundo que lo rodea, y, por otra, la pedagogia centrada en el
estudiante, en la cual no tiene la oportunidad de encontrarse con esos saberes culturales que le
prexisten.

Como una alternativa ante las pedagogias tradicionales, la Teoria de la Objetivacion
ve al estudiante como un sujeto politico-conceptual, es decir, “la educacion en general y la

ensefanza y aprendizaje en particular tratan de saberes y de seres” (Radford, 2014a, p.135).
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En términos mas especificos, no solo el estudiante se encuentra con unos saberes para
aprender sobre determinados conocimientos matematicos, sino que a medida que objetiva
dichos saberes se transforma y evoluciona para comprender como los demas sujetos en
sociedad piensan y acttan sobre los objetos matematicos.

En ese sentido, no solo interesa que el estudiante aprenda sobre saberes
matematicos sino también se constituya en un sujeto que sea critico, ético y reflexivo a través
de un discurso que le permita comprender el entorno que lo rodea. La Teoria de la
Obijetivacion se distingue respecto al papel de los signos como mediacion en la constitucién
de sujetos pensantes, pensados en el marco de una historia y una cultura. Por tanto, su
enfoque es semiotico-cultural.

De acuerdo con ello, la tarea de la escuela es permitir que el estudiante aprenda sobre
unos conocimientos matematicos, a saber, cuando el sujeto nace y se incorpora en la cultura
ya hay unos saberes matematicos que le preexisten a €l, asi, el papel de la escuela es
permitirle al sujeto reconocer unos conocimientos sobre ese saber que se ha venido
produciendo y consolidando en la cultura, ademas de ser un saber dinamico por el mismo
papel de las matematicas y de la historia, pero también posicionarse frente a ese
conocimiento para poder entender el mundo y participar de él, para volverse méas competente
en ciertos aspectos .

Con estas ideas expuestas, Radford (2014a, 2014b, 2018b) reformula la actividad de
ensefanza y aprendizaje como una “labor conjunta” entre profesor y estudiantes, dado que es
en esta interaccion social que emerge la produccion de saberes y de seres. Desde esta
perspectiva el papel del profesor es fundamental a causa de permitirle al estudiante
encontrarse con unos saberes culturales e histéricamente constituidos.

En cuanto a la posicién ontoldgica y epistemoldgica de la Teoria de la Objetivacion,

el fundamento ontoldgico sustenta que los objetos matematicos son un constructo social (o
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legado historico-cultural) y que se llegan a compartir a través de una préactica social. Dicho de
manera andloga, “los objetos matematicos son patrones fijos de actividad reflexiva [...]
incrustados en el mundo en cambio constante de la practica social mediatizada por los
artefactos” (Radford, 2006b, p. 111). Es por esto que la actividad matematica de los sujetos
es central para generar dichos objetos.

Por otro lado, el fundamento epistemoldgico plantea que la forma de conocer esos
objetos matematicos es a través de un esfuerzo por “dotar de sentido a los objetos
conceptuales que encuentra el alumno en su cultura” (Radford, 2006, p.113). En
consecuencia, el aprendizaje de las matematicas se comprende como “la adquisicion
comunitaria de una forma de reflexion del mundo guiada por modos epistémico-culturales

historicamente formados” (Radford, 2006, p.124).

2.2 La labor conjunta. Este constructo teérico es central en la Teoria de la
Objetivacion, pues, Radford (2014a, 2014b, 2018b) expresa que tanto estudiantes como
profesores se adentran en la bisqueda de un sistema de saberes que ya ha sido constituido
historica y culturalmente y, simultdneamente, estan coproduciéndose a si mismos en tanto
que son subjetividades en formacion, asi, “profesores y estudiantes laboran en conjunto como
uno solo” (Radford, 2018b, p.19).

De hecho, es en esta labor conjunta en la cual emerge la produccion de saberes y de
seres. Asi, la labor conjunta es constituirse en comunidad a traves de un esfuerzo colectivo
por alcanzar un interés comun, en el que se incluyen unos compromisos tanto individuales
como colectivos, pero también unos repertorios de practica y de conocimientos.

En términos de la escuela, en particular en el aula dichos sujetos se encuentran a
medida que participan, se interesan unos por otros, se solidarizan, responsabilizan, aprenden,

sufren, se transforman mutuamente, entre otras formas éticas de colaboracién humana.
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La Teoria de la Objetivacion reconoce un papel ontologico y epistemoldgico a la
categoria de la labor conjunta puesto que son los sujetos quienes a través de ésta se
encuentran con unos saberes matematicos y al mismo tiempo se transforman a través de una
practica social mediatizada por unas formas de conocer que son determinadas por las
acciones y las reflexiones de los mismos, o sea, que “el ser y el saber estan interrelacionados
de una manera profunda en la que uno no ocurre sin el otro” (Radford, 2014a, p.136).

En términos generales, el encuentro entre el sujeto y los saberes matematicos va a
estar determinado por unas maneras de comportarse, argumentarse, representarse, ademas de
unas reglas y unos tratamientos que han sido establecidos por el momento histérico-cultural
al que pertenece el sujeto. Asi, tanto estudiantes como profesores deberan hacer un esfuerzo
colectivo por encontrar y comprender significativamente los saberes matematicos que la

cultura y la historia se han encargado de introducir a lo largo del tiempo.

2.3 El pensamiento algebraico desde la Teoria de la Objetivacion

Considerando el enfoque semidtico-cultural que sustenta la Teoria de la Objetivacion,
se afirma entonces que el pensamiento algebraico es un saber que se ha venido caracterizando
paulatina y progresivamente en la cultura, en el cual los sujetos se transforman y modifican
su manera de pensar a medida que objetivan esas formas de pensar algebraicamente para
posicionarse en el mundo. En palabras de Radford (2014c¢), “el saber algebraico es una
sintesis historica y culturalmente codificada de hacer y de reflexionar en términos analiticos
sobre niimeros desconocidos y conocidos” (p.14)°.

Vale decir que, segun Radford (2011), la idea de pensamiento algebraico implica una

diferencia notable con la idea de pensamiento aritmético en virtud de que pensar

5 “Por ejemplo, los escribas babilonios usaban nombres contextuales, dependiendo del problema (por ejemplo, el
lado de un rectangulo, el peso de una piedra), para reflexionar y tratar con lo indeterminado” (Radford, 2011,
p.310).
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algebraicamente, para él, significa operar con cantidades indeterminadas (variables o
incognitas) como si fueran conocidas.

Desde esa perspectiva Radford (2006a, 2010b) propone tres caracteristicas
fundamentales del pensamiento algebraico, estas son: el sentido de la indeterminancia, que
refiere a la toma de conciencia de lo desconocido, a saber, incognitas, variables y parametros;
la analiticidad, por un lado, como la posibilidad de operar con la indeterminancia, y, por otro,
es la deduccion de una formula para poder generalizar una situacion. En caso de que la
férmula no explicite la indeterminancia, o sea, quede sin nombrar, se esta frente a una proto-
analiticidad o analiticidad intuida; y la designacion simbolica o expresién semidtica que
indica la forma o la manera de referir o mencionar los objetos indeterminados y la
analiticidad a través de los recursos semioticos.

Con base en la caracterizacién del pensamiento algebraico, es de suma importancia
resaltar que las tres caracteristicas elementales que articulan este pensamiento estan siempre
presentes explicita o implicitamente en las tres formas de pensamiento algebraico que el
mismo Radford (2003, 2006a, 2010a) determina sobre este modo de hacer y de reflexionar
analiticamente con cantidades indeterminadas.

Entonces, con la caracterizacion del pensamiento algebraico en mente, Radford (2003,
2010a) postula tres formas de pensamiento algebraico que los sujetos manifiestan en su
actividad matematica, éstas formas de pensar son: pensamiento algebraico factual, que se
caracteriza por atender un proceso de generalizacion que reposa sobre el plano numérico, a
saber, la forma de objetivar siempre atiende a casos concretos, por lo tanto, el sujeto no toma
conciencia de la indeterminancia puesto que ésta siempre aparece sustituida por lo concreto.

En efecto, la analiticidad, como posibilidad de deducir una formula, aparece mediada

a través de acciones sensibles (corpéreas, lingisticas, etc.) y se extiende en el espacio y el
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tiempo. Los recursos semidticos movilizados en esta forma de pensamiento son los gestos, las
sefias, los movimientos corpéreos, las acciones numeéricas y el ritmo.

Referente al pensamiento algebraico contextual, éste se caracteriza por la toma de
conciencia de los objetos indeterminados para atender un proceso de generalizacion a través
de un discurso mediatizado por los términos linglisticos o genéricos. Es decir, la objetivacion
de las variables, parametros e incégnitas refiere al contexto de la situacion de generalizacion.
En efecto, la analiticidad es tomada en sus dos sentidos: como operatividad con lo
indeterminado y como posibilidad de deducir una formula.

Los recursos semidticos movilizados en el pensamiento algebraico contextual son
conocidos como frases “clave”, estas son, “formas reducidas de expresion” (Vergel, 2014,
p.80) que dan cuenta de una extrapolacion para cualquier término de la situacion de
generalizacion. Esta forma de pensamiento es claramente una evolucién del pensamiento
algebraico factual a razén de la explicitud de la indeterminancia.

En cuanto al pensamiento algebraico simbdlico, éste se caracteriza por dotar
alfanuméricamente los procesos de generalizacién que se llevan a cabo para objetivar una
formula que dé cuenta de la generalidad de una situacion. En consecuencia, en esta forma de
pensamiento, la analiticidad y la indeterminancia se desprende del contexto de la situacion.

Los recursos semidticos movilizados son los simbolos alfanuméricos. Esta forma de
pensamiento es claramente una evolucién del pensamiento algebraico contextual a razén de

que el lenguaje alfanumérico incorpora la dimensién linguistica.

2.4 La generalizacidn de patrones como ruta hacia el desarrollo del pensamiento
algebraico

La idea de pensamiento algebraico se ubica en la generalizacién de patrones como
una ruta hacia la manifestacion de este pensamiento, debido a que ésta es una forma de

pensar y de actuar algebraicamente (Vergel, 2015a).
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En tal sentido, la generalizacion de patrones contempla tres dimensiones que la
caracterizan, estas son: la dimension fenomenoldgica, la cual se sitla en las acciones del
sujeto cuando se enfrenta al mundo de lo sensible, o sea, hechos concretos (secuencia de
figuras, numéricas, etc.) accesibles a ese accionar del sujeto.

La dimension epistemoldgica, que se caracteriza por la emergencia de un
conocimiento para generar una comunalidad (propiedad comun) para ser extrapolada a
términos que no estan al alcance de la sensibilidad del sujeto, es decir, términos que se
escapan del terreno fenomenolédgico.

Por ultimo, la dimensién semidtica, la cual alude a los recursos semidticos de los que
se vale el sujeto para generalizar, articular, extrapolar los términos de la secuencia con el fin
de encontrar patrones, formulas, caracteristicas, etc. En suma, estas tres dimensiones
fundamentan toda actividad matematica en el contexto de la generalizacion de patrones.

Tal como se menciono en los antecedentes, Radford (2003, 2006a) reconoce tres tipos
de generalizacion algebraica que los estudiantes manifiestan en sus procesos de
generalizacion, estos pueden ser de naturaleza factual, contextual y simbdlica. En los cuales
la definicidn de cada uno esta intimamente relacionada con la tipologia de pensamiento
algebraico propuesta por este autor (2003, 2006a, 2010a) y por ende con los tres vectores que
lo caracterizan.

Especificamente, una generalizacién algebraica de tipo factual es aquella en la que se
manifiesta una generalizacion de acciones en la forma de un esquema operacional, mediante
el cual la indeterminancia es manipulada tacitamente. Este esquema operacional reposa sobre

el nivel concreto y se expresa a través de los gestos, las sefias, la actividad perceptual, los
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movimientos corpéreos, el ritmo, las acciones numéricas y las palabras (términos deicticos®)
COMO recursos semioticos.

En la generalizacion algebraica contextual en contraste con la factual, se generaliza
las acciones concretas y los objetos de las acciones. Va mas alla del dominio de niumeros o
figuras especificas y trata con objetos genéricos (como la figura o la posicion) que no pueden
ser percibidos por los sentidos. Los recursos semidticos movilizados son frases “clave” que
expresan explicitamente la indeterminancia y sustituyen a otros como los esquemas
operacionales y los gestos.

Por Gltimo, la generalizacion algebraica simbdlica en contraste con la contextual,
dichas frases “clave” son sustituidas por simbolos alfanuméricos, mediante los cuales la
indeterminancia se desprende del contexto de la situacion.

En cualquier caso, el proceso de generalizacion de patrones se comporta segun el

siguiente esquema (ver Figura 1).

Términos dados Determinaciones

. <:> Caracteristica comun C
sensibles

g

P1,P2,P3) ) Pk

T —— Aplicacion a términos Abduccién analitica
, <:> no dados <:>
féormula (C se convierte en H)
Pk+1s Pkc+2s Pk 43 -+ Pk+n

Figura 1. Estructura de la generalizacion algebraica de secuencias (De Radford, 2013b,
p.24).

5 Son términos o palabras que dependen de un contexto, tiempo y lugar determinado para trasmitir un
significado. Por ejemplo, la frase “sumamos cinco veces esto, y de alli quitamos uno”, presenta dos deicticos:
“esto” y “alli”. Para comprender su significado se debe conocer el contexto en el que ocurre, de lo contrario su
significado permanece incierto (Pérez & Merino, 2017).
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Esta representacion de la estructura de la generalizacion algebraica de secuencias
sugiere que dada una secuencia de elementos concretos (términos dados), accesibles
generalmente por la percepcion visual del sujeto, se debe denotar las caracteristicas de la
misma, por ejemplo, la estructura de la secuencia (espacial, numérica, etc.), los cambios o
regularidades de un término a otro, etc., en el cual todas estas apreciaciones se hacen a través
de las determinaciones sensibles del sujeto con el proposito de abstraer una caracteristica
comun (patron(es)) con la posibilidad de deducir una férmula, a saber, la caracteristica
comun (C) se convierte en una hipotesis (H) para el sujeto para poder deducir una expresion
que permita hacer extrapolaciones a términos no dados, sin embargo, no siempre el
tratamiento que se le dé a la caracteristica comdn llega a ser analitico, lo cual conduce a una
abduccion’ no analitica (generalizacion aritmética), pero dado el caso de un tratamiento
analitico a la caracteristica comdn la abduccion llega a ser analitica (generalizacion
algebraica), en el que esta “sera utilizada ya no como simple posibilidad, sino como principio
asumido para deducir apodicticamente® una formula que proporciona el valor de cualquier
término”(Radford, 2013b, p.7).

Finalmente, se da la toma de conciencia de la formula que permite calcular cualquier
término de la secuencia.

En este orden de ideas, conviene exponer una situacion hipotética para comprender
mejor lo que vendria siendo una generalizacion aritmeética y una generalizacion algebraica.

Suponga que dos estudiantes se enfrentan a una tarea que constituye una secuencia
numeérica que tiene como regla general a 2n, con n = {1,2,3,4,...}. Y una de las preguntas

de la tarea corresponde al calculo de la posicion 4 de la secuencia.

7 Se llama abduccién a la generalizacion de la caracteristica com(n, que pueden ser una o varias (Radford,
2013b).
8 |legar a una verdad demostrable a partir de un razonamiento valido (Pérez & Gardey, 2015).
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Sobre esa base, el primer estudiante propone que para calcular dicha posicion se debe
ir sumando de dos en dos hasta llegar a la posicion 4, es decir,2 + 2 + 2 + 2 = 8.
Mientras que el segundo estudiante propone que para calcular dicha posicion se debe
multiplicar 2 por el nimero de la posicion, esto es, 2 por 4 = 8.

En el caso del primer estudiante, se esta frente a una generalizacion aritmética que
permite la posibilidad para calcular cualquier término de la secuencia ya que el tratamiento
que se le da a la caracteristica comun (2) es para pasar de un término a otro.

En el caso del segundo estudiante, se esta frente a una generalizacion algebraica,
porque se explicita, analiticamente, un caracter operatorio (multiplicar 2 por el nimero de la
posicion) con una cantidad indeterminada (nimero de la posicion). Obsérvese que esta
generalizacion algebraica propuesta por este estudiante refiere al contexto de la situacion, es
decir, lo indeterminado esta constituido en las posiciones de la secuencia, y en efecto, se

puede decir que este estudiante presenta un pensamiento algebraico contextual.

2.5 Referente curricular: El pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos

Los documentos curriculares de matematicas (Lineamientos Curriculares de
Matematicas, 1998; Estandares basicos de Competencias en Matematicas, 2006) recomiendan
que la ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar debe centrarse en el estudio de la
variacion y el cambio, a partir de los primeros grados de escolaridad mediante situaciones
problematicas en diferentes contextos.

En ese sentido, sefialan que la variacion y el cambio deben promoverse desde el
estudio de patrones y regularidades. Sugiriendo explicitamente el desarrollo de tareas
centradas en el andlisis de secuencias numericas y figurales, que inviten a los estudiantes a
visualizar, explorar, proponer conjeturas sobre los proximos términos de la secuencia, e

intentar formular un procedimiento o férmula oralmente o por escrito que permita calcular
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términos remotos o bien el término general de la secuencia, como elementos asociados al
pensamiento algebraico.

En particular, los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006)
consideran la generalizacion de patrones como “una forma muy apropiada de preparar el
aprendizaje significativo y comprensivo de los sistemas algebraicos y su manejo simbolico
mucho antes de llegar al séptimo y octavo grado” (p. 67).

Obsérvese que las sugerencias descritas sobre el proceso de la generalizacion de
patrones en los documentos curriculares de matematicas logran situarse en las tres
dimensiones (fenomenoldgica, epistemoldgica y semidtica) que caracterizan a toda
generalizacién de patrones, segun Radford (2013b).

Puesto que, brevemente, en la dimension fenomenoldgica, invitan a la visualizacion y
exploracién de secuencias. En la epistemoldgica, indican que se conjeture un procedimiento o
férmula que generalice la secuencia. Y, por Gltimo, en la semiotica, sefialan el lenguaje
natural como recurso semiotico para referir procedimientos o formulas matemaéticas.

Concretamente, lo que se propone en este trabajo es coherente con lo planteado por el
MEN (1998, 2006), porque se esta validando como importante que desarrollar tareas relativas
a la variacion, el cambio y a generalizacion de patrones, es fundamental desde los primeros
afos de escolaridad.

Dado que, preparan a los estudiantes para la construccion de formulas algebraicas a
través de la formulacion oral o escrita de un procedimiento recursivo que muestre coémo
construir los términos siguientes a partir de los precedentes y el descubrimiento de un patrén
que los guie mas o menos directamente a las férmulas algebraicas (MEN, 2006).

En tal sentido, el disefio de tareas propuesto obedece con la observacién, la

identificacién de una comunalidad o bien de las variaciones que subyacen en la secuencia, la
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exigencia de extrapolar la comunalidad a otros términos no dados y la formulacion de un

procedimiento o una férmula verbal o escrita que permita generalizar la secuencia.
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Capitulo I11:
Aspectos
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3.1 Tipo de investigacion

Para responder a la problematica de la investigacion, y en funcién de sus objetivos,
ademas del sustento tedrico ya mostrado, esta investigacion exige un estudio cualitativo con
un enfoque descriptivo e interpretativo, orientado a un método de estudio de casos para
reconocer el pensamiento algebraico que manifiesta un grupo de estudiantes a través de los
recursos semioticos que utiliza en la construccion de dicho pensamiento.

Con el paradigma cualitativo se busca llevar a cabo procesos de interpretacion a
través de la reconstruccion de la realidad tal y como la observan los participantes del
fendmeno social previamente definido (Hernandez, Fernandez & Baptista, 2003).

En la presente investigacion se observan, recopilan, describen e interpretan las
producciones escritas y orales de un conjunto de estudiantes a partir de los datos obtenidos.
De acuerdo con Balestrini (2006), la investigacion descriptiva consiste en “presentar la
frecuencia de algunos elementos principales que configuran el fenomeno a estudiar [...] se
centra en la busqueda de datos respecto a la configuracién de estructuras y conductas
observables dentro de un campo determinado” (p.53).

En ese sentido, esta investigacion utiliza el enfoque descriptivo e interpretativo,
porque busca identificar en las producciones escritas y orales de los estudiantes toda
correspondencia con la manifestacion de pensamiento algebraico, lo cual se logra cuando se
interpretan los significados que éstos le dan a su propio comportamiento y al comportamiento
de los otros como también a los objetos matematicos que se encuentran al momento de
desarrollar tareas sobre generalizacion de patrones.

Para ello, se opt6 por el método de estudio de casos, el cual se caracteriza por
procesos de busqueda e indagacion de informacion relevante, asi como el analisis profundo y
sistematico de una situacion, individuo o grupo particular (Hernandez, Fernandez & Baptista,

2003).
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3.2 Disefio de la investigacion

Para el reconocimiento del pensamiento algebraico del grupo de estudiantes, se
plantea una ruta que inicia con el disefio de tareas coherentes con el marco teérico y
curricular de referencia. Los desarrollos de los estudiantes y el investigador seran registrados
audiovisualmente y por escrito al momento de resolver dichas tareas; luego se llevara a cabo
un analisis de las producciones orales y escritas de los estudiantes centrado en identificar los
recursos semioticos correspondientes con las caracteristicas y formas del pensamiento
algebraico, segun Radford (2003, 2010a, 2010b). Lo cual implica con base en las grabaciones
en video y las hojas de trabajo que se obtienen en cada sesion observar, seleccionar,
transcribir y analizar un conjunto de episodios para finalmente reconocer el pensamiento
algebraico de los estudiantes.

Para efectuar la investigacion se basé en el disefio metodoldgico propuesto por
Radford (2010b), el cual plantea cuatro etapas, estas son: el disefio de tareas para el salon de
clases, la implementacion de tareas en clase, la interpretacion de datos y la generacion de

teoria (Ver Figura 2).

v

(3) Data interpretation

\ 4

(2) Classroom activity
implementation
A

(4) Theory generation

A

(1) Classroom activity desing

Figura 2. Metodologia de la investigacion (Radford, 2010b, p.38).

Es importante tener en cuenta que el marco metodoldgico de Radford (2010b)
culmina en la produccién de constructos tedricos para posteriormente ser considerados en

nuevos disefios o redisefios de tareas. Sin embargo, para efecto de esta investigacion se
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realiz6 una modificacion en la cuarta etapa a fin de desembocar en una nueva que brindase

las conclusiones de la investigacion (ver Figura 3).

v

(3) Interpretacion de
datos

v

(2) Implementacién de
tareas

(4) Conclusiones

A

(1) Disefo de tareas

Figura 3. Metodologia de la investigacion (adaptado de Radford, 2010b).

Una concisa descripcion de cada una de las etapas en relacion con su desarrollo para
esta investigacion se hard a continuacion, no obstante, se desglosan de manera mas amplia a
lo largo de todo el informe.

Etapa 1. Disefio de tareas: Para llevar a cabo la investigacion se elaboraron tres tareas
en términos de la generalizacion de patrones, para las cuales se tuvo en cuenta el marco
teodrico de la Teoria de la Objetivacion y el referente curricular.

Para la elaboracion, las tareas se centraron en diferentes situaciones que favorecieran
el planteamiento de procesos de generalizacion, los cuales fueron orientados con un sentido
algebraico, buscando colocar el acento en las tres caracteristicas y formas del pensamiento
algebraico, segun Radford (2003, 2010a, 2010b).

Etapa 2. Implementacién de tareas: Cada una de las tareas se aplicé durante una
sesion a un grupo de tres estudiantes de grado tercero de la Institucion Educativa Pedro
Antonio Molina. Las tareas 1 y 3 fueron implementadas en la sala de sistemas de la
institucion, la tarea 2 fue implementada en el salon de clases, cabe aclarar que en el salén
Unicamente estuvieron los participantes de la investigacion ya que los demas estudiantes de

grado tercero se encontraban en la sala de sistemas recibiendo clase.



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 38

El desarrollo de cada tarea inici6é con una presentacion general de la misma en la que
se establece un trabajo en conjunto entre el investigador (profesor) y los estudiantes para
responder a las preguntas de la tarea, en el que se podian hacer intervenciones o plantear
discusiones acerca de la tarea. Para lograr este proceso el investigador tomd el rol de
orientador, atendiendo las intervenciones, observaciones e inquietudes de los estudiantes en
cada momento del proceso. Terminada la tarea se recogieron las hojas de trabajo de los
estudiantes.

Etapa 3. Interpretacion de datos: Con base en las grabaciones de video y las hojas de
trabajo obtenidas en cada sesidn se procede al procesamiento de los datos mediante la
observacion, seleccion, transcripcion y analisis de un conjunto de episodios objeto de estudio.

Para la construccion de esos episodios se tienen en cuenta los recursos semioticos
empleados por los estudiantes para solucionar las tareas sobre generalizacion de patrones, los
cuales se detectan en las producciones escritas y orales de éstos, lo que implica la
observacion e interpretacion de lo que dicen y escriben cuando desarrollan las tareas
propuestas; luego se procede a detectar esas caracteristicas y formas de pensamiento
algebraico que presenta el grupo de estudiantes. Por ultimo, se transcriben los episodios que
constituyen el dato de estudio susceptible de anélisis.

La transcripcion de los episodios responde a unos criterios especificos. Estos criterios
son presentados mas adelante.

Etapa 4. Conclusiones: Con base en los andlisis respectivos de la investigacion se

procede a responder la pregunta de investigacion y a concluir los resultados de ésta.

3.3 Caracterizacion de la poblacion

Para cumplir con los propdsitos de la investigacion se propone implementar tres tareas

con un grupo de tres estudiantes de la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina, de la
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ciudad de Cali, Valle del Cauca. Esta cantidad de estudiantes se considerd prudente para el
buen desarrollo y manejo de las tareas, porque el analisis de resultados demanda la atencion
minuciosa sobre las producciones orales y escritas de los estudiantes, lo cual requiere centrar
la observacion e interpretacion detalladas en cada palabra y escrito con el propésito de
reconocer su pensamiento algebraico. Llevar a cabo el estudio con una cantidad superior de
estudiantes desbordaria los alcances de éste.

Este grupo esta conformado por una nifia y dos nifios con edades de 8 afios. Estos son
alumnos del grado tercero de educacidn basica primaria, jornada de la mafiana.

El criterio de seleccion para el grupo de nifios fue que comprendieran el significado
de las operaciones de la suma y la multiplicacion puesto que éstas se consideran
conocimientos previos para la generalizacién de patrones.

La seleccion de los estudiantes que conforman el grupo se dejé en consideracion de
la profesora de matematicas de grado tercero, la cual realizé la seleccion aleatoriamente.

Es conveniente resaltar que las tareas son aplicadas sélo a estos tres estudiantes
puesto que se trabaja con un grupo particular, dado que es un estudio de caso y se pretende
realizar grabaciones en video con ellos, de tal forma que se logren capturar sus producciones
orales y escritas al momento de realizar las tareas.

Al realizarlo de esta forma, se puede hacer un anélisis mas preciso de sus

producciones cuando desarrollan las tareas propuestas.

3.4 Descripcion de los Instrumentos y Técnicas de Recoleccion de Informacién

En consideracion de los objetivos y la pregunta problema se recurre a la técnica de
observacion participativa, debido a que el autor de esta investigacion pretendia no solamente

buscar, observar y registrar informacion relevante para los propdésitos de la investigacion sino
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también participar en las sesiones gque se llevaran a cabo, basicamente para orientar el buen
desarrollo de las tareas propuestas.

En cuanto a la recoleccion de los datos se cont6 con 3 sesiones del curso de
matematicas de grado tercero de la institucion educativa Pedro Antonio Molina, que se
realizaron entre el 12 y el 19 de noviembre de 2019. La primera sesion tuvo una duracién de
40 minutos, la segunda de 60 minutos y la tercera de 40 minutos aproximadamente.

Para la recoleccién de informacién y el anélisis de los datos se sigue el modelo usado
por Miranda, Radford y Guzman (2007), sustentado en los planteamientos de Arzarello
(2006), en el cual se recoge la informacion a traves de video grabaciones de las cuales se
seleccionan y transcriben algunos episodios de la actividad matemaética de los estudiantes y el
profesor que den cuenta de una o varias de las unidades de analisis objeto de estudio.

En seguida se presenta cada una de las cuatro fases que constituyen el modelo de

Miranda et al. (2007) en relacién con la presente investigacion.

Fase 1: Grabacion de la actividad. Para cada sesion se cont6 con una cdmara de
video para grabar todo el desarrollo de la tarea durante la sesion, esto es, grabar a los
participantes de la investigacion para capturar las producciones orales y escritas que
manifiestan durante su actividad matematica. Para ello se requirié de la colaboracién de un
asistente, quien recibi6 la instruccion de grabar los momentos ocurridos durante la sesion.

Fase 2: Obtencion de las hojas de trabajo de cada estudiante. En cada sesion se
entregd a cada estudiante una hoja de trabajo que contenia las preguntas de la tarea y,
ademas, hojas en blanco para que escribieran lo que ellos consideraran necesario como
también sus respuestas a las preguntas. Al comienzo de cada sesion se solicito a los

estudiantes colocar en el encabezado de cada tarea la fecha, el nombre, la edad, y el grado
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escolar. Del mismo modo, se les solicito escribir con claridad y orden. Al finalizar cada
sesion se recogieron las hojas de trabajo.

Fase 3: Trascripcion de las sesiones. Para organizar, sistematizar y evitar la
saturacion de la informacion se recurre a la transcripcion de los episodios que constituyen los
recursos semidticos en correspondencia con la construccion de pensamiento algebraico, para
ello se analizaron las video grabaciones obtenidas y se transcribieron los episodios con base
en los siguientes criterios: el dialogo de los estudiantes (Antonio, Valentina y Santiago) y el
profesor investigador (PM) se presenta mediante lineas enumeradas (L1, L2, L3, ...)°%. Se
utilizan corchetes ([...]) para indicar las acciones no verbales e intervenciones realizadas por
ellos y en letra cursiva. Se utilizan puntos suspensivos (...) para expresar cuando alguien es
interrumpido por otro participante. Por ultimo, se reinicia la numeracion (L1, L2, L3, ...)
cuando se cambia de episodio.

Fase 4: Analisis de los episodios. Se realiza el analisis de los episodios y de las hojas
de trabajo de los estudiantes, buscando identificar los recursos semidticos que éstos emplean
en la construccion de pensamiento algebraico. Especificamente, reconociendo las

caracteristicas y formas del pensamiento algebraico que el grupo de estudiantes manifiesta.

3.5 Disefio y justificacion de las tareas

Conviene destacar que no toda tarea en el contexto de la generalizacion de patrones
conduce necesariamente a desarrollar pensamiento algebraico, si bien es una via bastante
sofisticada para ello, no siempre los procesos de generalizacién que manifiestan los
estudiantes son de naturaleza algebraica puesto que ya se mencioné en algiin momento que

hay ocasiones en que los estudiantes reposan sus procesos de generalizacién de patrones en

% Dado que los estudiantes son menores de edad sus nombres fueron cambiados por los seudénimos Antonio,
Valentina y Santiago para salvaguardar sus identidades.
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una generalizacion aritmética y no logran evolucionar hacia modos de pensamiento
algebraico (factual, contextual y simbdlico) a través de una generalizacion algebraica.

Por esta razdn se hace necesaria la intervencion del profesor, tal y como lo postula la
Teoria de la Objetivacion desde la idea de labor conjunta, para que colaborandole a sus
estudiantes estos logren formas mas sofisticadas de pensamiento algebraico mediante el
desarrollo de tareas en el contexto de la generalizacidn de patrones, lo cual significa que las
estrategias pedagdgicas y metodologicas como también las intervenciones del profesor deben
buscar que los estudiantes se involucren con la generalizacion de patrones en un sentido
algebraico y con ello permitir el desarrollo de pensamiento algebraico en los estudiantes.

Para hacer frente a la problematica de la investigacion se proponen tres tareas
correspondientes con la generalizacion de patrones, tomando como referencia las tres
dimensiones (fenomenoldgica, epistemoldgica y semidtica) que caracterizan a toda
generalizacion de patrones. Por tanto, se proponen en las tareas aspectos relacionados con la
observacion e identificacion de variaciones o regularidades, el conteo, la extrapolacion de la
caracteristica comun a términos no dados y la busqueda de relaciones o procedimientos que
permitan la deduccion de una regla verbal para encontrar cualquier término en una secuencia
numeérica o figural.

Un aspecto en comdn que comparten todas tres tareas es que son gobernadas por una
regla de recurrencia lineal. En tal sentido la secuencia de la tarea 1 esta constituida por una
regla de la forma f(n) = an, donde n es la posicion de un término cualquiera, a es el patron
de crecimiento y f(n) es la cantidad de elementos correspondiente a n. A diferencia de la
tarea 1, las tareas 2 y 3 invitan al estudiante a tomar conciencia del término independiente
que se mantiene constante en la secuencia, de esta manera la regla de recurrencia de las tareas
2y 3 esta constituida de la forma f(n) = an + b, donde b es el término independiente que

se mantiene constante.
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Es importante sefialar que los items que hacen referencia a la regla de recurrencia de
la secuencia en cada una de las tareas se solicita en forma de escrito rapido, buscando colocar
el acento en la produccidn de frases claves para evitar que los estudiantes acudan al empleo
de generalizaciones aritméticas basadas en largas cadenas de operaciones (como las sumas) o
el calculo de subtotales.

La presentacion de las reglas de recurrencia que gobiernan las secuencias de las
tareas propuestas no se hace de manera ingenua ya que se considerd prudente que en un
primer momento, el acercamiento hacia modos de pensamiento algebraico por parte de los
estudiantes se hiciese a través de una primer tarea que Unicamente exigiera el reconocimiento
de un patrén de crecimiento, mientras que las tareas 2 y 3 no solamente invitan al estudiante a
la toma de conciencia del patrén de crecimiento, sino también del término independiente, lo
cual exige procesos de generalizacidén ain mayores a razon de que algunos estudiantes suelen
tener en cuenta simplemente el patron de crecimiento cuando intentan deducir una regla de
recurrencia (véase Callejo et al.,2016).

En cuanto al contexto de las tareas, la primera tarea se ubica en el marco de una
situacion, la cual presenta una secuencia numérica; la segunda tarea, se ubica en una
secuencia figural, la cual se caracteriza por la coordinacion de las estructuras numérica y
espacial, y de acuerdo con Radford (2013b) y Vergel (2014), es pertinente que el trabajo
algebraico descanse sobre estas dos estructuras diferentes para posteriormente encontrar
relaciones que permitan deducir la regla de recurrencia, es decir, el trabajo sobre secuencias
figurales constituye un factor indispensable del desarrollo del pensamiento algebraico; la
tercera tarea, se ubica en el marco de una situacion que se apoya en una secuencia numérica
con registro tabular, el trabajo sobre este tipo de secuencia, segin Vergel (2014), reduce la
intensidad de los recursos semiéticos que son movilizados cuando el estudiante se enfrenta a

una secuencia figural.
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Las secuencias con registro tabular, permiten a los estudiantes establecer relaciones
entre cantidades constantes y variables para posteriormente hacer célculos entre ellas y
finalmente deducir una formula algebraica. En ese sentido, el registro tabular que acompafia
la secuencia debe ser considerado como un recurso que le permita al estudiante establecer
generalizaciones algebraicas.

A continuacion, se hace una presentacion de cada una de las tareas, en la que se

exhibe a mayor detalle la secuencia y el cuerpo de preguntas que constituye la tarea.

3.5.1 Tareal

En la elaboracion de esta tarea se considero introducir una secuencia numérica en el
marco de una situacién con un total de seis (6) preguntas, cuyo término general corresponde a
3nconn ={1,2,3,4,...}. En seguida se presenta de manera esquematica la tarea 1 (ver

Figura 4).
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Nombre: Grado:

Fecha: Edad:

Tareal

Hola, soy Camila.

En el proyecto ecoldgico de mi escuela recolecto botellas de plastico para reciclar.
3 en el primer dia, 6 en el segundo, 9 en el tercero y asi sucesivamente.

Teniendo en cuenta la situacion anterior, responde:

a) ¢Qué puedes decir acerca de la secuencia que se va formando a medida
que pasan los dias?

b) ¢Qué sucedid del primer dia al segundo y del segundo al tercero?

¢) ¢Cuéntas botellas habré recolectado en el dia cuarto, quinto y sexto? ¢Por
que?

d) Calcula la cantidad de botellas recolectadas para el dia 15. Justifica tu
respuesta.

e) Encuentra una forma répida de hallar la cantidad de botellas recolectadas
para el dia 200. Justifica tu respuesta.

f) Si te pido que le escribas a un compafiero una manera rapida de calcular el
numero de botellas recolectadas para cualquier término de la secuencia
¢ Qué le escribirias?

Figura 4. Tarea 1

A continuacion, se presenta la justificacion de cada item de la tarea 1.

Con el item a), después de la lectura y comprension del enunciado realizada por los
estudiantes, se busca que los estudiantes identifiquen las variaciones que pueden percibir en
la consigna de la situacién, como, por ejemplo, la variacion en el nimero de botellas o dias.

Con el item b), se invita a los estudiantes a identificar la comunalidad, es decir, la
diferencia constante entre los primeros términos de la secuencia.

Con el item ¢), se pretende que la comunalidad sea generalizada a otros términos no

dados de la secuencia. En otras palabras, que haya una abduccion de la caracteristica comun.
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Con el item d), se indaga sobre el tratamiento que se le da a la abduccion para
encontrar un término cercano de la secuencia. En efecto, se espera que los estudiantes
recurran a una generalizacion aritmética.

Con el item e), se pretende que la abduccion sea utilizada de manera analitica para
encontrar un término lejano. En efecto, invita a los estudiantes a buscar y establecer
relaciones o vinculos entre cantidades que varian y que permanecen constantes para generar
una generalizacion algebraica.

Con el item f), se busca que los estudiantes establezcan la regla general de la
secuencia. Para ello se les solicita que le escriban a un compafiero una forma rapida de
calcular la cantidad de botellas recolectadas para cualquier término de la secuencia. Esta
solicitud ya no hace referencia al caso particular puesto que invita a los estudiantes a pensar
en cualquier término posible, exigiendo que movilicen formas reducidas de expresion,
haciendo énfasis en la produccion de frases claves que dejen ver tanto la indeterminancia,

como también su caracter operatorio.

3.5.2 Tarea 2

En la elaboracidn de esta tarea se contempl6 una situacion en el marco de una
secuencia figural con registro tabular y un total de diez (10) preguntas, buscando indagar
sobre como los estudiantes toman conciencia de la coordinacion entre las estructuras
numeérica y espacial de la secuencia figural, para luego conocer las relaciones que encuentran
para objetivar una comunalidad y posteriormente una regla de formacién de la secuencia.

Como lo indica Radford (2013b), estas dos estructuras son constitutivas del terreno
fenomenoldgico de la generalizacion de patrones, es decir, “el trabajo algebraico sobre el
terreno fenomenologico va a reposar sobre la articulacion de dos estructuras diferentes una de

tipo numérico y otra de tipo espacial” (p.8), permitiendo la movilizacién de recursos
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semidticos como los sefialamientos y términos deicticos, los dibujos, etc. En ese sentido, se
pide en un par de preguntas dibujar términos no dados y encontrar la secuencia humérica que
representa las primeras posiciones de la secuencia figural.

A continuacion, se presenta la tarea 2, cuyo término general corresponde a 3n + 1

conn ={1,2,3,4,...} (ver Figurab).
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Nombre: Grado:

Fecha: Edad:

Tarea 2

Observa la siguiente secuencia de figuras hechas con palillos:

12 Posicion 22 Posicién 32 Posicién

Teniendo en cuenta la secuencia anterior, responde:

a) ¢Qué observas en la secuencia de figuras?

b) ¢Qué sucede de la primera posicion a la segunda y de la segunda a la
tercera? Justifica tu respuesta.

c) Escriba la secuencia numeérica, contando el niumero de palillos de cada
figura.

d) Dibuja las figuras correspondientes a las posiciones cuarta, quinta y séptima.

e) Calcule el numero de palillos de la figura que ocupa la posicion 12. Justifica
tu respuesta.

f) Calcule el numero de palillos de la figura que ocupa la posicion 19. Justifica
tu respuesta.

g) ¢Queé relacién encuentras entre la cantidad de palillos de cada figura con su
posicion?

h) Encuentra una forma rapida de hallar el nimero de palillos de la figura que
ocupa la posicion 100. Justifica tu respuesta.

i) Escribe una forma rapida de hallar el namero de palillos de la figura que
ocupa la posicion 930. Justifica tu respuesta.

J) Site pido que le escribas a un compafiero una manera rapida de hallar el
numero de palillos para cualquier término de la secuencia ¢Qué le
escribirias?

Figura 5. Tarea 2

48
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Para la elaboracion de esta tarea se tomé como referencia a Casas (2005) y a Radford
(2010a), ya que la secuencia figural aparece como una propuesta para el desarrollo del
pensamiento algebraico.

En seguida se presenta la respectiva justificacion de los items de la tarea 2.

Con el item a), se pretende que los estudiantes expresen de forma verbal y escrita que
se observa una variacion de forma ascendente en el nimero de palillos y de la posicién de
cada figura de la secuencia.

Con el item b), se invita a los estudiantes a identificar comunalidades o el patron en la
secuencia figural.

Con el item ¢), se pretende que los estudiantes identifiquen la secuencia numérica
correspondiente a la secuencia figural, lo cual se logra a través del conteo, permitiendo
establecer la cantidad de palillos correspondientes en cada término dado en la secuencia.
Explicitar la secuencia numérica es fundamental para establecer relaciones entre ambas
representaciones (numérica y figural) de la secuencia.

Con el item d), se busca que los estudiantes utilicen la comunalidad de la secuencia
para calcular términos cercanos no dados, en tanto al uso que se le dé a la coordinacion de las
estructuras numérica y espacial de la secuencia.

Conlositemse)y f), se pretende que la comunalidad sea generalizada a términos no
dados de la secuencia, relativamente lejanos, En otras palabras, que haya una abduccién
aritmética de la caracteristica comun.

Con el item g), se pretende que el registro tabular en la secuencia sea considerado
Como un recurso para indagar sobre relaciones entre cantidades constantes y variables a
través de operaciones aritméticas con el fin de establecer una abduccion analitica.

Con los items h) y i), se espera que la abduccion encontrada anteriormente sea puesta

en accion para encontrar términos lejanos de la secuencia.



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 50

Con el item j) se busca que la indeterminancia, como su caracter operatorio se
vuelvan objeto del discurso de los estudiantes. Para ello se les solicita escribir un mensaje a
un compariero que le permita calcular el nimero de palillos para cualquier término de la
secuencia. Esta solicitud ya no hace referencia al caso particular puesto que invita a los
estudiantes a pensar en cualquier término posible, exigiendo que movilicen formas reducidas
de expresion, haciendo énfasis en la produccion de frases claves que dejen ver tanto la

indeterminancia, como también su caracter operatorio.

3.5.3Tarea 3

Esta tarea se ubica en el marco de una situacion, la cual esté constituida por una
secuencia numeérica con registro tabular y un total de cuatro (4) preguntas. EI nimero de
preguntas es reducido en comparacion con las tareas 1 y 2 a razon de que el trabajo en estas
dos primeras tareas deberia representar un avance paulatino y progresivo para el pensamiento
algebraico de los estudiantes toda vez que hayan desarrollado las mismas.

Por tal razdn, las preguntas de esta tarea se centran en indagar directamente sobre
algunos casos particulares y el termino general de la secuencia. Esto ultimo, conlleva a que el
estudiante tome conciencia del trabajo realizado en las tareas anteriores, lo que implica
indagar ciertos aspectos como la comunalidad que hay entre los términos dados, para que
posteriormente sea generalizada para encontrar casos concretos y una formula general de la
secuencia.

A continuacion, se presenta de forma esquematica la tarea 3, cuyo término general

corresponde a 6.000n + 2.000 conn = {1, 2, 3,4,...} (ver Figurab).
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Nombre: Grado:

Fecha: Edad:

Tarea 3

Carlos recibe en su cumpleafios una alcancia con $2.000 pesos y decide ahorrar
$6.000 pesos por semana. Transcurrida la primera semana habia ahorrado
$8.000 pesos; la segunda $14.000 pesos; la tercera $ 20.000 pesos y asi
sucesivamente como se muestra a continuacion:

12 Semana

Si continla con su decision:

a) ¢Cuanto dinero habra ahorrado en la cuarta semana?

b) ¢Cuanto dinero habra ahorrado en la séptima, octava y novena semana?
Justifica tu respuesta.

c) ¢Cuanto dinero habra ahorrado en la semana 46? Justifica tu respuesta.

d) Escribe una forma rapida que te permita calcular el dinero ahorrado para
cualquier termino de la secuencia.

Figura 6. Tarea 3

En seguida se presenta la respectiva justificacion de los items de la tarea 3, la cual se
apoya desde los diferentes referentes teoricos y curricular de referencia.

Con el item a), Se pretende que el estudiante retome la observacion y logre una
abstraccidn de la caracteristica comUn para que sea utilizada para encontrar el siguiente
término de la secuencia.

Con el item b), Se busca que la comunalidad sea generalizada a otros términos no

dados de la secuencia. En otras palabras, que haya una abduccion de la caracteristica comun.
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Con el item c¢), Se procura que la abduccién sea utilizada de manera analitica para
encontrar un término lejano. En efecto, invita a buscar relaciones o vinculos entre las
cantidades que varian y las que permanecen constantes para generar una generalizacion
algebraica.

Con el item d), se busca que la indeterminancia, como su carécter operatorio se
vuelvan objeto del discurso de los estudiantes. Para ello se les solicita escribir una forma
rapida que permita calcular el dinero ahorrado para cualquier término de la secuencia. Esta
solicitud ya no hace referencia al caso particular puesto que invita a los estudiantes a pensar
en cualquier término posible, exigiendo que movilicen recursos semiéticos como las
expresiones linguisticas o formas reducidas de expresion, haciendo énfasis en la produccion

de frases claves que dejen ver tanto la indeterminancia, como también su caracter operatorio.
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Capitulo I1V: Analisis
de resultados
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En este capitulo se exponen los analisis respectivos a la implementacion de las tareas
propuestas, los cuales estan centrados en identificar los recursos semiéticos que utilizan los
estudiantes en la construccién de pensamiento algebraico (factual, contextual, simbdlico),
para lo cual se tiene en cuenta la indeterminancia, la analiticidad y la designacion simbdlica.

Los analisis que se presentan en este capitulo, surgen de la observacion, descripcion e
interpretacion de las producciones verbales y escritas que cada estudiante manifiesta en el
desarrollo de las tareas.

Para ello, se analizaron las video grabaciones obtenidas y se transcribieron los
episodios con base en los siguientes criterios: el dialogo de los estudiantes (Antonio,
Valentina y Santiago) 1° y el profesor investigador (PM) se presenta mediante lineas
enumeradas (L1, L2, L3, ...). Se utilizan corchetes (]...]) para indicar las acciones no
verbales e intervenciones realizadas por ellos y en letra cursiva. Se utilizan puntos
suspensivos (...) para expresar cuando alguien es interrumpido por otro participante. Por

altimo, se reinicia la numeracién (L1, L2, L3, ...) cuando se cambia de episodio.

4. 1 Analisis de las producciones de los estudiantes en la tarea 1

Para el desarrollo de esta tarea se empled una sesion de 40 minutos aproximadamente,
el dia martes 12 de noviembre de 2019, de 08:00 AM hasta las 8:40 AM en la sala de
sistemas de la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina. Se trabajo de manera grupal,
realizando una grabacion filmica con los estudiantes de 30 minutos. La grabacion se realiz6
de forma continua, al terminar el desarrollo de la tarea se recogieron las hojas de trabajo de

los estudiantes.

10 Dado que los estudiantes son menores de edad sus nombres fueron cambiados por los seudénimos Antonio,
Valentina y Santiago para salvaguardar sus identidades.
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El investigador (PM) les explica a los estudiantes que realizaran una tarea de manera
conjunta. Seguidamente, les solicita que por favor colocaran su nombre, grado y edad en el
encabezado de la tarea; luego les pide leer la consigna de la tarea para proceder a responder
las preguntas.

Se presenta a continuacion el andlisis del primer item de la primera tarea de forma
general para los tres estudiantes puesto que todos interactuaron simultineamente. A partir del
interrogante ¢ Qué puedes decir acerca de la secuencia que se va formando a medida que
pasan los dias? todos los estudiantes logran identificar la variacion en la estructura numeérica,
como se muestra en el siguiente episodio:

L1. PM: ;Qué puedes decir acerca de la secuencia que se va formando a medida que pasan
los dias? ¢ Qué dices tu Antonio?

L2. Antonio: Que cada vez se van aumentando las botellas.

L3. Valentina: Que cada vez ella va recolectando de tres en tres, como la tabla del tres.

L4. PM: jBien! Ahora, por favor, respondan la pregunta en su hoja de trabajo.

L5. Valentina: Profe, lo que va de tres en tres.

L6. Santiago: Yo coloque cada dia recolecta mas.

En este episodio se manifiesta que los estudiantes Antonio y Santiago identificaron el
cambio de manera cuantitativa no numéricamente del numero de botellas en cada dia. Con
este tipo de respuestas se valora que los estudiantes logran alcanzar el propdésito en este
interrogante, pues era importante inicialmente que los estudiantes identificaran dicha
variacion en el nimero de botellas que aumentaba de dia en dia. Sin embargo, se debe sefialar
que los estudiantes no se percatan de la variacion en el nimero de dias puesto que centran su

atencidn solamente en la variacion del niUmero de botellas.
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Valentina en L5 expresa verbalmente “ella va recolectando de tres en tres, como la
tabla del tres”. A partir de esta afirmacion se puede sugerir que la estudiante logré reconocer
el patrén numérico de aumento.

En el analisis del segundo item, cuyo objetivo era identificar la comunalidad la de la
secuencia, se puede destacar el siguiente episodio:

L1. PM: jObserven con cuidado la secuencia!

L2. Santiago: jPor eso! tres, seis, nueve.

L3. Antonio: tres aqui, tres, seis aqui [Sefiala con el l1apiz el numero de botellas en su hoja de

trabajo].

L4. PM: ¢ Qué respondiste tu, Santiago?

L5. Santiago: Que aumentan las botellas cada dia.

L6. PM: jMuy bien! ;pero del dia 1 al dia 2 en cuanto aumentaron?

L7. Santiago: En tres.

L8. PM: ;Y del dia 2 al dia 3?

L9. Santiago: En tres.

En este episodio las afirmaciones en las lineas L7 y L9 conllevan a pensar que el
estudiante Santiago esté reconociendo la comunalidad de la secuencia puesto que el uso
reiterado de la frase “en tres” parece indicar dicho reconocimiento.

Para los items c y d se toma el siguiente episodio que sugiere la presencia de rasgos
de pensamiento algebraico factual.

L1. PM: ¢ Cuéntas botellas habré recolectado en el dia cuarto, quinto y sexto? ¢Por qué?

L2. Antonio: jUy! jYo sé cuantas!
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L3. Santiago: jUy! jYo también!

L4. PM: ¢ Cuantas?

L5. Santiago: Vea 12, 15y 18 [Sefialando con el lapiz los dias cuarto, quinto y sexto en la

hoja del profesor Miguel].

L6. Antonio: 18 [Contesta al mismo tiempo que Santiago].

L7. PM: ¢Por qué?

L8. Santiago: Porque, 4 por 3 es igual a 12.

L9. PM: {Cbomo te diste cuenta que tenias que multiplicar 4 por 3?

L10. Santiago: Porque multiplique el 4 por 3y 4 por 3 es igual a 12.

L11. PM: .Y enel dia 5?

L12. Santiago: 15, porque 5 por 3 es igual a 15.

L13. PM: ¢Por qué el dia 4, ella recolectd 12 botellas?

L14. Valentina: Porque multiplique 3 por 4 que es igual a 12.

L15. PM: ¢Por qué hiciste esa multiplicacion?

L16. Valentina: Porque aca en la secuencia estd yendo de tres en tres y cada vez va

aumentado [Sefialando con el dedo la secuencia de la tarea].

L17. PM: Calcula la cantidad de botellas recolectadas para el dia 15 ;Como lo harian?

L18. Antonio: Haciendo una multiplicacion.

L19. Santiago: Multiplicando 3 por 15.

L20. Valentina: 3 por 5 [Santiago interrumpe diciendo, 3 por 15] ¢Por qué?
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L21. Santiago: [lee el item d, haciendo caer en cuenta a Valentina que efectivamente en el

item se cuestiona es por el dia 15] 3 por 10 (...) [interviene Antonio].

L22. Antonio: Y también ya sé porque uno se puede dar cuenta, porque uno recoge las

botellas y después uno esta recogiendo de tres en tres y uno las puede sumar o contar.

En la linea 22, expresiones tales como “sumar” o “contar” por parte de Antonio
parecen proponer una abduccion aritmética (generalizacion aritmética) ya que el tratamiento
que se le da a la caracteristica comun es asumido como simple posibilidad para encontrar
otros términos de la secuencia, mas no es utilizada para deducir una formula general que
permita encontrar cualquier término de la secuencia.

L23. Santiago: 3 por 10, 30, 3 por 11, 33, 3 por 12, 36, 3 por 13, [hace una pausa], 45. 3 por
15 me da 45. Porque 3 por 15 lo multiplicamos y me da 45 [Santiago escribe su justificacion

en su hoja de respuesta] (ver Figura 7).
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Figura 7. Produccion de Santiago para calcular el nimero de botellas recolectadas para el
dia 15.

En lo que respecta a la generalizacion algebraica, Santiago en LS “Vea 12, 15y 18
[Senialando con el lapiz los dias cuarto, quinto y sexto de la hoja del profesor Miguel]”,
sefiala con el lapiz los dias 4,5 y 6 de la hoja del profesor, estos gestos indexicales (gestos de
seflalamiento) parecen marcar el reconocimiento de una generalizacion algebraica de tipo
factual a razon de que la accion de sefialar los dias en la hoja del profesor sugiere un sentido
intuitivo de la indeterminancia (el nimero de un dia cualquiera) y por tanto una pro-

analiticidad en tanto que se opera con estos casos concretos en particular.
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En el caso de Valentina, su explicacion en L16 “porque acd en la secuencia esta
yendo de tres en tres y cada vez va aumentado [Sefialando con el dedo la secuencia de la
tarea]” el deictico “acd ” utilizado parece estar dirigido a la estructura numeérica,
involucrando la necesidad de sefialar la secuencia. Esta accion de sefialar sugiere un uso
intuitivo de lo indeterminado ya que la estudiante hace referencia finalmente a la variacion
que tiene la cantidad de botellas recolectadas respecto al nimero del dia.

Si bien la indeterminancia no alcanza a ser enunciada en el discurso de los
estudiantes, ésta parece mas bien estar constituida en las acciones de éstos y por tanto
también lo estara la manera en cémo se opere con ella, por ejemplo, cuando Santiago dice:
“porque multiplique el 4 por 3 y 4 por 3 es igual a 12” o “multiplicando 3 por 157, notese que
el tratamiento que se le da a los nimeros constituye a un esquema operacional que apela a
ciertos dias particulares (“4”, “5” y “15”), pero que al mismo tiempo es aplicable para
cualquier término de la secuencia, es decir, los numeros no son comprendidos Unicamente
como nameros para operar, sino que son constituyentes de algo méas general, esto es, la
férmula algebraica.

En ese sentido, obsérvese que en L23 “3 por 10, 30, 3 por 11, 33, 3 por 12, 36, 3 por
13, [hace una pausa], 45. 3 por 15 me da 45. Porque 3 por 15 lo multiplicamos y me da 45”,
Santiago pone el esquema operacional en accion para calcular el nimero de botellas
recolectadas para el dia 15, para lo cual realiza acciones numéricas sobre casos concretos no
dados (“10”, “117, “12”) en el item d, lo cual pone de manifesto una abduccién analitica
mediante la aplicacion de este esquema operacional.

En efecto, es en este punto en el que se reconoce que, pese a que la generalizacion
algebraica factual reposa sobre el plano numérico, el enfoque no es estrictamente numérico
como parece (como si ocurre en la generalizacién aritmética), claro esta que se trabaja sobre

nlmeros 0 casos concretos, pero éste trabajo es de forma algebraica ya que hubo una
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reflexion analitica entre nimeros constantes (como el 3) y numeros que varian (como el 4, 5,
6 y 15) en tanto que estos nimeros fueron vinculados entre si para acceder a la generalizacion
algebraica factual.

Concretamente, la indeterminancia aparece expresada de forma implicita en el uso de
sus constituyentes (el nimero del dia dado, por ejemplo, “4”, “5”, “6”y “15”) y la
analiticidad (pro-analiticidad) en la manera en como se vinculan estos simbolos numéricos a
través de los sefialamientos deicticos y las acciones numéricas mediante notacién
multiplicativa, como recursos semiéticos.

L24. PM.: Encuentra una forma rapida de hallar la cantidad de botellas recolectadas para el

dia 200. Justifica tu respuesta.

L25.Antonio: Yo jya sé! Vea (...) [Santiago interrumpe a Antonio y responde].

L26. Santiago: 200 por 3, da 600.

L27. Antonio: Eso yo iba decir.

L28. PM: Entonces ;Como responderian?

L29. Santiago: Multiplicar 200 por 3 [Valentina responde al mismo tiempo que Santiago].

L30. Valentina: porque hay que multiplicar 200 por 30, jve! Por 3.

Para los tres estudiantes, se logra reconocer la presencia de una generalizacion
algebraica, en este caso factual, la cual se manifiesta a través de un conjunto de acciones
numéricas que permiten calcular cualquier término de la secuencia.

Esta generalizacion algebraica factual es puesta en juego nuevamente por los
estudiantes para responder el item e, el cual cuestiona por un caso remoto, como se valora en
L26 “Santiago: 200 por 3, da 6007, L29 “Santiago: Multiplicar 200 por 3y L30

“Valentina: porque hay que multiplicar 200 por 30, jve! Por 3.
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En la Figura 8 se aprecian las producciones de dos estudiantes en relacion con el item

e, la cual deja ver la aplicacidn de la generalizacién algebraica factual en cuestion.

eylo(q,

Figura 8. Producciones de dos estudiantes para calcular el nimero de botellas recolectadas
para el dia 200.

Obsérvese en la Figura 8, de un lado las expresiones semidticas a través del lenguaje
escrito y la simbologia numérica y, de otro lado, el caracter operatorio: “hay que multiplicar
200 x 370 “3 x 200”. En ambas producciones la indeterminancia aparece sustituida por el
simbolo numérico “200”, la cual es tratada ticita y analiticamente con notacion
multiplicativa. Sin embargo, la indeterminancia alin no se objetiva propiamente.

En el siguiente episodio se pretendia indagar sobre el item f) con el fin de poner el
acento en la emergencia de pensamiento algebraico contextual en los estudiantes, lo cual
implico que se indagara mas de cerca sobre la forma como utilizaban la generalizacion
algebraica factual que ya habian deducido para calcular el nimero de botellas recolectadas de
dias cercanos y remotos.

L1. PM: Si te pido que le escribas a un compariero una manera rapida de calcular el numero
de botellas recolectadas para cualquier término de la secuencia ¢Qué le escribirias? Analicen

bien lo que han hecho hasta ahora ¢De qué se han dado cuenta segun el ejercicio?

L2. Santiago: De que hay que multiplicar para saber lo que nos da el resultado.
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L3. PM: ¢ Multiplicar qué?

L4. Santiago: Los nimeros que nos dan, por ejemplo, 200 multiplicado por 3, nos da 600

[Valentina responde simultdneamente].

L5. Valentina: que nos dan.

L6. PM: Dame otro ejemplo, como, por ejemplo, el dia 500.

L7. Santiago: el dia 500, nos, 500 por 3 nos daria 1.500.

L8. PM: Digamos que ustedes han logrado encontrar una forma de cémo hallar el nGmero de

botellas para cualquier dia ¢cierto? Porque si yo les pregunto, por ejemplo, por el dia 1.000.

L9. Santiago: nos daria 3.000

L10. PM: ¢por el dia 4.000?

L11. Santiago: nos daria 12.000

L12. PM: jMuy bien! ;Por el dia 10.000?

L13. Santiago: Nos daria 30.000

Inicialmente las afirmaciones de los estudiantes dejan ver que aun persisten en el uso
de la generalizacion algebraica factual, pues, expresiones tales como “los numeros que nos
dan”, “500 por 3 nos daria 1.500”, y entre otras que quedan implicitas, hacen referencia al
uso de la generalizacion algebraica puesto que el empleo de algunos esquemas operacionales
deja ver el tratamiento de una pro-analiticidad.

Por eso, era necesario direccionar el item f hacia la explicitud de lo indeterminado (el
numero de cualquier dia), como también su caracter operatorio.

L14. PM: Entonces ahora la pregunta dice para cualquier término, o sea, ustedes no saben que

dia (...) [Antonio y Santiago interrumpen simultdneamente al profesor Miguel].



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 63

L15. Antonio: pueden hacernos.

L16. Santiago: nos pueden dar.

L17. PM: Entonces ;cOmo harian ustedes?

L18. Valentina: Escoger un dia.

L19. Santiago: No

L20. Antonio: No

L21. PM: ;Qué relacion encuentran ustedes en el numero de botellas y el nimero del dia? Por
ejemplo, empecemos con estos, para el dia 1, 3 botellas, para el dia 2, 6 botellas, para el dia 3,

9 botellas.

L22. Valentina: que va como por la tabla, 3 por 1, 3, 3 por 2, 6, 3 por 3, 9, asi sucesivamente.

L23. PM: Ahora supongamos que no conocemos el nimero del dia. Entonces, sabemos que

hay que multiplicar 3 [hace una pausa].

L24. Valentina: por 4.

L25. PM: ¢Por qué por 4?

L26. Santiago: 3 por el nimero que nos den del dia.

Se logra valorar en la afirmacion L18 “Escoger un dia” enunciada por Valentina que
aun existe la necesidad de recurrir a un caso en particular, lo cual se reafirma en L24 “por 4.
Con base en estas afirmaciones, se sugiere que la estudiante ain manifiesta rasgos de
pensamiento algebraico factual.

Con respecto a la afirmacion enunciada en L26 “3 por el niimero que nos den del
dia” Santiago parece estar marcando el reconocimiento de una generalizacion algebraica

contextual, puesto que propone una formula en la cual se explicita la indeterminancia “e/
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7 9

numero que nos den del dia” 'y su caracter operatorio “3 por el nimero que nos den del dia”.
En efecto, se presenta una evolucion de pensamiento algebraico factual a contextual. A

continuacion, se ilustra el mensaje escrito por Santiago (ver Figura 9).
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Figura 9. Produccion de Santiago para dar respuesta al item f)

El analisis de los procesos de generalizacion a los que recurre Santiago en el
desarrollo de la tarea 1, sugiere que se presenta una generalizacion algebraica factual y,
posteriormente, se avanza para lograr una generalizacion algebraica contextual.

En seguida se presenta un episodio respecto al mismo item f), que ilustra que el
estudiante Antonio aun no toma conciencia de la indeterminancia puesto que sus respuestas
apelan a términos particulares de la secuencia.

L1. PM: ¢Como lo harias? [preguntandole a Antonio respecto con el item f)].
L2. Antonio: Entonces seria el dia 30, aqui seria una multiplicacién que seria 30 por 3.

L3. Santiago: Antonio no lo ha entendido. Usted no lo ha entendido. Que el nimero del dia

que nos den hay que multiplicarlo por el 3.
L4. Antonio: jYa entendi! O sea, digamos si es el dia 20, nosotros multiplicamos 20 por 3.

La necesidad de recurrir a casos concretos de la secuencia por parte de Antonio es
bastante notable en el desarrollo de la tarea. En efecto, su forma de proceder para responder
el item f) lo conlleva a pensar en otro caso particular, caso que no se solicita en ningin

momento en el desarrollo de la tarea (ver Figura 10).
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Figura 10. Produccion de Antonio para dar respuesta al item f)

Con base en esta respuesta de Antonio, se afirma que este estudiante ain manifiesta
una forma de pensamiento algebraico factual. En la cual lo indeterminado es representado
tacitamente por un simbolo numérico (“380”’) y un caracter operatorio que hace uso de un
lenguaje escrito y simbolos de igualdad como expresiones semioticas.

En cuanto a la respuesta de Valentina al item f), se valora el siguiente episodio en el

cual Santiago interviene para explicarle a su compafiera.

L1. PM: ¢ Valentina aun no entiendes? [Santiago interviene].

L2. Santiago: Que usted. Un ejemplo [hace una pausa]. Yo [hace una pausa]. Usted no sabe

nada de eso. Entonces yo le digo que multiplique el 3 por el nimero del dia que le den.
L3. PM: Si le entiendes.
L4. Valentina: jUjum!

L5. PM: Supon que le tienes que escribir un mensaje a una amiga. Entonces ¢tu qué le

escribirias a tu amiga? (ver Figura 11).

Figura 11. Produccion de Valentina para dar calcular cualquier término de la secuencia
numeérica.
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Este episodio sugiere que Valentina hace explicita una generalizacion algebraica
contextual. Sin embargo, no es una generalizacion deducida propiamente por la estudiante.
Mas bien, esta basada en la intervencion que hace Santiago en L2 “Que usted. Un ejemplo
[hace una pausa]. Yo [hace una pausa]. Usted no sabe nada de eso. Entonces yo le digo que
multiplique el 3 por el numero del dia que le den”. Por tanto, se puede concluir que la
estudiante aln presenta rasgos de pensamiento algebraico factual ya que no hubo deduccidn

propia de la férmula algebraica en términos de una generalizacion algebraica contextual.

4.2 Analisis de las producciones de los estudiantes en la tarea 2

Para el desarrollo de esta tarea se empled una sesion de 60 minutos aproximadamente,
el jueves 14 de noviembre de 2019, de 11:00 AM hasta las 12:00 PM en la sala de sistemas
de la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina. Se trabajo de manera grupal, realizando
una grabacion filmica con los estudiantes de 50 minutos. Al terminar el desarrollo de la tarea
se recogieron las hojas de trabajo de los estudiantes.

El investigador (PM) les explica a los estudiantes que realizaran una tarea de manera
conjunta. Seguidamente, les solicita que por favor colocaran su nombre, grado y edad en el
encabezado de la tarea; luego les pide a sus estudiantes leer la consigna de la tarea para
proceder a responder las preguntas.

Se presenta a continuacion el andlisis del primer item de la primera tarea de forma
general para los tres estudiantes puesto que todos interactuaron simultdneamente. A partir del
interrogante ¢ Qué observas en la secuencia de figuras? todos los estudiantes logran identificar
la variacion en la estructura numérica, como se muestra en el siguiente episodio:

L1. PM: ¢ Qué observas en la secuencia de figuras? ¢ Valentina qué observas t(?
L2. Valentina: Que en una figura hay cuatro palos, en la otra hay siete y en la otra hay diez.

L3. PM: ¢ Qué observaste ti Santiago?
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L4. Santiago: Yo observo que en cada posicion van aumentando los palitos.
L5. PM: (Y td Antonio?
L6. Antonio: Yo iba a decir lo mismo que él (Santiago).

En este episodio los estudiantes con el uso de expresiones tales como L2 “Valentina:
Que en una figura hay cuatro palos, en la otra hay siete y en la otra hay diez.” y L4
“Santiago: Yo observo que en cada posicion van aumentando los palitos.” conllevan a
pensar que estan reconociendo tnicamente la variacion numérica de “palos” o “palitos” en la
secuencia de figuras, pero, al parecer, no caen en cuenta de la variacion numérica en las
posiciones de la secuencia.

Sin embargo, en el siguiente episodio, correspondiente al item 2 de la tarea, se logr6
valorar el reconocimiento de la comunalidad y la variacién numérica en las posiciones de la
secuencia, por parte de los estudiantes.

L1. PM: ¢{Que sucedio de la posicion 1 a la posicion 2?
L2. Antonio: Se aumentaron los palitos.
L3. PM: Se aumentaron los palitos ¢ Y en cuanto se aumentaron los palitos?
L4. Antonio: En tres.
L5. PM: ¢Y de la posicion 2 a la posicién 3?
L6. Antonio: En [hace una pausa] tres también.
L7. PM: ¢ TG también estas de acuerdo? [preguntandole a Valentina respecto con el item b)].
L8. Valentina: Si, profe.
L9. Santiago: Profe, yo observé que la posicién va aumentando también.
L10. Valentina: Yo también.
L11. Santiago: Cada vez va posicion 1, después posicion 2.
Obsérvese que las lineas 9y 10, “Santiago: Profe, yo observe que la posicion va

aumentando también” y “Valentina: Yo también”, respectivamente, permiten sugerir que los
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estudiantes Santiago y Valentina reconocen la variacion numérica de las posiciones de la
secuencia figural.

L12. PM: Entonces. En conclusién, ¢qué sucedio de la posicion 1 a la posicion 2?

L13. Valentina: Que van aumentando.

L14. PM: (En cuanto?

L15. Valentina: En tres.

L16. PM: ;Y de la posicion 2 a la posicion 3?

L17. Santiago: Otros tres.

L18. PM: O sea, que si se preguntara por la posicion 4.

L19. Santiago: Aumentan tres mas.

Notese que expresiones tales como L15 “Valentina: En tres”, L17 “Santiago: Otros
tres”,y L19 “Santiago: Aumentan tres mds” conducen a pensar que los estudiantes
Valentina y Santiago han logrado identificar la comunalidad de la secuencia.

El proximo episodio corresponde al desarrollo de los items ¢) y d) de la tarea, en los
cuales los estudiantes hacen uso de la comunalidad de la secuencia para calcular casos
concretos mediante el uso de una generalizacion aritmética.

L1. PM: Escriba la secuencia numérica, contando el nimero de palillos de cada figura [lee el

item 3 de la tarea].

L2. Valentina: Profe, en la primera figura hay cuatro palitos, en la segunda hay siete y en la

tercera hay diez.

L3. PM: O sea, ¢ ustedes ya saben en la posicion 4 cuantos palitos les tiene que dar?

L4. Valentina: Trece.

L5. PM: Muy bien. Entonces ustedes cuentan hasta trece. Para la posicion séptima ¢cuantos

palitos habria?
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L6. Santiago: 21.

L7. PM: (217 ;Por qué 21?

L8. Santiago: jVee! 22.

L9. PM: 22. ;Por qué 22?

L10. Santiago: porque 16 mas 3, 19, mas 3, 22.

L11. PM: ;Y ese 16 de donde lo sacas?

L12. Santiago: Porque en la cuarta posiciéon me da 16 y le sumaria 3 mas, entonces me (...)

[Valentina interrumpe preguntando, ¢en la cuarta?].

L13. Santiago: jAy! Verdad.

L14. Valentina: jEn la quinta!

L15. PM: Deja hablar a Santiago [diciéndole a Valentina]. Santiago, habla.

L16. Santiago: jAh!, si. Ve en la quinta me da 16 palitos, y le sumo otras dos posiciones, que

son 6. Entonces me daria 22.

Explicaciones tales como L10 “Santiago: porque 16 mas 3, 19, mas 3, 227y L12
“Santiago: Porque en la cuarta posicion me da 16 y le sumaria 3 mads”, permiten sefialar que
el estudiante Santiago utiliza de manera reiterada expresiones como “mds 3”0 “le sumaria 3
mas” para calcular algunos casos concretos de la secuencia figural.

En efecto, se deja ver que el estudiante reconoce una generalizacion aritmética
apoyada en el céalculo de subtotales, como se aprecia también en L16 “Santiago: jAh!, si. Ve
en la quinta me da 16 palitos, y le sumo otras dos posiciones, que son 6. Entonces me daria

227
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En el siguiente episodio se presenta el desarrollo de los items e y f de la tarea, en el
cual los estudiantes insisten en el uso de una generalizacion aritmética, apoyada en el célculo
de subtotales.

L1. PM: Calcula el nimero de palillos de la posicién 12 ; Tu qué opinas Santiago?

L2. Santiago: Que hay que ir sumando de tres en tres, hasta que de la posicion 12. Por
ejemplo, la posicion séptima me dio [hace una pausa] 22, hay que sumarle cinco posiciones

mas.
L3. PM: Entonces ¢cOmo harias eso?
L4. Santiago: Sumando 22 mas 3, 25 mas 3.

L5. PM: Hagamos la pregunta f) [haciendo referencia a la pregunta f) de la tarea]. ¢Cuantos

tendria la posicion (...) [Antonio interrumpe a PM, diciendo, jesperece!].

L6. Antonio: Si la posicion séptima tiene 21 entonces la posicion octava tendria 24, jah!, no,
22 tiene (...) [Santiago interrumpe a Antonio, diciendo, 25 la octava]. Tendria 25, después
en la novena tendria 28 y en la diez tendria 31, y en la once tendria 34, y en la doce tendria

36.
L7. Santiago: j37! (ver Figura 12).

L8. Antonio: jNo!, 37, 37. En la posicién 12 tendria 37.

) YUMo AN

Figura 12. Produccion de Santiago para hallar el nimero de palillos de la posicion 12.
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L9. PM: jMuy bien! Ahora has la posicion 19, la que sigue, la f) [haciendo referencia a la

pregunta f) de la tarea].

L10. Valentina: jMe da 37! (ver Figura 13).
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Figura 13. Produccion de Valentina para hallar el nimero de palillos de la posicion 12.

L11. PM: (37? {Cémo lo hiciste? Escuchemos a Valentina ;De donde sacaste este 15?
L12. Valentina: Sumando los tres, por la tabla, 3 por 5, 15.
L13. PM: 3 por 5, 15. Muy bien. Explicame lo que tu hiciste.

L14. Valentina: primero conté cuanto le faltaba a 7 para llegar a 12. Después puse los tres

cincos, jvel, los cinco tres que me faltaban y después sume 15 maés 3, jve!, mas 22.

El desarrollo del item e en lo que respecta a las respuestas de los estudiantes Santiago
y Valentina, “sumando 22+3=25+3=28+3=31+3=34+3=37"y “sume 22+15 me da igual
a 377, respectivamente, permite sugerir que para ambos estudiantes el uso recurrente de
calcular subtotales es necesario para encontrar casos concretos de la secuencia.

L15. Antonio: jProfesor antes de que se me olvide la respuesta!, la posicion 19 tendria 61.
L16. Santiago: jaja!, j58!
L17. PM: Haber, escuchemos a Santiago. Santiago ¢t como lo hiciste?

L18. Santiago: Sumando 37 mas 3, me da 40, mas 3 me da 43, mas 3 me da 46, mas 3 me da

49, més 3 me da 52, mas 3 me da 55 y mas 3 me da 58 (ver Figura 14).
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Figura 14. Produccion de Santiago para hallar el nimero de palillos de la posicion 19.

L19. Antonio: jDa 61!

L20. PM: ;Y tl como la hiciste? Escuchemos a Antonio.

L21. Antonio: porque daria 37, jah no si, estaba mal, ya me acorde por queé!, porque 37 [hace

una pausa] y era 40, yo estaba sumando era por 4.

L22. PM: Entonces, podemos analizar que en cada posicion van sumando tres palitos. Cierto.
Pero entonces, yo les propongo algo, ustedes en vez de estar sumando tres mas tres, mas tres,
porque no se ayudan como lo hizo Valentina. Ella estaba haciendo las sumas como nosotros,

pero ella colocd el resultado de 15, o sea, tomd los cinco tres que puso y los sumo.

L23. Valentina: jLo multiplique!

L24. PM: O sea, tu cogiste el 3 y lo multiplicaste por ;Cuanto? [hace una pausa].

L25. Valentina: por 5.

L26. PM: Por 5. Muy bien. Entonces ¢qué quiere decir eso? que nos podemos ayudar [hace

una pausa].

L27. Santiago: Con las tablas.

L28. Valentina: Con las tablas

L29. PM: Con las tablas jmuy bien! Como nos podemos ayudar con las tablas, eso nos ahorra

[hace una pausa].
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L30. Valentina: Tiempo.

L31. PM: Tiempo y trabajo, porque ya no estamos sumando, sume, sume y sume. Sino que,
vamos haciendo las multiplicaciones para calcular los resultados méas rapidos. Ahora,
teniendo claro esto de la multiplicacion ¢ Como harian la f) ya sabiendo lo de la

multiplicacion?

L32. Valentina: Después de contar hasta 12, contaria cuanto le hace falta al 12 para llegar a

19, colocod los siete tres y hay multiplico.

L33. PM: Haber ayudémosle a Valentina. A 37 (palillos) le corresponde la posicion 12

¢ Cuantos (palillos) tienes que sumar hasta la posicion 19?

L34. Valentina: 3 por 7, 18.

L35. PM: O sea, siete posiciones mas dan 21(palillos). O sea, que a 37 tienes ;Qué?

L36. Valentina: Multiplicarle 21.

L37. Santiago: jSumarle 21! [con intencidn de corregir a Valentina].

Las expresiones L23 “lo multiplique ”, L34 “3 por 7, 18"y L36 “Multiplicarle 21"
ofrecidas por Valentina dejan ver que sustenta sus calculos con la operacion de la
multiplicacion para calcular subtotales. Esto ultimo sugiere, tal vez, una generalizacion
aritmética mas sofisticada que la propuesta por Santiago para calcular las posiciones 12 y 19,
la cual se basa en largas cadenas de operaciones, por ejemplo, L20 “Santiago: Sumando 37
mas 3, me da 40, mas 3 me da 43, mas 3 me da 46, mas 3 me da 49, mas 3 me da 52, mas 3
me da 55y més 3 me da 58”.

L38. Antonio: ah si, da 58, casi que no lo descubro.

L39. Valentina: da 58, profe.



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 74

Hasta este momento los desarrollos de los estudiantes ponen de manifiesto una
generalizacidn aritmética, sustentada en el calculo de subtotales, los cuales se apoyan en el
uso de la sumay la multiplicacion.

Con base en estos desarrollos era necesario lograr hacer consientes a los estudiantes
del patrén de crecimiento, pero de forma analitica, es decir, que ya no recurrieran al calculo
de subtotales, ni que dependieran de éstos para calcular casos concretos posteriores.

Por tanto, a partir del item g, se esperaba que los estudiantes lograran establecer una
relacion entre la cantidad de palillos y el nimero de la posicion de una o varias de las figuras
ya trabajadas en los items anteriores, con el fin de explicitar la relacion entre el patron de
crecimiento con el nimero de la posicion de una figura conocida y el término independiente
de la secuencia figural.

En ese sentido, el PM invita a los estudiantes a realizar, con la ayuda de un lapiz de
color, una inscripcion sobre uno de los palillos de cada una de las figuras ilustradas en la hoja
de la tarea (ver Figura 15). Esta invitacion tenia como objeto, que los estudiantes lograran
identificar el término independiente de la secuencia figural e intentar establecer relaciones

que les permitieran manifestar una generalizacion algebraica de patrones.

Figura 15. Produccion de Valentina. Inscripcion en la figura correspondiente a la posicion 1
de la secuencia de la tarea 2.
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Seguidamente, se presenta el siguiente episodio que permitio reconocer y establecer
relaciones respecto a los primeros términos de la secuencia Figural.

L1.PM: ;Qué observan en la posicion 1?

L2. Valentina: profe, yo estoy observando que aqui como ya subrayamos uno [haciendo
referencia al palillo coloreado de la figura 1 en su hoja de trabajo], teniamos que hacer de
cuenta que no existe, pero aqui se ve como si fuera el nimero tres, porque hay tres palitos en

negro. Y este se suma [sefialando el palillo coloreado].

L3.PM: Entonces, Valentina los palitos negros ¢qué significan?

L4. Valentina: El tres.

L5. Antonio: No. Significan lo que tenemos en la posicion.

L6. Valentina: si ve que si, aqui significan dos tres [sefialando la figura de la posicién 2],
aqui un tres [sefialando la figura de la posicion 1], y aqui tres, tres [sefialando la figura de la

posicion 3].

L7.PM: Entonces, asociando eso. En la primera [haciendo referencia la figura de la posicién

1] ¢ Cuéntos grupos de tres (palillos negros) identificas?

L8. Valentina: Uno.

L9. PM: ;Y en la posicién 2?

L10.Valentina: Dos.

L11. PM: ;Y en la posicion 3?

L12. Valentina: Tres.

L13.PM: O sea, que en la posicion 4 ; Cuantos?

L14. Valentina: Cuatro.
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L15.PM: ¢Y en la cinco? [haciendo referencia la figura de la posicion 5].

L16.Santiago: Cinco. [Valentina, responde simultdneamente diciendo, cinco].

L17.PM: ¢Y en la 10? [haciendo referencia la figura de la posicion 10].

L18.Valentina: Diez.

L19.Santiago: El tres va ser lo mismo que el nimero de la posicion.

L20.PM: ¢Esto que nos quiere decir? [haciendo referencia a L19].

L21.Valentina: que es como la tabla del 3, pero sélo da un resultado. Hay si ya contar el que

delineamos.

En este episodio los estudiantes exploran las relaciones entre los elementos
observados (palillos negros, palillo coloreado y el nimero de la posicion) y reconocen una
correspondencia entre la cantidad de veces que se repite el nimero tres, representado por un
grupo de tres palillos negros, y el nimero de la posicion de la figura.

Es decir, realizan agrupaciones de tres palillos negros en cada una de las figuras
ilustradas en la secuencia y se percatan que la cantidad de agrupaciones es equivalente al
numero de la posicién de la figura, ya que expresiones tales como “pero aqui se ve como si
fuera el numero tres, porque hay tres palitos en negro”, “aqui significan dos tres”, “aqui un
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tres”, “y aqui tres, tres”, “el tres va ser lo mismo que el numero de la posicion”y “que es
como la tabla del 3, pero sélo da un resultado. Hay si ya contar el que delineamos” estan
marcando tal reconocimiento.

Este reconocimiento por parte de los estudiantes podria sugerir que, analiticamente,
eran capaces de calcular el numero de palillos correspondientes de cualquier figura de la

secuencia, puesto gque se habia logrado establecer una abduccidon analitica entre la

caracteristica comun (3 palillos) y el nimero de la posicion (indeterminancia) de la figura, lo
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que parecia permitirles calcular el nimero de palillos negros correspondientes de una
determinada figura, y, posteriormente, sumarlo con el término independiente (palillo
coloreado) y asi obtener la totalidad de palillos de la figura.

Para corroborar esta abduccion analitica encontrada por los estudiantes se les solicito
realizar los items h e i de la tarea. Enseguida, se presenta el episodio correspondiente a estas
preguntas de la tarea.

L1. Valentina: Encuentra una forma rapida de hallar el nimero de palillos de la figura que

ocupa la posicion 100. Justifica tu respuesta [lee el item h]

L2. PM: ;Cdmo seria entonces? Con base en lo que hemos hecho.

L3. Santiago: Multiplicar el 3 por 100, y sumarle 1. Daria 301 (ver Figura 16).

L4. PM: jMuy bien! Y si yo les pregunto por la posicion 1000.

L5. Santiago: 3 por 1000 [hace una pausa].

L6. Valentina: 3001.

L7. PM: Y por la posicion 1.000.000.

L8. Valentina: 3.000.001 [Santiago contesta simultaneamente diciendo: 3.000.001].

L9. PM: Encuentra una forma rapida de hallar el namero de palillos de la figura que ocupa la

posicion 930. Justifica tu respuesta [lee el item i].

L10. Santiago: 2.790 y le sumamos 1, 2791.

L11. Antonio: Daria 2.790.

L12. PM: ;Si?

L13. Antonio: 2.791.
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Figura 16. Produccion de Santiago para hallar el nimero de palillos de la posicién 100.

En las lineas L2 “Santiago: Multiplicar el 3 por 100, y sumarle 1. Daria 301"y L10
“Santiago: 2.790 y le sumamos 1, 2.791” se sugiere la manifestacion de una generalizacion
algebraica factual, en la cual el rasgo analitico reposa en una proto-analiticidad explicita en
tanto que hay una operatividad entre la caracteristica comdn y la indeterminancia, la cual es
tacita o queda sin nombrar.

Asi mismo, en las lineas L6 “Valentina: 3.001”y L8 “Valentina: 3.000.001” se
puede observar que las afirmaciones hechas por esta estudiante corresponden, efectivamente,
a la cantidad de palillos de las posiciones 1.000 y1.000.000, respectivamente. Posiciones que
fueron propuestas por fuera de la tarea con la intencidn de comprobar la aplicacion de la
abduccion analitica en términos no dados.

Con base en el episodio presentado, se logré identificar que los tres estudiantes eran
capaces de calcular cualquier término de la secuencia a través de una generalizacion
algebraica factual, la cual es un elemento constituyente del pensamiento algebraico factual.

El desarrollo del siguiente y ultimo item de la tarea pretendia que lo indeterminado (la
posicion de la figura) y su caracter operatorio se volvieran objeto del discurso de los
estudiantes. En el desarrollo del item j, se valoran las respuestas de Antonio y Santiago.

Por una parte, Santiago, enuncia “que multiplicara el 3, si va de tres en tres, por el
namero de la posicion y sumarle 1”; y por otra, Antonio escribe en su hoja de respuestas
“diria que multiplicamos el nimero que vaya aumentando en la posicion por 3 y al nimero

que nos dé, le sumamos el palito que sobra” (ver Figura 17).
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Figura 17. Producciones de Antonio y Santiago para calcular cualquier término de la
secuencia figural.

Las producciones de Antonio y Santiago en la Figura 17, ponen de manifiesto la
explicitud de lo indeterminado y su caracter operatorio, es decir, la analiticidad, por medio de
una frase que corresponde con lo solicitado en el item j, permitiendo sugerir que hay una
evolucion del pensamiento algebraico factual al contextual en estos estudiantes.

Para ser mas exhaustivo, obsérvese que la expresion semidética para referir lo
indeterminado y su caracter operatorio en ambos estudiantes es distinto. Santiago refiere la
indeterminancia como “el numero de la posicion”, mientras que Antonio la refiere como “e/
namero que vaya aumentando en la posicion”, 10 que conlleva a pensar que, para él, la
posicion, efectivamente, estd cambiando o variando de forma creciente, quizas, por la

extrapolacién de los casos remotos en la tarea.

4.3 Andlisis de las producciones de los estudiantes en la tarea 3

Para el desarrollo de esta tarea se empled una sesién de 40 minutos aproximadamente,

el martes 19 de noviembre de 2019, de 08:00 AM hasta las 8:40 AM en la sala de sistemas de
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la Institucion Educativa Pedro Antonio Molina. Se trabajo de manera grupal, realizando una
grabacion filmica con los estudiantes de 30 minutos. Al terminar el desarrollo de la tarea se
recogieron las hojas de trabajo de los estudiantes.

El investigador (PM) les explica a los estudiantes que realizaran una tarea de manera
conjunta. Seguidamente, les solicita que por favor colocaran su nombre, grado y edad en el
encabezado de la tarea; luego les pide a sus estudiantes leer la consigna de la tarea para
proceder a responder las preguntas.

A continuacidn, se expone el primer episodio correspondiente a los items a'y b de la
tarea.

L1. PM: ¢ Cuanto dinero habra ahorrado Carlos en la cuarta semana?

L2. Santiago: 26.000

L3. PM: ¢Por qué 26.000?

L4. Antonio: Porque aumentamos 6.000 mas 20.000.

L5. ;Cuanto dinero habra ahorrado Carlos en la semana 7?

L6. Antonio: 26, 32 en la semana 5, 38 en la semana 6, 48 en la semana 7.

L7. Santiago: 7 por 6, 42.

L8. PM: ¢Por qué multiplicas el 7 por el 6? [Preguntandole a Santiago].

L9. Santiago: Porque la semana 7 y el valor es 6.000, entonces 7 por 6, 42.

L10. PM: ¢42.000? [Preguntandole a Santiago].

L11. Santiago: Si.

L12. PM: (Tu lo que estas multiplicando es el nimero de la semana por el valor 6.000?

L13. Santiago: Si, sefior.
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En el actual episodio se puede valorar como en las lineas L4 “Antonio.: Porque
aumentamos 6.000 mas 20.000”y L6 “Antonio: 26, 32 en la semana 5, 38 en la semana 6,
48 en la semana 7, se sugiere pensar que el estudiante Antonio esta marcando el
reconocimiento de una abduccidn aritmética, la cual utiliza para calcular los términos 4, 5, 6
y 7 de la secuencia numérica. No obstante, no se percata en dar los términos de la secuencia
en unidades de mil, esto es, 32.000, 38.000 y 48.000.

En cuanto a las lineas L7 “Santiago: 7 por 6, 42"y L9 “Santiago: Porque la semana
7 y el valor es 6.000, entonces 7 por 6, 42", Santiago parece estar marcando el
reconocimiento de una abduccién analitica debido a que propone una pro-analiticidad, la cual
esta representada en la forma en como opera con la caracteristica comin (6.000) y el nimero
de la semana (7), esto corroborado por el PM al preguntar en L12 “;Tu lo que estas
multiplicando es el numero de la semana por el valor 6.000? ", en la cual el estudiante
responde en L13 “Si, serior”.

Sin embargo, la pro-analiticidad expuesta por Santiago solamente permite dar cuenta
del patron de crecimiento (6.000n), mas no reconoce el término independiente de la
secuencia numerica. Pero, se valora en el estudiante la manera en cbmo opera analiticamente
con lo indeterminado (nimero de la semana) de forma tacita, lo que permite reconocer en el
estudiante un avance en pensamiento algebraico factual, pese a que no se percate todavia del
término independiente de la secuencia numérica.

Seguidamente, en el proximo episodio las intervenciones de Valentina permitieron la
toma de conciencia del término independiente de la secuencia numérica por parte de los
demas estudiantes.

L1.PM: (Y en la semana 8?
L2. Santiago: 50.000

L3. Valentina: 52.000.
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L4. Santiago: No.

L5. Valentina: Si, si, porque mas los 2.000 que le dieron los papas.

L6. PM: ¢Por qué 52.000?

L7. Valentina: Porque 44.000 mas 6 son 50[PM, interviene diciendo: 50.000] y los 2.000 que
le dieron los papéas son 52.000.

L8. Santiago: ¢Pero ya no se habian sumado? [haciendo referencia a los 2.000 que ya se
habian sumado].

L9. Valentina: No, porgue siempre se tienen que sumar [haciendo referencia a que siempre
se deben sumar los 2.000].

En este episodio se aprecia la forma en que Valentina con expresiones como L5 “Si,
si, porque mas los 2.000 que le dieron los papés”, L7 “... y los 2.000 que le dieron los papds
son 52.000”y L9 “No, porque siempre se tienen que sumar’’ hace un esfuerzo por mostrar a
sus compafieros la presencia del término independiente de la secuencia numérica, no
obstante, a que sus calculos no son correctos.

Aprovechando la proto-analiticidad que Santiago habia manifestado en el episodio
anterior y la toma de conciencia del término independiente por parte de los estudiantes en el
actual episodio, el PM les propone a los estudiantes retomar la pregunta respecto al término 7
y 8 de la secuencia, tal como se muestra a continuacion.

L1. PM: Para la semana 7, entonces, lo que ustedes me habian dicho era que multiplicaban 6
por ¢;cuanto?

L2. Santiago: por 7.

L3. PM: por 7 y les daba 42.

L4. Valentina: mas 2.
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L5. PM: 44.000 [los estudiantes responden simultaneamente, 44.000]. Entonces, ustedes han
encontrado una relacion entre el nimero de [hace una pausa, esperando a que los estudiantes
propongan algun enunciado].

L6. Valentina: el nmero de la semana. [Santiago, responde simultaneamente: el nimero del
valor].

L7. PM: El nimero de la semana con ¢;Quién?

L8. Santiago: con el valor [haciendo referencia al valor 6.000].

L9. PM: .Y en la semana 8?

L10. Santiago: 8 por 6, 48.

L11. PM: Maés los 2.000.

L12. Santiago: 50.000.

En el presente episodio se puede sugerir que los estudiantes logran conectar la proto-
analiticidad propuesta por Santiago y el término independiente de la secuencia, dado que
expresiones tales como L2 “Santiago: por 7", L4 “Valentina: mas 2", L6 “Valentina: el
numero de la semana”, L8 “Santiago: con el valor”, L10 “Santiago: 8 por 6, 48 y L11
“PM: Mas los 2.000” permiten mostrar elementos constituyentes de una analiticidad, como

. w«

lo son la indeterminancia (“por 7”7, “el nUmero de la semana”)y el caracter operatorio ( “8
por 6,487 ,“mas 2”7, “mas los 2.0007).

La analiticidad expresada en las afirmaciones de los estudiantes parece sefialar que se
manifiesta una posible generalizacion algebraica factual, porque gobierna un esquema
operacional que reposa sobre nimeros que constituyen valores constantes y variables.

Sin embargo, cabe mencionar que, en la linea L6 “Valentina: el numero de la

semana”, Valentina hace explicita la indeterminancia, es decir, hace referencia a una

cantidad que varia en la secuencia, lo cual se constituye una caracteristica del pensamiento
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algebraico contextual. No obstante, el tratamiento que se le da a lo indeterminado reposa en
el uso de sus constituyentes (términos 7 y 8).
Para corroborar que en realidad los estudiantes habian logrado generalizar la situacién
en cuestion, se les solicito responder los items c y d, los cuales preguntaban por el término 46
y la regla general de la secuencia numérica, respectivamente.
Para ello, se valora el siguiente episodio.
L1. PM: ;Cuanto dinero habra ahorrado Carlos en la semana 46?
L2. Santiago: 46 por 6, 276.000.
L3. Valentina: 276.
L4. PM: ¢Seguros? Ahi falta algo.
L5. Valentina: Los 2.000 [Santiago responde simultaneamente: los 2.000].
L6. Antonio: jah! Los 2.000.
L7. Santiago: 278.000.

L8. Valentina: 278 (ver Figura 18).
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Figura 18. Producciones de Valentina y Santiago para calcular el término de la semana 46.

La Figura 18, permite sugerir que Valentina y Santiago habian logrado generalizar la
situacion en cuestion, pues, el esquema operacional que utilizan no sélo les permitiria
calcular el término de la semana 46, sino también cualquier término de la secuencia.

Con base en este tipo de respuesta, se logra reconocer que Valentina y Santiago

presentan una forma de pensamiento algebraico factual.
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L9. PM: ¢El ahorro 278? [preguntandole a Valentina]. El esta ahorrando en miles de pesos
¢Qué dice la d? [Santiago lee la pregunta d].

L10. Santiago: jAh! Multiplicando, multiplicar el nimero de la semana por el valor que nos
den.

L11. PM: Pero, para este caso ¢Cual es el valor que nos dan?

L12. Santiago: 6.000.

L13. PM: ¢{Entonces?

L14. Santiago: Multiplicar el 6.000 por el nimero de la semana.

L15. Valentina: Hay que siempre multiplicar por el 6 y después sumarle los 2.

L16. PM: ;Qué nimero es este, 6 60 6.000? [Preguntandole a Valentina].

L17. Valentina: 6.000.

L18. PM: ;Y el 6.000 hay que multiplicarlo por? [Hace una pausa].

L19. Valentina: Por el nimero de la semana y sumarle los 2.000.

L20. Santiago: Por el nimero de la semana que nos den y le sumamos 2.000.

En este ultimo episodio, obsérvese que las intervenciones del PM posibilitan
respuestas en Valentina y Santiago en un tipo de labor conjunta. Las expresiones en L4 “PM:
JSeguros? Ahi falta algo” y L18 “PM: “;Y el 6.000 hay que multiplicarlo por? ”, sugieren
que los estudiantes retomen y especifiquen el término independiente y la indeterminancia,
respectivamente.

En ese sentido, el uso reiterado de las expresiones “los 2.000”y “el numero de la
semana” en las lineas L5, L6, L10, L14, L19 y L20, parece indicar el reconocimiento de los
elementos constituyentes de la regla general de la secuencia por parte de los estudiantes. Tal
como se expresa en L19 “Valentina: Por el numero de la semana y sumarle los 2.000”y L20

“Santiago: Por el numero de la semana que nos den y le sumamos 2.000".
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Considerando las expresiones semidticas producidas por Valentina y Santiago en las
lineas L19 y L20, respectivamente, se sugiere que estos estudiantes llegan a encontrar una

regla general o formula que se aplica a cualquier término o semana particular de la secuencia

(ver Figura 19).
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Figura 19. Producciones de Valentina y Santiago para calcular cualquier término de la
secuencia numérica.

El trabajo desarrollado en esta tarea sugiere que Santiago y Valentina manifiestan una
forma de pensamiento algebraico contextual, pues la indeterminancia (nimero de la semana)
es analitica.

Obsérvese que las expresiones semi6ticas para referir la indeterminancia en las
producciones de los estudiantes coinciden y son objeto de operatividad con cantidades

conocidas como la comunalidad (6.000) y el término independiente de la secuencia (2.000).



03> 87

Capitulo V:
Conclusiones y
reflexiones
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5.1 Conclusiones

Con apoyo del marco tedrico expuesto en la investigacion, se disefiaron e
implementaron tres tareas en correspondencia con la generalizacion de patrones que
permitieron, con ayuda de las intervenciones apropiadas del profesor, que los estudiantes
lograran pensar algebraicamente.

En la implementacion de las tareas se presento la necesidad de plantear otros
interrogantes y solicitudes que no estaban explicitos en éstas por parte del PM, lo que
favorecio en la manifestacion de pensamiento algebraico en los estudiantes, dado que se hizo
explicita la indeterminancia y su caracter operatorio, como se muestra a continuacion, “PM:
¢Y el 6.000 hay que multiplicarlo por? Valentina: Por el nimero de la semana y sumarle los
2.000”. En este ejemplo, la estudiante propone operar respecto a lo indeterminado (“por el
numero de la semana y sumarle los 2.000”), lo que parece indicar que el interrogante
planteado por el PM fue decisivo para la manifestacion de pensamiento algebraico en esta
estudiante.

Desde la implementacién y el desarrollo de las tareas, se puede sugerir que los
estudiantes de los primeros grados de escolaridad si logran manifestar pensamiento
algebraico, conforme al tipo de pregunta que se le plantee, asi como la intervencion apropiada
que haga el profesor en el salon de clases.

En efecto, se sugiere que no se aprende de manera individual, sino dentro de un
contexto social, es decir, que no hay aprendizaje sin la ayuda de otro. El papel del profesor es
el de actuar como mediador para que el estudiante lleve a cabo una toma de conciencia sobre
los objetos matematicos que le preexisten.

En el desarrollo de estas tareas se logra apreciar como, en un primer momento, los
estudiantes necesariamente recurren a generalizaciones aritméticas sustentadas en el calculo

de largas cadenas de operaciones y de subtotales, como se muestra en los siguientes casos:
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“Sumando 37 mas 3, me da 40, mas 3 me da 43, mas 3 me da 46, mas 3 me da 49, mas 3 me
da 52, mds 3 me da 55 y mas 3 me da 587y “;Ah!, si. Ve en la quinta me da 16 palitos, y le
sumo otras dos posiciones, que son 6. Entonces me daria 22”; y, en un segundo momento,
recurren a generalizaciones algebraicas, como se expone a continuacion: “que multiplicara el
3, si va de tres en tres, por el numero de la posicion y sumarle 1’y “Multiplicar el 3 por
100, y sumarle 1. Daria 301 ".

En cuanto a los recursos semi6ticos utilizados por los estudiantes en la construccion
de pensamiento algebraico, se observé que el principal es el lenguaje natural, mediante el
cual las palabras y frases refieren cantidades desconocidas (en calidad de variables), nUmeros
conocidos (en el contexto de un célculo aritmético o de una generalizacion aritmética o
algebraica), operaciones matematicas y reglas o férmulas verbales o escritas.

En tal sentido, en los analisis elaborados sobre las producciones escritas y orales de
los estudiantes se identifican el conteo, términos deicticos, esquemas operacionales y frases
claves en la construccion de pensamiento algebraico.

En relacion con el conteo, permitié a los estudiantes reconocer las variaciones y la
caracteristica comun en las secuencias de las tareas, lo que les posibilitd expresar sus
primeras generalizaciones aritméticas basadas en largas cadenas de operaciones y de
subtotales.

En cuanto a los términos deicticos que emplean los estudiantes, tanto orales como
escritos, sugieren indicar un reconocimiento para designar algunos elementos que subyacen
en las secuencias numéricas y figurales. En efecto, expresiones tales como “acd”, “asi
sucesivamente”, “mads 3", “mds los 2.000”, “mas el palito que sobra”y “aqui’, solo por
mencionar algunos, estan en correspondencia con elementos tales como la caracteristica

comun, el término independiente y el terreno fenomenoldgico de la secuencia.
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Respecto a los esquemas operacionales, favorecieron en la generalizacion de la
situacion propuesta en las tareas. Facilitando el calculo de casos remotos y en general de
cualquier término de la secuencia, aun cuando el tratamiento con lo indeterminado era tacito.

Referente a las frases claves, estas representan abducciones analiticas para calcular
cualquier término de la secuencia, mediante la sincronizacion de cantidades conocidas y
desconocidas. Algunas de estas frases son “le escribiria que multiplicara el nGmero 3 por el
numero de la posicion y sumarle 17y “hay que multiplicar siempre el $6.000 por el nimero
de la semana y sumarle los $2.000".

La inscripcion sobre figuras, propuesta por el PM, utilizando un lapiz de color,
permitio que los estudiantes lograran establecer un vinculo entre los palillos negros y el
palillo coloreado en las figuras de la secuencia de la tarea 2. Posibilitando la emergencia de
generalizaciones algebraicas de patrones.

De esto se sugiere que hay que ensefiarle a observar a los estudiantes aquellas
correspondencias que no son capaces de ver por si mismos. En este aspecto, se corrobora que
el papel de profesor es capital para el buen desarrollo del pensamiento matematico en los
estudiantes.

Identificar estos recursos semioticos que tienen a su alcance y a través de los cuales
los estudiantes logran acercarse y evolucionar hacia esas formas de pensamiento algebraico,
favorece al profesor en ser mas sensible frente a esas formas tempranas de aproximacion al
algebra escolar.

De los andlisis elaborados sobre las producciones orales y escritas de los estudiantes
durante las tareas propuestas sobre generalizacion de patrones, se puede afirmar que el grupo
de estudiantes presenta formas de pensamiento algebraico factual y contextual.

Los resultados permiten constatar que 1os recursos semioticos antes y durante el

problema del mensaje son distintos, en el primer caso se enuncian expresiones como
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“Multiplicar el 3 por 100, y sumarle 1”, mientras que en el segundo caso se produjeron
expresiones como “que multiplicara el 3, si va de tres en tres, por el numero de la posicion y
sumarle 1.

El problema del mensaje resultd ser un elemento clave para la manifestacion de
pensamiento algebraico contextual. En su abordaje la indeterminancia y su caracter
operatorio son objeto del discurso de los estudiantes. En este aspecto, se afirma que hay una
evolucion del pensamiento algebraico factual hacia el contextual.

En particular, el analisis de la tarea 1 sugiere que Antonio y Valentina presentan una
forma de pensamiento algebraico factual. En el caso de Antonio, al enfrentarse al problema
del mensaje recurre inmediatamente a casos particulares, incluso para responder recurre a
otro caso particular que no se solicitd ni en la tarea ni en las intervenciones del profesor
Miguel (ver Figura 10). En el caso de Valentina, se presenta igualmente la necesidad de
recurrir a casos concretos, por ejemplo, “por 4”.

Esta necesidad de recurrir a casos particulares de la secuencia es caracteristica propia
del pensamiento algebraico factual, puesto que la indeterminancia queda sin nombrar. Por su
parte, Santiago presenta una forma de pensamiento algebraico factual que avanza hacia una
forma de pensamiento algebraico contextual.

El andlisis de la tarea 2, sefiala que los estudiantes Santiago y Antonio presentan, en
un comienzo, una forma de pensamiento algebraico factual y, posteriormente, avanza a una
forma de pensamiento algebraico contextual, mientras que Valentina presenta una forma de
pensamiento algebraico factual. En el primer caso, Santiago y Antonio para responder al
problema del mensaje recurren a expresiones semidticas que involucran la indeterminancia y
su caracter operatorio (ver Figura 17). En el segundo caso, Valentina recurre a un esquema

operacional en el cual la indeterminancia queda sin nombrar.
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El analisis de la tarea 3, indica que los estudiantes Valentina y Santiago presentan una
forma de pensamiento algebraico factual que avanzé hacia una forma de pensamiento
algebraico contextual. Ambos estudiantes, en un comienzo, generalizan la situacién mediante
una generalizacion algebraica factual (ver Figura 18) y; luego, avanzan hacia la elaboracion
de un mensaje que constituye una generalizacion algebraica contextual (ver Figura 19). En
efecto, en este caso, el problema del mensaje provoca una continuidad entre lo particular y lo
general.

Seguidamente, se presenta una rejilla que expone las expresiones semioticas de las
indeterminancias y sus correspondientes caracteres operatorios de algunas producciones de

los estudiantes, las cuales se consideran casos representativos de pensamiento

algebraico contextual (ver Tabla 1).

Estudiante Expresion semidtica de la Analiticidad o caracter
indeterminancia operatorio con la
indeterminancia
Valentina “el nimero de la semana” “hay que multiplicarle siempre el

$6.000 por el nimero de la
semana y sumarle los $2.000”

Santiago “el numero de la posicion” “que multiplicara el nimero 3 por
el nimero de la posicion y
sumarle 17
Antonio “el naimero que vaya aumentando “diria que multiplicamos el
en la posicion” naimero que vaya aumentando en

la posicidn por 3y al nimero que
nos dé, le sumamos el palito que
sobra”

Tabla 1. Rejilla de las expresiones semidticas de las indeterminancias y sus correspondientes
caracteres operatorios de algunas producciones de los estudiantes.

Cabe llamar la atencion sobre como en el desarrollo de las tareas los estudiantes
utilizaron diferentes estrategias en la generalizacion de patrones. La estrategia mas frecuente

fue el uso recursivo de la comunalidad. Esta estrategia pone de manifiesto la identificacion de
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la diferencia constante entre los términos de la secuencia y el uso del conteo como
procedimiento para calcular términos posteriores.

También se observd una estrategia basada en una relacion de proporcionalidad. En la
implementacion de la tarea 2, por ejemplo, la solicitud que el PM hace a los estudiantes
respecto a delinear uno de los palillos en cada una de las figuras de la secuencia, permitié que
los estudiantes establecieran una relacion de proporcionalidad entre la comunalidad y el
numero de la posicién de la figura para calcular la cantidad de palillos negros
correspondientes en la figura.

Especificamente, observaron que la cantidad de veces que se repite el nimero tres,
representado por un grupo de tres palillos negros, en cada figura es equivalente con el nimero
de la posicién de la figura. Por ejemplo, la cantidad de veces que se repite el nimero tres en
la posicion 10 es 10 veces. Lo cual les permitid calcular el namero de palillos negros de
cualquier figura de la secuencia.

Llevar a cabo la solicitud, les posibilito a los estudiantes visualizar un patron
algebraico distinto al que propone la tarea. Esto sugiere que las secuencias figurales estan
compuestas de patrones algebraicos ocultos. Puesto que, subyacen en la secuencia a la espera
de ser identificados.

Identificar ese patron algebraico (3 X numero de la posicion), permitio que se
estableciera una relacion con el término independiente de la secuencia (el palillo delineado),
para luego lograr establecer una formula algebraica que rige la secuencia propuesta
(3 X nimero de la posicion + 1).

De manera anéloga, en la tarea 3 los estudiantes utilizaron una relacion de
proporcionalidad (6.000X nimero de la semana = dinero total ahorrado ) para calcular
el dinero ahorrado por Carlos, ignorando el término independiente de la secuencia (2.000).

Lo que conduce a célculos incorrectos.



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 94

En tal sentido, el uso de esta estrategia sugiere que estos estudiantes identifican
patrones algebraicos ocultos de naturaleza proporcional y, posteriormente, establecen
relaciones con el término independiente y, finalmente, proponen una férmula algebraica que

representa la secuencia.

5.2 Reflexiones

El desarrollo de esta investigacién espera brindar a los investigadores y profesores
interesados en pensamiento algebraico, con estudiantes en edades tempranas, herramientas
metodoldgicas y tedricas que mejoren su desempefio profesional y sus practicas de aula.

En funcion de los anélisis de las producciones orales y escritas de los estudiantes se
sugiere que el desarrollo del pensamiento algebraico sea paulatino, progresivo y continuo en
todos los cursos de educacion bésica primaria, basicamente, para identificar los recursos
semidticos que éstos manifiestan y despliegan en la realizacion de tareas sobre generalizacion
de patrones u otras vias de aproximacion al algebra escolar, y asi lograr avanzar hacia una
caracterizacion del pensamiento algebraico.

En tal sentido, se podrian desprender investigaciones futuras alrededor del analisis de
los recursos semidticos que utilizan los estudiantes y los que surgen de las intervenciones del
profesor en la implementacidn de tareas orientadas a la estimulacion del pensamiento
algebraico, sugiriendo que el andlisis debe estar centrado en las relaciones de todos esos
posibles recursos semioticos que se movilizan y se sincronizan en la actividad matematica de
los estudiantes y el profesor, con el fin de establecer un vinculo entre los distintos tipos de
recursos semiaticos (el discurso, los gestos, el ritmo, etc.) y las caracteristicas del
pensamiento algebraico (indeterminancia, analiticidad y designacidn semiética) que permita

seguir avanzando en la construccion de este pensamiento.
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En este aspecto, seria interesante, por ejemplo, investigar como estudiantes con
discapacidad auditiva, los cuales se comunican principalmente mediante los gestos y
seflalamientos, construyen significados algebraicos. Lo cual requiere de constructos tedricos
adecuados sobre el lenguaje gestual y corporal, para lograr caracterizar su pensamiento
algebraico.

En ese orden de ideas, se podrian desprender investigaciones futuras alrededor de:

e ;Qué recursos semioticos utilizan los estudiantes en edades tempranas para referir
la indeterminancia y su caracter operatorio en la construccion de pensamiento
algebraico?

e ;Como establecer un vinculo entre la generalizacion aritmética y algebraica, con el
propdsito de estimular la continuidad entre el pensamiento numérico y algebraico?

e ;Qué efectos tiene el uso de materiales manipulativos sobre el proceso de la
generalizacidn de patrones algebraicos en la construccion de pensamiento
algebraico?

e ;Qué estrategias emplean los estudiantes de educacion basica primaria para

expresar generalizaciones de patrones algebraicos?

Como una posible linea de investigacion, se propone indagar alrededor de las
intervenciones (afirmaciones, elecciones, solicitudes, preguntas, decisiones, etc.) que expresa
el profesor de matematicas en la implementacion de tareas relacionadas con el pensamiento
algebraico, con el proposito de caracterizar su intervencion y seguir avanzando en el
mejoramiento de su practica y formacion.

En cuanto al disefio de tareas propuesto, los resultados de la investigacion sugieren
que los profesores en la planeacion de sus clases disefien e implementen tareas que inviten a

los estudiantes a un acercamiento al pensamiento algebraico factual, puesto que se logro
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reconocer que este tipo de pensamiento es una de las manifestaciones mas tempranas de
aproximacion con el algebra escolar.

Esto indica que se debe disefiar un tipo de preguntas adecuadas que conlleven a los
estudiantes a pensar fundamentalmente en el plano concreto, en el cual lo indeterminado es
manipulado tacitamente.

Luego, proponer tareas centradas en el reconocimiento y la elaboracién de frases o
palabras claves que constituyan la indeterminancia y su caracter operatorio y, posteriormente,
paulatina y progresivamente, otras que permitan avanzar hacia la designacion alfanumeérica.

Por Gltimo, el desarrollo de este trabajo aporto a la formacion y practica profesional
del autor algunas competencias investigativas y conceptuales, especificamente, la habilidad
para innovar el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas como una praxis reflexiva, en
la cual el papel de la labor conjunta entre profesor y estudiantes en la construccion de saberes
matematicos cobra un valor importante. En tal sentido, es sustancial reconocer y saber
enfrentar el contexto sociocultural de los estudiantes, puesto que éste es determinante en las
formas en que éstos aprenden y conocen.

La capacidad de trabajar en equipo y enactivamente en el quehacer profesional es
fundamental para la formacion de estudiantes éticos, criticos y reflexivos, dado que es
responsabilidad de ambas partes (profesor y estudiantes) la produccion de saberes y de seres
para constituirse en una sociedad que actualmente demanda sujetos competentes con alta
calidad humana.

Comprender, identificar y aplicar algunos elementos conceptuales del pensamiento
algebraico desde la Teoria de la Objetivacion favorecié la capacidad de asumir nuevos
referentes tedricos que demandan aspectos curriculares (planeacion, evaluacion, etc.) y

metodologias de ensefianza y aprendizaje distintas a las tradicionales (transmisionismo y



Reconocimiento del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado 3° 97

constructivismo), permitiendo una actualizacion y proyeccion en las futuras practicas de aula

del autor.
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Anexos

Anexo 1: Produccion de Santiago en la Tarea 1
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Anexo 2: Produccion de Santiago en la Tarea 2
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Anexo 3: Produccion de Santiago en la Tarea 2
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Anexo 4: Produccién de Valentina en la Tarea 3



