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RESUMEN

En la presente investigacion se asume como problematica la introduccion temprana al algebra la
cual estéa directamente relacionada con el pensamiento variacional, tomando como referencia una
aparente contradiccidn entre los Lineamientos Curriculares y Estandares Basicos de Competencias
en Matematicas (MEN, 2006) que indican que este tipo de pensamiento debe ser cultivado desde
la Educacion Bésica Primaria, y la practica real de la docencia y de los curriculos escolares, en
donde el algebra se ensefia solo en grados superiores. Dada esta problematica, se ha propuesto
tomar como objeto de andlisis dos articulos, en donde se presentan resultados de investigaciones
realizadas alrededor de la importancia del desarrollo del algebra temprana. Por tal razédn, se
propone identificar aquellos argumentos que favorecen la introduccion del Algebra temprana y
para ello, se realizd la traduccion al espafiol los articulos; posteriormente se clasificaron los
argumentos que favorecen la introduccion del algebra temprana en los curriculos de matematicas,
luego se identificaron acuerdos y disensos entre los argumentos de los dos articulos respecto a la
importancia del dlgebra temprana y finalmente se apoyaron estos argumentos con posturas tedricas
desde la educacion matematica.

Se propone abordar la revision de estos dos articulos desde la técnica de traduccion comentada,
con lo cual se logre hacer una interpretacion de sus hallazgos investigativos en espafiol. se lograron
clasificar estos argumentos en nueve (9) categorias desde las cuales se hace posible agrupar los
diferentes discursos argumentativos de los autores. La traduccion comentada demostré que
fundamentar e implementar el algebra temprana dentro los curriculos de matematicas en educacion

primaria no es solo viable sino necesario.

Palabras claves: Algebra temprana, aprendizaje del algebra, traduccién comentada, argumentos,

pensamiento variacional.
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Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
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Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

INTRODUCCION

El aprendizaje de las matematicas en sus diferentes &reas es fundamental para el desarrollo del ser
humano, el Ministerio de Educacion Nacional MEN (1998) y MEN (2006) dentro de los
Lineamientos Curriculares y Estandares Béasicos de Competencias, propone pautas para llevar a
cabo el proceso de ensefianza y aprendizaje desde los primeros afios de escolaridad. Para el caso
de la formacion en procesos algebraicos en particular, el MEN los relaciona con el pensamiento
variacional, el cual se debe trabajar en todos los niveles escolares iniciando con una construccion
de distintos caminos y acercamientos significativos desde la Educacion Basica Primaria para la
comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y los sistemas analiticos,
para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico y, en la Educacion Media, del

calculo diferencial e integral.

Sin embargo, se puede decir que, actualmente en términos generales y basados también en
afirmaciones de Agudelo (2005) y Gomez (2014), los nifios y nifias colombianos empiezan su
formacidn en algebra en educacion secundaria, en ese sentido, existe una contradiccion con lo
planteado en los Lineamientos Curriculares y Estandares Basicos de Competencias que lo sugieren
desde una edad temprana, asi como también otras perspectivas curriculares como la denominada

Early Alegra o algebra temprana.

Por lo anterior, esta propuesta se ha desglosado en cinco capitulos:

En el primer capitulo se presentan los aspectos generales de la investigacion el cual, inicia con la
descripcion y formulacién del problema haciendo énfasis en las dificultades que presentan los

estudiantes en el aprendizaje de las matematicas en términos generales, desde lo planteado por
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Gonzélez (2005) para luego centrarse en el objeto de estudio de la investigacion (algebra
temprana), pero no sin antes detenerse a centrar un poco con las ideas que plantean el Ministerio
de Educacion Nacional (2006) con respecto al pensamiento variacional. Los objetivos, presentan
el proposito general del trabajo, y la forma como se desarrollara el mismo, teniendo en cuenta los
articulos en cuestion. El primero, porque plantea una critica respecto a que los nifios pequefios de
entre 8 y 10 afios son incapaces de aprender algebra porque no tienen los medios cognitivos para
manejar conceptos como variables y funciones, contrario a ello que los diferentes estudios en el
aula sugieren que los nifios pueden manejar conceptos algebraicos y usar la notacion algebraica
algo antes de lo que comiunmente se supone (Carraher et al., 2006) el segundo porque critica el
hecho de que el algebra se ensefia después que los estudiantes adquieren un conocimiento
sustancial de aritmética, considerando a esta como prerrequisito para el surgimiento y desarrollo
del pensamiento algebraico (Radford, 2013). Ambas apuestas dan cuenta que una introduccion al
algebra en los primeros grados no solo es posible, sino necesaria de cara a pensar eficazmente la

idea del algebra en el futuro.

En el capitulo dos, se da a conocer el marco conceptual de dicha investigacion, en donde se
propone iniciar por el pensamiento variacional y su relacion con el algebra temprana; en seguida
se aborda el concepto de early algebra o algebra temprana, en donde adicionalmente se
conceptualiza al algebra, la generalizacién de patrones y el pensamiento algebraico desde la
consulta a la literatura, para cerrar con la exposicidn de autores que hacen mencion a la técnica de

traduccion comentada.




Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

El tercer capitulo presenta la metodologia de la investigacion donde se manifiestan los distintos
tipos de traduccion comentada, para posteriormente hacer una selecciona de aquella que le da mas

peso a esta investigacion.

En el cuarto capitulo, el cual tiene que ver con la traduccién comentada; se lograron identificar
nueve (9) categorias de analisis desde las cuales se hace posible agrupar los diferentes discursos

argumentativos de los autores.

En el quinto y ultimo capitulo, se presentan las conclusiones y reflexiones que se hacen en
contraste a los objetivos especificos, el marco teorico y el andlisis realizado por cada una de las

categorias que se lograron identificar en los articulos traducidos.
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Capitulo 1. Problema de investigacion

Las matematicas se reconocen como una de las &reas mas importantes que se aprenden en el
colegio. A su vez, es considerada una de las asignaturas por las cuales los estudiantes refieren la
menor atraccion llegando incluso al punto de desarrollar una determinada apatia en sus procesos

de aprendizaje (Gonzéles, 2005; Caballero et al., 2007;).

Gonzélez (2005) por ejemplo afirma que “las matematicas son importantes tanto para continuar
estudios superiores como para acceder a muchas oportunidades laborales” (p.109). Asi mismo,
Farias y Pérez (2010) plantean que “las matematicas son de méxima importancia en cualquier
ambito de la sociedad” (p.34). Paraddjicamente Garcia (2016) identifica que con frecuencia los
alumnos se quejan sobre los fracasos en la educacion matematica, sobre todo por el rechazo que a
veces suele inspirar esta disciplina, derivando en una actitud negativa hacia su aprendizaje.
(Caballero et al., 2007) complementan esto afirmando que es habitual que los alumnos generen
actitudes negativas hacia la materia, manifestando a veces aversion y rechazo hacia esta disciplina;

los estudiantes las consideran dificiles, aburridas y alejadas de la realidad.

La matematica es una ciencia antigua, de maxima importancia en cualquier ambito de la
sociedad, se originé en diferentes culturas con la finalidad de resolver problemas cotidianos
del hombre. Pero a pesar de esto es vista como una gran problematica, donde el proceso de
aprendizaje en cualquier nivel es considerado una tarea dificil para el estudiante y percibido
como una asignatura dura, rigurosa y formal. Esta vision genera un rechazo hacia su
estudio, produciendo un clima de desmotivacion que, de no erradicarse, puede afectar el

aprendizaje que se espera lograr del estudiante. (Farias y Pérez, 2010, p.34)
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El sistema formativo en Colombia con el fin de velar la calidad instructiva divide los niveles de
educacion en 5 etapas que son: preescolar, primaria, secundaria, media y superior. Por lo anterior,
desde los Lineamientos Curriculares y Estandares Bésicos de competencias, se propone su
ensefianza en coherencia con cinco tipos de pensamiento matematico: EIl pensamiento numérico
(en la aritmética); el pensamiento espacial y el métrico (en la geometria); el pensamiento métrico
y el variacional (en el &lgebra y el calculo) y el pensamiento aleatorio (en la probabilidad y
estadistica). Teniendo en cuenta que esta investigacion gira alrededor de la ensefianza del algebra,
se hara énfasis en el pensamiento variacional, relacionado con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion y la caracterizacion de la variacion, asi como con el cambio en diferentes
contextos, su descripcion, modelacién y representacion en distintos sistemas 0 registros

simbolicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos (MEN, 2006).

Segun los Lineamientos Curriculares y Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
(MEN, 2006), el pensamiento variacional, que a su vez se liga directamente al estudio del algebra,
porque si bien ambos componentes, le permiten a las comunidad educativa a pensar
dindmicamente, ademas de establecer relaciones o combinaciones de elementos abstractos con
ambitos numericos; por tal razon este pensamiento debe ser cultivado desde la Educacion Basica
Primaria ya que es un tipo de pensamiento que considera problemas de la vida cotidiana y de otras
ciencias, por tanto, mediante la comprension y el reconocimiento de los conceptos y
procedimientos relacionados con el algebra, se aborda con mayor facilidad la etapa como
estudiante de Educacién Media, en cuyo ambito debe enfrentarse al calculo diferencial e incluso

al integral.
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En cuanto a la ensefianza del algebra, y segln los Lineamientos Curriculares y Estandares Basicos
de competencias en Matemaéticas, este debe darse desde los primeros niveles de la Educacién
Basica Primaria, con el fin de preparar el aprendizaje significativo y comprensivo de los sistemas
algebraicos antes de llegar al séptimo y octavo grado, lo cual demuestra que su papel es
fundamental no solo respecto a la resolucién de problemas sustentados en el estudio de la variacion
y el cambio, sino también en relacion a la modelacion de procesos de la vida cotidiana, las ciencias
naturales y sociales y las matematicas mismas. En suma, el pensamiento variacional tiene una
relacion estrecha con otros tipos de pensamiento matematico como el numérico, el espacial, el de

medida o métrico y el aleatorio o probabilistico.

Aunque las propuestas curriculares colombianas que propone el MEN (2006) si bien han planteado
un trabajo para el desarrollo del algebra desde el inicio de la edad escolar, esto no se ha logrado
implementar. Agudelo (2005) menciona que una de las razones por las cuales no se ha logrado este
cambio, es precisamente porque muchos profesores no estan interesados en el cambio, no estan
dispuestos a aprender de sus colegas, y se niegan a participar en programas de desarrollo
profesional. Menciona, ademas, que hay profesores que no ven la necesidad de introducir cambios

en su ensefianza, asi como también otros que expresan gque el cambio es muy dificil (p.403).

EI MEN (2006) recomienda que desde los primeros niveles de la Educacion Basica Primaria sean
desarrolladas actividades encaminadas al analisis de la forma como cambia, aumenta o disminuye
la forma o el valor en una secuencia o sucesion de figuras, nimeros o letras; actividades que le
permitan a los estudiantes realizar conjeturas sobre la forma o el valor del siguiente término de la
secuencia; actividades relacionadas con la expresion de uno, dos 0 mas términos oralmente o por

escrito, o por medio de dibujos y otras representaciones, actividades desde las cuales se proponga
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un procedimiento, algoritmo o férmula para reproducir el mismo patrén, para calcular los
siguientes términos, para confirmar o refutar premisas o para generalizarlas; en suma, en los
primeros niveles de la Educacion Basica Primaria el organismo rector de la educacion en el pais,
recomienda aplicarlo desde diferentes tipos de actividades; sin embargo, la literatura cientifica
consultada asegura que esto no sucede en la préctica (Butto & Rojano, Pensamiento algebraico
temprano: El papel del entorno Logo, 2010) (Cai & Knuth, 2011) (Vergel, 2015). Segun Vergel
(2014), a pesar que el MEN (2004) sugiere abordar la idea de pensamiento variacional como el
estudio de la variacion y el cambio, el estudio de las regularidades y la deteccion de los criterios
que rigen esas regularidades o las reglas de formacion para identificar el patron que se repite
periddicamente, tales elementos que hacen parte del pensamiento algebraico no son ensefiados

tempranamente.

Uno de los problemas que a su vez impide pensarse en formas de pensamiento algebraico
temprano, tiene que ver con la falsa concepcion que para ensefiar el algebra se tenga que aludir
necesariamente a un recurso semidético provisto por el lenguaje alfanumérico. Como lo menciona
Vergel (2015) (...) “una dialéctica entre formas de pensamiento algebraico y procesos sobre
generalizacion de patrones, introduce un problema en términos de la constitucién del pensamiento
algebraico en alumnos jovenes. Tal proceso de constitucion podria darse en ausencia de signos
alfanumeéricos del algebra” (p. 194), lo que implica que la ensefianza del algebra no es sindbnimo

de utilizacién de recursos alfanuméricos.

Uno de los problemas que mas atrae la atencion de investigadores en la Didactica de la matematica,
y que a su vez pueden relacionarse con la ausencia de una ensefianza temprana del algebra,

corresponde con las dificultades que encuentran los estudiantes al momento de hacer una transicion
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desde la aritmética, en la cual se apropian de conocimientos basicos, a otras areas como lo es el
razonamiento algebraico. Tal como lo refiere Butto y Rojano (2010), la transicion de la aritmética
al algebra es un paso determinante para la construccion de ideas mas complejas y abstractas dentro
de las matematicas escolares, sin embargo, el proceso de formacion de estudiantes desconoce la
ensefianza del algebra en la edad temprana, generando con ello dificultades en los estudiantes al

momento de enfrentarse al Algebra en una edad més avanzada.

Asi pues, se ha reconocido que el algebra es inherente a la aritmética. La aritmética al tener un
carécter algebraico hace que, en el fondo, estas dos areas del conocimiento no sean completamente
distintas y por ello no habria una razén categdrica para rechazar su formacion temprana (Vergel y

Rojas, 2018).

En el caso del Algebra, la literatura critica no solo la forma como el Ministerio de Educacion ha
determinado el proceso de formacion, sino también el modo como los docentes la transmiten a los
estudiantes, lo cual termina por ubicar al Algebra como una simple generalizacion de la aritmética,

evitando con ello que el estudiante logre acotar ese conocimiento a un contexto matematico.

De cara a tal problemaética, en el presente trabajo de investigacion se propone como objeto de
estudio la traduccion comentada de dos articulos, en donde se presentan resultados de
investigaciones realizadas alrededor de la importancia del desarrollo del algebra temprana, con el
propdsito de proporcionar a los docentes de educacion primaria, estrategias didacticas, y su

implicacién en la introduccion de esta tematica en educacion primaria.

Los articulos propuestos para este trabajo son Arithmetic and Algebra in Early Mathematics

Education (Carraher et al., 2006) y The Progressive Development of Early Embodied Algebraic




Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

Thinking (Radford, 2013), el primero, aborda esta problematica en estudiantes de entre 9 y 10 afios
de edad, mediante un estudio longitudinal en cuatro aulas en una escuela publica en Massachusetts,
para demostrar que los estudiantes jovenes estan en capacidad de plantar ideas y representaciones
algebraicas que normalmente estdn ausentes del plan de estudios de matematicas iniciales
(Carraher et al., 2006); el segundo aborda como objeto de estudio la confrontacion entre la
aritmética y el algebra bajo la premisa que hay algo inherentemente aritmético en el algebra y algo
inherentemente algebraico en la aritmética, y que el conclave que une a estas dos disciplinas las
constituye la actividad de patrones; un estudio que pretende demostrar que la falta de comprension
entre la distincién y aspectos comunes de ambas disciplinas, es un impedimento para la

introduccion temprana del Algebra.

Se propone por tanto abordar la revision de estos dos articulos desde la técnica de traduccion
comentada, con lo cual se logre hacer una interpretacion de sus hallazgos investigativos en espafiol,
principalmente porque tales documentos afirman que, para garantizar un buen aprendizaje del
algebra a nivel escolar, se debe impartir la ensefianza de la misma desde la educacion primaria. A
su vez, muestran resultados alentadores en pro de demostrar que si es posible ensefiar el algebra

desde edades tempranas.

1.1 Formulacién del problema

¢Cuales son los argumentos que favorecen la introduccién del algebra temprana desde una version

en espafiol castellano de los articulos: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education y
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The Progressive Development of Early Embodied Algebraic Thinking a partir de la técnica de

traduccion comentada?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1  Objetivo general

Identificar y contrastar los argumentos que favorecen la introduccién del algebra temprana desde
una versién en espafiol castellano de los articulos: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics
Education y The Progressive Development of Early Embodied Algebraic Thinking a partir de la

técnica de traduccion comentada

1.2.2  Objetivos especificos

» Clasificar los argumentos que desde los dos articulos traducidos se proponen para la

introduccién del algebra temprana en los curriculos de matematica.

> ldentificar los principales acuerdos y disensos respecto a la importancia de la introduccion
temprana del algebra en estudiantes, a partir de la traduccion de los articulos: Arithmetic
and Algebra in Early Mathematics Education y The Progressive Development of Early

Embodied Algebraic Thinking

> Relacionar los argumentos presentados en los articulos traducidos con posturas teoricas
desde la Educacion Matematica con respecto a la importancia de la introduccién del algebra

temprana en la escuela, de tal forma que permita enriquecer la lectura comentada.
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1.3 JUSTIFICACION

La construccion de una version en espafiol castellano de los articulos: Arithmetic and Algebra in
Early Mathematics Education y The Progressive Development of Early Embodied Algebraic
Thinking a partir de la técnica de traduccién comentada, es un trabajo que muestra la importancia

de desarrollar el pensamiento algebraico temprano en estudiantes.

La investigacion realizada muestra la importancia que la literatura revela respecto al desarrollo del
pensamiento algebraico temprano y aunque en la web se pueden encontrar bibliografias en espariol
respecto a esta tematica, se han tomado estos dos articulos para su traduccion debido a que
evidencian como los estudiantes pueden tener acceso a ideas y representaciones algebraicas desde
temprana edad, cosa que normalmente no se hace en las escuelas porque dentro del plan de estudios
de matematicas para la educacion primaria no se ha dado un impulso que permita contribuir a esta
iniciativa. Por lo anterior, esta investigacion es valiosa al menos por dos razones fundamental, por
un lado, toma en consideracion una problematica de interés genuino, reciente, y de amplio debate
para la comunidad académica internacional y nacional en didactica del algebra, como lo es el
desarrollo del pensamiento algebraico en edades tempranas, y por otro lado, porque aporta
elementos a este campo a partir de una técnica que puede ser Gtil a la comunidad local que, en

principio, no les sea de facil adquisicién la lectura en una segunda lengua como lo es el inglés.

En suma, los dos articulos demuestran de manera practica que la propuesta de ensefiar el algebra

tempranamente es viable, tal como se evidencia en la Error! Reference source not found..
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Tabla 1. Lo que plantean Carraher, Schliemann y Brizuela (2006) y Radford (2013) en

relacion con quienes los citan

LO QUE PLANTEAN LOS
AUTORES DE LOS
ARTICULOS OBJETO DE
ESTUDIO

LO QUE PLANTEAN OTROS
AUTORES EN ESPANOL

Muchos han argumentado que los
nifios pequefios son incapaces de
aprender algebra porque no tienen
los medios cognitivos para
manejar conceptos como variables
y funciones. Nuestros estudios en
el aula sugieren que los nifios
pueden manejar conceptos
algebraicos y usar la notacion
algebraica algo antes de lo que
comUnmente se supone.

Un foco importante de la
investigacion en educacion
matematica en los Ultimos afios ha
sido el desarrollo del pensamiento
algebraico en los primeros niveles de
ensefianza (Radford, 2013), que
apoya la introduccion del Algebra
temprana en el curriculum de
educacion primaria (Carraher &
Brizuela, 2006). Con esta perspectiva
se propone organizar la ensefianza de
la aritmética y del algebra sin saltos
ni rupturas, tratando de que haya una
continuidad sin necesidad de
introducir nuevos tépicos.

TITULO
Arithmetic (Carraher,
and Algebra .

in Earl Schliemann,
y_ & Brizuela,
Mathematics 2006)
Education
The
Progressive
Development (Radford,
of Early 2013)
Embodied
Algebraic
Thinking

A pesar que tradicionalmente, el
algebra se ha ensefiado solo
después de que los estudiantes
hayan tenido la oportunidad de
adquirir un conocimiento
sustancial de aritmética, y que se
haya asumido que el pensamiento
aritmético es un requisito previo
para el surgimiento y desarrollo
del pensamiento algebraico, en
este trabajo se demuestra que una
introduccion al algebra en los
primeros grados no solo es posible,

sino necesaria de cara a pensar
eficazmente la idea del algebra en
el futuro.

Historicamente la Educacion
Primaria se ha centrado
prioritariamente en la aritmética,
retrasando la introduccion del algebra
por concepciones erroneas sobre la
naturaleza de la aritmética y del
algebra y por la falta de capacidad de
los nifios. Sin embargo, Carraher,
Schliemann y Brizuela (2000)
sostienen que la aritmética es
algebraica porque proporciona
elementos para construir y expresar
generalizaciones y afirman que los
estudiantes de Educacion Primaria
son capaces de entender las
relaciones funcionales y de razonar
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sobre las variables de los problemas.
(Zapatera, 2018, p. 53)

Tal como se evidencia en la Error! Reference source not found. y basandonos en la literatura
consultada durante el desarrollo del trabajo, los dos articulos son referenciados en otras
investigaciones en espafiol, lo que demuestra que su contenido es relevante y puntual, teniendo en
cuenta la necesidad de fundamentar e implementar el algebra temprana dentro los curriculos de

matematicas en educacion primaria.

Por otro lado, tal como lo refiere El Tiempo (2017) en el caso colombiano el 43% de los 15.300
profesores de inglés, alcanzan apenas el nivel B2 que deberian tener los profesores de primaria y
secundaria en servicio, un nivel bajo en el manejo de esta segunda lengua, situacién que

imposibilitaria el poder leer estas investigaciones y apropiarse de lo que en estas se propone.

A la par de lo anterior, el desarrollo de un pensamiento variacional resulta determinante para la
construccion de ideas mas complejas y abstractas dentro de las matematicas escolares, sin
embargo, el proceso de formacion de estudiantes desconoce el desarrollo de este pensamiento en
la edad temprana, generando con ello dificultades en los estudiantes al momento de enfrentarse al
algebra en una edad mas avanzada, lo cual justifica ain mas el desarrollo de la presente traduccion

comentada.

Se ha identificado que este pensamiento variacional permite que estudiantes de cinco o seis afios
de edad puedan razonar algebraicamente, mejorando su capacidad para notar estructuras y
relaciones matematicas generalizadas y representar y razonar con afirmaciones matematicas a

través de sistemas de simbolos formales e informales (Cafadas et al., 2019).
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En términos metodoldgicos, la presente identificacion de los argumentos que favorecen la
introduccién hacia el algebra temprana se justifica en la eleccion de la traduccion comentada, una
técnica que permite el acceso a documentos de fundamental importancia respecto a un problema
determinado, lo cual permite acceder en este caso, a la forma como los articulos: Arithmetic and
Algebra in Early Mathematics Education y The Progressive Development of Early Embodied

Algebraic Thinking han abordado de manera practica el problema en cuestion.

Por lo tanto, el presente trabajo de investigacion se justifica en la necesidad de revisar de manera
critica, ciertos problemas que se asientan en los lineamientos curriculares dispuestos para
normatizar el proceso de educacion en Colombia, si bien lo relacionado con el giro hacia el algebra
temprana es el aspecto que se especifica en la investigacion, este hace parte de un problema macro
que esta relacionado con la necesidad de revisar y redisefiar los lineamientos curriculares

dispuestos por el Ministerio de Educacion.
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2. Capitulo 2. Marco conceptual

El presente marco conceptual tiene por efecto, delimitar las definiciones y las apreciaciones teérico
empiricas que la literatura hace, de diferentes elementos claves para la identificacion de los
argumentos que favorecen el giro hacia el algebra temprana desde una versién en espafiol
castellano de los dos articulos objeto de andlisis. En este sentido se propone iniciar por el
pensamiento variacional y su relacidn con el algebra temprana; en seguida se aborda el concepto
de early algebra o algebra temprana, en donde adicionalmente se conceptualiza al algebra, la
generalizacion de patrones y el pensamiento algebraico desde la consulta a la literatura, para cerrar

con la exposicion de autores que hacen mencion a la técnica de traduccion comentada.

2.1. Pensamiento variacional

El problema que se aborda en la presente investigacion, en relacion a la introduccion temprana del
Algebra en los estudiantes, tiene una relacion directa con el pensamiento variacional, un
pensamiento que segun el MEN (2006) en sus Estandares Bésicos de Competencias en
Matematicas, estd relacionado con el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la
caracterizacién de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion,
modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbdlicos, ya sean verbales,
iconicos, graficos o algebraicos (p. 66). En el pensamiento variacional, el ejercicio matematico ha
de enfrentarse a la complejidad del simbolo, lo cual implica que este pensamiento esta
directamente relacionado con la ensefianza del algebra, la cual, en la practica, generalmente no se

ensefa desde la educacion temprana en primaria.
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La conexidn entre pensamiento variacional y el algebra también es observada desde Vergel (2014),
quien asegura que a pesar que el MEN (2006) sugiere abordar la idea de pensamiento variacional
como el estudio de la variacion y el cambio, el estudio de las regularidades y la deteccion de los
criterios que rigen esas regularidades o las reglas de formacion para identificar el patrén que se
repite periddicamente, tales elementos que hacen parte del pensamiento algebraico no son

ensefiados tempranamente.

Pese a la importancia que, desde los Lineamientos y Estandares de competencia, se le da al
desarrollo del pensamiento variacional que lleva consigo el aprendizaje algebraico, uno de los
problemas que mas atrae la atencion de investigadores en Didactica de las matematicas,
corresponde con las dificultades que encuentran los estudiantes al momento de hacer una transicion
entre la aritmética, en la cual se apropian de conocimientos basicos, a otras areas como lo es el

razonamiento algebraico.

Segun Vasco (2010) el pensamiento variacional es una manera dindmica de pensamiento que
intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas permitiendo la
covariacion semejante a los patrones de covariacion de cantidades de la misma o distintas
magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad. Se trata de un proceso que inicia con un
momento de captacion de lo que cambia y de lo que permanece constante, asi como de los patrones
que se repiten, algunos ejemplos que la literatura menciona, incluyen los cambios de temperatura

durante el dia y la noche, y los movimientos de caida libre o tiro parabdlico.

En un segundo momento se producen la interaccion de variables internas reproduciendo con alguna

aproximacion las covariaciones detectadas, a lo que se le denomina como "modelos mentales".
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Posteriormente se ejecutan tales modelos mentales para diferentes fines, entre estos observar qué
resultados producen; comparar esos resultados con lo que ocurre en el proceso que se trata de

modelar, y revisar y refinar el modelo, o descartarlo y empezar de nuevo.

Un elemento clave en el proceso de pensamiento variacional lo tiene la formulacion simbolica,
que hace uso de palabras, dibujos u otros iconos o graficos, letras o nimeros, con los cuales se
realiza la formulacion simbdlica del sistema o modelo mental, la cual permite objetivar el modelo
mental, calcular con la representacion tecnolégicamente disponible, y continuar con los momentos

de comparacion y reformulacion del modelo (Vasco , 2010).

El objetivo del desarrollo del pensamiento variacional, corresponde con la captacion y modelacion
de la covariacion entre cantidades de magnitud, asi como de modelar los patrones que se repiten
en la covariacion entre cantidades de magnitud en subprocesos de la realidad, segun Vasco (2010),

en la practica su utilidad se resume en la modelacién matematica.

Para su aplicacion, el pensamiento variacional requiere el pensamiento métrico y el pensamiento
numérico si las mediciones superan el nivel ordinal, hace uso del pensamiento espacial si una o
varias variables son espaciales, y como principal herramienta hace uso de los sistemas analiticos,

sistemas l6gicos, conjuntistas u otros sistemas generales de relaciones y transformaciones.

Tales concepciones respecto al pensamiento variacional coinciden con los Lineamientos
curriculares y Estandares Basicos de Competencias en matematicas (MEN, 2006). Sin embargo,

su objetivo en términos curriculares es

(...) construir desde la Educacion Bésica Primaria distintos caminos y acercamientos

significativos para la comprensién y uso de los conceptos y procedimientos de las
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funciones y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y
algebraico vy, en la Educacion Media, del célculo diferencial e integral. (MEN, 2006, pp

66)

El desarrollo de este pensamiento desde los primeros niveles de la Educacion Basica
Primaria implica analizar de qué forma cambia, aumenta o disminuye la forma o el valor
en una secuencia o sucesion de figuras, nimeros o letras; hacer conjeturas sobre la forma
o el valor del siguiente término de la secuencia; procurar expresar ese término, o mejor los
dos o tres términos siguientes, oralmente o por escrito, o por medio de dibujos y otras
representaciones, e intentar formular un procedimiento, algoritmo o formula que permita
reproducir el mismo patron, calcular los siguientes términos, confirmar o refutar las
conjeturas iniciales e intentar generalizarlas. Estas actividades preparan a los estudiantes
para la construccion de la expresion algebraica a través de la formulacion verbal de una
regla recursiva que muestre como construir los términos siguientes a partir de los
precedentes y el hallazgo de un patron que los guie mas o menos directamente a la

expresion algebraica. (MEN, 2006, pp 67)

2.2. Early algebra o algebra temprana

Para adentrarse en la clarificacion conceptual del algebra temprana, se hace necesario
conceptualizar al algebra, la generalizacion de patrones y el pensamiento algebraico desde la

consulta a la literatura.
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En cuanto al algebra, diferentes son los aportes y aproximaciones conceptuales que la definen. En
términos generales podria reconocerse como un lenguaje que sirve para comunicar las ideas de la
matematica, para expresar generalizaciones a través de simbolos; desde su relacion con la
aritmética, se define como una aritmética generalizada; también el algebra se asocia a actividad,
definiéndola como una herramienta que se utiliza para resolver problemas y disefiar modelos

matematicos (Serres, 2011).

En términos convencionales, la literatura concluye que la forma méas convencional de concebir el

algebra es como una rama matematica orientada a la simbolizacion de las relaciones numéricas:

(...) la forma mas convencional de concebir el dlgebra es como la rama de las matematicas
que trata de la simbolizacion de las relaciones numéricas generales, las estructuras
matematicas y las operaciones de esas estructuras. En este sentido, el algebra escolar se
interpreta como “una aritmética generalizada” y como tal involucra a la formulacion y
manipulacidn de relaciones y a las propiedades numéricas. Sin embargo, las investigaciones
ponen de manifiesto las implicaciones que tienen para el aprendizaje del algebra, considerar
la aritmética como su antecesora; el algebra no es simplemente una generalizacion de la
aritmética, supone un cambio en el pensamiento del estudiante y la dificultad para muchos
principiantes en la transicion desde lo que puede considerarse modo informal de

representacion y resolucion de problemas, al modo formal (Socas; et al, 1996, pag. 32).

Por su parte, en el trabajo de Vergel y Rojas (2018) se da cuenta de diversas concepciones que
corresponden con el uso de las letras que acompafan a las expresiones numéricas y las destrezas

asociadas, esta la concepcion del algebra como una aritmética generalizada en donde la letra se
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usa para representar patrones generalizadores; esta también la conceptos del algebra como el
estudio de los procedimientos para resolver problemas, en donde la letra es utilizada como
incognita; asi mismo esté la concepcion del algebra como el estudio de estructuras, en donde la
letra es un objeto arbitrario. En cada caso, las destrezas a las cuales se le asocia son distintas (Ver

Tabla 2).

Tabla 2. Diversas concepciones de algebra en correspondencia con uso de la letra 'y

destrezas asociadas.

Concepcion de algebra Uso de la letra Destrezas asociadas
Patrones Traducir y generalizar
Aritmética generalizada generalizadores (relaciones entre
(letra como objeto) ndmeros)

Estudio de procedimientos

para resolver problemas Incognitas Simplificar y resolver

Argumentos, parametros

Estudio de relaciones entre (letra como ndmero Relacionar, tabular,
cantidades generalizado, o como graficar
variable)
Estudio de estructuras Obijetos arbitrarios Manipular, justificar

Fuente: (Butto y Rojano, 2004)

En suma, cualquiera de las aproximaciones al concepto de algebra coincide en que el objetivo del

algebra escolar es desarrollar el razonamiento o pensamiento algebraico.

El razonamiento algebraico o pensamiento algebraico consiste en un proceso de
generalizacion para formular expresiones algebraicas o patrones, ecuaciones y funciones, el
cual utiliza el lenguaje algebraico y su simbologia en busca de precisidn; para luego resolver

problemas y disefiar modelos matematicos, tanto dentro de la propia matematica como fuera
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de ella en otras areas del conocimiento y en situaciones reales de la vida cotidiana (Serres,

2011, pag. 126).

Trabajos como el de MacGregor (2004), agregan al pensamiento o razonamiento algebraico, la
caracteristica de utilizar situaciones reales, para desde estas formular relaciones criticas, como
ecuaciones, aplicacion de técnicas para resolver las ecuaciones, e interpretacion de los resultados;
el mismo autor ratifica que uno de los mayores inconvenientes en el proceso de formacion en
pensamiento algebraico, es su enfoque en memorizacion, reglas rigidas y su desconexion con el

aprendizaje aritmeético previo:

(...) en cambio lo que algunos estudiantes parcialmente aprenden es una coleccion de reglas
a ser memorizadas y trucos a ser ejecutados, que no tienen coherencia logica, muy poca
conexion con aprendizajes aritméticos previos, y ninguna aplicacion en otros asuntos

escolares o en el mundo fuera de la escuela (Serres, 2011, pag. 126).

Algunos estudios que han analizado los procesos de formacion académica de nifios y nifias en
matematica, concluyen que el pensamiento algebraico debe ser tratado desde temprana edad
justificando que muchas de las dificultades en la escuela secundaria tienen respuesta en la
introduccidn tardia de este contenido matematico (Butto y Rojano, 2004), de esta apuesta surge el

concepto.

Segun Vergel y Rojas (2018), el Algebra temprana también denominada como early algebra, es
una propuesta de cambio curricular que enfatiza en la algebrizacion del curriculo de matematicas,
lo cual corresponde con la integracion del pensamiento algebraico en las matematicas escolares

situacion que implica que la ensefianza del algebra se extienda a estudiantes jovenes, bajo la
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premisa que una exposicion temprana al lgebra elimina el elemento curricular mas pernicioso de
las matematicas de la escuela de hoy, esto es, cursos de algebra de secundaria tardios, repentinos,
aislados y superficiales. Por lo tanto, introducir tempranamente el algebra a los estudiantes obliga
a que el algebra en si misma, deje de ser vista como una asignatura, y mas bien se convierta en una
manera de pensar y actuar sobre objetos, relaciones, estructuras y situaciones matematicas, ademas
que se transforme en una guia hacia una ensefianza con comprension y significado de las

matematicas.

Callejo et al (2016) suma, que la introduccion temprana del algebra busca como fin organizar la
ensefianza de la aritmética y del algebra sin saltos ni rupturas, tratando de que haya una continuidad
sin necesidad de introducir nuevos topicos, para ello, es necesario que se trabaje desde edades
tempranas la relacion entre cantidades, la identificacion de estructuras, el estudio del cambio, la
generalizacion, la resolucién de problemas, la modelacion, la justificacion, la prueba y la
prediccion. Por consiguiente, las investigaciones han demostrado que los estudiantes de los
primeros grados son capaces de comprender algunos aspectos de la generalizacion de patrones

antes de introducir el algebra como tal.

2.3. Traduccidon comentada

Como marco de referencia se han determinado las consideraciones respecto a la traduccion
comentada, al ser esta la técnica por la cual se propone la construccion de una versién en espafiol
castellano de los articulos: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education y The

Progressive Development of Early Embodied Algebraic Thinking.
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Segun Duarte (2018) la traduccion ha sido catalogada como un arte, como un ejercicio intelectual
con el propdsito de verter ideas de una lengua a otra en un idioma preciso y apropiado e incluso
como una operacion interlinglistica la cual implica diferentes variedades de acuerdo al tipo de
traduccion que se requiere como método, entre estas Espi (2015) refiere las traducciones literarias,

automaticas, técnico-cientificas, traduccion cinematogréfica o subtitulaje, entre otras.

La traduccion literaria, en la cual la premisa es mantener la voz y el estilo del autor,
especialmente alineada a la traduccién de obras literarias e incluso manifestaciones teatrales. La
traduccion automatica, generada por efecto de la inclusién de un determinado texto en un
dispositivo de traduccion automatica, la cual deriva en diferentes niveles de asertividad, de acuerdo
a la tecnologia dispuesta y a la forma como se manipula el dispositivo traductor. La traduccion
técnico-cientifica se refiere a productos originales escritos en clave de investigacion cientifica,
alineada a diferentes ciencias duras o blandas y que tiene por objetivo un pablico especializado

(Espi, 2015).

Jakobson (1960) complementa con otros tipos de traduccion que incluyen la intralingiistica, la
intersemidtica y la interlinglistica. La traduccion intralinguistica, implica la transferencia de los
signos de una lengua a otros signos de la misma lengua, motivado por cambios de época, de estilo,
de destinatario, entre otros. La traduccidn intersemiotica, implica la trasferencia de los signos
verbales a los signos de un sistema no verbal; como un discurso transmitido a partir del lenguaje
de sefias. Finalmente, esta la traduccién interlinglistica, consistente en la transferencia de los

signos pertenecientes a una lengua a los signos de cualquier otra lengua.
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Otro elemento a considerar es el de las técnicas de traduccion propuestas en el trabajo de Hurtado
(2001) como las de adaptacion, ampliacion, amplificacion, calco, comprension, creacién

discursiva y compensacion:

Adaptacion: se reemplaza un elemento cultural por otro de la cultura receptora.
Ampliacién: se afiaden elementos linguisticos. Se utiliza en interpretacién consecutiva y
doblaje. Amplificacion: se introduce precisiones no formuladas en el texto. Calco: Se
introduce literalmente una palabra o sintagma extranjero: Puede ser léxico y estructural.
Comprension: se sintetizan elementos linguisticos, se utiliza en interpretacion simultanea
y subtitulacion. Creacion discursiva: se establece una equivalencia efimera, totalmente
imprescindible fuera de contexto. Compensacion: se introduce en otro lugar de texto un
elemento de informacion que no se puede reflejar en el mismo sitio en que esta situado en

el texto original. (Hurtado, 2001, p. 256)

Para Hurtado (1996) la traduccidon es una habilidad que permite resolver un problema a partir del
uso de ciertas subcompetencias, la primera, una competencia relacionada con la capacidad de
expresion (en este caso textual) en dos lenguas que implica, una competencia de comprension en
la lengua de partida, a la competencia de expresion en la lengua de llegada; una competencia
extralinguistica que implica un conocimiento enciclopédico, cultural o tematico; una competencia
traslatoria o de transferencia, en cuanto implica saber comprender el texto original para lograr re
expresarlo en la lengua de llegada, de acuerdo a la finalidad que se plantee con la traduccién como
técnica y las caracteristicas del destinatario y una competencia profesional que implica saber
documentarse respecto al tema que se plantea, para lograr observar de manera critica los

contenidos y asi mismo expresarlos en un segundo idioma con claridad.
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Segun Espi (2015) el ejercicio de traduccién se deriva de un encargo, el cual debe declarar el
proposito del texto de llegada, que, a la luz del presente documento, implica revisar las ideas
centrales de los dos documentos objeto de traduccion, alrededor del problema de la introduccién

temprana del &lgebra en la escuela.

De acuerdo con lo descrito anteriormente, para el desarrollo de este trabajo nos identificamos con
el método de traduccion literal de (Hurtado, 2001), el cual se centra en aspectos propios de los
elementos linglisticos del texto original como las palabras, las frases, la morfologia, la sintaxis,
entre otros. Esto con el fin de lograr hacer una traduccion precisa y en sintonia con los articulos

originales.
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3. Capitulo 3. Metodologia

La realizacion del presente documento de investigacion, que tiene como objetivo Identificar los
argumentos que favorecen la introduccion del &lgebra temprana desde una versién en espafiol
castellano de dos articulos sometidos a la técnica de traduccion comentada, se considera un trabajo
alineado al enfoque cualitativo estrictamente, correspondiente con el método de investigacion de
traduccion comentada, y a su vez se recurre como marco de referencia a la metodologia de
traduccion planteada en el trabajo de Hurtado (2001), que la ve como un acto comunicativo que
busca plasmar las intenciones comunicativas de los productos de traduccion, teniendo en cuenta
que cada lengua las expresa de una manera diferente y considerando las necesidades de los

destinatarios.

Para la realizacion de la traduccion comentada, se acude inicialmente al método de traduccion
literal, método centrado en la reconversion de los elementos linglisticos del texto original,
traduciendo palabra por palabra, sintagma por sintagma o frase por frase, respetando la morfologia,
la sintaxis y/o la significacion del texto original (Hurtado, 2001). El objetivo de utilizar este
método literal es el de reproducir el sistema lingiistico de partida de los articulos: Arithmetic and
Algebra in Early Mathematics Education y The Progressive Development of Early Embodied

Algebraic Thinking.

Una vez obtenida la traduccidn literal de los dos articulos objeto de analisis, se procede a clasificar
los argumentos que, desde los dos articulos traducidos, se proponen para favorecer la introduccion

del algebra temprana en los curriculos de matematicas.
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Posteriormente, con el fin de Identificar los principales acuerdos y disensos respecto a la
importancia de la introduccién temprana del algebra en los estudiantes, a partir de la traduccion de
los articulos, se propone extraer de los documentos las ideas mas relevantes con sus respectivos
argumentos, para ser presentadas a modo de acuerdos y disensos evidenciados en la lectura
detallada de dichos documentos. Estos argumentos estaran dirigidos a docentes de matematicas o

de otras areas, que guarden interés por la introduccién temprana del algebra.

Finalmente, estos argumentos seran relacionados y apoyados con posturas teoricas desde la
Educacion Matematica, dejando clara la importancia de la introduccion del algebra temprana en la

escuela.
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4. Capitulo 4. Traduccion comentada

4.1. Argumentos que defienden la introduccion temprana del &lgebra en los estudiantes a
partir de los articulos: arithmetic and algebra in early mathematics education y the

progressive development of early embodied algebraic thinking

Con el fin de agrupar las diferentes ideas que tanto Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) como
Radford (2013) utilizan como argumentos, se ha sometido a una lectura detallada de ambos
documentos, con el fin de extraer los principales aportes y a partir de ellos disponerlos en
categorias que permitieran exponerlos a modo de acuerdos y disensos en el siguiente apartado. Por

ahora, en el presente apartado se propone identificar dichos argumentos a modo general.

Los argumentos dispuestos en los dos articulos, fueron agrupados asi:

e Argumentos histéricos

e Argumentos que citan a la institucionalidad

e Argumentos concernientes a los retos curriculares que se derivan de introducir el algebra
tempranamente.

e Argumentos en relacion con la transicion de la aritmética al algebra

e Argumentos desde el aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes como posible
limitacion en el aprendizaje del algebra

e Argumentos desde la idea de una propuesta puente o transitoria

e Argumentos intrinsecamente objetivos de la aritmética y el algebra

e Argumentos empiricos
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e Argumentos correspondientes a la introduccion del algebra desde la educacion primaria.

La organizacién de cada uno de ellos y la exposicidn de sus acuerdos o disensos, no implica una
organizacion jerarquica o similar. Cada uno de los anteriores puede significar un acuerdo entre los
dos articulos en tanto ambos autores los mencionan, y otros pueden representar un disenso, en

tanto solo es mencionado en uno de los dos articulos que hemos tomado para traducir y comentar.

Los argumentos historicos, son los que dan a entender que a través de la historia se ha tenido una
errada concepcion de la ensefianza del algebra y la aritmética y que se deben cambiar esas
concepciones erréneas, aportando asi a la idea de introducir tempranamente el algebra y ayudar a

eliminar las brechas que condicionan las practicas del docente.

Respecto a los argumentos que citan a la institucionalidad, nuevamente Carraher, Schliemann,
y Brizuela (2006) hacen énfasis en organismos como el Consejo Nacional de Profesores de
Matematicas [NCTM] y la comision especial de la Corporacion RAND que, en el contexto
estadounidense, han defendido la idea de integrar al algebra en el plan de estudios de la educacion

primaria.

Los argumentos concernientes a los retos curriculares que se derivan de introducir el algebra
tempranamente constituyen una razon muy importante para introducir tempranamente el algebra
en la escuela ya que estos se refieren a los cambios que debe asumir el curriculo como iniciativa
para que los educadores acepten y vean este objetivo como una guia que hay que seguir

necesariamente.

Los argumentos en relacion con la transicion de la aritmética al algebra, por el lado de

Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), defienden la idea del algebra como una aritmética
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generalizada de nimeros y cantidades que se expresa principalmente en las funciones, la relacion
numeérica de valores, entre otros. Por otro lado, en cuanto al trabajo de Radford (2013), se considera
un problema conceptual propio de la ciencia, desde el cual se han agrupado ciertos conocimientos

como el de los patrones a la aritmética, cuando en realidad pertenecen al algebra como disciplina.

En cuanto a los argumentos centrados en el aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes
como posible limitacién en el aprendizaje del algebra Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006)
critican el supuesto de que el pensamiento aritmético evoluciona muy lentamente desde procesos
concretos hacia un pensamiento algebraico méas abstracto, de tal forma que la supuesto brecha
cognitiva que le impide al estudiante adquirir conocimientos tempranos en algebra es equivocada.
Radford (2013) por su parte, coincide en este argumento, pero en su caso culpa al propio sistema
educativo que observa al estudiante como un sujeto estrictamente cognitivo, ignorando con esto
que el contexto sociocultural que habita el estudiante influye de manera determinante en su

respuesta al proceso educativo.

Aparecen también argumentos que discuten la idea de una propuesta puente o transitoria, en
este caso Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), critican el supuesto transito que actualmente
condiciona los contenidos curriculares, también se identificaron argumentos intrinsecamente
objetivos de la aritmética y el algebra en ambos articulos. En este caso, Carraher, Schliemann, y
Brizuela (2006), defienden la idea de un caracter inherentemente algebraico en la aritmética,
mientras que Radford (2013) plantea la necesidad de identificar el punto de distincion entre

aritmética y algebra.
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Adicionalmente en términos de los argumentos empiricos, Carraher, Schliemann, y Brizuela
(2006) recurre a una recoleccién de antecedentes que retratan hallazgos de investigacion desde
1969 hasta 2001, los cuales dan cuenta de una contradiccion a las supuestas limitaciones de los
estudiantes de cara al algebra en términos de edad temprana no eran correctas, tales antecedentes
son complementados con su propio estudio de aula en un estudio longitudinal con 69 estudiantes,
de manera similar en el trabajo de Radford (2013), también se hace referencia a antecedentes que

demuestran que el pensamiento algebraico puede exponerse a los estudiantes jovenes.

Finalmente, los autores defienden argumentos correspondientes a la introduccion del algebra
desde la educacion primaria, Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) mencionan que existe una
tension en los maestros, provocada por un caracter de desconexion curricular y dan a entender que
el hecho de solucionar estas tensiones seria un aporte importante para la introduccion temprana
del algebra. Por su parte Radford (2013) hace un acercamiento a las estrategias didacticas
dispuestas por el maestro para reducir las tensiones de las que dan cuenta Carraher, Schliemann, y
Brizuela (2006), en este caso, se menciona también la influencia del contexto sociocultural como

determinante del proceso de educacion.

En el siguiente capitulo se retomaran cada una de estas categorias, para demostrar los puntos de

acuerdo y disensos entre ambos trabajos.

4.2. Principales acuerdos y disensos respecto a la importancia de la introduccion temprana

del &lgebra en los estudiantes, a partir de la traduccion de los articulos: arithmetic and
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algebra in early mathematics education y the progressive development of early embodied

algebraic thinking

En el presente capitulo se exponen los comentarios en razon de las categorias anteriormente
planteadas, pero exponiendo separadamente los puntos en los que acuerdan los dos articulos, y
aquellos en donde se distancian. Los principales acuerdos se ubican en las categorias de analisis
de los argumentos en relacion con la transicién de la aritmética al algebra, argumentos desde el
aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jévenes como posible limitacion en el aprendizaje del
algebra, argumentos desde el caracter eminentemente algebraico de la aritmética, argumentos
empiricos y argumentos correspondientes a la introduccion del algebra desde la educacion
primaria. Los principales disensos estan relacionados con los argumentos historicos, los
argumentos que citan a la institucionalidad, los argumentos concernientes a los retos curriculares
que se derivan de introducir el algebra tempranamente y los argumentos que defienden la idea de

una propuesta puente o transitoria.

4.2.1. Principales acuerdos respecto a la importancia de la introduccion temprana del
algebra en los estudiantes, a partir de la traduccion de los articulos: arithmetic and
algebra in early mathematics education y the progressive development of early

embodied algebraic thinking

Los principales acuerdos dan cuenta de argumentos que tanto Carraher, Schliemann, y Brizuela
(2006) como Radford (2013) coinciden en mencionar en sus articulos, por lo que representan un
punto de coincidencia importante, que adicionalmente se complementa en cada caso con literatura

cientifica que vinculan a modo de antecedentes en ambas investigaciones. Estos puntos de acuerdo
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se ubican en las categorias de analisis argumentos propios de la matematica como ciencia,
argumentos desde el aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes como posible limitacién
en el aprendizaje del algebra, argumentos desde el caracter eminentemente algebraico de la

aritmética, argumentos empiricos y argumentos desde la praxis del maestro.

4.2.1.1. Argumentos en relacion con la transicion de la aritmética al &lgebra

Por su parte, Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), hacen referencia a algunos argumentos que,
desde la matematica como ciencia, defienden la idea del &lgebra inicial, al respecto refieren que el
algebra no es otra cosa que una aritmética generalizada de nimeros y cantidades en la que el

concepto de funcion asume un papel fundamental

(...) la generalizacion se encuentra en el corazén del razonamiento algebraico, las
operaciones aritméticas pueden verse como funciones y la notacion algebraica puede apoyar
el razonamiento matematico incluso entre estudiantes jovenes. (Carraher, Schliemann, &

Brizuela, 2006)

También se hace mencion al papel de las funciones en el algebra, refiriendo que la relacién
numérica de valores, al tener una relacion de dependencia (que implica que, si se tienen dos
cantidades o valores numéricos distintos, el primero va a depender siempre del segundo), justifica
un conocimiento que debiera ser integrado en el proceso de ensefianza de la matematica desde los
primeros afios, incluso cuando el nifio o nifia se somete a procesos como lo son las operaciones

basicas iniciales.

Las funciones han recibido merecidamente un énfasis creciente en la teorizacion, la
investigacion y los planes de estudio de la escuela media y secundaria (p. Ej., Dubinsky y

Harel, 1992; Schwartz y Yerushalmy, 1992; Yerushalmy y Schwartz, 1993). Proponemos
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que otorgar a las funciones un papel importante en el plan de estudios de matematicas
elementales ayudara a facilitar la integracion del algebra en el plan de estudios existente. La
clave de nuestra propuesta es la nocion de que las operaciones de suma, resta, multiplicacion
y division pueden tratarse desde el principio como funciones (Carraher, Schliemann, &

Brizuela, 2006).

Un argumento dispuesto en el trabajo de Radford (2013) justifica la introduccion temprana al
algebra por problemas conceptuales propios de la ciencia matematica, en su caso citando la
concepcion del estudio de patrones como tematica principal de la introduccion del estudiante al

algebra.

Déjame dar un ejemplo. En el Curriculo de Matematicas de Ontario, se supone que los
profesores introducen a sus alumnos en el algebra, recurriendo en particular al estudio de
patrones, a través de la investigacion de secuencias y su generalizacion. Una expectativa
especifica en los grados 1, 2 y 3 establece que los estudiantes deben identificar, describir y
ampliar los patrones. En el quinto grado se les pide que predigan un término remoto
especifico de la secuencia. Ahora bien, ¢describir y extender secuencias y predecir términos
remotos son realmente procesos algebraicos o son aritmeéticos? ¢Qué harian estos procesos
algebraicos? ¢Cudles serian los conceptos algebraicos requeridos en ese tipo de tareas? Al

evadir estas preguntas, podemos terminar trivializando las cosas (Radford, 2013).

Ante lo anterior, se discute si los patrones corresponden con un elemento propio del algebra o0 mas
bien de la aritmética, inclinandose a este Ultimo, y a partir de ello deduciendo que algunos de los

conceptos que supuestamente se deben aprender en un grado superior por ser considerados propios
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del algebra, son realmente conceptos propios de la aritmética que, por tanto, deberian ser

aprendidos por los estudiantes en edad temprana.

Encontrar estas diferencias, quiero argumentar, es importante desde un punto de vista
educativo. De lo contrario, podriamos estar ensefiando aritmética mientras pensamos que
estamos ensefiando algebra. Al hacerlo, podriamos estar fallando en la promocidn de formas
elementales genuinas de pensamiento algebraico en los estudiantes. Es por esto que la
distincion entre aritmética y algebra es una tarea que no puede descartarse en las primeras

investigaciones del algebra (Radford, 2013).

Con lo anterior, Radford (2013) pretende demostrar que la aritmética y el algebra guardan una
conexion natural, es decir, que hay algo inherentemente aritmético en el algebra y algo
inherentemente algebraico en la aritmética, por lo que una de las primeras metas en su estudio, es

la de revelar cuales son los aspectos que distancian a una y otra disciplina.

Segun Butto y Rojano (2004) la transicion de la aritmética al algebra es un paso importante para
llegar a ideas mas complejas dentro de la ensefianza de la matematica, coincide con Radford (2013)
en cuanto a que existen problemas conceptuales que dificultan el paso, principalmente porque el
contenido matematico se conecta conceptual e histéricamente a la idea de variacion funcional,
precisamente por ello es que en su propuesta utiliza la percepcidn visual intuitiva y diferentes
contextos (numéricos y geomeétricos) para relacionarlos con los conceptos algebraicos. La lucha
por el entendimiento temprano de algunos conceptos matematicos, es un asunto clave en el trabajo

del autor.
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Butto y Rojano (2004) no solo coinciden con Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) en cuanto
a que en la primaria se ha ensefiado la aritmética por lo general sin establecer vinculos con otros
temas matematicos del curriculo, sino que también dan a entender que la aritmética tiene un
caracter inherentemente algebraico y no necesariamente debe ser vista como un dominio

claramente distinto del algebra.

Por otro lado, en el trabajo de Serres (2011), se cree que la conceptualizacion del algebra escolar
esta relacionada con distintos factores, entre estos su relacion con la aritmética y la definicion de
la misma como una aritmética generalizada. Los problemas conceptuales derivan en ciertas
dificultades para comprender los cambios de significado de los simbolos de la aritmética al lgebra,

este autor menciona que algunos de estos, solo tienen lugar en afios académicos avanzados.

4.2.1.2. Argumentos desde el aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes como posible

limitacion en el aprendizaje del algebra

Por su parte, en el articulo de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), se discute respecto a las
supuestas limitaciones de los estudiantes de cara al algebra, desde las cuales se justifica el transito
entre aritmética y algebra, dada una inexistente preparacion previa o ciertas limitaciones del
desarrollo del estudiante que le impedirian adquirir un conocimiento que se supone avanzado,

especialmente en términos de edad.

(...) uno naturalmente se pregunta si esto se debe a limitaciones del desarrollo o si los
estudiantes simplemente no han logrado la preparacion necesaria. Las limitaciones del

desarrollo son impedimentos para el aprendizaje que supuestamente estan vinculados a
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estructuras mentales, esquemas y mecanismos generales de procesamiento de informacion

insuficientemente desarrollados (Carraher, Schliemann, & Brizuela, 2006).

Al respecto, en el articulo de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) se reconocen varios avances
investigativos que defienden la idea de una posible limitacion en términos de desarrollo, ideas
apoyadas en el supuesto de que el pensamiento aritmético evoluciona muy lentamente desde
procesos concretos hacia un pensamiento algebraico mas abstracto, y que por tanto, existe un tipo
de brecha cognitiva que separa a un tipo de pensamiento del otro, en suma, son trabajos que han
considerado como argumento a la actual separacion entre aritmética y algebra, a una supuesta

incapacidad de los estudiantes para operar espontaneamente con o sobre lo desconocido.

Por su parte, Radford (2013) confirma que el pensamiento aritmético ha sido asumido como un
requisito previo para el surgimiento y desarrollo del pensamiento algebraico, dando cuenta que tal

lineamiento orientador impide una introduccion al algebra en los primeros grados.

Por un lado, no mencioné aqui otras partes del encuentro de los estudiantes con el algebra
que incluyen un trabajo sobre tablas ... y una parte muy grande que trata sobre ecuaciones.
Limité mi explicacion a patrones o la generalizacion de secuencias de figuras... Por otro lado,
no inclui aqui, al menos no de manera explicita, un aspecto crucial del desarrollo del
pensamiento matematico de los estudiantes, a saber, el que trata cuestiones de subjetividad
y agencia. Como bien argument6 Valero (2004), la investigacion en educacion matematica

ha reducido en gran medida al estudiante a un sujeto cognitivo (Radford, 2013).

En términos del aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes como posible limitacion en el

aprendizaje del algebra, tal presuncion procede segun Radford (2013), del enfoque como
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tradicionalmente ha sido abordado este problema por la investigacion cientifica, limitando al
Estudiante a una condicion de sujeto cognitivo, lo cual ignora otras condiciones como lo son las
de sujeto social y cultural tal como lo propone de manera general el trabajo de Vygotsky, Radford
(2013) asegura que trabajar al estudiante desde el enfoque cognitivo resulta mucho mas simple
para el investigador, dado que el sujeto socio cultural de Vygotsky implica un problema alin mas
complicado de conceptualizar e investigar, ademas un problema de investigacion cuyos hallazgos
seran mucho menos generales de lo que pretende una investigacién alineada al paradigma
positivista. Sin embargo, su observacion realizada entre los afios 1998 a 2006 siguiendo varias
cohortes de estudiantes desde el séptimo grado hasta el final de la escuela secundaria, dio cuenta
de una apropiacion temprana del algebra en contextos educativos que se alejaban de posturas

tradicionales en referencia al sujeto cognitivo.

Una postura complementaria a este argumento basado en la capacidad cognitiva del estudiante es
la de Vergel y Rojas (2018), en donde se propone que lo cognitivo no deberia ser tomado como
argumento inhibidor de dicho aprendizaje temprano, dado que el aprendizaje de las matematicas
es esencialmente una actividad semidtica, en este sentido, la preocupacion de los docentes se

orienta a facilitarles la comprension del sentido semiotico de la matematica.

Para Vergel (2016), el problema radica en observar a un estudiante estrictamente cognitivo,
ignorando las aproximaciones socioculturales y antropoldgicas que lo entienden como individuo
contextual, cultural, concreto, cuya formulacion de proyectos, modos de pensar y de actuar, y su
produccidn de significados s6lo tiene razon de ser en el interior de la cultura y sus instituciones,
lo anterior justifica la idea de sujetos semioticos que bajo todas las circunstancias de la vida,

colocan al estudiante (y a cualquier ser humano) como constructor activo de significado.
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Al respecto, Callejo y colaboradores (2016) hacen referencia a la teoria de la objetivacion desde
la cual el individuo no solo se considera como un sujeto pensante sino como un sujeto que Vive,
piensa y actla en el marco de una cultura, y de la premisa de que la base de la cognicion se
encuentra en la praxis social, entendida esta praxis como una actividad humana sensitiva y
concreta, de tal forma, que la dificultad que tienen los jévenes para asumir el &lgebra, procede
directamente de un distanciamiento obligado de estos mismos a dicho conocimiento, en un
momento en el que estaban empezando a reconocer elementos propios de la aritmética,

distanciandolos del algebra.

Por otro lado, Vergel y Rojas (2018) defienden la idea que la introduccion temprana del Algebra
se apoya en una idea procedente del trabajo de Vygotsky, desde la cual se comprende que el marco
del nifio es puramente situacional, en donde la palabra esta vinculada a algo concreto, mientras
que el marco del adulto es estrictamente conceptual, lo cual hace mas dificil que el conocimiento

algebraico sea apropiado en una edad mayor, y mucho mas carente de contexto.

Finalmente se puede decir que ambos autores coinciden en que existe una supuesta brecha
cognitiva que evita que los estudiantes obtengan conocimientos algebraicos tempranamente y que
esto es provocado por la manera como se ve al estudiante, ignorando su contexto social y cultural

el cual es determinante en los procesos de aprendizaje.

4.2.1.3. Argumentos intrinsecamente objetivos de la aritmética y el algebra

Uno de los principales argumentos que se exponen en los articulos, esta relacionado con el caracter
eminentemente algebraico de la aritmética, al respecto Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006),

sugieren que la aritmética tiene un caracter inherentemente algebraico por lo que los conceptos
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algebraicos y la notacion deberian considerarse como parte integral de las matematicas

elementales.

Estamos sugiriendo que la aritmética tiene un caracter inherentemente algebraico en el
sentido de que se refiere a casos y estructuras generales que pueden capturarse sucintamente
en notacion algebraica. Podriamos argumentar que el significado algebraico de las
operaciones aritméticas no es una "guinda del pastel" opcional, sino mas bien un ingrediente
esencial. En este sentido, creemos que los conceptos algebraicos y la notacion deben
considerarse parte integral de las matematicas elementales (Carraher, Schliemann, &

Brizuela, 2006).

En el caso de Radford (2013), una de sus principales hipdtesis se centra en la necesidad de
encontrar el punto de distincion entre aritmética y algebra. Reconoce que en la literatura es
habitual encontrar que el uso de letras en algebra es la condicion necesaria para demostrar un
pensamiento algebraico y eso no es cierto, dado que muchos de los problemas expresados con

incdgnitas, ha demostrado un tratamiento resolutorio desde la aritmética, no desde el algebra.

Para operar sobre lo desconocido, o sobre cantidades indeterminadas en general (por
ejemplo, variables, parametros), uno tiene que pensar analiticamente. Es decir, hay que
considerar las cantidades indeterminadas como si fueran algo conocido, como si fueran
nameros especificos. Desde un punto de vista genético, esta forma de pensar analiticamente;
donde los nimeros desconocidos se tratan a la par con los nUmeros conocidos, distingue la
aritmética del algebra. Una consecuencia de esta diferencia entre aritmética y algebra es la
siguiente: por la naturaleza del algebra analitica, las férmulas en algebra se deducen (de la

misma manera que las soluciones se deducen al resolver ecuaciones). No advertir esta
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caracteristica analitica central del algebra puede llevarnos a pensar que la produccion de
formulas en patrones (independientemente de cdmo se produjeron) es un sintoma del

pensamiento algebraico (Radford, 2013).

Dado lo anterior, Radford (2013) reconoce que el uso de letras en algebra, asi como el uso de
notaciones o el uso de variables o nimeros indeterminados, no es una condicién necesaria ni
suficiente para pensar algebraicamente. Por tal razon, en su trabajo se concluye que hay tres

condiciones que caracterizan el pensamiento algebraico.

(1) indeterminacion: el problema involucra nimeros desconocidos (incognitas, variables,

parametros, etc.);

(2) denotacion: los numeros indeterminados involucrados en el problema tienen que ser
nombrados o simbolizados. Ahora bien, esta simbolizacion se puede lograr de varias formas.
Se pueden utilizar signos alfanuméricos, pero no necesariamente. La denotacion de
cantidades indeterminadas también se puede simbolizar a través del lenguaje natural, gestos,

signos no convencionales o incluso una mezcla de estos;

(3) analiticidad: las cantidades indeterminadas se tratan como si fueran nimeros conocidos.
Es decir, aunque no se conocen, se parte de las cantidades indeterminadas y se opera con
ellas (es decir, se las suma, se resta, se multiplica, se divide) como si se las conociera: esto

es lo que significa analidad (Radford, 2013).

A la par de lo anterior, en el trabajo realizado por Radford (2013), sus argumentos no defienden la
idea de un caracter eminentemente algebraico inmerso en la aritmética, mas bien se ocupan de

encontrar el punto en que ambas disciplinas toman distancia.
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Respecto al caracter eminentemente algebraico de la aritmética, Vergel y Rojas (2018) propone
la idea de pensamiento relacional, el cual implica considerar las expresiones aritméticas y
ecuaciones en su totalidad, asi mismo, promover el uso de las propiedades fundamentales de las
operaciones aritméticas para relacionar o transformar sus expresiones, los autores llaman a esta
postura como crear un eslabdn entre el pensamiento aritmético y el pensamiento algebraico como
estrategia de mejora de la ensefianza del algebra escolar. Vergel y Rojas (2018) por ejemplo, no
encuentran una razén para separar dichos conocimientos, incluso aseguran que las posibles

rupturas entre estos dos campos obedecen mas a hechos sociales y culturales.

4.2.1.4. Argumentos empiricos

Con el fin de demostrar que las supuestas limitaciones de los estudiantes de cara al algebra en
términos de edad temprana no eran correctas, Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) citaron
diversos estudios de aula que, a pesar de haber sido realizados en diferentes momentos historicos
desde 1969 hasta 2001, tuvieron un impacto significativo en la educacion matematica relacionado

directamente con el algebra temprana.

Los estudios en el aula realizados por el equipo de Davydov (ver Bodanskii, 1969/1991;
Davydov, 1969/1991) muestran que los nifios rusos que recibieron instruccion en
representacion algebraica de problemas verbales de los grados 1 a 4 se desempefiaron mejor
que sus compafieros de control durante los afios escolares posteriores y mostraron mejores
resultados en la resolucion de problemas algebraicos en comparacion con los estudiantes de
sexto y séptimo grado en programas tradicionales de 5 afios de aritmética seguidos de
instruccion de algebra desde el grado 6. Otros resultados prometedores sobre el trabajo en

ecuaciones provienen de estudios de entrevistas en Brasil. Brito Lima y da Rocha Falcéo
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(1997) encontraron que los nifios brasilefios de primero a sexto grado pueden desarrollar
representaciones escritas para problemas algebraicos y, con la ayuda del entrevistador,
resolver problemas de ecuaciones lineales usando diferentes estrategias de solucion.

(Carraher, Schliemann, & Brizuela, 2006, p. 92)

Estos estudios corresponden con trabajos de aula realizados en diferentes poblaciones estudiantiles
de primero y hasta quinto grado, demostraron que las supuestas limitaciones de los estudiantes de
cara al algebra eran equivocas, y que por el contrario se habria comprobado que los nifios que
recibieron instruccién en representacion algebraica de problemas mostraron mejores resultados en
la resolucién de problemas algebraicos en comparacion con los estudiantes de aritmetica que no

veian algebra sino hasta el grado sexto.

Carpenter y Franke (2001) y Carpenter y Levi (2000) demostraron que los nifios bastante
pequefios que participaron en actividades en el aula que exploran las relaciones matematicas
pueden comprender, por ejemplo, que "a + b - b = a" para cualquier namero a y b. Schifter
(1999) describio ejemplos convincentes de razonamiento algebraico implicito vy
generalizaciones de nifios de escuela primaria en aulas donde el razonamiento sobre
relaciones matematicas es el centro de la instruccion. Blanton y Kaput (2000) mostraron que
los alumnos de tercer grado hacian generalizaciones sélidas mientras discutian las
operaciones en nimeros pares e impares Yy los consideraban como marcadores de posicién o

como variables.

Otro conjunto de estudios examind las generalizaciones de los nifios pequefios y su

comprension de las variables y funciones. Davis (1971-1972) y sus colegas del Proyecto
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Madison desarrollaron una serie de actividades en el aula que podrian utilizarse e introducir,
entre otras cosas, conceptos y notacién para variables, coordenadas cartesianas y funciones
en la escuela primaria y secundaria. Estas tareas se pusieron a prueba con éxito en los grados
5a9y, como enfatiz6 Davis, muchas de las actividades son apropiadas para los nifios a partir
del grado 2 en adelante. En un estudio previo de intervencién en el aula, encontramos que,
dados los desafios adecuados, los estudiantes de tercer grado pueden participar en el
razonamiento algebraico y trabajar con tablas de funciones, utilizando la notacion algebraica
para representar relaciones funcionales (Brizuela, 2004; Brizuela & Lara-Roth, 2001;
Brizuela, Carraher y Schliemann, 2000; Carraher, Brizuela y Schliemann, 2000; Carraher,
Schliemann y Brizuela, 2000; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2001, en prensa;
Schliemann, Goodrow y Lara-Roth, 2001) . Se ha encontrado evidencia de razonamiento
algebraico incluso entre estudiantes de primer y segundo grado que participaron en
actividades de algebra temprana inspiradas en el trabajo de Davydov (1975/1991)
(Dougherty, 2003; Smith, 2000). Mas recientemente, encontramos (Brizuela & Schliemann,
2004) que los estudiantes de cuarto grado (de 9 a 10 afios) que participaron en nuestras
actividades de Algebra Temprana pueden usar la notacion algebraica para resolver

problemas de naturaleza algebraica (Carraher, Schliemann, & Brizuela, 2006).

Los antecedentes identificados por los autores, serian comprobados desde su propio estudio de
aula un estudio longitudinal con 69 estudiantes provenientes de una comunidad multiétnica (75%
latinos) en el area del Gran Boston, en cuatro aulas, desde el grado 2 al 4, estudiantes expuestos a

un proceso de ensefianza de las relaciones algebraicas y la notacion.
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Finalmente, en el estudio de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) se demostré que las
actividades documentadas en su estudio de aula, correspondian con un dominio del algebra, aun
cuando los problemas habian sido resueltos mediante procedimientos alternativos, o si bien no
aplicaron el sentido tradicional para despejar una incégnita irrespetando las reglas sintacticas, no
pudo ignorar que incluyeron letras para representar variables, utilizaron expresiones algebraicas
para representar funciones, utilizaron el conocimiento sobre los cambios en las cantidades para
formular nuevas expresiones algebraicas, entendieron las relaciones; las cantidades,
comprendieron las relaciones funcionales entre cantidades indeterminadas; trabajaron variables a
la vez que mantuvieron una relacion invariante entre ellas, lo cual les permitié concluir los

estudiantes estaban trabajando con funciones.

En términos de lo empirico, una de las dos preguntas que se plantea en el trabajo de Radford
(2013), corresponde con, si las formas incorporadas de pensamiento algebraico ya evidenciadas

en adolescentes en investigaciones previas, podrian hacerse accesibles a los estudiantes jovenes.

En este articulo, me ocupo de dos preguntas de investigacion. La primera gira en torno a si
las formas incorporadas de pensamiento algebraico ya evidenciadas en adolescentes en
investigaciones previas, pueden hacerse accesibles a los estudiantes jovenes. Como
argumentaré, los estudiantes pueden pensar eficazmente algebraicamente a una edad
temprana. Sin embargo, necesitamos reconocer formas no tradicionales de pensamiento
algebraico, es decir, formas de pensamiento algebraico que no se basan necesariamente en

el simbolismo alfanumérico (Radford, 2013).
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En términos de argumentos empiricos que apoyen la idea de una introduccién temprana del
algebra, Vergel y Rojas (2018) hacen un llamado a revisar los avances de la investigacion en
didéctica de las matematicas, dado que esta consigna apuesta especificas a problemas concretos
de poblaciones de estudiantes. La didactica termina siendo segun ellos, una muestra real y aplicada
en términos de secuencias o situaciones didacticas, para demostrar la comprension y explicacion

de los procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra en grados iniciales.

4.2.1.5. Argumentos correspondientes a la introduccion del algebra desde la educacion

primaria
Otro de los argumentos que defienden Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) esta relacionado
con la practica del docente, y las posibles tensiones que ellos deben sortear al momento de ensefiar
matematicas, todo esto debido a la desconexidn que a nivel curricular se evidencia entre aritmética
y algebra. Esta desconexidn, termina por sesgar el proceso de ensefianza del docente, a un
curriculo malinterpretado histéricamente, que a su vez le imposibilita hacer mencion a letras desde

un enfoque matematico en los primeros afios de vida del estudiante.

En la escuela primaria, los maestros pueden enfocarse en operaciones numeéricas, fluidez
computacional y problemas de palabras que involucran valores particulares. S6lo mas tarde
se utilizan letras para representar cualquier nimero o conjuntos de numeros. No es
sorprendente que una demarcacién tan marcada lleve a una tension considerable a lo largo

de la frontera de la aritmética y el algebra (Carraher, Schliemann, & Brizuela, 2006).

Por su parte, en el trabajo de Radford (2013) se presenta un acercamiento a la praxis del maestro

al hacer referencia al aprendizaje contextualizado sociocultural propuesto por Vygotsky, al tiempo
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que se destaca otro elemento fundamental para la introduccion temprana del Algebra en los

estudiantes, el asunto de la didactica.

Vygotsky (1994) argumentd enérgicamente que el desarrollo solo puede entenderse si
tomamos en consideracion la manera en que el estudiante estd experimentando
emocionalmente el mundo. La experiencia emocional [perezhivanie] segun sostuvo el
psicélogo ruso en una conferencia pronunciada al final de su vida, es el vinculo entre el
sujeto y su entorno, entre el sujeto siempre cambiante (el ser perpetuo en proceso de devenir)
y su entorno social siempre en movimiento conceptual, politico e ideoldgico (Radford,

2013).

Vergel (2014) coincide con el trabajo de Radford (2013) en cuanto a que el pensamiento se puede
desarrollar en la Zona de Desarrollo Proximo (ZDP) a través de la interaccion verbal de maestros

y alumnos y de los alumnos entre si.

En suma, las practicas del docente son un aspecto débilmente abordado en ambos estudios, y se
consideran a la luz de los autores de la presente traduccién comentada como un vacio pendiente
por abordar, dado que los ejercicios que presenta cada uno en sus trabajos de aula, representan una
notable importancia de las estrategias didacticas en el proceso de aprendizaje temprano del algebra,
sin embargo, en términos concretos no se habla de su valor fundamental en el proceso de formacion

en ambas disciplinas, aritmética y algebra.

4.2.2. Principales disensos respecto a la importancia de la introduccion temprana del

algebra en los estudiantes, a partir de la traduccién de los articulos: arithmetic and
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algebra in early mathematics education y the progressive development of early
embodied algebraic thinking

Los principales disensos estan relacionados con argumentos que se presentan solo en uno de los
dos articulos, por lo que podria considerarse que los documentos hacen énfasis en perspectivas
diferentes que no necesariamente son contradictorias. Al respecto debe referirse que el disenso
para este caso, no representa propiamente una contradiccién entre los dos autores, sino mas bien
una argumentacion desde perspectivas distintas, que incluso podrian llegarse a complementar. En
suma, la referencia a disensos para la presente investigacion, representa mas bien consideraciones

desde posturas distintas.

4.2.2.1.  Argumentos historicos

El trabajo de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), hacen mencidn a las razones historicas por
las que el Algebra ha adquirido un lugar posterior al de la aritmética, una cierta percepcion que
coloca a la aritmética y al algebra en lugares jerarquicamente distintos, lo cual es considerado por

los autores como una interpretacion equivoca de la realidad historica.

El hecho de que el algebra haya surgido historicamente después, y como una generalizacion
de la aritmética, sugiere a muchas personas que el algebra debe seguir a la aritmética en el
plan de estudios. Por muy obvia que pueda parecer esta afirmacion, creemos que existen

buenas razones para pensar lo contrario (Carraher, Schliemann, & Brizuela, 2006).

Los autores confirman que esta equivocada interpretacion de la historia, ha influido en un curriculo
escolar que termina por determinar que primero se ensefia aritmética y luego después el algebra,

siendo esto un equivoco por errada interpretacion historica.
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Frente al andlisis historico y la evidencia empirica, seria facil concluir que los estudiantes
enfrentan un viaje largo y dificil hacia el algebra. Sin embargo, la historia puede ser
engafiosa... Los desarrollos historicos de las matematicas son importantes para comprender
los dilemas y las dificultades que pueden encontrar los estudiantes. Pero decidir si ciertas
ideas y métodos del algebra estan al alcance de los estudiantes jovenes requiere estudios
empiricos con estudiantes jovenes que han tenido acceso a actividades y desafios que
involucran el razonamiento algebraico y la representacion algebraica. Como ha sugerido
Booth (1988), las dificultades de los estudiantes con el algebra pueden deberse a las formas
limitadas en que se les ensefi0 sobre aritmética y matematicas elementales (Carraher,

Schliemann, & Brizuela, 2006).

Por consiguiente, Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006) proponen la necesidad de reexaminar
los supuestos sobre las capacidades de los estudiantes jovenes, estos autores indican que los
trabajos que en la historia han defendido dicha idea, lo han hecho a partir de apuestas tedricas,
ignorando con esto que es desde ejercicios empiricos sobre poblaciones de estudiantes especificas,
donde a partir de las diferentes propuestas didacticas se pone a prueba la capacidad cognitiva de

los estudiantes para asumir la comprension del algebra tempranamente.

4.2.2.2. Argumentos que citan a la institucionalidad

Dentro de los argumentos que defienden la introduccion temprana del Algebra en los estudiantes,
estan los relacionados con la criticas que se han venido derivando desde organismos ligados a la
educacion en el mundo, que representan a la institucionalidad, en este sentido Carraher,

Schliemann, y Brizuela (2006) destacan los puntos de vista de organismos que incluyen al Consejo
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Nacional de Profesores de Matematicas [NCTM] y la comision especial de la Corporacion RAND

en los Estados Unidos.

Un namero cada vez mayor de educadores de matematicas, formuladores de politicas e
investigadores creen que el algebra deberia convertirse en parte del plan de estudios de la
educacion primaria. EI Consejo Nacional de Profesores de Mateméaticas [NCTM] (2000) y
una comision especial de la Corporacion RAND (2003) han acogido con satisfaccion la

integracion del algebra en los primeros planes de estudio de matematicas.

Asi mismo mencionan los puntos de vista empiricos de los propios educadores de matematicas, la
opinion de los formuladores de politicas publicas y de manera general al cuerpo de investigadores,
quienes defiende la idea de integrar al algebra en el plan de estudios de la educacion primaria.
Estos hallazgos dan cuenta que la discusion por integrar la ensefianza del algebra tempranamente,

esta también respaldada por un cuerpo institucional de especial relevancia en el mundo.

Como un argumento que pretende demostrar la integracion temprana de este conocimiento, el
trabajo realizado por Cafiadas y colaboradores (2019), argumenta esta importancia de integrar
contenidos algebraicos desde los primeros cursos, refiriendo como ejemplos los Principles and
Standards del National Council of Teachers of Mathematics [NCTM] y en los Common Core State
Standards de la National Governors Association Center for Best Practices [NGA] y el Council of
Chief State School Officers [CCSSO], estos modelos curriculares presentan resultados de
investigaciones donde la notacion algebraica no es la protagonista, donde los nifios en los primeros
afios asumen el pensamiento algebraico mediante patrones, funciones y relaciones, demostrando

que no solo es posible, sino que hay ejemplos suficientes de su funcionamiento.
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4.2.2.3.  Argumentos concernientes a los retos curriculares que se derivan de introducir el

algebra tempranamente

Existen también algunos argumentos que se centran en el curriculo escolar como elemento que
debe ser sujeto a ajustes, haciendo énfasis en que este es uno de los procesos mas complejos para

la introduccion temprana del Algebra.

El contenido existente debe transformarse sutilmente para resaltar su caracter algebraico.
Hasta cierto punto, esta transformacion requiere simbolismo algebraico... La notacién
simbolica, las lineas numeéricas, las tablas de funciones y los graficos son herramientas
poderosas que los estudiantes pueden usar para comprender y expresar las relaciones
funcionales en una amplia variedad de contextos de problemas (Carraher, Schliemann, &

Brizuela, 2006).

En ese sentido, el trabajo de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), hacen énfasis en elementos
como la notacién simbolica, las lineas numéricas, las tablas de funciones y los graficos, los cuales
podrian suponer a través de cambios sutiles, la introduccion del algebra tempranamente en el

estudiante.

Suponga por el momento que la aritmética y el algebra son temas distintos. Por ejemplo,
supongamos que la aritmética se ocupa de operaciones que involucran nimeros particulares,
mientras que el algebra se ocupa de nameros, variables y funciones generalizados. Esta
distincién permite un ordenamiento ordenado de los temas en el curriculo (Carraher,

Schliemann, & Brizuela, 2006).
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Para Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), la equivocada distincion sobre la aritmética y el
algebra ha llevado a supuestos que han sido interiorizados en los curriculos escolares, llevando a

tratar ambos asuntos como temas distintos e incluso separados el uno del otro.

El problema curricular es tratado también por Vergel (2014), asegurando que las orientaciones
curriculares de Pre-Algebra y de Early-Algebra atn se encuentran en una fase de desarrollo inicial
tanto en términos epistemolédgicos, como cognitivos y didacticos, dado que aun en la actualidad,
aun no hay todavia respuestas claras sobre qué tareas y formas de aprendizaje son algebraicas y
cuéles no, y qué tipo de evidencias se necesitan para evaluar la presencia de pensamiento

algebraico.

La integracion curricular del algebra tempranamente es identificada como una de las principales
barreras para su institucionalizacion. El estudio que expone Butto y Rojano (2010) propone una
ruta conceptual en la que no necesariamente se debe llegar a la manipulacion algebraica en una
etapa inicial, sino que tal conocimiento se ubica al final del curriculo de la escuela primaria, en la
franja del pensamiento pre algebraico, donde ain no se instruye a los alumnos en la sintaxis
algebraica, pero si se introducen las ideas algebraicas en dos versiones: pre simbdlica (relacionada
con la idea de variacion proporcional) y simbdlica (en tareas de encontrar y expresar una regla
general en el lenguaje Logo). En la practica, lo que proponen los autores es una secuencia de
ensefianza en la que los alumnos resuelven problemas relacionados tanto con la variacion
proporcional como con la generalizacion, dando lugar a dos rutas de acceso al algebra, una en
donde se aprovecha la familiaridad de los alumnos con el contenido curricular de la primaria sobre
razonamiento proporcional y conecta éste con la variacién proporcional, la nocion de relacion

funcional y el nimero general, y otra donde los procesos de generalizacion promueven la
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percepcion, la expresion y la escritura de patrones graficos, numéricos y figurativos. En suma, el
tratamiento curricular que presenta Butto y Rojano (2010), plantea como meta que los estudiantes
en edades iniciales, sean capaces de detectar similitudes, diferencias, repeticién y otros aspectos
de las regularidades, asi como realizar operaciones aritméticas para generalizar, partiendo de casos

particulares y viceversa.

4.2.2.4.  Argumentos desde la idea de una propuesta puente o transitoria

Finalmente, otro de los argumentos que se evidencian en el articulo de Carraher, Schliemann, y
Brizuela (2006) corresponden con la idea de transicion, desde la cual se comprende que de la
aritmética al algebra existe cierto transito el cual justifica las diferentes determinaciones
curriculares y su vez condiciona las formas como el docente afronta la ensefianza de la aritmética

y el algebra.

Los enfoques de transicion o "pre algebra” intentan mejorar las tensiones impuestas por una
separacion rigida de aritmética y algebra. Sin embargo, las "propuestas puente o transitorias"
se basan en una vision empobrecida de las matematicas elementales, empobrecidas en su
postergacion de la generalizacién matematica hasta el comienzo de la instruccion en algebra.
Los estudiantes evidencian dificultades para comprender el algebra en su primer curso de
algebra. Pero hay razones para creer que sus dificultades estan arraigadas en oportunidades
perdidas y nociones originadas en su instruccion matematica temprana que luego deben
"deshacerse”, como la opinion de que el signo igual significa "rendimientos™. (Carraher,

Schliemann, & Brizuela, 2006)
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Por su parte, en el articulo de Carraher, Schliemann, y Brizuela (2006), se refiere que una transicion
se basa en la creencia de un supuesto periodo en el que la aritmética termina mientras que el &lgebra
empieza, esa premisa es la que actualmente condiciona el escenario curricular y los modos de
ensefiar; los autores proponen que esos enfoques denominados como de transicion o pre algebra
resultan ineficientes, en primer lugar porque su orientacion no es la de apropiar de manera efectiva
el conocimiento relacionado con el algebra, y en segundo lugar porque dicha transicién es una
respuesta a ciertas tensiones que se han originado por la separacion que los autores consideran

como “rigida”, de la aritmética y el algebra.

Respecto a esa supuesta transicion, el trabajo de Vergel y Rojas (2018) destaca que las dificultades
con que se encuentran los estudiantes en el supuesto transito de la aritmética al algebra, estan
relacionadas principalmente con el uso de las letras, mas puntualmente con tres problemas que
surgen en ese transito, la concatenacion de simbolos, el uso de paréntesis y los usos del signo igual,
estas barreras no proceden de un aparente transito historico o etario entre el nifio en etapa inicial y
el joven en secundaria, sino mas bien de ignorar ver a las matematicas como una actividad
semiotica. Para Vergel y Rojas (2018) no existe ese supuesto transito, sino una falta de ensefianza
de la transformacion de signos dentro de un sistema semiotico que se interioriza culturalmente en
el interior del aula, en suma, porque al nifio no se le brinda esa informacion suponiéndolo imposible

de comprenderla.
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5. Capitulo 5. Conclusiones

Finalizada la presente investigacion que planteaba como meta general identificar los argumentos
que favorecen la introduccién del algebra temprana desde una version en espafiol castellano de los
articulos: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education y The Progressive
Development of Early Embodied Algebraic Thinking a partir de la técnica de traduccion
comentada, es posible presentar las diferentes conclusiones del trabajo, en coherencia con los

objetivos especificos planteados previamente.

En cuanto a la descripcion de los argumentos propuestos en los articulos para la introduccion
temprana del algebra en los curriculos de matematicas, primeramente, se realizo la traduccion al
espafol los articulos: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education y The Progressive
Development of Early Embodied Algebraic Thinking. Para ello se acudio al método de traduccién
literal para reconvertir los elementos linguisticos del texto original en los dos documentos,
traduciendo palabra por palabra, sintagma por sintagma o frase por frase, respetando la morfologia,
la sintaxis y/o la significacion del texto original. Con ello se obtuvo una traduccion literal de los
dos articulos, que se dispone en el capitulo anexos del presente documento. Una vez realizada
dicha traduccién, se lograron extraer los principales argumentos de cada uno de los dos

documentos para ser comentados.

Con lo anterior se identificaron argumentos que defienden la introduccion temprana del algebra en

los estudiantes a partir de los dos articulos; se pudo deducir lo siguiente:
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En los argumentos histdricos se pudo notar un acercamiento en vista de que los dos documentos
tanto el de Carraher, Schliemann, y Brizuela; como el de Radford coinciden en que en la actualidad
va aumentando el nimero de educadores matematicos e investigadores que consideran que el
algebra deberia ser parte del curriculo propio de la educacién primaria, por consiguiente, hacen
una revision de la historia del algebra para entender su naturaleza, y con ello analizar la produccion
de los estudiantes, con lo que la historia del algebra ofrece argumentos para promover el estudio

del algebra desde edades tempranas.

En los argumentos que citan a la institucionalidad, Carraher, Schliemann, Brizuela; y Radford
manifiestan que los docentes requieren estar preparados para procrear conveniencias para incluir
el aspecto algebraico de la matematica elemental, aunque las diferentes proposiciones para
introducir apariencias del pensamiento algebraico en primaria han conducido a que la definicién
de su naturaleza, en los primeros niveles educativos, aun no esté por completo clarificado. Sin
embargo, estas introducciones facilitan inquisicion para empezar con el proceso del pensamiento
algebraico en los nifios. Sin embargo, esta variacién implica grandes pretensiones a los alumnos y
a los maestros, pero vale la pena el empefio. Exclusivamente se sugiere que en el entorno escolar
aun se necesita puntualizar en los estandares curriculares los modos de desarrollo del pensamiento
algebraico y enlazar éstos con el progreso de contenidos en los esquemas de estudio y libros de

texto, asimismo con la formacion de maestros.

En cuanto a los argumentos concernientes a los retos curriculares que se derivan de introducir
el algebra tempranamente, por su parte Carraher, Schliemann, y Brizuela; y Radford, estan de
acuerdo que implantar el pensamiento algebraico en la escuela es una proposicion moderna para

la aprehension y practica de los temas ya historicos en la educacion matematica, que intenta hacer
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categoricos su forma algebraica. Esto es permisible debido a que el &lgebra reside tacitamente
dentro del curriculo de la matemética en primaria en dificultades de palabras. Sin embargo, hacer
terminante el caricter algebraico de la matemética escolar en primaria, involucra una
reconceptualizacion del algebra para poder deducir su progreso en estos principales niveles

educativos.

Por otro lado, en cuanto a los argumentos en relacion con la transicion de la aritmética al
algebra, estos mismos autores, siendo sensatos de que la independencia del algebra y la aritmética
acentla y amplia los obstaculos de los alumnos, plantean y sugieren aplicar actividades que
posibiliten la transicidn e incorporacion de ambas, mediante un enfoque estructural que parta con
el énfasis computacional predominante en los principales cursos escolares y que beneficien el
avance de sistema de pensamiento algebraicos. La meta es fomentar el razonamiento algebraico
junto con el aritmético; enfoque que encamina a una preparacion de una aritmética mas fascinada

y fomente una educacion con comprension.

En relacion con los argumentos desde el aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los jovenes
como posible limitacion en el aprendizaje del algebra, por un lado Carraher, Schliemann, y
Brizuela manifiestan que es preciso concretar un ambiente para una sector conceptual donde los
alumnos pueden comenzar a razonar de manera algebraica, aun cuando no estén entablando al
menos no en gran cantidad, con respecto a los signos alfanuméricos del algebra, hay que comenzar
a considerar que en estos simbolos o expresiones algebraicas, los cuales concretan maneras
especificas de la accion del sujeto, y quizas no dejan mirar las formas en que han cambiado las
formulas que se han manifestado a través de hechos, esto es, formulas corpéreas, y que se

extienden en la dimension y la época. Esta notable fachada didacticamente, es un pilar que
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promueve un reportaje importante en concordancia con la urgencia del pensamiento algebraico
temprano; pero por su parte Radford, hace una invitacion sobre la fatalidad perceptiva de los
docentes frente a los planteamientos de tareas en el dinamismo matematico, de los procesos
semidticos a los cuales congregan los estudiantes cuando se encuentran ideas matematicas.
Determina en si, que las técnicas de objetivacién, no son técnica homogéneos y que los recursos
semidticos de objetivacion disponen el objeto conceptual en estratos de generalidad. También
sugiere razonar en practicas de estimacion diferentes a las antiguas en las que se ubica un panorama

realista de la evaluacion.

Para los argumentos desde la idea de una propuesta puente o transitoria, los aspectos en los
cuales se detectan discordancias entre estos autores (Carraher, Shliemann y Brizuela) y (Radford)
es en qué quehaceres y maneras de aprendizaje son algebraicas, queé tipo de conviccion se requieren
para estimar la existencia de pensamiento algebraico y qué perspectivas pedagogicos y modelos

de formacion de profesores deben fomentarse.

En los argumentos intrinsecamente objetivos de la aritmética y el algebra, se resalta una
discrepancia en esta categoria en vista que Radford comenta el trabajo de Carraher, Shliemann y
Brizuela y argumenta que la idea de operar con lo desconocido ha sido refutada experimental e
historicamente desde mucho tiempo atras. También se opone a la idea de que las operaciones
aritméticas conducen al significado algebraico y que el contacto temprano con el algebra puede
ayudar a construir significados dentro de la aritmética de los nifios. Segin Radford, adoptar la
vision tradicional de que el &lgebra se relaciona solamente con la aritmética reduce la vision del

camino y estrecha las posibilidades de seguir con lo que es mas importante: la inclusion de nuevos

58



Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

significados de la aritmética. Este autor argumenta que el algebra es mucho méas que una aritmética

generalizada y que lo que conocemos pertenece a la geometria.

En los argumentos empiricos, Radford, Carraher et al. refutan la idea aleatoria del desarrollo, y
esto crea un diagnostico aludido al panorama antropoldgico segun lo cual, la circunstancia y el
proceso ideal son componentes inherentes del contexto, si éste se ve desde la colisién en el cual el
proceso biolégico emerge dialécticamente relacionado con algunas lineas culturales. Advierten
que, desde el panorama de la historia de las matematicas, efectuar con lo desconocido en un
instante de la historia no se asemeja a operar con lo desconocido en una fase distinta, y discuten la
percepcion de que los conceptos matematicos estan constituidos por condiciones culturales de

conocimiento.

Para los argumentos correspondientes a la introduccion del algebra desde la educacion
primaria. En sus estudios, Carraher, Schliemann y Brizuela comentan que se ha retrasado la
introduccidn escolar al algebra por concepciones equivocas con respecto a la naturaleza de la de
la aritmética, del algebra y de la inteligencia de los nifios para concertar con ella. Afirma que la
aritmética es algebraica, porque proporciona elementos para construir y expresar generalizaciones.
Los autores ratifican que los nifios logran pensar sobre las variables contenidas en los enigmas.
Aclaran y examinan las presunciones, por parte de los pedagogos matematicos, de que la aritmética
debe emanar al lgebra porque la principal tiene que ver con las operaciones que implican nimeros

particulares y la segunda tiene que ver con niumeros generalizados, variables y funciones.

Para concluir, pese a que este trabajo da muchos aportes sustanciales frente a la importancia del

algebra, en este parrafo se pretende hacer una breve reflexion del por qué es de vital importancia
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la introduccidn temprana de la misma. Como muchos autores aqui lo han mencionado, al introducir
el lgebra en grados de la basica primaria, le permitira al estudiante no solo significar funciones y
la capacidad de inferir escenarios con la ayuda de simbolos, sino que ademas el estudio de los
patrones numéricos y geométricos; pero se sabe que los docentes pueden afrontar una gran
variedad de componentes y dificultades que problematizan y transforman continuamente dicho
proceso, por ello es importante que el docente que aborde la ensefianza del algebra en la educacion
primaria conozca las particularidades del razonamiento algebraico y sea capaz de distinguir y
construir quehaceres matematicos apropiados que permitan el paulatino preambulo del
razonamiento algebraico en el colegio; ya que estd visto que algunas caracteristicas del

razonamiento algebraico no son sencillas de adquirir para muchos estudiantes.

En suma, la presente traduccién comentada demuestra que la aspiracion de fundamentar e
implementar el algebra temprana dentro los curriculos de matematicas en educacion primaria no
es solo viable sino necesaria, ademas de ser ampliamente demostrada en ejercicios de aula que se
integran en diferentes investigaciones citadas como antecedentes tanto por Carraher, Schliemann,

y Brizuela (2006), como por Radford (2013) en sus trabajos.
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7. ANEXOS

7.1.  Traduccion articulo 1: Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education

ARITMETICA Y ALGEBRA EN LA EDUCACION MATEMATICA TEMPRANA

Autor (es): David W. Carraher, Anallcia D. Schliemann, Barbara M. Brizuela y Darrell
Earnest Fuente: Revista de Investigacion en Educacion Matematica, Vol. 37, No. 2 (marzo
de 2006), pags. 87-115 Publicado por:Consejo Nacional de Profesores de Matematicas
URL estable:http://www.jstor.org/stable/30034843

Resumen:

Tradicionalmente, la ensefianza del algebra se ha pospuesto hasta la adolescencia debido a razones
historicas (el algebra surgié hace relativamente poco tiempo), suposiciones sobre el desarrollo
psicologico (“restricciones del desarrollo™ y "preparacion para el desarrollo™) y datos que
documentan las dificultades que los adolescentes tienen con el algebra. Aqui proporcionamos
evidencia de que los estudiantes jovenes, de 9 a 10 afios de edad, pueden hacer uso de ideas y
representaciones algebraicas tipicamente ausentes del plan de estudios de matematicas tempranas
y que se cree que estan fuera del alcance de los estudiantes. Los datos provienen de un estudio de
aula longitudinal de 30 meses de cuatro aulas en una escuela publica en Massachusetts, con
estudiantes entre los grados 2-4. Los datos ayudan a aclarar las condiciones bajo las cuales los
jovenes estudiantes pueden integrar conceptos y representaciones algebraicas en sus pensamientos.

Se espera que los presentes hallazgos, junto con los que surjan de otros grupos de investigacion,
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proporcionen una base de investigacion para integrar el dlgebra en la educacion matematica

temprana.

Palabras clave: Algebra; Estrategias infantiles; preparacion para el desarrollo; Algebra temprana;

funciones; Matematicas K-12
INTRODUCCION

Un niomero cada vez mayor de educadores de matematicas, formuladores de politicas e
investigadores creen que el algebra deberia convertirse en parte del plan de estudios de la
educacion primaria. EI Consejo Nacional de Profesores de Matematicas [NCTM] (2000) y una
comision especial de la Corporacion RAND (2003) han acogido con satisfaccion la integracion del
algebra en los primeros planes de estudio de matematicas. Estos avales no disminuyen la necesidad
de investigacion; al contrario, destacan la necesidad de una base de investigacion solida para
orientar a la comunidad de educacién matematica en esta nueva aventura. Este articulo presentara
hallazgos parciales de una investigacion del razonamiento algebraico de estudiantes de ocho a diez

afios durante un estudio de intervencion en el aula de dos afios y medio.

Nosotros emprendimos esta investigacion con la esperanza de encontrar pruebas de que los jovenes
estudiantes pueden aprender conceptos matematicos y representaciones que a menudo se cree que

estan fuera de su alcance.

Nuestro enfoque del algebra inicial se ha guiado por la opinién de que la generalizacion se
encuentra en el corazén del razonamiento algebraico, las operaciones aritméticas pueden verse
como funciones y la notacion algebraica puede apoyar el razonamiento matematico incluso entre

estudiantes jovenes. Nos centramos en el algebra como una aritmética generalizada de nameros y
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cantidades en la que el concepto de funcion asume un papel principal (Carraher, Schliemann y
Schwartz, en prensa). Vemos la introduccion del algebra en la escuela primaria como un
movimiento de nimeros y medidas particulares hacia relaciones entre conjuntos de nimeros y
medidas, especialmente relaciones funcionales.

Las funciones han recibido merecidamente un énfasis creciente en la teorizacion, la investigacion
y los planes de estudio de la escuela media y secundaria (p. Ej., Dubinsky y Harel, 1992; Schwartz
y Yerushalmy, 1992; Yerushalmy y Schwartz, 1993). Proponemos que otorgar a las funciones un
papel importante en el plan de estudios de matematicas elementales ayudara a facilitar la
integracion del algebra en el plan de estudios existente. La clave de nuestra propuesta es la nocion
de que las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division pueden tratarse desde el principio
como funciones. Esto es consistente con la opinion de Quine (1987) de que "una funcién es un
operador u operacion™ (p. 72).

La idea no es simplemente atribuir un significado algebraico a las actividades matematicas
tempranas existentes, es decir, considerarlas como ya algebraicas. El contenido existente debe
transformarse sutilmente para resaltar su caracter algebraico. Hasta cierto punto, esta
transformacion requiere simbolismo algebraico. Incluso en los primeros grados, la notacion
algebraica puede desemperiar un papel de apoyo en el aprendizaje de las matematicas. La notacion
simbdlica, las lineas numéricas, las tablas de funciones y los graficos son herramientas poderosas
que los estudiantes pueden usar para comprender y expresar las relaciones funcionales en una
amplia variedad de contextos de problemas.

En este articulo, nos centraremos en el trabajo de los estudiantes de tercer grado con lineas

numéricas y expresiones algebraicas mientras resuelven problemas en el dominio de estructuras
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aditivas. Proporcionamos evidencia de que los estudiantes jovenes pueden hacer uso de ideas y
representaciones algebraicas que normalmente se omiten en el plan de estudios de matematicas
inicial y se cree que estan fuera de su alcance. Debido a que creemos que las funciones ofrecen
una excelente oportunidad para integrar el algebra en el contenido curricular existente, también
intentamos aclarar lo que entendemos por tratar a los operadores como funciones.

Antes de presentar los resultados de nuestro estudio de intervencion, revisaremos las ideas
matematicas y psicoldgicas seleccionadas relevantes para la sugerencia de que el algebra tiene un

papel importante en el plan de estudios actual de las matematicas tempranas.

ALGEBRA TEMPRANA DESDE PERSPECTIVAS MATEMATICAS Y COGNITIVAS
Las discusiones sobre algebra temprana tienden a enfocarse en la naturaleza de las matematicas y
el aprendizaje y desarrollo cognitivo de los estudiantes. Revisaremos las cuestiones de fondo a lo

largo de estas dos lineas.

Sobre la naturaleza de las matematicas: ¢Son dominios distintos la aritmetica y el algebra?
El hecho de que el algebra haya surgido histéricamente después, y como una generalizacién de la
aritmética, sugiere a muchas personas que el algebra debe seguir a la aritmética en el plan de
estudios. Por muy obvia que pueda parecer esta afirmacion, creemos que existen buenas razones
para pensar lo contrario. Suponga por el momento que la aritmética y el algebra son temas distintos.
Por ejemplo, supongamos que la aritmética se ocupa de operaciones que involucran ndmeros
particulares, mientras que el algebra se ocupa de nimeros, variables y funciones generalizados.

Esta distincion permite un ordenamiento ordenado de los temas en el curriculum. En la escuela
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primaria, los maestros pueden enfocarse en operaciones numéricas, fluidez computacional y
problemas de palabras que involucran valores particulares. S6lo més tarde se utilizan letras para
representar cualquier nimero o conjuntos de niameros. No es sorprendente que una demarcacion

tan marcada lleve a una tension considerable a lo largo de la frontera de la aritmética y el algebra.

Es precisamente por esta razon que muchos educadores matematicos (p. Ej., Filloy y Rojano, 1989;
Herscovics y Kieran, 1980; Kieran 1985; Rojano, 1996; Sutherland y Rojano, 1993) han Ilamado
tanto la atencidn sobre la supuesta transicion entre aritmética y algebra: una transicion que se cree
que ocurre durante un periodo en el que la aritmética estd "terminando” y el algebra esta
"comenzando”. Los enfoques de transicion o "preélgebra™ intentan mejorar las tensiones impuestas
por una separacion rigida de aritmética y algebra. Sin embargo, las "propuestas puente o
transitorias” se basan en una vision empobrecida de las matematicas elementales, empobrecidas
en su postergacion de la generalizacion matematica hasta el comienzo de la instruccion en algebra.
Los estudiantes evidencian dificultades para comprender el algebra en su primer curso de algebra.
Pero hay razones para creer que sus dificultades estan arraigadas en oportunidades perdidas y
nociones originadas en su instruccion matematica temprana que luego deben "deshacerse”, como
la opinion de que el signo igual significa "rendimientos” (p. Ej., Kieran, 1981).

Considere, por ejemplo, la oportunidad de introducir el concepto de funcion en el contexto de la
suma. La expresion "+3" puede representar no solo una operacion para actuar sobre un nimero
particular, sino también una relacion entre un conjunto de valores de entrada y un conjunto de
valores de salida. Se puede representar la operacion de sumar mediante la notacion de funcion

estandar, como flx) = x + 3, o la notacion de mapeo, como x + X + 3. Sumar 3 equivale a X + 3,
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una funcién de x. En consecuencia, los objetos de la aritmética se pueden considerar tanto
particulares (si n =5, entonces n + 3 =5 + 3 = 8) como generales (n + 3 representa un mapeo de Z
sobre Z). Si se destaca su naturaleza general, las historias de palabras no tienen por qué ser
simplemente sobre trabajar con cantidades particulares, sino con conjuntos de valores posibles vy,

por lo tanto, sobre variacion y covariacion.

Estamos sugiriendo que la aritmética tiene un caracter inherentemente algebraico en el sentido de
que se refiere a casos y estructuras generales que pueden capturarse sucintamente en notacion
algebraica. Podriamos argumentar que el significado algebraico de las operaciones aritméticas no
es una "guinda del pastel” opcional, sino méas bien un ingrediente esencial. En este sentido, creemos
que los conceptos algebraicos y la notacion deben considerarse parte integral de las matematicas
elementales.

No somos los primeros en sugerir que el algebra se considere una parte integral del plan de estudios
de matematicas tempranas. Davis (1985, 1989) argument6 que el algebra deberia comenzar en el
grado 2 o 3. Vergnaud (1988) propuso que la instruccion en algebra o prealgebra comience en el
nivel de la escuela primaria para preparar mejor a los estudiantes para lidiar con los problemas
epistemoldgicos involucrados en la transicion de la aritmética al algebra; Su teorizacion sobre los
campos conceptuales proporcioné el fundamento para una educacién matematica en la que los
conceptos se tratan como intimamente entrelazados en lugar de separados. Schoenfeld (1995), en
el informe final del Algebra Initiative Colloquium Working Groups (LaCampagne, 1995), propone
que, en lugar de aparecer en cursos aislados en la escuela media o secundaria, el algebra deberia

impregnar el curriculo. Mason (1996) ha defendido enérgicamente un enfoque en la generalizacion
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en el nivel de la escuela primaria. Lins y Giménez (1997) sefialaron que los planes de estudio
actuales de matematicas de K-12 proporcionan una vision limitada de la aritmética. Kaput (1998)
propuso el razonamiento algebraico en todos los grados como una hebra integradora en todo el
plan de estudios y la clave para agregar coherencia, profundidad y poder a las matematicas
escolares, eliminando los cursos de algebra tardios, abruptos, aislados y superficiales de la escuela
secundaria. Booth (1988), Brown y Coles (2001), Crawford (2001), Henry (2001) y Warren (2001)
han desarrollado argumentos similares. De acuerdo con las convocatorias de investigadores y
educadores, el NCTM, a través del Grupo de trabajo de algebra (NCTM, 1997) y los Estandares
de NCTM (2000), proponen que las actividades que potencialmente nutriran a los nifios.

Pero, ¢los estudiantes jovenes tienen la capacidad de aprender conceptos algebraicos? Veamos lo
que nos dicen las investigaciones sobre el aprendizaje y el desarrollo cognitivo en relacion con el
aprendizaje del algebra. Esta breve revision sentara las bases para la presentacion y el andlisis de

nuestros propios datos.

Sobre la naturaleza del aprendizaje y el desarrollo cognitivo de los estudiantes:
Afirmaciones sobre las limitaciones del desarrollo

Cuando los estudiantes experimentan dificultades pronunciadas en el aprendizaje de algebra (ver,
por ejemplo, Booth, 1984; Da Rocha Falcéo, 1993; Filloy & Rojano, 1989; Kieran, 1981, 1989;
Kuchemann, 1981; Resnick, Cauzinille-Marmeche y Mathieu, 1987; Sfard y Linchevsky, 1994;
Steinberg, Sleeman y Ktorza, 1990; Vergnaud, 1985; Vergnaud, Cortes y Favre-Artigue, 1988; y

Wagner, 1981), uno naturalmente se pregunta si esto se debe a limitaciones del desarrollo o si los
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estudiantes simplemente no han logrado la preparacion necesaria. (Las limitaciones del desarrollo
son impedimentos para el aprendizaje que supuestamente estan vinculados a estructuras mentales,
esquemas y mecanismos generales de procesamiento de informacién insuficientemente
desarrollados. Se denominan "evolutivos".

Las restricciones del desarrollo se refieren a presuntas restricciones en la competencia cognitiva
actual de los estudiantes (es decir, "Hasta que los estudiantes hayan alcanzado un cierto nivel de
desarrollo, presumiblemente no pueden entender ciertas cosas ni podran hacerlo en un futuro
cercano™), no simplemente su desempefio (es decir, no utilizaron la propiedad erty). Estan
asociados con las expresiones "(desarrollo) preparacion” y “adecuacion." Algebra a veces se ha
pensado que es “inapropiado para el desarrollo™ para los estudiantes jovenes, mintiendo mucho
mas alla de sus capacidades actuales. Las atribuciones de las limitaciones del desarrollo han sido
hechas por Collis (1975), Filloy y Rojano (1989), Herscovics y Linchevski (1994), Kuchemann
(1981) y MacGregor (2001), entre otros, han atribuido las limitaciones del desarrollo. Filloy y
Rojano (1989) propusieron que el pensamiento aritmético evoluciona muy lentamente desde
procesos concretos hacia un pensamiento algebraico mas abstracto y que existe un “punto de corte
que separa un tipo de pensamiento del otro” (p. 19). Se refieren a este corte como "una ruptura en
el desarrollo de operaciones sobre lo desconocido™ (p. 19). En la misma linea, Herscovics y
Linchevski (1994) propusieron la existencia de una brecha cognitiva entre la aritmética y el
algebra, caracterizada como "la incapacidad de los estudiantes para operar espontaneamente con o
sobre lo desconocido” (p. 59).

Aunque reconocieron que los nifios pequefios resuelven rutinariamente problemas que contienen

incognitas (por ejemplo, “5 + 7 = 8"), argumentaron que los estudiantes resuelven tales problemas
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sin tener que representar y operar sobre las incognitas; en su lugar, simplemente usan
procedimientos de conteo o la operacion inversa para producir un resultado. Aunque algunos (p.
Ej., Sfard y Linchevski, 1994) han considerado el uso de la operacion inversa como evidencia del
pensamiento algebraico temprano, otros han considerado este procedimiento como meramente

prealgebraico (p. Ej., Boulton- Lewis et al., 1997).

Apoyo histdrico a la idea de las limitaciones del desarrollo

Los paralelos entre los desarrollos historicos y las trayectorias de aprendizaje de los estudiantes
han proporcionado cierto apoyo a la nocion de que las dificultades de los estudiantes con el algebra
reflejan las limitaciones del desarrollo. Por ejemplo, los investigadores han utilizado el perspicaz
analisis de Harper (1987) de la evolucion histérica del algebra, a través de etapas retoricas,
sincopadas y simbolicas, para enmarcar la evolucion de la competencia algebraica de los
estudiantes. Sfard (1995) y Sfard y Linchevski (1994) han encontrado conexiones entre los
desarrollos historicos e individuales de las matematicas en su teoria de la reificacion, que intenta
aclarar los procesos psicoldgicos subyacentes al desarrollo de la comprension matematica, incluido
el algebra. Asimismo, Filloy y Rojano (1989) proporcionaron evidencia historica para su idea de

un "punto de corte"

Reexaminar los supuestos sobre las capacidades de los estudiantes jovenes
Frente al analisis histérico y la evidencia empirica, seria facil concluir que los estudiantes enfrentan
un viaje largo y dificil hacia el algebra. Sin embargo, la historia puede ser engafiosa. Los nimeros

negativos fueron objeto de un acalorado debate entre los matematicos profesionales hace menos
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de 2 siglos, sin embargo, son una tarifa estdndar en los planes de estudio disefiados para los
estudiantes preadolescentes y adolescentes de hoy. Esto no niega que los nimeros negativos sean
un desafio para muchos estudiantes. De hecho, muchos de los obstaculos a los que se enfrentan los
estudiantes pueden ser similares a los que enfrentaron los matematicos anteriores. Sin embargo,
cuando se han obtenido nuevos conocimientos matematicos y cientificos sistematizado y trabajado
en el corpus del conocimiento existente, puede llegar a ser sorprendentemente accesible.

Los desarrollos histéricos de las matematicas son importantes para comprender los dilemas y las
dificultades que pueden encontrar los estudiantes. Pero decidir si ciertas ideas y metodos del
algebra estan al alcance de los estudiantes jovenes requiere estudios empiricos con estudiantes
jovenes que han tenido acceso a actividades y desafios que involucran el razonamiento algebraico
y la representacion algebraica. Como ha sugerido Booth (1988), las dificultades de los estudiantes
con el algebra pueden deberse a las formas limitadas en que se les ensefid sobre aritmetica y
matematicas elementales.

Los estudios en el aula realizados por el equipo de Davydov (ver Bodanskii, 1969/1991; Davydov,
1969/1991) muestran que los nifios rusos que recibieron instruccion en representacion algebraica
de problemas verbales de los grados 1 a 4 se desempefiaron mejor que sus comparieros de control
durante los afios escolares posteriores y mostraron mejores resultados en la resolucion de
problemas algebraicos en comparacion con los estudiantes de sexto y séptimo grado en programas
tradicionales de 5 afios de aritmética seguidos de instruccion de algebra desde el grado 6. Otros
resultados prometedores sobre el trabajo en ecuaciones provienen de estudios de entrevistas en
Brasil. Brito Lima y da Rocha Falcéo (1997) encontraron que los nifios brasilefios de primero a

sexto grado pueden desarrollar representaciones escritas para problemas algebraicos y, con la

75



Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

ayuda del entrevistador, resolver problemas de ecuaciones lineales usando diferentes estrategias
de solucion. Lins Lessa (1995) encontrd que después de una sola sesion de instruccion, los
estudiantes de quinto grado (de 11 a 12 afios) podian resolver problemas verbales o situaciones
presentadas en una escala de equilibrio que correspondia a ecuaciones, como X +y + 70 = 2x +y
+ 200 2x + 2y + 50 = 4x + 2y + 10. También mostré que las soluciones de los nifios en una prueba
posterior se basaron en el desarrollo de ecuaciones escritas y, en mas del 60% de los casos, las
soluciones se basaron en el uso de reglas algebraicas sintacticas para resolver ecuaciones. En
nuestro propio trabajo, hemos descubierto que incluso los nifios de 7 afios pueden manejar la légica
basica que subyace a las transformaciones aditivas en las ecuaciones (Schliemann, Carraher y

Brizuela, en prensa; Schliemann, Carraher, Brizuela y Jones, 1998).

La evidencia de que los nifios de la escuela primaria en las aulas estadounidenses pueden razonar
algebraicamente se ha ido acumulando a lo largo de los afios como resultado de la reforma en la
educacion matematica que llevo a la introduccién de discusiones sobre la generalizacion de
patrones numéricos en la escuela primaria. Carpenter y Franke (2001) y Carpenter y Levi (2000)
demostraron que los nifios bastante pequefios que participaron en actividades en el aula que
exploran las relaciones matematicas pueden comprender, por ejemplo, que "a + b - b = a" para
cualquier nimero a y b. Schifter (1999) describid ejemplos convincentes de razonamiento
algebraico implicito y generalizaciones de nifios de escuela primaria en aulas donde el
razonamiento sobre relaciones matematicas es el centro de la instruccion. Blanton y Kaput (2000)

mostraron que los alumnos de tercer grado hacian generalizaciones sélidas mientras discutian las
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operaciones en nimeros pares e impares y los consideraban como marcadores de posicion 0 como
variables.

Otro conjunto de estudios examind las generalizaciones de los nifios pequefios y su comprension
de las variables y funciones. Davis (1971-1972) y sus colegas del Proyecto Madison desarrollaron
una serie de actividades en el aula que podrian utilizarse e introducir, entre otras cosas, conceptos
y notacién para variables, coordenadas cartesianas y funciones en la escuela primaria y secundaria.
Estas tareas se pusieron a prueba con éxito en los grados 5 a 9 y, como enfatiz6 Davis, muchas de
las actividades son apropiadas para los nifios a partir del grado 2 en adelante. En un estudio previo
de intervencion en el aula, encontramos que, dados los desafios adecuados, los estudiantes de tercer
grado pueden participar en el razonamiento algebraico y trabajar con tablas de funciones,
utilizando la notacidn algebraica para representar relaciones funcionales (Brizuela, 2004; Brizuela
& Lara-Roth, 2001; Brizuela, Carraher y Schliemann, 2000; Carraher, Brizuela y Schliemann,
2000; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2001, en prensa;
Schliemann, Goodrow y Lara-Roth, 2001) . Se ha encontrado evidencia de razonamiento
algebraico incluso entre estudiantes de primer y segundo grado que participaron en actividades de
algebra temprana inspiradas en el trabajo de Davydov (1975/1991) (Dougherty, 2003; Smith,
2000). Mas recientemente, encontramos (Brizuela & Schliemann, 2004) que los estudiantes de
cuarto grado (de 9 a 10 afios) que participaron en nuestras actividades de Algebra Temprana

pueden usar la notacién algebraica para resolver problemas de naturaleza algebraica.
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Por qué todavia se necesita investigacion en algebra temprana

Puede parecer que los principales problemas de la educacion temprana en algebra se resolvieron
cuando el equipo de investigadores de Davydov mostrd éxito en la introduccion del algebra a los
estudiantes jovenes (Davydov, 1969/1991). Consideramos que su trabajo es innovador, pero lo
vemos como una apertura en lugar de un cierre del campo del algebra temprana. Destacé muchos
de los medios por los cuales los conceptos algebraicos podrian hacerse accesibles y significativos
para los nifios pequefios, pero ain queda mucho por hacer. Aunque el trabajo soviético ofrece una
mirada directa al algebra temprana desde la perspectiva de los profesores, es de vital importancia
comprender como los estudiantes dan sentido a los problemas. ¢Cudles son sus preguntas? ;Qué
tipo de conflictos y multiples interpretaciones generan? ;Como evolucionan eventualmente sus
dibujos inicialmente iconicos en diagramas esquematicos y notacion? ¢;Qué tipo de comprension
intermedia producen los nifios?

Ademas, el equipo de Davydov ha tendido a minimizar el potencial de la aritmética como base
para el conocimiento algebraico. A veces, incluso argumentan que la aritmética se introduzca en
el plan de estudios después del algebra. Los autores defienden bien el uso de cantidades no medidas
para animar a los estudiantes a reflexionar sobre las relaciones cuantitativas y dificultarles eludir
dicha reflexion recurriendo directamente a los calculos. Sin embargo, es dificil concebir que los
nifios desarrollen fuertes intuiciones sobre las lineas numéricas, por ejemplo, sin haber utilizado
métricas y sin tener un conocimiento rudimentario de los hechos de suma y resta.

Finalmente, necesitamos tener una mejor comprension de como se pueden introducir funciones en
contextos aritméticos. Como sefialamos en otra parte (Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000),

uno de los secretos mejor guardados de la educacion matematica temprana es que la suma es una
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funcién, o al menos puede verse como una funcion. Por supuesto, uno puede recorrer un largo
camino sin considerar la adicion como una funcidn, y esto es lo que hace el curriculo tradicional.
Las tablas de nimeros pueden considerarse tablas de funciones (Schliemann, Carraher y Brizuela,
2001).

Pero como los nifios pueden llenar tablas correctamente sin hacer explicita la dependencia
funcional de la variable dependiente de la (s) variable (s) independiente (s), pueden ser
simplemente patrones de extension. Es necesario que haya un paso adicional para hacer explicita
la dependencia funcional subyacente a tales patrones. Esto exige que los estudiantes hagan
generalizaciones en lenguaje, notacion algebraica u otras representaciones como gréaficos y
diagramas.

Intentamos abordar los problemas anteriores en un estudio longitudinal de 30 meses con nifios de
entre 8 y 10 afios (desde la mitad del segundo hasta el final del cuarto grado). Desarrollamos y
examinamos los resultados de una serie de actividades destinadas a resaltar el caracter algebraico
de la aritmetica (ver Brizuela & Schliemann, 2004; Carraher, Brizuela y Earnest, 2001; Carraher,
Schliemann y Schwartz, en prensa; Schliemann & Carraher , 2002; Schliemann, Carraher,
Brizuela, Earnest, et al., 2003; Schliemann, Goodrow, et al., 2001). En este articulo, describimos
los resultados de dos de las lecciones que implementamos en tercer grado. Nuestro objetivo es
ejemplificar como se puede alentar a los nifios pequefios, a medida que aprenden a sumar y restar,
a integrar conceptos y representaciones algebraicas en su pensamiento.

Los estudiantes a menudo son introducidos al algebra a través de ecuaciones de primer orden de
la forma ax + b = ¢x + d (0 una variante como ax + b = d). Desafortunadamente, esto introduce

demasiados problemas nuevos a la vez y alienta a los estudiantes a ver las variables como si

79



Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

tuvieran un valor Unico. Estos problemas se pueden evitar en gran medida dando a los estudiantes
la oportunidad de trabajar extensamente con funciones antes de encontrar ecuaciones. En nuestro
enfoque, primero encuentran funciones de "compensacion aditiva”, una subclase de funciones
lineales de la forma x + b. Debido a que la constante de proporcionalidad es 1, los problemas de
crecimiento proporcional se suprimen temporalmente para resaltar el aspecto constante aditivo de
las funciones lineales. Esto tiene ciertas ventajas distintas. Las intuiciones iniciales de los nifios
sobre el orden, el cambio y la igualdad surgen primero en situaciones aditivas. Y, como
mostraremos, a medida que los nifios trabajan con la recta numérica y con una recta numérica
variable, pueden llegar a tratar eficazmente las variables y la covariacion funcional para abordar
problemas que involucran relaciones aditivas. Ademas, las ecuaciones de primer orden se pueden
introducir finalmente como una condicion especial en la que dos funciones se han restringido para
ser iguales.
EL ESTUDIO DEL AULA
Nifios pequefios que hacen "aritmética algebraificada™

Los datos actuales provienen de un estudio longitudinal con 69 estudiantes, en cuatro aulas, a
medida que aprendieron sobre las relaciones algebraicas y la notacion, desde el grado 2 al 4. Los
estudiantes provenian de una comunidad multiétnica (75% latinos) en el area del Gran Boston.
Desde el comienzo de su segundo semestre en segundo grado hasta el final de su cuarto grado,
implementamos y analizamos actividades semanales en sus aulas. Cada semestre, los estudiantes
participaron en seis a ocho actividades, cada actividad con una duracion de aproximadamente 90

minutos. Trabajaron con variables, funciones, notacion algebraica, tablas de funciones, graficas y
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ecuaciones. Las actividades algebraicas relacionadas con la suma, resta, multiplicacion, division,
fracciones, razon, proporcién y nimeros negativos.

Todas las actividades fueron grabadas en video. Aqui proporcionamos una descripcién general de
las lecciones empleadas durante el tercer grado. Nuestra secuencia de actividades no constituye un
plan de estudios de algebra temprana completamente desarrollado y se incluye principalmente para
proporcionar un contexto para el analisis posterior. Durante el primer trimestre de su tercer grado,
cuando los nifios tenian ocho y nueve afios, realizamos ocho reuniones semanales de 90 minutos
en cada una de las cuatro clases, trabajando con problemas de estructura aditiva y representaciones.
Primero proporcionaremos una descripcion amplia de como los estudiantes fueron introducidos a
las lineas numéricas de la Leccion 3 a la Leccion 6. Luego describiremos con mas detalle las
actividades que desarrollamos en la Leccion 7 y la Leccidn 8 en una de las aulas. Los instructores,
David y Barbara, son coautores del presente articulo. Por lo general, las lecciones no comenzaron
con una representacion matematica pulida o con un problema que respaldaba simplemente una
respuesta correcta. En cambio, a los nifios se les presentd un problema abierto que involucraba
cantidades indeterminadas. Después de mantener una discusion inicial sobre la situacion, les
pedimos a los estudiantes que expresaran sus ideas por escrito. Luego discutimos sus
representaciones e introdujimos representaciones convencionales; las convenciones que decidimos
introducir tenian conexiones tanto con el problema con el que estdbamos trabajando como con las

propias representaciones de los estudiantes.
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Presentamos las rectas numéricas

Para cuando nuestros estudiantes llegaron a las Lecciones 7 y 8 en el semestre de otofio, ya habian
pasado varias horas trabajando con lineas numéricas.

Leccion 3

Su primer encuentro tuvo lugar en la Leccién 3 cuando ensartamos un cordel a través de la
habitacion al que se adjuntaban nimeros grandes y féaciles de leer a intervalos regulares; esta recta
numeérica fisica ofrecié su primer vistazo a los nimeros negativos (variaba de —10 a +20 en
aproximadamente 10 metros). También nos permitio llevar a cabo discusiones sobre cémo los
cambios en las cantidades medidas y contadas (edad, distancia, dinero, caramelos y temperatura),
asi como nimeros puros mapeados en representaciones de lineas numéricas. Para tales actividades,
los nifios representaron diversos valores ubicandose en varias posiciones a lo largo de la recta
numérica fisica. Aprendieron, con un placer que a menudo rozaba el jabilo, a interpretar los
desplazamientos en la linea del cordon numeérico en términos de su envejecimiento, calentarse o
enfriarse, ganar y gastar dinero.

En una clase, David planted varias preguntas sobre la recta numérica (**¢Cuantos nimeros hay en
la recta? ¢Los nimeros solo comienzan en —10 y continGan hasta +20 o hay mas? ¢Hasta donde
puede llegar la recta numérica?". ). Al principio, los estudiantes sugirieron que los Unicos nimeros
en la linea eran aquellos para los que habia etiquetas impresas (—210 a +20). David pregunt0 si
esos eran todos los nimeros que existian. Un estudiante sugirié que habia "50 nimeros" y agreg6
"Solo se puede llegar hasta la pared”. David sugirié que los estudiantes ignoraran la pared; lo
importante era asegurarse de que todos los nimeros estuvieran incluidos. A partir de ese momento,

los estudiantes comenzaron a sugerir ubicaciones a las que se extenderia la recta numérica: a traves
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del patio de recreo, a otras regiones del pais y, finalmente, al espacio exterior mismo. Cada vez
que los estudiantes mencionaban una nueva ubicacion, David preguntaba si ahora se tenian en
cuenta todos los nimeros. Finalmente, varios estudiantes sugirieron que la recta numérica iba "al
infinito" y explicaron que "seguia y seguia".

Leccion 4

Una semana después, David pidio a los estudiantes que explicaran cudl era la recta numérica que
habian estado discutiendo. En un salon de clases, un nifio menciond tener que comportarse "como
fantasmas" al usar la recta numerica, porque uno atravesaba paredes para alcanzar los nUmeros
deseados. Otro nifio se refirio a la recta numérica como "una maquina del tiempo™: le permitia
avanzar y retroceder en el tiempo cuando trataba los nUmeros como si se refirieran a su edad. Un
estudiante objetd, argumentando que la gente no puede retroceder en el tiempo, a lo que otro
respondio: "Puedes hacerlo en tu imaginacion™. En una leccion posterior, pasamos de la recta
numérica hecha de hilo a diagramas en papel y los proyectamos en una pantalla desde un
retroproyector. Introdujimos flechas que vinculaban puntos en la recta numérica para representar
cambios en los valores. Cuando se conectaron varias flechas en la recta numérica, los estudiantes
aprendieron que podian simplificar la informacion mediante atajos que iban desde la cola de la
primera flecha hasta la punta de la tltima flecha. También aprendieron a expresar tales atajos o
simplificaciones a través de la notacion: por ejemplo, "+7 - 10" podria representarse como "—3",
ya que cada expresion tenia el mismo efecto. Podrian mostrar las similitudes y diferencias entre
los dos haciendo viajes a lo largo de la recta numérica, frente a la clase o en papel. La recta
numérica a gran escala, proyectada o colocada frente a toda la clase, permitio a los estudiantes y

al maestro discutir las operaciones matematicas en un foro donde los estudiantes que
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momentaneamente no hablaban podian seguir el razonamiento de los participantes. Esto ayudé a
los estudiantes a lidiar con una serie de cuestiones, incluyendo la inmensamente importante de
distinguir entre nimeros como puntos y nimeros como interrupciones. Los operandos podrian
tratarse como puntos o como intervalos (desde 0 hasta el punto final), pero operaciones como "+6"
se referian al nimero de espacios unitarios entre posiciones y no al nimero de postes de cerca o
marcadores, por asi decirlo, mintiendo entre nimeros.

Leccion 6

En la Leccidn 6, la cuarta sesion en la que tratamos con rectas numéricas, introdujimos una "recta
numerica variable” como un medio para hablar sobre operaciones con incognitas. (ver Figura I).
“N menos 4" podria tratarse como el resultado del desplazamiento de cuatro espacios hacia la
izquierda desde N, independientemente de lo que represente el nimero N. Con un retroproyector,
a veces empleamos dos rectas numericas: la recta numérica variable y una recta numérica estandar
con un origen en O. Al colocar una recta sobre la otra (compartian la misma meétrica), los
estudiantes podian determinar el valor de N; era el entero alineado con N. También gradualmente
se dieron cuenta de que podian inferir los valores de, digamos, N + 3 al ver que N + 7 estaba por
encima de 4 en la recta numérica regular. Las conexiones con las ecuaciones algebraicas deberian

ser obvias para el lector.

Figura 1. La N — namero linea
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Trabajar con cantidades desconocidas

Leccién 7

La Figura 2 muestra el problema que presentamos a los estudiantes en la Leccion 7. El problema
no especificaba las cantidades de dinero que Mary y John tienen en sus alcancias al comienzo de
la historia; simplemente declar6 que tienen cantidades iguales. En las partes posteriores del
problema, los estudiantes aprendieron sobre los cambios que ocurrieron en las cantidades. En la
parte final, los estudiantes aprendieron cuanto tenia Mary en su alcancia el jueves. A partir de esta
informacion, los estudiantes finalmente determinaron cuanto tenian los protagonistas al principio

y cuanto tenian en cada uno.

Mary v John tienen cada uno una alcancia.
Fl domingo, ambos tenian la misma cantidad en sus alcancias.
El lunes, su abuela viene a visitarlos y les da $ 3 a cada uno.

El martes van juntos a la libreria. Mary gasta $ 3 en Hamry
El nuevo libro de Potter. John gasta $ 5 en un calendanio de 2001 con fotos de perros en €L

El miércoles, John lava el auto de su vecino y gana $ 4. Mary también gand $ 4 cuidando mifios.
Corren a poner su dinero en sus alcancias. El jueves, Mary abre su alcancia v descubre que tiene §

9.

Figura 2. El problema de la alcancia.

Inicialmente mostramos el problema como un todo (excepto la linea sobre lo que sucedio el jueves)
para que los estudiantes pudieran entender que constaba de varias partes. Luego cubrimos todos

los dias excepto el domingo.
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Representando una cantidad desconocida

Después de leer lo que sucedi6 cada dia, los estudiantes trabajaron solos o en parejas, tratando de
representar en papel lo que se describi6 en el problema. Durante este tiempo, los miembros del
equipo de investigacion pidieron a los nifios individuales que explicaran lo que estaban haciendo
y los interrogaron de manera que los alentaran a desarrollar representaciones mas adecuadas. A
continuacion, intentamos describir, sobre la base de lo que se describi6 en las cintas de video y en
el trabajo escrito de los nifios, el contenido de la discusion en el aula que siguio y las percepciones

y logros de los nifios mientras intento representar y resolver los diversos pasos del problema.

Domingo: Después de que Kimberley leyo la parte del domingo para toda la clase, Barbara, el
investigador que dirigia esta clase, pregunto a los estudiantes si sabian cuanto dinero tenia cada
uno de los personajes de la historia. Los nifios dijeron al unisono: "No", y eso no parecio
molestarles. Algunos pronunciaron "N" y Talik dijo: "N, es para cualquier cosa". Otros nifios

gritaron "cualquier namero™ y "cualquier cosa".

Cuando Barbara preguntd a los nifios qué iban a mostrar en sus hojas de respuestas para este primer
paso del problema, Filipe dijo: "Podrias ganar algo de dinero con ellos, pero tiene que ser la misma
cantidad". Barbara le recordd que no sabemos cudl es la cantidad, y luego sugirié que podria
escribir N para representar la cantidad desconocida. Jeffrey dijo de inmediato que eso era lo que
iba a hacer. Los nifios comenzaron a escribir en sus folletos, que solo contenian informacion sobre
el domingo y una copia de la recta numérica N. Barbara les recordé a los estudiantes que podian
usar la recta numérica N (una recta numérica con N en el origen y una métrica de una unidad) en

su papel si querian. También dibujé una copia de la linea N-niimero en la pizarra.
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Los alumnos trabajaron durante unos 3 minutos, dibujando alcancias y representando las
cantidades en cada una de ellas. Cuatro nifios atribuyeron valores especificos a Mary y John el
domingo. Cinco representaba la cantidad como N, generalmente dentro de un dibujo de una
alcancia. Dos nifios colocaron un signo de interrogacion dentro o al lado de cada alcancia. Y cinco

nifios dibujaron alcancias sin ninguna indicacién de lo que contendria cada una.

Jennifer, una de las estudiantes que usd N para representar la cantidad inicial en cada banco (ver
Figura 3), dibujé dos alcancias, etiquetando una para Mary y la otra para John, y escribié junto a
ellas una N grande después de la declaracion " ¢No lo sabes? En una interaccion individual con
Jennifer, David (presente pero no sirviendo como instructor en la clase) sefiala la N en su folleto

y pregunta:

David: Entonces, ¢qué dice aqui?

Jennifer: NORTE.

David: ¢Por qué escribiste eso?

Jennifer: Porgue no lo sabes. No sabes cuanta cantidad tienen.

David: También lo hace N... ;{Qué significa eso para usted?
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Figura 3. Representacion inicial de Jennifer para el problema.

Jennifer: N significa cualquier nimero.

David: ¢Tienen cada uno N, o tienen N juntos?

Jennifer: [No responde.]

David: ¢{Cuéanto tiene Maria?

Jennifer: NORTE.

David: Y qué hay de John?

Jennifer: NORTE.

David: ¢Es el mismo N o tienen diferentes NS?

Jennifer: Son lo mismo, porque dijo el domingo que tenian la misma cantidad de dinero.
David: Entonces, si decimos que John tiene N, ¢es que tienen como $ 10 cada uno?
Jennifer: No.

David: ¢Por qué no?

Jennifer: Porgue no sabemos cuanto tienen.
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Desde el comienzo de esta clase, los propios nifios se propusieron usar N para representar una
cantidad desconocida. Habiamos introducido la convencion antes en otros contextos, pero ahora
se estaba abriendo camino en su propio repertorio de herramientas de representacion. Varios nifios
parecen sentirse cbmodos con la notacién de un desconocido, asi como con la idea de que pueden

trabajar con cantidades que pueden permanecer desconocidas.

Hablar de cambios en cantidades desconocidas

Lunes: Cuando los nifios leyeron la declaracion sobre lo que sucedi6 el lunes, es decir, que cada
nifio recibié $ 3 de su abuela, infirieron que Mary y John seguirian teniendo la misma cantidad de

dinero que el otro, y que ambos tiene $ 3 mas que el dia anterior:

Un nifio: Ahora tienen tres mas de la cantidad que tenian.

Barbara: ¢Crees que John y Mary todavia tienen la misma cantidad de dinero?

Nifos: jSi!

Barbara: ;Coémo lo sabes?

Talik: Porque antes tenian la misma cantidad de dinero, mas tres, ambos tenian tres mas, entonces

es la misma cantidad.

David: ¢La misma cantidad que antes o la misma cantidad que los demas?

Talik: La misma cantidad entre si. Antes, era la misma cantidad.

David: ¢Tienen la misma cantidad el lunes que el domingo?
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Talik: No.

Otro nifio: jNo lo sabes!

Béarbara: ¢(Cudl es la diferencia entre la cantidad que tenian el domingo y la cantidad que tenian el

lunes?

Nifos; Tienen tres mas.

Talik: Si. Tienen tres méas. Podrian tener cien délares; La abuela viene y les da tres dolares mas,

asi que son ciento tres.

A continuacion, Barbara pidio a los nifios que propusieran una forma de mostrar las cantidades de
dinero en las alcancias el lunes. Nathan fue el primero en proponer que el lunes cada uno tendria
N mas 3, y explicd: "Porque no sabemos cuanto dinero tenian el domingo, y obtuvieron mas, y
obtuvieron tres dolares mas el lunes”. Talik propuso hacer un dibujo que mostrara a la abuela
dando dinero a los nifios. Filipe representé la cantidad de dinero del lunes como "? + 3", Jeffrey
dijo que escribio "tres mas" porque su abuela les dio tres dolares mas. Los dibujos de la Figura 4
son representaciones espontaneas de Jeffrey de N + 3. En cada caso, las 3 unidades se distinguen

individualmente sobre una cantidad, N, de una cantidad no especificada.

James propuso y escribié en su papel que el domingo cada uno tendria "N + 2" y por lo tanto el
lunes tendrian N + 5. No nos queda claro por qué eligi6 N + 2 como punto de partida. Carolina
escribié N + 3. Jennifer escribid N + 3 en un arreglo vertical con una explicacion debajo: "3 mas
para cada uno". Talik escribié N + 3 = N + 3. Carolina, Adriana y Andy escribieron N + 3 dentro

o al lado de cada cerdito
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Figura 4. Representaciones de Jeffrey de lo que sucedio el domingo y el lunes.
Jeffrey escribio N + 3 para el lunes y explicd que eso se debe a que su abuela les dio 3 dolares
maés. Pero cuando David le pregunta cuanto tenian el domingo, Jeffrey respondié: "Cero". Max,
sentado a su lado, dice: "No lo sabes”. Jimmy, que representd por primera vez las cantidades el
domingo como signos de interrogacion, escribid N + 3, con conexiones a la representacion
esquematica de las alcancias de Mary y John, y explico: "Porque cuando la abuela vino a visitarlos
tenian como, N. Y luego le dio a Mary y John $ 3. Por eso digo [sefialando N + 3 en el papel] N

mas tres ".

Barbara comenté sobre el uso de los signos de interrogacion por parte de Filipe, y él y otros nifios
reconocieron que N es otra forma de mostrar los signos de interrogacion. Luego le dijo a la clase
que algunos de los nifios propusieron valores especificos para las cantidades en las alcancias el
domingo. Hablando en contra de este enfoque, Filipe afirmé que "nadie sabe [cuanto tienen]" y
James dijo que estos otros nifios "se equivocan™ al asignar valores especificos. Jennifer aclaré que

podria ser una de las cantidades sugeridas.
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En este punto, varios nifios parecian comodos con la notacion de una incognita y con la idea de
que podian trabajar con cantidades que podrian permanecer desconocidas. Su trabajo escrito
mostro que, al final de la clase, 11 de los 16 nifios habian adoptado N + 3 por las cantidades que
cada uno tendria el lunes. Solo uno de los nifios continud usando cantidades especificas en su hoja
de trabajo, y cuatro produjeron dibujos que no se pudieron interpretar o un trabajo escrito que

incluia N pero de manera incorrecta como N + 3 = N.

Operacion sobre incognitas con multiples representaciones

Martes: Cuando consideraron lo que sucedio el martes, algunos de los nifios parecian
desconcertados e incomodos mientras se preguntaban si habria suficiente dinero en las alcancias
para permitir las compras. Un estudiante sugirio que los protagonistas de la historia probablemente
tenian $ 10. Otros asumieron que debe haber al menos $ 5 en sus alcancias al final del lunes, de lo

contrario, John no podria haber comprado un calendario de $ 5.

Barbara recordé para la clase lo que sucedi6 el domingo y el lunes. Los nifios coincidieron en que

el lunes cada uno de los nifios tenia las mismas cantidades. Luego hizo estas preguntas:

Barbara: Adriana, ¢qué pasa el martes?

Adriana: El martes tenian diferentes cantidades de dinero.

Barbara: ¢Por que tienen diferentes cantidades de dinero?

Adriana: Debido a que gastaron, Mary gasté $ 3 y John gast6 $ 5.

Barbara: Entonces, ¢quién gastdo mas dinero?
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Adriana: John.
Barbara: Entonces, el martes, ¢quién tiene mas dinero el martes?
Adriana y otros nifios: Mary.

Jennifer describié lo sucedido de domingo a martes y concluyé que, el martes, Mary terminé con
la misma cantidad de dinero que tenia en Domingo, "porque gasta sus $ 3". En este punto, Barbara
animé a los nifios a usar la recta numérica N para representar lo que ha estado sucediendo de
domingo a martes. Siempre dialogando con los nifios y recibiendo su opinidn, dibujé flechas que
iban de N a N + 3y luego de nuevo a N para mostrar los cambios en las cantidades de Mary. Ella
mostrd lo mismo con notacidn algebraica, narrando los cambios de domingo a martes, paso a paso,
y obteniendo la informacion de los nifios mientras escribia N + 3 - 3. Luego escribio un corchete
debajo de +3 - 3 y un 0 debajo de él. Ella coment6 que +3 - 3 es lo mismo que 0, y extendio la
notacibna N + 3 - 3 =N + 0 = N. Jennifer luego explicd cdmo los $3 gastados cancelan los $ 3

dados por la abuela.

Barbara luego guio a los nifios a través de las transacciones de John en la recta numérica N,
dibujando flechas de N a N + 3, luego N - 2, para cada paso de su dibujo. Durante este proceso,
uso escritura algebraica para registrar los estados y transformaciones, y con la informacion de los
estudiantes hizo un seguimiento de los estados y transformaciones, finalmente escribio6 N + 3 - 5
para expresar la cantidad de John al final del martes. Algunos nifios sugirieron que esta cantidad

es igual a "N menos 2", una inferencia que Barbara registré6 como N + 3-5 = N-2,

Barbara le pidio a Jennifer que se acercara a la recta numérica y mostrara la diferencia entre las

cantidades de John y Mary el martes. Jennifer al principio sefialé6 vagamente el intervalo entre N -
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2y N. Cuando Barbara le pidié que mostrara exactamente dénde comienza y termina la diferencia,
Jennifer sefialé correctamente N - 2 y N como los puntos finales del segmento. David le pregunt6
a Jennifer cuénto tendria que darle a John para que tuviera la misma cantidad de dinero que tenia
el domingo. Jennifer respondié que tendriamos que darle $ 2 a John y explica, mostrando en la
recta numérica, que si él estden N - 2 'y sumamos 2, vuelve a N. Barbara representd lo que Jennifer
ha dicho como N - 2 + 2 = N. Jennifer tomé el marcador de la mano de Barbara, trazé corchetes

alrededor de la expresion "—2 + 2" y escribi6 0 debajo. Barbara preguntd por qué "—2 + 2"

El dibujo de Nathan en la Figura 5 representa el domingo (arriba), el lunes (abajo a la izquierda) y
el martes (abajo a la derecha). Para el martes, primero dibujo representaciones iconicas del
calendario y el libro junto a los valores $ 5 y $ 3, respectivamente, los iconos y los valores en

dolares conectados por un signo igual.

Figura 5. Representacion del problema de Nathan.
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Durante su discusidn con un entrevistador en clase, escribié las dos ecuacionesN +3 -5=N -2
y N+ 3-3=N, utilizando la recta numérica N como apoyo para sus decisiones. Més tarde, cuando
supo que N eraigual a 5 (después de recibir la informacién del problema sobre el jueves), escribio

8 junto a N + 3 en la seccion del lunes de su hoja de trabajo.

Miércoles: Filipe leyd el paso del problema del miércoles. Barbara pregunté si Mary y John
terminaran con la misma cantidad que el lunes. James dijo: "No", y Adriana luego explic que
Mary tendra N + 4 y John tener N + 2. Barbara dibujé una recta numérica con N y le pidié a
Adriana que contara la historia usando la recta. Adriana represento los cambios para John y Mary
en la recta numérica N, como lo haria en una recta numérica normal. Barbara escribio N + 4 = N
+4yluego N-2+4 =N+ 2. Talik se ofrecio a explicar esto. Dijo que, si tomas 2 del 4, sera igual
a 2. Para aclarar de dénde viene el 2, Barbara represento las siguientes operaciones en una recta

numérica regular: —2 + 4 = 2.

Barbara luego pregunto si alguien podia demostrar por qué N + 3 - 3 + 4 es igual a N + 4. Talik se
ofreci6 como voluntario para hacerlo, taché la subexpresion +3 - 3 y dijo: "Ya no lo necesitamos”.
Jennifer dijo que esto es lo mismo que O. Este es un momento significativo, porque no habiamos
introducido el procedimiento de tachar la suma de un nimero y su inverso aditivo (aunque

habiamos usado corchetes para simplificar las sumas).

El golpe de Talik en lugar de poner entre corchetes muestra su comprension de que un nimero y
su inverso entre corchetes rinden 0. Barbara propuso escribir una ecuacion que transmita lo que
sucedi6 con las cantidades de John durante la semana. Los estudiantes la ayudaron a seguir cada

uno de los pasos de la historia y construir la ecuacion N + 3 - 5+ 4 = N + 2. Pero inicialmente no
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estuvieron de acuerdo con la expresion del lado derecho de la ecuacion. Barbara les ayudd a
visualizar las operaciones en la recta numérica N. Le pidi6 a Jennifer que mostrara como se podria
simplificar la ecuacion. Mientras Jennifer reflexionaba, Barbara sefial6 que este problema era mas
dificil que el anterior y le pidi6 que comenzara con +3 - 5; Jennifer respondi6: "Menos dos". Luego
colocaron entre corchetes la segunda parte en —2 + 4, y Jennifer, contando con los dedos, dijo que
era +2 y escribid. Talik se acerco al frente y explicd: "N es cualquier cosa, mas 3, menos 5, es
menos 2; N menos 2 mas 4, es igual [mientras cuenta con los dedos] N méas 2". Luego, Talik intent6
agrupar los nimeros de manera diferente, primero sumando 3 y 4 y luego quitando 5. Barbara
mostré que cuando se agrupa +3 + 4, se llega a +7. A continuacion, +7-5 resulta en +2. Por tanto,

la respuesta es 2, independientemente del orden de las operaciones.

Descubrir un valor particular e instanciar otros valores

Jueves: cuando Amir leyd la parte del problema del jueves, donde decia que Mary termin6 con $
9, varios niflos sugirieron en voz alta que N tenia que ser 5. Entonces Barbara preguntd a los nifios:
"¢ Cuanto tiene John en su alcancia [al final del jueves]?" Algunos estudiantes afirmaron que John
(cuya cantidad estaba representada por N + 2) tiene "dos mas", aparentemente significando "dos
méas que N." Jennifer, James y otros nifios dijeron que tiene 7. Algunos de los estudiantes
aparentemente determinaron esto agregando 5 + 2. Otros lo determinaron a partir de la cantidad
final de Maria (9): Debido a que N + 2 (la cantidad de Juan) es 2 menos que N + 4 (la cantidad de
Maria), Juan tendria que tener 2 menos que Maria (se sabe que tiene 9). Barbara concluyé la
leccidn trabajando con los estudiantes para completar una tabla de 2 x 4 que muestra las cantidades
que Mary y John tenian durante los 4 dias. Algunos estudiantes sugirieron expresiones con valores

desconocidos.
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Un nuevo contexto: diferencias entre alturas

Leccion 8

La semana siguiente, en la Leccion 8, le pedimos al mismo grupo de estudiantes que trabajara en

el problema que se muestra en la Figura 6 (ver Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000, en prensa,

para un andlisis previo del mismo problema por otro grupo de estudiantes). El problema establece

las diferencias de altura entre tres personajes sin revelar sus alturas reales. Se podria pensar que

las alturas varian en la medida en que pueden tomar un conjunto de valores posibles. Por supuesto

que esa era nuestra opinion. El objetivo de investigar el tema era ver qué sentido tenian los

estudiantes de tal problema.

Tomes4

pulgadas mas

alto que Maria.

Maria es 6 pulgadas mas baja que
Leslie. Dibwa la altura de Tom. la
altura de Maria v la altura de Leslie.

Muestre a que
se refieren los

numeros 4 y 6.

|
A |

i

Manma  Altura de Mana

Figura 6. El problema de las alturas.

Después de discutir cada enunciado del problema, el instructor animo a los estudiantes a enfocarse

en las diferencias entre las alturas de los protagonistas (ver Carraher, Brizuela, et al., 2001, para

detalles sobre esta primera parte de la clase), y a los estudiantes se le pidié que representara el
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problema en hojas de trabajo individuales. La mayoria de los estudiantes usaron lineas verticales
para mostrar las tres alturas (ver ejemplo en la Figura 7). Para nuestra sorpresa, una de las
estudiantes (Jennifer) eligio representar las alturas en una recta numérica variable muy parecida a
la que habian estado trabajando durante reuniones anteriores (ver Figura 8). Barbara luego adoptd

la recta numérica de Jennifer como base para una clase completa.

—-
-

({5; mcit{b

Figura 7. Dibujo y notacion de Jeffrey para el problema de Heights.
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Tam is 4 inches taller than Maria. 7 ing

. b '
Maria 1 6 inches shorter than Lesle, Taflnd = —n-€31ie
Dwraw: Tom's height

Maria’s height
Leslic"s height b oo
Show what the numbers 4 and 6 refer 10 in your drawing.

T
J*.m "l"‘ ,.—_E‘._.--
Taljeq
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2
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L Avacio Challenge,

Tomn  Leosts
N Nﬂ'ﬁ f-’-l*"'*' ﬁm

Figura 8. Dibujo de Jennifer (muescas) que muestra diferencias, pero sin origen. También usa un
namero variable que forma la base de la discusidn posterior.

Ademas, adoptd la suposicion de Jennifer de que Maria estd ubicada en N en la recta numérica

variable (ver la recta numérica del medio en la Figura 9).
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Figura 9. Tres representaciones de lineas numeéricas variables (en un retroproyector)
utilizadas por los estudiantes y el maestro para discutir los casos en los que a Maria (en el medio)
se le atribuye la altura de N; A Leslie (abajo) se le asigna la altura de N; y a Tom (arriba) se le

asigna una altura de N.

Barbara: Ahora bien, si la altura de Maria fuera N, ;cual seria la altura de Tom?

Estudiantes: N mas cuatro.

Barbara: ¢Por qué?

Estudiantes: Porque seria diez centimetros mas alto.

Barbara: Mm, hmm. (Y cual seria la altura de Leslie?
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Nathan y estudiantes: N mas seis.

Nathan: Porque Leslie mide quince centimetros mas.

Es notable que Jennifer se diera cuenta de que una herramienta de representacion introducida en
clases anteriores ayudaria a aclarar el problema en cuestion. Es igualmente impresionante que los
estudiantes restantes parecieran comodos con esta idea y dedujeran facilmente las alturas de Tom
y Leslie (N + 2, N + 4, respectivamente) de las de Maria (N). Barbara se pregunto si los estudiantes
se dieron cuenta de que la decision de llamar a la altura de Maria N fue arbitraria. Entonces, pidio
a los estudiantes que asumieran en cambio que la altura de Leslie era N. Los estudiantes
respondieron que la altura de Tom seria N - 2 y la de Maria seria N - 6 (vea la recta numérica
inferior en la Figura 9). Infirieron esto no actuando sobre la escritura algebraica, sino haciendo los

desplazamientos apropiados en la recta numérica variable.

A continuacion, Barbara pidié a los estudiantes que asumieran que la altura de Tom era N. Max
fue al frente de la clase y coloco a Leslie en N + 3 (vea la linea numérica superior en la Figura 9;
hay un borrado debajo de N + 3 donde Max tenia primero puso incorrectamente el nombre de
Leslie). Max se dio cuenta de que la diferencia entre Tom y Leslie es 2, pero sin embargo coloco
sus 3 unidades a la derecha de Tom. (Este es un ejemplo del problema del "poste de la cerca”. Los
estudiantes estan acostumbrados a la idea de que un nimero se refiere al recuento de elementos en
un conjunto, es decir, la cardinalidad de un conjunto. Sin embargo, el problema que enfrentan los
nifios a menudo es "¢ Qué debo contar? " En una recta numérica, se sugieren dos tipos de elementos.
Uno puede contar el nimero de intervalos o uno puede contar el nimero de" postes de cerca "o

muescas.
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Si nos centramos demasiado en los errores ocasionales que cometen estudiantes como Max, es
posible que no veamos el panorama general; es decir, que al final de la leccion los estudiantes
relacionan las diferencias numéricas dadas con la notacion algebraica, diagramas de segmentos de
linea, lineas numéricas (incluidas las lineas numéricas variables), resta, conteo y descripciones en
lenguaje natural. La fluidez con la que los estudiantes se mueven de una forma de representacion
a otra sugiere que su comprension de las funciones de la forma x + b es solida y flexible. Su
disposicidn a utilizar N para representar la altura de cualquiera de los tres personajes de la historia
(siempre que las relaciones entre las alturas de los tres protagonistas se mantengan invariables)

muestra un grado alentador de robustez en su pensamiento.

DISCUSION

¢ Estaban estos estudiantes haciendo algebra?

¢Las actividades documentadas aqui califican como algebra? Algunos podrian sentirse tentados a
argumentar que los estudiantes habian resuelto el problema de la alcancia mediante
procedimientos, como "deshacer”, considerados meramente aritméticos o prealgebraicos
(Boulton-Lewis et al., 1997; Filloy y Rojano, 1989). Otros podrian notar que los estudiantes no
"resolvieron para X" en el sentido tradicional de aplicar reglas sintacticas a formas escritas, sin
tener en cuenta su significado, para producir un valor unico para lo desconocido. Sin embargo, es
importante reconocer lo que lograron los estudiantes. Usaron letras para representar variables de
manera significativa. Utilizaron expresiones algebraicas como N + 3 para representar funciones.
Ademas, utilizaron el conocimiento sobre los cambios en las cantidades para formular nuevas

expresiones algebraicas. Entendieron las relaciones entre las cantidades diarias de cada
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protagonista del problema de la historia; ellos también entendieron como las cantidades de cada

dia relacionadas con las cantidades iniciales.

En la discusién del problema de Heights (es decir, la leccidn 8), mostraron una comprension clara
de las relaciones funcionales entre cantidades indeterminadas; estaban trabajando con variables
manteniendo una relacion invariante entre ellas. Y generaron expresiones apropiadas para las
alturas de los protagonistas restantes independientemente de a qué actor se le habia asignado el
valor inicial N. Como tal, parece que los estudiantes estaban trabajando con funciones, un objeto

fundamental de estudio en algebra (Schwartz & Yerushalmy, 1994).

En varios sentidos, las lecciones descritas anteriormente son tipicas de las 32 lecciones de algebra
temprana que implementamos durante el primer semestre (ocho lecciones implementadas en cada
una de las cuatro aulas de tercer grado). Al principio, la mayoria de los nifios dependia de la
instanciacion de incognitas en valores particulares. Pero con el tiempo, en cada leccion y a lo largo
de las lecciones, los estudiantes llegaron a usar cada vez mas notaciones algebraicas y
representaciones de lineas numéricas como un medio natural para describir los eventos de los
problemas que se les presentaban (ver Carraher, Schliemann y Schwartz, en prensa), para un

analisis mas detallado de esta evolucidn en cuarto grado).

Aunque los estudiantes expresaron su comprension personal en dibujos y explicaciones, no
sugerimos que su comportamiento fuera completamente espontaneo. Claramente, su pensamiento
se expresd a través de sistemas basados en la cultura, incluidas representaciones matematicas de
varios tipos. Las representaciones de lineas numéricas y el uso de letras para representar cantidades

0 variables desconocidas son ejemplos de representaciones culturales que presentamos
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explicitamente a los estudiantes. La cuestion no es si inventan tales representaciones
completamente por si mismos, sino méas bien si las aceptan como propias, es decir, si las incorporan

a su repertorio de herramientas expresivas.

Hallazgos como estos nos han persuadido de que, dadas las experiencias adecuadas, los nifios de
ocho y nueve afios pueden aprender a usar letras codmodamente para representar valores
desconocidos y pueden operar en representaciones que involucran letras y nimeros sin tener que
instanciarlos. Concluir que la secuencia de operaciones "N + 3 - 5 + 4" es igual a N + 2, y poder
explicar, como muchos nifios pudieron, que N mas 2 debe ser 2 mas de lo que comenzd John. con,
cualquiera que sea ese valor, es un logro significativo, uno del que mucha gente pensaria que los
nifios pequefios son incapaces de hacerlo. Sin embargo, estos casos eran frecuentes y no se
limitaban a ningun tipo de contexto de problema en particular. Seria un error descartar estos

avances como meras soluciones concretas, indignas del término "algebraico”.

También hemos encontrado mas evidencia de que los nifios pueden tratar las incdgnitas en
situaciones aditivas como si tuvieran multiples soluciones posibles. Por ejemplo, en un problema
de comparacion simple (Carraher, Schliemann y Schwartz, en prensa) en el que describimos que
un nifo tenia tres dulces mas que otro, nuestros estudiantes del tercer grado pudieron proponer que
un nifio tendria N dulces y el otros tendrian N + 3 caramelos. Ademas, encontraron perfectamente

razonable ver una serie de pares ordenados (3, 6), (9, 12), (4, 7), (5, 8) como soluciones validas.

Para el caso que nos ocupa, a pesar de que sabian que, en cualquier situacién dada, sélo una
solucién podia ser cierta. Incluso pudieron expresar el patron en una tabla de dichos pares a través

de afirmaciones como "el nimero que sale es siempre tres mas grande que el nimero con el que
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empiezas". Cuando los nifios hacen declaraciones de una naturaleza tan general, esencialmente
estan hablando de relaciones entre variables y no simplemente de incognitas restringidas a valores
unicos. Hemos encontrado que los nifios de ocho y nueve afios no solo pueden entender funciones
aditivas, sino también usar expresiones algebraicas de manera significativa como "'n -»n+3"y "y

=x + 3" (ver Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Schliemann, Carraher y Brizuela, en prensa).

Casos como los anteriores pueden parecer extrafos para las personas acostumbradas a pensar en
la variacion en términos de cambios en los valores de una sola entidad a lo largo del tiempo. La
variacion es en realidad un concepto mas amplio que el cambio. A veces, la variabilidad ocurre en
un conjunto de casos no relacionados, como en la variacion de alturas en una poblacion o como en
la covariacion de alturas y pesos. El ejemplo de un nifio que tiene tres dulces mas que otro puede
entenderse como una variacion dentro y, lo que es alun mas importante, una invariancia en un
conjunto de posibilidades. La invariancia entre casos puede formar la base de las discusiones con
los estudiantes sobre las tablas de funciones que contienen muchas "soluciones”, una para cada
fila. En este caso, la columna uno corresponderia a la cantidad de caramelos que tiene el primer
nifio; la columna dos corresponderia a la cantidad de dulces que tiene el segundo nifio. Cada fila

contiene una solucién valida, en la medida en que sea coherente con la informacion proporcionada.

Una vez que los estudiantes hayan completado y explorado dicha tabla de funciones, el problema
es explicarla. ;Qué propiedades permanecen iguales independientemente de la fila? Este no es un
asunto trivial y da lugar a enunciados generales sobre patrones numéricos que son la esencia del

algebra.
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Estas formas de variacién son importantes porque permiten razonar tanto sobre valores particulares
como sobre conjuntos de valores posibles. Permiten considerar las incognitas como variables. Este
es precisamente el espiritu con el que muchos estudiantes vieron el problema de la alcancia antes
de que se descubriera informacion, respecto al jueves, que finalmente les permitio desestimar las
multiples posibilidades y enfocarse en los valores a los que ahora se limitaba el problema. Los
estudiantes que sientan la necesidad de instanciar variables desde el principio pueden hacerlo y
participar en las clases desde su propia perspectiva, restringiendo su atencion a un posible
escenario desde el principio. Esto no deberia ser motivo de preocupacion, ya que hemos
descubierto que estos estudiantes aprenden de los demas y de las discusiones en clase. y en unas
pocas semanas acogen comodamente las representaciones algebraicas en su propio repertorio
personal de herramientas expresivas. Si su confianza inicial en la instanciacion se debiera a
limitaciones de desarrollo, el aprendizaje relativamente rapido que presenciamos desde la leccion

de la alcancia hasta la leccion sobre alturas no podria haber tenido lugar.

Los estudiantes demostraron que habian comenzado a manejar conceptos algebraicos
fundamentales. Aun asi, les queda mucho por aprender. El algebra es un vasto dominio de las
matematicas y el progreso mostrado por los estudiantes en el presente estudio es el comienzo de
una larga trayectoria. En esta etapa inicial, los estudiantes se benefician enormemente de trabajar
en contextos de problemas ricos que utilizan para ayudar a estructurar y verificar sus soluciones.
A medida que adquieran mayor fluidez en algebra, podran confiar relativamente menos en la
semantica de la situacion del problema para resolver problemas. Las expresiones algebraicas no
solo capturaran, sino que, cada vez mas, ayudaran a guiar su pensamiento y resolucion de

problemas. Con el tiempo, es de esperar que sean capaces de derivar inferencias validas actuando
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sobre las formas escritas y graficas ellos mismos, sin tener que reflexionar sobre los ricos contextos
del problema para poder proceder con éxito; es decir, su resolucion de problemas impulsada

semanticamente seré cada vez mas impulsada por la sintaxis de las expresiones escritas.

Observaciones finales

Nuestro trabajo se ha guiado por las ideas de que (I) la comprensién de los nifios de las estructuras
aditivas proporciona un punto de partida fructifero para una "aritmética algebraificada"; (2) las
estructuras aditivas requieren que los nifios desarrollen una conciencia temprana de los nimeros y
cantidades negativos y su representacion en lineas numeéricas; (3) maltiples problemas y
representaciones para manejar incognitas y variables, incluida la notacion algebraica en si, pueden
y deben formar parte del repertorio de los nifios lo antes posible; y (4) el significado y las
notaciones espontaneas de los nifios deberian proporcionar una base para las estructuras sintacticas
durante el aprendizaje inicial, aungue el razonamiento sintactico deberia volverse relativamente

autonomo con el tiempo.

Puede haber muchas razones para ver el algebra como mas avanzada que la aritmética y, por lo
tanto, colocarla después de la aritmética en el plan de estudios de matematicas. Pero hay razones
mas convincentes para introducir el algebra como parte integral de las primeras matematicas. Hay
buenas razones para considerar lo abstracto y lo concreto como entretejidos en lugar de
completamente distintos (Carraher y Schliemann, 2002). La suma y la resta, la multiplicacion y la
divisidn son operaciones, pero también son funciones y, por lo tanto, pueden describirse mediante
notacion algebraica. Si nos detenemos demasiado en la naturaleza concreta de la aritmética,

corremos el riesgo de ofrecer a los estudiantes una visién superficial de las matematicas y
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desalentar sus intentos de generalizar. Aunque la fluidez computacional es importante (incluso
crucial) para permitir a los estudiantes razonar algebraicamente, no asegura que los estudiantes
estén atentos a los patrones subyacentes a las relaciones aritméticas y aritméticas. La notacion
algebraica (asi como tablas, rectas numéricas y gréaficos) ofrece un medio para expresar tales
patrones de manera clara y sucinta. Si se presenta de manera significativa, ofrece la virtud de reunir

ideas que de otra manera podrian permanecer fragmentadas y aisladas.

Muchos han argumentado que los nifios pequefios son incapaces de aprender algebra porque no
tienen los medios cognitivos para manejar conceptos como variables y funciones (Collis, 1975;
Filloy y Rojano, 1989; Herscovics y Linchevski, 1994; Kuchemann, 1981; MacGregor, 2001
Nuestros estudios en el aula sugieren que los nifios pueden manejar conceptos algebraicos y usar
la notacion algebraica algo antes de lo que cominmente se supone. Puede que no sea necesario
que la educacion en algebra espere un supuesto ‘periodo de transicion' después de la aritmética.
Como otros han demostrado (Carpenter & Franke, 2001; Carpenter & Levi, 2000; Schifter, 1999),
existen muchas oportunidades para introducir conceptos algebraicos en el curriculo durante los
primeros afos de la educacion matematica. Ademas, también mostramos, como hicieron Bodanskii
(1991) y Davis (1971-1972) antes de nosotros, que es posible introducir la notacion algebraica en
los primeros grados. Nuestros datos amplian ain mas nuestra comprension de como los nifios
pequefios llegan a la notacion de algebra apropiada ya que representan problemas abiertos, y
brindamos ejemplos de como la ensefianza y el aprendizaje de operaciones aritméticas pueden

relacionarse con funciones.

Para que no demos la impresion erronea de que cualquier concepto matematico puede aprenderse

en cualquier momento, dejemos las cosas claras. Al argumentar que el caracter algebraico de la
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aritmética merece un lugar en la educacibn matematica temprana, no estamos negando la
naturaleza evolutiva de las habilidades matematicas. Los conceptos numéricos, la capacidad de
usar la notacion algebraica, interpretar graficos, modelar situaciones, etc., se desarrollan a lo largo
de muchos afios. Incluso en un area tan "simple" como las estructuras aditivas, los nifios necesitan
poder cosificar las diferencias para que puedan ser tratados como cantidades auténticas con sus
propias propiedades y sujetos a operaciones aritméticas. Los nifios que recién comienzan a trabajar
con la suma y la resta pueden interpretar una afirmacion como "Tom es 4 pulgadas mas alto que

Maria”.

La educacion temprana en algebra no es de ninguna manera un campo bien entendido.
Sorprendentemente, se sabe poco sobre la capacidad de los nifios para hacer generalizaciones
matematicas y utilizar la notacion algebraica. Por lo que sabemos, en este momento, ni un solo
libro de texto importante en el idioma inglés ofrece una vision algebraificada coherente de las
matematicas tempranas. Consideramos que la aritmética algebraificada es una propuesta
apasionante, pero cuyas ramificaciones solo pueden conocerse si un numero significativo de
personas emprende investigaciones y experimentos de ensefianza sistematicos. Es posible que los
programas de formacion docente tarden mucho tiempo en adaptarse al hecho de que los tiempos
han cambiado. Esperamos que la comunidad de la educacidon matematica y sus fuentes de

financiacidn reconozcan la importancia de esta empresa.
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7.2.  Traduccion articulo 2: The Progressive Development of Early Embodied Algebraic

Thinking

EL DESARROLLO PROGRESIVO DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

INCORPORADO TEMPRANO

Luis Radford

Resumen:

En este articulo presento algunos resultados de una investigacion longitudinal de 5 afios con
jovenes estudiantes sobre la génesis del pensamiento algebraico no simbdlico incorporado y su
transicion progresiva a formas de pensamiento simbdlico culturalmente evolucionadas. La
investigacion se basa en una teoria historico-cultural de la ensefianza y el aprendizaje (La teoria
de la objetivacion). Dentro de esta teoria, el pensamiento se concibe como una forma de reflexion
y accién que es a la vez material e ideal: incluye el habla interior y exterior, formas sensoriales de
imaginacion y visualizacion, gestos, ritmo y su entrelazamiento con la cultura material (simbolos,
artefactos, etc.). La teoria articula una vision cultural del desarrollo como un proceso dialéctico
que se desarrolla entre formas de conocimiento matematico constituidas cultural e histéricamente
y la actividad en el aula mediada semidticamente. Mirar los datos experimentales a través de estos
lentes tedricos revela un camino de desarrollo en el que las formas encarnadas de pensamiento se
sustituyen o subsumen en otras mas sofisticadas a través de la mediacion de una actividad en el

aula debidamente disefiada.
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Palabras clave: Pensamiento incorporado, Pensamiento algebraico, Desarrollo, Semiotica,

Objetivacion, Vygotsky.

Introduccién

A la luz de las legendarias dificultades que presenta el aprendizaje del algebra a los estudiantes en
la escuela secundaria, se ha sugerido que una introduccion progresiva al algebra en los primeros
grados puede facilitar a los estudiantes un acceso a conceptos algebraicos mas avanzados mas
adelante (Carraher y Schliemann 2007). Un desarrollo temprano del pensamiento algebraico
puede, en particular, facilitar a los estudiantes un contacto con el simbolismo algebraico (Cai y

Knuth 2011; Warren y Cooper2009).

Sin embargo, el fundamento tedrico de esta idea y su implementacion practica siguen siendo
motivo de controversia. Tradicionalmente, el algebra se ha ensefiado solo después de que los
estudiantes hayan tenido la oportunidad de adquirir un conocimiento sustancial de aritmética. Es
decir, se ha asumido que el pensamiento aritmético es un requisito previo para el surgimiento y
desarrollo del pensamiento algebraico. Claramente, una introduccion al algebra en los primeros
grados no se ajusta a tal suposicion. Ahora bien, si esto es asi, si el algebra no necesita venir
después de la aritmética, la pregunta es: ;Cual es la diferencia y la relacion entre estas dos

disciplinas?

Evadir estas preguntas no nos hace ningun favor. Déjame dar un ejemplo. En el Curriculo de
Matematicas de Ontario, se supone que los profesores introducen a sus alumnos en el algebra,
recurriendo en particular al estudio de patrones, a través de la investigacion de secuencias y su

generalizacion. Una expectativa especifica en los grados 1, 2 y 3 establece que los estudiantes
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deben identificar, describir y ampliar los patrones. En el quinto grado se les pide que predigan un
término remoto especifico de la secuencia. Ahora bien, ¢describir y extender secuencias y predecir
términos remotos son realmente procesos algebraicos o son aritméticos? ;Qué harian estos
procesos algebraicos? ¢Cudles serian los conceptos algebraicos requeridos en ese tipo de tareas?
Al evadir estas preguntas, podemos terminar trivializando las cosas, como afirma el matematico

de la Universidad de Yale Roger Howe:

En afios recientes, "algebra" ha sido interpretado de manera algo diferente por algunos
educadores de matematicas, y esto se refleja en NAEP [la Evaluacion Nacional de Progreso
Educativo de EE. UU.]. En particular, el estudio de"patrones” ha sido declarado por algunos

como algebra. Soy escéptico de que esto haya sido productivo. (Howe2005, pag. 1)

En defensa de un enfoque de patrones para el algebra temprana, se podria argumentar que hay algo
inherentemente aritmeético en el algebra y algo inherentemente algebraico en la aritmética, y que
la actividad de patrones une estos dos aspectos. En otras palabras, existen filiaciones entre las dos
disciplinas. Pero, dado que no coinciden, también debe haber diferencias entre ellos. Encontrar
estas diferencias, quiero argumentar, es importante desde un punto de vista educativo. De lo
contrario, podriamos estar ensefiando aritmética mientras pensamos que estamos ensefiando
algebra. Al hacerlo, podriamos estar fallando en la promocion de formas elementales genuinas de
pensamiento algebraico en los estudiantes. Es por esto que la distincion entre aritmética y algebra
es una tarea que no puede descartarse en las primeras investigaciones del algebra. Sin proporcionar
una distincién clara entre aritmética y algebra y las relaciones epistemoldgicas entre estas
disciplinas (al menos en lo que respecta a las matematicas escolares), sera dificil (por no decir

imposible) organizar actividades en el aula que movilizarian conceptos algebraicos en los primeros
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afios y preparar al estudiante para aprender conceptos algebraicos mas sofisticados mas adelante.
Sin una distincion clara entre aritmética y algebra, seria imposible afirmar que los patrones a los
que Howe (2005) se refiere en la cita antes mencionada pueden ser Utiles en la introduccion al

algebra temprana.

En este articulo, me ocupo de dos preguntas de investigacion. La primera gira en torno a si las
formas incorporadas de pensamiento algebraico ya evidenciadas en adolescentes en
investigaciones previas, pueden hacerse accesibles a los estudiantes jovenes. Como argumentarg,
los estudiantes pueden pensar eficazmente algebraicamente a una edad temprana. Sin embargo,
necesitamos reconocer formas no tradicionales de pensamiento algebraico, es decir, formas de
pensamiento algebraico que no se basan necesariamente en el simbolismo alfanumérico. La
segunda pregunta de investigacion trata sobre como dar cuenta del desarrollo de los jovenes
estudiantes en términos de su pensamiento algebraico. La primera pregunta nos lleva a indagar
sobre las diferencias y similitudes entre la aritmeética y el algebra. Basdndome en la investigacion
historica y educativa, en la siguiente seccion sugiero una distincion epistemoldgica entre las
formas de pensamiento que se requieren en ambas disciplinas. Luego, presento algunos hallazgos
de un programa de investigacion longitudinal en el aula de 5 afios en el que se siguié a estudiantes
de 8 afios a medida que pasaban del Grado 2 al Grado 6. Me centraré en particular en la génesis y
el desarrollo del pensamiento algebraico no simbdlico incorporado y su progresiva transicion a

formas culturales de pensamiento simbdlico.
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Aritmética y algebra: filiaciones y rupturas

La cuestion de las filiaciones y rupturas entre la aritmética y el algebra fue uno de los principales
temas de investigacion educativa en los afios ochenta y noventa. Esta pregunta estaba en el centro
de varios programas de investigacion (por ejemplo, uno realizado por Filloy y Rojano (1989) en
México, y uno de Bednarz y Janvier (1996) en Canada). A menudo se discutié en varios PME's

Grupos de trabajo e informes de investigacion (Sutherland, Rojano, Bell y Lins 2001).

El trabajo de Filloy y Rojano en (1989) apunta a una de las rupturas fundamentales entre aritmética
y algebra, lo que ellos llaman un cortar. Este cortar se observé en estudios clinicos donde los
estudiantes enfrentaron ecuaciones de la forma Ax + B = Cx + D. Para resolver ecuaciones de esta
forma, los métodos aritméticos de "operaciones de reversion” que son eficaces para resolver
ecuaciones del tipo Ax + B = D (los estudiantes suelen restar B de D y dividir entre A), ya no son
aplicables. Los estudiantes tienen que recurrir a una idea verdaderamente algebraica: funcionar en
lo desconocido. Para operar sobre lo desconocido, o sobre cantidades indeterminadas en general
(por ejemplo, variables, parametros), uno tiene que pensar analiticamente. Es decir, hay que
considerar las cantidades indeterminadas como si fueran algo conocido, como si fueran nimeros
especificos (ver, por ejemplo, Kieran 1989, 1990; Filloy, Rojano y Puig (2007); para un analisis
epistemologico, véase Radford y Puig (2007); Serfatil999)). Desde un punto de vista genético,
esta forma de pensar analiticamente; donde los nimeros desconocidos se tratan a la par con los
nameros conocidos, distingue la aritmética del algebra. Y es tan caracteristico del algebra que el
matematico francés Francois Viete (uno de los fundadores del algebra simbolica moderna)

identifico el algebra como un arte analitico (Viete 1983).
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Una consecuencia de esta diferencia entre aritmética y algebra es la siguiente: por la naturaleza del
algebra analitica, las formulas en algebra se deducen (de la misma manera que las soluciones se
deducen al resolver ecuaciones). No advertir esta caracteristica analitica central del algebra puede
llevarnos a pensar que la produccion de formulas en patrones (independientemente de como se
produjeron) es un sintoma del pensamiento algebraico. Pero como Howe (2005) sefiala, producir
una férmula podria ser simplemente una cuestion de adivinar la formula y probarla. Estoy
completamente de acuerdo con él en que no hay nada algebraico en intentar y adivinar. De hecho,

las estrategias de prueba y adivinanza se basan Unicamente en conceptos aritméticos.

La investigacion epistemoldgica también ha contribuido a la conversacion sobre la distincion entre
aritmética y algebra. Esta investigacion sugiere que la diferencia entre estas disciplinas no puede
expresarse en términos de notaciones, como se ha pensado a menudo. El simbolismo alfanumérico
algebraico que conocemos hoy es de hecho una invencidn reciente. En Occidente aparecio durante
el Renacimiento, junto con otras formas de representacion, como la perspectiva en la pintura y la
representacion espacial, sustentada por cambios en los modos de produccion y nuevas formas de
divisién del trabajo (Radford 2006). ElI nacimiento del algebra no es el nacimiento de su
simbolismo moderno. En sus Elementos, Euclides recurrié a las letras sin movilizar ideas
algebraicas (Unguru 1975). Los antiguos matematicos chinos movilizaron ideas algebraicas para
resolver sistemas de ecuaciones sin utilizar notaciones. Los escribas babilonicos usaban diagramas
geométricos para pensar algebraicamente (Hgyrup 2002). Como resultado, el uso de letras en
algebra no es una condicién necesaria ni suficiente para pensar algebraicamente. Naturalmente,
nuestro simbolismo algebraico moderno nos permite realizar transformaciones de expresiones que

pueden resultar dificiles o imposibles con otras formas de simbolismo. Sin embargo, como
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veremos en un momento, el rechazo de la idea de que las notaciones son una manifestacion del
pensamiento algebraico abre nuevas vias para la investigacion de formas elementales de

pensamiento algebraico en estudiantes jovenes.

En resumen, el uso de notaciones no puede caracterizar el pensamiento algebraico. Tampoco el
uso de variables o nameros indeterminados. Por ejemplo, muchos estudiantes resuelven ecuaciones
como 2x + 2 =10 + x por ensayo y error. Obviamente, la ecuacion a la que los estudiantes recurren
para reemplazar notaciones con nimeros particulares (por ejemplo, x = 1 0 x = 2, etc.) incluye
notaciones. Ademas, la ecuacion trata de encontrar un nimero indeterminado o desconocido. Sin
embargo, el procedimiento no es algebraico. Los estudiantes no piensan algebraicamente. Los
estudiantes estan recurriendo Unicamente a conceptos aritméticos. Estdn pensando

aritméticamente.

Basandose en investigaciones previas (p. Ej., Filloy y Rojano 1989; Filloy, Rojano y Puig 2007;
Kieran 1989), hay tres condiciones, me gustaria sugerir, que caracterizan el pensamiento

algebraico:

(1) indeterminacion: el problema involucra numeros desconocidos (incégnitas, variables,

parametros, etc.);

(2) denotacion: los numeros indeterminados involucrados en el problema tienen que ser nombrados
o simbolizados. Ahora bien, esta simbolizacion se puede lograr de varias formas. Se pueden utilizar
signos alfanuméricos, pero no necesariamente. La denotacién de cantidades indeterminadas
también se puede simbolizar a través del lenguaje natural, gestos, signos no convencionales o

incluso una mezcla de estos;
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(3) analiticidad: las cantidades indeterminadas se tratan como si fueran nimeros conocidos. Es
decir, aunque no se conocen, se parte de las cantidades indeterminadas y se opera con ellas (es
decir, se las suma, se resta, se multiplica, se divide) como si se las conociera: esto es lo que significa
analidad. O, como dijo el antiguo matematico Pappus cuando explico el significado del analisis,
el andlisis es el movimiento de lo que se da a lo que se buscaba (Rideout 2008). Para volver a
nuestra ecuacion 2x + 2 = 10 + x, en lugar de sustituir la incognita por nimeros conocidos para
ver si la igualdad se realiza, comienza con las cantidades indeterminadas y resta x de 2x de ambos
lados de la ecuacion, lo que da usted x + 2 = 10. Ahora, una vez mas, resta 2 de cada lado de la
ecuacion y obtienes x =8. La identidad de x se revela no a través de un método aritmetico de prueba
y error, sino a través de uno algebraico analitico. La identidad de x no se adivina: es deducido.
Mientras que resolver la ecuacion usando métodos de prueba y error involucra notaciones y
variables (porque variable no es un concepto algebraico per se: también hay variables en
aritmética), los métodos de prueba y error no satisfacen la condicién de analiticidad, y por lo tanto
no son algebraicos y no se basan en el pensamiento algebraico, de acuerdo con las condiciones que

he sugerido.

Algunos antecedentes de la investigacion

En la investigacion de los jovenes estudiantes, el pensamiento algebraico que informo aqui
comenzo6 en 2007. En la década anterior, estaba interesado en la investigacion de adolescentes y
adultos jovenes acerca del pensamiento algebraico. De 1998 a 2006 tuve la oportunidad de seguir
a varias cohortes de estudiantes desde el septimo grado hasta el final de la escuela secundaria.
Como muchos de mis colegas, comencé a enfocarme en el algebra simbdlica, es decir, una

actividad algebraica mediada por signos alfanumeéricos. Uno de mis objetivos era comprender los
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procesos que atraviesan los estudiantes para construir formulas algebraicas simbodlicas. Mi
hipotesis de trabajo era que para comprender la manera en que los estudiantes otorgan significado
a las expresiones alfanumericas, debemos prestar atencion al lenguaje (Radford2000). Sin
embargo, durante el analisis de cientos de horas de lecciones grabadas en video, se hizo evidente
que nuestros estudiantes estaban recurriendo no solo al lenguaje, sino también a los gestos y otras
modalidades sensoriales en formas que estaban lejos de ser meros subproductos de la interaccion.
Estaba claro que los gestos y otras formas de accion incorporadas eran una parte integral de los

estudiantes, de proceso significante y funcionamiento cognitivo.

El problema era idear principios explicativos adecuados y articulados tedricamente, a fin de
proporcionar una interpretacion de los estudiantes. El pensamiento algebraico que integraria
aquellos elementos incorporados que los analisis de video ponen en evidencia. Aungue a principios
de la década de 2000, algunos lingiistas y psicologos cognitivos habian desarrollado un trabajo
interesante en torno a la cuestion de la encarnacion (Johnson1987; Lakoff y Nufiez2000), sus
cuentas no eran faciles de aplicar a entornos tan complejos como las aulas; ni tenian
necesariamente en cuenta la dimension histérica y cultural del conocimiento. En los afios
siguientes, con la ayuda de algunos estudiantes y colaboradores, pude refinar nuestro enfoque
tedrico (Radford 2002) y revelar formas corporales no convencionales de pensamiento algebraico
(Radford 2003). En Radford, Bardini y Sabena (2007), informamos de un pasaje en el que los
estudiantes de 9 ° grado mostraron una asombrosa variedad de modalidades sensoriales para llegar
a una férmula algebraica en una actividad de patron. Lo sorprendente del pasaje relatado es la sutil
coordinacion de palabras, signos escritos, figuras dibujadas, gestos, percepcion y ritmo. La Figura

1 presenta una interesante serie de gestos que hace un alumno al intentar percibir una estructura
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matematica detrds de la secuencia. Centrandose en el primer término de la secuencia (que se
muestra en las tres primeras imagenes de la Fig.1), Mimi, la estudiante, sefiala con su indice el
primer circulo de la fila superior y dice "uno”; mueve el dedo al primer circulo de la fila inferior y

repite "uno."

Pic. 2 Pic. 2 Pic. 3

Primer gesto de indexacion EE—

Segundo gesto de indexacion

Tercer gesto indexical

.

- ¥ -
\J \J \J
— 0.0 (0 8@, (© 0 8®

— Q0 0, ©@9oee. ©Oogee),

1
"uno, " dos, "Tres,
uno, dos, Tres,
mas tres » mas tres » mas tres »

Pic. 4

Figura 1 Un estudiante de 9. ° grado que muestra una impresionante coordinacién multimodal de

recursos semioticos
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Luego mueve el indice a su derecha y hace una especie de gesto circular de indice para sefialar los
tres circulos restantes, mientras dice "mas tres." Comienza de nuevo la misma serie de gestos, esta
vez apuntando al segundo término de la secuencia (ver segundo término en la Imagen 4 de la Fig.
1), diciendo ahora "dos, dos mas tres." Reinicia la misma serie de gestos al tratar con el tercer
término (ver tercer término de la secuencia en la Fig. 1, Imagen 4); hemos agregado lineas
discontinuas a los términos de la secuencia para indicar los circulos que sefiala Mimi mientras hace
sus gestos). Al hacerlo, Mimi revela una formula encarnada que, en lugar de estar formada por
letras, esta formada por palabras y gestos: La formula se muestra en concreto:"uno, uno mas tres;
dos, dos mas Tres; tres, tres, mas tres.”" Luego aplico la formula al Término 10 (que no se dibujo
y tuvo que ser imaginado): "tendra 10 puntos [es decir, circulos] (hace un gesto en el escritorio
para indicar la posicion de los circulos), 10 puntos (hace un gesto similar), mas 3." La férmula
incorporada se basa en el uso de variables y relaciones funcionales que se ajustan al requisito de
analiticidad que, como sugeri anteriormente, es caracteristico del algebra. Aunque la variable
"numero del término” no esta representado a traves de una letra, aparece encarnado en sus
sustitutos-los nimeros particulares que toma la variable. Luego, la formula se muestra como la
serie de calculos sobre la variable instanciada. Y, como tal, la formula es algebraica. Ahora,
nuestros estudiantes de 9. ° grado usaron simbolismo alfanumérico y construyeron la férmula™n +
n + 3," que luego se transformd en "nx2 + 3"(Radford, Bardini y Sabena 2007). Por lo tanto, estos
estudiantes de noveno grado pasaron sin problemas de una forma de pensamiento encarnada a una

simbbdlica.

Volvimos a otros analisis publicados e inéditos y notamos que la sutil coordinacion multimodal de

sentidos y signos era un fendmeno generalizado en adolescentes. Entonces surgié una pregunta de
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investigacion que me ha mantenido ocupado durante los ultimos 6 afios: ¢Serian accesibles para
los estudiantes jovenes formas de pensamiento algebraico encarnadas similares? Y en caso
afirmativo, ¢cdmo se desarrollarian estas formas encarnadas de pensamiento a medida que los
estudiantes pasen de un grado a otro? Dado que los estudiantes de segundo grado todavia estan
aprendiendo a leer y escribir en Ontario, el segundo grado parecia un buen lugar para comenzar.
Asi fue como me mudé a una escuela primaria y me embarqué en una nueva investigacion

longitudinal.
Grado 2: el pensamiento algebraico no simbolico en estudiantes jovenes

La primera actividad de generalizacion en nuestra clase de Grado 2 se baso en la secuencia que se

muestra en la Fig. 2:

H IuN pEEN pEEEE
L OO0 000 O0o0d

Figura 2 Los primeros términos de una secuencia que los estudiantes de segundo grado

investigaron en una leccidn de algebra

Les pedimos a los estudiantes que extendieran la secuencia hasta el Término 6. En preguntas
posteriores, les pedimos que encontraran un procedimiento para determinar el nimero de
rectangulos en los Términos 12 y 25. Figura 3 muestra las respuestas proporcionadas por dos

estudiantes: Carlos y James.
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Fig. 3 A la izquierda, Carlos, contando en voz alta, sefiala secuencialmente los cuadrados de la
fila superior del Término 3. En el medio, el dibujo de Carlos del Término 5. A la derecha, el

dibujo de James de términos 5 (cima) y 6 (fondo)

Al contrario de lo que observamos en nuestra investigacion con estudiantes adolescentes, al
extender la secuencia, la mayoria de nuestros estudiantes de segundo grado se centraron

unicamente en el aspecto numérico de los términos. Contar era la actividad principal.

En términos generales, para extender una secuencia figurativa, es necesario prestar atencion a las
figuras estructuralmente (Mulligan y Mitchelmore 2009). En particular, es necesario captar una
regularidad que implica la vinculacion de dos estructuras diferentes: una espacial y la otra

numeérica.

De la estructura espacial emerge un sentido de los rectangulos en posicion espacial, mientras que
su numerosidad emerge de una estructura numerica. Mientras Carlos atiende a la estructura
numérica en la actividad generalizadora, la estructura espacial no se enfatiza de manera coherente.
Esto no significa que Carlos, James y los demas estudiantes no vean las figuras como compuestas
por dos filas horizontales. Lo que esto significa es que el énfasis en la estructura numérica de
alguna manera deja en segundo plano la estructura geométrica. Podriamos decir que la forma de
los términos de la secuencia se utiliza para facilitar el proceso de conteo. Por lo tanto, como se

muestra en la Imagen 1 de la Fig.3, Carlos siempre contaba los rectangulos de forma ordenada
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espacialmente. La estructura geométrica, sin embargo, no llega a relacionarse con la numérica de
una manera significativa y eficiente. No es de extrafiar en este contexto, entonces, que los
estudiantes encontraran dificultades para responder nuestras preguntas sobre los términos 12 y 25.
Sin recurrir a una forma eficiente de contar, el proceso de contar rectangulos uno por uno en

términos remotos mas alla de lo perceptual, el campo se volvié extremadamente dificil.

Debido a su connotacion espacial, no seria sorprendente que, al extender las secuencias, nuestros
jovenes estudiantes no usaran términos deécticos, como "abajo™ o "arriba." En los casos en que los
estudiantes lograron vincular las estructuras espaciales y numéricas, la estructura espacial aparecio

solo ostensiblemente, es decir, las filas "superior” e "inferior" no formaban parte del discurso de

los estudiantes, sino que se hicieron evidentes a través del apuntamiento y la fila real

Fig. 4 El profesor y los estudiantes contando ritmicamente dicen (ver Pic. 1) "Term 5", (Pic. 2) "5 en la parte inferior",

(Pic. 3) "5 en la parte superior”, (Pic. 4) "plus 1."

conteo: Permanecieron aislados en el reino encarnado de la accién y la percepcion. Al dia siguiente,
el maestro discutio la secuencia con los estudiantes y se refirié a las filas de manera explicita para
llevar a los estudiantes atencién a la vinculacion de las estructuras numéricas y espaciales. Para
ello, el profesor dibujo los primeros cinco términos de la secuencia en la pizarra y se refiridé a un

alumno imaginario que contaba por filas. "Este estudiante,"” dijo a la clase, "notd que en el Término
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1(sefial6 el nombre del término) hay un rectdngulo en la parte inferior (y sefial6 el rectangulo en
la parte inferior), uno en la parte superior (apuntando al rectangulo), mas un rectangulo oscuro
(apuntando al rectangulo oscuro)." Luego, paso al Término 2 y repitié de manera ritmica el mismo
proceso de conteo, coordinando los deicticos espaciales "abajo" y "arriba", las filas espaciales
correspondientes de la figura, y el namero de rectangulos que contiene. Para asegurarse de que
todos la siguieran, comenzo de nuevo desde el periodo 1y, en el periodo 3, invito a los estudiantes
a unirse a ella en el proceso de conteo, yendo juntos hasta el periodo 5 (ver Fig.4). Luego, la
maestra pregunto a la clase sobre el nimero de cuadrados en el Término 25. Mary levant6 la mano
y respondio:"25 en la parte inferior, 25 en la parte superior, mas 1." La clase pasé algun tiempo
lidiando con "remoto™ términos, como los términos 50 y 100. Figura 5 muestra a Karl explicando

al maestro y a sus compafieros de grupo como es el Término 50.

En la Imagen 1, Karl mueve su brazo y su cuerpo de izquierda a derecha de manera vigorosa para
indicar la fila inferior del Término 50, mientras dice que alli habria 50 rectangulos blancos. Mueve
el brazo un poco més y repite el gesto del brazo en movimiento para indicar la fila superior del

Término 50. Luego, hace un gesto de semicirculo en el aire para indicar el cuadrado oscuro.

Los alumnos jugaron un rato con términos remotos. En el grupo de Karl, una de las preguntas

giraba en torno al Término 500 y al Término 50:

Karl: ¢Qué tal si haces 500 mas 500?

Erica: No. Haz algo més simple.

Karl: (Hablando casi al mismo tiempo) 500 mas 500 es igual a 1000.
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Erica: Mas 1, 1001.

Karl: més 1, es igual a 1001.

Cindy: (Hablando del Término 50) 50 mas 50, mas 1 es igual a

e -

fondo

Figura 5 Karl explicando el Término 50

Esquematicamente hablando, la respuesta de los estudiantes a la pregunta del numero de
rectangulos en términos particulares remotos fue "x + x +1"(donde x siempre fue un nimero
especifico). La formula que sostengo, es de naturaleza algebraica, incluso si no esta expresada en
notaciones estandar. En este caso, la indeterminacion y la analiticidad aparecen de forma intuida,
en lugar de explicitamente. Una pregunta natural es: ¢Es esto todo lo que los estudiantes de
segundo grado son capaces de hacer? De hecho, la respuesta es no. Como veremos en la siguiente
seccidn, pudimos crear las condiciones para el surgimiento de formas mas sofisticadas de

pensamiento algebraico.

Maés alla de la indeterminacion intuida: el problema del mensaje
En el quinto dia de nuestra secuencia de ensefianza-aprendizaje de generalizacion de patrones, el
maestro volvio a la secuencia del primer dia (Fig. 2). Para recapitular, invité a algunos grupos a

compartir frente a la clase lo que habian aprendido sobre esa secuencia a la luz de los debates en
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el aula de dias anteriores y del trabajo en pequefios grupos. Luego, hizo una pregunta
completamente nueva a la clase. Tomé una caja y, frente a los alumnos, metio en ella varias
tarjetas, cada una con un numero: 5, 15, 100, 104, etc. Cada uno de estos nimeros representaba
el nimero de un término de la secuencia mostrada en la fig.2. El profesor invit6 a un alumno a
elegir al azar una de las tarjetas y meterla en un sobre, asegurandose de que ni el alumno ni el
profesor ni nadie méas vieran el nimero de antemano. El sobre, dijo la maestra, iba a ser enviado
a Tristan,

un estudiante de otra escuela. Se invito a los estudiantes de segundo grado a enviar un mensaje
que se colocaria en el sobre junto con la tarjeta. En el mensaje, los estudiantes le dirian a Tristan
cémo calcular rapidamente el nimero de rectangulos en el término indicado en la tarjeta. Por tanto,
se desconocia el numero del término. ¢Podrian los estudiantes generalizar la formula incorporada
y realizar calculos sobre este numero desconocido? En otros términos, ¢Podrian nuestros
estudiantes de segundo grado ir mas alla de la indeterminacion intuida y su correspondiente forma
elemental de pensamiento algebraico? Como en los dias anteriores, los alumnos trabajaron en
grupos de tres. La respuesta habitual era dar un ejemplo. Por ejemplo, Karl sugirio: "Si el numero
[en la tarjeta] es 50, usted hace 50, mas 50, mas 1." La profesora elogio a los alumnos por la idea,
pero insistid en que el nimero podria ser otra cosa y pregunto si habria otra forma de decirlo sin
recurrir a ejemplos. Después de una intensa discusion, a los estudiantes se les ocurrié una
sugerencia:

Erica: Es el nimero que tiene, el mismo nimero en la parte inferior, el mismo ndmero en la

parte superior, mas 1. . .

Maestro: Eso es excelente, pero no te olvides: él no t tengo que dibujar [el término]. Solo tiene
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que agregar. . . Entonces, ;cOmo podemos decirlo, usando esta buena idea?

Erica: jPodemos usar nuestra calculadora para calcular!

Maestro: Ok. Y qué va a hacer con la calculadora?

Erica: El pondra el nimero. . . (finge estar insertando un niimero en la calculadora). . .méas el mismo
namero, mas 1 (mientras habla, finge estar insertando nuevamente el nimero y el nimero 1).
Otro grupo sugirié "el doble del numero més 1." Naturalmente, el uso de la calculadora es
meramente virtual. En la calculadora real de los estudiantes, todas las entradas son nimeros
especificos. Sin embargo, la calculadora ayudé a los estudiantes a adelantar el analisis analitico
dimension que aparentemente faltaba en los estudiantes formula explicita. Mediante el uso virtual
de la calculadora, los calculos ahora se realizan en esta instancia no especificada de la variable-el
numero desconocido de la figura.

Permitanme resumir los logros de nuestros estudiantes de segundo grado durante la primera
semana que estuvieron expuestos al algebra. Al principio, la mayoria de nuestros estudiantes
estaban lidiando con secuencias de figuras como la de la Fig.1 a través de un enfoque en la
numerosidad. No fue facil averiguar la cantidad de elementos (rectangulos, en el ejemplo aqui
discutido) en términos remotos no fue facil. El proceso de conteo conjunto en el que participaron
el profesor y los estudiantes durante el segundo dia ayudoé a los estudiantes a pasar a otras formas
de ver las secuencias. El proceso de conteo conjunto hizo posible que los estudiantes notaran y
articularan nuevas formas de generalizacién matematica. En particular, se dieron cuenta del hecho
de que el proceso de conteo puede basarse en una idea relacional: vincular el namero de la figura
a partes relevantes de la misma (por ejemplo, los cuadrados de la fila inferior). Esto requiere una

percepcion completamente nueva del nimero del término y de los términos mismos. Los términos
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aparecen ahora no como un mero grupo de rectangulos ordenados, sino como algo susceptible de
descomponerse, las partes descompuestas llevan pistas potenciales para que ocurran relaciones
algebraicas. Historicamente hablando, la "descomposicion™ de figuras geométricas en formas mas
simples (por ejemplo, lineas rectas) fue desarrollado sistematicamente en el siglo XVII por
Descartes en su Geometria (Barbin 2006), un libro central en el desarrollo de ideas algebraicas. La
descomposicién de cifras permiti6 la creacién de relaciones entre ndmeros conocidos y
desconocidos y la realizacion de calculos sobre ellos.

Nuestros ejemplos, asi como los reportados por otros investigadores con otros estudiantes de
segundo grado (p. ej., Rivera 2010), sugieren que la vinculacion de estructuras espaciales y
numéricas constituye un aspecto importante del desarrollo del pensamiento algebraico. Tal vinculo
se basa en la transformacion cultural en la forma en que se pueden ver las secuencias, una
transformacion que puede denominarse domesticacion del ojo (Radford, 2010).

Para el matematico moderno, la complejidad detras de la percepcidn de secuencias simples como
la que abordaron nuestros alumnos de 2do grado permanece en un segundo plano, hasta el punto
de que ver las cosas como el ojo lo hace, de manera natural. Sin embargo, como indican nuestros
resultados, no hay nada natural alli. Prestar atencion con éxito a lo que es algebraicamente
significativo es parte de aprender a pensar algebraicamente. Esta transformacion cultural del ojo
no es especifica de los estudiantes de segundo grado.

Con todo, la vinculacién de estructuras espaciales y numéricas resultd, como hemos visto, en el
surgimiento de una forma elemental de pensamiento algebraico que se manifestd en la constitucion

incorporada de una formula donde la variable se expresa a través de instancias particulares, que
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podemos esquematizar como "X + x +1"(donde x siempre fue un nimero especifico). Esta formula,
sostengo sobre bases semidticas y epistemoldgicas, es genuinamente algebraica.

Ahora bien, eso no significa que todas las formulas proporcionadas por los estudiantes jovenes
sean algebraicas. Para dar un ejemplo, uno de los estudiantes sugirié que para averiguar la cantidad
de elementos en el Término 100, siga agregando 2, 2 'y 2 al Término 1 hasta llegar al Término 100.
Este es un ejemplo de generalizacion aritmética no de uno algebraico, ya que no hay analiticidad
involucrada. La "Problematica del mensaje" ofrecié a los estudiantes la posibilidad de ir méas alla
de la indeterminacion intuitiva y pensar, hablar y calcular explicitamente sobre un nimero
desconocido. Aunque varios estudiantes pudieron producir una formula explicita (p. Ej.,"el
numero mas el nimero, mas 1" o "dos veces el nimero mas 1), otros estudiantes produjeron una
formula en la que el nimero desconocido general se representaba mediante un ejemplo. Esto es lo
que Mason (1996) llama ver lo general en o a través de lo particular. Tanto la formula explicita
como la formula general a través de lo particular dan testimonio de una forma mas sofisticada de
pensamiento algebraico elemental que la encarnada en la que la variable y la formula se muestran
en accion.

Revelando a nuestros estudiantes de segundo grado' Las formas elementales y presimbdlicas de
pensamiento algebraico antes mencionadas respondieron a nuestra primera pregunta de
investigacion, es decir, si las formas encarnadas de pensamiento que observamos en los
adolescentes son accesibles a los estudiantes mas jovenes. Sin embargo, existen diferencias. Los
adolescentes en general tienden a gesticular, hablar y simbolizar de manera armoniosa Yy
coordinada (a menudo después de un periodo de desajuste entre palabras y gestos (Arzarello y

Edwards2005; Radford2009a).
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Nuestros jovenes estudiantes, en cambio, tienden a gesticular con enérgica intensidad (ver, por
ejemplo, la Fig.5). La intensidad energética puede disminuir a medida que los estudiantes se
vuelven cada vez mas conscientes de las variables y la relacion entre nimeros conocidos y
desconocidos. Sin embargo, la intensidad energética sigue siendo relativamente pronunciada en
comparacion con lo que hemos visto en adolescentes (Radford2009a, 2009b). Este fendmeno
puede ser una muestra de un problema relacionado con nuestra segunda pregunta de investigacion,
a saber: ;Como se desarrolla el pensamiento algebraico de los jovenes estudiantes? Esta pregunta
constituye la segunda pregunta de investigacién que mencioné en la Introduccion. ;Como podemos
dar cuenta del desarrollo del pensamiento algebraico de los jovenes estudiantes?

Las preguntas sobre el desarrollo son muy complicadas, como bien saben los psicologos. No es
suficiente recopilar datos afio tras afio y simplemente comparar lo que hicieron los estudiantes en
el afio 1, con lo que hicieron en el afio 2, etc. Exponer las diferencias muestra algo, pero no explica
nada. Luché con la cuestion del desarrollo de los estudiantes durante aproximadamente una década
cuando estaba investigando con adolescentes, y debo confesar que no pude encontrar algo
satisfactorio. Sin embargo, mi investigacidn con adolescentes me ayudd a visualizar una
concepcion sensual y material de la cognicién matematica (Radford2009b) que fue fundamental
para abordar la cuestion del desarrollo. Antes de continuar en mi relato de lo que hicieron los

estudiantes en los afios siguientes, primero necesito detenerme en la cuestion del desarrollo.

Pensar y su desarrollo
En contraste con los enfoques cognitivos mentales, he sugerido que pensar (Radford 2009b), no es

algo que ocurre Unicamente "en la cabeza." Se puede considerar que el pensamiento esta formado
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por componentes materiales e ideacionales: estd formado por el habla (interior y exterior), formas
objetivadas de imaginacién sensorial, gestos, tacto y nuestras acciones reales con artefactos
culturales. Asi, en la Fig.5 Por ejemplo, Karl esta pensando con y a través del cuerpo de la misma
manera que esta pensando a través y en el lenguaje y el arsenal de categorias conceptuales que nos
proporciona para notar, resaltar y prestar atencion a las cosas, y las intentemos en ciertas culturas.
formas topicas. Lo mismo puede decirse del profesor de la Fig.4. Aunque se podria argumentar
que el profesor y el alumno estan simplemente comunicando ideas, yo replicaria que esta division
entre pensar y comunicar solo tiene sentido dentro del contexto de una concepcion de la mente
como un espacio privado dentro de nosotros, donde las ideas se crean, computan y solo entonces
se comunican.

Esta vision computacional de la mente tiene una larga historia en nuestras tradiciones filosoficas
idealistas y racionalistas occidentales. El punto de vista que estoy esbozando aqui va en contra de
la suposicion dualista de mente versus cuerpo o ideal versus material. EI pensamiento aparece aqui
como una forma material ideal de reflexion y accién, que ocurre no solo en la cabeza, sino también
en y a traves de una sofisticada coordinacion semidtica del habla, el cuerpo, los gestos, los
simbolos y las herramientas. Por eso, durante las conversaciones dificiles, en lugar de escarbar en
la cabeza primero, para encontrar las ideas que queremos expresar,

Notese que decir que el pensamiento se compone de habla (interna y externa), formas objetivadas
de imaginacion sensorial, gestos, tacto y nuestras acciones reales con artefactos culturales no
significa que el pensamiento sea una coleccion de elementos. Si volvemos a nuestros ejemplos,
Carlos (ver Fig. 3, izquierda), mientras movia la parte superior de su cuerpo, recurria a gestos y

palabras de sefialar para contar los rectangulos en los primeros términos de la secuencia. Las
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palabras y los gestos fueron guiando su actividad perceptiva para hacer frente a la numerosidad de
los términos. Al igual que Carlos, Karl movia la parte superior del cuerpo, hacia gestos con los
brazos y las manos y recurria al lenguaje (Fig. 5). Al declarar la formula “el nimero mas el nimero,
mas 17, Erica gesticuld como si estuviera presionando teclas en el teclado de la calculadora
(Radford 2011). Sin embargo, la relacion entre percepcion, gestos y palabras no es la misma. Lo
que significa es que el pensamiento no es una mera coleccion de elementos. El pensar es mas bien
una unidad dindmica de componentes materiales e ideales. Esta es la razon por la que el mismo
gesto (p. ej., un gesto indicial que sefiala los rectangulos en la parte superior del Término 3) puede
significar algo conceptualmente sofisticado o algo muy simple. Es decir, el significado real de un
componente del pensamiento sélo puede reconocerse por el papel que dicho componente
desempefia en el contexto de la unidad de la que forma parte.

Ahora puedo formular mi pregunta sobre el desarrollo. Si el pensamiento es una unidad sistémica
de componentes ideacionales y materiales, seria erroneo estudiar su desarrollo centrandose
Unicamente en uno de sus componentes. Asi, el desarrollo del pensamiento algebraico no puede
reducirse al desarrollo de su componente simbdlico (el uso de la notacién, por ejemplo). El
desarrollo del pensamiento algebraico debe estudiarse como un todo, teniendo en cuenta el
desarrollo dialéctico interrelacionado de sus diversos componentes (Radford 2012a). Si en un
apartado anterior hablé¢ de la “domesticacion del ojo”, esta domesticacion tiene que estar
relacionada también con la “domesticacion de la mano”. Y, de hecho, esto es lo que sucedio en
nuestra clase de Grado 2 a partir del segundo dia. Como recordamos, el profesor (Fig. 4) hizo un
uso extensivo de la gestualidad y un uso explicito del ritmo y deicticas linguisticas, seguido mas

tarde por los alumnos, que empezaron a utilizar las manos y los ojos de formas novedosas, abriendo

132



Argumentos Que Favorecen El Giro Hacia EI Algebra Temprana Desde Una Version En Espafiol Castellano De Los Articulos:
Arithmetic And Algebra In Early Mathematics Education Y The Progressive Development Of Early Embodied Algebraic

Thinking A Partir De La Técnica De Traduccion Comentada

nuevas posibilidades a la utilizan formas culturales eficientes y evolucionadas de generalizacion
matematica que aplicaron con éxito a otras secuencias con formas diferentes.

En resumen, no es solo la actividad tctil, perceptual o de uso de simbolos la que se modifica en
el desarrollo. De la misma manera que se desarrolla la percepcién, también lo hacen el habla (por
ejemplo, a través de la deictica espacial) y el gesto (a través del ritmo y la precisién). La
percepcion, el habla, el gesto y la imaginacién se desarrollan de manera interrelacionada. Llegan
a formar una nueva unidad de los componentes material-ideacionales del pensamiento, donde las
palabras, los gestos y los signos se usan mas generalmente como medios de objetivacion o, como
dijo Vygotsky, “como medio de dirigir voluntariamente la atencion, como medio de abstraer y
aislar caracteristicas, y como medio de ... sintetizar y simbolizar” (Vygotsky 1987, p. 164). Dentro
de este contexto, plantear la pregunta sobre el desarrollo del pensamiento algebraico es preguntar
sobre la aparicion de nuevas relaciones estructurantes sistemicas entre los componentes materiales
ideacionales del pensamiento (por ejemplo, el gesto y el habla interna y externa) y la manera en
que estas relaciones se establecen. organizado y reorganizado. Es a través de estos lentes de
desarrollo que estudié los datos recopilados en los afios siguientes y que resumo en el resto de este

articulo, centrandome en los grados 3y 4.

Grado 3: Contraccion semidtica

Como es habitual, en el Grado 3 se les presento a los estudiantes tareas de generalizacidn para ser
abordadas en pequefios grupos. La primera tarea presentaba una secuencia figurativa, con n
circulos en horizontal y n-1 en vertical, de los cuales se dieron los primeros cuatro términos. Al

contrario de lo que hizo primero en Grado 2, desde el principio Carlos percibid la secuencia
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aprovechando la configuracion espacial de sus términos. Hablando con sus compafieros sobre el
Término 4 dijo: “aqui (sefialando la parte vertical) hay cuatro. Por ejemplo, tomas todo esto [es
decir, la parte vertical] juntos (dibuja una linea alrededor), y tomas todo esto [es decir, la parte
horizontal] juntos (dibuja una linea alrededor; ver Fig. 6, Imagen 1). Entonces, debemos dibujar 5
asi (mediante un gesto vertical indica el lugar donde se debe dibujar la parte vertical) y (haciendo
un gesto horizontal) 5 asi” (ver Fig. 6, Fotos 2-3). Cuando la maestra vino a ver al grupo, le pidi6
a Carlos que dibujara para ella el Término 10, luego el Término 50. La primera respuesta se dio
usando deicticos y gestos no especificados. Rapidamente dijo: “10 asi (gesto vertical) y 10 asi”
(gesto horizontal). El término deictico especifico “vertical” se us6 para responder la pregunta sobre
la Figura 50. Dijo: “50 en la vertical... y 49...” Cuando el maestro se fue, los estudiantes siguieron
discutiendo como escribir la respuesta a la pregunta sobre el Término 6 Carlos escribio: “6
verticales y 5 horizontales”.

En términos de desarrollo, vemos la evolucién de la unidad de los componentes ideacionales-
materiales del pensamiento algebraico. Ahora, Carlos por si mismo y con mucha facilidad
coordina gestos, percepcion y habla. La coordinaciéon de estos componentes externos del
pensamiento es mucho mas refinada en comparaciéon con lo que observamos en el Grado 2.
Este refinamiento es lo que hemos llamado una contraccién semidtica (Radford 2008a), es
decir, un proceso genético en el curso del cual se toman decisiones. entre lo que cuenta como
relevante e irrelevante; conduce a una contraccion de la actividad semiotica anterior, lo que
resulta en un vinculo mas refinado de los recursos semioticos. Implica un nivel mas profundo
de conciencia e inteligibilidad del problema en cuestion y es un sintoma de aprendizaje y

desarrollo conceptual.
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Fig. 6 A la izquierda, Término 4 de la secuencia dada. En el centro, los gestos verticales y
horizontales de Carlos mientras imagina y habla sobre el Término 5 ain por dibujar. A la

derecha, los dibujos de Carlos de los Término 5y 6

Grado 4: La domesticacion de la mano

Para comprobar las preguntas de desarrollo, en 4.° grado les dimos a los alumnos la secuencia con
la que comenzaron en 2.° grado (ver Fig. 2). Esta vez, desde el principio, Carlos percibio que los
términos estaban divididos en dos filas. Hablando con sus compafieros y refiriéndose a la fila
superior del Término 5, dijo como si hablara de algo banal: “5 cuadrados blancos, porque en el
Término 1, hay 1 cuadrado blanco (haciendo un répido gesto de sefialar) ... Término 2, 2
[cuadrados] (haciendo otro gesto rapido de sefialar); 3, (otro gesto rapido de sefialar) 3”. Dibujo
los cinco cuadrados blancos en la fila superior del Término 5y agrego: "después de eso, agrega un
cuadrado oscuro". Luego, refiriéndose a la fila inferior del Término 4: “hay 4; alli [Término 5] hay
5.” Cuando el maestro vino a ver su trabajo, Carlos y sus compafieros de equipo explicaron:
“Vimos el Término 2, es lo mismo [es decir, 2 cuadrados blancos en la parte superior] . . . El
término 6 tendra 6 cuadrados blancos”.

Habia una pregunta en la actividad en la que se pedia a los estudiantes que explicaran a un
estudiante imaginario (Pierre) como construir un término grande de la sucesion (el “Problema del

término grande”). En el Grado 2, los estudiantes eligieron sistematicamente un término en
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particular. Esta vez, Carlos escribio: “Necesita [poner tantos cuadrados blancos como] el nimero

del término arriba y abajo, mas un cuadrado oscuro arriba”.

El ""problema del mensaje’ de nuevo

Al final de la leccidon, los estudiantes abordaron nuevamente el “Problema del mensaje”. A
diferencia del largo proceso que, en el Grado 2, precedia a la construccion de un mensaje sin
ejemplos particulares (Radford 2011), esta vez la respuesta se produjo mas rapidamente:

David: EIl nimero del término lo calculas dos veces y le sumas uno. jEso es!

Carlos: (Parafraseando la idea de David) el doble mas uno.

La actividad finalizé con un nuevo reto. EI maestro pidié a los estudiantes que agregaran al
mensaje escrito una “formula matematica”. Después de una discusion en el grupo de Carlos sobre
la diferencia entre una frase y una formula matematica, los estudiantes acordaron que una férmula
debe incluir operaciones unicamente. La formula de Carlos se muestra en la Imagen 3 de la Fig. 7.
Desde una perspectiva de desarrollo, vemos como se ha refinado el uso del lenguaje de Carlos. En
el Grado 2 recurrié a términos particulares (Término 1,000) para responder la misma pregunta
sobre el "término grande”. Aqui trata la indeterminacion de manera facil, a través de la expresion
“el numero del término”. Incluso va mas alla y produce dos expresiones simbolicas para calcular
el total de cuadrados en el término no especificado (Fig. 7, derecha). Las actividades semidticas
de percibir, gesticular, hablar y simbolizar se han desarrollado en mayor medida. Han alcanzado
un refinamiento y consistencia interrelacional que no estaba presente en el grado 2 y no estaba

completamente desarrollado
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Fig. 8 Foto 1 (izquierda), la secuencia de la tarea. Imagen 2 (derecha), descomposicion de Carlos
del Término 3
en el Grado 3. Este refinamiento del desarrollo cognitivo se hizo ain més evidente cuando el

maestro llevé a los estudiantes al mundo de las notaciones, como veremos ahora.

La introduccion a las notaciones

La introduccion a las notaciones ocurrié cuando los estudiantes discutieron sus respuestas a la tarea
en base a la secuencia que se muestra en la Fig. 8. La discusion tuvo lugar justo después de la
discusion general sobre el "Problema del mensaje” aludido en la subseccion anterior.

El maestro les dio a los estudiantes la oportunidad de comparar y discutir sus respuestas a la tarea
trabajando en pequefios grupos. En el grupo de Carlos, los términos de la sucesion se percibian
como formados por dos filas, cada una con el mismo nimero que el nimero del término mas una
suma de dos cuadrados al final (ver Figura 2 en la Fig. 8). Como sugiere Carlos, refiriendose al
Término 15, “15 arriba, 15 abajo, mas 2, eso es 32”. O bien, como explica Celia, una de las
compafieras de equipo de Carlos, “15+1 es igual a 16, luego 16+16. . . lo que hace 32.” Después

de unos 10 minutos de discusion en grupos pequefios, el maestro alent6 a los estudiantes a producir
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una formula como la que acaban de proporcionar para el "Problema del mensaje”. Luego, la clase
pasé a una discusion general donde varios grupos presentaron sus hallazgos. Erica fue a la Pizarra
Inteligente Blanca Interactiva (ISB) y sugirio la siguiente formula: “1+142 x = * La maestra
pregunto si seria posible escribir, en lugar de los guiones bajos, otra cosa. Un estudiante sugiri6
poner un signo de interrogacion. EI maestro reconocié que también se podia usar el signo de

interrogacioén y pidi6 otras ideas.

Samantha respondi6 con una pregunta:

Samantha: ;Una carta?

Maestra: jAy! ¢Puedo escribir uno mas uno mas dos por n? ;Qué significa n?

Un estudiante: Un namero...

Maestra: ¢Podriamos escribir que (es decir, uno mas uno mas dos por n) es igual a n? (Algunos
estudiantes respondieron que si, otros que no; hablando con Erica que esta en la pizarra) Ok.
Escribelo, escribe tu formula (Erica escribe 1+1+2 x n=n).

Carlos: No, porque n (es decir, el primero) no es igual a n (es decir, el segundo)

Maestra: jAy! ¢Por qué dices que n no es igual a n?

Carlos: Porqgue si haces 2 por n, eso no sera igual a [el segundo] n.

Maestra: jGuau!

Term 1 Term 2 Term 3 Term 4
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Fig. 9 La secuencia destacada de la nueva actividad

Fig. 10 William haciendo gestos precisos para referirse al Término 6

Para no precipitar a los alumnos en el mundo de las anotaciones, el profesor decidio retrasar la
cuestion de utilizar una segunda letra para designar el total. Como veremos, esta pregunta surgira
en la siguiente actividad. Mientras tanto, la formula quedé como 1+1+2 x n=__.

La siguiente actividad comenzo de inmediato. A los estudiantes se les proporciono la nueva hoja
de actividades que presentaba la secuencia que se muestra en la Fig. 9. Se animo a los estudiantes
a pensar en tantas formulas como fuera posible para determinar el nimero de cuadrados en
cualquier término de la secuencia.

Durante la discusion en grupos pequefios, William ofrece una manera de percibir los términos.
Hablando con Carlos, y refiriéndose al Término 6, que dibujaron en la hoja de actividades, William
dice (refiriéndose a la fila superior): “Hay 8 [cuadrados], porque 6+2=8. Veras, en la parte de abajo
siempre esta el namero del término, ¢ves? Su pronunciacion va acompafiada de un gesto preciso
con dos dedos a traves del cual indica la fila inferior (ver Fig. 10, izquierda). Continta: “entonces,
en la parte superior, siempre es mas 2” (haciendo el gesto que se muestra en la Fig. 10, a la

derecha).
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La respuesta al "Problema del mensaje” se proporciond sin dificultades. Sin dudarlo, Carlos dijo:
“Ok. Duplica el nimero y suma 2.” La clase pas6 a una discusion general, que fue un espacio para
discutir diferentes formas de percibir la secuencia y de escribir una formula. Marianne fue a la JIS
y sugiri6 que los términos se pudieran imaginar divididos en dos filas iguales y que se agregara un
cuadrado a la izquierda y otro a la derecha de la fila superior. En la Fig. 11, refiriéndose al Término
3, sefiala primero la fila superior (imaginada como formada por tres cuadrados; ver Fig. 11, Imagen
1). Luego sefiala la fila inferior (Imagen 2), luego el cuadrado adicional en la parte superior derecha
(Imagen 3) y el cuadrado adicional en la parte superior izquierda (Imagen 4). Celia propuso que
un término fuera igual al anterior al que se le agregan dos cuadrados en el extremo derecho. En la
Fig. 11, Imagenes 5 y 6, oculta los dos cuadrados mas a la derecha en los Términos 2 y 3 para
mostrar que lo que queda en cada caso es el término anterior. La sofisticacion evolutiva que ha
alcanzado la unidad sistémica percepcion-gesto-lenguaje es muy clara.

Luego, los estudiantes presentaron sus formulas. Carlos presentd la siguiente formula: N+N+2=_.
El lugar de la variable en la formula se simboliza con una letra y el signo de subrayado. Las letras
de la formula de Carlos aparecen timidamente dibujadas, conservando aun los vestigios de las
simbolizaciones anteriores (ver Fig. 7, derecha).1 La profesora pregunto si seria posible utilizar
otra letra para designar el resultado:

Maestra: Bueno, empezamos con letras [en tu férmula]. Tal vez podriamos continuar

con letras?

Carlos: jNo!

Maestra: ¢Por qué no?
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Pic. 1 Pic.

[S]

Pic. 3

Pic. 4 Pic. 5 Pic. 6

Fig. 11 Gestos de Marianne (llustraciones 1-4) y Celia (llustraciones 5-6)
Carlos: una r?
Maestra: ¢Por qué r?
Caleb: La respuesta (en franceés, la réponse).
Carlos completé la formula de la siguiente manera: : N+N+2=R . Otras formulas se muestran en

la Fig. 12:

Sintesis y observaciones finales

En este articulo, me ocupé de dos preguntas de investigacion. El primero gird en torno a si las
formas incorporadas de pensamiento algebraico, ya evidenciadas en adolescentes en
investigaciones anteriores, pueden hacerse accesibles a los jovenes estudiantes. La segunda
pregunta de investigacion fue sobre como dar cuenta del desarrollo del pensamiento algebraico de

los jovenes estudiantes.
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En la primera parte del articulo sugeri, tanto desde el punto de vista historico-epistemolégico como
semidtico, que el pensamiento algebraico no puede reducirse a una actividad mediada por
notaciones. Aunque el simbolismo alfanumérico moderno constituye un sistema semidtico muy
poderoso, de ninguna manera puede caracterizar el pensamiento algebraico. Como argumenté en
trabajos anteriores, se puede obtener una formula para calcular el namero de rectangulos en
secuencias como la que se presenta en la Fig. 2, como “2n+1”, mediante métodos aritméticos de
prueba y error. De hecho, esto es lo que sucede a menudo cuando los adolescentes abordan
secuencias figurativas o puramente numéricas (Radford 2008a).

, &X ;\/-f— - _

-] . &1+ T2y

Fig. 12 A la izquierda, algunas férmulas de la discusién en el aula. Derecha, férmulas del grupo
de Erica.

El pensamiento algebraico, sugeri, se caracteriza mas bien por la manera analitica en la que trata

con numeros indeterminados, algo en lo que, como dos padres del algebra, Viete (1983) y

Descartes (1954), afirmaron explicitamente, no se hace diferencia entre lo conocido y lo conocido.

nimeros desconocidos.
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Mirar el pensamiento algebraico desde esta perspectiva abre nuevas posibilidades para repensar la
forma en que se pueden significar las cantidades indeterminadas. Es aqui donde entra en escena la
semidtica. De hecho, la semibtica esta interesada en comprender la manera en que los individuos
significan (Eco 1988). Un riguroso andlisis de video nos convencié de que los estudiantes
significan nimeros indeterminados recurriendo a una plétora de recursos semidticos. Luego sugeri
que, en lugar de ser simplemente un subproducto del pensamiento, estos recursos materiales y
corporales constituyen la textura muy sensible del mismo. Por supuesto, para hacer eso, uno tiene
que abandonar la idea de la mente como un motor interno computacional o adaptativo. Hay que
poner en primer plano una concepcion diferente del pensamiento. Para llegar a una vision
articulada, que traté de elaborar a través del concepto de cognicion sensorial (Radford 2009b), me
basé en el trabajo de psicologos como Leontyev (1981) y antropologos como Geertz (1973) vy,
recientemente, Malafouris y Renfrew (2010), quienes abogan por una concepcion sensorial y
material de la cognicion humana. Desde una perspectiva sensual de la cognicion humana, no es
dificil apreciar que los estudiantes de 7 u 8 afios pueden comenzar a pensar algebraicamente de
manera efectiva. Pasar a la segunda pregunta de investigacion fue mucho mas dificil. ;Como dar
cuenta del desarrollo de las formaciones cognitivas? El término desarrollo comenz6 a usarse en el
siglo XVI1II y se entendia como un despliegue de estructuras preformadas o como la puesta de
manifiesto de posibilidades latentes o de alguna manera incorporadas que florecerian
naturalmente. La opinion que he defendido aqui es diferente. EI pensamiento algebraico, como
todas las formas culturales de pensamiento (por ejemplo, estética, legal, politica, artistica), es una

forma tedrica que ha surgido, evolucionado y refinado en el curso de la historia cultural. Preexistia
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en una forma ideal desarrollada antes de que los estudiantes participaran en nuestras actividades
de clase. La mayor caracteristica del desarrollo infantil, argumenté Vygotsky (1994), no es que
esta forma ideal cultural e histéricamente constituida ya esté presente en el medio ambiente o en
la sociedad. La mayor caracteristica del desarrollo infantil consiste en como esta forma ideal ejerce
una influencia real en el pensamiento del nifio. Pero, ;como puede esta forma ideal ejercer tal
influencia sobre el nifio? La respuesta de Vygotsky (1994) es: bajo condiciones particulares de
interaccion entre la forma ideal y el nifio. En nuestro caso, las condiciones particulares de
interaccion entre el pensamiento algebraico como forma ideal historica y nuestros alumnos de 2°
grado estaban constituidas por una secuencia de actividades que eran portadoras intencionales de
esta forma ideal. La intencionalidad se revela en los principales temas recurrentes de nuestras
cuestiones matematicas (p. ej., la ampliacion de las sucesiones, el tratamiento de los "grandes
términos”, el "Problema del mensaje”, las cuestiones de notacion), que, lejos de ser inocentes o
conceptualmente neutrales, ya eran imbuido de significados culturales y una pretendida direccion
de desarrollo teleoldgico. Naturalmente, los estudiantes no pueden discernir la intencion teorica
detrds de nuestras preguntas, ya que esta forma ideal cultural que llamamos pensamiento
algebraico aln debe ser encontrada y conocida. Los procesos prolongados, creativos y graduales a
través de los cuales los estudiantes encuentran y se familiarizan con significados culturales
histéricamente constituidos y formas de razonamiento y accion (en nuestro caso algebraicos) es lo
que he denominado, siguiendo a Hegel, objetivacién (Radford 2002; 2008b).

La intencionalidad tedrica que sustenta la actividad del aula, sin embargo, no es suficiente para
asegurar el éxito de la objetivacion de la forma ideal. El éxito siempre es contingente, ya que la

actividad como tal, es decir, la actividad como evento, es Unica e impredecible. Esto es asi porque
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nadie puede implantar una forma de pensamiento ideal cultural en la cabeza de los estudiantes.
Vygotsky solia quejarse de que gran parte de la teoria educativa de su época “trataba al estudiante
como una esponja que absorbe nuevos conocimientos” (1997, p. 48). La objetivacion de formas
ideales requiere una continuidad temporal y una estabilidad del conocimiento que se objetiva
(nuestros alumnos, por ejemplo, eran conscientes de la recurrencia de nuestros principales temas
didacticos). La objetivacion de formas ideales requiere también el compromiso emocional y ético
mutuo de docentes y estudiantes en la actividad conjunta de ensefianza-aprendizaje (Radford y
Roth 2011). Sin embargo, la descripcion precisa de cualquier proceso de desarrollo requiere una
descripcion teorica precisa del fendmeno bajo consideracion y de su investigacion experimental.
Basandome en la idea antes mencionada de cognicion y desarrollo sensorial, sugeri que el
desarrollo del pensamiento algebraico puede estudiarse en términos de la aparicién de nuevas
relaciones de estructuracion sistéemica entre los componentes material-ideacionales del
pensamiento (por ejemplo, gesto, habla interna y externa) y la manera en que estas relaciones se
organizan y reorganizan en el curso de la participacion de los estudiantes en la actividad. El analisis
de nuestros datos experimentales se centro en revelar esas relaciones y su refinamiento progresivo.
Vimos como, por ejemplo, el desarrollo de la percepcion es consustancial al desarrollo de la
actividad gestual y simbolica.

Sin embargo, toda la historia es mucho méas compleja. Por un lado, no mencioné aqui otras partes
del encuentro de los estudiantes con el algebra que incluyen un trabajo sobre tablas (ver, por
ejemplo, Roth & Radford 2011) y una parte muy grande que trata sobre ecuaciones. Limité mi
explicacion a patrones o la generalizacion de secuencias de figuras (para una investigacion

longitudinal de las ecuaciones, véase Warren y Cooper 2009). Por otro lado, no inclui aqui, al
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menos no de manera explicita, un aspecto crucial del desarrollo del pensamiento matematico de
los estudiantes, a saber, el que trata cuestiones de subjetividad y agencia (Radford 2012b). Como
bien argumenté Valero (2004), la investigacion en educacién matematica ha reducido en gran
medida al estudiante a un sujeto cognitivo. Sin embargo, Vygotsky (1994) argumentd
enérgicamente que el desarrollo solo puede entenderse si tomamos en consideracion la manera en
que el estudiante estd experimentando emocionalmente el mundo. La experiencia emocional
[perezhivanie] es, sostuvo el psicdlogo ruso en una conferencia pronunciada al final de su vida, el
vinculo entre el sujeto y su entorno, entre el sujeto siempre cambiante (el ser perpetuo en proceso
de devenir) y su entorno social siempre en movimiento conceptual, politico e ideolégico. La
insercion explicita y significativa de perezhivanie en las explicaciones del desarrollo es, supongo,
un problema adn mas complicado de conceptualizar e investigar, un problema de investigacion
abierto con seguridad.
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