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Resumen
En este trabajo se desarrolla una investigacion cuyo proposito es favorecer el desarrollo del
razonamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado quinto de educacion basica
primaria del colegio Instituto Angeles de Dios, en Santiago de Cali, a partir de una propuesta de
aula fundamentada en el enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematica.
La propuesta fue implementada con 14 estudiantes y los datos se recogieron a partir de las
producciones escritas de los estudiantes en las hojas de trabajo, grabaciones de audio y video
para su posterior analisis. Estos andlisis dejan evidencia que los estudiantes avanzan por mayores

niveles de algebrizacion, lo que muestra que el razonamiento algebraico se favorece.

Palabras claves: niveles de algebrizacién, razonamiento algebraico, practicas matematicas,

algebra, EOS.
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Introduccion

En la actualidad la ensefianza y aprendizaje del &lgebra continta siendo objeto de estudio
por investigadores que reportan diversas dificultades que giran en torno a su ensefianza y
aprendizaje en la escuela. Muchas de estas dificultades radican en que el algebra es vista como
una herramienta para la manipulacién de simbolos, para resolver problemas y desprovista de
significado (Kaput y Blanton, 2001; Kieran, 2007), motivo por el cual su ensefianza ha sido
fuertemente criticada por el poco éxito que obtienen los estudiantes en su estudio (Molina, 2009).
En el intento por dar una solucion a estas dificultades y saber cuan importante es el algebra y el
dificil acceso conceptual que poseen los estudiantes, investigadores en educacion matematica
mencionan que es significativo la introduccién del algebra en edades tempranas, y una forma de
lograr tal fin es la introduccion del razonamiento algebraico en la escuela primaria para que le
permita al estudiante pensar distintas formas al momento de resolver un problemay asi crear
ideas algebraicas que le ayuden a aprender algebra como aritmética generalizada.

Con respecto a lo anterior se hace necesario crear propuesta de aula que contribuyan con
el razonamiento algebraico de los estudiantes desde sus edades tempranas, por consiguiente el
presente trabajo de investigacion se inscribe en la linea de didactica de las matematicas de
Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematica de la Universidad del Valle, por
medio del cual se pretende favorecer al desarrollo del razonamiento algebraico a un grupo de
estudiantes de grado quinto de educacion basica primaria del colegio Ana Julia Holguin de

Hurtado ubicado en Candelaria VValle del Cauca, a partir de una propuesta de aula fundamentada
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desde la perspectiva del enfoque Ontosemidtico del conocimiento matematico y la instruccion
matematica (EOS), esto con el fin de ayudar a los estudiantes en el aprendizaje del algebra como
aritmética generalizada por medio de tareas que involucren el uso, estudio de patrones y
estructuras concernientes a las ecuaciones, el estudio de variacion y cambio, y también aportar
elementos conceptuales y metodoldgicos, para el planteamiento de tareas que posibiliten el
desarrollo del razonamiento algebraico.

Para el desarrollo de la propuesta, se emplea el enfoque del EOS propuesto por Godino y
colaboradores en el cual se usa fundamentalmente el anélisis de los procesos y categorias
emergentes para analizar las practicas matematicas de los estudiantes cuando se implemente la
propuesta, se considera este analisis porque brinda las herramientas necesarias para describir el
nivel de razonamiento algebraico que los estudiantes van empleando al desarrollar los problemas
que se les propone, de igual manera se usan estas categorias tedricas del EOS y la idea del
razonamiento algebraico que desde esta perspectiva se propone para el disefio mismo de la
propuesta como asi mismo se tienen en cuenta algunas orientaciones del referente curricular
nacional desde los Lineamientos curriculares y Estandares Basicos de Competencia en
Matematicas que estan completamente vinculados con la propuesta del EOS y del razonamiento
algebraico.

Para lograr los objetivos trazados en este estudio, este trabajo se organiza en cuatro
capitulos, tal como se sigue:

En el primer capitulo se presentan los aspectos generales de la propuesta, los
antecedentes que surgen de la basqueda de la literatura alrededor del algebra escolar y el
desarrollo del razonamiento algebraico temprano desde la perspectiva del EOS; la presentacion

de la problematica basada en las dificultades que se presentan en el proceso de ensefianza y
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aprendizaje del algebra en la escuela; los objetivos que se quieren alcanzar y desarrollar en este
trabajo; la justificacion de este.

En el segundo capitulo se presenta el marco conceptual de referencia que se divide en
un referente didactico, relacionado con la teoria del EOS, el razonamiento algebraico y los
niveles de algebrizacion; un referente matematico basado en los conceptos de generalizacion de
patrones y el estudio de estructuras, en este caso ecuaciones.

En el tercer capitulo se delimita el disefio metodolégico y el analisis de resultados, se
describe el tipo de investigacion y su proceso mediante fases, se precisan los instrumentos de
recoleccion de datos, la poblacion de estudio con la que se trabaja. La descripcion de la
propuesta de aula, metodologia de la implementacidn y, por dltimo, los analisis de resultados.

En el cuarto capitulo se presenta las conclusiones del trabajo y algunas reflexiones
didacticas sobre el desarrollo del razonamiento algebraico teniendo en cuenta los objetivos
trazados, el marco de referencia conceptual y el analisis de los resultados obtenidos. Al finalizar

este capitulo se presentan las referencias bibliograficas y los anexos.
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1. Capitulo 1. Aspectos generales de la investigacion

Este capitulo versa sobre los aspectos generales que guian el desarrollo de la
investigacion, como: el reporte de los antecedentes consultados relacionados con el algebra
escolar y el enfoque del EOS, se define una problematica que da cuenta de multiples dificultades
vigentes en el aprendizaje del &lgebra y del desarrollo del razonamiento algebraico en edades
tempranas, se trazan los objetivos del estudio para el desarrollo de este, y finalmente dan
elementos que justifican la pertinencia de este trabajo tanto en el campo local como conceptual.
Los capitulos son las principales divisiones del documento. En estos, se desarrolla el tema del
documento. Cada capitulo debe corresponder a uno de los temas o aspectos tratados en el

documento y por tanto debe llevar un titulo que indique el contenido del capitulo.
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1.1 Antecedentes

En este apartado se presentan algunas investigaciones realizadas en el campo de
educacion matematica relacionadas con el algebra escolar y con el desarrollo del razonamiento
algebraico desde la perspectiva del EOS. El estudio de estas investigaciones se hace con el
proposito de aportar elementos significativos para lograr los objetivos propuestos en el presente

trabajo, tal como se precisara al finalizar este apartado.

Al reflexionar sobre la necesidad de incluir la ensefianza del algebra en estudiantes de
primaria, se pone en evidencia el papel crucial que tiene el docente al disefiar situaciones
significativas que promuevan el razonamiento algebraico inicial en los estudiantes. Al respecto
Castro, Godino & Rivas (2011) en su trabajo proponen una experiencia significativa a un grupo
de profesores de formacion inicial invitando a disefiar una unidad didactica, con el objetivo de
analizar, interpretar e identificar rasgos caracteristicos del algebra presentes en las tareas
realizadas por estos profesores, que ayuden a promover el razonamiento algebraico en sus
estudiantes. Para darle mayor viabilidad a la actividad propuesta los investigadores orientan a los
docentes sobre aspectos algebraicos tanto curriculares como didacticos sobre los elementos
algebraicos que deben contener las tareas propuestas. Una de las conclusiones que llegan estos
autores con el estudio realizado se contribuye y mejora la perspectiva que tienen los profesores

sobre el algebra y los lleva considerar que esta area se puede desarrollar en edades tempranas.

De igual manera Aké (2013) en su tesis doctoral abordo la clarificacion de la naturaleza
del algebra escolar y la formacion de los profesores para que asuman una nueva manera de
entender el algebra y capacitarles para su ensefianza. En una primera fase la autora realizo la

construccién de un cuestionario para evaluar aspectos parciales de los conocimientos sobre el
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razonamiento algebraico en profesores de formacion primaria. Este estudio de evaluacion ha
revelado los significados personales de los futuros maestros y sus necesidades formativas para
hacer frente a la inclusion de formas de razonamiento algebraico en los primeros niveles
educativos. Las dificultades que se encontraron evidencian que los maestros no estan
familiarizados con los procesos de desarrollo de ideas algebraicas, teniendo en cuenta las
propiedades y relaciones que se presentan en las actividades matematicas elementales. En una
segunda fase procede al disefio, implementacion y evaluacion de un proceso formativo sobre
razonamiento algebraico en un curso sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas para
estudiantes de magisterio. Durante este proceso formativo la autora desarrolla y evalla las
competencias de los futuros maestros, en la resolucion de tareas de indole algebraica, en la
identificacion de objetos algebraicos y asignacién de niveles de algebrizacion a actividades

matematicas escolares.

Por su parte, Rueda (2017) centro su interés en caracterizar el razonamiento algebraico en
profesores de educacion secundaria por medio de los niveles de algebrizacion, que manifiestan
en sus practicas matematicas al resolver un conjunto de problemas que la investigadora les
propuso. Se utiliza como herramienta el enfoque ontosemiotico porque permite analizar los tipos
de objetos y procesos matematicos que emergen e intervienen en la resolucion de los problemas.
El anélisis de los datos obtenidos cuando los profesores resolvieron los problemas le permitio
caracterizar sus actividades como mas o menos algebraica, segin niveles de algebrizacion
propuesto por Godino et al. (2014). Este estudio permite reflexionar sobre el razonamiento
algebraico manifestado en las practicas matematicas del docente y sus competencias para
promover dicho razonamiento, lo cual, puede brindar pautas interesantes para emprender planes

de formacion tanto para docentes en ejercicio como en formacion.
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Sibaja & Soto (2016) indagaron en su investigacion sobre el desarrollo del razonamiento
algebraico en estudiantes de 3° grado de primaria por medio de tareas que se asocian a la
identificacion de patrones y regularidades, durante la experiencia lograron ver avances que
permiten fortalecer el razonamiento algebraico y en la solucion de las actividades los estudiantes
avanzaron en los niveles de algebrizacion, lo cual es un avance significativo porque este tipo de

tareas no hacen parte del curriculo escolar establecido para este grado.

Martinez (2014) propuso identificar los niveles de algebrizacion que se presenta en los
libros de textos para la escuela primaria y la correspondencia con los niveles que desempefian los
estudiantes cuando resuelven las tareas algebraicas que han sido tomadas de estos libros. A partir
de este estudio estos autores evidenciaron que no siempre los niveles de algebrizacién aplicados
en una tarea de matematicas tienen correspondencia con los desempefios que dan a conocer los
estudiantes cuando se enfrentan a esta. Este desempefio aporto interesantes formas de abordar las

tareas, es decir, que es viable la propuesta del algebrizar el curriculo desde la educacion inicial.

Akeé (2010) realiz6 una investigacion desde el enfoque ontosemiético del conocimiento
matematico para abordar el disefio de un modelo que permitié identificar los rasgos algebraicos
que se presentan en las tareas matematicas, a través de la articulacion de una vision global del
algebra que son guiadas por la perspectiva del algebra escolar, para que se dé la caracterizacion
del razonamiento algebraico. EI modelo que construyo la autora de esta investigacion permitié
identificar cudndo una tarea matematica y su solucion correspondiente son consideradas como

algebraicas.
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1.1.1 Aportes de los antecedentes consultados

A partir del estudio de los antecedentes descritos anteriormente se reconocen algunos

elementos de interés para este trabajo, los cuales se presentan a continuacion:

En primer lugar, aportan informacion para entender y comprender el marco de referencia
conceptual basado en el razonamiento algebraico desde la perspectiva del EOS, donde este
enfoque propone unos niveles de algebrizacion para caracterizar la solucion de una tarea

matematica por medio de objetos y procesos algebraicos que intervienen en la solucion.

Segundo, dan a conocer las dificultades que existen en la ensefianza y el aprendizaje del
algebra escolar porque son elementos claves para precisar la problemaética e identificar el

problema que hay alrededor del desarrollo del razonamiento algebraico.

Tercero, aportan ideas que permiten justificar este trabajo, debido a que algunas de estas
investigaciones coinciden en la necesidad de seguir abordando y profundizando en el desarrollo
del razonamiento algebraico, de seguir conceptualizando y entendiendo como es que se dan estos

procesos de razonamiento en los estudiantes.

Cuarto, algunos trabajos reportados permiten reconocer los diferentes niveles de
razonamiento a los que se enfrenta un estudiante al resolver actividades de indole algebraico y
las dificultades que surgen durante este proceso, que limitan a los estudiantes para avanzar en

estos niveles.

Y, por ultimo, dan elementos para la configuracion de la propuesta de aula que se
pretende disefiar en este estudio, tomandolos como insumo o punto de partida para ser adaptados

y mejorados en esta propuesta.
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1.2 Planteamiento del problema

Diversas investigaciones en educacion matematica han manifestado que existen multiples
dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra. Estas han sido estudiadas por
autores como Espinosa (2004), Fernandez (1997), Martinez (2011), Socas (2011), Kieran &
Filloy (1989), Gallardo & Rojano (1988). Estos investigadores en sus estudios muestran distintas
dificultades que presentan los estudiantes en el transito de la aritmética al algebra en la escuela,
este transito es importante para llegar a ideas mas generales dentro de las matematicas escolares,
porque determina un cambio en el modo de realizar la actividad matematica en tanto que en
aritmética se trabaja con expresiones conocidas como lo son los nimeros especificos, mientras
que en el dlgebra se trabajan con cantidades desconocidas, “Lo que esto significa es que, en
algebra, se calcula con cantidades indeterminadas (esto es, se suma, resta, divide, etc., incognitas

y parametros como si se conocieran, como si fueran nameros especificos)” (Radford, 2010, p. 2).

Al respecto Kieran (1992), Radford (2012), Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, (2014),
Castro (2012) expresan que los estudiantes presentan dificultades de distinta naturaleza, que
pueden ser clasificadas en tres tipos: inherentes al objeto, al propio sujeto e involuntarias por las
técnicas de ensefianza, desde el estudio de generalizacion de patrones y estructuras se tienen en
cuenta aspectos como: reconocimiento de un patron arbitrario, al establecer una regla y realizar
su representacion simbolica en el lenguaje matematico, al entender una expresion en término
particular y general, la forma de entender el signo igual, que hace referencia a la diferencia entre
las convenciones de notacion de la aritmética y el algebra, el uso e implicaciones de la
simbolizacion algebraica, el uso de las variables e incognitas, y la falta de comprension de las
actividades, mal interpretacion de situaciones relacionadas con la variacion y cambio. Estas se

evidencian por el hecho que muchos estudiantes coinciden en un pensamiento aritmético que trae
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consigo estrategias y propiedades que no bastan para el desarrollo del pensamiento algebraico.
La experiencia al trabajar situaciones numericas concretas y explicitas en aritmética confunde al
estudiante en el momento de interpretar situaciones algebraicas porque no aceptan la existencia
de cantidades desconocidas y los mdultiples significados que puede tomar una variable (Kieran &

Filloy, 1989).

La resolucion de problemas es otra de las dificultades que autores como Ameronn (2002),
Rodriguez, Molina, Cafiadas & Castro (2015), describen en sus investigaciones, pues estos han
reportado que los estudiantes al enfrentarse a una actividad de este tipo presentan dificultades
debido a que en aritmética a los problemas se les daba solucién con ayuda de operaciones
intermedias que ellos contienen, mientras que los problemas algebraicos necesitan ser traducidos
a distintas representaciones, para formalizarlos y darle solucion. Este cambio requiere que el
estudiante realice un tratamiento necesario en la traduccién de un enunciado verbal a un lenguaje

simbolico algebraico.

Otra de las dificultades que ha sido ampliamente reportada en la investigacién de
didactica del algebra y sefialada por Butto & Rojano (2004) se relaciona con el excesivo énfasis
en el lenguaje simbolico que cominmente se le presenta en la escuela a los estudiantes sin

ningln sentido y carente significado para ellos, tal y como expresan estos autores:

En cuanto a las dificultades que enfrentan los estudiantes que trabajan con dicho abordaje, la principal
critica es que se introduce al nifio en un simbolismo desprovisto de significado y de sentido, siendo
que los nifios vienen de trabajar con la aritmética, donde todos los simbolos poseen significados y
los contextos de los problemas determinan mucho la manera de resolverlos. (p.114)

Notese como estos autores llaman la atencion en cdmo se presenta este simbolismo de
manera abrupta en la escuela, lo cual hace que el estudiante tenga una concepcion de las

actividades sin algun significado, un ejemplo de ello es cuando en aritmética se presenta ay b
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que para el estudiante puede ser un nombre o una etiqueta en particular, en cambio en algebra
estas letras tendrian un simbolismo distinto al tratarse de una incégnita o una expresion para

generalizar. (Castro, 2012)

De acuerdo con lo anterior, una de las posibles propuestas que se ha realizado por la
investigacion para enfrentar estas dificultades consiste en la inclusion del razonamiento
algebraico elemental (RAE) al curriculo de la educacion primaria, el cual se denomino “Early
algebra”. Este enfoque fue apoyado por muchos investigadores, entre ellos Kaput (2000) que
propuso “algebrizar” el curriculo de la escuela primaria para asi promover el algebra como una
manera mas clara para comprender las matematicas en lugar de ser cohibida, esta propuesta la
llam¢ “algebra for all”. “Early—Algebra” tiene como objetivo que los estudiantes desarrollen su
aprendizaje en el algebra con un grado mayor de comprension de esta, para lo cual se promueve
que el estudiante comprenda el estudio de las relaciones numeéricas, estructuras abstraidas del
calculo y relaciones, generalizaciones de patrones, relaciones funcionales, desarrollo y
manipulacion del simbolismo, modelizacién de expresiones y formacion de generalizaciones

(Blanton & Kaput, 2005).

Butto & Rojano (citado por Aké, 2013) apoyan la propuesta de introducir el algebra
desde la escuela temprana, ellos indican trabajar el razonamiento algebraico partiendo de la idea
que el desarrollo de este razonamiento es un proceso largo y paulatino, es decir, que no surge en
un momento determinado, sino que tiene un caracter progresivo que se va generando en los
estudiantes. Al respecto de esta forma de razonamiento investigadores como Godino & Font

(2003) afirman que este implica representar, generalizar, formalizar patrones y regularidades en
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cualquier aspecto de las matematicas permitiendo que el estudiante tenga acceso a procesos de

generalizacion para ayudarlos a que sean capaces de pasar de lo particular a lo general.

Teniendo en cuenta esta idea del razonamiento algebraico sustentada desde el enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matemaética, Godino, (2002); Godino,
Batanero & Font, (2007) brindan herramientas que permiten establecer si una tarea matematica
se puede considerar como algebraica, dado que este enfoque permite analizar el tipo de actividad
matematica en términos de objetos y procesos como: relaciones binarias, operaciones,
propiedades, funciones y sus tipos de operaciones, estructuras y sus tipos. El analisis de estos
objetos algebraicos puede expresar diversas representaciones e incluir el estudio de los tipos de
entidades (elementos lingisticos, contextos, procedimientos, propiedades y argumentos) y el
papel que desempefia en la actividad matematica. Ademas de estos, estos autores junto con Aké
(2010) han propuesto niveles de razonamiento algebraico para describir la progresién y avance
por el que se transita cuando se desarrolla este modo de razonamiento. Desde esta perspectiva
estos autores han propuesto un modelo de caracterizacion del razonamiento que se centra en

estos niveles y se fundamenta en el EOS.

Todo lo anterior sefiala la problematica que gira alrededor del algebra en la escuela y la
propuesta de desarrollar el razonamiento algebraico en los grados elementales. Teniendo en

cuenta los aspectos mencionados, en esta investigacion se propone el siguiente interrogante:

¢ Coémo favorecer al desarrollo del razonamiento algebraico en estudiantes de grado
quinto a través de una propuesta de aula fundamentada en el enfoque Ontosemidtico del

Conocimiento y la Instruccion Matematica?
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Favorecer el desarrollo del razonamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado
quinto a partir de una propuesta de aula fundamentada en el enfoque Ontosemiotico del

Conocimiento y la Instruccion Matematica.

1.3.2 Objetivos especificos

» Analizar desde el enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matematica

el desarrollo del razonamiento algebraico desde los primeros grados de escolaridad.

> Atrticular los elementos conceptuales didacticos y curriculares estudiados en el disefio

de la propuesta de aula para su implementacion con estudiantes de grado quinto.

> Analizar los avances en los niveles del razonamiento algebraico que logran los

estudiantes de grado quinto a partir de la implementacion de la propuesta de aula.
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1.4 Justificacion

“La competencia algebraica es importante en la vida adulta,
en el trabajo y en la preparacion para la educacion secundaria.
Todos los estudiantes deberian aprender algebra.”

(Castro & Molina, 2007, p 67).

Diversos investigadores en didactica del algebra han hecho importantes propuestas de
algebrizar el curriculo y con ello la introduccion temprana del algebra en la escuela, entre esas
propuestas una de las mas destacadas es la del Early algebra, que propone un cambio curricular
al introducir el algebra desde educacion primaria integrada en bloques de contenido matematico,
con el fin de incorporar y crear situaciones matematicas en el aula de clase que permitan a los
estudiantes tener un acercamiento a conceptos mas generales de las matematicas en lo que tiene
que ver patrones, relaciones y propiedades matematicas, para asi desarrollar competencias
propias del algebra (Socas, 2011). Para alcanzar este objetivo los autores ya mencionados
coinciden en la necesidad de: a) crear actividades algebraicas que ayuden a la ensefianza y
aprendizaje del algebra y al desarrollo del razonamiento algebraico en los estudiantes. b)
Identificar qué contenidos algebraicos puede y deben ser presentados, en la escuela y que a su
vez se involucren con otras sub-areas de las matematicas. ¢) el uso de representaciones en las
actividades que conduzcan a los estudiantes a desarrollar diferentes modos de pensar en la
resolucion de una tarea (Castro & Molina, 2007; Kieran & Filloy, 1989; Butto, & Rojano, 2004;
Molina, 2006; Lins & Kaput, 2004; Kaput, 2000). Estos aspectos son reflexiones de

investigaciones que animan e invitan a incluir la ensefianza del &lgebra en la escuela temprana
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porque facilita la comprensién de las matematicas y permite que los estudiantes tengan distintos

modos de pensar al resolver una actividad algebraica.

Introducir el razonamiento algebraico en la escuela da a conocer la nueva vision respecto
a que la aritmética es parte del algebra y la forma de considerarla es como aritmética
generalizada. En esta nueva forma de concebir la aritmética se hace necesario el uso de
cantidades concretas (nimeros particulares) y el uso de simbolos que representa una cantidad de
una magnitud cualquiera (casos generales), donde le permite al estudiante explicar y justificar las
propiedades que se estan utilizando, es ahi donde se evidencian algunos rasgos caracteristicos del
algebra (Burgos & Godino, 2019; Godino & Font, 2003). Desde este enfoque, en la aritmética se
debera tener en cuenta las relaciones numéricas de una situacion y expresarlas por medio de un
lenguaje simbolico, a este proceso que realizan los estudiantes, Kieran (2004) lo asocia al
razonamiento algebraico porque involucra el desarrollo de formas de pensamiento en
actividades, para las que el algebra puede ser utilizada como una herramienta que permita
expresar relaciones entre cantidades, reconocer la estructura de una situacion, estudiar el cambio
y generalizar sobre situaciones que involucren a objetos matematicos. Desde este enfoque de
trabajar la aritmética, esta claro que el algebra se puede y se debe trabajar desde los primeros
afios de escolaridad, por lo que este tipo de estudios cobran un real sentido e importancia y
siendo ademas un asunto vigente. Esta idea invita para reflexionar sobre la importancia de
ensefar algebra desde los primeros grados de escolaridad y en estrecha relacion con la aritmética
lo cual favorece el desarrollo de una forma de razonamiento que en la literatura que se ha

preocupado por este asunto se conoce el razonamiento algebraico.
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Este modo de razonamiento algebraico, “implica representar, generalizar y formalizar
patrones y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas. A medida que se desarrolla
este razonamiento, se va progresando en el uso del lenguaje y especialmente las ecuaciones, las
variables y las funciones” (Godino y Font, 2003, p. 774). Es importante desarrollar este
razonamiento en los estudiantes porque les- permite explorar, buscar tanto irregularidades como
regularidades, generalizar, justificar, reconocer el cambio en las variaciones y formalizar ideas

matematicas.

Otros rasgos caracteristicos de la actividad algebraica y por tanto del razonamiento
asociado a esta actividad se reconoce cuando el estudiante realiza determinadas practicas
operativas y discursivas que son utilizadas para dar solucion a estos tipos de problemas o tareas.
En estas practicas intervienen elementos de naturaleza diversa, en particular, medios de
expresion, reglas conceptuales, procedimentales, proposiciones y justificaciones. Asi pues, la
caracterizacion de la préctica algebraica se debe de hacer en términos de la presencia de los tipos
de objetos y de procesos que intervienen en la misma (Aké, 2010). Es por ello que el Enfoque
Ontosemidtico (EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007) ) se convierte en una
herramienta tedrica importante para analizar la actividad algebraica, pues permite el estudio e
identificacion de objetos matematicos y significados que se componen por elementos que
abarcan los simbolos, las representaciones, los términos y las expresiones matematicas, los
conceptos matematicos, los procedimientos que contienen técnicas, las operaciones y los
algoritmos, y las propiedades propuestas en toda tarea matematica. De este modo, este enfoque
se toma en consideracion en este trabajo porque brinda las herramientas tedricas necesarias y
suficientes, no solo para entender y conceptualizar la idea de razonamiento algebraico, sino que

también porque se pueden operativizar tanto para el disefio de la propuesta de aula que en este
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trabajo se espera realizar, como para analizar las producciones de los estudiantes cuando se

enfrentan a tareas de naturaleza algebraica.

Ademaés de lo anterior, se propone incluir los niveles de algebrizacion en este estudio
porque son una herramienta que permiten analizar, describir, caracterizar y entender las
producciones de los estudiantes al solucionar tareas algebraicas o problemas que se proponen, de
tal manera que dicha produccion se pueda analizar en términos de la algebrizacion que presenta.

Tal como lo menciona Godino, Aké, Gonzato & Wihelmi (2014):

El nivel se asigna no a la tarea en si misma, sino a la actividad matematica que se realiza, por lo que
dependiendo de la manera en la que se resuelve una tarea, la actividad matemética puede ser

clasificada en un nivel u otro. (p.206)

Estos autores dan a conocer que los niveles no se centran en analizar la estructura
matematica de la tarea sino en los conocimientos matematicos que se utilizan para la resolucion
de problemas. Ademas de ello, estos niveles proponen tres criterios para realizar la clasificacion,
uno de los criterios se relaciona con el tipo de objetos y procesos matematicos, otro con la
transformacion que los estudiantes hacen sobre esos objetos matematicos, es decir, el tratamiento
que realiza por medio de las operaciones, propiedades, etc.; y por ultimo el tipo de lenguaje
empleado por los estudiantes en sus producciones. Estos tres criterios dan los elementos
suficientes para poder caracterizar de manera minuciosa y detallada las producciones de los
estudiantes en términos de los niveles de algebrizacion, y con ello poder caracterizar el
razonamiento algebraico que emplean los estudiantes cuando enfrentan las tareas. Por todos estos
elementos mencionados se considera que esta propuesta de los niveles de algebrizacién es

potente y permite lograr en buen término el objetivo propuesto en este estudio.
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Continuando con la idea de incluir el razonamiento algebraico por medio de los niveles
de algebrizacién desde el punto de vista curricular en los lineamientos y estandares basicos de
competencia en matematicas no se trabaja el razonamiento algebraico como una categoria
conceptual propiamente de la matematica, sino que por el contrario se habla de desarrollar una
forma de pensamiento matematico que se centra en el estudio de la variacion y el cambio,
conocido como pensamiento variacional que esta estrechamente relacionada con la propuesta del
razonamiento algebraico ya mencionada. Ambas formas de pensamiento tienen como elemento
importante trabajar fendmenos de variacién y cambio, como la generalizacion, el
reconocimiento, la percepcion, la identificacion de patrones en busca de regularidades? y realizar
conjeturas, generando asi mayores niveles de abstraccion donde el lenguaje se hace mas
sofisticado permitiendo la descripcion, modelacidn y representacion de un problema en distintos

registros simbolicos ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos

De este modo, este trabajo considera los elementos anteriormente mencionados sobre el
pensamiento variacional que no estan alejados en absoluto con la idea del razonamiento
algebraico que se toma en esta investigacion para el desarrollo de la propuesta de aula que se
espera disefiar, ademas de esto se tiene en cuenta los procesos generales mencionados en estos
documentos de politica publica como el razonamiento, la resolucién de problemas, la

comunicacion que se destacan para el disefio de la propuesta.

1 Las regularidades (entendidas como unidades de repeticion) se encuentran en sucesiones o secuencias que
presentan objetos, sucesos, formas o sonidos, uno detras de otro en un orden fijado o de acuerdo a un patrén (MEN,
2006, p. 67).
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Uno de los propdsitos que expresan estos documentos de politica publica es construir
desde la educacion primaria distintos caminos y acercamientos significativos para la
comprension y el uso de los conceptos del calculo numérico y algebraico, es por ello que este
trabajo aborda una propuesta de aula que tiene como objetivo desarrollar el razonamiento
algebraico en estudiantes de grado quinto de primaria, la cual se plantea al considerar los
siguientes aspectos, primero porque en los grados anteriores han abordado diferentes conceptos
meramente aritméticos sin tener en cuenta otras formas de pensamiento que le permite al
estudiante modelar, hacer predicciones, discutir sobre situaciones problemas y expresarlo por
medio de ideas algebraicas, segundo los estudiantes estan proximos a concluir su primera etapa
de escolaridad y pueden aprender matematicas haciendo uso del simbolismo algebraico, pues el
contenido matematico del curriculo se menciona que se debe ensefiar a simbolizar, generalizar y
formalizar ideas por medio del algebra, y por ultimo, dentro del saber de los estudiantes de
quinto esta el comprender, representar y analizar situaciones matematicas. Por consiguiente, esta
propuesta ayuda al estudiante a desarrollar habilidades que le permiten avanzar en los niveles

que se proponen para el desarrollo del razonamiento algebraico.

Cabe mencionar que los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006) se toman como referencia para el
disefio de la propuesta de aula porque indican unos procesos generales que se tendrén en cuenta,
como lo son: la comunicacion porque permite comprender e interpretar ideas matematicas,
brindando la oportunidad de construir representaciones ya sean fisicas, histéricas, graficas y
simbdlicas; la resolucion de problemas porque genera en el estudiante un proceso de
construccién que le permite adquirir conocimiento al explorar, formular conjeturas, lo que lleva a

formular argumentos para asi hallar una solucion; el razonamiento porque por medio de este se
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puede justificar las estrategias, formular hipotesis, hacer conjeturas y expresarlas
matematicamente. También, es importante el contexto, aquello que rodea el estudiante, el cual es
un recurso importante para el proceso de ensefianza de las matematicas porque se relacionan con
los ambientes que rodean al estudiante, con la intencidn de que se aprenda a resolver problemas
de la vida diaria. Asi pues, el disefio responde a las orientaciones y directrices dadas desde estos

documentos curriculares nacionales.

Otro aspecto que es importante destacar de este disefio, es que, se puede convertir en un
instrumento potente para que pueda ser empleado en otros estudios, ser empleados con
profesores en ejercicio y futuros maestros en formacion, de tal manera que se pueda nutrir mas y
con ello se puedan hacer nuevos disefios que busquen siempre colaborar en el desarrollo del
razonamiento algebraico en los estudiantes. Ademas, se espera que los maestros implementen
diversas herramientas 0 metodologias que fortalezcan el desarrollo de este razonamiento en edad

temprana, con el fin de evitar dificultades relacionadas a este.

La realizacion de este trabajo es una experiencia muy importante para las autoras del
mismo porque constituye un reto a nivel personal como profesional y sobre todo un interés por
conocer las capacidades algebraicas que desarrollan los estudiantes por medio de esta propuesta
de aula. Ademas de esto, el desarrollo de este trabajo investigativo aporta elementos para
iniciarse como profesoras investigadoras que entiendan la complejidad del aula, los problemas
que en ella se da y la forma de entenderlos y atenderlos desde una perspectiva rigurosa que

ayuda a mejorar las competencias cientificas investigativas.
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2. Capitulo 2. Marco conceptual de referencia

Este segundo capitulo presenta dos referentes: el didactico y matematico. En el primero
de ellos se explicitan aspectos generales de la teoria del EOS para dar paso a una presentacion
minuciosa de las categorias de analisis que especificamente se usan en este trabajo, articulandolo
con la idea de razonamiento algebraico y con una caracterizacion de este razonamiento que en el
seno de esta teoria se ha ido construyendo por diferentes autores que han trabajado en ella; en el
segundo referente se encuentran algunos conceptos matematicos relacionados con las estructuras

matematicas, las sucesiones y generalizacion de patrones.
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2.1 Referente Didactico

2.1.1 Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematica

Este enfoque es pragmatista antropoldgico y semiotico el cual surge por la necesidad de
desarrollar herramientas tedricas que permiten analizar la actividad matematica de un sujeto y
precisar con mas amplitud y profundidad las relaciones dialécticas entre el pensamiento (ideas
matematicas), el lenguaje matematico (sistema de signos) y las situaciones problemas para cuya
resolucion es necesario elaborar ciertos recursos. Para alcanzar este objetivo Godino junto con
otros colaboradores vieron la necesidad de construir un enfoque teérico unificado asociando
otras disciplinas teodricas que permitieron construir el enfoque Ontosemiotico y la Instruccién

Matematica (EOS).

Estos autores construyen este enfoque alrededor de tres etapas: teoria de significados esta
primera etapa se centrd en las nociones del significado institucional y personal de un objeto
matematico, la segunda etapa teoria de funciones semidticas en donde se elaboré un modelo
ontolégico y semiético suficiente para describir la actividad matematica y los procesos de
comunicacion de sus producciones, y en la tercera etapa teoria de configuracion didactica, se
interesaron por los modelos tedricos propuestos en el seno de la didactica de las matematicas

sobre la instruccién matematica?.

2 Entendida como ensefianza y aprendizaje de contenidos especificos en el seno de los sistemas didacticos
(Godino, Batanero & Font, 2008).
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En conjunto con las etapas anteriores se elaboraron cinco tipos de andlisis didacticos que
componen actualmente el EOS los cuales facilitan el analisis de los procesos de ensefianza y

aprendizaje de las matematicas (Godino, 2012, Godino; Batanero & Font 2008), a saber:

1. Sistemas de préacticas: practica matematica que posee una persona para resolver un
problema matematico donde se consideran los sistemas operativas y discursivas, acompafado de

un significado personal e institucional ante un tipo de situacion-problema.

2. Configuracion de objetos y procesos: redes de objetos que intervienen y emergen de

los sistemas de practicas.

3. Configuracion didactica: fase constituida por interacciones profesor-alumno a
propdsito de un objeto o contenido matematico, se concibe como una red organizacional con la

interaccion de otras configuraciones como: epistémica, instruccional, cognitiva.

4. Dimension normativa: normas, reglas que se reconocen en las practicas matematicas y
did4cticas que condicionan en menor o mayor medida los conocimientos que construyen los
estudiantes, estas aproximaciones centran su atencién principalmente en las interacciones

profesor-alumno.

5. Idoneidad didéactica: criterio de adecuacién y pertinencia de las acciones de los agentes
educativos, ésta se compone por un sistema de idoneidades donde deben ser integradas teniendo
en cuenta las interacciones entre las mismas para que asi se garantice la mejora progresiva de los

procesos de ensefianza y aprendizaje.

De acuerdo con estos tipos de analisis, este trabajo se centra en la configuracion de

objetos y procesos porque describe los conocimientos matematicos que se evidencia en la
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resolucion de problemas, caracterizando los procesos que emergen en la practica matematica, lo
cual da los elementos suficientes y necesarios para responder al objetivo del presente trabajo , en
virtud que a partir de la configuracion de objetos y procesos es que se describe el desarrollo del

razonamiento algebraico tal y como se vera en el siguiente apartado.

2.1.1.1 Configuracién de objetos y procesos

Desde el marco del EOS se presenta la configuracion de objetos y procesos como un
modelo de analisis matematico que surge como una herramienta clave para el anlisis epistémico
y cognitivo de los procesos de instruccion matematica donde este tiene en cuenta las practicas
matematicas, operativas, discursivas y normativas realizadas en una situacion problema, de igual
manera a los objetos y procesos matematicos que emergen en las practicas. Entendiéndose como
objeto matematico aquel que emerge en un sistema de practicas donde son manipulados objetos
materiales que se desglosan en diferentes registros semiticos: oral, palabras o expresiones
pronunciadas; registros gestuales: dominio de la inscripcion, lo que se escribe o dibuja
(grafismos, formulismos, célculos, etc.), es decir, registro de lo escrito (Chevallard, 1991). De
acuerdo a lo anterior los objetos estan ligados al sistema de practicas y a su vez estos sistemas
estan asociados al campo de resolucion de problemas de las que emerge el objeto en un
momento dado (Godino & Batanero, 1994), en este campo se abordan tareas matematicas en las
que es necesario analizar las practicas matematicas realizadas por los estudiantes, entendiéndose
por practica matematica “toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien
para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o

generalizarla a distintos contextos y problemas” (Godino & Batanero, 1994, p. 334).
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De acuerdo con lo anterior, las practicas matematicas ocupan un lugar central, donde la
situacion-problema es la promotora de las practicas matematicas de un sujeto, entonces se
entiende que una situacion-problema comprende problemas mas o menos abiertos, con
aplicaciones extramatematicas o intramatematicas y se entiende que una practica es todo aquello

que hace o dice un sujeto para resolver dicha situacién-problema.

Esta practica matemaética propone una tipologia de objetos propios que intervienen en la
actividad matematica: situaciones, acciones, lenguaje, conceptos-reglas, propiedades,
argumentaciones, considerados como “entidades primarias”, articulado en la configuracion de la

figura 1 (Godino, Batanero, & Font, 2009, p. 7)
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Figura 1 Configuracién de objetos primarios.
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Nota: esquema tomado de Godino, Batanero y Fon, 2009, p.7

A continuacion, se describen estos objetos:

Situaciones-problemas: son los problemas, actividades, tareas, extra-matematicas como

intra-matematicas.

Procedimientos: operaciones, algoritmos, técnicas de calculo, procedimientos que presenta

el sujeto ante las tareas matematicas.

Lenguaje: aquellos términos, simbolos, gréaficos, expresiones, notaciones, que se presentan,

en sus diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.).
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Conceptos-reglas: aquellos elementos o construcciones dados mediante definiciones o

descripciones (numero, punto, recta, media, funcion...).

Propiedades: son proposiciones, afirmaciones o enunciados sobre los conceptos.

Argumentaciones: demostraciones, justificaciones o pruebas de las proposiciones usadas.

Estos seis tipos de objetos se relacionan entre si, se complementan y se enriquecen por
cinco facetas o dimensiones duales, las cuales se pueden considerar segun las circunstancias
contextuales y del lenguaje en que participen. Estas son: personal e institucional, ostensiva y no
ostensiva, ejemplar y tipo, unitario y sistémico, expresion y contenido. A continuacién, se describe

el uso que se da a esos términos:

Personal e institucional: Si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de una
institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”, mientras que si estos
sistemas son especificos de una persona se consideran como “objetos personales” (Ake, 2013,

p.88)

Ostensiva y no ostensiva: cualquier objeto matematico que sea publico puede ser ostensivo,
por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos personales e institucionales poseen una naturaleza
no ostensiva (no perceptibles por si mismos) por lo que se hace necesario de ostensivos (simbolos,

gestos, graficos, entre otros) para su comunicacion.

Ejemplar y tipo (extensivo-intensivo): esta dualidad contextual se centra en la dialéctica
entre lo particular y lo general, siendo una cuestion clave en la construccion y aplicacién del
conocimiento matematico. Teniendo en cuenta esta idea, un objeto que interviene en un juego de

lenguaje como un caso particular (extensivo) y una clase mas general (intensivo). Ejemplo en el
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estudio de funciones, y = 5x + 1, seria una funcion particular perteneciente al tipo de funciones

delaformay = mx + n (esta funcion es un objeto intensivo).

Unitario y sistémico: en algunos casos los objetos matematicos participan como entidades
unitarias (se suponen son conocidas previamente), mientras que otras intervienen como sistemas

que se deben descomponer para su estudio, es decir, como entes sistémicos.

Expresion y contenido: estos objetos se relacionan con el significante — significado, de esta

forma, el signo (la marca) funge como la expresion, y aquello a lo que alude, como su contenido.

En el enfoque del EOS tanto las dualidades como las configuraciones de objetos primarios
se pueden considerar desde una perspectiva de procesos-productos, indicados en la figura 2, lo que
da lugar a los siguientes procesos cognitivos/epistémicos: institucionalizacion-personalizacion;
generalizacion-particularizacion; analisis/descomposicion-sintesis/reificacion;

materializacion/concrecion-idealizacion/abstraccion; expresion/representacion-significacion.
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Figura 2 Articulacion de nociones tedricas presentes en la configuracion de objetos y procesos
matematicos.
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Nota: Esquema tomado de Godino, Batanero y Font, 2009, p.10

La figura 2, da a conocer como estan organizados los elementos que intervienen en el
andlisis de una actividad matematica, como eje central se encuentran las practicas matematicas
acompariadas de un contexto en el que se tiene en cuenta objetos como el lenguaje,
proposiciones, procedimientos, argumentos y conceptos, que pueden ser contemplados desde las
diferentes facetas duales, estos se pueden analizar desde la perspectiva proceso-producto, es
decir, la relacion que se establece entre el proceso que se realiza en la tarea matematica y el
objeto que se genera durante este proceso, como lo mencionan Godino, Aké, Gonzato &
Wilhelmi (2014) de un proceso de generalizacion se obtiene un objeto intensivo, asi mismo el
proceso de particularizacion surge un objeto extensivo los cuales son objetos particulares. Este

nuevo objeto intensivo que se genera puede crear otro nuevo conjunto de elementos en el cual
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este objeto tiende a relacionarse con otros procesos por el hecho de que las facetas duales y

procesos son relativos al contexto en el que se desarrolla la practica matematica.

Dentro de esta propuesta, de favorecer el desarrollo del razonamiento algebraico de los
estudiantes de quinto grado de primaria, se consideran necesarias las herramientas del EOS en
configuracién de objetos y procesos teniendo en cuenta los objetos primarios, las diferentes
facetas duales, los procesos que intervienen en la actividad matematica dentro de la idea de
razonamiento algebraico el proceso de generalizacion y particularizacion juegan un papel
importante ya que permiten caracterizar los rasgos algebraicos que emergen en la solucion de

una tarea.

2.1.2 Razonamiento algebraico

Diferentes investigadores trabajan multiples perspectivas del lgebra escolar, Usiskin,
Kieran, Drijvers y Hendrikus (citado por Castro, 2012) abordan diferentes enfoques del algebra
como: aritmética generalizada, medio para resolver problemas, estudio de relaciones entre
cantidades (incluyendo la modelizacion y las funciones), estudio de patrones y estructuras,
algebra como lenguaje. En este trabajo se toma la postura del algebra como una aritmética
generalizada que se trabaja a partir de la generalizacion de patrones y estudio de estructuras para
el desarrollo del razonamiento algebraico, como lo mencionan Godino, Aké, Gonzato &
Wilhelmi (2014) es posible entender que “El razonamiento algebraico implica representar,

generalizar y formalizar patrones y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas”

(p.202).

Carpenter, Levi, Franke & Zeringue (citado por Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi,

2014) sefalan, asimismo, que el razonamiento algebraico implica también:
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- desarrollar un pensamiento relacional, es decir, apreciar relaciones
numéricas entre los términos de una expresion y entre distintas expresiones 0 ecuaciones.

- Transformar expresiones matematicas, sin restringirse al calculo de una
respuesta concreta.

- Desarrollar un conocimiento sobre conjuntos de objetos matematicos
(ndmeros o variables), de operaciones entre ellos, de propiedades de estos objetos y sus
operaciones (por ejemplo, asociativa, conmutativa, distributiva), y de las propiedades de
relaciones cuantitativas (por ejemplo, transitividad e igualdad).

Del mismo modo Kaput (citado por GA, 2006) entiende:

Por razonamiento algebraico, nos referimos al compromiso de los estudiantes en
actos regulares de generalizacion acerca de los datos, las relaciones y las operaciones
matematicas, estableciendo sus generalizaciones a través de actos publicos de elaborar
conjeturas y de argumentacion, las cuales se expresan en formas cada vez crecientes de

formalizacion. (p.19)

En consideracion con las ideas anteriores, pareciera haber cierta convergencia entre
muchos investigadores de la Didéactica del Algebra por indicar que este modo de razonamiento
incluye caracteristicas que son adquiridas por los estudiantes a traves de la implementacion de
tareas, que se dan de manera natural en el uso de patrones o regularidades, uso de simbolos para
generalizar, establecer relaciones numéricas y el estudio de estructuras, es decir, el estudio de las
ecuaciones e inecuaciones, donde estos procesos son de importancia en los estudiantes para que

puedan tener un acercamiento a ideas algebraicas mas generales.



UNA PROPUESTA PARA EL DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO 40

Asi, el desarrollo del razonamiento algebraico se puede adquirir a través de actividades o
tareas de generalizacion, planteamiento y resolucidn de ecuaciones e inecuaciones por ser
procesos claves que permiten generar razonamiento en los estudiantes y ademas porque son
rasgos caracteristicos de este. Durante el proceso de desarrollar este razonamiento los estudiantes
haran uso de simbolos que permiten generalizar el patron y las relaciones que se establecen, a
través de este proceso los simbolos permiten representar variables y construir ecuaciones e
inecuaciones, las variables poseen significados diferentes dependiendo del contexto en que se
usa, pues al representarlas sus cantidades pueden variar de valores desconocidos a formar parte
de una formula, también se establecen relaciones por medio de funciones relacionando elementos

entre conjuntos numéricos que se pueden representar mediante gréaficas, férmulas o enunciados.

El razonamiento algebraico propone expresar una idea haciendo uso de objetos
algebraicos, donde se ponen en juego procesos cognitivos que posee que el estudiante al
solucionar una tarea. Existen dos elementos importantes que dan a conocer los rasgos algebraicos
que posee un estudiante, que son: la representacion que permite formar conceptos e ideas
matematicas a través de la visualizacion, el simbolismo porque permite expresar la capacidad

que tiene los estudiantes para interpretar y relacionar un problema en lenguaje natural.

Por esto, la idea de promover el razonamiento algebraico en la educacién primaria se da
con el fin de desarrollar aspectos algebraicos que ya posee el pensamiento de los estudiantes o
bien se deben fomentar cambios en la forma de pensar de los estudiantes que les conduzca al
razonamiento y a su vez les permita resolver tareas algebraicas mediante el uso de ciertas
herramientas, como variables, diagramas, notaciones que implique un nivel de generalidad de las

matematicas desde la educacion primaria, puesto que no se trata de impartir un curso de algebra
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a los alumnos de primer grado de escolaridad, sino de desarrollar el razonamiento algebraico a lo
largo del periodo que se inicia en la educacion infantil hasta el bachillerato. (Godino & Font

2003).

Hasta este punto se han mencionado las caracteristicas que dan diversos autores sobre el
razonamiento algebraico, ademas de algunas nociones del enfoque del EQS, las cuales proponen
una tipologia de objetos que interviene en las practicas matematicas y unos procesos ligados a
dichos objetos que ayudan a una caracterizacion del razonamiento algebraico que permite varios

niveles de algebrizacion.

Desde la perspectiva sobre la concepcion del razonamiento algebraico propuesta por
Godino et al (2014) existen tres aspectos que fundamentan aquello que se puede considerar
algebraico y son la base para caracterizar una tarea como algebraica o no los cuales son la base
para designar el nivel de la solucién que requiere una tarea explicitado por autores como Radford

(2011), Kaput (2008), Puig & Rojano (2004).

1. la presencia de «objetos algebraicos» intensivos (esto es, entidades que tienen un

caracter de generalidad o de indeterminacién).

2. El tratamiento que se aplica a estos objetos (operaciones, transformaciones basadas en

la aplicacion de propiedades estructurales).

3. Tipos de lenguajes usados.

Estos tres criterios dan a conocer los rasgos algebraicos presentes en la solucién de una
tarea y a su vez poder asignar que nivel de razonamiento algebraico se esta desarrollando, en el

siguiente apartado se dan a conocer estos niveles de algebrizacion.
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2.1.3 Niveles de algebrizacién

En esta seccion se describen las caracteristicas de las practicas realizadas al resolver
tareas matematicas que permiten definir o distinguir distintos niveles de algebrizacion propuestos
por Godino, Castro, Aké & Wilhelmi (2014), dichos niveles estan enmarcados entre un nivel 0y
un tercer nivel de algebrizacion en el que la actividad matematica se puede considerar como

propiamente algebraica.

El nivel se asigna no a la tarea en si misma, sino a la actividad matematica que se realiza,
por lo que dependiendo de la manera en la que se resuelve una tarea, la actividad matematica
puede ser clasificada en un nivel u otro. No se trata, por tanto, de niveles exclusivamente
matematicos (centrados en las tareas), sino de estadios del funcionamiento de los conocimientos
matematicos en la resolucién de problemas. Ademas, el cambio en alguna de las variables de la

tarea puede dar lugar a nuevas practicas matematicas con progresivo nivel de algebrizacion.

Los criterios basicos para definir los niveles de algebrizacion son:

1. Generalizacion. Generacion o inferencia de intensivos.
2. Unitarizacion. Reconocimiento explicito de intensivos como entidades unitarias.
3. Formalizacion y ostensién. Nombramiento mediante expresiones
simbolicoliterales.
4. Transformacion. Utilizacion de los objetos intensivos en procesos de calculo y
en nuevas generalizaciones.
A continuacion, se describen cada uno de estos niveles con ejemplos tomados de Godino,

Castro, Aké & Wilhelmi (2014)

Nivel 0 de algebrizacion (ausencia de razonamiento algebraico)
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Se considera este nivel porque intervienen numeros particulares, operaciones aritméticas
aplicadas a dichos numeros y la igualdad como resultado de la operacion, pero este nivel no
incluye caracteristicas algebraicas, es decir, no hay ningan rasgo propio del razonamiento

algebraico.

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural,
numeérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido,
pero dicho valor se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En
tareas de generalizacion el mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona un
término con el siguiente, en casos particulares, no es indicativa de generalizacion. (Godino,

Castro, Aké & Wilhelmi 2014, p. 207).

Ejemplo: Un estudiante recibio de sus padres una cierta cantidad de dinero para
comer durante 40 dias. Sin embargo, encontro sitios en donde pudo ahorrar 4 euros al
dia en la comida. De esta forma, el presupuesto inicial le dur6 60 dias. ¢Cuanto dinero

recibié?
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Figura 3 Respuesta del estudiante
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Tomado de Godino, Aké, Gonzato, Wilhelmi. (2012)

En la respuesta anterior, todos los objetos que aparecen en el proceso de resolucion
son cantidades particulares de magnitudes y operaciones aritméticas con los valores
numéricos de dichas medidas, no existe ningun rasgo propio al razonamiento algebraico por

lo tanto se le considera que posee un nivel cero de algebrizacion.

Nivel incipiente de algebrizacion (nivel 1)

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita
mediante lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que
refieren a los intensivos reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas
estructurales se aplican relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos
desconocidos expresados simbdlicamente. En tareas funcionales se reconoce la generalidad,
aunque expresada en un lenguaje diferente al simbolico-literal (Godino, Castro, Aké &

Wilhelmi 2014, p. 208).

Ejemplo: continua la siguiente secuencia: rojo, azul, azul, rojo, azul, azul, etcetera.
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Un alumno razona de la siguiente manera: después de un rojo, siempre siguen dos
azules y después de dos azules sigue un rojo. El alumno que razona de esta manera reconoce
una regla general compatible con el conjunto finito de elementos dados que le permite ir
generando sucesivamente los términos de la secuencia. Consideramos esta actividad de nivel

1 de algebrizacién.

El estudiante al desarrollar un nivel superior a este tendra la posibilidad de expresarlo

mediante la representacion simbdlica algebraica

Nivel intermedio de algebrizacion (nivel 2)

Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbolico — literal
para referir a los intensivos reconocidos, aunque ligados a la informacion del contexto
espacial temporal. En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En
tareas funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener

formas canonicas de expresion (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi 2014, p. 210).

Ejemplo (secuencia de figuras con palillos): en la figura 3, ;cuantos palillos son
necesarios para formar el dibujo situado en la posicién cuarta? ;Y para formar el dibujo que

estuviera en la posicion 50? ;Y para la posicion 100?
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Figura 4 Secuencia de figuras con palillos

Una de las posibles soluciones en las que puede razonar un estudiante frente al problema
seria la siguiente: él reconoce que la secuencia de figuras esta formada por tridngulos; cada
triangulo requiere 3 palillos, luego la figura en la posicidn n requiere 3n palillos. Pero al poner
juntos los tridngulos se eliminan palillos; en la figura 22 se elimina 1, en la 32 se eliminan 2, en la
42 se eliminan 3. O sea, la formula general sera 3n — (n — 1). Para la figura 50, se necesitan 101
palillos y para la 100, 201. Esta solucion incluye variables expresadas en lenguaje simbolico
literal, estos objetos estan ligados al contexto y aungue no se opere con las variables existe un
acercamiento a la generalidad, en este nivel un caso particular tiende a ser representada mediante

ecuaciones aritméticas (Ax + B = C).

Nivel consolidado de algebrizacion (nivel 3)

Se generan objetos intensivos representados de manera simbdlica — literal y se opera con
ellos; se realizan transformaciones en la forma simbélica de las expresiones conservando la
equivalencia. Se realizan tratamientos con las incdgnitas para resolver ecuaciones del tipo Ax +
B = Cx + D, y la formulacién simbdlica y descontextualizada de reglas canonicas de expresion

de funciones y patrones (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi 2014, p. 211).

Ejemplo (balanza algebraica): ¢cuantos tornillos hay que poner en la tercera balanza

(figura 4) para que quede equilibrada?



UNA PROPUESTA PARA EL DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO a7

Figura 5 Balanza algebraica

Solucién: 3d = 6t (3 destornilladores = 6 tornillos); dividiendo entre 3 ambos
miembros d = 2t. Ademas, en la primera balanza p + d + 1 = 14t (pieza, destornillador, llave =
14 tornillos). Entonces, si se quita el destornillador del platillo izquierdo el equilibrio se

mantiene si quitamos un peso equivalente, es decir, 2 tornillos.

Esta explicacion de la actividad matematica realizada supone un nivel consolidado de
algebrizacion (nivel 3), ya que se han planteado de manera simbolica las ecuaciones y se aplica

una técnica de sustitucion para resolver la ecuacion requerida.

En la tabla 1, se resumen las caracteristicas esenciales de los cuatro niveles de
algebrizacién identificados, que se describieron anteriormente, y que permiten distinguir tres

niveles de razonamiento algebraico elemental.
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Tabla 1 Rasgos caracteristicos de los niveles de razonamiento algebraico elemental

Niveles

Tipos de objetos

Transformaciones

Lenguajes

0

No intervienen
objetos intensivos.
En tareas
estructurales, pueden
intervenir datos
desconocidos.

Se opera con objetos
extensivos.

Natural, numérico,
iconico, gestual; pueden
intervenir simbolos que
refieren a objetos
extensivos o datos
desconocidos.

1 En tareas En tareas estructurales, se Natural, numérico,
estructurales, pueden | aplican relaciones y iconico, gestual; pueden
intervenir datos propiedades de las operaciones. | intervenir simbolos que
desconocidos. En tareas funcionales, se refieren a los intensivos
En tareas calcula con objetos extensivos. | reconocidos.
funcionales, se
reconocen los
intensivos.

2 Intervienen En tareas estructurales, las Simbdlico -literal, usado
indeterminadas o ecuaciones son de la forma para referir a los
variables. Ax+ B =C. intensivos reconocidos,

En tareas funcionales, se aunque ligados a la
reconoce la generalidad, pero informacion del contexto
no se opera con las variables espacial y temporal.

para obtener formas candnicas

de expresion

3 Intervienen En tareas estructurales, las Simbdlico -literal; los
indeterminadas o ecuaciones son de la simbolos se usan de
variables. formaAx + B = Cx £ D. manera analitica, sin

Se opera con las
indeterminadas o variables.

referir a la informacion del
contexto.

Tomada de Castro, Aké & Wilhelmi (2014) p. 215
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Evidentemente en las practicas realizadas por los estudiantes al resolver una tarea se
puede identificar niveles de razonamiento algebraico, como medios que dan a conocer como el
estudiante puede interpretar un enunciado, justificar su solucién a través de propiedades
estructurales de los objetos matematicos que intervienen en la préctica, sin embargo, estos

niveles son Utiles para el objetivo de este trabajo.

De acuerdo con el grado de escolaridad es importante mencionar que no todos los niveles
anteriormente presentados se van a evidenciar en la propuesta de aula, los niveles utilizados

seran el nivel cero, nivel 1, nivel 2.

2.2 Referente matematico

Este referente se aborda desde de dos conceptos, el primero describe lo que se entiende
por estructura matematica y como a partir de ella se puede relacionar la ecuacion como un tipo
de estructura, el segundo hace referencia a la generalizacion de patrones que son objeto de
estudio en las sucesiones las cuales ayudan a expresar y formalizar un patrén. Esto en virtud que
el disefio de la propuesta de aula es coherente con la idea del razonamiento algebraico propuesto

desde el EOS, propone actividades que involucran ecuaciones y generalizacion de patrones.

La caracterizacion que aqui se hace de estos conceptos matematicos se toma como

referencia los trabajos realizados por Zill y Dewar (2012), Barria (2016).

2.2.1.1 Ecuaciones

Una ecuacion es una afirmacion de que dos expresiones algebraicas son iguales, en donde
al menos una de ellas contiene una variable, entonces la proposicién matematica es una ecuacion

en una variable. Por ejemplo,
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Vx—1=2, x¥>-1=x+1DEx-1), |x+1|=5

son ecuaciones en la variable x. Una solucion o raiz de una ecuacion es cualquier numero
que, sustituido en ella, la convierte en una proposicion verdadera. Se dice que un nimero
satisface una ecuacion si es una solucion de la ecuacion. Resolver una ecuacion significa hallar

todas sus soluciones.

Una ecuacion se llama identidad si todos los numeros del dominio de la variable la
satisfacen. Si hay al menos un nimero en el dominio de la variable que no la satisfaga, entonces

se dice que es una ecuacion condicional.
La ecuacion

x? =1
x—1

=x+1

se satisface con el conjunto de todos los numeros reales excepto x = 1. Como 1 no esta

en el dominio de la variable, la ecuacién es una identidad.

El nimero 3 esté en el dominio de la variable en la ecuacion 4x — 1 = 2, pero no la

satisface porque 4(3) — 1 # 2. Asi, 4x — 1 = 2 es una ecuacion condicional.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién se llama conjunto solucion. En el

ejemplo, el conjunto solucion de 3x — 2 = x + 2 se escribe {2}.

Ecuaciones equivalentes Decimos que dos ecuaciones son equivalentes si tienen las

mismas soluciones, es decir, si sus conjuntos solucion son exactamente iguales. Por ejemplo,

1
2x—1=0, 2x =1, yx=§
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son ecuaciones equivalentes. Generalmente, resolvemos una ecuacion encontrando una
ecuacion equivalente que tenga soluciones que se determinen facilmente. Las operaciones

descritas a continuacién producen ecuaciones equivalentes.
Teorema: Operaciones que producen ecuaciones equivalentes

i) Sume o reste en cada miembro o lado de una ecuacion la misma expresion que

represente un numero real.

ii) Multiplique o divida cada miembro o lado de una ecuacién por la misma expresion que

represente un nimero real diferente de cero.
Una ecuacion simple
Resuelva 3x — 18 = 0.
Solucion Obtenemos esta lista de ecuaciones equivalentes:
3x—18=0
3x— 18+ 18 = 0 + 18 « pori) del teorema

3x =18
1 1
3 (3x) = 3 (18) « porii) del teorema

X=6

El conjunto solucion de la ecuacion es {6}.
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Como no es raro cometer errores aritmeéticos o algebraicos cuando se resuelve una
ecuacion, siempre conviene comprobar cada solucion sustituyéndola en la ecuacion original.

Para comprobar la solucion del ejemplo 3, se sustituye x con 6 en 3x 2 18 5 0:

3(6)—18=0
18—-18=0
0=0

2.2.2 Generalizacion de patrones

Radford (2010) propone la siguiente definicion acerca de la generalizacion de patrones,
generalizar un patrén algebraicamente descansa en la capacidad de notar una comunalidad sobre
algunos elementos de una secuencia S, siendo conscientes de que esta comunidad se aplica a
todos los términos de Sy ser capaz de usarla para proporcionar una expresion directa de

cualquier término de la secuencia S (Radford, 2010, p. 42)

Los patrones y su generalizacion desde una perspectiva matematica reposan en una idea

mas amplia que es la de sucesion que se explica a continuacion.

2.2.3 Sucesiones

2% ¢

La mayoria de la gente ha escuchado las frases “sucesion de cartas”, “sucesion de
acontecimientos” y “sucesion de cuotas del auto”. Intuitivamente podemos describir una

sucesién como una lista de objetos, acontecimientos 0 nimeros que vienen uno después del otro,
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es decir, una lista de cosas dadas en algun orden definido. Los meses del afio se enumeran en el

orden en que ocurren

Enero, febrero, marzo, ..., diciembre (1)

Y 3,4,5 ..,12(2)

son dos ejemplos de sucesiones. Cada objeto de la lista se Ilama término de la sucesion.
Las listas (1) y (2) son sucesiones finitas: la sucesion (1) tiene 12 términos y la sucesion (2) tiene

10 términos. Una sucesidon como

(3)

ol

donde no se indica el ltimo término, se conoce como sucesion infinita. Los tres puntos
de (1), (2) y (3) se llaman elipsis e indican que los términos siguientes siguen la misma pauta que

la establecida por los ya dados.

En este capitulo, a menos que se especifique otra cosa, usaremos la palabra sucesion para

referimos a una sucesion infinita.

Los términos de una sucesion pueden colocarse en correspondencia uno a uno con el
conjunto N de los nUmeros enteros positivos. Por ejemplo, una correspondencia natural para la

sucesion en (3) es

[N
l\;lb—‘
(.A;lb—‘
S

T 7T
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12 3 4

Debido a esta propiedad de correspondencia, podemos definir una sucesion

matematicamente.

Definicion: Una sucesion es una funcion f cuyo dominio es el conjunto N de los enteros
positivos {1, 2, 3, ...} cuyo rango esta incluido en el conjunto de los nimeros reales: N —

RVneN:s(n) =a,

Tenga en cuenta que, en algunos casos, conviene suponer que el dominio de una sucesion
es el conjunto de los numeros enteros no negativos {0, 1, 2, 3, ...}. Una sucesion finita es

también una funcion cuyo dominio es algun subconjunto {1, 2, 3, ..., n} del conjunto N.

Terminologia Los elementos del rango de una sucesion son, simplemente, los términos
de la sucesion. Supondremos, de aqui en adelante, que el rango de una sucesion es un conjunto
de nimeros reales. El nimero f(1) se toma como primer término de la sucesion, el segundo
término es f(2) y, en general, el término n-ésimo es f(n). Méas que usar notacién de funciones,
representamos los términos de una sucesion usando subindices: f(1) = a,,f(2) = a,,..., y asi
sucesivamente. El término n-ésimo f(n) = a, se llama también término general de la sucesion.

Simbolizamos una sucesion

di,dpdsz  dp,..,

., .. i , . 1 1y
con la notacion {a, }. Si identificamos el término general en (3) como = la sucesion

n

1
1)_'
2

Wl

L - 1
, .-, puede escribirse en forma compacta como {H}'



UNA PROPUESTA PARA EL DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO 55

3. Capitulo 3. Diseiio metodologico y analisis de
resultados

Este capitulo se divide en dos sesiones, la primera de ellas se presenta todo lo relacionado
con el disefio metodoldgico dirigido para el desarrollo del trabajo, inicialmente se detalla el tipo
de paradigma, el proceso de investigacion, se describe la poblacion objeto de estudio y se precisa
la forma para la recoleccion de los datos, también se expone la descripcion de la propuesta
didactica. La segunda sesion del capitulo se exhibe los andlisis de los resultados obtenidos, fruto
de la implementacion de la propuesta de aula para lo cual se emplean las categorias tedricas

propuestas en el capitulo anterior.
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3.1 Enfoque del estudio

El presente trabajo se fundamenta bajo el enfoque cualitativo, puesto que la metodologia
que se utiliza en este tipo de enfoque permite describir comprender e interpretar los fendmenos, a
través de las percepciones y significados producidos por las experiencias de los participantes
(Hernandez, Fernandez & Baptista, 2014). Es necesario agregar que este trabajo tiene en cuenta
un tipo de estudio descriptivo que aborda un estudio de caso, los cuales “... tienen como
caracteristica basica que abordan de forma intensiva una unidad, esta puede referirse a un
apersona, una familia, un grupo, una organizacién o una institucién” (Muiiiz, 2003, p.1), lo cual
es coherente con los propdsitos de este trabajo dado que el objetivo es favorecer el desarrollo del
razonamiento algebraico en un grupo de estudiantes de quinto grado a través de una propuesta

de aula.

Considerando lo anterior y de acuerdo con el objetivo de la investigacion, el estudio de
caso permite un andlisis detallado de la problematica expuesta, permitiendo asi describir los
avances en los niveles del razonamiento algebraico que logran los estudiantes de grado quinto

objeto de investigacion a partir de la implementacién de la propuesta de aula.

3.2 Proceso de investigacion

A continuacion, se indican las fases por las cuales se desarrolla este trabajo con la
finalidad de lograr los objetivos propuestos, estas se presentan de forma esquematica en el

esquema 3.
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"\ -
« Delimitacién del campo de Organizacion y planteamiento
estudio del problema.
r 5,
" ra

Diseno e implementacion de la
 Disefio experimental propuesta de aula.

Recoleccion de datos, analisis y
* Analisis y conclusiones " conclusiones.

Esquema 1 Fases empleadas para el desarrollo del trabajo

Fase 1. Delimitacion del campo de estudio: en esta primera fase se establece la
problematica que gira en torno al algebra escolar en los grados iniciales, teniendo en cuenta
algunas investigaciones en educacion matematica que han manifestado multiples dificultades en
el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra en la escuela, que se toman como base para
plantear la pregunta de investigacion que marca la pauta a seguir en el trabajo, ademas de los
objetivos, la justificacion del mismo y por ultimo el marco de referencia que da a conocer la
teoria empleada y el referente curricular en el que se basan tanto el disefio de la propuesta de aula
que se desea implementar con la poblacion como los analisis que se hacen fruto de la

implementacion de dicha propuesta.

Fase 2. Disefio experimental: esta etapa se divide en dos momentos, el primer de ellos se
centra en la busqueda de instrumentos didacticos que ayuden al disefio de la propuesta de aula

que permita favorecer el razonamiento algebraico, para lograr esto, en las tareas se abordaran
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problemas como el de variacion y cambio, uso de patrones, variables, incognitas, ecuaciones, que
le permitira al estudiante moverse por los niveles cero, nivel 1y nivel 2 de algebrizacion y asi
hallar la solucién del problema, también ayudaran al objetivo propuesto en los estudiantes de
grado quinto. EI segundo momento es todo lo relacionado a la recoleccion de los datos que se
hace fundamentalmente a través de la implementacidn de la propuesta en la cual se vinculan

diferentes instrumentos para ello, los cuales se presentan mas adelante.

Fase 3. Analisis y conclusiones: esta Gltima fase se desarrolla con base a los resultados
obtenidos en la implementacién de la propuesta de aula, permite realizar un respectivo analisis
sobre el desarrollo del razonamiento algebraico de los estudiantes de grado quinto a luz del
enfoque del EOS y los niveles de algebrizacién, y asi poder realizar las conclusiones para

responder a los objetivos propuestos en este trabajo.

3.3 Instrumentos para recolectar la informacién

Para la recoleccion de los datos de este estudio cualitativo de tipo— descriptivo con

estudio de caso, se emplean los siguientes instrumentos:

e Grabaciones de audio y video: por medio de este se registran las interacciones de los
estudiantes: estudiante-estudiante y estudiante-investigadora, a través de grabaciones de
audio y video para tomarlas como complemento de los demas instrumentos y como
insumo en el respectivo analisis.

e Producciones escritas en las hojas de trabajo de los estudiantes: en este instrumento
se presentan las soluciones que expresan los estudiantes durante el desarrollo de la

propuesta de aula, permitiendo la descripcion del andlisis de los resultados de esta.
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Estos instrumentos de recoleccion de datos se utilizaran de la siguiente manera: como
instrumento principal de analisis las producciones escritas por parte de los estudiantes; las
grabaciones de audio y video, y las entrevistas son instrumentos de apoyo. Cabe resaltar que las
entrevistas no se realizaran a todo el grupo, sino que se selecciona al azar una cantidad de

estudiantes minima para ser entrevistados.

3.4 Poblacion objeto de estudio

La poblacién que se estudia esta compuesta por estudiantes de quinto grado de Educacion
Bésica Primaria del Instituto Angeles de Dios ubicado en Cali, Valle del Cauca. Esta institucion
educativa es de caracter privado con 31 afos de reconocimiento y servicio a la comunidad del
Valle del Cauca, se caracteriza por su excelente nivel educativo y el tipo de calendario que
maneja el colegio es el calendario “A”, presta sus servicios en la jornada de la mafiana y tarde.
Los estudiantes de este grado se encuentran entre las edades de 9 a 11 afios, este grado de
escolaridad recibe 5 horas semanales distribuidas entre matematicas, estadistica y geometria. En
esta institucidn hay dos grupos de grado quinto y se va a seleccionar solo uno de ellos donde en
promedio hay 30 estudiantes, para la implementacidn de la propuesta se escogen 14 estudiantes

al azar.

Teniendo presente la crisis mundial que actualmente se vive, se escoge esta institucion
educativa por varias razones, entre ellas, por su nivel educativo, la estructura de la propuesta
que requiere que su implementacion sea de forma presencial, y la institucion cumple con el
proceso de alternancia como requisito para el regreso gradual de los estudiantes al aula de clase
debido a la pandemia por el covid-19, y por ultimo el vinculo cercano que tiene una de las

autoras de esta investigacion con la institucion lo cual facilita el acceso tanto a ella como al
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grupo de estudiantes con los cuales se va a hacer el estudio. Esto es importante en este trabajo ya
que permite cumplir con el tiempo y el cronograma establecido, para la implementacion de la

propuesta y para el desarrollo total de la investigacion.

3.5 Descripcién de la propuesta de aula

La propuesta de aula que en este trabajo se disefia para el desarrollo del razonamiento
algebraico a partir de la generalizacion de patrones y el estudio de estructuras en este caso las
ecuaciones, se organiza en dos situaciones denominadas La Fabrica de Dulces y Dulces en
Barras de Colores de acuerdo con la teoria del EOS y los niveles de algebrizacion. A

continuacion, se describe detalladamente cada una de las situaciones.

Situacion 1: la fabrica de dulces. En esta situacion se presenta el caso de Luisa quien es
la duefia de una fabrica encargada de disefiar cajas llenas de dulces, las cuales son de diferentes
tamafios para ofrecerles a sus clientes. La situacion se disefia teniendo en cuenta el contexto de la
vida diaria (MEN, 1998). De este modo se parte del estudio de una situacion y el planteamiento
de una serie de preguntas que ayuden al desarrollo del razonamiento algebraico por medio de una
tarea funcional donde se hace uso de la sucesion como una funcidn para trabajar la

generalizacion de patrones.

Situacion 2. Dulces en barra de colores. Aqui se propone una situacion de una nifia
Ilamada Isabella quien consume muchos dulces en barra y ellos son de colores, en la tienda se le
ofrece una promocién donde se le obsequian 2 dulces azules si compra 4 dulces rojos, esta

situacion se disefia teniendo en cuenta el contexto de la vida diaria (MEN, 1998). Se proponen
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preguntas para dar cuenta de tareas estructurales (ecuaciones) teniendo presente los objetos

ontosemioticos que intervienen en cada solucion.

Cada una de las situaciones mencionadas anteriormente tienen como fin de favorecer el
desarrollo del razonamiento algebraico teniendo en cuenta los niveles de algebrizacion y la
teoria del EOS, desde la configuracién de objetos y procesos el cual permite reconocer cuando
una practica matematica se considera algebraica, para ello se tiene presente la idea de presencia
de objetos algebraicos (generalidad, objetos intensivos y extensivo ), transformacién
(operaciones, uso de propiedades de estructuras numeéricas), lenguajes (icénico, gestual,
numeérico, natural). Lo anterior ayuda al disefio de las situaciones a partir de la descripcion de
cada nivel de algebrizacion (nivel 0, nivel 1, nivel 2) y al anélisis de las soluciones por parte de

los estudiantes.

Por consiguiente, la propuesta se configura como un modelo el cual le permite a los
estudiantes elevar sus niveles de algebrizacién teniendo presente que este desarrollo es

progresivo y paulatino.

A continuacion, en la Tabla 2 se presenta una sintesis de la configuracion de la propuesta
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Tabla 2 Configuracion de la propuesta de aula.

de acuerdo con la cantidad de dulces que
contiene cada una de ellas. Se opera con
objetos intensivos de primer grado (nimeros
particulares).

Situacion Item Proposito Nivel de
algebrizacion®

1.La fabrica de 1. Observa las figuras, ¢ Qué encuentras comun y no comun en las cajas de la secuencia? Identificar por medio de la visualizacion los Nivel 0

dulces diferentes tamarios que pueden tomar las cajas

cuantos dulces se necesitan para llenarla. ¢ Cudl es la cantidad de dulces que requiere
Luisa para llenar dicha caja? Explica como obtuviste esta cantidad.

medio de la sucesion como una funcion para
hallar cantidades numéricas. Aplica relaciones

2. ¢Cuantos dulces aumentan de la primera caja a la segunda, de la segunda caja a la Interpretar las relaciones cuantitativas de cada | Nivel 0
tercera y qué se puede concluir de estos aumentos? figura, reconociendo que dicha relacion varia

a partir del cambio de una figura a otra.
3.Teniendo en cuenta la secuencia de las cajas de dulces, dibuja la caja No5 y No6, Identificar el patron establecido, reconocer su | Nivel 1
¢cuantas dulces se utilizaron en estas cajas? Explica como la construiste. generalidad haciendo uso de la sucesién como

una funcion y expresarla en lenguaje natural

numérico icoénico o gestual.
4.Luisa le quiere regalar a su mama de cumpleafios la caja de dulces No20, pero no sabe Reconocer una regla general y expresarla por | Nivel 1

SEs importante resaltar que no es a la pregunta que se le asigna el nivel, sino que es a las practicas matematicas que se espera que los estudiantes desplieguen al resolver dicho item.
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y propiedades genéricas de las operaciones
con objetos intensivos de primer grado.

5. Escribe un mensaje a un compafiero de la clase donde le explicas como hallar la Expresar a través de un lenguaje natural la Nivel 2
cantidad de dulces que se necesitan para cualquier caja. expresion que permite hallar cualquier
cantidad.
6. Expresa la formula que encontraste en el punto anterior de manera simbdlica Identifica y expresa en lenguaje simbdlico- Nivel 2
literal la formula general por medio de una
funcién para hallar cualquier cantidad de
dulces.
2. Dulces | 1. Si Isabella compr6 18 barras de dulces en total, ¢cuéntos dulces rojos y cuantos dulces | Establecer cantidades numérica haciendo uso | Nivel 0
en barra de azules compra? de gréaficos, Donde interviene el lenguaje
colores natural, numérico, icénico y gestual.

2. Juliana y Andrés van a la tienda. Andrés dice que cuando compr6 8 dulces rojos le

Identificar y establecer relaciones y

Transicion del

obsequiaron 6 azules, mientras que Juliana dice que cuando ella compro 8 dulces rojos le | descomposiciones entre cantidades. Se hace nivel 0 al 1
obsequiaron 4 dulces azules. Indica quién de los dos tiene la razén y justifica tu respuesta. | uso de la propiedad de las proporciones que es

la razon.
3. La mama de Isabella decide hacerle una fiesta y ella compra 300 dulces rojos para Uso de la propiedad de las proporciones que Nivel 1
repartirlos en la fiesta, teniendo en cuenta la promocion ¢ Cuantos dulces azules le es la razon.
obsequiaron en la tienda? ¢ Cuéntos dulces compro en total?
4. Ayuda a Isabella a completar la siguiente tabla: Identificar relaciones entre cantidades y Nivel 1

Dulogs rojos Dulogs azules
! !
b !

establecer relaciones, descomposiciones entre
cantidades,

Uso de la propiedad de las proporciones como
es la homogeneidad de la suma.
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Explica como hiciste para completar los datos que hacian falta en la tabla.

Aplica propiedades de los nimeros:
homogeneidad de la suma

Nivel 1
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5. Andrés comprd 12 dulees rojos v para dar cuenta la cantidad de dulces azules que le obsequian
por su compta empleo el siguiente razonamiento:
1} El12 lo descompone en dos cantidades 4 dulces rojos + 8 dulces rojos
2) Después halla la cantidad de dulces azules para cada cantidad:

4 dulces rojos obsequian 2 dulces azules]

il

§ dulces rojos obsequian 4 dulces azules

NN

3) Por tltito, sumé 1a cantidad de dulees azules
2 dulces azules 1+ 4 dulces azules = 6 dulces azules
Obteniendo la cantidad de dulees azoles que le obsequian por la compra de 12 dulees rojos.

Emplea el razonamiento que utilizd Andrés para hallar la cantidad de dulees azules al comprar 220
dulces rojos.
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Describir el procedimiento presentado en el

6. Juliana para hallar la cantidad de dulces azules que le obsequian por la compra de 32 dulces rojos -
item.

utilizo un razonamiento diferente:

2 dulces azules _ ?dulces azules
“4dulcestojos 32 dulcesrajos

Paso |

32duleesrojos X2 dulces azules _9

Paso 2:

4 duleesrojos

64 dulces azules _
4

Paso 3: ?

Paso 4: 16 dulces azules = x

Por lo fanto, Juliana por medio de su estrategia se dio cuenta que por la compra de 32 dulces
rojos le obsequian 16 dulces azules.

Explica con tus propias palabras paso a paso el procedimiento que realizé Juliana para hallar la cantidad
de dulces azules.

7. Emplear lo anterior para hallar una cantidad de dulces. Identifica y expresa en lenguaje simbélico- Nivel 2
literal
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3.6 Metodologia de implementacion de la propuesta de aula

La propuesta de aula se implemento en dos sesiones, una sesion para cada situacion. Las
dos situaciones se desarrollaron cada una con una duracion de 4 horas aproximadas finalizando

el mes de marzo.

La implementacion se llevé acabo con un grupo de 14 estudiantes por ser estudio de
casos; distribuidos en 7 grupos de trabajo donde cada uno consta de una pareja seleccionada al
azar. Se decide emplear esta metodologia de trabajo en parejas con el fin de que los estudiantes
puedan plantear diversas estrategias, discutir ideas y establecer puntos en comun para dar

solucion a cada una de las situaciones.

Durante la implementacion, las investigadoras realizan algunas intervenciones, unas para
develar aspectos que son claves para el andlisis de los datos, y otras para atender algunas
inquietudes de los estudiantes ante cada pregunta. Cabe resaltar que cada uno de los estudiantes
contaban con su hoja de actividades para cumplir con el distanciamiento social, al responder

cada pregunta se hacia en comun acuerdo.

Por ultimo, resulta oportuno mencionar que durante la implementacién de toda la
propuesta se abordd con las autoras de este trabajo en ausencia del docente de matematicas de los

estudiantes de grado 5-1A.
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3.7 Analisis de resultados

Para el analisis de los resultados se tiene como foco de atencion las tres categorias que
son la base para caracterizar los niveles de algebrizacion como son: el lenguaje, que emplean los
estudiantes, las trasformaciones y los tipos de objectos y procesos que se presentan en sus
préacticas matematicas. Asi mismo, se analizan en relacion con los propdésitos para los cuales han
sido disefiados cada uno de los items de las situaciones propuestas. Para los analisis se colocan
imagenes que ilustran las producciones escritas de los estudiantes y cuando se considere
necesario se transcriben episodios de didlogos donde se reflejan las interlocuciones de los
estudiantes y las investigadoras alrededor de la situacion que se esta resolviendo. Para ello se

hace uso de las siguientes notas convencionales:

e P1,P2,P3, P4, P5, P6, P7, para las parejas de los estudiantes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
respectivamente
e |1y I2paralasinvestigadoras 1y 2
e L1,L2,L3...Ln para cada uno de los didlogos que se transcriben
Los analisis que a continuacion se exhiben se realiza para cada uno de los items de ambas
situaciones. Los resultados obtenidos en ellos que a cada una de las situaciones se le realiza su
respectivo analisis, los resultados obtenidos se presentan a través de tablas donde se menciona
cada una de las parejas que responden, se describen las respuestas de ellas, se presenta la
frecuencia absoluta del tipo de respuesta ofrecidos por las parejas de estudiantes y la frecuencia

relativa.
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3.7.1 Andlisis de la situacion 1. La Fabrica de Dulces

A continuacion, se presenta el analisis de cada uno de los items de la situacion 1 (ver

anexo 1).

Tabla 3 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 1 de la situacion 1

1. Observa las figuras, ¢Que encuentras comin y no comun en las cajas de la
secuencia?

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta | Relativa

Identifican como comun el color de los dulces de las cajas y
como no comun el tamafio de cada una de las cajas de 4 57.1%
dulces.

P1 P4
P5 P7

Reconoce como comun que cada caja aumenta 4 dulces,
P2 que estos son azules, que las cajas son cuadradas, y 1o no 1 14.2%
comun es que la cantidad de dulces son distintos.

Establece como comun la forma circular de los dulces y el
P3 color. Como no comun identifica la cantidad de dulces que |1 14.2%
contiene cada caja.

Identifica como comun el color de los dulces de cada caja 'y
P6 como no comun la cantidad de dulces de cada una de las 1 14.2%
cajas y su tamafio.

Tal y como reflejan los datos en la Tabla 3, se observan distintas respuestas por parte de
las parejas P1, P4, P5y P7 por medio de la visualizacion identifican como comdn el color de los
dulces reconociendo que todos los dulces de las cajas tienen el mismo color, y a su vez dan
cuenta que el tamafio es lo no comun que poseen todas las cajas. Este argumento lo expresan por

el motivo de que cada caja ocupa un espacio diferente.
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Por su parte P2 reconoce el nimero que diferencia a una caja de la otra, es decir, la
cantidad que hace que las cajas aumenten es 4, menciona que los dulces son de color azul, da
cuenta de la forma de cada una de las cajas indicando que son “cuadradas” y expresa que lo no
comun es que cada caja contiene distinta cantidad de dulces. De lo anterior se puede evidenciar
que P2 alude al color, la forma haciendo uso de un lenguaje grafico que le permite designar la
forma de las cajas, y es a traves del conteo que le permite diferenciar la cantidad de dulces que

hay de una caja a otra.

Al igual que P2, P3 utiliza un lenguaje grafico para indicar que la forma de los dulces es
circular y es a través de la percepcion espacial que se puede observar que cada caja contiene

cantidades diferentes de dulces.

P6 fija su atencion en el color de los dulces haciendo referencia a que todos tienen el
mismo color, pero sus cantidades son diferentes y su tamafio también. N6tese como las parejas al
solucionar este item perciben aspectos comunes y no comunes de la secuencia, se puede
mencionar gque todas las parejas por medio de su accion perceptiva reconocen el color de los

dulces para todas las cajas.

Cabe resaltar que solo P2 a través de su respuesta expresa un patron numérico muy
importante que luego da pie para la construccion de la férmula que permite hallar la cantidad de
dulces de las cajas, debido a que este expresa numéricamente cudl es la cantidad que aumenta
cada caja. A diferencia de P3 y P6 que intentan identificar como lo no comdn que la cantidad de
dulces en las cajas varia, pero no especifican el valor numérico el cual hace que la cantidad de

dulces sea distinta en cada caja.
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Parejas como P1, P4, P5, P7 y P6 hacen uso de una percepcion espacial para centrar su

atencion en el tamafio de las cajas.

Lo anterior, es la evidencia que las parejas al solucionar el item dan cuenta del
significado personal que logran construir a traves de la visualizacion lo que permite argumentar e
identificar lo comun y no comdn permitio identificar distintos patrones como la forma, el color,

cantidades presentes en la secuencia del item 1.

Los objetos que emergen son objetos extensivos (cantidades particulares), usan un
lenguaje iconico, gestual y natural para expresar su respuesta, las transformaciones que emplean
son conversiones del lenguaje iconico al natural. Por consiguiente, la practica matematica se

puede asignar a un nivel 0, debido a la ausencia del razonamiento algebraico.

A continuacion, se presentan los resultados del item 2.

Tabla 4 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 2 de la situacién 1

2. ¢Cuantos dulces aumentan de la primera caja a la segunda, de la segunda caja a
la tercera y qué se puede concluir de estos aumentos?
Pareja Descripcion de la practica realizada Frecuencia | Frecuencia
Absoluta | Relativa
P1 P2 | Identifican que se aumenta 4 dulces por cada caja 7 100%
P3 P4 | concluyendo que este es un patron que se presenta.
P5 P6
P7

De acuerdo con las respuestas dadas por las parejas de estudiantes al item 2, las cuales se
exhiben en la Tabla 4 se puede afirmar que todas ellas dan cuentan que aumenta 4 dulces por

cada caja de la secuencia lo que muestra evidencia que ellos reconocen la cantidad que varia
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entre las cajas, es decir, encuentran el patrén numerico que describe el aumento de dulces en
cada caja, el cual es 4. Tal y como se ilustra en la Figura 7 a modo de ejemplo a partir de la

practica realizada por P2:

Figura 6 Respuesta items 2 de P2

Notese como en la Figura 7 aparece un mismo 4 en medio de los nimeros de las cajas, los
cuales, se han sefialado con circulos y n6tese como esa misma cantidad aparece de forma
consecutiva del paso de una caja a otra caja, lo que significa que es este el patrén hallado que

relaciona el aumento en los dulces de cada caja.

En la solucion a este item los objetos que intervienen son extensivos (cantidades
particulares) por lo tanto, se opera con nimeros particulares al asociar el conteo que realiza cada
pareja en las cajas de dulces para identificar el patrén. Se hace uso del lenguaje numérico,
iconico y natural para expresar la solucion. Por lo tanto, en esta practica matematica no hay
ningln rasgo de razonamiento algebraico y de acuerdo con Godino et (2014) esta practica

corresponde a un nivel cero de algebrizacion.

A continuacion, se presentan los resultados del item 3.
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Tabla 5 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 3 de la situacién 1

3. Teniendo en cuenta la secuencia de las cajas de dulces, dibuja la caja No5 y
No06, ;cuantas dulces se utilizaron en estas cajas? Explica como la construiste.

Frecuencia | Frecuencia
Absoluta Relativa

Pareja Descripcion de la practica realizada

Construye las cajas No5 y No6 teniendo en cuenta la
cantidad de dulces de la caja anterior agregandole 4 dulces
para obtener la siguiente caja y especifica cuantos dulces se
obtiene en cada una de las cajas construidas.

P3 P4
P5 P6
P7

4 57.1%

Construyen la caja No5 y No6, multiplicando el numero de
P1P2 | lacaja (5y 6) por 4, e indica la cantidad de dulces que se 2 28.5%
obtienen en cada caja construida.

La informacion anterior sobre la respuesta al item 3 que se presenta en la Tabla 5 indica
que las parejas P3, P4, P5, P6 y P7 continGian con la misma estructura de la secuencia
aumentando a cada caja 4 dulces reconociendo que las cajas No5 y No6 se construyen

conociendo la cantidad de dulces de la caja anterior y adicionandole a esta 4 dulces.

De lo anterior es importante mencionar que todas las parejas tienen presente el aumento y
lo consideran como un patron numérico permanente en cada una de las cajas, lo cual les permite
a las parejas P3, P4, P5, P6 y P7 continuar con la idea de construir las cajas sumandole 4 dulces a
la cantidad de dulces de la caja anterior. Como se puede observar en la Figura 7 de la respuesta

de P6:
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Figura 7 Respuesta items 3 de P6
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Lo anterior es la muestra de que las parejas construyen las cajas en base a lo que ellos han

podido percibir en la secuencia.

Los objetos que intervienen en esta practica matematica son los particulares, el lenguaje
gue expresan en sus respuestas es el grafico, natural, iconico y numérico, por ultimo, el
tratamiento empleado son las operaciones con numeros naturales para encontrar la cantidad de
dulces de cada caja. De acuerdo con la descripcion de los niveles de algebrizacion esta practica

se asigna a un nivel cero por su ausencia de razonamiento algebraico.

Por otro lado, las parejas P1 y P2 construyen las cajas No5 y No6 haciendo uso de la
multiplicacion, en la cual tratan de establecer una férmula que les permite hallar la cantidad de
dulces para estas cajas “la construi multiplicando 5 X 4 = 20 y la 6 la construi multiplicando

6 X 4 = 24”. A continuacion, se presenta un ejemplo de respuesta de P1:
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Figura 8 Respuesta items 3 de P1
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Tal y como se muestra en la Figura 8, es a través de esta expresion que P1y P2
establecen una relacién entre el nimero de la caja y el aumento que es 4 que les permite
encontrar la cantidad de dulces para las cajas No5 y No6, lo anterior deja como evidencia que
esta pareja reconoce el patrén numerico y lo generaliza logrando asi establecer una formula

numérica que le permite hallar la cantidad de dulces para las cajas solicitadas.

En virtud que las parejas logran deducir una férmula y a pesar de que se usa a través de
nameros de cajas particulares, tal y como se indican en los niveles de algebrizacion y por el
hecho de haber la deduccion de una férmula, entonces esto ya se considera de un nivel mayor de
generalizacion y desde esta perspectiva tedrica, esta practica se encuentra en un nivel 1 de
algebrizacion. Los objetos que intervienen en esta solucion son objetos intensivos (conjunto y
propiedades de nimeros y la igualdad como equivalencia) se aplican relaciones entre cantidades

y el uso de las operaciones, en cuanto al lenguaje se utiliza el numérico, natural, simbélico.

A continuacion, se presentan los resultados del item 4.
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Tabla 6 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 4 de la situacion 1

4. Luisa le quiere regalar a su mama de cumpleafios la caja de dulces No20, pero
no sabe cuantos dulces se necesitan para llenarla. ;Cual es la cantidad de dulces que
requiere Luisa para llenar dicha caja? Explica como obtuviste esta cantidad.

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa

P1 P2 | Reconocen que la cantidad de dulces para la caja No20 se
P7 P4 | obtienen multiplicando el nimero de la caja por 4 (el 6 85.7%
P5 P6 | aumento), y especifican la cantidad de dulces de dicha caja.

Construye la tabla de multiplicar del namero 4 desde el 1
hasta el 20 para hallar la cantidad de dulces de la caja
No020, indican la cantidad de dulces que debe tener esta
caja.

P3 1 14.2%

Como podemos observar en la Tabla 6, se evidencian las soluciones de las parejas al item
4, donde se pone de manifiesto dos formas de practicas matematicas, la primera donde las
parejas P1, P2, P7, P4, P5y P6 expresan la forma de encontrar la cantidad de dulces de la caja
No020, multiplicando el nimero de la caja que en este caso es 20 por el patrén hallado que es 4; y
una segunda préctica realizada por P3, en la cual se dedica a multiplicar de forma sucesiva, 4

por cada nimero natural hasta llegar al solicitado, que es el nimero 20.

Cae resaltar que en la primera practica matematica las parejas establecen una formula que
les permite encontrar la cantidad de dulces que se obtiene en una caja en particular, ademas de
esto, es importante destacar que P1y P2 rectifican y usan la formula que hallaron en el item
anterior para dar respuesta a este item, adicionalmente P4, P5, P6 y P7 dan cuenta de la
deduccién de esta férmula en este item, un ejemplo de esto es el dialogo que surge entre 12 'y P5,

que se transcribe a continuacion:
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L1-12: ;como te distes cuenta la cantidad de dulces para la caja No5 y No6?

L2-P5: a la nimero cinco le aumente cuatro para tener veinte a las seis otras cuatro para tener
veinticuatro

L3-12: ;contaste cada uno de los dulces?

L4-P5: Si

L5-12: ¢por qué en la pregunta cuatro hiciste multiplicacion?

L6-P5: porque si la sumo cuatro mas cuatro mas cuatro mas cuatro me voy a demorar mas
entonces mas bien es multiplicarla cuatro por veinte el resultado es ochenta

L7-12: ;el veinte qué representa?

L8-P5: el numero de la caja.

L9-12: ;el cuatro qué representa?

L10-P5: el aumento de dulces en cada caja

A través de este dialogo P5 trata de establecer una férmula para hallar la cantidad de
dulces de una caja en particular, al reconocer una relacion entre el patrén que es 4 y el nimero de
la caja, en este caso la caja No20. Por ende, las préacticas matematicas de P1, P2, P4, P5, P6 y P7
se encuentran en un nivel 1 de algebrizacion por cuanto tiene un acercamiento al algebra por
haber deducido la formula, en esta practica se puede identificar la presencia de objetos intensivos
(conjunto y propiedades de nimeros Yy la igualdad como equivalencia), se establecen relaciones
entre cantidades y el uso de las operaciones, se hace uso del lenguaje natural, numérico,

simbdlico para identificar la formula general.

Por otro lado, P3 aunque identifica un patron no logra deducir una formula que le permita
hallar la cantidad de dulces de una caja en particular sin necesidad de ir caso por caso, es decir,
no es necesario realizar la operacion de caja en caja. Esta practica matematica se encuentra en un
nivel cero de algebrizacion por cuanto hay ausencia de razonamiento debido a que todavia se
piensa aritméticamente, ademas de esto, en esta practica emergen objetos extensivos (casos

particulares), se opera con objetos particulares donde intervienen simbolos que refieren a un
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valor desconocido, y dicho valor se obtiene como resultado de operaciones sobre nimeros

particulares.

A continuacion, se presentan los resultados del item 5.

Tabla 7 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 5 de la situacion 1

5. Escribe un mensaje a un compariero de la clase donde le explicas como hallar la
cantidad de dulces que se necesitan para cualquier caja.

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa

P4
P1

P3| Enlos mensajes de cada pareja expresan que la cantidad de
ps | dulces para cualquier caja se puede hallar multiplicando el | 7 100%
aumento, que es 4 por el nimero de la caja.
P6

P2
P7

De acuerdo con la informacion presentada en la Tabla 7, todas las parejas expresan en su
mensaje la forma cémo se puede hallar la cantidad de dulces de cualquier nimero de caja,
indicando al multiplicar el aumento, esto es 4, es decir, el patrén numérico por el nimero de la
caja. Lo anterior se puede evidenciar mediante la Figura 9 en donde se expone la respuesta de P3

COMO un caso representativo de las respuestas de todas las parejas.

Figura 9 Respuesta items 5 de P3
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La Figura 9 muestra como P3 da cuenta de la férmula general que permite hallar la
cantidad de dulces en cualquier numero de caja. Tal formula general es expresada en un lenguaje
natural. N6tese que es justamente P3 que en el item anterior no lograba deducir una férmula para
hallar la cantidad de dulces de una caja en particular, sin embargo, en este quinto item logra no
solamente hallar la formula, sino que esta formula se expresa en su mayor nivel de generalidad
posible en vista de que la formula no estd puesta sobre un nimero de caja en particular. Esta
accion que refleja P3, como un caso que ilustra la produccion de todas las parejas en relacion con
la formula del item anterior deja como evidencia que existe una ruptura epistemoldgica en la
produccion de la formula que logran las parejas en relacion con la formula del item anterior. Tal
ruptura se debe a que aparece lo indeterminado, lo que significa que en este item la férmula no
refiere a casos particulares, sino que se presenta como una expresion que implica lo
indeterminado esto es, pensar en ello y operar con esto, lo cual permite a las parejas encontrar la

cantidad de dulces para cualquier caja.

Es importante resaltar que es gracias al item que se pueda dar el transito de lo particular a
lo general, asi como también a la interaccion que realizan las investigadoras con las parejas de
estudiantes es que se logra que estas expresen la formula general. A continuacién, se muestra un
dialogo entre las investigadoras y las parejas como ejemplo de dicha interaccion, en el cual se
evidencia gque por y a través de dicha interaccion se hace posible la emergencia de lo

indeterminado en los estudiantes.
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L1-P3: ;Como asi que un mensaje a un comparero?

L2-P1: Profe ;un mensaje?

L3-12: ¢Qué dice la pregunta? Vuelvan a leer la pregunta.

L4-P4: Escribe un mensaje a un compariero de la clase donde le explicas cémo hallar la cantidad
de dulces que se necesitan para cualquier caja.

L5-11: Van a escribir en palabras un mensaje dirigido a su compafiero donde le explique como
hallar la cantidad de dulces para cualquier caja.

L6-P5: Profe ¢cuél es el nimero de la caja? Para poder escribir el mensaje.

L7-11: ¢La pregunta hace referencia a algiin nimero de caja en especial?

L8-P5: No profe.

L9-12: Por ejemplo, si la caja es la nimero cien, ¢ustedes como le escribirian el mensaje?
L10-P7: Nosotros le diriamos que multiplique cuatro por cien.

L11-12: ¢ Los demas qué dicen? ;Se debe escribir asi como dicen sus compafieros?

L12-P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7: Si

L13-12: Ya que todos estan de acuerdo, entonces ¢,cOmo se puede escribir el mensaje sin conocer
el nimero de la caja?

L14-P2: jAh! Profe nosotros le diriamos que para hallar la cantidad de dulces debe multiplicar
cuatro por el nimero de la caja.

L15-11: ¢El cuatro qué representa?

L16-P3: El cuatro es el aumento que se hace en cada caja

L17-11: El nimero de la caja ¢cual es?

L18-P6: No lo conocemos.

A través de este dialogo se puede evidenciar que las parejas de estudiantes se encontraban
con dudas e inquietudes respecto al item, y es en ese momento donde la investigadoras cumplen
un papel muy importante en el desarrollo de este, debido a que por medio de la interaccion
(investigadoras-parejas) y al rol que asumen como mediadoras para dar respuesta a los
interrogantes que surgen por parte de las parejas. Al respecto, Leon (2014) argumenta que “en la
mediacion pedagdgica los ritmos de aprendizaje de cada individuo son respetados, el profesor no
esta destinado a transmitir una serie de contenidos, sino que se avoca a que el estudiante logre

reflexionar acerca de lo que hace o podria hacer con el objeto de aprendizaje” (p.142).

Es importante mencionar que es gracias al rol que toman las investigadoras (profesor

mediador) y al propdsito de este item se logra avanzar hacia un razonamiento algebraico a un
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nivel mas elevado de algebrizacion, que les permite a las parejas lograr establecer una formula
general de la cantidad de dulces que se obtienen en cualquier caja expresada en un lenguaje
natural. Pues obsérvese que hasta la linea L13 las parejas no han deducido una formula para
cualquier caso general, ndtese como en la linea L6 P5 dice “profe ;Cual es el nimero de la caja?
para poder escribir ¢l mensaje” hace visible la necesidad que siente de que se le asigne un
numero en particular de caja para poder deducir la formula, lo que significa que si bien ya el
estudiante tiene una formula pensada para casos particulares de cajas, y es solo hasta la linea L14
que a través de la interaccion con las profesoras investigadoras y las parejas de estudiantes, P2
logra expresar la formula general al indicar que “jAh! Profe nosotros le diriamos que para hallar
la cantidad de dulces debe multiplicar cuatro por el numero de la caja” lo que permite que el

estudiante pueda establecer una formula general para cualquier nimero de caja.

De acuerdo con el andlisis realizado hasta este item y considerando la teoria que se ha
asumido de razonamiento algebraico por cuanto se define unos niveles de algebrizacion con unas
caracteristicas particulares en las cuales Godino y sus colaboradores (SF) “En tareas funcionales
se reconoce la generalidad, aunque expresada en un lenguaje diferente al simbdlico-literal” (p.6)
tal y como se ha observado en las practicas realizadas por las parejas obtienen estas caracteristicas
por cuanto la solucion se expreso por medio de un lenguaje natural, donde intervienen de manera
implicita objetos intensivos de grado 2 (propiedades y conjuntos numeéricos), y se aplican

relaciones entre cantidades, por lo tanto, esta practica se le asigna un nivel 1 de algebrizacion.

A continuacion, se presentan los resultados del item 6.
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Tabla 8 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 6 de la situacién 1

6. Expresa la férmula que encontraste en el punto anterior de manera simbdlica
Pareja Descripcion de la practica realizada Frecuencia | Frecuencia
] P P Absoluta | Relativa
P1P2 Expresan la formula simbdlica y manifiestan qué significa
P3 P4 6 85.7%

P5 PG cada simbolo utilizado.

Realiza la misma respuesta del item 4, es decir que expresa
P7 nuevamente la formula en lenguaje natural expuesta en el 1 14.2%
item anterior.

De acuerdo con los datos expuesto en la Tabla 6, se puede identificar que las parejas P1,
P2, P3, P4, P5, P6, expresan la formula simbolica en la cual abordan una expresion matematica
de forma general, en la cual cada una de las parejas utiliza un simbolo diferente para representar
la cantidad desconocida (numero de la caja) que es multiplicado por el aumento de los dulces en

cada caja (cuatro).

En las practicas matematicas desplegadas por las parejas en este item se puede evidenciar
el transito existente de un lenguaje natural a un lenguaje simbolico literal, debido a que en el
item anterior expresaban la formula general en un lenguaje natural, en cambio en este item
transforman la férmula a un lenguaje simbdlico literal por la necesidad de representacion

algebraica que propone el item.

Debido a este transito surgieron inquietudes por parte de las parejas donde emerge la
interaccion entre las investigadoras y estas, a continuacion, se muestra un dialogo como ejemplo

de dicha interaccion.
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L1-P3: Profe ;,como asi que de manera simbolica?

L2-12: Yano van a utilizar palabras como lo hicieron en la pregunta anterior, sino que van a
utilizar simbolos que representen el mensaje que ustedes le escribieron a sus comparieros para
indicar como hallar la cantidad de dulces en una caja.

L3-P7: ;Como asi que simbolos?

L4-12: es la forma en como se puede representar un objeto 0 una cosa, en este caso se utiliza el
simbolo para representar lo desconocido.

L5-P7: ;Como asi? No entiendo.

L6-11: En la pregunta anterior ¢queé era lo desconocido para ustedes?

L7-P5: Profe no sabiamos cual era el nimero de la caja y la cantidad de dulces solo sabemos del
cuatro que es el aumento.

L8-11: Ya que ustedes dicen esto, entonces ¢como se puede representar en simbolos el nimero de
la caja y la cantidad de dulces teniendo en cuenta el mensaje que escribieron?

L9-P2: Profe y que simbolos se pueden utilizar.

L10-12: Los simbolos como interrogante de pregunta, un cuadro, un circulo, los que ustedes
quieran.

L11-P6: Profe yo puedo colocar el signo de pregunta porque no conozco la cantidad de dulces y
el nimero de la caja.

L12-11: Entonces ¢cémo quedaria la formula usando los simbolos?

L13-P6: Cuatro por el signo de pregunta.

El anterior didlogo es la evidencia que el profesor debe generar preguntas orientadoras
que acercan a los estudiantes a la produccién de la férmula de una forma simbolico-literal. En
este caso las investigadoras con el fin de orientar a las parejas realizan preguntas las cuales
permiten construir reflexiones de acuerdo con lo que se solicitaba en el item. Nétese como a
través de la interaccion y el rol mediador que toman las investigadoras a través de la tarea
orientan a las parejas con el fin de contribuir al desarrollo del razonamiento algebraico en ellos.
Gracias a esto y al propdsito del item es que las parejas logran expresar de manera simbélica la
férmula general que ya habian expresado en un lenguaje natural en el item anterior. Un ejemplo

de ello, puede ser la respuesta de P6 que se muestra a continuacion:

Figura 10 Respuesta items 6 de P6
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Notese en la figura 10 como la préctica expuesta de P6 evidencia que la férmula general
queda expresada en un lenguaje simbdlico-literal. Como se puede observar en dicha Figura, esta
practica matematica que P6 ha manifestado se trata de una generalizacidn simbdlica, donde la
férmula hallada no es transformada operando con la variable. De acuerdo con Godino, Aké,
Gonzato y Wilhelmi (2014) una practica matematica que goce de estas caracteristicas esto es “En
tareas funcionales, se reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener
formas candnicas de expresion” (p.210) corresponderia con un nivel 2 de algebrizacion, entonces

las practicas realizadas por estas seis parejas corresponden a un nivel 2 de algebrizacion.

Por otra parte, P7 expresa la misma respuesta del item 4, lo que deja como evidencia que
no avanza hacia un mayor nivel de razonamiento algebraico al intentar expresar la férmula
general a través de un lenguaje simbdlico literal. La Figura 11 presenta la solucién expuesta por

P7.

Figura 11 Respuesta items 6 de P7
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La figura 11 deja como evidencia que P7 no logra establecer una formula general que
permita hallar la cantidad de dulces en cualquier caja, debido a que aun usa una férmula
expresada en un lenguaje numérico para una caja en particular (caja nimero 20), por tanto, esta
pareja no logra avanzar al nivel 2 de algebrizacion.

3.7.2 Analisis de la situacion 2. Dulces en barras de colores

A continuacion, se presenta el analisis de cada uno de los items de la situacion 2.

Tabla 9 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 1 de la situacién 2

1. Si Isabella compré 18 dulces en total, ¢ Cuantos dulces rojos y cuantos dulces
azules compra?

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa

P2 P7 | Expresan la cantidad de dulces rojos y azules en forma de
- . 4 57.1%
P3 P1 | palillos de color rojo y azul.

Expresa la cantidad de dulces rojos y azules por medio de
P5 una relacion numérica al establecer la suma de los dulces 1 14.2%
rojos y luego la suma de los dulces azules.

Expresan la cantidad de dulces rojos y azules, pero no 9 28.5%

P6 P4 manifiestan la forma de cémo hallar esta cantidad.

Como se puede evidenciar en la Tabla 9, las parejas de estudiantes realizan tres practicas
diferentes para expresar la cantidad de dulces rojos y azules que obtiene Isabella al comprar 18
dulces, teniendo en cuenta la promocion que se da en la tienda “por la compra de 4 dulces rojos
se obsequian 2 dulces azules” la cual le permite deducir dicha cantidad. En la primera practica

realizada por las parejas P2, P7, P3 'y P1 expresan la solucion en lenguaje natural, iconico. A
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continuacion, se presenta una ilustracion donde se pone en evidencia una de las respuestas de

estas parejas.

Figura 12 Respuesta items 1 de P2
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Tal y como se muestra en la Figura 12 esta pareja de estudiantes ante la necesidad de
hallar la cantidad de dulces rojos y azules alude a su representacién por medio de palillos rojos y
azules, los rojos para identificar los dulces rojos y los palillos azules para identificar los dulces
azules. Luego, esta pareja se basa en la promocion que da la tienda y decide colocar cuatro
palillos rojos seguido de estos pone una raya negra en diagonal para separar los palillos rojos de
los azules al final dibuja los dos palillos azules. Después de realizar esta primer linea de palillos
decide realizar otras dos de forma consecutiva con el mismo esquema de la primera linea hasta
completar los dieciocho dulces que ha comprado Isabella. Nétese como esta pareja de estudiantes
ubica cada razén en linea y se separa de la siguiente pasando de un regldn a otro para hacer

referencia de la misma razon.

Lo anterior deja evidencia de que P2 establece una razon entre dulces rojos y los dulces
azules y es gracias a este razonamiento que ha adquirido P2 sobre la promocion al establecer la
razon que le permite encontrar la cantidad total de los dulces rojos y los dulces azules, es asi
como en la Figura 12, P2 puede decir a través de un lenguaje natural que “a Isabela le dieron 12
dulces rojos y 6 azules” porque tiene como base representacion y el esquema realizado con los

palillos que le ayuda a realizar un conteo y asi llegar a la respuesta.



UNA PROPUESTA PARA EL DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO 87

La segunda préactica expresada en la Tabla 9 describe como P5 encuentra la cantidad de
dulces rojos y azules que obtiene Isabella al comprar 18 dulces. A continuacion, se presenta la

siguiente ilustracion de la practica de P5.

Figura 13 Respuesta items 1 de P5

En la Figura 13 se evidencia que P5 emplea un razonamiento para hallar la cantidad de
dulces azules y rojos que le dan a Isabella al comprar dieciocho dulces en total, haciendo uso del
lenguaje numérico, en el cual representa los dulces rojos con el nimero cuatro (4) y debajo de
estos coloca el nimero dos (2) que representa los dulces azules. P5 de forma vertical establece
una primera razon entre el nimero cuatro y el nimero dos, en el cual muestra evidencia de la
razon que por cuatro dulces rojos se obsequian dos dulces azules, esta misma razon la establece
dos veces de forma consecutiva, luego de forma horizontal alude a estos nimeros y realiza la
operacion de suma entre ellos para encontrar la cantidad de dulces rojos y la cantidad de dulces

azules.

Lo anterior da a conocer que P5 en su practica establece una relacion numérica entre los
dulces rojos y azules que le permite hallar la razon que existe en la promocion, también le
permite realizar una operacion de suma para encontrar la cantidad de dichos dulces y es asi como
a través de un lenguaje natural puede expresar “a Isabella le dieron 12 rojos y 6 azules” para un

total de 18 dulces que compro Isabella en la tienda.
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Por otro lado, también se evidencia una tercera practica donde las parejas expresan la
solucion haciendo uso del lenguaje natural pero no se conoce el razonamiento empleado para
hallar la cantidad de dulces azules y rojos que le dieron a Isabella al comprar los 18 dulces en la

tienda, como ejemplo de ello se muestra a continuacion una ilustracion que refleja dicha practica.

Figura 14 Respuesta items 1 de P6
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En la Figura 14 se refleja la respuesta de la pareja P6 en la cual expresa su repuesta solo
indicando la cantidad de dulces rojos y azules que obtuvo Isabella, no realiza una representacion

iconica gestual para dar a conocer como obtuvo esta respuesta.

Estas practicas matematicas realizadas por las parejas de estudiantes en este item emergen
objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural, numérico, iconico. Por
lo tanto, a esta practica matematica se le asigna un nivel 0 de algebrizacién.

A continuacion, se presentan los resultados del item 2.

Tabla 10 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 2 de la situacién 2

2. Juliana y Andrés van a la tienda.
Andrés dice que cuando comprd 8 dulces rojos le obsequiaron 6 azules, mientras que Juliana
dice que cuando ella compré 8 dulces rojos le obsequiaron 4 dulces azules. Indica quién de los
dos tiene la razén y justifica tu respuesta.

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la préctica realizada Absoluta Relativa
P4 PS Expresan quien dice la verdad (Juliana) identificando que
P3 P2 6 85.7%

PG P7 los dulces azules son la mitad de los dulces rojos.
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Expresa quien dice la verdad (Juliana) justificando que

Pl compro el doble de la promocion.

1 14.2%

Los datos expresados en la Tabla 10, muestran que las parejas de estudiantes en su
totalidad indican que es Juliana quien tiene la razon al decir que “al comprar ocho dulces rojos se
le obsequian cuatro dulces azules”, esto lo mencionan de acuerdo con la promocion de la tienda e
identificando que la cantidad de dulces azules son la mitad de los dulces rojos. A continuacion,

se presenta una ilustracion donde se refleja una solucion como ejemplo de ello.

Figura 15 Respuesta items 2 de P3
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La practica de P3 expuesta en la Figura 15, establece un argumento que le ayuda a
deducir que Juliana es quien dice la verdad justificando “porque si compra 8 le debe dar la
mitad”. P3 puede dar respuesta y argumentar sobre este item debido que le permite afirmar su
conocimiento de lo que ella considera “ser mitad de” o “el doble de algo”. Es importante resaltar
que esta afirmacion de P3 hace referencia a la razdn que existe entre la cantidad de dulces rojos y
dulces azules que es la mitad, por cada cantidad de dulces rojos siempre la cantidad de los dulces

azules van a ser la mitad de estos.

A continuacion, se muestra un ejemplo de la practica de otra pareja de estudiantes, en este

caso P1.

Figura 16 Respuesta items 2 de P1
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En la Figura 16, se evidencia la practica de P1 es consciente de la promocién que por

cada cuatros dulces rojos se obsequian dos azules. P1 alude a la razon al establecer que Juliana
compro el doble de la promocién. Nétese como P1 reconoce que en la promocién existe una
razon que por cuatro dulces rojos se obsequian dos dulces azules y que por lo tanto si Juliana
compra dos veces la promocion entonces aparece dos veces dicha razon, es asi como P1 en su
practica menciona “la que tiene la razén es Juliana porque compré 8 entonces tiene que ser 4
azules y 8 rojos porque compro el doble de la promocion”. Esta practica matematica realizada

por P1 muestra la promocién como una razon, pero no se establece como “ser la mitad de”.

La préctica de P3 es distinta a la de P1 en el sentido de que P3 reconoce a la razon al
identificar que los azules son la mitad de los rojos, en cambio P1 reconoce esa razon por medio
de una promocion, pero no ha generado una idea que le permita hallar la cantidad de dulces rojos
y azules, sino que por el contrario P1 debe ir de promocion en promocion para hallar esa
cantidad de dulces. Sin embargo, en ambas practicas hay algo en comin que es el

reconocimiento de la razon.

Es importante resaltar que el proposito de este item es que las parejas de estudiantes
identifiquen la razoén como “la mitad de”, es decir, que la cantidad de los dulces azules son la
mitad de la cantidad de los dulces rojos. En el caso de P1 de acuerdo con el propoésito del item no

se ha logrado que esta pareja identifique dicha razon en estos términos.
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En estas practicas matematicas emergen objetos extensivos, se opera con objetos
particulares, se hace uso del lenguaje natural, sin embargo en las practicas de P2, P3, P4, P5, P6
y P7 hay evidencia clara de que estas parejas ha reconocido la razon general “ser mitad de”, por
el contrario P1 no ha identificado esta razon por lo que para hallar un caso remoto tendria que
irse haciendo un conteo de cuatro en dos, por lo anterior las practicas de las primeras parejas se

le asigna un nivel 1 de algebrizacion y a P1se le asigna un nivel O de algebrizacion .

A continuacion, se presentan los resultados del item 3.

Tabla 11 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 3 de la situacién 2

3. La mama de Isabella decide hacerle una fiesta y ella compra 300 dulces rojos
para repartirlos en ella, teniendo en cuenta la promocion ¢ Cuéntos dulces azules le
obsequiaron en la tienda? ¢ Cuantos dulces compré en total?

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa

Reconocen la cantidad de dulces azules que le obsequian a

EI Eg la mama de Isabella por la compra de 300 dulces rojos e
P3 P5 indican la cantidad total de dulces que se obtiene por la 7 100%
ps | COMpra, puesto que identifican que los dulces azules son la

mitad de los dulces rojos.

En la Tabla 11, se describe que todas las parejas logran identificar la razon como “la
mitad de”, al encontrar la cantidad de dulces azules que le obsequian a la mama de Isabella por la

compra de 300 dulces rojos y el total de los dulces que lleva para la fiesta.

A continuacion, se muestra la practica realizada por P1 como ejemplo de ello.

Figura 17 Respuesta items 3 de P1
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Como se evidencia en la Figura 17, la pareja P1 en su préctica expresa que la cantidad de
dulces azules que obtiene la mama de Isabella por su compra son 150, ademas de ello argumenta

como halla esa cantidad, al decir que “150 azules porque la mitad de 300 es 150

Notese como la practica de P1 en este item reconoce a la razén como “la mitad de", caso
que en el item anterior esta pareja no habia logrado identificar la razon de esta forma. De acuerdo
con el proposito de este item de afirmar los conocimientos que las parejas de estudiantes ya
habian adquirido en el item anterior sobre dicha razon P1 solo en este instante logra reconocer
que los dulces azules son la mitad de los dulces rojos, entonces es importante destacar que es
gracias al proposito de este item que P1 logra identificar la razon en términos generales debido a
que aqui se expresan cantidades particulares mayores que el item anterior, lo que obliga que esta

pareja halle esta razon.

En estas practicas realizadas por las parejas de estudiantes emergen objetos intensivos, se
aplica propiedades y relaciones como lo es la razon “ser mitad de”, se hace uso del lenguaje
numérico y natural, como lo expresa Godino et (2014) “En tareas estructurales, se aplican
relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados

simbolicamente” (p.208) a estas practicas se le asigna un nivel 1 de algebrizacion.

A continuacion, se presentan los resultados del item 4.
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Tabla 12 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 4 de la situacién 2

93

4.
Avyuda a Isabella a completar la siguiente tabla:
Dulogs rojos Duloes azules
4 2
§ 4
12
§
10
Explica como hiciste para completar los datos que hacian falta en la
tabla.
Pareja Descripcion de la practica realizada Frecuencia | Frecuencia
Absoluta Relativa
P2 P5 Completan la tabla identificando la cantidad de dulces rojos
p7 y azules en cada una de las filas, expresan que los dulces 3 42.8%
azules son la mitad de los dulces rojos.
Completan la tabla identificando la cantidad de dulces rojos
P6 P4 | y azules en cada una de las filas, expresan que los dulces 0
; 4 57.1%
P1 P3 | rojos son el doble de los dulces azules y que a su vez los
dulces azules son la mitad de los dulces rojos.

Tal y como se evidencia en la Tabla 12, emergen dos practicas por parte de las parejas de
estudiantes, la primera hace referencia a “la mitad de”, y la segunda practica alude “al doble de y

a la mitad de”.

A continuacion, se presenta un ejemplo que expresa P2 en la primera préactica.

Figura 18 Respuesta items 4 de P2
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4. Ayuda a [sabella a completar [a siguiente tabla:
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Figura 19 Respuesta items 4 de P2
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Como se muestra en la Figural8, esta pareja P2 conserva la idea de la razon “ser mitad de”,
al mencionar que “nosotras respondimos de acuerdo a que los dulces azules son la mitad de los
rojos”, P2 solo identifica la razon en una sola interpretacion en la relacion de los dulces rojos a los
dulces azules, mientras que las parejas P6, P4, P1, P3 en sus practicas identifican las dos
interpretaciones de la razén, la relacion entre los dulces rojos a los dulces azules, y de los dulces

azules a los dulces rojos.

Como ejemplo de estas practicas a continuacién, se expone un dialogo entre las

investigadoras y P3 como ejemplo de ello.

L1-11: Con tu compafiera ;,coOmo resolvieron la pregunta nimero cuatro?

L2-P3: Digamos estaba cuatro rojos y dos azules, entonces los rojos eran los dobles y los azules la
mitad de los dulces.

L3-11: Cuando te daban solo el nimero de azules ;cémo sabias qué numero era el rojo? por
ejemplo este ocho ¢como sabias qué numero era el rojo?

L4-P3: Um profe, en los azules cogia el niumero y lo sumaba dos veces y asi sabia el nimero de
los rojos.
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Como se observa en el dialogo anterior, P3 conserva la razon “ser mitad de” y ademas de
esto da cuenta de que los dulces rojos son el doble de los dulces azules, tal y como se expresa en
la linea L2 “Digamos estaba cuatro rojos y dos azules, entonces los rojos eran los dobles y los
azules la mitad de los dulces” luego en la linea L4 manifiesta que para encontrar la cantidad de
dulces rojos debia sumar dos veces el numero que esta en la casilla de los dulces azules
estableciendo asi una forma de hallar esa cantidad de dulces que en los anteriores items no se hacia
referencia, por ende es importante resaltar cuan importante es este item porque le permite a la

parejas de estudiantes establecer nuevas estrategias para solucionar un problema.

En estas préacticas realizadas por las parejas de estudiantes emergen objetos intensivos, se
aplican propiedades y relaciones como lo es la razon ser mitad de y ser el doble de, se hace uso

del lenguaje numérico y natural, por ende, se le asigna un nivel 1 de algebrizacion.

A continuacion, se presentan los resultados del item 5.

Tabla 13 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 5 de la situacién 2

5. Emplea el razonamiento que utiliz6 Andrés para hallar la cantidad de dulces
azules al comprar 220 dulces rojos. (ver anexo 2)

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa

PLP2 Encuentran la cantidad de dulces azules que se obtienen por

Eg Eg la compra de 220 dulces rojos haciendo uso del 7 100%
p7 razonamiento que Andrés emplea.

En la Tabla 13, se describen las practicas realizadas por las parejas para este item

teniendo como referencia el procedimiento que empleo Andrés (ver anexo 2) para hallar la
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cantidad de dulces azules al comprar 12 dulces rojos. En el item se les propone a las parejas
emplear el mismo razonamiento de Andrés para hallar la cantidad de dulces azules que
obsequian al comprar 220 dulces rojos. A continuacion, se presenta una practica realizada por P7

como ejemplo de ello.

Figura 20 Respuesta items 5 de P7

Como se refleja en la Figura 20, P7 en su practica utilizo el razonamiento que empled
Andrés para hallar la cantidad de dulces azules al comprar 220 dulces rojos. En la figura los
numeros 1, 2 y 3 encerrados en circulos son la cantidad de pasos que realiza P7 en su
razonamiento. En el primer paso descomponen el nimero 220 que es la cantidad de los dulces
rojos que se compran, en “190 rojos + 30 rojos = 220 rojos”. En el segundo paso halla la
cantidad de dulces azules que se obsequiarian al comprar 190 y 30 dulces rojos y expresa “190
rojos obsequian 95 azules” “30 rojos obsequian 15 azules” este paso le permite a P7 encontrar el
valor que hasta el momento era desconocido. En el tercer y Gltimo paso P7 toma la cantidad de

dulces azules y los suma expresando lo siguiente “95 azules + 15 azules = 110 azules”.

Este razonamiento permite aplicar propiedades, en este caso la homogeneidad de la suma

la cual toma en consideracion la descomposicién del total de los dulces rojos y a través de la
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razon planteada en la situacion expresan los dulces azules que le corresponden a la cantidad de

los dulces rojos.

Por otro lado, es gracias al propdsito del item y la interaccidn de las investigadoras con
las parejas de estudiantes que se logra la comprensién del razonamiento empleado por Andrés
para hallar la cantidad de dulces azules que se obsequian por la compra de 12 dulces rojos. A
continuacion, se presenta un dialogo que surgi6 durante el desarrollo de este item como ejemplo

de la interaccion (investigadoras-parejas de estudiantes).

L1-P4: La pregunta cinco no se entiende.

L2-11: ;Qué es lo que no entiendes?

L3-P4: ;Como asi que razonamiento?

L4-11: Razonamiento es el procedimiento que Andrés realiza para hallar la cantidad de dulces
azules.

L5-P4: jAh!

L6-P7: Profe porque no lo hacemos como se hizo en la otra pregunta, diciendo la mitad de los
dulces rojos.

L7-12: No se puede porque este procedimiento que hizo Andrés permite aplicar propiedades y asi
encontrar el resultado.

L8-P3: Mmmmm profe entonces en el primer paso descompone los dulces rojos, o sea que los
separa.

L9-12: Si, en el primer paso descompone la cantidad de dulces rojos solo descompone los rojos
porque no se conoce la cantidad de dulces azules... ;en cuantos nimeros los descompone?
L10-P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7: En dos nimeros.

L11-11: ;Cuales son esos numeros?

L12-P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7: cuatro y ocho.

L13-12: Después ¢,qué hace?

L14-P7: Encuentra la mitad de los dulces rojos.

L15-12: ;Cuantos dulces serian entonces por los cuatros dulces rojos y los ocho rojos?
L16-P7: Por ocho serian cuatro dulces azules y por cuatro son dos dulces.

L17-11: En el tercer paso ¢qué hace Andrés?

L18-P5: hace una suma entre dos y cuatro que son los dulces azules.

L19-12: Y ;cudl es el resultado de esa suma?

L20-P5: Profe al sumar cuatro mas dos le da igual a seis.

L21-11: ¢El seis queé indica?

L22-P5: La cantidad de dulces azules que le obsequian por los dulces rojos.

L23-11: Realicen los mismos pasos que empleo Andrés en su razonamiento para hallar la
cantidad de dulces azules al comprar 220 dulces rojos.
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Tal y como se evidencia en el dialogo anterior, las parejas de estudiantes presentaban
dudas sobre este item, debido a que el razonamiento empleado por Andrés es muy distinto al
procedimiento que ellos utilizan para hallar una cantidad de dulces, de esto surge la interaccion
entre las investigadoras y las parejas de estudiantes de forma general. Notese como en la linea L6
el estudiante atn tiene presente la razon “ser mitad de” para hallar la cantidad de dulces azules,
desde la linea L8 donde el estudiante puede dar cuenta del razonamiento y los pasos que emplea

Andrés y que este proceso es distinto al que ellos ya conocian.

Es asi como se puede dar cuenta que el papel de mediadoras que toman las investigadoras
durante el desarrollo de este item es fundamental debido a que orientan y despejan esas dudas
existentes por las parejas de estudiantes. Por consiguiente, el proposito del item y la interaccion
que surge entre las investigadoras y las parejas de estudiantes permiten que se desarrolle un
razonamiento algebraico progresando hacia un nivel mas avanzado de algebrizacion en virtud

que aparecen propiedades del concepto matematico que se presenta en la situacion.

Por consiguiente, de acuerdo con Godino et (2014) “En tareas estructurales, se aplican
relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados
simbolicamente” (p.208) en esta practica matematica se aplican propiedades numéricas como lo
es la homogeneidad de la suma y la descomposicion de nimeros, emergen objetos intensivos, se
hace uso de un lenguaje numérico y natural. Por lo tanto, a esta préactica se le asigna un nivel 1 de

algebrizacién.

A continuacion, se presentan los resultados del item 6.
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Tabla 14 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 6 de la situacién 2

6. Explica con tus propias palabras paso a paso el procedimiento que realizé
Juliana para hallar la cantidad de dulces azules. (ver anexo 2)

Frecuencia | Frecuencia

Pareja Descripcion de la practica realizada Absoluta Relativa
P7 P6 | Describen cada uno de los pasos del procedimiento
P1 P5 | que realizo6 Juliana para hallar la cantidad de dulces 6 85.7%

P3 P2 | azules.

No explica el procedimiento que realizé Juliana para
P4 | hallar la cantidad de dulces azules que se obtienenal |1 14.2%
comprar 32 dulces rojos.

En la Tabla 14, se presentan dos practicas realizadas por las parejas de estudiantes, en la
primera préctica las parejas P7, P6, P1, P5, P3 'y P2 explican el procedimiento que emple6 Juliana
colocando mayor atencion en el concepto matematico de la razon. A continuacion, se presenta una

ilustracién de la practica expresada por P5 como ejemplo de ello.

Figura 21 Respuesta items 6 de P5
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La Figura 21 evidencia la explicacion expresada por P5 del procedimiento que emplea
Juliana para dar cuenta de la cantidad de dulces azules que le pueden obsequiar por la compra de
32 dulces rojos. P5 menciona al inicio que “coloca la promocion que de cuatro rojos da 2 azules
y la iguala a lo que ella va a comprar como ella no conoce los dulces azules, ella coloca ;”;
notese como P5 en este primer paso hace referencia a dos razones, la primera es la “promocion”
que da la tienda, y la segunda a los 32 dulces rojos con el valor desconocido de los dulces azules.
En el segundo paso explica la operacion que se realiza “multiplica los 32 dulces rojos por los dos
azules sobre 4 dulces rojos igual al signo de pregunta, también elimina los dulces rojos para
quedarse solo con los azules” P5 hace referencia a la operacion de la regla de tres simple y da
cuenta que al eliminar la magnitud de los dulces rojos arriba y debajo de la fraccién queda solo la
magnitud de los dulces azules. En el tercer paso expresa “en el tercero divide 64 dulces azules
sobre 4” en es te paso P5 menciona el nimero 64 que es el resultado de la multiplicacion
expresada en el paso anterior, también hace referencia a la fraccion cuando menciona “divide”
quedando asi la fraccion resultante del paso dos. En el cuarto paso expresa el resultado de los
dulces azules mencionando “le da la cantidad de dulces azules” es decir, el resultado de la

division del tercer paso.
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Esta pareja al igual que las otras reconocen tres aspectos que son importantes en el
procedimiento empleado por Juliana, primero la razon inicial, segundo aparece una nueva razén
y esta razon es muy particular en virtud que una de las dos cantidades de esta nueva razon es
desconocida y tercero, estas parejas logran entender cada uno de los procedimientos que se fue

desarrollando al igualar estas dos razones identificadas.

Por otro lado, es importante mencionar que al dar solucion a este item por parte de los
estudiantes se generaron muchas dudas al no entender el procedimiento que emplea Juliana, es
en ese momento donde surge la interaccion entre las investigadoras y los estudiantes de forma
general para despejar las dudas existentes. A continuacion, se presenta un didlogo como ejemplo

de dicha interaccion.

L1-11: Como no entendieron el procedimiento de Juliana se va a explicar de nuevo para todos.
L2-P4, P5: Si profe es mejor.

L3-11: En el primer paso, ¢qué pueden observar?

L4-P3: Profe en el primer paso aparece la promocién de la tienda, que por cuatro dulces rojos
dan dos azules.

L5-12: ¢ A qué se iguala?

L6-P5: Profe nombra los treinta y dos dulces rojos que va a comprar y arriba se coloca el signo
de pregunta porgue no se conoce los dulces azules.

L7-12: Ok, en el segundo paso ¢qué hace Juliana?

L8-P1: Arriba de la fraccion pone los treinta y dos dulces rojos multiplicado por dos dulces
azules y abajo pone los cuatro dulces rojos.

L9-11: ;Qué mas se puede observar en ese paso?

L10-P6: Profe ahi tacha los dulces rojos de arriba y de abajo.

L11-11: Es decir, que Juliana elimina magnitudes iguales, las palabras dulces rojos que aparecen
arriba con los dulces rojos que aparecen abajo. Esto se hace para poder tener la respuesta en la
magnitud de los dulces azules, ya que es lo que se quiere encontrar.

L12-12: ;Han entendido hasta el momento?

L13-P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7: Si profe

L14-11: ; Qué se hace en el paso tres?

L15-P7: Se pone arriba el sesenta y cuatro dulces azules y abajo el nimero cuatro.

L16-11: y ¢de dénde sali6 el sesenta y cuatro?

L17-P2: Es el resultado de la multiplicacion entre treinta y dos por dos.

L18-11: Por altimo ¢;qué se obtiene?

L19-P5: Los dieciséis dulces azules que le dan a Juliana por su compra.
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En el didlogo anterior se manifiesta la explicacion general por parte de las investigadoras
del procedimiento que realizo Juliana debido a las dudas que surgieron durante la solucién de
este item, se puede evidenciar que en la linea L4 la pareja P3 expresa “Profe en el primer paso
aparece la promocion de la tienda, que por cuatro dulces rojos dan dos azules”, como se puede
dar cuenta P3 reconoce la promocion y la identifica directamente como un dato conocido que se
tiene Juliana, este dato alude a la primera razon. Luego en la linea L6 la pareja P5 menciona
“Profe nombra los treinta y dos dulces rojos que va a comprar y arriba se coloca el signo de
pregunta porque no se conoce los dulces azules” en esta linea se da cuenta de una segunda razén
expresada como una fraccion al mencionar que arriba de los 32 dulces rojos se coloca el signo de
pregunta que hace referencia a la cantidad desconocida de los dulces azules. Y en la linea L10
reconocen la eliminacion de magnitudes iguales que se presentan en la razén expresada al

mencionar “Profe ahi tacha los dulces rojos de arriba y de abajo”.

Como se puede notar, es importante resaltar que el papel de mediador que asumen las
investigadoras genera un analisis mas profundo sobre la explicacion del procedimiento que
emplea Juliana para asi despejar las dudas que los estudiantes manifestaban y poder dar solucion
al item. Gracias a la mediacién por parte de las investigadoras, el propdésito del item, la
interaccion (investigadoras-estudiantes) se construye en los estudiantes un razonamiento
algebraico que les permite conocer procedimientos diferentes donde se emplean conceptos
matematicos (proporcionalidad, regla de tres) que quizas los estudiantes hasta el momento no

conocian pero que lo realizan de manera implicita al lograr entender este nuevo procedimiento.
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La segunda préctica en este item P4 no expresa la explicacion del procedimiento

empleado por Juliana para hallar la cantidad de dulces azules que le obsequian al comprar 32

dulces rojos.

Tabla 15 Respuesta de las parejas de estudiantes al item 7 de la situacion 2

7. Emplear lo anterior para hallar una cantidad de dulces.
Pareja Descripcion de la préctica realizada Frecuencia | Frecuencia
] P P Absoluta Relativa
P3 P2 : - - .
Realizan el procedimiento que utiliza Juliana para hallar la
P4 P1 , : ; .
P7 PG cant!dad de dulces az_ules que se obsequian por cualquier 7 100%
PS5 cantidad de dulces rojos.

Tal y como se muestra en la Tabla 15, las practicas matematicas expresadas por las

parejas de estudiantes se evidencian que han entendido el procedimiento empleado por Juliana 'y

lo utilizan para hallar una cantidad cualquiera de dulces azules que se obsequian por la compra

de cualquier cantidad de dulces rojos. A continuacion, se presenta la préctica expresada por P1

como ejemplo de ello.
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Figura 22 Respuesta items 7 de P1

1]
C i i

En la Figura 22, se refleja la practica de P1 al emplear el procedimiento que realizé
Juliana para hallar la cantidad de dulces azules al comprar cierta cantidad de dulces rojos. En
este caso P1 escoge la cantidad de 200 dulces rojos y establece como valor desconocido la
cantidad de dulces azules; como se observa en la figura P1 escribe la razdn de la promociény la

iguala a otra razon de la cantidad de dulces rojos y la incognita de los dulces azules expresados

2 azules 7azules

de la siguiente forma . Nétese como en este primer paso P1 por medio de

4rojos ~ 200 rojos
flechas establece una relacion multiplicativa en la que se involucra el proceso de regla de tres

que le permite organizar los datos con el proposito de despejar la incognita. Luego de organizar

i iqui les X200 %65
las cantidades de la siguiente manera ="~ T°7%%

=? donde tacha la palabra rojos de arriba

y debajo de la fraccion haciendo referencia al proceso de eliminacion de magnitudes iguales en

una razén. Después de esto, coloca el resultado de la multiplicacién expresada en la fraccion

400 azules

anterior quedando como resultado lo siguiente =?. Y por ultimo P1 resuelve la division

que le permite encontrar la cantidad de dulces azules indicando el siguiente resultado

100 azules =2.
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La practica matematica expresada por P1 se establece una regla general para hallar
cualquier cantidad de dulces azules, debido que aparece el signo de pregunta (?) como lo

indeterminado, es decir, aquello que no se conoce.

Por otra parte, se observa que P4 es la pareja que en el item anterior no logra explicar con
sus propias palabras el procedimiento empleado por Juliana para hallar una cantidad de dulces
azules al comprar 32 dulces rojos, y en este item decide hacer este procedimiento. A

continuacion, se presenta una ilustracion de la practica de P4.

Figura 23 Respuesta items 7 de P4

En la Figura 23, se refleja la practica expresada por P4 donde se evidencia que para dar
solucion a este item se tiene presente el procedimiento empleado por Juliana y realiza los
mismos pasos Yy las operaciones necesarias para dar cuenta de la cantidad de dulces azules al

comprar 116 rojos, que en este caso P4 elige.

Es importante resaltar que las investigadoras les causo mucha curiosidad la practica

realizada en este item por P4, es en ese momento que las investigadoras tienen una interaccion
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con P4 para conocer el razonamiento empleado por esta pareja, dicha interaccion se evidencia en

el siguiente dialogo.

L1-11: En la pregunta anterior no explicaste el procedimiento que realiz6 Juliana, ¢como hiciste
para dar solucidn a esta pregunta?

L2-P4: Profe en esa otra pregunta no supe cdmo explicarla, pero en esta hice lo mismo que hizo
Juliana.

L3-11: Si hiciste lo que hizo Juliana ¢Qué hiciste primero?

L4-P4: Profe lo primero que hago es colocar la promocion de la tienda y frente a ella se coloca el
signo igual, luego coloco una fraccién donde arriba pongo el signo de pregunta y debajo pongo
ciento dieciseéis rojos. Luego coloco la fraccion donde arriba pongo la multiplicacion de dos
azules por ciento dieciséis rojos y debajo pongo cuatro rojos igual al singo de pregunta, después
tacho el rojo de arriba de la fraccion con el rojo de abajo. Y debajo de esto coloque la fraccion
donde arriba de esta fraccion pongo doscientos treinta y dos azules

L5-11: ;De donde salié el numero doscientos treinta y dos?

L6-P4: Es el resultado de la multiplicacion de dos por ciento dieciséis.

L7-11: ;Qué mas hiciste?

L8-P4: Dividi doscientos treinta y dos entre cuatro y me da cincuenta y ocho.

L9-11: El numero cincuenta y ocho ¢qué representa?

L10-P4: Son los dulces azules que me dan por comprar ciento dieciséis rojos.

L11-11: ¢ Utilizarias este procedimiento de Juliana para encontrar cualquier cantidad de dulces?
L12-P4: Si la usaria porque tiene en cuenta lo que yo conozco como la promocion y lo que yo no
conozco como son los dulces azules, profe y también porque puedo colocar los dulces rojos que
yo quiera y haciendo este proceso voy a conocer los dulces azules.

Como se puede observar en el didlogo anterior, P4 expresa el razonamiento que empleo
para dar solucién a este item y se puede dar cuenta que esta pareja si logra entender el
procedimiento que empleo Juliana al explicar cada uno de los pasos que desarrollo durante esta
practica, en la linea L4 esta pareja expresa como realizo este procedimiento dando explicacion de
cada una de las acciones realizadas para encontrar la cantidad de dulces azules si comprar 116
dulces rojos. En la linea L1 una de las investigadoras decide preguntarle a P4 lo siguiente
“( Utilizarias este procedimiento de Juliana para encontrar cualquier cantidad de dulces?” con el
fin de analizar el razonamiento algebraico que ha podido desarrollar P4 al utilizar este
procedimiento, en base a esta pregunta P4 responde lo siguiente “Si la usaria porque tiene en

cuenta lo que yo conozco como la promocion y lo que yo no conozco como son los dulces
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azules, profe y también porque puedo colocar los dulces rojos que yo quiera y haciendo este
proceso voy a conocer los dulces azules” este argumento expresado por P4 deja como evidencia
el razonamiento algebraico adquirido por esta pareja al intentar mostrar la importancia de utilizar
este nuevo procedimiento para hallar cualquier cantidad de dulces azules. Notese como P4
durante esta expresion da cuenta de lo indeterminado como aquello que no se conoce y que por

medio de este procedimiento se puede encontrar.

Es importante mencionar que P4 presentd una dificultad al escribir la explicacion del
procedimiento empleado por Juliana en sus propias palabras en un lenguaje natural, pero al tener
la interaccidn con esta pareja se pude dar cuenta que P4 comprendid el procedimiento de Juliana

y que se le fue més facil explicarlo de forma verbal.

Las practicas matematicas expresadas por estas parejas permiten el desarrollo de un nivel
mas avanzado de razonamiento algebraico gracias al proposito del item, el papel de mediador
que asumen las investigadoras con las parejas de estudiantes. durante esta practica emergen
objetos intensivos de grado 2 (proporcionalidad, procedimiento de regla de tres), intervienen
indeterminadas o variables y se hace uso del lenguaje simbdlico-literal, por consiguiente, esta

practica se le asigna un nivel 2 de algebrizacion.
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4. Capitulo 4. Conclusiones y reflexiones didacticas

En este capitulo se presentan las conclusiones del estudio considerando los objetivos
general y especificos trazados en él; ademas de esto de presentan una serie de reflexiones que se
derivan del trabajo realizado, reflexiones dirigidas fundamentalmente a los profesores en
formacion y en ejercicio para la ensefianza del algebra y el desarrollo del razonamiento

algebraico.
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4.1 Conclusiones

Las conclusiones que aqui se presentan se exponen de acuerdo con cada uno de los

objetivos, en relacion con el primer objetico especifico, a partir del cual se planted estudiar desde

el enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matematica el desarrollo del

razonamiento algebraico desde los primeros grados de escolaridad, se puede concluir que:

El enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematica estructurado
por Godino y sus colaboradores da categorias tedricas importantes para describir el
razonamiento algebraico en términos de las practicas matematicas, los tipos de objetos
que emergen, el uso de diferentes lenguajes implicados en las préacticas. Este enfoque
tedrico brinda herramientas conceptuales y tedricas para entender la forma en cémo
evoluciona el razonamiento algebraico de los estudiantes, dando asi elementos para
interpretar las précticas de los estudiantes y poder sobre esas interpretaciones ver avances
y el desarrollo del razonamiento algebraico que estas practicas matematicas contienen.
Desde marco del EOS se describen facetas y dimensiones duales como extensivo-
intensivo que permiten el reconocimiento de objetos que emergen en cada una de las
practicas matematicas realizadas por los estudiantes, que los conducian a procesos como
generalizacion y particularizacion, los cuales fueron claves para analizar el nivel del
razonamiento algebraico de los estudiantes y poder describir este nivel en cada una de las
practicas.

En relacion con el segundo objetivo especifico, a partir del cual se plante¢ articular los

elementos conceptuales didacticos y matematicos estudiados en el disefio de la propuesta de aula

para su implementacion con estudiantes de grado quinto, se puede concluir que:
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En la propuesta de aula se articularon los referentes conceptuales didacticos y
matematicos obteniendo asi un disefio de una propuesta que recoge las dos estructuras
que desde este enfoque didéctico se reconoce para el desarrollo del razonamiento
algebraico, como es el de la generalizacion de patrones, el estudio por estructuras
colocando especial atencion en que cada uno de los items de las dos situaciones les
permitia a los estudiantes ir avanzando en el lenguaje que empleaban y la existencia de
objetos intensivos mas generales.

La propuesta de aula disefiada, las situaciones y cada uno de los items si hicieron posible
que los estudiantes fueran avanzando progresiva y paulatinamente en el razonamiento
algebraico, debido a que cada uno de los items presentados en las situaciones y
desarrollados por los estudiantes si ayudo a elevar sus niveles de algebrizacion y al
avance por cada uno de ellos. Lo anterior se refleja como evidencia cuando los
estudiantes en el item 2 de la situacion 2 la pareja P1 no habia logrado identificar la razén
“ser mitad de” pero en el item 3 donde en este se propone pensar en casos mucho mas
lejanos como lo es la compra de 300 dulces rojos y permitio que la pareja de estudiante
pudiera dar cuente e identificar la razon “ser mitad de”.

Y respecto al tercer objetivo especifico, donde se planted analizar los avances en los

niveles del razonamiento algebraico que logran los estudiantes de grado quinto a partir de la

implementacidn de la propuesta de aula, se puede concluir que:

Efectivamente los estudiantes se ubican inicialmente en un nivel cero de algebrizacion
porque durante sus practicas emergen objetos extensivo, se hace uso del lenguaje natural
e iconico, recurren al tanteo para hallar cantidades. Sin embargo, los analisis de la

propuesta de aula muestran evidencia de que los estudiantes no se quedan en el nivel cero
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de algebrizacién, sino que durante el desarrollo de los items ellos van avanzando por cada
uno de los niveles debido a que se vuelve mas sofisticado los objetos, ademas del uso del
lenguaje natural e iconico hacen uso del lenguaje simbdlico-literal, también aparecen
propiedades y conceptos matematicos con los cuales inicialmente no trabajaban.

Esta investigacion deja ver que los estudiantes al transitar de un nivel 0 a un nivel 1 es
mas asequible, pero Ilegar a consolidar el segundo nivel de razonamiento fue mas
complejo y es ahi donde se evidencia mayor interaccion con ellos, esto se debe a la
exigencia del nivel 2 y a su descripcion tedrica, debido a que se reconoce lo desconocido
y ademas se simboliza a través de una expresion.

Por lo tanto, todo lo anterior permitid que los estudiantes avanzaran por cada uno de los

niveles del razonamiento algebraico que se proponen desde el enfoque del EOS.

Con relacion al objetivo general de la investigacion, el cual hace referencia a favorecer el

desarrollo del razonamiento algebraico de un grupo de estudiantes de grado quinto a partir de

una propuesta de aula fundamentada en el enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la

Instruccion Matematica, se puede concluir que:

En definitiva, si se favorece el desarrollo del razonamiento algebraico en los estudiantes
de grado quinto de educacion bésica primaria de la institucion Instituto Angeles de Dios a
partir de una propuesta de aula fundamentada en el enfoque del EOS. Los analisis
muestran gque estudiantes en sus practicas van avanzando progresivamente por cada uno
de los niveles de algebrizacion a través de situaciones de generalizacion de patrones y
estructuras (ecuaciones). Esto se logra por un lado por el disefio de la propuesta de aula 'y

por otro lado por las intervenciones que surgieron en su implementacion.
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Por otro lado, se puede resaltar el papel mediador del profesor dentro del aula de clase,
debido a que éste ayuda a construir los conocimientos de los estudiantes durante su proceso
cognitivo mediante preguntas que abran al didlogo y genere posible respuestas en sus
estudiantes. El cual se ve reflejado en las intervenciones de las investigadoras durante la
implementacion de la propuesta que permitié una mayor comprension de los items por parte de
los estudiantes, al despejar dudas o inquietudes que surgieron para pasar de un nivel a otro, dicha
intervencion generd en los estudiantes un razonamiento que les permitia llegar a la solucién del
problema.

Por ultimo, es importante mencionar dos aspectos que esta investigacion le genera a la
institucion educativa Instituto Angeles de Dios; primero, conocer el estado académico de los
estudiantes en el area de matematicas, la cual se ve reflejado en el razonamiento que usaban al
momento de resolver problemas, crear nuevas conjeturas que lo llevaran a la solucion de esos
problemas; segundo, beneficia a los profesores porque pueden tomar el trabajo como referencia y

crear planes de aula donde se desarrolle el razonamiento algebraico de los estudiantes.

4.2 Algunas reflexiones didacticas

Desde los andlisis de la propuesta de aula enmarcada desde el enfoque del EOS, es
posible establecer algunas reflexiones didacticas que contribuyan a la ensefianza y aprendizaje
del algebra desde el &mbito educativo para maestros en formacion y en ejercicio. Se puede

sefialar que:

e Es necesario cambiar la idea de la ensefianza del &lgebra escolar considerando que ésta no
solo se ensefia en la educacion basica Secundaria, sino que también puede desarrollarse

en los primeros grados de escolaridad por medio del desarrollo del razonamiento
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algebraico. Este trabajo es prueba de ello, tal y como se expresa en las conclusiones que
favoreci6 al desarrollo del razonamiento algebraico en estudiantes de quinto grado a
través de la propuesta de aula.

e Es importante que los docentes creen situaciones que les permita desarrollar el
razonamiento algebraico en sus estudiantes desde actividades significativas, con mayores
niveles de generalidad y asi involucrar objetos, lenguaje y propiedades numéricas que
permitan un acercamiento al trabajo algebraico por parte de los estudiantes.

e Esnecesario que los docentes disefien propuestas de aula intencionadas con objetivos
claros que les permitan desarrollar el razonamiento algebraico en sus estudiantes, y desde
esta perspectiva la propuesta disefiada en este trabajo puede contribuir en este sentido
como un referente de apoyo o un punto de partida para que los profesores en formacion y
en ejercicio puedan trabajar en ello.

e El desarrollo de este trabajo colaboro a las autoras en diferentes sentidos, uno de ellos fue
el desarrollo de competencias investigativas que les permitié acercarse a un trabajo
riguroso a un trabajo que cumple con los elementos fundamentales de investigacion
permitiendo a las investigadoras iniciarse en la investigacion de educacion matematica.
Segundo, como futuras docentes este trabajo contribuye al proceso formativo de las
investigadoras de una manera muy importante ya que nos muestra otra realidad al abordar
propuestas de aula distintas que ayuden al desarrollo del razonamiento algebraico en
estudiantes de educacion primaria. Y, por ultimo, permite a las autoras de manera mas
especifica el reconocimiento de un marco tedrico vigente a la investigacion en educacion

matematica.
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e Se hace necesario crea nuevos disefios que desarrollen el razonamiento algebraico por
medio de los niveles de algebrizacién mas avanzados, es decir, de un nivel 3 hacia
mayores niveles de algebrizacion, ademas se recomienda que se centre especial atencion

de la transicion de un nivel a otro.
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Anexos

Anexo 1: Situacion 1. La fabrica de dulces
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Universidad del Valle - Sede Norte del Cauca

Instituto de Educacion y Pedagogia
Universidad P ., L.
del Valle Area de Educacion Matematica

Sede Norte del Cauca

Licenciatura en Educacion Béasica con Enfasis en Matematicas

Nombre: Grado:

Situacion 1. La fabrica de dulces

Luisa en su fabrica disefia cajas llenas de dulces para ofrecerle a sus clientes, esas cajas son

de diferentes tamafios, tal como se aprecia a continuacion:

»e 000 300: 999Se®

Caja Nol Caja No2 Caja No3 Caja No4

Resuelve lo siguiente:

1. Observa las figuras, ¢ Qué encuentras comun y no comun en las cajas de la secuencia?

2. ¢Cuantos dulces aumentan de la primera caja a la segunda, de la segunda caja a la
tercera y qué se puede concluir de estos aumentos?

3. Teniendo en cuenta la secuencia de las cajas de dulces, dibuja la caja No5 y No6,
¢cuantas dulces se utilizaron en estas cajas? Explica como la construiste.

4. Luisa le quiere regalar a su mama de cumpleafios la caja de dulces No20, pero no sabe
cuantos dulces se necesitan para llenarla. ¢ Cudl es la cantidad de dulces que requiere
Luisa para llenar dicha caja? Explica como obtuviste esta cantidad.

5. Escribe un mensaje a un compafiero de la clase donde le explicas como hallar la
cantidad de dulces que se necesitan para cualquier caja.

6. Expresa la formula que encontraste en el punto anterior de manera simbdlica

Anexo 2: Situacion 2. Duces en barras de colores
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Situacion 2: Dulces en barras de colores

Isabella es una nifia que le encanta consumir dulces en barra, ella compra sus dulces en la
tienda del pueblo, donde se ofrece la siguiente promocién: por la compra de 4 dulces rojos te
obsequiamos 2 dulces azules.

1NINI

!

i

De acuerdo con la situacién anterior responde las siguientes preguntas:

1. Silsabella compr6 18 dulces en total, ¢ Cuantos dulces rojos y cuantos dulces azules
compra?
2. Juliana y Andrés van a la tienda.
Andrés dice que cuando compro 8 dulces rojos le obsequiaron 6 azules, mientras que

Juliana dice que cuando ella compr6 8 dulces rojos le obsequiaron 4 dulces azules.
Indica quién de los dos tiene la razén y justifica tu respuesta.

3. La mama de Isabella decide hacerle una fiesta y ella compra 300 dulces rojos para
repartirlos en la fiesta, teniendo en cuenta la promocién ¢ Cuantos dulces azules le
obsequiaron en la tienda? ¢ Cuantos dulces comproé en total?

4. Ayuda a Isabella a completar la siguiente tabla:

Dulces rojos Dulces azules
4 2
8 4

12
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10

24

Explica como hiciste para completar los datos que hacian falta en la tabla.

5. Andrés compro 12 dulces rojos y para dar cuenta la cantidad de dulces azules que le
obsequian por su compra empleo el siguiente razonamiento:
1) El 12 lo descompone en dos cantidades 4 dulces rojos + 8 dulces rojos
2) Después halla la cantidad de dulces azules para cada cantidad:

4 dulces rojos obsequian 2 dulces azules:

A

8 dulces rojos obsequian 4 dulces azules

AN

3) Por dltimo, sumo la cantidad de dulces azules
2 dulces azules + 4 dulces azules = 6 dulces azules

Obteniendo la cantidad de dulces azules que le obsequian por la compra de 12
dulces rojos.

Emplea el razonamiento que utilizé Andrés para hallar la cantidad de dulces azules al comprar
220 dulces rojos.



UNA PROPUESTA PARA EL DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO 125

6. Juliana para hallar la cantidad de dulces azules que le obsequian por la compra de 32
dulces rojos utilizo un razonamiento diferente:

2 dulces azules _ 7 dulces azules

Paso 1: - - .
4 dulcesrojos 32 dulcesrojos

32duleesrojos X2 dulces azules _9
4 duleesrojos '

Paso 2:

64 dulces azules
4

=?

Paso 3:

Paso 4: 16 dulces azules = x
Por lo tanto, Juliana por medio de su estrategia se dio cuenta que por la compra de 32 dulces
rojos le obsequian 16 dulces azules.

Explica con tus propias palabras paso a paso el procedimiento que realiz6 Juliana para hallar la
cantidad de dulces azules.

7. Emplear lo anterior para hallar una cantidad de dulces.
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Anexo 3: Hoja de trabajo de P6 a la situacién 1.
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Anexo 4: Hojas de trabajo de P2 a la situacion 2
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