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Resumen

En el presente trabajo, se realiza un estudio analitico detallado de los teoremas: Del extremo
interior, de Rolle, del valor intermedio de Bolzano y el del valor medio y se aplican en la
solucion de problemas mas elaborados. Para esto se hace necesario repasar y analizar las
nociones y propiedades basicas de los nimeros reales, como por ejemplo, la desigualdad de

Cauchy y la propiedad de Arquimedes.

Abstract

In the present work, a detailed analytical study of the theorems is carried out: Of the inner
end, of Rolle, of the intermediate value of Bolzano and that of the average value and they
are applied in the solution of more elaborate problems. For this, it is necessary to review
and analyze the notions and basic properties of real numbers, such as the Cauchy inequality

and the Archimedean property.
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Introduccion

El primer vestigio que se tiene del Teorema del Valor Medio nos remonta al siglo IIT A.
C., mucho antes de que se formalizara el Célculo.
Arquimedes de Siracusa demuestra rigurosamente que el area de un segmento parabdlico
es igual a cuatro tercios del area de un triangulo con misma base y misma altura. Pero
su reconocimiento es debido al matematico italo-francés Joseph Louis de Lagrange (1736-
1813 ), dicho teorema es considerado el resultado més importante del célculo diferencial
en una variable, ya permite obtener informacion sobre el comportamiento de una funcién
(monotonia, extremos relativos) a partir del conocimiento de su funcién derivada. Es tan
grande su importancia, que en los cursos de calculo es ineludible nombrarlo ya que es un
recurso para abordar el estudio del teorema fundamental de calculo.
Otro teorema de gran importancia para el andlisis , se dio en el ano 1691, debido Michel
Rolle, quien publica el libro Méthode pour résoudre les égalitéz, el cual contiene un teorema
de mucha importancia. Este surge de manera incidental mientras Rolle trataba un método
para solucionar ecuaciones de manera aproximada.
El estudio de dichos teoremas , es fundamental para cualquier estudiante que tenga que ver
con las matematicas, sobretodo porque sin un estudio analitico de ellos los cursos de céalculo
se convierten en una simple manipulacion de férmulas y manejo de truco, el cual no es la

verdadera esencia del estudio de las matematicas.



Capitulo 1

EL CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NUMEROS
REALES

Supondremos la existencia de un conjunto no vacio, llamado los nimeros reales (R), dotado

de dos funciones (+) y ().

i) +:RxR —R i) :RxR —R
(a,b) — +(a,b) (a,b) — -(a,b)
Notaremos +(a,b) como a + b Notaremos -(a,b) como a - b

Tales que se cumplen con los siguientes axiomas:

1. Axiomas de Campo

1) Vx,y e R 2)Vr,y € R 3) Vz,yeR
a)r+y=y+uzw a) (z+y)+z=x+(y+ 2) a)r-(y+z2)=x-y+x-2
b)r-y=y-x b) (x-y)-z2=z-(y-2)

4.) Existen elementos distintos cero y uno (0 y 1) tales que para todo = € R se cumple.
a.) cero sumado con z es igual a .
b.) uno multiplicado con z es igual a x.
5.) Existencia de inversos aditivos y multiplicativos.
a.) Dado = € R, existe un elemento y € R tales que = + y = 0.
b.) Dado = € R\{0}, existe un elemento ¢ € R tales que z -t = 1.

PROPOSICION 1.1. los mddulos aditivos y multiplicativos son tinicos.

DEMOSTRACION.
i.) Supongamos que a y b son ceros, entonces para todoz € R, z4+a =z y x+b = z. En
particular, como a,b € R, entonces b+a = by a+b = a se tiene a = a+b = b+a = b.
Por lo tanto, el cero es unico, el cual notaremos con el simbolo 0.
ii.) Supongamos p, ¢ son médulos multiplicativos, entonces para todo x € R, z-p ==z

y x - q¢ = x. En particular, como p,q € R, entonces ¢-p =¢qy p-q = p de donde
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p=p-q=q-p=q.Porlo tanto, el uno es unico, el cual notaremos con el simbolo
1.

O

OBSERVACION 1.2. Los elementos cero y uno son diferentes (0 # 1).

PROPOSICION 1.3. En los nimeros Reales (R), los inversos multiplicativos y aditivos son

UNICoS.

DEMOSTRACION.
i.) Dado x € R, supongamos que a y b son inversos aditivos de z, entonces = + a = 0
y t+b=0,luegoa=a+0=a+(z+b)=(a+z)+b=(r+a)+b=0+b=0.
Por lo tanto x tiene un inverso aditivo nico.
ii.) Dado z € R, x # 0, supongamos que p y ¢ son inversos multiplicativos de x, entonces
z-p=1y x-gq=1luvegop=p-1=p-(v-¢)=(p-7)-¢q=(x-p)-q=1-q=q.
Por lo tanto x tiene un inverso multiplicativo unico.

0J

OBSERVACION 1.4.

i) Dado x € R fijo, entonces el nimero x tiene un inverso aditivo tnico, el cual nota-
remos (—x).

i1) Dado un z € R\{0} fijo, entonces el nimero z tiene un inverso multiplicativo tnico,

el cual notaremos z!.

ii1) Subnotacidén: Sean a,b € R, b # 0, entonces b tiene inverso multiplicativo, el cual

. _ a .
ya sabemos que se nota como b~'. Nosotros escribiremos a -b~! = 7 En particular,

1
cuando a = 1, entonces 1 - b~ =b7! = %
TEOREMA 1.1. Sean a,b € R fijos, entonces las ecuaciones

1. x +a = b tiene una unica solucion en los R.

2. a-x =b tiene una unica solucion en los R.

DEMOSTRACION.
Para 1. Como a € R (fijo), entonces a tiene inverso aditivo —a € R

i) !Afirmacién; El nimero Real (b+ (—a)) es solucién de (1). En efecto,
r+a=[b+(—a)+a=b+][(—a)+a =b+0=0b.

Asi, (b+ (—a)) € R es solucién de (1).
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i1) Supongamos que x; y xs son soluciones de la ecuacién (1), luego la satisface,

es decir, x1 +a = b y x5 + a = b, en consecuencia,
rn=mn+0=z;+[a+(—a)=(r1+a)+ (—a) =b+ (—a) = (xv2 +a) + (—a)
=2y +[a+ (—a)] =29+ 0 = zs.

Por lo tanto, 1 = xs.

Para 2. Sean a,b € R (fijo), a # 0, entonces a tiene inverso multiplicativo, es decir que
existe a™' € R tal que a-a™! = 1.
i) !Afirmacién| El nimero Real (a'b) es solucién (2). En efecto,
ar=a-(a'-b)=(a-a')-b=1-b=b
ast, (a='b) € R es solucién de (2).
i1) Supongamos que 1 y x2 son soluciones de la ecuacién (2), luego la satisface,

es decir, a - x1 = b y a - xo = b en consecuencia,
ri=12=("' a)v,=a"' (a-21)=a'(b)
=aNa-x3)=(a""a)ry =115 = 25

Por lo tanto, 1 = xs.

EJErciclos 1.1.
(1) Va € R, —(—a) = a.

DEMOSTRACION. Sea a + (—a) = (—a) + a = 0, entonces a es el inverso aditivo

de —a, luego a = —(—a). O

Demostracién alternativa.Consideremos la ecuacion x + (—a) =0 (*). Co-
mo a+(—a) = 0, entonces a es solucion de (x), ademas —(—a)+(—a) = 0, entonces
—(—a) es soluciion de (x), luego por el Teorema 1.1.1 se tiene que (x) tiene solu-

cion unica, entonces —(—a) = a.

(2) Va € R\{0}, (¢}t =a.

DEMOSTRACION. Sea aa™!

de a7t luego a = (a™1)7L. O

= a 'a = 1, entonces a es el inverso multiplicativo

Demostracién alternativa.Consideremos la ecuacién a™'z =1 (o). Como

1 1

a~l-a =1, entonces a es solucion de (o), ademds a=*-(a=1)"t =1, entonces (a™1)~
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es solucifon de (o), luego por Teoremal[l.]] se tiene que (o) tiene solucidn inica, en-

J
tonces (a=) 7! = a.

(3) Va e R, a-0=0.
DEMOSTRACION.
O0=a-0+[—(a-0)]=a(0+0)+[—(a-0)]=a-0+a-0+[—(a-0)]
=a-0+[a-0+(—(a-0)]=a-0+0=0a-0.
Por lo tanto, a - 0 =0 para todo a € R. O
(4) Va € R, —a = (—1)a.

DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacién z +a =0 (o). Como —a+a =0,

entonces —a es solucién de (o), ademas
(—a+a=(-1l)a+1l-a=a(-1+1)=a-0=0

entonces (—1)a es soluciion de (o), luego por Teorema se tiene que (o) tiene

solucién tnica, entonces —a = (—1)a. O
(5) Va e R, (-1)(—a) = a.

DEMOSTRACION. Como (—1)(—a) = (—=1)b = —b = —(—a) = a, por lo tanto
(=1)(—a) = a para todo a € R. O

(6) Va e R, (—a)(—a) =a-a.

DEMOSTRACION.

Por lo tanto, (—a)(—a) = a - a para todo a € R. O
OBSERVACION 1.5. Para todo a € R, el ntimero a - a € R, lo notaremos como a? € R

7. 5ta,beRya-b=0entoncesa=00¢b=0.

DEMOSTRACION. Si a,b € R tal que a-b =0 entonces a =0 6 p = 0. Utilice-
— ——

P q
mos la proposicién 16gica conjugada [p — (¢ V r)] < [(pA ~ q) —> 7]
Sea a,b € Ry a-b= 0y supongamos que a # 0 entonces b =0y existe a=* € R
tal que a.a™' =1,luegob=1-b=(a"'-a)b=(a"') - (a-b)=(a"t)-0=0. O
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8. Sia,b € R\{0} entonces (a-b)"' =a' -b7L.

DEMOSTRACION. Como a # 0y b # 0, entonces existen sus inversos multiplica-

tivos, luego se tiene que:

i) (@a-b)-(atb7)= (bra)lat oY) = b-(a-a')-b'=b-1-b7"= bbb = 1.

i) (a6 (a-b) = (a0 1) (ba) = at-(0710)a = atlra = ata = 1.
Entonces (a - b) es el inverso multiplicativo de a=! - b=, por lo tanto por i) y ii)
(a-b)t=a"t b7t 0

9. Sia,beR entonces — (a+0b) = (—a) + (—b).

DEMOSTRACION.
i) (a+b)+ (—a)+(=b) = (b+a)+[(—a) + (=b)] =b+[a+ (—a)] + (=b) =
b+0+(=b)=b+ (-b) =0.

i) (—a) + (=b) + (a +b) = [(—a) + (=0)] + (b+a) = (—a) + [(=b) +b] +a =
(—a)+ b+ (=b)]+a=(—a)+0+a=a+ (—a)=0.
Por lo tanto por i) y ii) el inverso aditivo de (a + b) es (—a) + (—b). O

10. Sia,b,c € R son tales que a +c=b+ ¢ si y solo si a =b.
DEMOSTRACION. Supongamos que a + ¢ = b + ¢, luego
a=a+0=a+[c+ ()= (a+¢c)+(—c)= (b+c)+ (—¢)
=b+c+ (=)= b+0= b
Por otro lado, supongamos que a = b, entonces a + ¢ =b + c. O
11. St a,b,c e R dondec#0 ya-c=0b-c siy solo si a=Db.

DEMOSTRACION. Supongamos que a - ¢ = b-c. Como ¢ € R\{0} existe ¢,

luego
a=a-1=a-le- (@)= (a0 ()= (b-)- ()
=b-[c-(cN]=0b-1=
Por otro lado, supongamos que a = b, luego a-c=10b- c. O

12. Sia € R tal que a + a = a entonces a = 0.
Como a+a= a= 0+ a por Prop 1.3 se sigue a = 0.
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TEOREMA 1.2. Sea a,b,c,d € R, ¢,d # 0 entonces se cumple:

,>a+b a+b ,,)a+b ad + bc

1) —+ - = ) —+ - =

c ¢ c c d cd

DEMOSTRbACIéN. ;

Paraz')g—k—:a-c‘1+b-c_1:cl-(a+b):a+
c c 1

Para 1) g—i-é = acl+bd = (ac)14+(b-d™) 1= (a-cV)-(d d)+(b-d7 1) (cte)

¢ (a-d)(ct-d )+ (b-c)(ct-d7) = (a-d)(c-d)" +(b-c)(c-d)™' = (ad+bc)(ed)™?
ad + bc

cd
O

Daremos por cierto la existencia de un subconjunto R, llamado reales positivos, el cual se

notard RT y es tal que se cumplen los siguientes axiomas:

2. Axiomas de Orden

(1) Vo, y e Rt — (x +y) € RT
(2) Vz,y e Rt — (2 -y) € RT

ado x € R, se verifica una y s6lo una de las tres alternativas siguientes:
3) Dad R ifi 51 de las t It t igui

zeRY 6 i) —zxeRY ¢ idii)z=0

OBSERVACION 1.6. Indicamos mediante R~ al conjunto de los niimeros —z, donde z € R,
el axioma de orden 3. nos dice que R := RT UR™ U {0} y que los conjuntos RT, R~y
{0} son disyuntos dos a dos. Los nimeros y € R~ los llamaremos nimeros negativos y

los nimeros # € R* los llamaremos nimeros positivos, entonces se definen los conjuntos
Rt :={zeR/z >0} yR™ :={—z/xz e RT}.
DEFINICION 1.7. si a,b € R, son tales que ((a + (—b)) € R, entonces diremos que a es

mayor que b.

EJEMPLO 1.8. Sean 5, —3 € R, luego 5+ (—3) =2 € R™ por lo tanto 5 es mayor que 3.

OBSERVACION 1.9.
i) si a,b € R son tales que a es mayor que b, entonces lo notaremos a > b.
i1) si a > b 6 a = b, entonces resumiremos escribiendo a > b.

i11) Cuando encontramos a < b indicara que es b > a.
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PRrRoPOSICION 1.10. Propiedad de tricotomia en R. Si z,y € R, entonces una y solo

una de las siguientes afirmaciones es verdadera. 1) x>y ¢ i) y>x 0 i) T =y.

DEMOSTRACION. Sean z,y € R, entonces (y — x) € R. Por el axioma (3) de orden,
se verifica una y solo una de las siguientes alternativas 6 (y —z) € RY, 6y —x =06

—(y —x) € RT. Como —(y —x) = x — y; se concluye que zt <y b x =y 6y < . O

EJERCICIOS 2.1.
(1) Sean a,b,c,d € R
(a) Sia>b entonces a+c> b+ c.

DEMOSTRACION. Sea a > b entonces [a + (—b)] € RT de aquf
la+ (=b) + 0] € R, luego (a+ (=b) + [c+ (—¢)]) € R*, de donde (a + [(—b) +
c] + (—¢)) € RT, en consecuencia (a + [c + (=b)] + (—¢)) € R, por lo que
((a+c)+[(=b) + (=¢)]) € RT, asi ((a +¢) + [—(b+ ¢)]) € RT, por lo tanto
at+c>b+ec. OJ

(b) Sia<by b<c entoncesa < c.

DEMOSTRACION. Como b > a yc > bsetieneb>adéb=ay c>b
por consiguiente b > ayc >b6 b =ayc > bde maneraque b > ay
¢>b6c>adedonde ((b+ (—a)) € R"y (c+ (=b) € RT) 6 ¢ > a ast
([e+ (=b)] + b+ (—a)]) € RT 6 ¢ > a, luego (c+ [(—=b) +b] + (—a))) € RT 6
¢ > aporeso (c+ [0] 4+ (—a)) € R 6 ¢ > a de manera que (c+ (—a)) € RT ¢

c>aasic>ad c>a,luego c > a, por lo tanto a < c. O
(¢) Sia >0 entonces —a < 0.

DEMOSTRACION. a > 0 de donde (a+(—0)) € R* en consecuencia (a + 0) € Rt
por ende (04 a) € Rt asi (04 (—(—a))) € RT por eso 0 > —a, por lo tanto
—a < 0. 0J

(d) Sia<by c<d entoncesa+c<b-+d.

DEMOSTRACION. Como (b > ay d > ¢), luego (b > a 6b = a)y
(d>cbé6d=c)poreso[(b>a 6b=a)yd>c]6[(b>a 6 b=a)yd=(]|
asi [(b>ayd>c) 6 (b=ayd>c)o[(b>ayd=c) 6 (b=ayd=c)|de
donde [(b>ayd>c) 6(a+c<b+d)]é[(a+c<b+d)é(a+c=b+d)
de manera que (a+c<b+d)6[(b>ayd>c)6 (a+c=0b+d)| en conse-
cuencia [(a+c < b+d) 6 ((b+(—a)) € RT y (d+(—c)) € RT)] 6 (a+c = b+d).
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Luego [(a+c<b+d) 6 ((b+ (—a))+ (d+ (—c))) € RT] 6 (a+c=b+d) por
esta razon [(a+c<b+d) 6 (b+[(—a)+d]+ (—c)) ERT] 6 (a+c=b+d) lo
que implica [(a +c<b+d) 6 (b+[d+ (—a)]+ (—c)) ERT] 6 (a+c=0b+d)
por tanto [(a+c<b—+d) 6 ([b+d] + [(—a)] + (—¢)]) ERT] 6 (a+c=b+d)
asi pues[(a+c <b+d) 6 ([b+d +[—(a+c)]) €ERT] S (a+c=0b+d) porello
[(a+c<b+d)6(b+d>a+c)] 6 (a+c=0b+d)deahique (a+c<b+d)
6 (a4+c=b+d), por lo tanto (a +c¢ < b+ d). O

Sta>0 y b>0 entonces a-b> 0.

DEMOSTRACION. Como a > 0y b > 0 entonces (a + (—0)) € RT y (b+
(—0)) € R* con lo que (a+0) € Rt y (b+0) € RT se tiene (a) € Rt y
(b) € R por tanto (a-b) € R" asi (a-b+0) € RY, luego (a-b+ (—0)) € RT

en consecuencia a - b > 0. ]
Sia<0 y b<0 entonces a-b> 0.

DEMOSTRACION. Como a < 0y b < 0 entonces (0 + (—a)) € Rt y (0 +
(=b)) € R, luego [(04+(—a))-(04+(—b))] € R por lo tanto [(—a) - (0 + (—b))] € RT
por esta razén (—a) - 0+ (—a) - (=b)] € RT asi [—(a-0) + (a) - (b)] € RT de
manera que [—(0) + (a) - (b)] € RT de ahi que [(a) - (b) + (—0)] € RT asf pues
a-b>0. O

Sta<0yb>0 entoncesa-b<0.

DEMOSTRACION. Como a < 0y b > 0 entonces (0 4+ (—a)) € RT y (b+
(—0)) € RT se tiene [(0+ (—a)) - (b+(—=0))] € RT por consiguiente [(0+ (—a)) -
(b)] € RT asi [(0-b) + (—a) - b] € RT, luego [0 + (—(a - b))] € RTde ahi que
a-b<0. 0J

Sia<b y c>0 entoncesa-c>b-c.

DEMOSTRACION. a < by ¢ > 0 entoncesb > ayc > 0,luego (b+ (—a)) € RT
y (c+(=0)) e RT asi (b+(—a)) € RT y (¢) € RT se tiene [(b+ (—a))-(c)] € RT
de donde [(b-¢) + (—a) - (¢)] € R por esta razén [(b-c) + (—(a-c))] € RT en

consecuencia b-c > a - c. O

Sia<byc<O0 entoncesa-c<b-ec.
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DEMOSTRACION. a < by ¢ < 0 entoncesb >ay0>casi (b+ (—a)) € RT
y (0 + (—¢)) € RT de manera que (b+ (—a)) € Rt y (—¢) € RT de donde
(b + (—a)) - (—¢)] € RT por lo que [(b- (—c) + (—a) - (—c)] € R, luego
[—(b-¢)+ (a-c))] € RT de ahi [(a-¢)+ (—(bc))] € R por tanto a-¢ > b-c. O

a®> 0.

DEMOSTRACION. Como a € R entoncesa € RT™ 6 —a € RT™ 6 a = 0 con tal
dea-a€RT6(—a)-(—a) eRT" 6a-a=0-Oporesoa-a € Rt 6a-ae€R" 6
a-a=0-0por tanto a®> € RT 6 a? € RT 6 a®> = 0 dado que a? € R* 6 a® =0
por ende (a? +0) € Rt 6 a®> = 0 de modo que (a* + (—0)) € RT 6 a®* = 0 por

esta razén a? > 0 6 a® = 0, por lo tanto a? > 0. O
Si a # 0 entonces a? > 0.

DEMOSTRACION. Como a # 0 entonces a € Rt 6 —a € R de don-
de a-a€RT 6 (—a) - (—a) € RT pues a-a € R" 6 a-a € R puesto
que a®> € R 6 a®> € RT, luego a*> € R tanto como (a® + 0) € R* se tiene
(a* 4+ (—0)) € RT, por lo tanto a?® > 0. O

1>0.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta la Prop. 1.2, entonces
1 =1 entonces 1 = 1-1 por consiguiente 1 = 12 dado que 1 >0 asi 1 >0 6

1=0,luego 1 >006 falso por tanto 1 > 0. O
Sia >0 entonces a=t > 0.

DEMOSTRACION. Como a € R, entonces existe a™! € Rtal que a-a= ! =1,
luego como a > 0 entonces a- (a™!)? > 0- (a2 asi a-(a™'-a”') > 0 en

consecuencia (a-a™t)-a~! >0 de donde 1-a~! > 0 por tanto a™* > 0. O
Sia>b>0 entonces 0 < a™' <b'.

DEMOSTRACION. Como @ > b > 0 entonces a > by a > 0y b > 0 se

L'>0yb ! >0puesa>bya?!-b! >0 por esta razén

tiene a > by a~
(at-b™H-a>(at-b7') - bdemodo que b=t - (a7t -a) >a"t- (b7 b), luego
bl-1>at-lasib!>at>0. 0J

1 21
[i(a + b)] < §(a2 +0?), la igualdad se cumple cuando a = b.
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DEMOSTRACION. Consideremos dos casos.
iya=b di)a#b

Para i)

a = bentonces a—b = 0 de manera que (a—b)? = 0 por tanto a>—2ab+b* = 0 se
tiene a® —2ab+0*+(a®+b*) = 0+ (a®+b?) dado que 2(a?+b*) —2ab = a*+b? con
tal de 2(a®+b?) = a®+b*+2ab tanto como 2(a*+b*) = (a+b)? por consiguiente
(271271 2(a® + %) = (271 -271) - (a + b)? por eso 27 (a® + V?) = 4*21(a +b)?,

1 1 1 1
luego §(a2 +b?) = ﬁ(a + b)? de donde §(a2 +0?) = [i(a—i-b)} asi que

[lm b>r = L+ ).

2 2

Para ii)

a # bentonces a—b # 0 en consecuencia (a—b)? > 0 por ende a*—2ab+b* > 0 de

ahf que a®—2ab+b*+ (a®+b*) > 0+ (a*+b?) tanto como 2(a?+b?)—2ab > a*+b?

por ende 2(a* 4+ b?) > a® + b* + 2ab se tiene 2(a* + b?) > (a + b)? puesto que

(27127 2(a? +0%) > (27127 - (a + b)? ast 271 (a® + %) > 47 (a + b)? de
92

1 !

{—(a + b)} < =(a® 4+ b%)

2 2
Por lo tanto, de i) y i) se concluye que para todo a,b € R se cumple que

1 1 1 1
donde §(a2 +b?) > —(a + b)? por esta razén §(a2 + b%) > {i(a + b)] , luego

E(a + b)]2 < %(aQ +b7).

a’?+b* =0 entoncesa =0y b=0.

DEMOSTRACION. .
(Via reduccion al absurdo: (p — q) «— [(p A ~q) — f])
Supongamos que a? + b?> = 0 , entonces a # 0 6 b # 0 se tiene a? > 06 b2 > 0
por ende a® + b* > a2 > 0 6 a® + b* > b* > 0 de manera que a® +0*> > 0
6 a? +b* > 0 por esta razén a? +b> > 0, luego a® +b*> > 0y a® +b* = 0 asi que

es una falsedad. O

Sia,b>0 vy a®< b entonces a < b.
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DEMOSTRACION. Como a,b > 0y a? < b* entonces b? > a? por consiguiente
(b* + (—a?)) € R de ahi que (b* — a®) € RT, luego (b—a)(b+a) € R* por eso
(b—a)eRTy (b+a) e RY] 6 [-(b—a) e Rty —(b+a) € RT] de modo que
(b—a) eRYy ((b+a)+(—-0)) e R 6 [(a—b) e Rt y (0—(b+a)) € RY] por
tanto b >ayb+a>06ja>by0>b+a]setiene[b>ayb+a>0]6f
por lo que b > ay b+ a > 0 puesto que a < b. [

(2) Sia,b,c,d € R" tal que a <byc<d entoncesa-c<b-d.

DEMOSTRACION. Como b > a 'y d > c entonces (b >a éb=a)y (d>c6
d=c)demodoque (b>adb=a)yd>c)6((b>a 6b=a)yd=c) se tiene
(b>ayd>c) 6(b=ayd>c)6(b>ayc=d) 6(b=ayd=c)) por
esta razén ((b>ayd>c) 6 (bd > ac)) 6 ((bd > ac) 6 (bd = ac)) de aqui se sigue
(b>ayd>c) 6((bd>ac) 6 (bd> ac)) 6 (bd = ac) por ende (b>ayd>c)
6 ((bd > ac) o (bd = ac)).

.

p()
Luego (b >ayd>cy (a+b) € RT y (b+d) € R") 6 p(x) porlo que ((b—a) € Rty

(d—c) e Rty (a+b) € Rty (b+d) € RT) 6 p(x) de donde [((b—a)-(d+c)) € Rty
((a+b)-(d—c)) € RT] 6 p(x) de ahi que [(bd—ac+bc—ad) € RT y (ad—bc+bd—ac) €
R*] 6 p(z) por consiguiente [((bd — ac) + (bc — ad + ad — bc) + (bd — ac)) € RT]
6 p(x) de manera que [((bd — ac) + (0) + (bd — ac)) € RT] 6 p(z) tanto como
[((bd — ac) 4+ (bd — ac)) € RT] 6 p(x) puesto que [(2bd + (—2ac)) € RT] 6 p(x) por
esta razén [2bd > 2ac] 6 p(x) dado que [271-2bd > 271 -2ac| 6 p(x) en consecuencia
[1-bd > 1-ac] 6 p(x) por tanto [bd > ac] & [(bd > ac) 6 (bd = ac)] asi que [bd > ac
6 bd > ac] 6 (bd = ac) una vez que [bd > ac] 6 (bd = ac) pues bd > ac, por lo
tanto ac < bd. O

TEOREMA 2.1. (Regla de valores intermedios o regla de medicién entre el mas

y el menos). Sean a,b,c,d € R, donde b,d # 0 y % < c_ci st, y solo si

a—+c c

2<
b btd d

DEMOSTRACION. .
Sea % < c_ci si, y sélo si g > % si <§+ (_E)) € R aunque ((—3 —%-FO) € R* como

c a a+c a+c a+c a c a+c
— _ = _ Rt si _Z — _ R+
[d b+<b+d b+d)]€ Slempreque[(b+d+( b>)+(d+( b+d)>]€
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b+d b d \ b+d b+d d” b+d

a—+c a+c<c 1tta<a—|rc<c -
—, por lo tanto — —.
Yotd - a? b S btd o d

mientras que [a+c+<_g>] eER'y [E—i-( CH_C)} € Rt sf ate > % y S are

tal d ¢
con ta e que —
ey ~vra

COROLARIO 1.1.

b
i) Sia,beRya<b,entoncesa<%<b.

DEMOSTRACION. Como a < b entonces a < by a <bsetienea+a<a-+0by
a+b<b+bporloque2a<a+bya+b<2ben consecuencia 2a < a+ b < 2b
por ende 27! 2a < 271 - (a+b) <2712, luego 1-a < 271 (a+b) < 1 de ahi que

a<21-(a+b)<bportantoa<@<b. O]

b
i7) SibERyb>0,entonceSO<§<b.

DEMOSTRACION. Como 0 < b entonces 0 < b por consiguiente 0 < by 0 < b
dado que 0 < by 0+b<b+bdedonde 0 < byb< 2btanto como 0 < b < 2b
asf271.0< 27t b<2 - 2bporloque 0 <271 -b<1-bcontalde 0 <271-b < b,
por lo tanto 0 < g < b. [

OBSERVACION 1.11. El corolario anterior nos dice que no puede existir un nimero real
positivo minimo, es decir que el conjunto de los ntimeros reales positivos no es un conjunto

inductivo.

TEOREMA 2.2. Sean a,b € R, si para todo ¢ >0, a < b+ ¢, entonces a < b.

DEMOSTRACION. (Via reduccién al absurdo)

a—>b

Sea € > 0 dado. Supongamos que a > b, entonces a—b > 0, por tanto tomemos €* = 5 > 0,
o . a—1>b 2b4+a—0

luego por Hipdtesis se tiene que a < b+ €* entonces a < b+ —5 luego a < —5 con

a+b

loque 2-a <2- en consecuencia a+a < a+b asi (—a+a)+a < (—a+a)+b, por lo

tanto a < b por consiguiente a < b de ahi que a < b y a > by en conclusion es resultado es
una falsedad. OJ

COROLARIO 1.2. Sia € Ry es tal que 0 < a < € para todo nimero positivo epsilon (€),

entonces a = 0.

DEMOSTRACION. (Via reduccién al absurdo)
Sea a € R tal que 0 < a < €, para todo € > 0 y supongamos que a # 0, entonces conside-

remos dos casos: i) a > 0 0ii) a < 0.
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a a
i) Supongamos que a > 0 entonces 0 < 5 < a de manera que 0 < 5 <ay0<a<e€ por

a a a a a a
estarazén0<§<ay0§a<§setiene§<aya<§p0rende2-§<2-ay2-a<2-§

tantocomo 1-a < 2-ay2-a<l-aporloquea<2-ay2-a<a,luegoa<a-+ay

a+a<adadoque 0 <aya<0,porlo tanto es una falsedad.

ii) Supongamos que a < 0. Por hipétesis 0 < a < € para todo € > 0 con lo que a < 0

y 0 < a asi en conclusion resulta una falsedad.

Luego de i) y i) se concluye que si a € R y es tal que 0 < a < ¢, para todo € > 0,

entonces a = 0. ]

EJERCICIOS 2.2.

(1) Sea n € N, demostrar que n < 2".

DEMOSTRACION. (Induccién matematica)
Para n = 1 entonces 1 < 2, como es véalido para n = 1, entonces supongamos que
es valido para n = k y miremos si es valido para n = k + 1, es decir k + 1 < 2F1,

k+1
En efecto, como k € N entonces 1 < k con lo que 1 < % < k.

1 k+1
< kyk < 2¥porende <k<2F

k+1 k
Luego k < 2%y % < k por esta razén

1
-2 < 2F.2 por tanto (k+1)-1 < 2~.2

de ahi que k + 1 < 2¥!. Entonces es vélido para n = k + 1, por lo tanto, para todo

por consiguiente < 2% de manera que

n € N se cumple que n < 2".
(Desigualdad de Bernoulli). Sea = € R, si z > —1, entonces (1+z)" > 1+nx

para toda n € N. O

DEMOSTRACION. (Induccién matemaética)

Para n = 1, entonces (1 + ) > 1+ 12, esdecir 1 +2 > 1+ 2, como se cumple
la igualdad, entonces es vélida para n = 1. Supongamos que es valida para n = k

M1 > 1+ (k+ 1)z.En
efecto, como = > —1, entonces x + 1 > 0, luego (1 + x)¥ > 1 + kx entonces
(1+2)k - (1+2) > (1+kx) (1+2) por ende (1 + z2)¥1 > 1+ kx + x + ka?,
luego (1 + )"t > 1+ (k+ Dz + kx> y 1+ (k+ Do+ ka® > 1+ (k+ 1)x as
(1 + 2)*t > 1+ (k + 1)x. Entonces es valido para n = k + 1, por lo tanto, para
todo n € R se cumple que (1 + z)" > 1+ nz. O

y miremos si se cumple para n = k + 1, es decir (1 + )
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Sean a,b, ¢ y d nimeros racionales. Pruebe que, a 4+ byv/2 = ¢+ dv/2 entonces a = ¢
yb=d.

DEMOSTRACION. Hay que probar dos cosas:

7) a+bv2=c+dv2entonces a =cyb=d.

i7) a=cyb=d entonces a + bv/2 = ¢+ dv/2.
Para i) (Via reduccién al absurdo).
Supongamos que a+bv2 = c+dv2y (a # ¢ 6 b # d) entonces [(a—c) = (d—b)v/2]
yia—c#06d—b#0],luego (a—c#0y(a—c)=(d—-bv2)6(d—-b#0
y (a—c) = (d—0)v2) conloque ((a —c)™'-(a—c)=(a—c)'-(d—bV2)6
(d=b)"" (a—c)=(d—b)~"-(d—b)V2) en consecuencia (1 = (a —¢)~' - (d —
b)V2) 6 ((d—0b)""-(a—c) =1-+/2) de manera que (1 = a_c\/ﬁ) 6 <a—c

d—b d—b
v/2) por consiguiente (1 - (v/2)™! = Z:Zﬁ (vV2)™1) 6 (Z :Z — /2) de ahf que
1 _ _
(ﬁ = Z Z) 6 (2 Z = 1/2), como ambas son falsas entonces la proposicién es
falsa.

OBSERVACION 1.12. Si a,b € Q y ¢,d € I, entonces a-b € Q, (a +b) € Q,
(a+c)€ly(a-c) €1, pero no se sabe que pasa con (c + d), pues vV2 € Iy

(1++v2) €1, luego (V2+ (—(1++2)) =-1€Q.

Para ii) Sia=cy b=dentoncesa —c=0y d—b=0demodoquea—c=0
v V2-(d—b) =+/2-0setienca—c=0y v2(d—b) =0 poresoa——c=+2(d—b)
tanto como a — ¢ = dv/2 — bv/2 de dondea—c+(c+b\/§):dﬁ—bﬁ+(0+bﬂ
por esta razéna+0+b\/§:c+d\/§+0puesto que a+b\/§) = c+ dv/2. ]

Sean ay,as,- -+ ,a, numeros reales. Demuestre que
2 2, 2 2
(a1 +ay+---+a,)’ <nlaj+a;+---+a2)

DEMOSTRACION. ( Induccién matemética)
paran =1, (a;)? < 1-(a;)? entonces a? < a?. Como es vdlido para n = 1, entonces
supongamos que es valido para n = k y miremos si se cumple para n = k + 1, es
decir
(a1 +as+-+ap)? < (k+1)(al+a}+-- +ai,,)

OBSERVACION 1.13. Miremos casos particulares para tratar de generalizar, con-

sideremos dos casos
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i) (a1 +ag)* = g% + a3 + 2ayas.

Vv
it) (a1 + as + a3)? = aj + a5 +a3 + 2a1as +2a1a3 + 2aza3.
W_/ \/—/
Si analizamos los dos casos, podemos observar que para pasar del i) al 7i) sumamos
el cuadrado del nimero que queremos agregar (a3) mds dos veces el nimero (a3)

por cada uno de los términos que habia, es decir (2aa3 + 2aqas).

Teniendo en cuenta ésta observaciion podemos generalizar.

Si(ar+as+ -+ ap)?® < k(af + a3 + -+ + aj) entonces (af + a3 + -+ + ai) +
2a1(as + -+ 4 ag) + 2as(az + -+ + ag) + - + 24510, < k(a + -+ + af), luego
(af + - +a;) + 2a1(az + - + a) + 2a2(ag + - + ag) + -+ + 2ap_1ax + aj 4 +
2ap41(ar + -+ ap) < k(af + -+ af) + agyy + 2ap41(ar + -+ + ax) de ahi que
(a1 + -+ ap 4+ apy1)? < k(af +---+ai) +ajq + 2ap41 (a1 + - + ag).

Como 0 < af,, < kai,, para todo k € N entonces 0 < kaj,, para todo
k € N de manera que 0 < kaiJr1 para todo £k € Ny 0 < a% + ---a% se
tiene 0 < kaj., +af +--- 4+ aj para todo k € NAsi, (a1 + -+ + apy1)® <
k(af + -+ +af) + kaiy + (af + - +aiyy) + 2541 (ar + -+ ay).

Pero como k(af+- - +aj, )+ (af++ai ) < klai+ - +ai)+(af+- - +ai )+
2ay11 (a1 +- -+ ax). Luego, (a1 +- - +apy1)? < k(af+---+ap,)+(af+---+aiy,)
entonces (a1+- - -+agy1)? < (k+1)(ai+- - -+aj, ) entonces es valido paran = k+1,

por lo tanto, para todo n € N, se cumple que

(a1 4+ as+ -+ a,)? <n(a?+ a2+ - +a?)

3. Valor Absoluto

DEFINICION 1.14. Sea x € R, se define la funcién valor absoluto de x asf.

r st x>0

|| : R — RT U {0} tal que x—>|m|::{ .
—x st <0

OBSERVACION 1.15. Notaremos Va2 como |z|.

EJEmMPLO 1.16.
(1) como —5 € Ry ademds —5 < 0 entonces | — 5| = —(—5) = 5.
(2) como 3 € Ry ademéds 3 > 0 entonces |3| = 3.
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TEOREMA 3.1. Sean x,y € R, entonces

L |z| =0 2. |z -yl = x| - [y] 3. | —xf = |z|

1 x| |z
4. =—, y#0 5 |—-|=—, y#0 6. x| >z

vl yl oyl
7. —|z| <= 8.Sic>0ylz|]<c 9. |z +y| < |z|+ |y

si, y solo si —c<x<c (Desigualdad triangular)
10. [[z] = [yl| < |o —y| 11 [z —y| < |z +|y| 12. |2%| = 27
DEMOSTRACION.

(1) || > 0 Como = € R entonces z € Rt 6 —x € RT ¢ z = 0 puesto que x > 0

6—x>0 6x=0dedonde |[z| =2 >0 é|z] =—2x >0 6 |z|] =0 por lo que

lz| >0 6 |x] >0 6 |z| =0 como tanto |z| > 06 |z| = 0 asi |z| > 0.

(2) |z -yl = || - [yl.

Consideremos los siguientes casos:
r>0yy>0 i) x <0y y<0 i) x>0y y<0

Para i) = > 0 y y > 0 entonces x -y > 0 puesto que |z -y| = = -y se tiene
|-y =[] - [yl

Para ii) z <0 yy < 0Oentonces —x >0 y —y > 0dedonde (—z)-(—y) =z-y >0
se tiene |z - y| =x -y = (—x) - (—y) por tanto |z - y| = |z| - |y|.

Para iii) >0 yy <O0entonces z-y < 0de modo que |z-y| = —(z-y) =z-(—y)
asf |z - y| = [x] - |y].
0J

OBSERVACION 1.17. —(z-y) = (—z) -y =z - (—y).

| =2l =]

Como | —z|= [(=1)-a| = | =1 -|z[ = =(=1)-[z] = 1-[z[ = [x]
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1 1
yl oyl

Como 1y # 0 entonces y >0 6y < 0 en consecuencia y=* >0 6 y~! <0 se tiene

1 1 s -1 . 1 1 1 1 1 1
vy =y 0ly~' = —y~" por eso —‘:—o—’:——:—:—tantocomo
yl oy oy y oyl

‘1‘ 1 ’1’ 1 ) ’1‘ 1

—|=— 0|-|=+— asique |—| = —.

yloyl Tyl lyl yl |yl
.y # 0.

Como y # 0, entonces existe y™b € R tal que y-y ' = y 1.y = 1, luego
z -1 -1 1 1 ||

| =ley =Ll Ly = lal || = lel - o = 1

y Y lyl 1yl
x| > .

Como x € R entoncesz € Rt 6 —z € Rt 62 =0 de manera quex >0 ¢ —x >0
6x=0 setiene |[x|=x dlr|=—x>0>x J|z|=x porende|zr|=x ¢|x| >z

de donde |x| = x puesto que |z| =z 6 |z| > z, luego |z| > .

—lz| < z.
Como |z| > x > —x entonces |x| > —x, luego (—1) - |z| < (=1) - (—=x), por lo tanto

—lz| < z.

Sie>0 y |z| <csiysdlosi—c<z<ec.

Hay que probar dos cosas
i) Sic>0 y |z| <c entonces —c < x < c.

i1) —c < x <centoncesc>0 y |z| <ec.

Para i) Sic>0 y |z| <c entonces |z| <cylzx| >z y—|z| <z en conse-
cuencia x < |z| < cy —lz| > —cy —|z| <z setienex < cy—c< —|z| <z

tanto como x < c y —c < x por lo que —c < x < c.

Para ii) Como —c < x < ¢ entonces —c < = y x < ¢ por consiguiente
(=1)-(=¢) > (=1)-z y = < centonces —x < c y x < c por esta razon

|z| < ¢ se tiene |[x] < ¢ y 0 <|z| <c¢ luego || < c y 0 < ¢ con tal de

lz] <c y 0<c 6 O0=cporende|r]<cy0<c 6 |x|] <cy0=c asique

lz| <c y 0<ec.
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9. |z +y| < |z|+ |y| Desigualdad Triangular.
Como —lal <o y 2<|e| v <y y y< |yl entonces —|o| <z <] y
—lyl <y < lyl, lwego —[z|-+(=[y]) < a+y < [z[+]y| ast —(|z| + [y]) <z +y < (J=] + [y])
por tanto |z + y| < |z| + |y|.

10. |Jz| = [yl < |z —yl.
Como |yl =|y+0]=|(y — )+ x| <[y — x|+ [z] entonces |y| < |y — x| + |z| dado
que —ly — x| < |z| = |y, luego —|x —y| < || —[yl.

Como |z = |z + 0| = [(z —y) +y| < [z —y[+ |y| de manera que |z < |z —y|+|y]
ast que |v| — |y| < |z —y|. Se tiene que —|z —y| < |z| —|y| ¥ |z| = |y| < |z -y
entonces —|v — y| < || = Iyl < |z — y| por ende. ||| lyl| < |z — .

11 |z —y| < fa]+ |y[.
Como |r — y| entonces |z + (—y)| de modo que |z + (—y)| < |z| + | — y| as?
|z =yl < |z + [y].

12. |2?| = 2?

Como z €R y0<2? entonces || = a2,

EJERCICIOS 3.1.
(1) Pruebe que, para todo x € R, se cumple
i) le—1]+]z—-2]>1
i) v — 1+ ]z —2|+|z—3|>2

DEMOSTRACION. .
i) |le—1]+]z—2| > 1.

En efecto, como x € R y considerando

, entonces x tiene las
siguientes opciones:
a)r <1 b)l<z<2 c¢)x>2

Para a) = < 1.

Como z <1 entonces =+ (—1) <1+ (—1) por tanto x — 1 < 0. Por otro lado,
x <1, luego x4+ (—2) <14 (—2)dadoque x —2< -1 <0 poresoz—2<0se
tiene que [z —1|+|z—2| = —(z—1)+(—(z—2)) = —22+3 > 1 pues, como z < 1
entonces (—2)-z > (—2)-1 por consiguiente —2z > —2 tanto que —2xr+3 > —2+3
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puesto que —2z +3 > 1, luego |z — 1| + |z — 2| > 1.

Parab) 1 <z < 2.

Como 1 <z <2entonces 1 <z y z <2deahiquel+ (-1) <z+(-1) y
r+(=2) <24 (=2)porendex —1 >0y z—2<0,luego |z — 1|+ |z —2| =
r—14+(—(x—2)) = 1, es decir que |z—1|+|z—2| = 1 tanto que |z —1|+|z—2| =1
6 fdedonde [z —1|+]z—2|=1 6 |[z—=1|+|z—2|>1asi|z—1]+|z—2] > 1.

Para c¢) z > 2.

Como z > 2 entonces z —1 > 2 —1 en consecuencia z —1 > 1 > 0 se tiene
z—1>0.

Por otro lado, como > 2 por ende =z — 2 > 2 — 2 tanto como x — 2 > 0 se tiene
que |z — 1|+ |z —2|= x—1+2x—2= 20 —3 > 1. Pues, como a > 2 entonces
2-x>2-2deaqui 2z >4 porloque 2r —3>4—3asi 20 —3> 1.

Por lo tanto de a), b) y ¢) se concluye que para todo z € R, se cumple que
e — 1|+ ]z —2] > 1.

it) |v— 1]+ v — 2| + |x — 3| > 2.

. z :
En efecto, como = € R y considerando ' ' ' , entonces  tiene

las siguientes opciones:

a)r <1 b)l<z<2 c)2<z<3 d)z >3

Para a) = < 1.

Como z < 1 entonces =+ (—1) < 1+ (—1) en consecuencia = — 1 < 0 por lo
que z—1+4(=1) <0+ (—1) se tiene z —2 < —1 < 0 conque z —2 < 0 con tal
de -2+ (—-1) <0+ (=1) porende z—3 < —1 <0, luego z —3 < 0 se tie-
ne que |z —1|+|z—=2|+|z—3] = (—(z—1))+(—(z—2))+(—(2—3)) = —32+6 > 2.

Pues, como x < 1 entonces (—3) -2z > (—3) -1 por consiguiente —3z > —3

de donde —3x 4+ 6 > —2 + 6 tanto como —3x+6 >3 > 2 asi que —3x + 6 > 2.

Por lo tanto |x — 1| 4+ | — 2| 4+ |z — 3| > 2 entonces |v — 1|+ |z — 2|+ |z — 3| > 2
6 |lr—1|+ |z —2|+ |r — 3| =1setiene |z — 1|+ |z —2|+ |z — 3| > 2.
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Para b) 1 <z < 2.

Como 1<z <2entonces 1<z y x<2y x<2contalde 14+(—1) <zx+(-1)
y 2+ (-2)<24+(-2) y 2+ (-3) <2+ (-3)porende —1>0 y 2—-2<0
y x—3<—-1<0puestoque z—1>0y z—-2<0y z—-3<0.

Luego |[z—1|+|z—2|+|z—3| = z—1+(—(2—2))+(—(z—3)) = z—1—z+2—ax+3 =
—x+4>2 Pues,como 1l <x<2luego 1 <z y x <2 poresarazon r < 2 de

manera que —z > —2 por lo que sigue —z 44 > 2.

Por lo tanto |x—1|+|x—2|+|x—3| > 2 en consecuencia |x—1|+|x—2|+|x—3| > 2
6 |r—1]+ |z —2|+ |z — 3] de donde |z — 1|+ |z — 2|+ | — 3| > 2.

Para c¢) 2 <z < 3.

Como 2<x<3entonces 2<z y x<3y 2<zxporende 2+ (-2) <x+(-2)
v 4+ (=3) <34+(-3) y 2+ (-1) <x+ (-1) tanto como 0 <z —2 y
r—3<0y0<l1<zx—1lpuestoque 0<xr—2y x—3<0y 0<x—1.Luego
lz—1|+|z—2|+|z—3| = (z—1)+(2—2)+(—(z—3)) = z—1+2x—2—2+3 = = > 2.

Para d) © > 2.

Como x > 3 entonces x —1 > 2 —1 poresarazéin =z —1 > 2 > 0 dado que
xr—1 > 0setiene z—1+(—=1) > 0+ (—=1) > 0 puesto que =z —2 > 0
tanto como x — 2+ (—=1) > 0+ (—=1) > 0 de donde = — 3 > 0 se tiene que
e -1+ |z -2+ |z -3]=2—-1+2—-24+2—-3= 32—-6>2.

Pues, como x > 3 debido que 3-x > 3 -3 por ende 3x > 9 de modo que
3r—6>9—06asl 3r —6>3>2deahi que 3z —6 > 2.

Por lo tanto | — 1| + |z — 2| + |x — 3] > 2 entonces |z — 1|+ |z —2|+ |z — 3| =2
6 F tanto que |z —1|+|z—2|+|x—3]>2 6 |xr— 1|+ |z —2|+ |z — 3| =1 pues
|z — 1|+ |z — 2|+ |z — 3] > 2.

Luego de a), b), ¢) y d) se concluye que para todo z € R, se cumple que

e — 1|+ |z —2|+ ]z —3] >2. O

r+y

(2) Sean x,y nimeros reales positivos, pruebe que \/T -y < —
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DEMOSTRACION. Como x,y € RT C R entonces (x —y) € R por consiguiente
(x —y)? > 0 se tiene (x —y)(z —y) > 0 dado que z* — 22y + 3> > 0 por
eso 2% — 22y + y* + 4y > 0+ 4xy tanto como 2 + 2zy + y? > 4ay por esta

razén (z + y)? > 4xy por lo que sigue +/(z + y)? > /4wy una vez que |z + y| >
Vaxy asi x +y > 2,/xy a fin de que x;—yz,/xy. O

OBSERVACION 1.18.
i) Como v/4 = 2, entonces 2 = ¢/(—2)% = —2, por tanto 2 = —2 (—¢) ;por que?. Lo

que pasa, es que, es un error cancelar el exponente del radicando con el indice de la

raiz, lo correcto es 2 = \/(=2)2 = | = 2| = —(-2) = 2.

i1) En el ejercicio anterior (Ejer. 2.) dice que la Media Geométrica es menor o
igual a la Media Aritmética para dos datos, una generalizacién del (Ejer. 2.),
seria que la Media Armonica es menor o igual a la Media Geométrica que es menor
o igual a la Media Aritmética, es decir M; < M, < M,, donde

n

T
n i=1
My = ———, Myg:=3/x1 -T2 ... Ty, Yy M,:=
1 n
2z
=1
2. Sixz,y € Rt entonces 2\/r -y < x+y.
1
, 5 _T+yY .
DEMOSTRACION. Como M, < M, entonces (x - y)2 < 5 en consecuencia
VToy < ‘ ;— Y. 0

n+1
n

4. ¥Yn € N, se cumple que n! < ( )"
DEMOSTRACION. .

1
5§1‘1+$2+1‘3+...—|—l‘n'

Como M, < M, entonces (z1,%2,s3,...Tn) .

1
— 14+424+3+4+...4+n
n <

Sea, ¥r1 =1,29 =2,-+- ,x, = nentonces (1-2-3-...-n)
1 nn+1) 1
por ende (nh)n < — 2 dado que (nhn <(
n

n

1 1
nt ) se tiene n!ﬁ(n+

. O

b
5. Sia,b € RY, entonces % +->2.
a
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DEMOSTRACION. Como a,b € R, entonces a?,b* € RT y como M, < M,, luego

1
(a®- b2)§ < a23b2 entonces ((a - b)2)§ < az;bQ asi |a-b| < @ +b por tanto,
(2a‘b§a2+62)-idedonde 2a~bL§ (aQ—i—bQ)L pues, 2 < a_2+b_2
a-b a-b a-b a-b a-b
de manera que 2 < %4— g. O

1 1
6. Sean a,b € R™ y a+ b= 2. Demostrar que (— + 7 + 2) > 16.
a

DEMOSTRACION. Como a,b € R* con a +b = 2 y por la (Obs. pat. ii)

2 b 2
se tiene que M, < M,, luego T 1 < a;L entonces T 1 < 5 de ahi que
__|__ — —
a b a
2 1 1 2 1 1 1 1
— <1,luego |-+ -——<1-(-+4+ + ) tanto que 2 < —+ — por ende
1 1 a b 11 a b a b
a b a b

11 11 , (1 1 ?
24+2< —+4+-+2demaneraque 4 < —+—-+2portanto, 4 < [ -+ -+2] se
a b a b a b

, 1 1 2
tiene (—+-+2] >16. O]
a b
4. Axioma de densidad o continuidad

Si X, Y son subconjuntos no vacios de los niimeros reales (R), tales que Vx € X y Vy € Y

se tiene que = < y, entonces existe ¢ € R tale que x < ¢ < y.

5. La propiedad de completidad de R

DEFINICION 1.19. (Acotado superiormente e inferiormente). Sea A un subconjunto

no vacio de los reales (R),

i) Se dice que s € R es cota superior de A si, y s6lo si Va € A, a < s.

i1) Se dice que i € R, es cota inferior para A si, y sélo si Va € A, i < a.

OBSERVACION 1.20.

i) Siun conjunto de R tiene cota superior, entonces se le dice acotado superiormente.
i1) Si un conjunto de R tiene cota inferior, entonces se le dice acotado inferiormente.

i4i) Siun conjunto de R es acotado superior e inferiormente, entonces se le dice acotado.

EijEMmpPLO 1.21.

(1) El conjunto RT C R es acotado inferiormente por 0 € R y el conjunto R~ C R es

acotado superiormente por 0 € R.
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(2) Sean A = [1,5] y B = [1,5), entonces la cota superior para estos conjuntos es
5 € R y eso no quiere decir que sea la Uinica cota superior, pues 5, 6,... son cotas
superiores para los conjuntos A y B.

(3) Sean A = [3,9) y B = [3,+00), entonces la cota inferior para estos conjuntos es
3 € R y eso no quiere decir que sea la unica cota inferior, pues ..., 2, 3 son cotas

inferiores para los conjuntos A y B.

DEFINICION 1.22. (Minimo) Sea A un subconjunto no vacio de los nimeros Ry m € A,

se dice que m es el minimo de A, si Va € A, m < a.

DEFINICION 1.23. (Méximo) Sea A un subconjunto no vacio de los ntimeros Ry M € A,

se dice que m es el maximo de A, si Va € A, a < M.

PROPOSICION 1.24. Si A es un subconjunto no vacio y acotado de los R, entonces existe
un c € Rt tal que Ya € A, |a|] < c.

DEMOSTRACION. Como A C R, A acotado, entonces por la Obs. , A es acotado
superior e inferiormente y por la Def. ds,i € Rtal que Va € A, 1 <aya < s entonces
ac€ A, —|i|<i<aya<s<]|s|delamanera a € A, —|i| <a < |[s|. Luego, existe k € RT
tal que k:=méx{|i|, |s|} de ahi que |i| < ky |s| < kporeso —k < —|i| y |s| < k de modo
que paratodoa € A, —k < —|i] <a <|s| <k tanto como para todo a € A, —k <a <k
puesto que para todo a € A, |a| < k. O

DEFINICION 1.25. (Minima cota superior). Sea A un subconjunto no vacio de los

nimeros R y s € R, se dice que s es la minima cota superior para A si, y sélo si cumple

i) s es cota superior para A.

i1) Si h es cota superior para A, entonces s es menor o igual a h.

OBSERVACION 1.26. (Interpretacién matematica de la Def. [1.25])
Sea ACR, A# ¢y s eR. Se dice que s es la minima cota superior para A si, y sélo si

i) Va € A, a<s.
i1) siVa € A, a < h entonces s < h.

PROPOSICION 1.27. Si un subconjunto A de los R diferente de vacio tiene minima cota

superior, entonces es unica.
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DEMOSTRACION. sean s;,S, € R minimas cotas superiores para A, entonces s; y S
satisfacen la Def. [1.25] es decir
0 i) Ya€ A a<s
i) siVa € A, a<sy entonces s; < Sy
2) i) Ya€ A, a< sy
i) siVa€ A, a<s; entonces sy < sy

de 1) y 2) se tiene que s; < s5 v Sy < 57 de la manera s; = s, por lo tanto, la minima

cota superior es unica. [

NOTACION 1.1. Notaremos la minima cota superior de un subconjunto A no vacio de los

R, como sup(A) (Supremo de A).

DEFINICION 1.28. (Méxima cota inferior). Sea A un subconjunto no vacfo de los

numeros R y ¢ € R, se dice que 7 es la maxima cota inferior para A si, y sélo si cumple

i) i es cota inferior para A.

i1) Si w es cota inferior para A, entonces i es mayor o igual a w.

OBSERVACION 1.29. (Interpretacién matematica de la Def. )
Sea A CR, A+# ¢y ieR. Sedice que ¢ es la maxima cota inferior para A si, y sélo si

i)Va€ A, i<a.

i1) siVa € A, w < a entonces w < i.

PROPOSICION 1.30. Si un subconjunto A de los R diferente de vacio tiene mdzima cota

inferior, entonces es unica.

DEMOSTRACION. sean 1,1, € R méaximas cotas inferiores para A, entonces i; y iy satis-

facen la Def. es decir
0 i) Ya€e A, i1 <a
i) siVa € A, is < a entonces iy < i
2) Z) Va € A, 12 < a

i) siVa € A, iy <a entonces iy < iy

de 1) y 2) se tiene que is < i1 y i3 < iy asi que i3 = i, por lo tanto, la méxima cota

inferior es tinica. 0J

NOTACION 1.2. Notaremos la mdxima cota inferior de un subconjunto A no vacio de los
R, como inf(A) (Infimo de A).



5. LA PROPIEDAD DE COMPLETIDAD DE R 26

TEOREMA 5.1. (Existencia de supremo y de infimo).

i) Todo subconjunto A no vacio y acotado superiormente de los nimeros R, admite un
supremo.
i) Todo subconjunto A no vacio y acotado inferiormente de los nimeros R, admite un

infimo.

DEMOSTRACION.
i) Sea A C R, A # ¢ y A acotado superiormente, es decir existe h € R tal que
Va € A, a < h. Consideremos el conjunto S := {s € R/ s es cota superior de A}.

A#g S

[lustracion A+ /%

Es claro que h € S, asi S # ¢, luego A, S CR, A# ¢ y S # ¢, ademas Va € A,
Vs € S, a < s, entonces por el Ax.D. [4] existe ¢ € R tal que a < ¢ < s.

iAfirmacién! ¢ = sup(A). En efecto,
i') Como Va € A, a < ¢, entonces ¢ es cota superior para A.
i7") Ademds, si [ es cota superior para A, entonces | € S, por consiguiente ¢ < [.

Asi ¢ es la menor cota superior de A, por lo tanto ¢ = sup(A).

i1) Sea W C R, W # ¢ y W acotado inferiormente, es decir existe r € R tal que Yw €
W, r < w. Consideremos el conjunto 7' := {t € R tal que t es cota inferior de W}.

T W#¢
~ /
7

Tlustraciéon

Es claro que r € T, asi T' # ¢, luego W, T C R, W #£ ¢ y T # ¢, ademas Yw € W,
Vt €T, t < w, entonces por el Ax.D. 4|existe 2 € R tal que t <i < w.

jAfirmacién! i = inf(1W). En efecto,
i") Como Yw € W, i < w, entonces i es cota inferior para W.
i7") Ademsds, si j es cota inferior para W, entonces j € T', por consiguiente j < i.
Asi i es la mayor cota inferior de W, por lo tanto i = inf(W).
OJ

TEOREMA 5.2. (Aproximacién al supremo). Sea A un subconjunto no vacio de nime-
ros reales acotado superiormente. Probar que dado x € A, x < sup(A), entonces existe un

a € A tal que x < a < sup(A).
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EJjEmpro 1.31.

1 < i §sup¢(A)
1 A=13,5 / / 5
(1) sea [3,5) L EEeA ALy

i < ¢ <sup(A4)
(2) sea A = [3, 5] A

3 4 5

I < a < sup(A)

(3) Sea A = (—o0,3]U{5} # f]% :

DEMOSTRACION. (Via reduccién al absurdo).
Razonemos por el absurdo. Dado z € A, z < sup(A) y supongamos que para todo a € A,

xr > a > sup(A), entonces dado x € A, x <sup(A4) y x > sup(A), lo cual es falso. O

TEOREMA 5.3. (Aproximacién al infimo). Sea A un subconjunto no vacio de nimeros
reales acotado superiormente. Probar que dado x € A, inf(A) < z, entonces eziste un a € A

tal que Inf(A) <a < z.

EJEMPLO 1.32. inf(A) <
(1) sea A = (3,5] g #

a x

1
(2) sea A =[3,5] )}/ # /ljf
3 4 )

(3) Sea A ={3}UI5,+0)

DEMOSTRACION. (Via reduccién al absurdo).
Razonemos por el absurdo. Dado =z € A, inf(A) < z y supongamos que para todo a € A,

r < a < inf(A), entonces dado z € A, = > inf(A) y = < inf(A), lo cual es falso. O

6. Sucesiones
DEFINICION 1.33. Una funcién x - N s R recibe el nombre de sucesion.
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OBSERVACION 1.34.
i) La imagen x(n) € R la notaremos como x,,.
i1) El conjunto {x(1),x(2),...,z(n),...} o {x1,z2,...,x,,...} recibe el nombre de con-

junto de iméagenes o sucesion el cual notaremos como {2, }nen.

DEFINICION 1.35. Una sucesion {z, },en se dice acotada superiormente, si el conjunto

de imdgenes {1, xs,...,Z,,...} es acotado superiormente. e.e. 3s € R/z,, < sVn € N.

DEFINICION 1.36. Una sucesién {z, },en se dice acotada inferiormente, si el conjunto de

imagenes {x1, 23, ...,Z,,...} es acotado inferiormente. e.e. 3i € R/i < x, Vn € N.

DEFINICION 1.37. Una sucesion {x, }nen se dice acotada, si el conjunto de imdgenes

{z1,29,...,2p, ...} es acotado. e.e. Is,1 e R/i <z, < sVn e N.

PROPOSICION 1.38. La sucesion {x, }nen €s acotada si y sélo si b € RT tal que |x,| <
h ¥n € N.

DEMOSTRACION. Hay que probar dos cosas

i) Si la sucesién {z, },en es acotada, entonces existe h € RT tal que |z,| < hVn € N.

i1) si 3h € RY tal que |z,| < h Vn € N, entonces la sucesion {z, },en es acotada.

En efecto, como la sucesion {x,},en es acotada, entonces por la Def. [1.37] se tiene que
Jds,i € R tal que i < x, < sVn € N. Sea h € R* tal que h := max{|i|,|s|} entonces,

(1) como s < |s| y |s|h entonces x,, < h Vn € N.

(2) como h > |i|, entonces —h < —|i| <, asi —h < z,, Vn € N.
Luego de 1., 2. y Teorema del valor absoluto. 8. se concluye que existe h € R* tal que
|z,| < h para todo n € N. Por otro lado, como existe h € R tal que |z,| < h para
todo n € N, entonces por el Teorema del valor absoluto. se tiene que existe h € R™ tal que
—h <z, < h para todon € N, luego por la Definicién de sucesion acotada. se concluye que

la sucesion {z, }nen es acotada. O

DEFINICION 1.39. Sea {2, }n,en una sucesion de niimeros reales. Diremos que {Z, }nen

converge a un = € R si y sdlo si Ve > 0,3k € N tal que n > k entonces |z, — x| < ¢, lo cual

3 n—oo
notaremos como lim z, =x o x,, — .
n—oo

EJERCICIOS 6.1.

1
(1) La sucesion {—} tiene como limite 0.
") nen

1
Sea € > 0 dado, tomemos € = — € R", luego por la Propiedad de Arquimedes.
€
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1
Existe k € N tal que € < k, entonces existe k € N tal que — < e. Sean > k,

k
1 1 1 1 . .
——0l=|- :_§E<€' Por consiguiente si n > k por
n

1
entonces — < —, luego
n n n

k

lo que |— — O‘ <€, por lo tanto lim = 0.
n n—o0
.2
?) 5 =0

2
Sea € > 0 dado, tomemos € = — € R*, luego por la Propiedad de Arquimedes.
€

2
Existe k € N tal que € < k, entonces existe k € N tal que — < €. Sea n > k,

2 2 2 2 2 2 L .
entonces — < —, luego |— — 0| = = < T < €. Por consiguiente si n > k
n

k n

n

n
2
conque |— — O‘ < €, por lo tanto lim — = 0.
n

n—oo 1

3) 1m L

n—0o0 n

1.

1
Sea € > 0 dado, tomemos € = — € R", luego por la Propiedad de Arquimedes.
€

1
Existe k € N tal que € < k, entonces existe k € N tal que z < €. Sin >k, entonces

1 1 1 1 1 1

0 < — < =, luego nt -1l =|-4+1—-1| = |=| = = < = < €. Por lo tanto
k n n n k
1

Jfm 22

n—o0 n

(4) lim Smn:O.
n—o00 n

1
Sea € > 0 dado, tomemos € = — € R", luego por la Propiedad de Arquimedes.
€

1 1
Existe k € N tal que € < k, entonces existe k € N tal que z <ey —e< 7 Si

1 1 1 1
n > k, implica que 0 < — < T 7 < ——, pero como —1 < sinn < 1Vn € N,
n n
1 1 sinn 1 1 o mnn
entonces —e < —— < —— < < — < = < €, por consiguiente — 0] <e.
k n n n -k
sinn

Por lo tanto lim = 0.

n—oo N

OBSERVACION 1.40. Si una sucesion {x,, }neny de niimeros reales tiene limite, entonces se
dice que converge, en caso tal de que no tenga limite, se dice que la sucesion {z,},en €s

divergente.

Por ejemplo, consideremos la sucesién {n},cy la cual es divergente, pues si fuera lo contrario,

para todo € > 0, existe k € N tal que si n > k entonces |n — x| < € de modo que
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—e+x <n < e+x para algin x € R, es decir que €+ x es una cota superior para el conjunto

de todos los n € N tal que n > k, lo cual es falso por Propiedad de Arquimedes.

TEOREMA 6.1. Si una sucesion {x,}nen de nimeros reales converge, entonces el limite

es unico.

DEMOSTRACION. (Unicidad)
Supongamos que la sucesion {z,, },en converge a ly y lo, es decir que hm Tpn=1U0LYy hm Ty = lo,
luego por la Def. [I.39] se tiene que para todo € > 0, existe ki, k2 6 N tal que sz s > k1 en-
tonces |xs — 1| < € y sit > ky por esta razén |x, — l3| < €, Luego existe k € N tal que
k= max{ky, ko}.

Si n > kentonces n>k>ky y n>k>ky4n consecuencia |z, — 1| <€y |x,—1l| <e

de tal manera |x, —li|+ |z, — 2] < 2ese tiene |(z,—11)+ (x,—12)| < |z, — |+ |2, — o] < 2€

Ii +1 Ii +1
porloque2xn—<1;2)’<2edadoque xn—<1;2>’<e
Iy +1 I +1
Asi, por la Def. [1.39, se tiene que lim x, = ! ;L 2, entonces [ = 1 2 por consiguiente
n—oo

[1 = ly, or lo tanto si una sucesién {z, }nen de nimeros reales converge, entonces el limite es

anico. O

TEOREMA 6.2. Sea {Z,}nen Y {Un}nen son sucesiones convergentes de nimeros reales

tales que lim x, =z y lim y, =y, ademdas si x, <y, para todo n € N, entonces x < y.
n—oo n—o0

DEMOSTRACION. Como Vn € N, z,, < v, entonces 0 < y,, — ,, Vn € N. Sea ¢ > 0 dado,
€
tomemos €* = 5> 0, luego existe k1, ky € N tal que si i > ky de ahi que |z; —z| < €y

si j > ko por consiguiente |y; —y| < €*.

Ademas existe k € N tal que k := max{ki, ko} y si n > k tanto como n > k; y n > ks
puesto que |z, — x| < €y |y, —y| < € de donde |xr — | + |y, — y| < 2€* :2§ =ecde
manera que |(z = 2p) + (Yo —Y)| < [(2 = z0)[ + |yn — y| < € pues, |(yn —xn) + (x —y)| <e
por lo que sigue —e — (z —y) <y, —z, < €— (z—y), luego 0 <y, —x, < e—(r—y) con
talde 0 <y—x+eporeso r<y+e€afindeque z<y. 0

COROLARIO 1.3. Sea {z,}nen una sucesién convergente de ntmeros reales y si z,, > 0

para todo n € N, entonces lim x, > 0.
n—oo

DEMOSTRACION. ( Via reduccién al absurdo)

Como {z, }nen s una sucesién convergente, entonces supongamos que converge a un x € R



6. SUCESIONES 31

tal que x < 0, es decir que lim z, = x < 0. Sea ¢ > 0 dado, tomemos €¢* = —zx > 0, luego
n—oo

existe k € N tal que si n > k entonces |z, —z| < € = —x con tal de 2z < z, < 0, luego

rn, <0y x, >0 para todon € N por tanto es una falsedad. [

TEOREMA 6.3. Toda sucesion convergente de numeros reales es acotada.

DEMOSTRACION. Sea {Z, },en una sucesién que converge a un z € R, por consiguien-
te para todo € > 0 dado, tomemos €* = 1 > 0, existe £ € N tal que si n > k entonces

|z, —2z| <€ =1poreso —1+z <z, <l+z paratodon € N.

Como en el intervalo [x — 1,z + 1] estdn todos los términos (n > k) de la sucesién sal-

vo un numero finito (n < k), es decir el conjunto de imagenes {z1, xs, ..., Tx_1}, luego existe
s,1 € R tal que s := méx{xy,zs,..., 51,1 + 2} y i := min{zy,z9,..., 251,20 — 1} , asi
i < x, < s paratodon € N, por lo tanto la sucesién {z,},en es acotada. [

TEOREMA DE COMPRENSION 6.1. Sean {2, }nen, {Untnen ¥ {zntnen sucesiones conver-
gentes de numeros reales tales que x, < y, < z, para todon € N y si el lim z, = lim z, =,

n—oo n—oo

entonces lim vy, = [.
n—oo

DEMOSTRACION. Sean {Z, }nen, {¥n}nen ¥ {20 bnen sucesiones convergentes de nimeros
reales tales que lim x,, = lim z, = [ y existe el lim z,, ademas z,, < y, < z, para todo
n—oo n—oo n—oo

n € N, entonces z, <y, v ¥y, < 2, para todo n € N, luego en virtud del Teor. [6.2| se tiene

que [ < lim z, y lim z, <, por lo tanto lim y, = [. O
n—oo n—oo n—oo

PROPOSICION 1.41. Si{,}nen €S una sucesidn de nimeros reales que converge a x € R,

entonces la sucesion {|T,|}nen converge a |x|.

DEMOSTRACION. Como z,, —= x, entonces por la Def. se tiene que para todo ¢ > 0
dado, existe un k € N tal que si n > k, entonces |x,, — x| < €, luego por el Teorema del valor

absoluto, implica que ||z,| — |z|| < €, por lo tanto |z,| "= |z|. O

OBSERVACION 1.42. Miremos que el reciproco de la prop. no es cierto, es decir
que si |z, =3 |z| -4 2, =3 x, pues consideremos la sucesion {(—1)"}nen v a pesar de
n—oo

[(=1)"] — 1], la sucesién {(—1)"},en no es convergente, pues ella oscila entre —1 y 1. Por
lo tanto segun la Def. [1.39 no tiene limite.

LEMA 1.43. Si {x, }nen converge a x y x # 0, entonces existe un nimero real positivo M

y un entero positivo k tales que si n >k, entonces |x,| > M.
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||

DEMOSTRACION. Puesto que z # 0, tomemos € = — > 0y como {z,},en €s una

sucesién convergente, entonces por la Def 1.39, se tiene que existe k € N tal que sin > k,

entonces |z, — x| < € = —, por tanto —— < —|x,, — x|.

Sea M := %, luego |z,| = |z, — x + 2| < |2, — 2| + |2| entonces 0 < |z,| < |z, — 2| + |z]
de modo que —|z, —z|+0 < |z,| — |z, — 2| < |z,| de donde —|z, — x| < |z,| tanto
como |x| — |z, — x| < |z| + |z,| con tal de |x| — |z, — 2| < |z,| < |z| + |z,| por ende
|z| — |z, — 2| < |z,| de ahi que |z —% < |z| = |z, — 2| < |x,| se tiene M = % <z, O

Consideremos la siguiente variacién del Lema [I.43]la cual esta expresada en el siguiente

corolario.

COROLARIO 1.4. Si {x, },en converge a x # 0y x,, # 0 para todo n € N, entonces existe

un numero real positivo M tal que |z, | > M para todo n € N.

||

DEMOSTRACION. Puesto que x # 0, entonces tomemos €* = - > 0, luego existe M €

2]

R* tal que M := —— y como {z, },en converge a x # 0, entonces por la Proposicion. |1.41

se tiene que {|z,|}nen converge a |z| > 0 con z, # 0 para todo n, luego por la Definicién.

|| , H

1.39| existe k € N tal que si n > k entonces {|mn| — |m|{ <€ = 5 bor esa razon < |z,

’xn’< ||pues ’|<\n\ 6 f de tal manera || %

< |z,| 6 = |x,| por tanto

TEOREMA 6.4. Sean {Tp}nen, {Unlnen sucesiones convergentes de niumeros reales y

a € R, entonces se cumplen:

)

i) lim (a-z,) =a- lim z,.
n—oo n—oo

iii) lim (x, £ y,) = lim z, + lim y,.

i) lim (2, - y,) = <11'm xn> . <h’m yn)
n n—00 n—00

, 1 1 )

v) lim [ — ) = [ = s donde lim y, #0 y y, #0Vn € N.

n—oo \ Yp lim y, n—00
n—oo

" lim z,
vi) lim (—n> = (2= ), donde lim y, #0 y y, # 0 Vn € N.
n—o0

lim y,
n—oo

DEMOSTRACION. Sean z,y,a € R tales que z, — 2, yn — y v « una constante. Sea
e > 0 dado.
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Para i) Ejercicio para el lector.

Para la ii)
Como « € R, entonces « =0 6 « # 0. Para o = 0, entonces lim (- x,) = lim (0 - z,,) =
n—oo n—oo
lim (0) =0 = 0-z = o lim (z,,), por otro lado, como a # 0, entonces tomemos €* = —¢ > 0,
n—00 n—00 ‘a‘
luego existe k € N tal que si n > k implica que |z, — z| < € = ﬂe por consiguiente
o

|z, — ax| < €, por lo tanto, nlg&(oz “Tp) =0T = 71151010 Ty

Para la ii7)

Tomemos € = > 0, luego existe ki, ks € N tal que si i > k; entonces |z; — x| < €* y
si j > kg se tiene |y; —y| < €y como existe K € N tal que k := max{ky, k2}, luego si
n >k con tal de n > k; y n > ky de donde |z, — z| < € y |y, — y| < €*, por consiguiente
(2 + ) — (x+9)| < |z — x| + |yn — y| < 2¢* = 2% = e. Puesto que se tomo un € > 0
arbitrario y en virtud de la Def. . se concluye que {x,, + Y, }nen converge a x +y, es decir

que lim (z, +y,) = +y = lim z, + lim y,.
n—00 n—00 n—00

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que lim (x,, — y,,) = lim z, — lim y,. O
n—00 n—00 n—00

OBSERVACION 1.44. Hay que tener cuidado a la hora de distribuir el limite en una suma

o resta si no se esta completamente seguro de que dichos limites existan, es decir que las

sucesiones converjan, por ejemplo lim (0) = lim ((—1)" — (—1)") = lim (—1)" — lim (—1)",
n—oo n—oo n n—oo

en donde el segundo paso de la igualdad no se puede hacer ya que la sucesion {(—1)"},en

no es Convergente .

Para la iv)
n—oo ’ . .
Como z, — = con a € R, entonces a = 0 6 a # 0. Consideremos primero es caso

en que a = 0, luego como {y,}nen €s una sucesién convergente, entonces por la Prop.

€
1.38] existe h € R* tal que |y,| < h para todo n € N, tomemos €¢* = 7 > 0, lue-

€
go existe k € N tal que si n > k implica que |z, — 0| < € = 7 por consiguiente
€
|zn -y — 0] < h-— = ¢, por lo tanto lim (x, -y,) = 0=0-b = <lim :L‘n> . <h’m yn>
h n—00 | nTOO n—oc0
Por otro lado, como a # 0, entonces tomemos €* = o€ >0y e = m& > (), por consi-
a

guiente existe ki, ks € N tales que si ¢ > k; implica que |r; — x| < €" y si j > ko implica
que |y; —y| < €*. Ademads existe k € N tal que k := max{ki, k2}, por tanto si n > k,

implica que n > ki 'y n > ko, entonces |z, — x| < o€ ¥ lyn — y| < me. Luego,
a
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=€

1
2[a[

|Tn Y — 2y = yn(@n —2) + 2 (Yo — Y)| < |Unl|zn — 2|+ |2||yn —y| < h- 6+|a|

por lo tanto lim (z, - y,) =z -y = <lim xn> . <lim yn>.
n—oo n—oQ n—oo
para la v)
Como la sucesién {y, }nen converge a y # 0y y, # 0 ¥n € N, entonces por el Corol.
1

Existe M € R* tal que |y,| > M para todo n € N, entonces para todo

<
yllyn| — lyIM
n € N. Tomemos €* = M|yle > 0, por consiguiente existe k € N tal que si n > k implica que

1 1

Yn Yy YYn

lyn — y| < € = M]|ble, Luego

i ( 1 ) 1 1
lim| — ) =—-=— :
—00 \ Yn Y lim y,

n—o0

1
[y —yn| < W - M|yle = €, por lo tanto,

Para la vi)

) Ty, . 1 , , 1 , , 1
lm ([ — )= lim (x,-— | = <hm :rn> | lim — | = (hm xn> - lim — =
n—oo \ Y, n—00 Yn n—00 n—00 1Yy, n—00 n—oo lim v,

n—oo
lim =z,
n—0o0
lim y,
n—oo

Se deja como ejercicio para el lector demostrar la vi utilizando la Definicién [1.39]

TEOREMA 6.5. Sean {Z,}nen ¥ {Un}nen secesiones de nimeros reales y sea x € R. Si
para algin C' > 0 y algin m € N se tiene que |z, — x| < C|y,| para todo n € N tal que

n>m y lim (y,) =0, entonces lim (z,) = .
n—00 n—00

. 1 ,
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado, tomemos €* = 56 y como el lim (y,) = 0, entonces por
n—oo

1
la Def. [1.39, existe k& € N tal que si n > k implica que |y, — 0] < €* = ok entonces C|y,| < e.

Luego, si n > k y n > m, implica que |z,, — x| < Cly,|, entonces |z, — z| < Cly,| < € por

tanto |z, — x| <, asi lim (x,) = . O
n—oo

PROPOSICION 1.45. Si b € RT tal que 0 < b < 1, entonces la sucesion {b"},en converge
a 0.

, 1 1 1 1
DEMOSTRACION. Como b= — = = dondea:=-—1ycomo0<b<1
1 1 1+a b
7 1—1—5—1

1 1
entonces 0 < (E — 1) = a, lo que implica que 0 < — ol Por la Desigualdad de Bernoulli
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1 1 1
2. se tiene que (1 + a)” < 1+ na, por tanto 0 < b" = < < —, entonces
(1+a)» = 14+na na

1 1
|b" — 0] < Tl ‘—‘, luego en virtud del Teor. . se concluye que lim (") = 0. O
a n n—+00

TEOREMA 6.6. Sea {z,}nen una sucesion de nimeros reales positivos tal que existe

; Lnt1 : 4 1
lim - =1y Sil <1, entonces la sucesion {x, }nen converge y lim x,, = 0.
n—o00 LTy, n—o00

DEMOSTRACION. Como por el Corol. [I.3] se sigue que [ > 0, luego 0 < [ < 1, por tanto
existe r € Rt tal que 0 < [ < r < 1, entonces 0 < r — 1. Seae =7 —1 > 0 dado y

T, . .
como lim ( +1) = [, entonces por la Def. |1.39| existe k € N tal que si n > k entonces

n—oo ‘IT’L

Tn+41
Tn

— l‘ <e=r—1poreso x,(2l — 1) < Ty <TT,setiene 0 < zpqq < TT,.

Como x,11 < rxy, entoncesr™ txy < 1y

P2y < "l <

Ty < T2py < ToTpg < -+r < r”_kxkﬂ < ee<
0<xpy1 <rx, < < r"‘kxkﬂ <R <<y

Tn—k+1

Por lo tanto, sin > k se obtiene que 0 < Tpi1 < 12, < 120p_1 < 13059 < -+ < Xy, asi

_ T _
0 < Tpypr <" F g Sea C = e luego 0 < 41 < 7" F1rkC entonces 0 <z, < Cr"Hl

para todo n > k. puesto que 0 < r < 1, entonces por la Prop. [1.45] se tiene que lim " = 0,
n—oo

y ademas |z, 1 — 0| < C|r" ™|, por lo tanto, por el teor. . se concluye que lim z, = 0. O
n—oo

TEOREMA 6.7. Si {a,}nen converge a a y a, > 0 para todo n, entonces {\/a, }nen

converge a +/a.

DEMOSTRACION. Como {ay, tnen converge a a y Vn € N, a,, > 0, entonces por el Coro-
lario . se concluye que lim a, = a > 0. Consideremos dos casos i) a = 0 6 ii) a > 0. Sea
n— oo
e > 0 dado.

Para a = 0. Tomemos € = €2 > 0, por consiguiente existe un & € N tal que si n > k
implica que |a, — 0] < €* = €%, entonces 0 < a,, < €2, luego —e < 0 < \/a, < ¢, por tanto
|\/an—0| < €, asi {\/an }nen converge a 0. Por otro lado, para a > 0, entonces \/a > 0y como

0 < a, para todo n € N, entonces 0 < ,/a,, para todo n € N, luego v/a < \/a, + +/a por
1

1
V. + val = Iva

para todo n € N. Tomemos ¢** = y/a - € > 0, luego existe k; € N

tanto
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_lan —a] a-€=c¢
Van vl <& V"
pero note que a, — a = (\/a,)* — (va)* = (a, — va)(y/a, + V/a) ast |\/a, — \/_\ < € para

todo n € N lo que completa la demostracién. O

tal que si n > k; implica que |a, — a|] < €* = y/a - €, luego ‘

EJERCICIOS 6.2.

1
(1) Sia> 0, entonces el lim ( ) = 0.
1+ na

n—o0

DEMOSTRACION. Como 0 < aentonces 0 < na y na < 1+na en consecuencia

1 1
0 < — se tiene 0 < — 0] < |=|-|—| ademas por el Ejer. 6.1
1+na na 1+ na al |[n
1 1
1. se tiene que lim [ — ) = 0 y haciendo C' = ‘— > 0y m =1 en el teor. se
n—oo \ N a
1
1 Ii =0. [
concluye que lim <1 n na)
(2) Sea {—} una sucesion, entonces 1im (—) =0.
2" ) neN n—oo \ 27
n+1
, n on+1 1 1 , 1 1
DEMOSTRACION. Como xle = Qil =3 + o entonces nh_)r{.lo (5 + 2—n> =
1 1 1 1 1 1
nh_)Iglo (5) + 5 nh_>ngo <ﬁ) =3 + 3 0= 3 < 1, luego por el Teor. . se concluye
que lim <£> =0. 0
n—oo \ 21
(3) Demuestre que lim (x,) =0 si y sdlo si hm (|xn])

n—o0

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado. Como z,, — 0, por consiguiente existe k € N
tal que si
n > k implica que |z, — 0| < €, luego por Teorema del valor absoluto se tiene que
||| = 10]] < |@, — 0] < € entonces ||z,| —|0]| < ¢, por lo tanto {|z,|}nen converge
a 0. Por otro lado, como |z,] %0, entonces existe k € N tal que si n > k implica
que ||z, — 0] < €, luego |z, — 0] = |z, = |[zn] — O] < €, asi {2, }nen converge a
0. ]

(4) Demostrar que si x, > 0 para todan € N y si lim z,, = 0, entonces lim (y/x,) = 0.

n—oo n—oo

DEMOSTRACION. Como z,, > 0 para todo n € N, entonces 0 < \/z,, < x,, para

todo n € N, por consiguiente |/, —0| < |z,|, ademés como lim z,, = 0y en virtud
n—oo

del Teorema . con C =1 > 0 se concluye que lim /z, = 0. 0J
n—oo
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(5) demostrar que si lim (z,,) = x y si x > 0, entonces existe un nimero natural M tal
n—oo

que x, > 0 para todo n > M.

DEMOSTRACION. Como z, —3 z y X > 0, luego sea ¢ > 0 dado, tomemos
€* = x > 0, entonces por la definicion de sucesiones convergentes y la Propocién
(propiedad de Arquimedes) existe K € N tal que si n > M implica que |z, — z| <
€" =z, entonces 0 < x,, < 2z, luego por Ejercicio 6, se tiene que 0 < z,, 6 0 = z,,,

por lo tanto 0 > z,,. 0

(6) Sea {a,}nen una sucesion tal que existan nimeros o y N tales que para n > N vy

a, = a. Demostrar que {a,}nen converge a .

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado, entonces —e < 0. Ademés por la Proposicién
(Propiedad de Arquimedes), {a,}nen €s una sucesion tal que existe kN tal que si
n > k implica que a,, = a 'y como —¢ < a,, —a = 0 < €, entonces |a, — a| < €, luego
en virtud de la Definicién de sucesion convergente, se concluye que nh_g)lo an, =a. U

e e :L‘n
(7) Sea {x, }nen una sucesion convergente. ses la sucesion § — convergente?.
7 neN

. . ., X ., .
DEMOSTRACION. Si, la sucesién {—n} es una sucesion convergente, y es mas
n J neN

Q;‘TL n—oo 1 ./
— — 0. En efecto, sea ¢ > 0 dado. Como < — es una sucesion convergente,
neN

n n
’ . . . ’ n—oo
véase Ejercicio 1. ademés x,, — z, luego,

1 1
lfm (ﬁ> — lfm <xn—) - <h’m xn> : (h’m —> —2-0=0
n—oo \ N n—00 n n—o00 n—oo n,

x
Por lo tanto {—n} converge a 0. 0
n J neN

OBSERVACION 1.46. El resultado del Ejercicio 5, se generaliza con el siguiente teore-

ma.

TEOREMA 6.8. Sea {x, }nen una sucesion de nimeros reales que converge a un x € R y

si x # 0, entonces existe M € N tal que x,, # 0 para todo n > M.

DEMOSTRACION. (Via reduccién al absurdo)
Sean € > 0 dado y {x, }n,en una sucesion que converge a un x # 0, entonces x > 06 x <0y
supongamos que existe un k; € N tal que x; = 0 para todo ¢ > k;. consideremos primero el
caso en que x > 0, entonces tomemos €* = x > 0, por consiguiente existe un ky € N tal que si
J > ko entonces |z; — x| < €, luego existe k € N tal que k := max{ky, ko}. Si n > k implica

que n > ki yn > ko, entonces x, =0 y |z, —z| < € = x por consiguiente x, =0 y 0 < z,



6. SUCESIONES 38

lo cual es una contradiccion. Por otro lado, como x < 0, entonces tomemos € = —z > 0,
entonces si n > k implica que n > ky y n > ko, entonces x, =0 y |z, — x| < € = —x por
consiguiente x, =0 y x, <0, lo cual es una contradiccion. O

PROPOSICION 1.47. Supongamos que {an }nen Y {bn}nen son sucesiones tales que {a, tnen

converge a a # 0 y {a,by }nen converge. Pruébese que {b,}nen converge.

DEMOSTRACION. Como por el Teorema , se tiene que existe k € N tal que a, # 0

para todo n > k. Ademas como {a,b, },en converge, entonces supongamos que converge a

ab. Definamos una sucesién {z, ey tal que z, = a,b,, entonces {z,},en converge a ab,
lim z, lim (a,b,)

z. ’. n—oo n—oo . ab ’ a’nbn
luego lim z, = lim (a,b,), entonces — = > , es decir — = lim =
n— o0 n—o0 im a, lim a, a n—oo \  Qy

’ an ’
lim | — | - b,, por lo tanto lim b, = b. O
n—00 \ Gy, n—o00

Demostracién alternativa. Sea ¢ > 0 dado. Como a, — a # 0 y en virtud del Teo-

rema y el corolario [1.4] existe k; € N tal que a; # 0 para todo i > k; y existe M € R*
1

tal que |a;| > M para todo i > kq, lo cual implica que

1
ol < 77 para todo ¢ > ky. Supon-

n—oo s .
gamos que a,b, — x € R, entonces x = 0 6 x # 0. primero trataremos el caso en que x = 0.

Tomemos ¢ = Me > 0, por consiguiente existen ky € N tal que si t > ky implica que
la;by — 0] < €*. Sea k € N tal que k := méax{ky, ko} y si n > k implica que n > ky y n > ko,

1
— -« |apb, — 0] < — - Me = ¢,

entonces — < — vy |a,b, — 0| < €*. Luego, |b, — 0| = 7

lan| = M N |an|

a|M
por lo tanto lim b, = 0. Por otro lado, tomemos €™ = i

consiguiente, existe ks, ky € N tales que si p > ks implica que |a, —a| < €* ysij > ky

M
6>0ye***:?e>0,p0r

implica que |a;b; — x| < €** y como existe k' € N tal que k' := max{ky, ks, ks} y si n > k'

. . 1 1
implica que n > ki, n > ks y n > kg4, entonces ﬁ < U la, —a| < "y |apb, — x| < €.
Qn,

T 1 1

Luego, |b, — —‘ = — - |ab, — x| = la (anby, —x) + 2 (a—ay,)| < — - |anb, — x| +
al  |al |al|an| ||

il o —ay| < i-%e—l—ﬁ-we:e, por lo tanto lim b, = <
la,||al M 2 Mla| 2|z n—00 a

DEFINICION 1.48. (Sucesiones mondtonas.) Sea {a, },en una sucesion de niimeors reales.

i) Se dice que la sucesién {a,},en es creciente (o no decreciente) si satisface las de-

sigualdades a1 < as <---<a, < ap; <---



i)

iii)
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Se dice que la sucesién {a,}nen es decreciente (o no creciente) si satisface las de-
sigualdades a1 > as > -+ > a, > apip > -+

Se dice que la sucesién {a, }nen €s mondtona si es creciente o bien decreciente.

TEOREMA 6.9. (Convergencia mondtona) Una sucesion mondtona de nimeros reales es

convergente si y solo si esta acotada. Ademds

i)

i)

Si {xnnen €s una sucesion creciente y acotada, entonces lim x,, = sup{x, tnen-
n—oo

Si {Yn fnen s una sucesion decreciente y acotada, entonces lim Yn = f{y, bnen-
n o

DEMOSTRACION. La primera implicacién ya se probo véase el Teorema . Por otro

lado, la segunda implicacién es tratada en el inciso i) y i) del teorema. En efecto,

i)

i)

Como {x, }nen s una sucesién creciente y acotada, es decir que el conjunto de imége-
nes {xy,xs,...} C Res acotado, por tanto, en virtud del Teorema de la existencia de
supremo e infimo existe s € R tal que s := sup{z,} para todon € N. Sea ¢ > 0 dado,
entonces s — € < s y en virtud del Teorema de la aproximacion del supremo, existe
ki € Ntal que s —e < xp, <s.S5in > k; entonces s —e < xp, <x, <5< S+e es
decir que —e < x,, —s < ey asi |z, — s| < ¢, por lo tanto, lim z,, = s = sup{z, }nen.
Como {y, }nen €s una sucesién decreciente y acotada, egiiogcir que el conjunto de
imédgenes {y1,¥s,...} C R es acotado, por tanto, en virtud del Teorema de la exis-
tencias del supremo y el infimo existe i € R tal que i := inf{y,,} para todon € N. Sea
e > 0 dado, entonces i < i + € y en virtud del Teorema del aproximacién del infimo,
existe ko € N tal que ¢ <y, < i+4e€. Sin > kg entonces t —e < i <y, <y, < i+E¢,
es decir que —e < y, —i < €y asi |y, —i| < €, por lo tanto, nh_}ralo Yn = 1 = Inf{y, bnen.

OJ

DEFINICION 1.49. Si{zy,%2,...,Zn, . tnen = {Zn}nen €s una sucesion de niimeros reales

y si m es un numero natural dado, entonces la cola—m de {x,},en es la sucesion X, =

{mern}nEN = {xm+17 Tm+2, - - }

Por ejemplo, la cola—3 de la sucesiéon {2n},en = {2,4,6,8,...} es la sucesion X3 =
{xS—‘rn}nEN = {$3+1a T342, L343 - - } = {87 107 12a 147 . }

TEOREMA 6.10. Sea {z,}neny una sucesion de nimeros reales y se m € N, entonces la

cola—m X, = {Zman tnen de {x, bnen converge si, y solamente si {x,}nen converge. En este

caso, lim (X,,) = lim (,1p,) = lim x,,.
n—oo

n—

[e9] n—oo
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EJEMPLOS 6.1. .

(1)

. , 1
Consideremos la sucesion {— de niumeros reales, entonces lim | — | = 0.
neN

\/ﬁ n—00 \/ﬁ
DEMOSTRACION. Vamos a utilizar el Teorema de convergencia monétona

c{l} {111}«1 i6n es decrecient
omo § — =49 —F,—,——,... ¢, ademas la sucesion es decreclente, pues
Ve WTTV2' V3

Tpt1 < x,, entonces x,.1 — x, < 0.

1 1 1
Luego Vol = 0; —— = < 0, de forma general, x,,,1—z, < 0,

2 23432
1 1
- — = - < 0, por tanto {—} es
Vn+1l n vn?+n(y/n++vn+1) VS en

una sucesién mondtona decreciente, ademas es evidente que 0 es una cota inferior

entonces

. ., 1 1 e
para el conjunto de imagenes ¢ 1, —, asi ¢ — es acotada inferior-
\/§ neN

%, - N
mente por 0, es decir que para todon € N 0 < %, basta probar que dado ¢ > 0,
no es una cota inferior. En efecto, dado ¢ > 0, entonces ¢> € R* y en virtud de la
Corolério de la propiedad de Arquimedes existe n € N tal que 0 < % < ¢, lo cual

1 1
implica que 0 < — < ¢, por consiguiente inf (—) = 0 para todo n € N.

N vn
) : . 1 ,
Ademas 1 es una cota superior, por lo tanto la sucesion { — es monotona
\/ﬁ neN
1

decreciente y es acotada, luego en virtud del Teorema |6.9] la sucesion {—}
neN

NZD
. 1 1
converge a un x € R y por el Teorema 6.4}, se tiene que § — - — converge a
\/ﬁ \/ﬁ neN

x-x = 22, entonces 2% = 0, es decir que x = 0. O

1
Sea {Yn fnen la sucesion definida por yy = 1, yp41 = 4_1(2% +3) paran > 1. Demos-

, 3
trar que lim y, = —.
n—o00 2
. 5 11
DEMOSTRACION. Como y; = 1, ys = B R luego y1 <y <ys < ....

Demostraremos que y, < x para todo n € N y para algin x € R fijo. En efecto,
supongamos que paran = 1, y; = 1 < x, paran = 2, y, = 1 < x, como es valido
paran = 1,2,3,..., entonces supongamos que es valido para n = k, y, < x para
algin x € R fijo y miremos si se cumple para n = k + 1, es decir yp1 < x. Lue-

1 1 1 3
g0, Ypt1 = Z<2yk+3) < 1(2564-3) < x. Para que 1(233—1-3) < x debe ser x > 5= 1,5.
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Luego podemos tomar a x = 2, y asi yp41 = i(Zyk +3) < }1(2 243) = Z < 2, por
lo tanto y,, < 2 para todo n € N. Demostraremos ahora que y,, < y,+1 para todo
n € N. Como ya se ha probado la validez paran = 1,2, 3, ..., entonces supongamos
que es valido para n = k y miremos si se cumple paran = k+1, es decir yx11 < Ygio.
En efecto, ypy1 = i(2yk +3) < %(2yk+1 + 3) = Ypyo, entonces yYri1 < Ygio. Por
tanto yr < yrs+1 para todo n € N.

Sea demostrado que la sucesiéon es creciente y acotada superiormente por 2. Puesto

1
que Y11 = —(2y,+3) paratodon € Ny como la cola-1 Y] := {y114 }nen y por el Teo-

4
rema [6.10] se tiene que lim Y; =y = lim y,, entonces y = lim ¥; A lim y, = v,
n—oo n—oo n—oo n—oo

. . . 1 1 ) B
donde = lin () = Jim (r.0) = Ji (00 +9)) = 3 (o) +3] =
1 y 3 . 3 ,
—[2(y) + 3] = = + -, por consiguiente y = =, por lo tanto lim y, = —. O
4 2 4 2 n—00 2

OBSERVACION 1.50. En el paso en el que se puso v, < x para todo n € N, ese

x se coloco por que no se sabia con certeza quien era.

Sea {zp }nen una sucesion de nimeros reales definida por z1 = 1 y z,11 = /22, para

todo n € N. Demuestre que {z,}nen converge y encuentre el limite.

DEMOSTRACION. Calculemos algunos términos de la sucesion {z, bnen, 21 = 1,
paran = 1, 211 = 20 = /221 = V2, paran = 2, 241 = 23 = /22 = V2V2,.. .,
podemos observar que 1 < z; = 1 < 25 = V2 < 23 = V/2v2 < -, es decir
que 1 < 2z, < 2,41 < x para todo n € N y algin = € R fijo. Debemos probar
esto por induccién. En efecto, de hecho, esto es verdadero para n = 1,2,3...,
entonces supongamos que se cumple para n = k, 1 < 2z < zy1 < x, enton-
ces 1 < zpp1 = V22, < V2241 = Zpyo < V2 < x, luego V2z < z de donde
xr =006 x = 2, pero descartamos la posibilidad de que x = 0, pues por hipdtesis

1 < 2 < 241 < 242, entonces 1 < zgyo.

Por lo tanto, 1 > z, < 2,41 < 2 para todo n € N, asi hemos probado que {z, }nen
es una sucesion monotona creciente y acotada, entonces por el Teorema de Conver-
gencia mondtona se concluye que la sucesion {z, },en converge a un z € R. Por
otro lado, como la cola—1 Z; = {z11, }nen, entonces por el Teorema se tiene
que z = nh_)rgo(Zl) = Jirgo(znﬂ) = nh_}n(glo(\/ﬂ) =./2- nh_}rg() 2n = V22 de donde z = 0
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0 z = 2. descartamos la posibilidad de que z = 0, pues la sucesion es creciente, por

lo tanto lim z, = 2. O
n—oo

1
Sea vy > 1 yxpyq :=2—— paran > 2. Demostrar que {x, }nen estd acotada y que
x

n
es monotona. Encontrar el limite.

DEMOSTRACION. Analicemos algunos términos de la sucesién. x; > 1, para

1 1
n =2 Toyg =T3g =2— —,paran =3, Tgy] =Ty =2 — — = 2 — ———,
T2 I3 1
9_
X2
1 1
paran =4, x4y = 5 = 2 — — = 2 — —1 Como podemos observar
Ty 9
1
9_
X2
r1 > T9 > T3 > ..., pues en particular, si tomamos x; < x5 entonces x1 -1 < T1-To,

1
luego 0 < (z;—1)% < x129—22,+1 de donde 0 < (x,—1)* < 2, (2 — —) —211+1 =
T1

T .y,
201 — — — 221+ 1 = 0, lo cual es una contradiccion, por lo tanto, demostraremos
)

que rp41 < x, para todo n € N. De hecho se cumple para n = 1,2,3,..., en-

tonces supongamos que es valido para n = k, es decir que xxy1 < x, entonces

Thyo = 2 — < 2 — — = Xpy1, es decir que xp o < Tri1, por tanto para todo
Tr41 T
n €N, z,41 < x,. Probaremos ahora que {x, },en es acotada. En efecto, como pode-
mos observar, paran = 2, r9y1 = 13 = 2— —, con x5 #* 0, entonces o < 06 x5 > 0.
X2

: . 1 o
Consideremos primero el caso en que z, < 0, entonces — < 0 lo que implica
T2

1 ) 1 L,
que —— > 0, es decir que 2 — — > 2, lo cual es una contradiccion, pues a 2 le
) T2

1
estoy restando una cantidad positiva —— > 0, luego ha de ser zo > 0, lo cual
T

1 1
implica que - < 0, entonces 2 — = xr3 < 2, es decir que x3 < 2. para n = 3,
2 2

1
X311 =14 =2 — —, con x3 # 0, entonces x3 < 0 6 x3 > 0.
T3
. . 1 N
Consideremos primero el caso en que x3 < 0, entonces — < 0 lo que implica
I3

1 . 1 L
que —— > 0, es decir que 2 — — > 2, lo cual es una contradiccion, pues a 2 le
T3 T3

1
estoy restando una cantidad positiva —— > 0, luego ha de ser z3 > 0, lo cual
T3

1 1
implica que o < 0, entonces 2 — - = x4 < 2, es decir que x4 < 2, luego para
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n = 2,3,4,..., tenemos que 0 < o, < 3 < --- < 2, entonces supongamos que
se cumple para n = k, es decir que 0 < x, < 2, entonces 0 > —5 > —— asi
Ty
2>2—=>2—— =41, es decir que 2 > xp11 Y COMO T = 2 — , entonces
2 T Th+1

Trr1 # 0, entonces xp 1 <06 x5y > 0.

Consideremos primero el caso en el que x;1; < 0, luego — > 0 lo que im-

Lh+1

plica que 2 — , lo cual es una contradiccion, pues a 2 le estoy restando una

Tk+1

cantidad positiva — > 0, luego ha de ser z;1 > 0y asi 0 < x4y1 < 2 para todo

Tht1
n > 2, por lo tanto, para todon > 2, 0 < z,, < 2 as{ hemos probado que {z, } ey €s

una sucesion monotona decreciente y acotada y por el Teorema de la convergencia
monétona [6.9] se tiene que {z, }nen converge a un z € Ry por el Teorema se

1 1 1
tiene que z = lim X; = lim (z,41) = lim 2——) =2— — =2——de
n—o0 n—00 n—00 Tn lim I T
n—oo
donde x = 1. Por lo tanto lim y, = 1. O
n—oo

TEOREMA 6.11. Sean {,}nen ¥ {Un}nen dos sucesiones de nimeros reales tales que
converjan a x y y respectivamente. St x < y, entonces existe M € N tal que para todo

n>M, x, <y,

DEMOSTRACION. Como = < y, entonces existe ¢ € R tal que x < ¢ < y, entonces
0<c—xzy0<y—c. Seae>0dado, tomemos e =c—x >0y e* =y—c >0, luego como
T, =y y, = y, entonces existe ki, ko € N tales que si i > k; entonces |z; — z| < €y
si j > ko entonces |y; — y| < € y como existe k € N tal que k := max{ky,ko} ysin >k
implica que n > k1 y n > ko, entonces |z, —z| < e =c—xy |y, —y| < €* =y — ¢, luego

c+2r <z, <cy c<y,<2y-—c porlotanto x, < y,. 0

EJERCICIOS 6.3.

(1) Sea lim z, =0 y {yn}nen una sucesion de nimeros reales tal que
n—oo

Yn = min{|x1|, |x2|, ..., |zn|} para todo n € N. Demuestre que lim y, = 0.
n—oo
DEMOSTRACION. Como ¥, € {|z1], |xal, ..., |za]} € RT U {0}, entonces 0 < y,

para todo n € N, ademds 0 < y, < |z,| para todo n € N. Sea ¢ > 0 dado,
por consiguiente existe k& € N tal que si n > k implica que |z, — 0| < ¢, luego

0 <l|yn — 0| = |yn] = yn < |zn| <, por lo tanto lim y, = 0. 0
n—oo

(2) si lim z, =a y lim (2, — y,) = 0, entonces el lim y, = a.
n—o0 n— o0 n—oQ
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, € .
DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado, tomemos €* = 3 > 0, luego existe kqy,ky € N

tal que sit > k; entonces |z, —a| < €* y si s > ks con tal de |(zs —ys) — 0] < €*. Sea
. . o €
k = méax{ki, ka2}, si n > k implica que n > k; y n > ko, entonces |z, — a| < -y

2
€
|yn_mn| < 5 Luego, |yn_a| = |(yn_xn)+(x _a)| < |yn_xn|+|xn_a| < 2 2 =6
por lo tanto lim y, = a.
n—oo
(3) Sea a # 0. Si lim In 1, entonces hm Yn = @.
n—oo (@
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado, tomemos €¢* = |—6’ > 0, por consiguiente
a
existe k € N tal que si n > k, implica que |y—n -1 <e = ﬁ Luego |y, — a| =
a a
1

]a|~—'|yn—a|<|al-i:€, por lo tanto lim y, = a. O

lal lal nboo

(4) Sea b #0. Si hm T, =a y lim In _ b, entonces lim y, = %

n—o0 yTL n—o0

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado. Como ,, "3 a y en virtud del Teorema

y la Proposicién | existe by € RT tal que |z,| < hy para todo n € N. Por otro
Tn n .

lado, =% =X y b 7£ 0, entonces por el Teorema y el Lema |1.43| se tiene que,

n

existe k1 € N tal que i # 0 para todo @ > ky, lo cual implica que z; #0 v y; # 0
Yi
para todo i > kq, y existe hy € Rt y ko € N tales que si j > ko implica que

—| > hy. Sea k3 := méx{ky, ka} y si s > ks implica que s > k; y s > ko, entonces
Yj

x
21> hy y x4 # 0 para todo s > ks, por consiguiente Is

S S

1
< — para todo s > k.
ha

s 1 b
Luego |ys| = |= - 25| < h—~h1 = h € R* para todo s > k3. Tomemos ¢* = |2_fl, e>0
s 2
y € = |2—| - € > 0, por consiguiente, existen ky, ks € N tales que si m > k4, en-
tonces |z, —a| < €* y si t > ks, entonces Ty < e y como existe k € N
Yt
tal que k := max{ks, ks, k5} vy si n > k implica que n > ks y n > ks y
Ty, a
n > ks, entonces |y,| < h y |z, —a|] <e* y |— —b‘ < €*. Luego, |y, — 3=
1 vl | 7| 1 hopl 1
—-|(by, —x,) + — < =——.b— —|+—"|x < — —.—e=¢,
i 0=+ = < B o= ol < g g e
por lo tanto lim = e O
Yn b

Un caso andlogo del ejercicio anterior esta expresado en el siguiente ejercicio.



6. SUCESIONES 45

5. Sean {x, tnen Y {Un}nen sucesiones de nimeros reales tales que {x, }nen converge a
l’n .
unx #0y converge. Pruébese que {y,}nen converge.

Yn neN
DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado. Como {z, },en converge a un z # 0, entonces
existe k; € N tal que x; # 0 para todo ¢ > ki y en virtud del Teorema y la

Proposicién [1.38] existe M € R* tal que |z;| < M para todo i > k;. Ademds como
x
= converge a un w € R, entonces w = 0 6 w # 0. Consideremos primero
Yn ) nen

el caso en que w # 0. Como yn # 0 para todo n € Ny z, # 0 para todo n > ky,

Tn n—oo
asi "X w # 0 con — # 0 para todo n > k;, luego por el Corolario |1.4] existe
Yn Yn

hi € RT tal que

> h; para todo n > ki, entonces existe un h; € R* tal

n

1 n 1
que |—| < — para todo n > ky. Luego, |y,| = y—-xn < —-M=heR"
n hl Tn hl
. |wl o wl
para todo n > k;. Tomemos €* = € >0y e = o5 € > (0, por consiguien-

te, existen ko, k3 € N tales que si i > ko implica que |z; — z| < €y si s > kj

Ts . ’
implica que |— —w| < € y como existe k € N tal que k := max{ky, ko, k3} v

si m > k implica quen > ki y n > ks y n > ks, entonces |y,| < h y

, 1

ta o] <€ y ”——w\«**.mego, P —\-|<wyn—xn>+<xn—x>|s
n w w

M.‘w_ﬁ +L.|x _$|<i.M.€ L'M'EIG.

|w] Yo | wl jw| 2k jwl 2

Por otro lado, como z; # 0 para todo k;, entonces por el Corolario [1.4] existe

1
un M’ > 0 tal que |z;| > M’ para todo i > ki, lo cual implica qu ] S para
todo i > k < h? para tod N, ent i y2’<h2
odo i > ki y como |y,| - |yn| < h* para todo n € N, entonces o S ar para
/!
todo 7 > k;. Tomemos €° = 52 ¢ > (0 y como existe k' € N tal que k' = méx{ky, k3}
. L Yn Yn| o I
y si n > k' implica que n > k; y n > k3, entonces M
In
n h? M
Luego, |y, — 0| = Yn " Yn (— — O) W €T EY asf hm Y, = 0, lo cual
Tn Yn

x
es una contradiccion, pues por la definicién de la sucesion —n} , tiene que ser
Yn neN
yn # 0 para todo n € N y ademas el lim y, # 0. O
n—oo

. ’ n—oo
6. Sean {an}nen, {bn}nen sucesiones de nimeros reales tales que a, — a y para todo

e > 0, eziste k € Ntal que |b, — a,| < €, para todo n > k. Pruébese que by —3'b.
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. €
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado, tomemos €* = 5 > 0y como a, — a,
entonces existe k1, ko € N tales que si @ > k; implica que |a; — a| < €* y si j > ko
implica que |b; — a;| < €. Sea k € N tal que k := méx{ky,ko} y si n > k implica

que n > ky y n > ko, entonces |a, —a| < €y |b, — a,| < €*. Luego,
|bn_a| = |(bn_an)+(an_a)| < ‘an_a’+’bn_an’ <26*:2'§:€

Por lo tanto lim b, = a. O
n—0o0

PROPOSICION 1.51. Supongase que {an}, ey ¥ {bn}ney SO0 sucesiones tales que {an}, oy

y {an + by}, ey convergen. Pruébese que {by}, -

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado. Como {an}, .y ¥ {@n + by}, convergen, entonces

existen [q, [y € R tal que a,, sty y (an+by) % = [,. Tomemos " = 56, por consiguiente

existe ki, ks € N tal que si ¢ > ky implica que |a; — 1| < € y si j > ky implica que
|(aj + b;) — lo] < €. Ademas existe k € N tal que k := max{ky,ko} y si n > k, entonces
n > kyy n > ke, por tanto |a, — 1| < €* e |(a, + b,) — ls]| < €*.Luego,

1
b, — (la—=1)| = |[(bn+an) — o] + (—an+1)| < |[(bp+an) —lo|+|—a,+ 11| < 26" = 2'56 =¢
Por lo tanto, {b, }nen converge a ly — [;. O

EJERCICIOS 6.4.

-, n—oo .,
(1) Sea {an}nen una sucesion convergente tal que a,, — L, entonces la sucesion {a, —

L}nen es convergente y lim (a,, — L) = 0.
n—oo

DEMOSTRACION. Como {a,}nen €s convergente y la sucesion {—L,}nen que

, —
es convergente, pues —L es constante, es mas —L,, —> —L, entonces sea C, :=
a,+(—L,) una sucesién convergente, véase la Proposicién [1.51] es decir que existe el

lim C,,, por ende lim C, = lim (a, + (—L,)) = lim a,— lim L, =L—-L=0. O
n—00 n—00 n—0o0 n—00 n—00

(2) Dése un ejemplo en el que {an}nen Y {bntnen no converjan, y, sin embargo, {a, +
bntnen converja. Consideremos las sucesiones {1 — (=1)"}en = {2,0,2,...} ¢
{=1,1,.. . }hen, las cuales divergen, pero {(1 — (=1)") + (=1)"}neny = {1,1,...}

converge a 1.

PROPOSICION 1.52. Sean {a,}nen ¥ {an}nen Sucesiones tales que an =30 y {bn }nen

., n—0o0
esta acotada, entonces la sucesion {a, - b, }nen converge y apb, — 0.
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DEMOSTRACION. Como {b, },en es acotada, entonces por la Proposicién , se tiene
que existe un h € RT tal que |b,| < h para todon € N. Sea € > 0 dado, tomemos €* = EG >0
y como an, == 0, entonces por la Definicién , existe un k£ € N tal que si n > k implica
que |a, — 0] < €*. Luego, |a,b, — 0| = |by| - |a,, — O] < h - le =eyasi lim a,b, =0. O

h n—00
EJEMPLOS 6.2.

1
(1) Sean {—} una sucesion convergente y {(—1)"},en una sucesion acotada, enton-
n ne

1

ces la sucesion {(—1)” : (—)} es convergente.
n neN

, . 1
DEMOSTRACION. Como la sucesién {—} es convergente y es tal que el
n
neN

lim — = 0, ademas la sucesion {(—1)"},en es acotada, entonces por la Proposi-
n—oo 1,

Ny . ) 1 ., 1
cién |1.52} se tiene que lim ( (—1)"- =) = 0, por tanto la sucesién ¢ (—1)" - —
neN

n—00 n n

es convergente.

El siguiente ejemplo es un claro uso de las Proposiciones y[1.59

1
2. Consideremos la sucesion convergente {— + 2} y la sucesion acotada {(—1)"},, cn»
n neN

1
entonces la sucesion {{(— + 2) + (—2)} : (—1)"} converge ha cero. En efec-
n neN

to, consideremos la sucesion constante {—2,}nen, es decir que lim (—2,) = —2,
n—oo
1
por lo tanto {—2,}, .y es convergente y como lim (— + 2| = 2, entonces por la
n—oo \ N

~

Proposicion |1.5

1
, se tiene que {(— + 2> + (—2)} es convergente y es tal que
n neN

1
lim {(— + 2) + (—2)} =0, ademds la sucesion {(—1)"},er es acotada y en virtud

n—00 n
1
la sucesidn { {(— + 2) + (—2)} : (—1)”} converge a 0.
n neN

TEOREMA 6.12. Sea {z,}nen una sucesion de nimeros reales tal que lim x, = x y si
— 00

n
11
x # 0, entonces lim — = —.
n—00 T, T

IS

de la Proposicion |1.5

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado. Como lim x, = x con z # 0 y en virtud del Teorema

n—o0

y el Corolario [1.4] se tiene que, existe k; € N tal que xz,, # 0 para todo n > k; y existe
1 1
M € R* tal que |x,| > M, entonces

< — para todo n € N tal que n > k;. Tomemos
e
T,
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€* = M|z|e > 0, por consiguiente existe ko € N tal que si i > ko implica que |z; — z| < €* y

como existe k € N tal que k := méx{ky, ko2} y sin > k implica que n > ki y n > ks, entonces

1 1 1 1 1
< ylem—a| < e = Mlzle. L S =
] S V|, —x] <e |z|e. Luego P 2]

1
por lo tanto lim — = —.
n—oo I, T

1
|x—xn|<W-M|x|e:e,

Demostracion alternativa. Sea ¢ > 0 dado. Como el lim z, = x con = # 0, entonces to-

n—oo
memos €* = m > 0, por consiguiente existe k1 € N tal que sii > ky implica que |z; —z| < €*.
Luego, |z| = |z — z; + ;| < |z — 4| + |xi], es decir que |z| — || < |z, — 2] < € = %
1 1
por tanto 0 < % < lz;| y asi 0 < m < |—‘ para todo ¢ > k;. Por otro lado, tomemos
ZT; T
2
€ = %e > 0, por consiguiente existe ks € N tal que si j > ko implica que |z; — z| < €.
1 2
Sea k = max{ky, ko} y si n > k implica que n > k; y n > ko, entonces ‘_| < ﬂ y
Tn x
|22 1 1 1 12 |z
|z, — x| < —e. Luego | — — —| = e -z, < — - = - —=—€ = ¢, por lo tanto
) X 2 T, X || |2, lz| || 2
lim — = —. O
n— oo ‘rTL €T

DEFINICION 1.53. (Subsucesion). Sea {x, }neny una sucesion de niimeros reales y {ry }ren
una sucesién arbitraria de nimeros naturales estrictamente creciente ry < rq9 < 13 < -+ <
ri < ---, la sucesion X’ = {z,, }ren en reales dada por {z,,, Tr,, Trg, ..., Tprp, ...} se llama

una subsucesién de {x, }nen tal que X; =z, .

En términos menos formales, podemos decir que una subsucesién se obtiene suprimien-
do algunos términos (o ninguno, puesto que toda sucesién es subsucesién de si misma) de
la sucesién y numerando nuevamente los restantes, manteniendo el orden original de los

términos.

EJEMPLOS 6.3.

(1) Consideremos la sucesion {x, tnen = {2n}tneny ={2,4,6,8,...,2p,...} y {ri}ren =

{2k—1}ren = {1,3,5,7,...,2p—1, ...} entonces la subsucesion {x,, } = {2,6,10,14,...

2,...}.

neN
1

1
(2) Hallemos las subsucesiones de la sucesion {—} tal que ry, = k>, r, =2k yr, =
n
. 1
2%, entonces como {xp}tneny = § — =3<1,=-
n neN 2

11 1
’5’1""’5""}’ luego {ry}ren =
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{2 een = {1,4,9,16,15, -+ k% ...}, {7 been = {2k hen = {2,4,6,8,10, ..., 2k, ..
Y {retreny = {2%hen = {2,4,8,16,32,...,2% ...}, entonces las subsucesiones co-

rrespondientes son respectivamente:

1111 1
{7r, Yren = {Tok bren = {72, T4, T, T, T10, - - - Tog, - - -} = {57 16°8 79k } )
111 1 1
Ty =z = {21, 04,09, T16y - - -y Tp2,...f = L, — = — —, ..., —,
{@r, bren = {242 bren = {21, 14, 29, 716 k2 } { 1°9°16° 25 12 }y
1111 1
{ka}kGN_{ka}keN_{x2ﬂx4ax87w167$327---ax2k7"'}_ {5717§aﬁ7' a§7 }
. 1 1 , L
Las subsucesiones § — Y — convergen a 0, véase el Ejercicio |6.1]. 1.
k> neN 2k neN
1 1
Ademds la sucesion 7 también converge a 0. En efecto, como {Q—k} es
kEN keN
1
una sucesion decreciente acotada, es decir que {27} es una sucesion monotona
keN
1
acotada. Por otro lado, es evidente que 0 es una cota inferior para {Q—k} . Bas-
keN
1
ta probar que dado cualquier ¢ > 0, no es una cota inferior para § . Dado
keN

1
cualquier ¢ > 0, existe por la Propiedad de Arquimedes, un k € N tal que — < k,
c

1
entonces — < ¢ y por el FEjercicio 1, se tiene que para todo k € N, k < 2% y as{

k

1 1 1

— < — < ¢ para todo k € N por tanto inf { — = 0. Luego por el Teorema de

2k k 2k N

1
la convergencia mondtona se concluye que lim oF = 0.
n—o0
. . L+ (=1)" .

(3) Consideremos la sucesion a, = ————— para cada n € N y al sucesion {ry}ren

con ry, = 2k yrp = 2k — 1 para cada k € N. §i r, = 2k para cada k € N, se
obtiene la subsucesion a,, = 1 para cada k € N, es decir que todos los términos de
la subsucesion son iguales a 1 y por ende converge a 1, por otro lado, si se toma
= 2k — 1 para cada k, entonces a,, = 0 para cada k y la subsucesion que se

Ay,

obtiene converge a 0.

OBSERVACION 1.54. En el Ejemplo [6.3] el 2 era una sucesién convergente y de las tres
subsucesiones, las tres eran convergentes y con el mismo limite (el limite de la sucesién
original), en cambio en el 3 se considero una sucesién no convergente que tenia dos sub-
sucesiones con limites distintos, es decir que las subsucesiones de sucesiones convergentes

también convergen al mismo limite, como se demuestra en el siguiente teorema.

3



6. SUCESIONES 50

TEOREMA 6.13. Si una sucesion {x, }nen de nimeros reales converge a un nimero real ©
si, y solamente si cada una de sus subsucesion converge. Ademds si todas las subsucesiones

convergen, entonces todas ellas convergen al mismo limite.

DEMOSTRACION. Como toda sucesién es una subsucesién de si misma, entonces si todas
las subsucesiones de una sucesiéon convergen, entonces la sucesién es convergente, puesto
que la sucesion queda incluida entre las subsucesiones, todas las cuales son convergentes por
hipétesis. Por otro lado, supongamos que {x, },en s una sucesién convergente, que converge
a un ndimero real z, entonces por la Definicién [1.39] se tiene que dado € > 0 existe un k € N
tal que si n > k implica que |z,, — x| < €, ademds consideremos a {z,, }nen una subsucesién
de {x,}neny donde 1 < 79 < -+- < 1 < Tpyp < -+, entonces podemos conjeturar que para

todon e N, n <r,.

En efecto, como para n = 1 se tiene que 1 < rq, lo cual es vélido, pues {ry}ren s una
sucesiéon de numeros naturales, entonces supongamos que es valida para n = k, es decir
k <1,y como 1 < rpyq entonces k < rp 1 y por N5) se concluye que k 4+ 1 < rgyq, por
lo tanto, para todo n < r,, luego como se tiene que n > k y n < r,, entonces r,, > k, por

consiguiente |z,, — x| <€,y asi lim = x. 0

Ty,
EJERCICIOS 6.5.

(1) El lim (b") = 0 si, y solamente si 0 < b < 1.
n—oo

DEMOSTRACION. Como 0 < b < 1, entonces 0-b" < b-b" = " = 2,4 <
b" = x,, por lo tanto, {x,},en es mondtona decreciente. Otra forma de probar
esto, es comprobar que z,11 < x, 6 x, < 2,41, por consiguiente 0 < z, — x,11 0

0 < Zpy1 — Ty, lo cual implica que 0™(1 —b) > 06 0 < (b— 1)b™, por consiguiente

\% f f !
W">0A1>b) v "<0A1<b)| vV |[b>1A">00Vv<1A b'<0)
f 7 f -1

es decir que b" > 0y 1 > b, por lo tanto x,,.1 < x,, para todo n € N.

Debemos probar que 0 < b < 1 para todo n € N. En efecto, Para n = 1,
0<b< 1l paran =2 0<b® <1,locual es valido, pues 0 < b < 1 entonces
0=0-b<b-b=0b><1-b=0> <1, luego como es valido para n = 1,2,3,...,
entonces supongamos que se cumple para n = k, es decir 0 < b*z1, entonces
0=0-b<b -b=b* <1-b=0b<1,porlotanto, paratodon € N, 0 < b < 1,
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asi {0"}nen = {Z fnen €8 una sucesién monétona decreciente y esta acotada, luego
en virtud del Teorema de la convergencia monétona [6.9] se tiene que la sucesién

{b"},en converge a un x € R.

Consideremos a {Zo, }nen = {0*" }nen una subsucesion de la sucesion {0"},en, luego

2
en virtud del Teorema [6.13] se tiene que z = lim (b*") = (h’m b") = 2? donde
n—oo n—o0

=06 x = 1, descartamos la posibilidad de que x = 1, pues {0"},en es una

sucesion decreciente, por lo tanto lim 0" = 0. 0
n—o0o

Sea {x,}nen una sucesion de nimeros reales. Si {Ton}tnen Y {Ton_1}tnen convergen

a L, entonces {x,}nen converge a L.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado. Como s, —3 L v Ton_1 — L, por con-
siguiente, existen ki, ko € N tales que si ¢ > ky implica que |zo; — L| < € y si
J > ko implica que |91 — L| < €. Sea k € méax{2ky,2ky — 1} y si n > k impli-
ca que n > 2ky yn > 2ky — 1 y del hecho de que n es par 6 n impar, se tiene
que n>2kyy n>2ko—1y npar] 6n>2k y n>2ky—1 y nimpar|,

entonces [n > 2k; y mn par] 6 [n > 2ky —1 y n impar], lo cual implica

2 = 2

que [gzkl;gEN} é{
2

€ N| por consiguiente |z <n> — Ll <e
2

6|z (n—i—l) — L| < ¢, es decir que |z, — L| <€ 6 |x,—L| <eyasi|z,—L| <e,
2 -1

2
por lo tanto, para todo ¢ > 0 dado, existe k € N tal que si |z, — L| < ¢, luego

lim xz,, = L, por tanto {z, },en converge a L. O
n—oo

1
Demostrar que {— + (—1)”} no es convergente.
n

, 1
DEMOSTRACION. Como { + ( } {1 +(-1), = 5 +1,. } es decir que
neN
1
4

{%+<—1)n}n€N {2+1 Pl }{1+(—1), P,

1
3
, luego podemos considerar dos subsucesiones { oy }reny = { % } V {Tok_1}neny =

e
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’ ’ 3 1 _ ]' z 1 _ 1 —
Ademas ]}Lrgo(azgk) = ijl—{go(ﬂle) = 5}}520(%) +1 = 5-04— l1=1y
1
1 lim (E)
, Y 1) = 1 k 1 e _ _
JimGe) = fin (g 1) = Jim |y | 1= S
2— - 2 — lim | —
k k—o0
por lo tanto klfrn (xor) = 1 # kh'm (x9k—1) = —1, luego en virtud del Teorema [6.13]
—00 —00
1
se concluye que {— + (—1)”} no converge. O
n neN

(4) Sea {x,}nen una sucesion mondtona. Si {xn, }ren €s una subsucesion acotada de

{Zn}nen, entonces {x,}nen converge.

DEMOSTRACION. Consideremos a {z, }neny una sucesion monétona y {2, tren
una subsucesion acotada de {x, }ren, entonces por la Proposicién existe h € RT
tal que |z, | < h para todo k € N, lo cual implica que —h < z,,, y x,, < h para todo
k € N. Ahora como {z,},en s mondtona, entonces supongamos que es creciente,
por consiguiente x; < x,, para todon > 1y como k < n; para todo k € N, entonces
x < x,, < h para todo k € N, es decir que x < h para todo k € N. Asi {z,, }ren

es acotada superiormente por h.

Por otro lado, si {z,}.en es decreciente, entonces z; > x, para todon > 1y
como k < ny para todo k € N, entonces zy, > x,, > —h, es decir que x; > —h para
todo k € N. Asi, {x,}nen es acotada inferiormente por —h, por tanto, {z, },en €s
una sucesién monétona acotada y en virtud del Teorema [6.9 la sucesién {z,}nen

converge. ]

TEOREMA 6.14. (Subsucesion mondtona). Si{x,}nen €s una sucesion de nimeros reales,

entonces erxiste una subsucesion de {x,}nen que es mondtona

DEMOSTRACION. Para los fines de esta demostracién se dird que el m—ésimo término
T, €s un “pico” si x,, > x, para todan € N con m < n. (Es decir, z,, nunca es excedido por
ningun término que lo precede). Se consideran dos casos, dependiendo de si {z, }nen tiene

un numero infinito o finito de picos.

Caso i): La sucesion {x,}nen tiene un nimero infinito de picos. En este caso, los picos se
ordenan mediante subindices crecientes, por tanto, se tienen los picos Ty, Tmys - -5 Timys - - -

donde m; < mg < --- < my < ---. Puesto que cada uno de los términos es un pico, se
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tiene que Ty, > Ty, > -0+ > Ty, > - -+, pOr tanto, la subsucesion {x,,, }ren de picos es una

subsucesion decreciente de {x, }nen.

Caso i1): la sucesién {z,}nen tiene un nimero finito (posiblemente cero) de picos. Sean
estos PICOS Tynys Ty -« - s Tinyy - - 5 S S1 := My 1 (el primer indice después del tltimo pico).
Puesto que x5, no es un pico, existe sy > 57 tal que z;, < x4,. Puesto que x,, no es un pico,
existe s3 < sy tal que x5, < x4, si se continua de esta manera, se obtiene una subsucesion

creciente {wg, }, oy de {Zn},en- O

TEOREMA 6.15. (Teorema de Bolzano-Weiertrass). Una sucesion acotada de nime-

ros reales tiene una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION. Del Teorema se sigue que si {z,},en €s una sucesién acotada
de nimeros reales, entonces tiene una subsucesion {z,, treny que es mondtona. Puesto que
esta subsucesién también esté acotada, por el Teorema [6.9] se deduce que la subsucesién es

convergente. O

DEFINICION 1.55. (Sucesién de Cauchy). Una sucesion {z,}nen se dice de Cauchy si,
y solamente si para todo € > 0, existe un k£ € N tal que para todo m,n > k implica que

|Tm — x| < €.
TEOREMA 6.16. Toda sucesion de Cauchy de nimeros reales es acotada.

DEMOSTRACION. Sea {x, }neny una sucesiéon de Cauchy, entonces para todo € > 0 dado,
tomemos €* = 1 > 0, existe k € N tal que si m,n > k entonces |z, — x,| < €*. En particular,
si n,k > k implica que |z, — x| < € = 1, entonces —1 + x, < x,, < 1 + x}. Luego existen
s,i € R tal que s := max{xy,za, ..., 21,2 + 1} y i := min{ay, z9, ..., 21,2, — 1}. Asi
i < x, < s paratodon € N, por lo tanto {z, },en es acotada. Ademds existe h € R tal que

h := méax{|i|, |s|} por consiguiente |z,| < h para todo n € N. O
TEOREMA 6.17. Toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sean € > 0 dado y {z, }neny una sucesiéon convergente, entonces existe

€ .. . .

L € R tal que z,, = L. Tomemos €* = 5 > 0, por consiguiente, existe k£ € N tal que si
s > k implica que |xs — L| < €*. En particular, si m,n > k implica que m > ky n > k,

entonces |z, — L| < €" y |z, — L| < €*. Luego,

|xm—:cn\:](xm—L)+(:vn—L)|§\:cm—L|—|—|:cn—L|<e*+e*:2-e*:2-§:e

Por lo tanto, para todo € > 0 existe un k € N tal que si m,n > k implica que |z, — x,| < €

y en virtud de la Definicién [1.55] se concluye que la sucesién {x, },en es de Cauchy. O



6. SUCESIONES 54

TEOREMA 6.18. (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesidn de nimeros

reales es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. La primera parte ya se probo en el Teorema m Por otro lado, sea
{&n}nen una sucesion de Cauchy, se demostrard que {x, },en converge a algin numero real.
Por el Teorema , se tiene que {z, }nen €s una sucesién acotada y por el Teorema m
existe una subsucesién {x,, }rren de {z, }nen que converge a algiin niimero real x*, se com-

pletara la demostracién al probar que {x, },en converge a z*. Puesto {z, }nen es de Cauchy

y sea € > 0 dado, tomemos €* = g > 0 y por la Definicién [1.55, existe un k£ € N tal que si

m,n >k implica que |z, — x| < € (%).

Como la subsucesién {z, , }ren converge a x*, entonces por la Definicién |[1.39, existe un

nimero natural £’ > k que pertenece al conjunto {n;,ns, ...} tal que |zp — 2*| < €, puesto

que k' > k y de (%) con k' = m se sigue que |z, — x| < € para n > k, por lo tanto si
n > k implica que n > k y como k' > k, entonces |z, — xp| < €* y |z — x*| < €*. Luego,
|r, — 2% = (2 — o) + (2 — 2°)| < |y — 2| + |2y — %] < €+ € = 2 = 2-% =€y asf
7}1_)120 x, = 2%, es decir que la sucesién {x, },en es convergente. O

EJEMPLO 1.56. Usemos el Teorema de la convergencia de Cauchy para demostrar que la

1
sucesion {— es convergente. En efecto, Como se vio en el Ejercicio [6.1| 1. la sucesién
n
neN

1 1

{—} converge a 0, sin embargo para demostrar directamente que {—} es una sucesion
n neN neN

de Cauchy se observa que si se da € > 0, entonces existe por la Propiedad de Arquimedes

. . 1 1 1
un k € N tal que — < k, por tanto si n,m > k, entonces se tiene que — < z y — < A por
€ n m

- 1 . .
consiguiente — + — < —, Se sigue por tanto que si n,m > k, entonces,
n o m

k
1 1

n m

1 1
— — < —<e€
n m

1] 1
+l=|==+
m n

Sl =i

} es de Cauchy y por el

Por lo tanto en virtud de la Definicién [1.55, se concluye {
neN

1
Teorema [6.18| se sigue que {—} es convergente.
n neN

TEOREMA 6.19. Sea {an}nen ¥ {bn}tnen dos sucesiones de Cauchy y o € R, entonces
i) a{antnen €s una sucesion de Cauchy.
1) {an + by }nen €s una sucesion de Cauchy.

1) {ap - bptnen €s una sucesion de Cauchy.



6. SUCESIONES 55

DEMOSTRACION. Para la 7). Consideremos dos casos, & = 0 6 a # 0. Consideremos
primero el caso en que a = 0. Para todo € > 0 dado, existe un £ € N tal que si m,n > k
implica que |a,, — a,| < €. Como 0+ |ap, — an| < |ay — an| < €, entonces [0 - a,, —0-ay| <€

pero como « = 0, entonces |aa,, — aa,| < €. Por otro lado, como « # 0, entonces tomemos

€ . . . . €
€ = ﬁ > 0, existe un k; € N tal que si m,n > ki implica que |a,, — a,| < €* = ﬂ7 luego
a a
€ .,
laa, — aa,| < |af - Tal = ¢, por lo tanto {aa, }nen es una sucesién de Cauchy.
Q
.. € .. .
Para la ii) Sea ¢ > 0 dado. Tomemos € = 3 > 0, por consiguiente, existe ko, k3 € N

tal que si t,s > ky implica que |a; — as| < € y si 4,5 > k3 implica que |b; — b;| < €. Sea
k = max{ks, k3}, entonces si m,n > k implica que m,n > ko y m,n > ks, asi |a, —a,| < €*y
b —bn| < €. Lego, |(am+bm) — (@n-+bn)| < |am—an|+|bm—ba| < €*+e* = 26 = 2.5 = ¢,

2
por lo tanto {a, + b, }nen es una sucesién de Cauchy.

Para la iii). Como {a,}nen ¥ {bn}nen son sucesiones de Cauchy, entonces en virtud del
Teorema existe hi, hy € R tal que |a,| < hy y |[by| < hs. Sea € > 0 dado, tomemos
€ = 2Lh1 >0y € = 2le2 > 0, por tanto, existe ky, k5 € N tal que si t,s > k4 por eso
las—as| < €* ysii,j > kscon tal de |b; —b;| < €*. Sea k := méax{ky, k5}. Si m,n > k implica
que m,n > ky y m,n > ks, entonces |a,, —a,| < €*y |by, —b,| < e*.eLuego, |G b — anby| =

1 (@m — ) + (b — b)) < [bel G — | + ][ — b| < B2 - o 2% — ¢, por lo

tanto {a,b, }nen €s una sucesién de Cauchy. O

EJERCICIOS 6.6. Demostrar directamente que una sucesion monaotona creciente y acotada

es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sea {z, },en una sucesiéon monétona creciente y acotada, luego en vir-
tud del Teorema , se sigue que la sucesién {x,}n,en s convergente y supongamos que
converge a x € R, es decir que dado € > 0, tomemos €* = % > (0, por consiguiente existe un
k € N tal que si n > k implica que |z,, — x| < €*. En particular si n, k > k implica que n > k

y k > k, entonces |z, — x| < €* y |z — x| < €*. Luego,
€
|mn—a:k|:|(:1cn—x)—|—(x—xk)|§|mn—x|+|xk—x|<e*+e*:2-e*:2-§:e

Por lo tanto, para todo € > 0 dado, existe k € N tal que si n, m > k implica que |z, —z,| < €
donde k = m y en virtud de la Definicién [1.55] se concluye que {x, },en es una sucesién de
Cauchy. O
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7. Topologia de la recta
Estudiaremos algunos conjuntos llamados abiertos y otros cerrados.

DEFINICION 1.57. (Punto interior). Sea X C Ry x € X. Si existen a,b € R con a < b

tal que = € (a,b) € X, entonces diremos que x es punto interior de X.

EJEMPLOS 7.1. Sea X = (1,5] C R.

(1) 1 € X, por lo tanto, 1 no es punto interior de X.

(2) 5 € X, pero no existe a,b € R con a < b tal que 5 € (a,b) C X, por lo tanto,
5 no es punto interior de X, pues supongamos que existe a,b € R con a < by
5 € (a,b) C (1,5], lo cual implica que 1 < a, b <5 y 5 € (a,b), entonces b < 5 y
5 < b, lo cual es una contradiccion.

(3) 3 es punto interior de X, pues 3 € X y existen 1,5,4,5 € R con 1,5 < 4,5 tal que
3 € (1,5,4,5) lo cual implica que (3 —1,5,3+1,5) = (1,5,4,5) C X

TEOREMA 7.1. Sean X C R, x € X, entonces x es punto interior de X si, y solamente
si, existe un € > 0 tal que (r —e,x +¢€) C X.

DEMOSTRACION. Supongamos que z es punto interior de X, entonces por la Definicién
1.57) existen a,b € R tales que a < by x € (a,b) C X, es decir que a < z y = < b. Sea

e=min{r —a,b— 1z}, entonces e <x —aye<b—uz esdecirquea <z —eyx+e<bh.

ijAfirmacién!l. (x —e¢,x +¢) C (a,b) C X. En efecto, sea w € (x — €,z + €), lo cual im-

plica que a < z—€¢ < w < xz+€ < b, entonces a < w < b, esto es w € (a,b), luego

existe un € > 0 tal que (z — €,z +¢€) C (a,b) C X, por tanto existe un € > 0 tal que

(x —e€,x+¢€) C X. Por otro lado, supongamos que existe un € > 0 tal que (z — ¢,z +¢€) C X.
(x—€)+x € (x+e)+x €

omemaos 5 T 5 ay 5 x+2

ijAfirmacion!! (a,b) C (x —€,2 + €). En efecto, como a = x — % <z, es decir que a < z 'y
b= :L‘—l—% > x, es decir que b > x y asi a < x y x < b, entonce = € (a,b). Sea y € (a,b),
entonces r — € < x—E <y < x+£ < x + €, lo cual implica que * — € < y < x + €,
esto es y € (z — €, + €), luego para todo y € (a,b), entonces y € (x — €,z + €), por
tanto (a,b) C (z — e,z +€) C X y asi (a,b) C X, por lo tanto, existen a,b € R tal que

x € (a,b) C X, entonces x es punto interior de X. O

DEFINICION 1.58. (Conjunto interior). Sea X C R. El conjunto formado por todos los

puntos interiores del conjunto X se le llama interior de X y se nota int(X).
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Esto es, int(X) := {x € R;z es punto interior de X }.

EJEMPLO 1.59. sea A = {1,2,3,4}, el int(X) = ¢, pues A esta formado por 4 puntos

y si tomamos intervalos muy pequenos no estan contenidos en A, esto es, para todo € > 0,
(a—e€,a+¢€) ¢ Aparaa=1,2,3 4.

PROPOSICION 1.60. Sea X C R, X # ¢, entonces int(X) C X.

DEMOSTRACION. Sea x € int(X), entonces por la Definicién se tiene que  es punto
interior X y por la Definicién|1.57, x € X y existen a,b € R con a < b tal que z € (a,b) C X,
entonces « € X, luego para todo = € int(X) implica que = € X, esto es, int(X) C X. O

PROPOSICION 1.61. St X CY CR, X, Y diferentes de ¢, entonces int(X) C int(Y).

DEMOSTRACION. Supongamos que X CY C R, X,Y # ¢. Sea x € int(X), entonces por
la Definicion [1.58] x es punto interior de X y en virtud de la Definicién [1.57, x € X y existen
a,b € R tal que z € (a,b) C X y del hecho de que X C Y, se tiene que z € X C Y y existen
a,be Rcona<btal quez € (a,b) C X CY yasiz €Y yexisten a,b € R con a < b tal
que = € (a,b) C Y y por la Definicién [1.57, = es punto interior de Y, esto es y € int(Y),
luego para todo z € int(X) implica que = € int(Y'), por lo tanto int(X) C int(Y). O

Demostracién alternativa. Sea = € int(X), entonces por la Definicién , T es punto
interior de X y en virtud del Teorema , existe un € > 0 tal que (xr — €, 4+ ¢€) C X y del
hecho de que X C Y, se tiene que existe un € > 0 tal que (x — e,z +¢) C Y y asi x es punto
interior de Y, esto es, € int(Y'), luego para todo x € int(X) implica que x € int(Y'), por
lo tanto int(X) C int(Y).

OBSERVACION 1.62. Lo contrario no siempre es cierto, por ejemplo, consideremos X =
{1,2,3,4}, entonces int(X) = ¢ pero X ¢ int(X), pues X = {1,2,3,4} ¢ int(X) = ¢. Otro

ejemplo seria considerando a X = (1, 3], y a pesar de que 3 € X, 3 no es punto interior de
X, entonces 3 & int(X), por ende X ¢ int(X).

EJERCICIOS 7.1.
(1) Si X = (a,b) 6 X = (—00,b) 6 X = (a,+0), entonces int(X) = X.
DEMOSTRACION. .

1
i) Si X = (a,b). Sea x € (a,b), entonces a < x < b. Sea € = §m1’n{x—a,b—x} > 0,

1 1
entonces € < 5(1: —a)ye< §(b — z), lo cual implica que a < x —2¢ey x + 2¢ < b.
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ijAfrimacion!! (x —e, z+¢) C X. En efecto, sea w € (x — €,z +¢€), lo cual implica
quea < zr—2<zr—€e<w<zT+e<x+2 <Db entonces a < w < b, esto
es, w € (a,b), luego existe € > 0 tal que (r — ¢,z + €) C (a,b) = X, entonces x
es punto interior de X, y asi x € int(X), entonces x C int(X) y del hecho de que
int(X) C X (Proposicién [1.60)), se concluye que X = int(X).

ii) Si X = (—o00,b). Sean = € (—o00,b) y € = b —x > 0. jjAfirmacién!!
(x — e,z +€) C (—00,b). En efecto, Sea w € (x — e,z + €), entonces r — ¢ <
w < x+ € = b, lo cual implica que x —€¢ < wy w < by por tanto w < b y asi
w € (—00,b), luego existe un € > 0 tal que (x — €,z + €) C (—00,b), es decir que
es punto interior de X, por tanto x € int(X), esto es, X C int(X) y en virtud del
la Proposicién [1.60} se concluye z = int(X).

i11) si X = (a,400). Se demuestra de manera analoga a ii). En efecto, sea = €

(a, +00), entonces existeun ¢ € R,z < ctalquea < = < ¢, asiz € (a,c) C (a, +00),

lo cual implica que X C int(X) y en virtud de la Proposicién se concluye que
X = int(X).

0

Sean X = [¢,d], Y = [¢,+00) y Z = (—00,d], entonces int(X) = (¢,d), int(Y) =
(¢, +00) yint(Z) = (—o0,d)

DEMOSTRACION. .

i) Sea X = [¢,d]. Como ¢ € X y supongamos que existen a,b € R con a < b tal
que ¢ € (a,b) C X, entonces ¢ < a, b < dy c € (a,b), lo cual implica que ¢ < a 'y
a < ¢, lo cual es una contradiccion, por tanto, ¢ no es punto interior de X, con un
razonamiento similar se demuestra que d no es punto interior de X. Por otro lado,
consideremos ¢ < w < d.

Sea € = min{w — ¢,d —w} > 0 dado, luego (w — €,w +¢€) C (¢,d) C X, pues sea
le(w—ew+e),esdecirquew —e<l<w+eycomoc<w—eyw+e<d,
entonces ¢ < [ < d, lo cual implica que [ € (¢,d) y asi existe un € > 0 tal que
(w—e,w+¢€) C X, es decir que w es punto interior de X, por tanto, w € int(X),
esto es, (¢,d) C int(X).

Ahora probaremos que int(X) C (c¢,d). En efecto, sea s € int(X) y por la Defi-

nicién [1.58] s es punto interior de X y por la Definicién [1.57] existen a,b € R con
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a < btal que s € (a,b) C X = [¢,d], lo cual implica que a < s < b, ¢ < ay
b < d, por tanto ¢ < a < s < b < d, es decir que ¢ < s < d, entonces, s € (¢, d),
esto es, int(X) C (¢,d), luego en virtud de la Proposicién se concluye que
int(X) = (¢, d).

Demostracién Alternativa. Veamos que (c,d) C int ([¢,d]). En efecto, Sea x €
(e,d) C [c,d] y por la Definicién x es punto interior de [c,d] es decir que
x € int([c,d]), esto es (¢,d) C int([c,d]). Por otro lado, si x € int([c,d]), en-
tonces x es punto interior de X, es decir que existen a,b € R con a < b tal que
x € (a,b) C X = [c,d], por consiguiente ¢ < a < x < b < d, entonces ¢ < x < d, esto
es, x € (¢,d) y asi int(X) C (¢, d), por lo tanto int(X) = (¢, d). veamos ahora que
¢, d & int ([e,d]), pues supongamos que ¢ € int ([c,d]), entonces ¢ es punto interior
de X, es decir que existe un € > 0 tal que (c—¢,c+¢€) C [¢,d], es decir que ¢ < c—¢
y ¢+ € < d, entonces 0 < —¢, esto es, € < 0, lo cual es una contradiccion, con un

razonamiento similar se prueba que b no es punto interior. [

Los incisos it) y iii) quedan como ejercicio para el lector.

DEFINICION 1.63. (Conjunto abierto). Sea A C R. Si A C int(A), entonces A se le llama
conjunto abierto.

Esto es, A es un conjunto abierto, si todos sus puntos son interiores. (int(A) = A).

OBSERVACION 1.64. Sea A C Ry A # ¢. A es un conjunto abierto si, y solamente si,
A = int(A). En efecto, sea A un conjunto abierto, entonces A C int(A) y en virtud de
la Proposicién [1.60] se concluye que A = int(A). Por otro lado, si A = int(A), entonces
A Cint(A) y int(A) C A, lo cual implica que A C int(A) y asi A es un conjunto abierto en
R.

EJEMPLOS 7.2.

(1) ¢ y R son conjuntos abiertos, pues si x € ¢ (lo cual es falso), entonces x € int(¢),
lo cual implica que ¢ C int(¢) y del hecho de que int(¢) C ¢ (Proposicion|1.60), se
concluye que ¢ = int(¢) y asi ¢ es un conjunto abierto. Por otro lado, si x € R,
entonces existe un € = 1 > 0 tal que (x — 1,2+ 1) C R y en virtud del Teore-
ma se tiene que x es punto interior de R y asi x € int(R), luego, para todo
x € R, implica que x € int(R), por lo tanto, R C int(R) y por la Proposicidn[1.60, se
concluye que R = int(R) y en virtud de la Deﬁnicién R es un conjunto abierto.
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(2) Sea A = (1,3), entonces A es un conjunto abierto. En efecto, Sea x € A = (1,3),

1 1
entonces 1 < x < 3. Sea € = §mm{x — 1,3 —xz} > 0 entonces € < §(x —1) vy

e < %(3—93), es decir que 1 < x —2¢ y x+ 2¢ < 3. Hay que probar que A C int(A),
pero para ello, basta probar que existe un € > 0 tal que (x — e,z +¢€) C (1,3). En
efecto, Sea w € (x —€,x+¢€), entonces | <x—2e<r—e<w<x+e<x+2 <3,
es decir que 1 < w < 3, esto es, w € (1,3), luego para todo w € (x — €,z +€) implica
que w € (1,3), por consiguiente, existe un € > 0 tal que (x — e, x +¢€) C (1,3) = A,
entonces x es punto interior de A, lo que implica que x € int(A), luego para todo
x € A, implica que x € int(A), por lo tanto, A C int(A) y por la Proposicion [1.60,
se concluye que A = int(A) y asi en virtud de la Deﬁnicz'o’n A es un conjunto

abierto.

—
w

SN~—
| |

(0,1) U (2,5), entonces A es un conjunto abierto. En efecto, sea x € A =
( ) (2,5), entonces x € (0,1) ¢ x € (2,5) y como xz € (0,1) C ((0,1)U(2,5))
6z € (2,5) C ((0,1)U(2,5)), entonces existen 0,1 € R con 0 < 1 tal que
x € (0,1) C A d existen 2,5 € R con 2 <5 tal que x € (2,5) C A y asi x es punto
interior de A ¢ x es punto interior de A, lo cual implica que x es punto interior de A,
y en virtud de la Definicion[1.63, se concluye que x € int(A) = int ((0,1) U (2,5)),
luego para todo x € A implica que x € int(A), por lo tanto, A C int(A) y por la

Proposicion se concluye que A = int(A), entonces A es un conjunto abierto.

(4) Si a,b € R, con a < b, entonces el conjunto H = (a,b) es un conjunto abierto en
R. En efecto, sea x € H = (a,b) C (a,b) = H, entonces x es punto interior de
H y por tanto = € int(H) = int ((a,b)), esto es, H C int(H) y en virtud de la
Pmposicz’én se concluye que H = (a,b) es un conjunto abierto. Demostremos
esto aplicando el Teorema [7.1. Sea a,b € R, a < b y como H # ¢, entonces sea

€ (a,b). Sea ¢ = %mfn{x—a,b—x} >0, es decir que a < x —2 yx+2<b
y como (x — €,x + €) C (a,b), pues, sea w € (r — €,x + €), por consiguiente,
a<zr—2e<z—€e<w<zr+e<x+2<Db, esdecir que a < w < b, esto es,

€ (a,b), por lo tanto, existe € > 0 tal que (x — €,x +€) C (a,b) = H y asi x es
punto interior de H, por consiguiente, x € int(H), lo que implica que H C int(H)
y en virtud de la Proposicion[1.60, se concluye que H es un conjunto abierto.

PROPOSICION 1.65. Si Ay, Ay son conjuntos abiertos de R, entonces A; N Ay es un

congunto abierto.
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DEMOSTRACION. Si A N Ay, = ¢, entonces A; N Ay es un conjunto abierto, véase el
Ejemplo 1. Por otro lado, si A; N Ay # ¢. consideremos a A} = (ay,b1) v Ay = (ag,bs).
Sea a := max{a,as} y b := max{by, b2}. Ademéds como (a,b) C A; y (a,b) C Ay, pues si
x € (a,b), entonces a; < a <z <b<b ya <a<zx<b< by, locual implica que
a; < x < by yay <z < by estoes, x € (a,b1) y x € (ag,by). Asi existen a,b € R con
a < btal que x € (a,b) C A1 y x € (a,b) C Ay, lo cual implica que existen a,b € R con
a < btal que z € (a,b) Nz € (a,b) C Ay N Ay y asi existen a,b € R con a < b tal que
x € (a,b) € Ay N Ay, por ende x es punto interior de A; N Ay, es decir que = € int (A; N Ajy),
por tanto, AN Ay C int (A; N Ay) y en virtud de la Proposicién , se concluye que A;NAs

es un conjunto abierto. 0

Demostraciéon alternativa. Sea © € A; N A, entonces x € Ay y © € A,, luego por
hipdtesis (A;, A2, conjuntos abiertos) se tiene que x € int(A;) y x € int(Asy), entonces existen
€1,62 > 0tal que (z—ey,x+€) C A1y (x—eo,x+€) C Ay. Sea ¢ = min{ey, €2} > 0. Ademads
como (x—e*, x4€*) C (x—€1,04€1) y (x—€*, 54+€*) C (v—€2, x+€2), puessiw € (z—e*, x+€"),
entonces r—€1 < r—€" <w < r+€e <+ yr—e < r—€ <w < x4+ < r+ey, lo queim-

plicar—e; <w < x4eyr—ey <w < T+eég, estoes, w € (r—ey,x+€1)yw € (r—€, x+€3).

Luego existe un €* > 0 tal que (z—€*, z+€*)N(r—€*,x24+€*) C (x—€1,x+€1)N(T—€2, x+€) C
A1 N Ay, asi existe un € > 0 tal que (x — €, 2+ €*) C A1 N Ay, y en virtud del Teorema
se concluye que x es punto interior de A; N As, por consiguiente, z € int (A; N Ay), entonces
Ay N Ay Cint (AN Ay) y por la Proposicién se concluye que A; N Ay es un conjunto

abierto.

El resultado de la Proposicién [1.65] se generaliza en el siguiente teorema.

TEOREMA 7.2.
i) Si {A}ier, I ={1,2,...,k} es una familia finita de conjuntos abiertos, entonces

A= ﬂ A; es un conjunto abierto.
icl
i1) St {Ax}rer €s una familia de conjuntos abiertos de R, entonces A = U Ay es un
AEL

conjunto abierto.
DEMOSTRACION. .
Para i). Si A = ¢, entonces A es un conjunto abierto. Por otro lado, si A # ¢, entonces

seax € A= ﬂAi, lo cual implica que para todo i € I, x € A; y como A; es un conjunto
iel
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abierto para todo i € I, entonces existen a,b € R con a < b tales que = € (a,b) C A; para
todo i € I, por consiguiente, x € (a,b) C ﬂAi, asi x es punto interior de ﬂAi, entonces

el el

x € int (ﬂ Ai), por lo tanto, ﬂ A; Cint (ﬂ Ai), y en virtud de la Proposicion |1.60, se

i€l el i€l

concluye que ﬂ A; es un conjunto abierto.
icl
Para ii). Si A = ¢, entonces A es un conjunto abierto. Por otro lado, si A # ¢, entonces
sear € A= U A,, por consiguiente, existe (al menos) A; € L tal que x € Ay, y como Ay,
AL
es un conjunto abierto, entonces existen a,b € R con a < b tal que x € (a,b) C A,,. Ademds

como existen a,b € R con a < b tal que x € (a,b) C A,, C U Ay, entonces x es un punto

AL
interior de U A, esto es, x € int <U AA>, asi U Ay Cint (U AA), luego U Ay es un
AEL AEL AEL AEL AEL
conjunto abierto. O

OBSERVACION 1.66. La hipdtesis de finitud en ) es esencial. Por ejemplo, consideremos

11 =

A, = (——, —), conn =1,2,..., infinitos conjuntos abiertos, entonces ﬂ A, ={0} y {0}

n'n
n=1

1
no es abierto. En efecto, sea € {0}, es decir que = 0 y como |z| = |0] = 0 < — para
n
1
todo n € N, entonces |z| < — para todo n € N, por consiguiente, —— < z < — para todo
n n n

11

n € N, entonces x € <——,—) C A, paran=1,2,...yasix € A, paratodon =1,2,...,
n'n

por tanto, = € ﬂAn paran = 1,2,..., esto es, {0} C ﬂAn paran=1,2,....

n=1 n=1
o

Por otro lado, sea = € ﬂ A,, entonces x € A, para n = 1,2,..., por consiguiente x
n=1
es punto interior de A, para todo n = ... y asi existen a,b € R con a < b tal que

11 11
r € (a,b) C (——,—) = A, para todo n = 1,2,..., entonces z € (——,—) para
n’'n n’'n

n =1,2,..., es decir que —— < x < — para todon = 1,2,...,luego z =06 x <06
n n
x> 0.

1
Consideremos primero el caso en el que z > 0, entonces — € R™ y por la Propiedad de
x

: 1 -
Arquimedes, existe un k € N tal que — < n - 1, por consiguiente, — < z, lo cual es una con-
x n

tradiccién. si x < 0, entonces —x € RT y por el Corolario de la propiedad de Arquimedes,
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1 1
existe un k£ € N tal que 0 < — < —xz, por lo cual —— > x, lo cual es una contradiccién, por
n n

lo tanto, z = 0, entonces = € {0}, es decir que ﬂ A, C {0} y asi ﬂ A,, = {0} para todo

n=1 n=1

n=12...

Un caso mas general esta expresado en la siguiente proposicion, en donde mostraremos
que la interseccién de infinitos conjuntos abiertos con cierta restriccién es un conjunto ce-

rrado.

, = 1 1
PROPOSICION 1.67. Si a,b € R con a < b, entonces ﬂ (a ——, b+ —) = la, b].
n

n
n=1

, = 1 1 1 1
DEMOSTRACION. Sea = € ﬂ <a ——, b+ —) entonces r € (a ——, b+ —) para todo
n n n n

n=1

1 1 1
n € N, donde a — — < z < b+ — para todo n € N. Consideremos las sucesiones {a — —}
n n nJ e

1 ) ) 1 1
y b+ — de nimeros reales, ademascomoa—1<a—§<~--<a——<---<xy
neN n

1 1 1
b+1>0+ 3 > .- >b+ — > .- > x, entonces {a— —} es una sucesion monotona
n n neN

. 1 ) .

creciente y acotada y {b + — es una sucesion mondtona decreciente y acotada, luego en

n
neN

. o 1 ) 1
virtud del Teorema se concluye que convergen y ademas lim (a — — ) =a—1lim | — | =
n—00 n n—oo \ N

1 1 1 1
a—O:a:sup{a——} y lim (b~|——>=b+h’m (—):b+0:b:1’nf{b—|——} ,
n neN n—oo n n—oo n n neN

. 1 1 .
es decir que para todon € N, a— — < ayb < b+ — y como x es cota superior pa-
n
1 1
ra {a— —} y = es cota inferior para {b+ —} , entonces a < x y x < by asi,
") nen ") nen

1 1
a—— <a<z<b<b+ — para todon € N, lo cual implica que a < x < b, entonces
n n

= 1 1
b lo tant ——b+ - bl.
x € [a, ],poroanoﬂ(a m —i—n)C[a,]

n=1

1
Por otro lado, si © € [a,b], entonces a < x < by del hecho de que a = sup {a — —}
n neN

1 1 1
yb = inf{b+—} , se tiene que a — — < a < x < b < b+ —, lo cual implica que
") nen n n

1 1 = 1 1
x € (a— —7b+—) para todo n € N, entonces x € ﬂ (a— —,b—i——) es decir que
n n n n

n=1
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oo
1 1
la,b] C (a ——,b+ —) para todo n € N, por lo tanto, si a,b € R con a < b, entonces
n n

n=1

Py 1 1
ﬂ(a——,b+—):[a,b]. O
ne=1 n n

1 1
Demostracién alternativa. Sea = € [a,b], entonces a — — < a <z < b < b+ — para
n n

1 1 1 1
todon € N, por consiguiente, a—— < x < b+— paratodon € N, estoes, z € (a - —,b+ —>
n n n n

= 1 1 = 1 1
para todo n € N, por tanto z € ﬂ (a——,b—l——) y asi [a,b] C m (a——,b—i——). Por
n n n n

n=1 n=1

= 1 1 1 1
otro lado, sea = € ﬂ (a— —,b+—>, entonces a — — < ¥ < b+ — para todo n € N, por
n

n=l n n n

- 1 1
consiguiente para todon € Na <z + —yx < b+ —, entonces a < xy x < b, lo cual
n n

= 1 1
implica que a < x < b, por lo cual, x € [a,b] y asi ﬂ (a - b+ ﬁ) C la, b, por lo tanto

n=1
X 1 1
ﬂ (a ——b+ —) = |[a, b], para todo n € N.
o n n
EJERCICIOS 7.2.

(1) Sean A, B C R. Si A, B son conjuntos abiertos en R, entonces AU B es abierto en
R.

DEMOSTRACION. Si AU B = ¢, entonces AU B es un conjunto abierto en R.
Por otro lado, si AU B # ¢, entonces sea x € (AU B), lo cual implica que x € A
x € By en virtud de la Definicién se tiene que x es punto interior para A 6 x
es punto interior para B y asi existen aq,as,b;,bs € R con a; < by y ay < by tales
que x € (a1,b1) C A bz € (az,by) C B, por consiguiente, existen aj,ag, by, by € R
con a; < by y ag < by tales que = € (a;,b;) C AUB 6z € (az,bs) C AU B,
lo cual implica que = es punto interior de A U B 6 x es punto interior de AU B
y por la Definicién [L.58] = € int(AU B) 6 = € int(A U B) de donde se sigue que
x € int(A U B), por tanto, (AU B) C int(A U B) y por la Proposicién se

concluye que A U B es un conjunto abierto. O
(2) Sea A C R un conjunto abierto y a € A, entonces el conjunto A — {a} es abierto.

DEMOSTRACION. Sea x € A—{a}, entonces z € Ay x & {a} y por la Definicién
1.63, = € int(A) y x & {a}, por consiguiente, x es punto interior de Ay z # a y en
virtud del Teorema [7.1] existe un €* > 0 tal que (z — €, 2+ €") C Ay z # a. Sea
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e = min{e*, |z —a|} > 0, entonces e < e y (r—a>¢€¢ 6 v —a < —e) por consi-
guiente (e < e*yxr—e>a) 6(e<e* yxr+e<a)ycomo (r—ex+e) CA—{a},

pues, sea w € (r — €,z + €), entonces r — e < w < T + €.

Por tanto, (e < e*yr—e<w<z+e<a) 6 (e<efya<zr—e<w<x+Ee€), por
consiguiente, (z —e* <z —e<w<a)d(a<w<z+e<x+e), locual implica
que (z —€" <w<a) 6 (a<w<zx+€) de donde se sigue que w € (v —€*,a) 6
w € (a,r + €), esto es, w € [(z — €*,a) U (a,z + €*)], entonces w € Ay w # a, por
locual w € Ay w & {a}, es decir que w € A — {a}, luego existe un € > 0 tal que
(x—e€,x+€) C A—{a} y en virtud del Teorema[7.1] se tiene que z es punto interior
de A —{a}, es decir que x € int(A — {a}) y asi A — {a} C int(A — {a}) y por la
Proposicién se deduce que A — {a} = int(A — {a}) y por lo tanto, A — {a} es

un conjunto abierto. [

Sea B C R un conjunto abierto, entonces para todo x € R, el conjunto x + B :=
{z +y;y € B} es un conjunto abierto en R. Andlogamente, si x # 0, entonces el

conjunto x - B ={x-y;y € B} es un conjunto abierto en R.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que x + B := {z +y;y € B} es un con-
junto abierto. Sean = € R fijoy w € {x+ B}, entonces existe y € B tal que x+y = w
y como B es un conjunto abierto, entonces y € int(B) y x + y = w, es decir que y
es un punto interior de By # +y = w y en virtud del Teorema [7.1] existe un € > 0
tal que (y — e,y +¢€) C By x4y = w. jjAfirmacién!! (w —e,w +¢€) C z+ B. En
efecto, sea z € (w—e,w—l—e), es decir que w —e < z < w4+ €y como xr +y = w,
entonces (z +y) — e < z < (r 4+ y) + ¢, por consiguiente, y —e < z —x < y +¢, lo
cual implica que (z —x) € (y —€,y+¢€) C B, esto es (z —x) € By por la definicién
del conjunto = + B, se tiene que [z + (2 — )] € {v + B} y asi z € {z + B}.

Luego existe un € > 0 tal que (w — ¢,w +€) C x + B, y por el Teorema w
es punto interior de {z + B}, lo cual implica que w € int(z + B), por lo tanto,
x+ B Cint(z + B) y por la Proposicién , se concluye que x + B = int(z + B),
es decir que x + B es un conjunto abierto. Por otro lado, probaremos que z - B =
{z - y;y € B} es un conjunto abierto. Sea w € {z - B}, por consiguiente, existe un
y € B tal que z -y = w y como B es un conjunto abierto, entonces y € int(B) y
x -y = w, es decir que y es punto interior de By x-y = w, y en virtud del Teorema
existe un €* > 0 tal que (y — €,y + € ) C By z-y=w.
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Sea € = min {|e* - z|, €'}, entonces € < |¢*- x| y € < €*. jjAfirmacién!! (w—e€,w+e€) C
x-B. En efecto, sea z € (w—e€, w+e), es decir que w—e < z < w+ey como -y = w,

entonces z-y—e < z < x-y+e€ }(x). Consideremos dos casos: i) siz > 06 i) si z < 0.

€
Caso i), si > 0, entonces € < € -z y € < €, por consiguiente, — < €* y
: € z € v €
< €%, luego de (*) se sigue que y — — < — < y + — entonces y — €* <y — — <
r x x
€ z
< y+ — < y+ €, por consiguiente, y — €* < — < y + €, lo cual implica que
x x
z
€ (y—€*,y+€*) C B, es decir que — € By por definicién de {x - B} se tiene que
x

-x)Ex-B,estoes,zEa:-B.

Caso 1), si x < 0, entonces € < —(e* - ) y € < €*, por consiguiente,

€ oo
€y
(—z)
) €z € o €
e < €%, luego de (x) se sigue que y — — > — > y + —, por consiguiente, y — —— <
r x (—x)
z € L € z €
—<y+-——,locual implicaquey —e*<y— ——< —<y+ - —<y+€", es
x (=2)" . (—z) (—x)
decir que y — €* < — <y + €, estoes, — € (y — €,y + €') C B de donde se sigue
x x
z z
que — € By por la definicién de {z - B}, se tiene que <— . x) € x - B, entonces
x x

z€x-B.

Por lo tanto, de i) y ii) se tiene que, existe un € > 0 dado tal que (w—e€,w+e€) C z-B
y en virtud del Teorema , w es punto interior de x - B, esto es, w € int(x - B), es
decir que z-B C int(x-B) y por la Proposicién|1.60} se concluye que z-B = int(x-B),

por lo tanto, x - B es un conjunto abierto. O

TEOREMA 7.3. Un intervalo A es un conjunto abierto si y solamente st A es un intervalo

abierto.

DEMOSTRACION. Razonemos por el absurdo. Sea A un conjunto abierto y supongamos
que A no es un intervalo abierto, lo que implica que A es de alguna de las formas, (c,d|,
[e,d), (—o0,C] v [d,+00) para cualquier ¢,d € R, los cuales no coinciden con su interior,
por lo tanto no son abiertos, locual es una contradiccion. Por otro lado, Sea A = (¢, d) un
intervalo abierto. Si z € (¢,d) C (¢,d) = Ay en virtud de la Definicién [1.57, « es un punto
interior de A, por consiguiente, z € int(A), esto es, (¢, d) C int(A) y por la Proposicién [1.60}

se concluye que A es un conjunto abierto. [
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7.1. Conjuntos cerrados.

DEFINICION 1.68. (Punto adherente). Sea X C R y a € R. Decimos que a es un punto

adherente de X si, y sélo si, existe una sucesién {x, },eny en X tal que lim z, = a.
n—oo

1 1

EJEMPLO 1.69. Sea X = (0,1). Como 0 < < 1, entonces C (0,1) y
n+1 n+1), cx

lim

n—oo N, +

que 1 también es punto adherente.

= 0, por lo tanto, 0 es punto adherente. Con un razonamiento similar se demuestra

PROPOSICION 1.70. si X CR y x € X, entonces x es punto adherente de X .

DEMOSTRACION. Sean X C R, z € X y consideremos {z,, }nen = {2 }nen C X, y ademds

como lim z, = lim x = x, por lo tanto, x es punto adherente. Il
n—o0 n—oo

DEFINICION 1.71. (Adherencia o Clausura de X). Si z C R, es el conjunto {a €

R; a es punto adherente de X}, se le llama adherencia de X o clausura de X y se nota
X.

PROPOSICION 1.72. Sea X C R, entonces X C X.

DEMOSTRACION. Sean X C Ry x € X, entonces existe una sucesion {z, fnen = {& }nen

y lim z = z, es decir que x es punto adherente, lo cual implica que x € X Il
n—oo

EJERCICIOS 7.3. Sean X,Y C R tales que X C Y. Demostrar que X C Y. En efecto,
sea w € X, entonces w es punto adherente de X, por consiquiente, existe una sucesion
{Tp}neny € X y lim x, = w y como X C Y, entonces existe una sucesion {T,}neny CY ¥y

n—0o0

lim z, = w y asi w es punto adherente de Y, es decir que w € Y, estoes , X C Y.
n—oo

DEFINICION 1.73. (Conjunto cerrado). Si X C X, el conjunto X se le dice cerrado.

EJEMPLO 1.74. Sea X = [3,5], X = [3,5], entonces X = [3,5] C X = [3, 5], por lo tanto,

X = [3,5] es un conjunto cerrado.

TEOREMA 7.4. Un punto a € R es adherente de X C R si, y solo si, para todo € > 0,
(a—e,a+e)NX =o.

DEMOSTRACION. Sea a € R, a es punto adherente de X C R, entonces existe una su-

cesion {zp}tney € X y lim z,, = a, es decir que para todo ¢ > 0 dado, existe un & € N
n—oo

tal que si n > k implica que |z, — a| < €, es decir que a — € < x, < a + ¢, lo cual im-

plica que z,, € (a — €,a + €) y como z, € X, entonces z,, € (a — €,a + €) N X, esto es,
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(a—e€,a+€)NX # ¢. Asi, para todo € > 0, (a—¢€,a+¢€)N X # ¢. Por otro lado, supongamos
1

que para todo € > 0, (a —€,a+€) N X # ¢. Sea n € N arbitrario fijo, luego — > 0, entonces
n

1 1
en particular, (a — —,a+ —) NX # ¢.
n n

1 1
Asi, para todo n € N, (a — —,a+ —> N X # ¢, entonces para todo n € N existe z,
n n
1 1 -
tal que x —n € (a— —,a+ — | N X, por consiguiente, para todon € N, z, € X y
n n
1 1 L. 1 1
T, € (a——,a+ — |, lo cual implica que {x,}pen € X y a — — < x, < a + —, enton-
n n n n

1 1
ces {Tptney € X y lim (a— 5) < lim (z,) < lim (a+ 5), esto es {Tptneny € Xy
n—oo

n—oo n—oo

a < lim z, < a, por consiguiente, {z, },ey C X y lim x, = a, por lo tanto a es punto de
n—00 n—0o0

adherencia de X. O

COROLARIO 1.5. Sea X C Ry a € R, entonces a es un punto adherente de X si, y solo

si para todo intervalo abierto I que contenga a a, I N X # ¢.

DEMOSTRACION. Sean X C R, a € Ry como a € I, entonces existe a —e,a+¢ C I para
e > 0, ademds a es punto adherente de X, lo que implica que ¢ # X N(a—e€,a+¢€) CINX,
asi INX # ¢. Por otro lado, sea € > 0 dado, como (a — €, a+ €) es un intervalo que contiene

a a, entonces (a — €,a+ €) N X # ¢, por lo tanto, a es punto adherente de X. O

COROLARIO 1.6.

i) Si ¢ C X C R es acotado inferiormente, entonces inf(X') es un punto adherente de
X.

e Si ¢ # X C R es acotado superiormente, entonces el sup(X) es un punto adherente
de X.

DEMOSTRACION. Como ¢ # X C R es acotado inferiormente, entonces por el Teorema
de la existencia del supremo y el infimo, existe el inf(X) = 7. Sea € > 0 dado, luego i < i+e€
y en virtud del Teorema de la aproximacion de infimo, existe un x € X tal quet < x <1 +¢€
y como ¢ — € < 1, entonces existe r € X tal que it —e < x <i+ ey x € X, lo cual implica
que existe un z € X tal que z € (i —¢€,7+€) N X, es decir que (i — €, +€) N X # ¢, por lo
tanto, ¢ = inf(X) es punto de adherencia de X.

Por otro lado, si ¢ # X C R es acotado superiormente, entonces en virtud del Teorema

de la existencias del supremo y el infimo, existe el sup(X) = s. Sea ¢ > 0 dado, luego
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s —e < sy en virtud del Teorema de la aproximacién del supremo y del hecho de que
s < s+ €, entonces existe un x € X tal que s —e¢ < x < s < s+ ¢, lo cual implica que
existe un x € X tal que x € (s —€,s+¢€) y x € X, es decir que existe un = € X tal que
r € (s—es+€)NX, porlo tanto (s — €, s+ €) N X # ¢, esto es s = sup(X) es un punto de
adherencia de X. O

OBSERVACION 1.75. Si ¢ # X C R es acotado y cerrado entonces el inf(X) y el sup(X)
estan en X. En efecto, como ¢ # X C R es acotado, entonces en virtud del Teorema de
la existencias del supremo y el infimo, existe el inf(X) y el sup(X), ademds como X es
cerrado, es decir que X C X, esto es, todos los puntos adherentes de X estdn en X y como
el inf(X) y el sup(X) son puntos adherentes (Corolario [L.6), por lo tanto, el inf(X) y el
sup(X) pertenecen a X

TEOREMA 7.5. Un conjunto F' C R es cerrado si y solo si su complemente R — F' es

abierto.

DEMOSTRACION. Probaremos primero que F¢ = R — F es abierto. En efecto, sea w €
R — F, entonces w € Ry w # F, y como F es cerrado, entonces F C F, lo cual implica que
weERyw¢F, entonces w € Ry w no es punto adherente de F, por tanto, w € R y existe
un € > 0 tal que (w — €, w + €) N F = ¢, por consiguiente, w € R y existe un € > 0 tal que
(w—¢ew+¢€) CR—F, esdecir que w € int(R—F) y asi R— F C int(R — F) y por la
Proposicién |[1.60} se concluye que R — F' = int(R — F'), esto es R — F' es abierto.

Por otro lado, como F es cerrado si y solo si ' C F si y solo si F¢ C F¢ si y solo si
R - F C R — F. Veamos que F¢ C F¢. En efecto, sea w € F¢, entonces w € R — F y
como R — F' es abierto, por consiguiente, w € int(R — F') y asi existe un € > 0 tal que
(w—€e,w+e€) CR—F, es decir que existe un € > 0 tal que si (w —e,w +¢€) N F = ¢,
por tanto, w no es punto adherente, esto es w & F, lo cual implica que w € F¢, por lo cual
F¢C F°¢yporende, FCF (A C B<+— B°C A%, asi que F es cerrado en R. ]

TEOREMA 7.6. La clausura de un conjunto XR es un conjunto cerrado, es decir X = X.

DEMOSTRACION. Es claro que X C X. Debemos probar que la X C X. Veamos que
X C X «— X¢ C X° En efecto, sea w € X°, entonces w € R — X, es decir que w € R
y w € X, por consiguiente, w € R y w no es punto adherente de X, esto es, w € R y
existe un € > 0 tal que (w — €,w + €) N X0¢. jjAfirmacién!! (w — e, w +€) N X = ¢ }(x).

En efecto, supongamos que para todo € > 0, (w — e,w + €) N X # ¢, entonces existe un



7. TOPOLOGIA DE LA RECTA 70

Yy € [(w—e,w—i—e) ﬂ)ﬂ, entonces y € (w — €W+ 6) yy € X para todo € > 0, por consi-
guiente, para todo € > 0y € (w —€,w+€) y y es punto adherente de X, lo cual implica que

para todo € > 0, (w — €, w + €) N X # ¢, lo cual es una contradiccién, (x).

De esta manera si y € X entonces y € (w — €, w +¢) o sea que (w —e,w+€)NX = ¢, lo
que implica que w € Ry w € X, es decir que w € (R — X), esto es, w € X¢. Asf X C X,

por lo tanto, X = X, es decir que X es un conjunto cerrado. O

DEFINICION 1.76. (Punto de acumulacién). Sea X C Ry a € R. Decimos que a es punto
de acumulacién del conjunto X, cuando todo intervalo abierto con centro es a contiene al
menos un punto x € X diferente de a. (z # a).

Esto es, para todo € > 0, (a —¢,a +¢) N (X — {a}) # ¢.

EJEMPLO 1.77. Sea X = (a,b) U {c}, luego para todo ¢ > 0, (c—€,c+¢)NX —{c} = ¢,

entonces ¢ no es punto de acumulacién.

NOTACION 1.3. Notaremos con X’ al conjunto {a € R;a es punto de acumulacién de X'}

y lo llamaremos el derivado de X.

OBSERVACION 1.78. No todos los puntos adherentes, son puntos de acumulacién, pues si
miramos el ejemplo anterior, podemos observar que ¢ es punto adherente de X, pues existe

una sucesion {c}peny y lim ¢ = ¢, pero para todo € >0 (c —€,c+¢€) N (x — {c}) = ¢
n—o0

EJERCICIOS 7.4. Si X C R, entonces X' C X. En efecto, sea X C R yw € X', entonces
w es punto de acumulacion, es decir que para todo € > 0, (w — e, w+ )N X —{w} # ¢, por
consiguiente, para todo € > 0, (w —e,w+¢e)NX —{w} # ¢ y X —{w} C X, entonces para
todoe >0, 0 # (w—ew+e)NX —{w} C (w—e,w+e)NX, esto es, para todo € > 0,
(w—e,w+e)NX #¢ yasiw es punto adherente de X, lo cual implica que w € X, por lo
tanto, X' C X.

DEFINICION 1.79. (Punto aislado). Sean X C Ry a € R. Si a ¢ X', entonces se le llama

punto aislado para X.

OBSERVACION 1.80. En el Ejemplo , podemos observar que ¢ es un punto aislado,
pues ¢ € X'.

EJERCICIOS 7.5. Sea X C F C R y F cerrado, entonces X C F. En efecto, sea X C
F C Ry F cerrado, entonces por el Ejercz'cio se tiene que X C F y como F es cerrado,

es decir que F C F, por lo tanto, X C F. Demostremos esto utilizando la definicion. Sean
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X C F CR, F cerrado y w € X, entonces w es punto adherente de X, es decir que para
todo € > 0, (w—e€,w+€)NX # ¢, por consiguiente, para todo € > 0, ¢ # (w—e,w+e)NX C
(w—€,w+€) N F, entonces para todo € > 0, (w — e, w+€) N F # ¢, lo cual implica que w
es punto adherente de F, esto es, w € F y F C F, pues F es cerrado, entonces w € F y por
lo tanto, X C F.

DEFINICION 1.81. (Conjunto Denso). Sean X C Y C R. Diremos que X es denso en Y
siY C X.
EJEMPLOS 7.3.

i) (0,2) es denso en (0,2], pues (0,2) C (0,2] y (0,2] C (0,2) = [0,2].
i) Q y R—Q son densos en R, pueSQCRy@ZRQR,HCRyﬂ:RDR,

TEOREMA 7.7. Para todo xt CR, X = X U X’

DEMOSTRACION. Primero probaremos que X C X UX’. En efecto, sea w € X, entonces
w es punto adherente de X, es decir que para todo € > 0, (w — e,w 4+ €) N X # ¢, por
consiguiente, para todo € > 0, existe un = € [(w — ¢, w + €) N X]. Consideremos dos casos.
i) siw € X, entonces w € (z U X'), es decir que X C X U X".
i) st w € X, entonces v # wy r € (w—€,w+ €) N X, por tanto, para todo € > 0,
(w—e,w+e)NX —{w} # ¢
Esto es, w es punto de acumulacién, por consiguiente, w € X’ y asf X C X U X’ }(1). Por
otro lado, es claro que X C X y como X’ C X, pues sea w € X', entonces para todo € > 0,
(w—e,w+e)NX —{w} # ¢, por consiguiente, para todo € > 0, ¢ # (w—e,w+e)NX —{w} C
(w—€,w+e€)N X, esto es para todo € > 0, (w — €, w + €) N X # ¢, es decir que w es punto
adherente de X, lo cual implica que w € X yasiz C X y X’ C X, entonces XUX' C XUX,
es decir que X U X’ C X }(2), por lo tanto, de (i) y (i) se concluye que X = X UX'. [0

DEFINICION 1.82. (Vecindad o entorno de un punto). Llamaremos vecindad o entorno
de un punto a a cualquier segmento abierto que contenga a dicho punto como centro y lo

denotaremos V,.(a) = (a —r,a +r).

OBSERVACION 1.83. En este caso a es el centro y r es el radio. Observemos que z € V,.(a)
significa que z € (a — r,a+r), es decir |z — a| < r, por lo tanto V,(a) = {x € R;|a — x| <
r}=(a—r,a+r).



Capitulo 2

FUNCIONES

La idea de funcion continua es el tema central de la topologia. El estudio de las funcio-
nes continuas reales de una variable real, que trabajaremos en este capitulo, tiene el doble
proposito de establecer los hechos y conceptos topologicos esenciales del analisis y al mismo
tiempo, proporcionar al lector un primer contacto con las nociones basicas de la topologia,

como introduccion a esta disciplina.

Después de definir el concepto de funcion continua, demostraremos sus propiedades mas
elementales y examinaremos las diferentes formas por las cuales una funcién puede dejar de
ser continua. Se establecerd las relaciones entre la continuidad y las propiedades topolégicas
de los subconjuntos de la recta que se introdujeron en un curso introductorio de anélisis real.
Por tltimo, estudiaremos con cierto detalle el importante concepto de continuidad uniforme

y algunas consecuencias importantes del Teorema del Valor Intermedio.

1. La nocidon de funcién continua

DEFINICION 2.1. (Funcién Continua). Una funcién f : X — R se dice que es continua
en el punto a € X cuando es posible tomar un f(z) arbitrariamente préximo a f(a) siempre

y cuando tomemos un z suficientemente cerca de a.

En términos precisos, se dice que f : X — R es continua en el punto a € X cuando,
para todo € > 0 dado arbitrariamente, podemos encontrar 6 > 0 tal que x € X y |[x —a| < ¢

impliquen que |f(z) — f(a)| < e. Simbdlicamente:
Ve >0, 30 >0/ e X, |z —a| <d=|f(x) — f(a)| <e

En términos de intervalos: dado cualquier intervalo abierto J que contiene a f(a), existe un
intervalo abierto I que contiene a, tal que f(I N X) C J. Siempre que queramos, podemos

tomar J = (f(a) — ¢, f(a) +€),cone >0y I = (a—Jd,a+d), cond > 0.

Se dice que f : X — R es una funciéon continua cuando f es continua en todos los

puntos de X.

72
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OBSERVACION 2.2.

(1) Si a es un punto aislado del conjunto X, entonces toda funcién f : X — R
es continua en el punto a. (Dado cualquier ¢ > 0, basta tomar 6 > 0 tal que
(@ —d,a+ )N X = {a}. Entonces |x —a| < 6 con x € X implica x = a y por lo
tanto |f(x) — f(a)] = 0 < € En particular, si todos los puntos de X son aisladas
entonces cualquier funcién f : X — R es continua, por ejemplo si X = 7Z, entonces

toda funcion f : X — R es continua.

(2) Sea ahora a € X un punto de acumulacién de X, entonces f : X — R es continua
en el punto a si y sélo si lim f(x) = f(a). Esto reduce esencialmente la nocién de
r—a
funcién continua en el limite. Reciprocamente, podriamos definir lim f(z) = L por
Tr—a

la condicién de ser continua en el punto a, la funcién g : X U {a} — R, donde
gla) =Ly g(z) = f(z) para z € X — {a}.

(3) Al investigar la continuidad de una funcién f en un punto @ o en un conjunto, es
fundamental tener siempre en cuenta el dominio de f, Por ejemplo, dada f : X —
R, sea Y C X, consideremos las dos afirmaciones:

i) La funcién f es continua en cada punto a € Y.
i7) La restricciéon f|Y es una funcién continua.

Evidentemente, i) = ii), pero el reciproco es falso: basta con considerar Y
finito o, mas general, un conjunto Y cuyos puntos son todos aislados, entonces f|Y
es siempre continta pero f : X — R puede ser discontinua en algtin punto de Y.
El hecho es que @) se refiere al comportamiento de f(x) con = préximo de a, para
cualquier z en X. Por otro lado, 7i) es una afirmacién que sélo se refiere a puntos
de Y.

EJjeEMPLO 2.3. Toda funcién f : Z — R es continua porque todo punto de Z es aislado.

1 1
Por la misma razon, toda funcién definida en el conjunto X = {1, g } es continua.
n
1 1

Por otro lado, si Y =< 0,1, CIRREREEERN € entonces una funcion f : Y — R es continua si,
n

y s6lo si, es continta en el punto 0 (ya que los demds puntos de Y son todos aislados), en
1

otras palabras, f : Y — R es continua si, y sélo si, f(0) = lim f <—>
n

n—o0

TEOREMA 1.1. Toda restriccion de una funcion continua es continua. Mds precisamente:

sea f: X — R contintia en el puntoa € X. Sia €Y C X yg= f|Y, entoncesg: Y — R
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es continua en el punto a. Cuando, Y = INX, donde I es un intervalo abierto que contiene
a a, entonces vale la reciproca: si g = f|Y es continua en el punto a, entonces f: X — R

también es continua en el punto a.

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado z € Y C X, entonces existe 6 > 0 tal que si [z —a| < §
implica que |f(z) — f(a)] < e. Como z,a € Y, entonces f(x) = g(z) vy f(a) = g(a) y asi
lg(z) — g(a)| < €, luego g es continua en a. Por otro lado, sea g = f|Y, Y =INX,a€ [

y g continua en a. Sea € > (0 dado, x € Y, como g es continua en a, existe § > 0 tal que si

|z — a| < 01, entonces |g(z) — g(a)| = |f(z) — f(a)] <.

Ademas a € I (I abierto), entonces a € int(I), existe dy tal que (a — d2,a+3d2) C I, entonces
(@ —ds,a+0) N X C INX =Y. Ahora sea § = min{dy,d2}, entonces (a — d,a + ) C
(a —6,a+0d)y (a—6,a+6) C (a—bdy,a+dy). Six € Xy |xr—al <9, implica que
r€(a—d,a+0)C(a—0d,a+d)yxe€(a—0da+d) C (a—daa+ ds), por consiguiente
x € (a—01,a+09) yx € (a—0g,a+09)NX C Y, locualimplicaque z € (a—61,a+6) yx €Y,
por lo tanto |f(z) — f(a)| <. O

Destaquemos la parte final del Teoremal[l.1] la cual dice que la continuidad de una funcién
f es un fenémeno local, es decir, si f coincide cerca del punto a, con una funciéon que es
continua en a, entonces f también es continua en este punto. (Coincidir con una funcién
continua en la vecindad de a significa que, para un cierto intervalo abierto I, que contiene

a, la restriccién f|(I N X) es continua en el punto a).

TEOREMA 1.2. Si f : X — R es continua en el punto a € X, entonces f es acotada en
una vecindad de a, esto es, existe 6 > 0 tal que, cuando Us = X N (a — d,a+ ), el conjunto
f (Us) es acotado.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = 1 > 0 dado, existe § > 0 tal que si z € X N (a — §,a + 9),

entonces | f(x) — f(a)| < 1. Ahora [f(2)] = |(f(z) = f(a)) + f(a)| < |f(z) = fla)| +[f(a)| <
1+ |f(a)] = A >0, asl |[f(z)] < Ay A >0, es decir —A < f(z) < A, entonces f(Us) es

acotado. O

TEOREMA 1.3. Si f,g : X — R son continuas en el punto a € X y f(a) < g(a),
entonces existe 6 > 0 tal que f(x) < g(z) para todo x € X con |z —a| <.

DEMOSTRACION. Sea € = g(a)gf(a) > 0, como f y g son continuas en a, existen dy,dy > 0

tales que, six € X, |[r—a| < ; implica que | f(z)— f(a)| < sz@ y |x—a| < §y implica que
lg(z)—g(a)| < MJ@. Sea d = min{d;,d2} > 0.Six € X, |z—a| < § implica que |[x—a| < &;
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v | —a| < 9, por con81gulente Ha) o) — f(z)— f(a) < L2 f(a) y L <g(x)—f(a) <
HAE) o decir que H=ale) f( ) < L) | o o < gl ) @@ o tanto
f(x)<%<g( )ya&paraxEX, |a:—a|<5impllcaquef( ) < g(x ) O

COROLARIO 2.1. Sean f : X — R continua en el punto a € X y k € R una constante.
Si f(a) < k,entonces existe § > 0 tal que f(z) < k para todo x € X con |z — a| < 4.

El corolario del teorema (1.3 es un hecho simple, sin embargo, es extremamente impor-

tante en las aplicaciones, vale la pena, por lo tanto, dar su demostracién explicita.

DEMOSTRACION. Sea g(x) = k para todo z € X, g : X — R. Es claro que g es
continua en a € X, luego el Teorema nos garantiza que existe 6 > 0, tal que si z € X,
|r — a| < 0, entonces f(x) < g(z) = k implica que f(x) < k. Otra forma de demostrar esto,
como f(a) < k, tomemos € = k — f(a) > 0. Por la definicién 2.1}, a este € le corresponde un
d>0talque,z € X, |[r—a| <d = f(a) —e < f(x) < f(a) + €. Pero f(a) + € = k, Luego
todo punto x € X, cuya distancia al punto a sea menor que ¢ se cumple que f(z) < k.

[

Por supuesto, un resultado anédlogo es valido, si f(a) > k: existe 6 > 0 tal que x € X y
|z —a| < 0, lo cual implica que f(z) > k. Lo mismo se dé para f(a) # 0, pues debe existir
0 >0tal que x € X y |xr —a| <, lo cual implica que f(z) # k. (En efecto, si f(a) # k, se
tiene f(a) > k o f(a) < k y se aplica entonces uno de los dos resultados anteriores.)

Ahora supongamos que f es continua en todos los puntos de X y consideremos el conjunto
A de los puntos a € X tales que f(a) > k, es decir,

A={a€ X;f(a) >k}

. Qué se puede decir de A? Por lo que hemos visto, para cada punto a € A, existe un
intervalo abierto I, = (a — d,a + ¢) de tal manera que x € I, N X, lo cual implica que

f(z) > k, esto significa que a € I, N X C A para todo a € A. Sea U = U I,, entonces U

acA
es un conjunto abierto y a € UN X C A para todoa € A, osea, AC UNX C A es decir

A=UNX.

En particular, cuando X es abierto, el conjunto A es abierto, como interseccion A = UNX

de dos abiertos.

TEOREMA 1.4. Para f : X — R sea continua en el punto a € X es necesario y suficiente

que se tenga lim f(z,) = f(a) para toda sucesion de puntos z, € X con lim z, = a.
n—oo T—00
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DEMOSTRACION. Supongamos que lim f(z) = f(a) (f continua en a) y tomemos una
r—a

sucesion {z,}en de puntos de X, tal que x, "% a. Sea € > 0 dado, como f es continua en
a, existe § > 0 tal que si z € X, |x — a| < ¢, entonces |f(z) — f(a)| < e. Para este 6 > 0,
existe ng € N tal que si n > ng, entonces |z, — a| < 4, por lo tanto z,, € X y |z, —a| < ¢
implica que |f(z,) — f(a)|] < €, luego 7}1_>r£10 f(zn) = f(a). Por otro lado, supongamos que

lim f(z) # f(a) (f es continua en a), entonces existe € > 0 tal que si £ > 0, z, € X,
T—a

|z, —al <Ly |f(zn) — fla)] > e Ast h;m Tp=ay h;m f(zn) # f(a). O

COROLARIO 2.2. Para que f sea continua en el punto a es necesario que exista lim f(z,,)
n—oo

y es independiente de la sucesién de nimeros x, € X con lim x, = a.
Tr—r00

COROLARIO 2.3. A fin de que f sea continua en el punto a, es suficiente que, para toda

sucesién de puntos x,, € X con lim x, = a, existe lim f(z,).
T—r00 n—o0

Dadas las funciones f,g: X — R, se pueden definir nuevas funciones f + ¢ : X — R,
f—g: X —R, fg: X —>Ry§ : Xo — Rdonde Xy = X\¢g71(0) = {z € X;g(z) # 0}.
Tenemos (f + g)(x) = f(z) + g(x), (f — 9)(x) = f(x) —g(x), (f - 9)(x) = f(z)-g(z) ¥y

f _ f(=@)
=) (x) = —=.
9 9(x)
TEOREMA 1.5. Si f,g: X — R son continuas en el punto a € X, entonces f+gqg, f—g

y f - g son continuas en ese mismo punto. Si g(a) # 0, entonces = también es continua en
9

el punto a.

DEMOSTRACION. Como [y g son continuas en el punto a € X, entonces lim f(z) = f(a)
Tr—a

y lim g(z) = g(a). Porlo tanto, lim [f(z) + g(z)] = f(a) £ g(a), lim [f(z) - g(z)] = f(a)-g(a)
i 7@ _ 1)
aa g(x)  g(a)

En particular, si f es continua en el punto a, entonces c- f es continua en el mismo punto,

, con g(a) # 0. O

para cualquier ¢ € R. También lo mismo ocurre con — si f(a) # 0.

f

TEOREMA 1.6. La composicion de dos funciones continuas es continua. Es decir, si f :
X —Ryg:Y — R son continuas en los puntos a € X, b= f(a) € Y, respectivamente,
y, ademds, f(X) CY, entonces go f: X — R es continua en el punto a.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 dado, existe n > 0 tal que siy € Y, |y — b| < n, implica que
lg(y) — g(b)| < € y asiendo b = f(a) se tiene que |g(y) — g(f(a))| < e. Como f es continua
en a, para cada n > 0, z € X, existe 0 > 0 tal que si |z —a| < d, entonces |f(x) — f(a)| <n,

f(z) €Y, luego [g(f(x)) = g(f(a))| < e Asi que lim(g o f)(z) = g(f(a)). u
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La restriccion de una funcién continua g : Y — R a un subconjunto X C Y es un caso

particular de funcién compuesta: Tenemos g|X = go f, donde f : X — Y es la inclisién,

es decir,

f(z) = x para todo = € X.

EJjEMPLOS 1.1.

(1)

Como la funcion identidad f(x) = z, x — x es evidentemente continia toda la recta
real, lo mismo ocurre con la funcidn x — ™, (n € N) en virtud del Teorema[1.5 Del
mismo teorema resulta que todo polinomio p: R — R, p(z) = apa™+- -+ a1x+ ag
es una funcion continua. También es continia toda funcion racional f(x) = ]%
(cociente de dos polinomios) en los puntos donde es definida, es decir, los p’lg’LtOS

en los que su denominador no se anula.

Sea f: R — R definida de la siguiente manera: para x > 5, f(x) =xz+1. Six <5,
entonces f(x) = 16 —2x, luego f es continua en todo punto a > 5 pues coincide con
la funcion continua g(x) = x + 1 en el intervalo abierto (5,400), que contiene a a.
De forma similar, f es continua en todo punto a < 5. También en el punto 5, f es

continua, pues lim f(z) = lim f(z) =6 = f(5).
z—5T x—5~

x
Sea f : R — R definida por f(z) = W six # 0y f(0) =1, es decir, f(z) =1

x
para x > 0y f(z) = —1 cuando x < 0, entonces f es continua en todos los puntos
x # 0, pero no es continua en el punto x = 0, porque no existe h’r% f(x).

T—
Notese que f coincide con g(x) =1 para x > 0, lo cual es continua, similarmente,
h(z) = —1 para © < 0, pero lim f(z) = -1y lim+ f(z) =1, asi que HH(l) f(z) no
x—0 Tr—

z—0~
existe, luego f no es continua en x = 0.

TEOREMA 1.7. Sea X C F| U F;, donde Fy y F, son conjuntos cerrados. Si la funcion

f: X — R es tal que sus restricciones f|[(X N Fy) y fI(X N Fy) son continuas, entonces f

es continua.

DEMOSTRACION. Sea a € X. Para demostrar que f es continua en el punto a, suponga-

mos que dado € > 0, hay tres posibilidades. Primera: a € F} N Fy, entonces, como f|(X N F})

es continua en el punto a, existe §; > 0 tal que z € X N Fy, |z — a| < 1, lo cual implica

que | f(z

) — f(a)] < e. De manera similar, existe do > 0, tal que x € X N I, | — a| < da,

lo cual implica que |f(x) — f(a)| < e. Tomemos § = min{dy,d2}, siz € X y |z —a| < 4,

entonces |z — a| < §; y |r — a| < Jy, luego cualquier z € Fy, o cualquier z € Fy, se cumple



1. LA NOCION DE FUNCION CONTINUA 78

que |f(z) — f(a)] <e

La segunda posibilidad es que a € F} y a € F3, escojamos 6; > 0, tal que x € X N Fy,
|z —a| < &1, lo cual implica que |f(z) — f(a)| < €, como Fy es un conjunto cerrado, podemos
obtener d; > 0 tal que no existe x € F, con |z — a| < 0y (pues a € Fy). Sea § = min{dy, ds};
siz € Xyl|r—a|l<d, entonces z € Fy y |r — a| < 01, luego |f(z) — f(a)| < e. La tercera
posibilidad es a € Fy y a & Fy; este caso serfa tratado de forma andloga al segundo, en

cualquier caso, f : X — R es continua en el punto a. [

COROLARIO 2.4. Sea X = F; U Iy, donde F vy F3 son conjuntos cerrados. Si la funcién

f X — R es tal que sus restricciones f|F; y f|F» son continuas, entonces f es continua.

En el caso del corolario [2.4] el dominio de la funcién f es un conjunto cerrado, lo que no
ocurre en general. Es evidente, sin embargo, que el teorema (y su corolario es valido
cuando se tiene un nimero finito de conjuntos cerrados Fi, ..., F,. El caso de una infinitud
de conjuntos cerrados es obviamente falso: todo conjunto X es unién de conjuntos cerrados
(es decir, sus puntos) y f|{z} es siempre continua, para cualquier x € X, pero f puede no

ser continua.

Ahora podemos entender mejor los dos ejemplos anteriores. En el Ejemplo 2, tenemos
R = F UG, donde los conjuntos F = (—00,5] y G = [5, +00) son cerrados. Como f|F'y f|G
son continuas, se deduce que f : R — R es continua. En el Ejemplo 3, tenemos f : R — R,
tal que, poner A = (—00,0) y B = [0,4+00), se cumple que R = A U B y las restricciones
flA vy f|B son continuas. Pero A no es un conjunto cerrado, este hecho permite que f sea

discontinua.

En caso de conjuntos abiertos, en lugar de cerrados, el resultado todavia es verdadero.
Ademas, es admisible cubrir a X con una infinidad de estos conjuntos. El Teorema siguiente
estd contenido esencialmente en la segunda parte del teorema [I.1], pero vamos a demostrarlo

de todos modos.

TEOREMA 1.8. Sea X C U Ay una cobertura de X por medio de abiertos Ay. Si una

AEL
funcion f : X — R es tal que, para todos los X € L, las restricciones f|(Ay N X) son

continuas, entonces [ es continua.

DEMOSTRACION. Tomemos a € X. Para mostrar que f : X — R es continua en el

punto a, supongamos que dado € > 0, existe algin A € L, tal que a € Ay, como Ay es un
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conjunto abierto, a es un punto interior para Ay, luego existe d; > 0 tal que (a—d1,a+0d;) C
A,, por lo tanto |z—a| < 0 (x € (a—61,a+31)), lo cual implica que z € Ay. Como f[(A\NX)
es continua, existe dy > 0 tal que x € Ay N X, |x — a|] < dq, entonces |f(x) — f(a)] < e.
Sea § = min{d;,d2}. Sizx € X y |[xr —al] < 9, entonces x € A\NX y |z — a| < &2, luego
|f(z) — f(a)] < e. Esto prueba que f : X — R es continua en el punto de a. O

COROLARIO 2.5. Sea X = U A,, donde cada A, es un conjunto abierto. Si cada res-

XeL
triccion f|A, es continua, entonces f : X — R es continua.

DEMOSTRACION. Como X = UA,\, entonces Ay C X para todo A € [y X C UA,\,

A€l A€l
luego Ay N X = A, para todo A € [, por lo tanto f|A) = f|Ax N X continua para todo A € [
y X C U Ay, entonces el Teorema garantiza que f es continua en X. O

Ael

EJEMPLO 2.4. Sea X = R\{0}. Definamos f : X — R tal que f(z) = —1siz <0y
f(z) =1six >0, entonces f: X — R es continua, pues X = AU B, donde A = (—0,0)
y B = (0, +00) son abiertos, con f|A y f|B son continuas.

El Teorema y su Corolario [2.5 corroborar el hecho de que la continuidad es un

fenomeno local.

2. Discontinuidades

DEFINICION 2.5. (Discontinuidad). Dada f : X — R, un punto de discontinuidad
(o simplemente, una discontinuidad) de la funcién f, es un punto a € X tal que f no es

continua en el punto a.

OBSERVACION 2.6. Si a € X es un punto de discontinuidad de f : X — R, podemos
afirmar que existe un numero € > 0 tal que, para todo § > 0, se pueda encontrar un x5 € X

con |xs — a| < 6, pero |f(xs) — f(a)| > €.

EJEMPLOS 2.1.

(1) Sea f: X — R dada por f(x) = 0 para x racional y f(z) = 1 cuando x es irra-
cional, entonces todo numero real es punto de discontinuidad de f porque no existe

lim f(x), para cualquier a € X.
T—ra
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1
Definamos g : R — R con g(x) = 0 si x es irracional, g(0) =1y g (]—)) = — cuan-
q q

do b es una fraccion irreducible distinta de cero, con q > 0. Si escribimos g1 = g|Q
y g2q: gl(R\Q), tendremos, para todo a € R, glclg}z gi(z) =0y il_r)r}l g2(x) = 0 porque
g2 = 0. Se sigue inmediatamente que, para todo nimero real a, se tiene lim g(z) = 0.
Concluimos asi que g es continua en los numeros irracionales y discofz;;%ua en los
numeros racionales. (Seria imposible consegquir una funcion f : R — R cuyos
puntos de discontinuidad fueran exactamente los numeros irracionales. Véase el
ejercicio 18 de este Capitulo)

Sea h : R — R definida por h(z) = x + L siw # 0, h(0) = 0, entonces el unico

&
punto de discontinuidad de h es el punto 0.

Sea K C [0,1] el conjunto de Cantor. Definimos una funcion ¢ : [0,1] — R de
la siguiente manera: p(x) = 0 para todo x € K, Si x ¢ K, ponemos ¢(x) = 1. El
conjunto de puntos de discontinuidad de ¢ es K. En efecto, siendo A = [0, 1]\ K
un conjunto abierto el cual ¢ es constante (y por tanto continua),se sigue que @ :
[0,1] — R es continua en cada punto a € A, por otro lado, como K no tiene puntos
interiores, para cada k € K, podemos obtener una sucesion de puntos x, € A con
lim z,, = k, entonces lim p(z,) =1 # 0 = p(k), Luego ¢ es discontinua en todos

n—0o0 n—oo

los puntos k € K.

DEFINICION 2.7. (Discontinuidad de primera especie). Se dice que f : X — R

tiene una discontinuidad de primera especie en el punto a € X cuando f es discontinua en

el punto a y, ademés, existen los limites laterales lim+ f(x)y lim f(z). (El caso en que a
r—a Tr—a~

sea punto de acumulacién de X en un solo lado, exigimos apenas que exista el limite lateral

correspondiente.)

DEFINICION 2.8. (Discontinuidad de segunda especie). Una discontinuidad a € X

de la funcién f : X — R es llamada de sequnda especie cuando a € X', y ll'm+ f(z) no
Tr—a

existe o cuando a € X’ pero no existe el limite por la izquierda de f en el punto a.

EJEMPLOS 2.2.

(1)

En los Ejemplos . 2 y 3, tienen discontinuidades de la primera especie. En el
Ejemplo 2, en cada punto de discontinuidad a, existen los limites laterales, que son

iguales pero diferentes del valor de f(a). En el Ejemplo 3, el limite de la izquierda
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es —1 y el limite de la derecha es +1 que es el unico punto de discontinuidad. Los

Ejemplos[2.1]. 1y 4, los puntos de discontinuidad son todos de sequnda especie.

(2) El ejemplo conocido de discontinuidad de sequnda especie es la funcion f: R — R,
1

definida por f(z) = sin (—) para x # 0. Cualquiera que sea el valor asignado a
x

f(0), el punto 0 serd una discontinuidad de sequnda especie para f, porque no existe

If 1 .
lim f(z) ni lm f(z)

1
(3) f(z) = T con x # 0 y f(0) =0, define una funcion f : R — R cuya inica
ez

discontinuidad es el punto 0, entonces, el limite de la derecha es 0, mientras que el

limite de la izquierda es 1. Es por lo tanto, una discontinuidad Primera especie.

" (5)
sin | —
—xl para x # 0 y g(0) = 0, asi tenemos una funcion

1+ex
g : R — R con una tunica discontinuidad en el punto 0, luego ll'm+ g(x) =0, mien-
z—0

(4) Si tomamos g(x) =

tras que lim g(x) no existe. El punto 0 es por tanto, un discontinuidad de sequnda
z—0~

especie en el cual existe limite por la derecha, pero el limite por la izquierda, aunque

tenga sentido (0 es punto de acumulacion por la derecha para el dominio g), no

existe.

(5) Sin recurrir al Cdlculo, es facil dar ejemplos de discontinuidad de sequnda especie,
en la cual uno de los limites laterales existe. Basta consideran f: R — R definida
por f(x) =0 six <0 o0 sixz >0 conx racional, f(x) =1 para los x > 0 con x
irracional, en donde existe lim f(x) = 0 pero no existe lim f(z), luego 0 es una

z—0~ z—0t
discontinuidad del tipo buscado.

TEOREMA 2.1. Una funcion mondtona f : X — R no admite discontinuidades de

sequnda especie.

DEMOSTRACION. Dado a € X, como f es mondtona si (a + ) € X (respectivamente
(a—9) € X) entonces f es acotada en el conjunto [a, a+ 6] NX (respectivamente [a — ] NX),

luego existen los limites laterales para el punto a. [

TEOREMA 2.2. Sea f: X — R mondtona. Si f(X) es un conjunto denso en algin I,

entonces [ es continua.
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DEMOSTRACION. Para cada a € X', sea f(a%) = lim f(z). Andlogamente, si a €
z—at

X', escribiremos f(a~) = lim f(x). Supongamos f es no decreciente, tomemos a € X.
Tr—a

se tiene sentido fallar en f(a%t), esto es, si a € X', mostraremos que f(a) = f(a™). En

efecto, f(a™) = inf{f(z);z > a} y como sabemos que a < x, entonces f(a) < f(z). Luego
f(a) < f(a™). Supongamos que f(a) < f(a™). Como existen puntos x € X con = > a,
vemos que en f(X) hay puntos f(x) > f(a™). Asi, todo intervalo I que contiene a f(x)
debe contener por lo menos el intervalo (f(a), f(a™)), en donde no hay puntos de f(X) pues
z < a, lo cual implica que f(z) < f(a) y a < z, entonces f(at) < f(x). Esto contradice que
f(X) sea denso en el intervalo I, Por consiguiente, f(a) = f(a™). Del mismo modo veriamos

que f(a~) = f(a) para todo a € X’ | Por lo tanto f es continua. O

COROLARIO 2.6. Si f: X — R es monétona y f(X) es un intervalo, entonces f es

continua.

EJEMPLO 2.9. Sea f: R — R dada por f(z) = z, si z es racional, y f(x) = —z, si x es
irracional, entonces f es una biyecciéon de R sobre R que es continua apenas en el punto 0,
esto se da porque f no es mondétona.

Continuaremos escribiendo, f(a™) = lim f(z)y f(a™) = lim f(x)

z—at T—a~
TEOREMA 2.3. Sea f : X — R una funcion cuyas discontinuidades son todas de primera

especie, entonces el conjunto de los puntos de discontinuidad de f es numerable.

Antes de demostrar el teorema definamos una funcién o : X — R, de la siguiente
manera, para cada x € X, o(z) = max {|f(z) — f(z¥)],|f(x) — f(z7)|} siz € X, NX", ysi
xr € X! ox € X' pondremos respectivamente o(z) = |f(z)— f(z)| o o(z) = | f(z)— f(z7)|.

Finalmente, si 2 es un punto aislado de X, pondremos o(z) = 0.

La funcién o es definida cuando f no tiene discontinuidades de segunda especie. Su valor

o(x) se llama salto de f en el punto x.

Note se que si a < f(z) < b para todo z € X, entonces 0 < o(z) < b — a, el hecho mas
importante a acerca o es que o(z) > 0 si, y sélo si x € X es una discontinuidad de f.

, 1
DEMOSTRACION. Teorema Para cada n € N, sea D, = {a: € X;o(x) > —}. El
n

conjunto de puntos de discontinuidad de f es D = U D,,. Basta mostrar que cada D,
n=1
es contable (o enumerable). Afirmamos que, por todo n € N, D, tiene solamente puntos
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aislados. En efecto, sea a € D,,. Siendo f discontinua en el punto a, tenemos que a € X'.

Supongamos que a € X', por definicién de f(a*), dado n, existe § > 0 tal que a < = <

1 1
a+ 6, z € X, lo cual implica que f(at) — < f(z) < f(at) + o Asi, para cada
n n

z € (a,a+6) N X, se cumple que o(x) < o Pero si tuviéramos a ¢ X', escogemos § > 0
tal que (a,a+ )N X = ¢. En cualquier caso, para todo a € D,, existe un intervalo (a, a + J)
tal que (a,a+d)N D,, = ¢. De modo semejante encontramos, para cada a € D,,, un intervalo
abierto (a — ', a) de tal manera que (a — ¢’,a) N D,, = ¢. Esto demuestra que ningin punto
de D,, es punto de acumulaciéon, En otras palabras, todo punto de D,, es aislado. Se sigue

que D,, es contable. O

COROLARIO 2.7. Sea f : X — R mondétona. El conjunto de puntos de discontinuidad
de f es contable.

DEMOSTRACION. En virtud de Teorema [2.1] las discontinuidades de f son todas de

primera especie. 0

3. Funciones continuas en intervalos

El siguiente teorema establece matematicamente el principio bastante importante de que
una funcién continua definida en un intervalo, no puede pasar de un valor a otro sin tener

que ir a través de todos los valores intermedios.

TEOREMA 3.1. (Teorema del valor intermedio). Sea f : [a,b] — R continua. Si f(a) <
d < f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Primera demostracién. Como f es continua en el punto a, dado € = d — f(a) > 0,
existe 0 > 0 tal que a < = < a + 4, lo cual implica que f(z) < f(a) 4+ € = d. Asi, todos
los puntos z suficientemente préximos de a en intervalo [a,b] son tales que f(z) < d. De
manera similar, se verifica que todos los puntos y suficientemente proximos de b en el inter-
valo [a, b] son tales que d < f(y). En particular, los conjuntos A = {z € (a,b); f(z) < d} y
B = {y € (a,b);d < f(y)} son ambos no vacios. El corolario [2.1] nos dice que A y B son
conjuntos abiertos. Si no existe un punto ¢ con a < ¢ < by f(c) = d, entonces (a,b) = AUB,
en contradiccion con la unicidad de la descomposicion de un intervalo abierto como unién

de intervalos abiertos.

Segunda demostracién. Sea A = {z € [a,b]; f(z) < d}. Como a € [a,b] y f(a) < d,

entonces a € Ay asi A es no vacié. jAfirmacién! No existe £ € A tal que para todo t € A,
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t < &. En efecto, sea o € A, entonces a € [a,b] v f(a) < d. Note se que a # b, pues d < f(b),
por consiguiente, o < b. Tomemos € = d — f(«) > 0, ademds como f es continua en el punto
«, entonces existe d > 0 (que tomaremos pequeno, de modo que [, « + §] C [a, b]) tal que,
para todo x € [a,a + 0) se tiene que |f(x) — f(a)| < ¢, lo cual implica que f(z) < d. Asi
todos los puntos del intervalo [a, & + ) pertenecen a A. Ahora pongamos ¢ = sup(A), como
c es el limite de una sucesién de puntos z,, € A, tenemos que f(c) = nh_}r& f(z,) < dy como
c & A, entonces no se da f(c) < d, por lo tanto ha de ser f(c) = d.

COROLARIO 2.8. Sea f : I — R continua en un intervalo I (que puede ser cerrado o

no, acotado o no). Si a < b pertenecen a Iy f(a) < d < f(b), entonces existe ¢ € I tal que
fle)=d.
Basta restringir en el intervalo [a,b] y aplicar el Teorema

COROLARIO 2.9. Sea f : I — R continua en un intervalo I, entonces f(I) es un

intervalo.

DEMOSTRACION. En efecto, sean av = mf flx)y p= sup f(x). (Esta notacién es simboli-

ca. Podemos tener a = —o0, si f no es acotada mferlormente en I, o f = 400, en caso de
ser f no acotada superiormente en I.) Afirmamos que f(I) es un intervalo cuyos extremos
son o'y 3, es decir, dado y con o < y < 3, debe existir € I tal que y = f(z), de hecho,
por las definiciénes de infimo y del supremo (o por la definicién de conjunto no acotado,
en el caso que algunos de los extremos a o  sea infinito) existen a,b € I de tal manera

que f(a) <y < f(b) y en virtud del Teorema [3.1] existe un punto z entre a y b tal que
fx) =y. 0
OBSERVACION 2.10.
(1) El Teorema [3.1] también es valido en el caso de que f(b) < d < f(a).

(2) En el Corolario no dice nada sobre los extremos del intervalo f(/) si pertenecen
o no al intervalo. Podemos tener f(I) = [, 5], o f(I) = (o, B), o f(I) = [, B)
o f(I) = («, f]. Ademas el intervalo I es completamente arbitrario, por ejemplo,

sea f: R — R dada por f(z) = 22, entonces tomando I = (—1,3) tenemos que
f(I) =10,9).
EJEMPLOS 3.1.

(1) Si I es un intervalo y f : I — R es una funcion continua que toma solo valores
enteros, entonces f es constante, de hecho, f(I) debe ser un intervalo contenido en

Z, luego es generado (reduce a un punto). Mds general, si Y C R con interior vacio
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y f: X — R es una funcidn continua tal que f(x) C Y, entonces f es constante

en cada intervalo que puede contener a X.

(2) Seap:R — R un polinomio real, p(r) = a,z" +a, 12" '+ +a1x+ay de grado
impar (es decir, a, # 0 y n impar) tiene una raiz real, es decir, existe ¢ € R tal que
p(c) = 0. En efecto, Supongamos que a,, > 0, entonces sea

1 ag 1

r(x) =1+ o1

1 ap
__|_+_ - ,
a, X a, x" an  Tp

entonces, p(x) se puede reescribir como p(x) = a, - " - r(z), luego h’gl r(z)=1.
T—rL 00
Como h’IP (a,z™) = 400 y (por ser n impar) lim (a,z") = —o0, se concluye
T—r+00 T—r—00
que lim p(z) = 400 y lim p(x) = —oo, tomando I = R en el Corolario
T—+00 T—>—00
vemos que p(R) es un intervalo. Los limites calculados anteriormente muestran que
el intervalo p(R) es ilimitado en ambos sentidos, por lo tanto p(R) = R y asi p :

R — R es sobreyectiva. En particular, existe ¢ € R tal que p(c) = 0.

TEOREMA 3.2. . Sea f : I — R una funcion continua inyectiva, definida en un intervalo
I, entonces f es mondtona, su imagen J = f(I) es un intervalo y su inversa f~*:J — R

es continua.

DEMOSTRACION. Como el lector puede verificar sin dificultad, para concluir que f es
mondtona, basta verificar su monotonicidad en cada subintervalo acotado y cerrado [a,b] C I.
Asi podemos admitir que I = [a, b]. Sabemos que f(a) # f(b), sin perdida de generalidad,
vamos a suponer que f(a) < f(b) y mostraremos entonces que f es creciente, de lo contrario,
existirian puntos x < y en [a,b] tales que f(z) > f(y), luego tenemos dos posibilidades
fla) < f(y) o f(a) > f(y). En el primer caso, tenemos f(a) < f(y) < f(z), luego por el
Teorema [3.1], existe ¢ € (a,z) con f(c) = f(y), esto contradice la inyectividad de f. En el
segundo caso, f(y) < f(a) < f(b) y nuevamente por el teorema [3.1] obtenemos ¢ € (y,b) tal
que f(c) = f(a), aun contradiciendo la inyectividad de f.

Esto demuestra que toda funcion real continua e inyectiva definida en un intervalo, es monéto-
na. El Corolario nos da que J = f(I) es un intervalo y el Teorema (o su Corolario
2.6) nos garantiza que f~!: J — R es continua pues f~!(J) = I y la inversa de una
funcién mondtona es monétono. (Como [a, b] es compacto, la continuidad de f~! también es

resultado del teorema 15 el cual enunciaremos mas adelante. ) O

OBSERVACION 2.11. En el caso del teorema (funcién continua, inyectiva, mondtona),

el intervalo J = f(I) es del mismo tipo (abierto, cerrado, semiabierto) que I. De hecho
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siendo f mondtona inyectiva, a € I es un extremo de I si, y sélo si f(a) es un extremo de
J. Note se, sin embargo, que uno de los intervalo I, J pueden ser ilimitado sin que el otro

lo sea. Consideremos, por ejemplo, la funcién f : (0,1] — R, dada por f(z) = —. Tenemos
T
f((0,1]) = [1, 400).

Dados, X,Y C R, una biyeccién continua f : X — Y, cuya inversa f~!:Y — X
también es continua y se llama un homeomorfismo entre X y Y. El Teorema dice que si
X es un intervalo, la continuidad de la inversa f~! es una consecuencia de la continuidad de
f. Debe notar que esto no ocurre en general. Por ejemplo, sea X = [0,1) U [2,3], Y = [1, 3]
y [ : X — Y la biyeccién continua definida por f(z) =x+1si0 < x <1, f(z) = x si
2 <x <3.Lainversa f~!: Y — X es discontinua en el punto 2. En efecto, f~!(y) = y si
2<y<3yf My =y—1sil1<y<2 Asi, f71(2) =2 cuando ylirgl_ fy) =1

EJEMPLO 2.12. Sea n € N fijo, entonces existe {/y para todo y > 0. En efecto, dado
n € N, consideremos la funcién f : I — I con I = [0, +00) definida por f(z) = z", la
cual es continua en el intervalo I y en virtud del corolario 2.9, f(I) es un intervalo y como
f(0)=0y wgrfoof(x) = 400, entonces f(I) = [0,400), luego f es sobreyectiva, por lo
tanto, para y > o, existe x > 0 tal que 2" = y, ademds f es creciente y por tanto inyectiva
y asi f es una biyeccién. Dado y > 0, el nimero x > 0 tal que ™ = y es Unico y se escribe
x = {/y. Finalmente, la funcién f~': I — I, tal que f~'(y) = {/y, es continua en virtud
del teorema 3.2

En el parrafo siguiente, veremos otra situacién en la cual la inversa de una funcién

continua es continua.

4. Funciones continuas en conjuntos compactos
TEOREMA 4.1. Sea f : X — R continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

DEMOSTRACION. Dada una cobertura abierta f(X) C U A,, podemos para cada x € X

AeL
escoger Ay, tal que f(x) € Ay). En virtud de la continuidad de f, cada punto z € X

se puede poner en un intervalo abierto I, de tal manera que y € X N I, lo cual implica

que f(y) € Ax). Asi obtenemos una cobertura abierta X C U I, y como X es compacto,

rzeX
podemos extraer una subcobertura finita X C I, U---U I, , en consecuencia, f(X) C
Az U+ UAyg,), lo que demuestra la compacidad de f(X). O

Segunda demostracién. Sea {y, },eny una sucesion en f(X). Para cada n € N, existe

x, € X tal que f(z,) = yn, como X es compacto, podemos conseguir una subsucesién



4. FUNCIONES CONTINUAS EN CONJUNTOS COMPACTOS 87

convergente z,,, — « € X. Siendo f continua, tenemos lim y,, = lim f(z,,) = f(z) =
k—o00 k—o00

y € f(X), luego f(X) es compacto.

COROLARIO 2.10. (Weierstrass). Toda funcién continua f : X — R definida en un

compacto X es acotada y contiene sus extremos (esto es, existen xj,zo € X tales que
f(x1) < f(x) < f(x2) para todo =z € X).

DEMOSTRACION. Como X es compacto y f : X — R continua, entonces f(X) es
compacto, por tanto, es cerrado y acotado, por consiguiente admite un maximo y un minimo,
luego existe sup f(X) € f(X) y inf f(X) € f(X), por lo tanto existen x1,z, € X tales que
inf f(X) = f(z1) y sup f(X) = f(z2). Asi f(z1) < f(x) < f(z2) para todo z € X). O

EJEMPLOS 4.1.

(1) La funcion continua f : (—1,4+1) — R definida por f(z) = T2 la cual no se
limita. Esto puede ser debido a que su dominio es un conjunto limitado pero no ce-
rrado (y por lo tanto no es compacto). Por otro lado, la funcion g : (—1,+1) — R,
definida por g(x) = x, es continua y limitado, pero no asume un valor mdximo ni
un valor minimo en su dominio (—1,+1). La funcion h : [0,+00) — R definida
por h(z) = T3 22 es continua y limitada. Asume su valor mdximo en el pun-
to x = 0, pero no existe v € [0,400) tal que h(x) = 0 = inf{h(z);z € [0,+inf)}.

Esto es posible porque el dominio h es un subconjunto cerrado pero no limitado de R.

(2) Dados un punto a € R y un subconjunto cerrado no vacio F' C R, existe un punto
xo € F tal que |a—xo| < |a—x| para todo x € F. (El punto xq es el punto de F' mas
prézimo a.) Para ver esto, basta con considerar una intervalo cerrado [a —n,a + n]
lo suficientemente grande de forma que la interseccion K = [a —n,a+n] N F sea
no vacia. K es limitado y cerrado, luego es compacto. Consideremos la funcion
continua f : K — R definida por f(x) = |x — al|. Por el Teorema de Weierstrass,
f alcanza su valor minimo en un punto vy € K. Para todos los puntos x € F se
tiene |xg — a| < |x —a| porque los puntos de F' que no pertenecen a K se encuentran
fuera del intervalo [a — n,a + n] y por tanto estan mas lejos de a que el punto x.
Note que si F' no fuera cerrado, podriamos tomar a € F\F, luego el infimo de la
funcion f seria cero, el cual no lo alcanza en algin punto x € F, por tanto, cuando
F no es cerrado, se puede siempre encontrar un punto a, del cual ningun punto de

F es el mads proximo.
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TEOREMA 4.2. Sea X C R compacto. Si f : X — R es continua y inyectiva entonces

Y = f(X) es compacto y la funcién inversa f~':Y — R es continua.

DEMOSTRACION. Sea b = f(a) € Y. Para probar que f~! es continua en el punto b,
consideremos una secesién de puntos y, = f(x,) € Y, con y, — b. Debemos mostrar que
Y yn) = 2n —> a= f71b). Cémo z,, € X, la secesion {z, ney es limitada. Asi, es suficien-
te probar que a es el inico valor de adherencia de {x,, },en. Sea entonces {2/, },en una subsuce-
sién que converge a un punto a’. Como X es compacto, tenemos a’ € X, ademas, vy, = f(x!,)

todavia converge a b. Como f es continua en el punto o, tenemos f(a’) = lim f(z) = b,
n—oo

siendo f inyectivos, esto obliga a que a’ = a, el cual completa la demostracion. [

5. Continuidad uniforme

Sea f : X — R continua. Dado ¢ > 0 podemos, para cada a € X, obtener un 6 > 0
(que depende de € y de a) tal que |x — a| < d, lo cual implica que |f(z) — f(a)| < e.
En general, no es posible obtener a partir de ¢ > 0 dado un tnico d > 0 que sirva para

todos los puntos a € X.

EJEMPLOS 5.1. )
(1) Sea f : (0,400) — R, f(z) = —. Dado ¢ > 0, mostraremos que no se puede
T

1

1 .
escoger un 0 > 0 tal que |x — a| < 0, entonces |— — —| < € para cualquiera a > 0.
T a

De hecho, dado ¢ > 0, escogemos un § > 0.y tomemos un nimero positivo a tal

)
que 0 <a<dyl<ac< 3¢ entonces, para r = a + 3 tenemos |x — a| < & pero
€

1 1 1 1 2 1 ) ) 1
) A DN B B 7R Rl i 2a10)a 30-a 3a ©
2
(2) Sea f : R — R definida por f(xz) = cx +d con ¢ # 0. Dado € > 0, escoge-
mos § = i, entonces cualquiera que sea a € R, tenemos |x — a| < § entonces

|f(z) — f(ac)|| = |(cx +d) — (ca+ d)| = |cx — ca| = |c||z — a| < |c|6 = €. En este

caso, fue posible a partir del € dado, obtener un 6 > 0, que sirvio para todos los

puntos a del dominio de f.

La funcién con esa propiedad se llaman uniformemente continua. Mas formalmente:

DEFINICION 2.13. Una funcién f : X — R se dice uniformemente continua cuando,

para cada € > 0, existe § > 0 tal que =,y € X, |z — y| < 6, entonces |f(x) — f(y)| < e.
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Es evidente que toda funcién uniformemente continua es continua, pero lo contrario
no es cierto. Asi, la funcién continua f : (0,400) — R, definida por f(z) = > no es
uniformemente continua ya que como vimos en el Ejemplo 1, dado € > 0, para cualquier
0 > 0, podemos encontrar puntos z, y en el dominio de f, con |z —y| < dy |f(z)— f(y)| > €.
Por otro lado, la funcién f : R — R, definida por f(x) = cx+d, es uniformemente continua,
como vimos en el Ejempl 2. (alli se a supuesto ¢ # 0, pero es claro que si ¢ = 0 da una
funcién constante que es uniformemente continua.)

A fin de que f : X — R no sea uniformemente continua, es necesario y suficiente que exista

€ > 0 con la siguiente propiedad, que para cada ¢ > 0, se pueda obtener x5, ys € X tales que
|25 — ys| < 0 pero |f(zs) — f(ys)| = €.

EJEMPLO 2.14. Sea f : X — R lipschitziana. Esto significa que no existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que =,y € X, lo cual implica que |f(z) — f(y)| < c|z — y|, entonces f es
uniformemente continua, dado ¢ > 0, tomamos § = E, una funcién lineal, f(x) = cx + d,
es lipschitziana en toda la recta, con constante |c|, Lg funcién f : X — R, f(z) = 22, es
lipschitziana si X es limitado. Por ejemplo, si tuviéramos |z| < A para todo = € X, entonces

dados z,y € X arbitrarios, se cumple

[f(2) = fW)l = 2> = y?| = lz +ylle — y| <24+ [z —y|

2

Basta con tomar ¢ = A. Por otro lado, si X =R, f(z) = 2° no es incluso uniformemente

1
continua, en efecto, sea € = 1, cualquier que sea ¢ > 0 escogido, podemos tomar = > 5 y
5 N\’ g
y:x+§, entonces |z — y|o pero |f(z) — f(y)| = w—l—i —x :a:5—|—z > 6 > 1 con

un poco mas de trabajo se muestra que para todo n > 1 la funcién f : R — R, definida

por f(xz) = 2™ que no es uniformemente continua.

TEOREMA 5.1. Sea f : X — R uniformemente continua. Si {x,}nen €s una secesion

de Cauchy en X entonces (f(x,)) es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que z,y € X, |z — y| < 4, lo cual implica
que |f(z) — f(y)| < e. A su vez, dado § > 0, existe ng € N tal que m,n > ng, entonces
|z — x,| < 6, luego m,n > ng, lo cual implica que |f(x,,) — f(x,)| < € 0 sea que (f(x,)) es

una sucesion de Cauchy. O

COROLARIO 2.11. Sea f : X — R uniformemente continua. Para todo a € X', existe
lim f(x).
Tr—a
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DEMOSTRACION. Para toda secesién de puntos x,, € X — {a} con x,, —> a, la secensién

(f(xy)) es convergente, por se de Cauchy, entonces existe el lim f(x). O
r—a

1 1
EJEMPLO 2.15. Las funciones f,g : (0,1] — R, f(z) = sin (—), g(x) = —, no son
T T

uniformemente continua por que no existe el limite cuando x — 0.

Para mostrar que f : X — R no es uniformemente continua basta obtener ¢ > 0 y dos

secesiones de puntos x,,y, € X tales que lim (x, —y,) = 0y |f(xn) — f(yn)| > € para
n—oo

3

todo n. Por ejemplo, f(z) = z° no es uniformemente continua en R, como se ve tomando
1

T, =n+—y Yy, =n, luego tenemos que lim (z, — y,) = 0 pero 23 — 4> > 3 para todo n.
n n

—inf

TEOREMA 5.2. Sea X compacto. Toda funcion continua f: X — R es uniformemente

continua.

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado. Para cada x € X, f es continua en el punto z,
luego existe 0, > 0 tal que y € X, |y — x| < 20,, lo cual implica que |f(y) — f(z)| < E,

2

Pongamos I, = (z — 0,z + d,), la cobertura X C U I, admite una subcobertura finita
reX

X C I, U---Ul, . Sead el menor de los nimeros 6, -+ ,0,,. Si z,y € X y |v —y| <4,

debemos tener x € I, para algin j, donde |z — ;| < d,, y por tan‘éo ly —z;| <l|y— x| 46—
|v — x| < 26,,. Estas desigualdades implican que |f(z) — f(z;)| < 5V \fly) — f(z;)] < 3

de donde |f(x) — f(y)| < e. O

Segunda manifestacién. Supongamos que f no sea uniformemente continua, entonces
existe un ¢ > 0 tal que, para cada n € N podemos encontrar x, € X y y, € X con
|z — yn] < ~y |f(2) — f(yn)] > € como X es compacto, una subsucesién {z,, }, .y
converge a un punto x € X, fructuosamente, tenemos que kh_)rgo Yn, = x. Como f es continua,
lim f(x,,) = kh—>I£lo f (yn,) = f(z), pero esto contradice la desigualdad |f (z,,) — f (yn,) | > €

k—o0
para todo k, luego f es uniformemente continua.

EJEMPLO 2.16. La funcién f : [0,1] — R, definida por f(z) = \/z es continua (como
inversa de  — 2%, definida en el mismo intervalo) y por tanto es uniformemente continua,

pues [0, 1] es compacto. Cabe notar que f no lipschitziana en algin intervalo el cual 0 sea
WVe—vyl 1
|z =y VI + Yy

pequenos de z y y. Por otro lado, la funcién g : [0, +00) — R, g(z) = /2 (la cual f es una

adherente por que el cociente no es limitado para valores muy

restriccion ) es uniformemente continua, aunque su dominio no sea compacto. Es suficiente
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|z —y|

VE— /i

cuando z > 1y y > 1. Como se ve facilmente, la continuidad uniforme de ¢|[0,1] y g|[1, +0o0)

1
observar que g|[1,4+00) es lipschitziana: |g(x) — g(y)| = < §|$ — yl, siempre y

se concluye la continuidad uniforme de g en todo su dominio [0, +00).

Se dice que una funcién ¢ : Y — R es una extension de f : X — R cuando f es
una restriccion de ¢, es decir, cuando se tiene que X C Y y ¢(z) = f(z) para todo = € X.
Cuando ¢ es continua, se dice que f se extiende continuamente a la funcion .

El siguiente Teorema completa el corolario [2.11]

TEOREMA 5.3. Toda funcion uniformemente continua f : X — R admite una extension
continua ¢ : X — R; ¢ es la unica extension continua de f a X y es uniformemente

continua.

DEMOSTRACION. Tenemos X = XUX'. Para todo 2’ € X', pongamos ¢(z') = lim f(z).
Este limite existe, por el Corolario como f es continua, vemos que p(z') = f (ng)—:g:cuando
z € X’'N X. Completamos la definicién de ¢ poniendo ¢(x) = f(z) para z € X. Notemos
que, para todo 7 € X, si = lim z, con z,, € X, entonces (Z) = lim f(z,). Mostremos

n—oo
ahora que ¢ es uniformemente continua.

Dado € > 0, la continuidad uniforme de f nos da un 6 > 0 tal que z,y € X, |z —y| < 4, lo
cual implica que |f(x) — f(y)| < % Afirmamos que el mismo ¢ satisface para la continuidad
uniforme de . En efecto, si Z,§ € X son tales que |z — | < 6, tenemos 7 = limx, y

y = limy, con z,,y, € X, de hay vemos que |Z — g| = lim |z — g, luego existe ng € N, tal
€

que n > ng, lo cual implica que |z, — y,| < d. De ello se deduce que |f(x,) — f(yn)| < 5

para todo n > ng y por tanto | f(z) — f(g)| = lim |f(x,) — f(y,)| < g < e

Sélo nos falta verificar la unicidad de ¢, en efecto si ¥ : X — R es otra extensién continua

de f, entonces para todo £ € X, escribiremos z = limx, con z, € X, tendriamos que
W(z) = (limz,) = limy(z,) = lim f(z,) =lime(x,) = ¢ (limzx,) = (7). O

COROLARIO 2.12. Sea f : X — R uniformemente continua. Si X es limitado, entonces

f(z) es limitado; esto es, f es limitada en X.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : X — R la extensién continua de f al cierre de X. Como X
es limitado, X es limitado y cerrado, y por lo tanto compacto. Por el teorema , 0(X) es

compacto y por tanto limitada y ademas f(X) C ¢(X) completando la prueba. O
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EJERCICIOS 5.1. .

(1)

St un subconjunto S de R contiene una cota superior, ésta cota superior es el su-

premo de S.

DEMOSTRACION. Sea S C R dado, tal que v € S, u cota superior para S. En
efecto por hipdtesis se tiene que u es cota superior para S, luego si k es una cota

superior para S arbitraria, entonces u < k,es ésta manera u = sup(5) OJ
Demostrar qué union de dos conjuntos acotados es acotada.

DEMOSTRACION. Sea A, B conjuntos acotados, veamos que AUB es un conjunto
acotado. En efecto A, B son acotados entonces existe u, w, s,t en los reales tales que
para todoa, u <aya<wcona€ A,yparatodob, s<byb<tconbec B.
Ahora sea, sea d € AU B entonces d € A 6d € B, conlo que u < d < w6
s < d < t, hacemos e = min{u, s} y f =max{w,t}. Siu <d < w quiere decir que
e <u<d< w< f por consiguiente e < d < f. de misma manera si s < d <t
entonces e < s < d <t < f en consecuencia e < d < f. En todo caso e < d < e,
por lo tanto, AU B es acotado. inf(A) > cz O

sea A € R no vacio acotado. Dado ¢ < 0, sea cA = {cx : x € A}. Pruebe que cA es
acotado y que sup(cA) = cinf(A), inf(cA) = c sup(A).

DEMOSTRACION. Sea A € R no vacio acotado. Dado ¢ < 0, sea cA = {cz :
x € A}. En efecto existe sup(A), Inf(A) tales que para todo z € A, cx < sup(A)
y inf(A) < z entonces para todo x € A, cx > ¢ sup(A) y ¢ inf(A) > cx por
consiguiente ¢ sup(A) es una cota inferior para cA y c inf(A) es cota superior para
cA asi cA es acotado.

i) Tenemos cA # (), cA C R, cA es acotado, entonces existe sup(cA) tal que
sup(cA) < cinf(A), pues sup(cA) es la menor cota superior para cA, ademds
cr < sup(cA) para todo x € cA, con lo que ¢ tcx > ¢ 'sup(cA), por con-
siguiente x > ¢ tsup(cA) de manera que ¢ 'sup(cA) es cota inferior para A.
Luego inf(A) > ¢ 'sup(cA) pues inf(A) es la mayor cota inferior para A.
Multiplicando la desigualdad por ¢ < 0 se tiene que c inf(A) < sup(cA). Asi
cinf(A) = sup(cA).

ii) Como cA # 0, cA C R cA es acotado, existe inf(cA) tal que inf(cA)

¢ sup(A) pues inf(cA)es la mayor cota inferior para A. por otro lado, inf(cA)

AVARVANAY]

cx para todo cz € cA entonces ¢t inf(cA) > ¢ lex con lo que ¢ linf(cA)
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r de manera que ¢ linf(cA) es cota superior para A, entonces sup(A)

IV IA

clinf(cA) por ser sup(A) la menor cota superior para A,luego ¢ sup(A)
inf(cA), Asi ¢ sup(A) = inf(cA).

O

(4) Sean A, B conjuntos de nimeros reales positivos.
Definamos A- B ={z-y; v € Ay x € B}. Pruebe que si A y B fueran limitados
entonces A - B es limitado, siendo sup(A - B) = sup(A) - sup(B) y inf(A- B) =
DEMOSTRACION. Sea A, Bconjuntos de niimeros reales positivos no vacios y
acotados, entonces existen extremos superiores para A y B. Sean a = sup(A),
b = sup(b), c = inf(A) y d = inf(B). Paratodox € A, r € Bz <ayy<b
entonces x -y < a-b con lo que a - b es cota superior para AB, ademas para todo
r €A v € B,c<xzyd<yen consecuencia c-d < x -y entonces ¢ - d es cota
inferior para A - B, asi A - B es acotado.

: . z
i) Tenemos que a-b es cota superior para A- B. Tomando z < a-b entonces — < b
a

con lo que existe y € B tal que — < y, por consiguiente — < a de esta manera
a

existe y € B, y existe x € A tal que — < x de aqui z < = -y, asi z no es cota
Y
superior para A - B, por tanto sup(AB) = a - b = sup(A) - sup(B).
ii) Por otro lado, tenemos que ¢ - d es cota superior para A - B. tomamos ¢t < ¢-d

t t
entonces — > d con lo que existe y € B tal que y < - de esta manera ¢ < — de
c c Y

t
tal formal que existe z € Ay y € B tal que x < — de aqui x -y < t, asi t no es
Yy
cota inferior para A - B por tanto inf(AB) = c-d =inf(A)-inf(B).
O

(5) Sea X C R. una funcion f: X — R se llama limitada cuando su imagen f(X) C R
es un conjunto limitado. En este caso se define el sup(f) como el supremo del

conjunto f(x) (Algunas veces se escribe sup f(x) 6 sup f).
zeX X
i) Pruebe que la suma de dos funciones limitadas f,g : X — R es una funcidn

limitada f +¢g: X — R.

DEMOSTRACION. Sean f,g : X — R acotados entonces f(X),g(X) son
acotados, con lo que para todo z € X, |f(X)| < My y |g(X)| < M,y por
consiguiente | f(X)| + [g(X)| < My + M, de aqui [f(X) + g(X)| < |[f(X)] +
9(X)| < My + M, ast |f(X) + g(X)| < My + M, < M, de manera que
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| f(X) +g(X)] < M, en conclusién |(f + g)@)| < M. Por lo tanto la funcién

suma f 4 ¢g de dos funciones limitadas es también una funcién limitada. O
ii) Muestre que (f + ¢)(X) C f(X) + g(X).

DEMOSTRACION. Tenemos f(X)+g(X)={a+b:a€ f(X)ybe g(X)}.
Sea w € (f + g)(X) entonces para todo z € X, w = (f 4+ g)(x) con lo que
w = f(x)+g(x) por tanto W' € f(X)+g(X), asi (f+¢)(X) C f(X)+g(X). O

iii) Concluya que sup(f + g) < sup(f) + sup(g) y inf(f +g) = inf(f) +inf(g).

DEMOSTRACION. Sea u a funcién limitada f : V' — R con sup(f) =
sup(f(V)) = sup{f(x) | x € V} y inf(f) == inf(f(V)) = inf{f(z) [z € V.

(i) Tenemos sup(f + g) igual a sup[(f + g)(X)] entonces seria menor o igual
al sup[f(X) 4+ g(X)] pero es igual al sup(f(z)) + sup(g(x)) e igual asi
mismo al sup(f) + sup(g). Asi sup(f + g) < sup(f) + sup(g).

(ii) Tenemos inf(f + g) igual a inf[(f + ¢)(X)] de igual formal es mayor o
igual a inf[f(X) + g(X)] pero esto es igual a inf[f(z)] +inflg(x)] igual

asf mismo es igual al inf(f) +inf(g).
]

(6) Sea f: R — R con la propiedad de que f(x +y) = f(z) + f(y) para todo x,y. Si
f es continua en cero, pruébese que f es uniformemente continua y ademds existe
a € R tal que f(x) = ax para todo x. Pruébese también que f es continia en cero

st [ estd acotada en un entorno del cero.

DEMOSTRACION. Veamos que:
i) f(0) = 0. tenemos f(z—y) = f(x)—f(y), en efecto f(0) = f(0+0) = f(0)+f(0)
entonces f(0) — f(0) = f(0) con lo que 0 = f(0) asi f(0) = 0.
ii) f(z) = f(z+0) de igual forma es igual a f((x —y)+y) eigual a f(z—y)+ f(y)
entonces f(x) — f(y) = f(z —y)

iii) Sea ¢ > 0 dado. Como f es continua en 0, entonces ilir(l) f(z) = f(0) = 0,
por tanto existe 6 > 0 tal que si 0 < | — 0] < 0 entonces |f(z) — 0] < e.
Luego si 2,y € R entonces (x —y) € R, Asi si 0 < |z —y| < 0 por consiguiente
|f(x—y)| < eluego |f(x)—f(y)| < €, por lo tanto f es uniformemente continua.

0

(7) Sean f,g: DD — R funciones uniformemente continuas, pruebe que f +¢g: D — R

es uniformemente continua. ;Qué se puede decir sobre la funcion f - g?.
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DEMOSTRACION. Sean z,y € D y ¢ > 0, Luego para ¢* = le > ( entonces
existe 01,02 > 0 tal que si 0 < | — y| < &; por consiguiente |f(z) — f(y)| <
e*, de esta manera si 0 < |r — y| < Jy entonces |g(z) — g(y)| < €*. Tomando
0* = min{d1,d2} con lo que 0* < &; y §* < dy. por lo tanto existe §* > 0. Si
0 < |x—y| < 6" entonces |z —y| < §* < 61,09 de aqui |z —y| < §; y |x —y| < b2, por
consiguiente | f(z) — f(y)| < &* v [g(x) — g(y)| < &, luego |(f + g)(z) — (f + 9)(¥)]

es igual a |f(z) + g(x) — f(y) — g(y)| de esta misma manera es menor o igual a

1
|f(x) — f(y)] + |g(z) — g(y)| y esto menor a e* + ¢* = 2¢* = 255 =¢ O

Si f : [1,0] — [0,1] es u a funcidn continua, entonces eziste x € [1,0] talque
f@) =z
[1,0] = [0, 1]

v g@) = f@) -2
la cual es continua ya que g es la suma de dos funciones continuas (f +(—1)). Como

f:[1,0] = [0, 1], para todo x € [1,0], 0 < f(z) < 1.
i) Tomemos 0 < f(x) entonces 0 < f(x) — 0 con lo que 0 < f(0) — 0 = ¢(0), Asi
0 < g(0).
ii) Tomemos f(z) < 1 entonces f(z)—1 < 0 de aqui f(1)—1 < 0 por consiguiente
g(1) <0.
Asig(1) <0 < ¢(0) entonces existe z € [0, 1] talque g(z) = 0 con lo que f(z)—x =0

DEMOSTRACION. Sea g : {

y en conclusién f(x) = x.



Capitulo 3

DERIVADAS

Este capitulo esta dedicado al estudio de las derivadas de las funciones reales de variable
real. Esperamos, principalmente, que el lector este familiarizado con el significado geométrico
de la derivada como coeficiente angular de la tangente la grafico de una funcién (o pendiente

de la recta tangente a la curva de una funcion).

Aunque esas imédgenes intuitivas no desempenan un papel alguno en el desenvolvimiento
logico del texto, consideramos indispensable la actitud mental de pensar en el grafico de
cada funcién mencionada en el presente capitulo, de lo contrario seria dificil entender el
significado de las proposiciones y los ejemplos, e incluso el propio concepto de derivada se
tornaria artificial y injustificado, también estudiaremos algunas consecuencias importantes
del Teorema Del Valor Medio.

1. Definicion y propiedades de la derivada en un punto

DEFINICION 3.1. (Derivada) Sean X C R, f: X — Ry a € X N X' (esto es, a es
un punto de acumulacién de X que pertenece a X). Se dice que f es derivable en el punto

a cuando exista el limite
@)~ f(@)

z—a T —a
Si existe lo notaremos f’(a). En este caso, el limite f'(a) se llama la derivada de f en el
punto a.

[f(x) = f(a)]

r—a
g(x) representa la inclinacién (o pendiente) de la recta secante al gréfico de f que pasa por los

La funcién g : * — es definida en el conjunto X — {a}. Geometricamente,
puntos (a, f(a)) y (z, f(x)). L recta que pasa por el punto (a, f(a)) € R? y tiene inclinacién
igual a f'(a) y es llamada tangente al gfafico de f en el punto (a, f(a)). La inclinacién de la
tangente es, por lo tanto el limite de las inclinaciones de las rectas secantes que pasan por
los puntos (a, f(a)) y (z, f(x)) cuando & — a. Escribiremos h = x — a y asi

o) — 1 £ 1) = F(@)

h—0 h

96
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[f(a+h) = f(a)]

{0};a + h € X}, el cual tiene al 0 como punto de acumulacién.

Ahora, la funcién h — es definida en el conjunto ¥ = {h € R —

Cuando a € X N X', ( esto es, cuando a es un punto de acumulacién a la derecha de X,
y a le pertenece), podemos definir la derivada a la derecha de una funcién f en el punto a,
como el limite: (si existe)

@ = 1 JEI@ @b (@)

r—a™t Tr—a h—0t h

Andlogamente se define la derivada a la izquierda de f como f’ (a) cuando a es un punto

de acumulacién a la izquierda que pertenece al dominio de f.

Evidentemente, cuando a € X y es punto de acumulacion a la izquierda y a la derecha
( es decir, cuando a € int(X)) entonces f'(a) existe si, y s6lo si, existen y son iguales las
derivadas laterales f) (a) y f’(a).

Por ejemplo, cuando se dice que una funcién f : [¢,d] — R, definida en un intervalo
compacto, es derivable en un punto a € [¢, d] esto significa que a € (¢,d), y f posee las dos
derivadas laterales en el punto a y ellas son iguales, en caso de que a sea alguno de los dos

extremos, quiere decir que solo existe en este punto una derivada lateral que tiene sentido.

OBSERVACION 3.2. Se siguen de las propiedad generales de limite que f : X — R es
derivable en el punto a si, y sélo si, dada cualquier sucesién de puntos z, € X — {a} con

lim z,, = a, entonces

n—oo
lim f(xn> B f(a) _ f’(a)
n—o00 T, —a
En efecto, Sea {Z, nen, Zn —= a, T, € X —{a} y € > 0 dado. Como f : X — R es deriva-
ble en a, entonces existe 0 > 0 tal que z € X, |z —a| < 0 implica que M —L| <e
x—a

Ahora como z, —3 a para cada & > 0 existe k € N, n > Fk, |z, — a] < 0, entonces

Ty — @

—L| <e.

Mas generalmente, si dada cualquier funcién g : Y — X C R tal que 11'11]1) g(y) = a, con
Yy—
beY' Siy#bentonces g(y) # a, lo cual implica que

o f W) —fla) _
= 9(y) —a =fa)
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EjempLOS 1.1. (1) Sea f : R — R constante, esto es, existe ¢ € R tal que f(x) = ¢

para todo x € R, entonces f'(a) =0 para todo a € R (La derivada de una contante

es nula.)

En efecto, Sea a € R, a € RNR, entonces,

i L8 —F@) g ama 0o
r—a Tr— a T=a X — Q r—a

(2) Sea f:R — R dada por f(x) = cx + b, entonces, para todo a € R,
flz) = fla) = (cx +d) — (ca+d) = c¢(x — a)

f(z) = fla) = ¢ la cual es una constante y asi f'(a) = limc = ¢
T —a Tr—a

de modo que el cociente
para todo a € R.
(3) Sea f(x) =22, entonces f(a+ h) = (a+h)* y f(a) = a®, entonces,

fla+h)—fla)=(a+h)?*—a*=(a+h+a)a+h—a)=nh(2a+h)

h) — h(2a + h
luego im LA =@ o RCAER) 00t h) = 2040 = 24,
h—0 h h—0 h h—0

(4) Usando la formula del binomio de Newton, se muestra, que si

n

p(z) = g a;x' = ag+ a1x + - -+ + a,x" es un polinomio, entonces

=0
P(x) = Zz ca; 7 = ay 4 2a0x + - - + napx™ ! para todo © € R. En efecto,
=1
Z ai(x +h)" — Z a;x’' Z a;[(x + h)" — 2]
p(z +h) —p(z) _ =0 =0 _ =0 _
h h h
n , . (i — 1)ai—2h2 S
Zaz xz_i_ixz_lh_'_w_i_..._i_hz_xz
=0 2‘ . |: z—1+ Z(Z_ 1) i—2h+
— az €T ..
h — 2!
Z a;(ix"™ ") =0+ Z ja;xt Tl = Z ja;ztt
i—0 i=1 i=1
— f(0
(5) Sea f : R — R definida por f(z) = |z|, entonces para x # 0, L(J)C() =
x E—
— f(0
’i—| ==+1 (+1 st x > 0y —1 si x < 0), luego f(0) = iﬂ% =

lim(1) =1y f (0) = h’mM = lim(—1) = —1 pero no eziste f'(0), pues

x—0 z—0 z—0 z—0
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Fi(0) =14# f(0) = —1. Para a # 0, eziste f'(a), que vale 1 sia >0y —1 sia <0.

(6) Sea f:[0,400) — R definida por f(x) = \/x. Para todo a € (0,400) y h # 0, se
tiene que flath) = fla) = Vath-ya = h = !
h h h(Va+h++a) Va+h+ya
flath) —fla) 0
h

= 1m == 5
h=0\/a+h++a 2va

por
1

lo tanto, se a > 0 eziste f'(a) = lim
h—0
por otro lado, si a = 0, tenemos

fO+m—fO) _VE_ 1

h " h Vh

Luego no eziste el limite cuando h — 0, o sea, la funcion f(x) = \/x no posee

deriwada en el punto 0.

(7) Sea f: R — R definida por f(x) = inf{|z—nl|;n € Z}, es decir, f(x) es la distancia

. . 1
de x al entero mds préozimo, entonces si x € |n,n + 3| flz)=|z—n|=2—-n

2
f(z) = (n+1) —x. La grifica de f es una sierra cuyos dientes tiene puntas en los

1
(pues, n < x < n—l—% — x —n > 0). Por otro lado, si x € n+—,n+1],

11 1
puntos (n + 5 5) , existe la derivada de f en cada punto del intervalo <n, n + 5)

1
y esigual a 1. Para cada a € | n + 7" + 1| también existe la derivada f'(a) = —1.

Los puntos n y n+ 1, con n € Z, existen apenas las derivadas laterales pero son

diferentes.

OBSERVACION 3.3. Siendo definida como un limite, la derivada tiene cardcter local. Asi,
si la funcién f : X — R posee derivada en un punto a € X N X', entonces dado Y C X tal
que a € YNY’ la funcién g = f|Y también tiene derivada en el punto a, siendo ¢'(a) = f'(a).
SiY = INX donde [ es un intervalo abierto que contiene al punto a, entonces se cumple la

reciproca: la existencia de ¢'(a) implica la existencia de f’(a).

DEFINICION 3.4. (Derivable en un conjunto) Se dice que f : X — R es derivable

en el conjunto X cuando exista la derivada de f en todos los puntos a € X N X".

Interpretaremos ahora la existencia de la derivada f’(a) como significado que, las proxi-
midades de a, la funcién f se exprime como un polinomio de grado < 1 mas un resto que es

“muy pequeno” en sentido bien preciso.
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Si f: X — R posee derivada en el punto a € X N X', escribiremos r(h) = f(a + h) —
f(a) — f'(a) - h, entonces para todo h # 0, tal que a + h € X tendremos

) fla+h) = F(@) + f(a) - h+r(h), con lim "2 — .
h—0 h
h
Por causa de la relacién }ILI/I% % = 0 se dice que el “resto” r(h) tiende para cero mas
—

rapidamente que h, se dice también que r(h) es un infinitésimo (= funcién cuyo limite es
cero) de orden superior a 1, relativamente a h. Reciprocamente dada f, supongamos que

exista una constante L tal que se pueda escribir

it) fla+h) = f(a)+ L-h+r(h), con }IL%L:) =0.

( La primera igualdad siempre puede ser escrita: ella es apenas la definiciéon de r(h). Es

h
crucial saber si lim u = 0.) Note se, el caso si se tiene
h—0 h
fla+h) = fla) r(h)
L4+
h * h

= L, esto es, existe la derivada f'(a) y es igual a L.

fla+h)— f(a)
tanto, Ii
y por tanto, lim .
La condicién i) es por tanto necesaria y suficiente para la existencia de la derivada f’(a).
La constante L, si existe con aquella propiedad es tnica y es igual a f’(a). Las condiciones

i) y 1) son equivalentes y se pueden escribir de la siguiente manera.

i) f(a+h) = f(a)+ [f'(a) + p(h)]h, con lim p(h) = 0.
La funcién p sera definida para todo h tal que a + h € X ( inclusive para h = 0). Para

h # 0, tendremos

p(h) _ T(}?) _ f(a’_'_h})L_f(a’) —f/(a).

Para h = 0, pondremos p(h) = 0, asi la continuidad de la funcién p en el punto 0 equivale a

la existencia de la derivada f'(a).

Consideraciones analogas se pueden hacer para las derivadas laterales, basta con suponer

h > 0 para la derivada de la derecha y h < 0 para la derivada de la izquierda.

EJEMPLOS 1.2.
(1) Tenemos (a+h)* = a®+ 2ah+h?, donde f(z) = 22, f'(a) = 2a y r(h) = h%. Dando

un pequeno crecimiento a h al punto a, el crecimiento sufrido por ser cuadrado, es
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decir (a+ h)* — a* es esencialmente igual a 2a-h (= f'(a)-h) ya que el resto h* es

despreciable en relacion a h ( si h es muy pequeno).

(2) Se sabe del Cdlculo que la funcion f : R — R, dada por f(z) = sin(z), posee en
todo punto a € R, la derivada f'(a) = cos(a), entonces podemos escribir sin(a +
h) = sin(a) 4+ h - cos(a) + r(h), donde h’mr—:) = 0, por tanto, para valores muy
pequenos de h, tenemos aprorimadamente sin(a+ h) ~ sin(a) + h. cos(a), con error
igual a una fraccion pequena de h. ( el nimero p(h) proporciona la razén entre
el error r(h) y el crecimiento h.) Comparemos con la formula de Trigonométrica:
sin(a+h) = sin(a)-cos(h)+cos(a)-sin(h), obtenemos que r(h) = sin(a)-(cos(h)—1)+

h)—1
cos(a) - (sin(h) — h), esto confirma que lim BV 0. En efecto, lim cos(h) = 1 =0
h—0 h h—0 h
in(h
y lim sin(h) _ 1) =0 como resulta del cdlculo las derivadas de cos(x) y sin(z) en
h—0 h
el punto 0.

La expresién f’(a) - h, que proporciona una buena aproximacién para el crecimiento
fla+ h) — f(a) cuando h es pequetio, es llamada la diferencial de f en el punto a. Observe

que la diferencial es una funcén de h (y del punto a), la cual se escribe aveces df (a) = f'(a)-h.

Se establece ahora las propiedades més basicas para la derivada en un punto. En pri-
mer lugar, se mostrara que no puede existir la derivada en un punto donde la funcion es

discontinua.

TEOREMA 1.1. Si eziste la derivada f'(a), entonces f es continua en el punto a.

DEMOSTRACION. Como existe f'(a), es decir que existe el h’mM = f'(a)

T—ra Tr— a
y ademds existe lim(x — a) = 0 entonces existe también el limite lim[f(x) — f(a)] =

T—a T—a
lim J@) = Jla), (x —a)| = lim ) = /), lim(z—a) = 0, por consiguiente, lim f(z) =
T—a T — a T—a xr—a T—a T—a

f(a) y asi f es continua en el punto a. O

OBSERVACION 3.5.

(1) Si existe apenas una derivada lateral, f puede ser discontinua en el punto a, por

ejemplo: f: R — R, con f(z) =1sixz >0y f(x) = —1si x < 0. Note se el

— f(0 1-1
caso, f1(0) = 0, (pues xli%l‘*' % = xlir(r)l+ = 0) pero f’(0) no existe
— f(0 —-1-1
(pues lim J@) = /() = lim ——— = —21im — no existe). El mismo argumen-
a—0-  x—0 z—0- T =0 I

to arriba muestra que f (0) existe entonces f es continua a la derecha del punto



1. DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA DERIVADA EN UN PUNTO 102

a, esto es, lim f(z) = f(a), del mismo modo, la existencia de la derivada a la
r—a

izquierda f’ (0) implica que f es continua a la izquierda en este punto, o sea que

fla) = lim_ f(x)

En particular, para que f sea continua en el punto a, basta que existan las dos
derivadas laterales, incluso siendo deferentes. El ejemplo que acabamos de dar, la
funcion f es continua a la derecha y discontinua a la izquierda en el punto 0, por lo

tanto la derivada f” (0) no existe.

Los ejemplos el 4, 5 y 6 muestran que una funciéon puede ser continua en toda
la recta y no ser derivable en algunos puntos. Es posible construir una funcién
f : R — R continua que no posee derivada en cualquier punto de la recta. Vea el
libro Espacios Métricos del autor elon lages lima, el ejemplo 33 Capitulo 7, donde
se muestra que la mayoria de las funciones continua no poseen derivada en ningiin

punto.

TEOREMA 1.2. Sean f,g: X — R derivables en el punto a € X N X', entonces f + g,

f-g9vy S ( con g(a) # 0) son derivables en el punto a. Esto es,
g

(f £9)(a) = f(a) £ g'(a)

COROLARIO 3.1. Sea ¢ € R, entonces (c¢- f) = c- f'. Si f(a) # 0, entonces <%) (a) =

—/f'(a)
(f(a))*

En efecto, (cf) = f+cf =0f +cf' =cf’.

TEOREMA 1.3. (Regla de la cadena). Sean f : X — R, g : Y — R, f(z) C Y,
a€ XNX', b= f(a) e YNY'. Siexisten f'(a) y ¢'(b), entonces go f : X — R es derivable

en el punto a, siendo (g o f)'(a) = g'(b) - f'(a) = ¢' (f(a)) - f'(a).
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DEMOSTRACION. Como f es derivable en a f'(a) y g es derivable en b = f(a) (¢'(D)),

entonces se tiene que:

Fla+h) = Fla) + [f'(a) + p(h)] - b donde lim p(h) =0,
gb+k)=g(b)+ [¢(b) +o(k)] -k  donde hm o(k)=0.

Sea k = f(a+h)— f(a) = [f'(a)+p(h)]-h, por consiguiente f(a+h) = f(a)+k = b+ k. Lue-
o: (gof)lat+h) = glfla+h)=glb+k)=g0)+]g' () +0k)]-k= g(b)+[g' () + o(k)]-
[f'( )+ p(h)]-h = g(b) +[g'(b) - f'(a) +6(R)] - h.

Coné(h) =oc (f(a+h)— f(a))-[f'(a)+ p(h)]4+9¢'(b)-p(h), como f es continua en el punto
a y o es continua en el punto 0, entonces Illl’r%a (fla+h)—fla)) =0y }llir% g (b)p(h) =0,
— —

por lo cual lim #(h) = 0, asi lim (9.0 fasn = 9(/(a)) =g (b)f'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a), por lo

h—0 h—0 h

tanto (g0 f), = g (f(a)) - f'(a). =

COROLARIO 3.2. (Derivada de una funcién inversa.) Sea f : X — Y C R una funcién
que posee inversa g = f~1:Y — X C R. Si f es derivable en el punto a € X N X' y g es

continua en el punto b = f(a), entonces g es derivable en el punto b si, y sélo si, f'(a) # 0.

Pl = g (f(a)) = i)’

OBSERVACION 3.6. La continuidad de g en el punto b serd consecuencia de la continuidad

En caso afirmativo ¢'(b) =

de f en el punto a cuando f es continua en todos los puntos de X y, ademéas X es un intervalo

o X es compacto.

Veamos la demostracion del Corolario Como ¢ es continua en el punto b, entonces

h'n% g(y) = g(b) = a, Ademés, y € Y \{b}, lo cual implica que g(y) # a, asi
y—

-1
i IW =) o gly)—a [f(g(y)) —f(a)] _ 1
b y—b e f(gly) — f@) el gl —a F'(a)

Luego ¢'(b) existe y es igual a % cuando f’(a) # 0. Reciprocamente, si existe ¢'(b),

entonces como g o f = id,, la regla de la cadena nos da ¢'(b) - f'(a) = 1 y por lo tanto

f'(a) # 0 con ¢'(b) = Fla)

EJEMPLO 3.7. La funcién f : R — R, definida por f(z) = x*, es una biyecién continua
con inversa continua g : R — R, g(y) = ¥y, y ['(a) = 3a®, luego f'(a) # 0 para a # 0
pero f'(0) = 0, ademds g no posee derivada en el punto 0 = f(0). Para a # 0y b = a® el
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1 1
Corolario nos da que ¢'(b) = 32 33—\/ﬁ la cual es una formula que no esta definida
para b = 0.

La derivada es el instrumento por excelencia para estudiar el crecimiento de una funcién
en una vecindad de un punto. El Teorema siguiente y su Corolario nos dan una indicacién
de como es esto. Resultados “globales” que hablan de la existencia de la derivada en todos

los puntos de un intervalo seran establecidos en el paragrafo siguiente.

DEFINICION 3.8. (Méaximo local - estricto) Se dice que una funcién f : X — R
posee un mdzimo local en el punto a € X cuando existe § > 0 tal que x € X N(a—0,a+9),
implica que f(z) < f(a). Cuando se cumple la implicaciéon = € (X\{a}) N (a — d,a + 9),

implica f(z) < f(a) decimos que f posee un mdzimo local estricto en el punto a.

DEFINICION 3.9. (Minimo local - estricto) Se dice que una funcién f : X — R posee
un minimo local en el punto a € X cuando existe 6 > 0 tal que x € X N(a—0J,a+7), entonces
f(z) > f(a). Cuando se cumple la implicaciéon z € X N (a — 6, a + J), entonces f(z) > f(a)

decimos que f posee un minimo local estricto en el punto a.

EJEMPLO 3.10. La funcién f : R — R, definida por f(x) = 2 posee un minimo local
estricto en el punto 0. La funcién g : R — R, definida por g(z) = sin(z) posee maximos
locales estrictos en los puntos (4k + l)g y minimo local (no estrictos) en cada punto de su
dominio. La funcién h : R — R, definida por h(z) = 1siz > 0y h(z) = —1siz <0
tiene un méaximo local (no estricto) en el punto 0, el cual no es un minimo local. La funcién
¢ : R — R, definida por ¢(r) = z? <1 + sin(é)) six # 0, p(0) = 0 es continua y posee
un minimo local en el punto 0. Si se tiene p(z) > 0 para todo x, (0) = 0 y en cualquier

vecindad de 0 hay puntos x tales que ¢(x) = 0.

OBSERVACION 3.11. Si una funcién no decreciente f : X — R posee derivada en el

punto a, debe ser f'(a) > 0.

En efecto, Sea ¢ > 0 dado, como f es derivable en a, entonces existe lim M = f'(a),
z—a ZL‘ —a

con r # a, asi existe un 5 > 0 tal quesiz € XN(a—d,a+7), entonces f(x @ _ f(a)| <

luego f'(a) —e < f(‘r ) < f'(a) + ¢ y ahora como = # a, se pueden presentar dos casos: 2)
x>aentoncesx—a>0yf( ) > f(a) (f(z) — f(a) > 0), luego 0 < fx) f L < f'(a) +
entonces 0 < f’(a) + €, para todo € > 0, asi f'(a) > 0. i) Si z < a, entonces r—a<0y
f(z) < f(a) (f(x) — f(a) <0), entonces 0 < fx) f“) < f'(a) + €, es decir que 0 < f'(a) + ¢
para todo € > 0, por tanto f'(a) > 0.
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TEOREMA 1.4. Sea f : X — R derivable a la izquierda en el punto a € X N X',
Si f(a) > 0, entonces existe 6 > 0 tal que x € X, a < x < a+ 6, lo cual implica que

fla) < f(x).
@) 1@

DEMOSTRACION. Sea € > 0 dado, tomemos €* = f’ (a) > 0, como lim,_,,+ == =

r—a

fi(a), existe 6 > 0 tal quesiz € X, x € (a,a+7), entonces %{’:(“) — fila)| <€ = f(a),

xT

luego —f! (a) + fi(a) < f@)—rla) 2f (a) y x —a > 0, entonces f(z) — f(a) > 0y asi

a—a
f(x) > [f(a). O

OBSERVACION 3.12. Si trocamos los sentidos > y <, + y — se obtienen tres teoremas
analogos a este, con demostraciones semejantes. El primero dice que si f’ (a) > 0, entonces
f(z) < f(a) para todo z < a y suficientemente préximo de a. El segundo afirma que si
f4(a) < 0 entonces para cualquier x > a suficientemente préximo de a se tiene que f(z) <
f(a). Finalmente, si f'(a”) < 0, entonces f(x) > f(a) para todo # < a suficientemente
proximo de a. (En todos los casos, estamos suponiendo z € X.) Evidentemente, si existe
la derivada f’(a), entonces f’(a) > 0 implica una funcién bilateral como la del Corolario

siguiente:

COROLARIO 3.3. Sea a € X un punto de acumulacién a la derecha y a la izquierda. Si
f: X — R posee el punto a, una derivada f’(a) > 0, entonces existe 6 > 0 tal que z,y € X
ya—d<z<a<y<a+9implican que f(z) < f(a) < f(y).

DEMOSTRACION. Como f’(a) > 0, entonces f}(a) > 0y f’'(a) > 0, luego existen dy,J, >
0 tales que: x € (a — 61, a) implica f(z) < f(a), y € (a,a + J2) implica f(a) < f(y). Sea
d = min{dy, 02}, entonces (a — d1,a) 2 (a —d,a) y (a,a + 61) 2 (a,a + 0). Luego, para
r,ye X, x € (a—d,a)yy € (a,a+9), se tiene que z € (a—d1,a) y y € (a,a+ J2), entonces
f(z) < fla)y fla) < f(y). Asi dados z,y € X, a < J < x < a <y < a+d implica que
flx) < fla) < f(y). -

COROLARIO 3.4. Sean a € XN X, NX".Si f: X — R es derivable en el punto a y

posee un méximo o un minimo local en ese punto, entonces f’(a) =0

DEMOSTRACION. Si fuese f'(a) > 0 el Corolério excluirfa la existencia de un maximo
o un minimo local en el punto a. Un analogo del mismo Corolario también diria que no puede
ser f'(a) < 0, por lo tanto debe ser f'(a) = 0. O

2. Funciones derivables en un intervalo

Si quisiésemos proseguir considerando funciones definidas en subconjuntos abiertos de

R tendriamos que tomar en los préximos teoremas, un conjunto compacto X C R tal que
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todo punto z € X con excepcion de a = inf X y b = sup X si fuesen puntos de acumula-
cién de z a la izquierda y a la derecha, y ademas X # {a,b}. Sin embargo, un conjunto
de este tipo coincide con el intervalo [a,b]. (De hecho, el intervalo abierto R\ X es reunién
de intervalos abiertos disjuntos dos a dos). los cuales son (—oo,a) y (b, +00). Si (¢, d) fuese
otro intervalo que compone a R\ X, tendriamos ¢ € X poro ¢ no seria punto de acumulacién
de X a la derecha. También d € X, pero d no seria punto de acumulacion a la izquierda
de X, entonces (¢, d) = (a,b), el cual es absurdo pues XN(c,d) = ¢, en cuanto XN (a,b) # ¢.)

Cuando la funcién f : I — R posee derivada en todos los puntos del intervalo I,
considerese la funcidn derivada ' : I — R, que asocia a cada x € [ la derivada f'(x).
Cuando [’ es continua, se dice que f es una funcién continuamente derivable en el intervalo

I, o una funcién de clase C1.

1
EJEMPLO 3.13. Sea f : R — R definida por f(z) = z%sin(—) cuando = # 0y f(0) = 0,

1 1
su derivada f': R — R es dada por f'(z) = 2z Sin(;) - cos(;) sixz #0, f/(0) = 0. Véase

que f’ es discontinua en el punto 0, luego f no es de clase C! en toda la recta.

8

Cuando una funcién f : I — R es de clase C! en el intervalo I, dados a < b en I, si
f'(a) < d < f'(b) entonces existe ¢ € I con a < ¢ < b tal que f'(c) = d. Esto se deduce del
Teorema del Valor Intermedio aplicado a la derivada f’.

La derivada f’ no tiene que ser continua. El teorema abajo, debido a Darboux, nos dice
que si f es derivable en [a, b], su derivada f’, incluso siendo discontinua, cumple la condicién

del valor intermedio.

TEOREMA 2.1. (Valor intermedio para la derivada) Sea f : [a,b] — R derivable en
todos los puntos x € [a,b]. Si f'(a) < d < f'(b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = d.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que d = 0, esto es, f'(a) < 0 < f'(b),
entonces por el Teorema (Obs. se tiene que f(a) > f(z), para un x préximo
de a, y f(x) < f(b) para un z préximo de b (a < = < b). Por consiguiente, el minimo
de f en [a,b] (que existe en virtud del Teorema de Weiertrass , pues f es continua
en el intervalo compacto [a,b]) es alcanzado en un punto ¢ € (a,b) (Considere los casos
f(a) < f(b) o f(b) < f(a) o f(a) = f(b)) y por el Coroldrio 3.4 tenemos que f'(c) = 0.
Por otro lado, supongamos que d # 0, consideremos una funcién g : [a,b] — R definida por
g(x) = f(z) — d- z. Es claro que g es continua en [a, b], entonces g alcanza un maximo y un
minimo en [a, b], ademas ¢'(z) = f'(z) — d, luego ¢'(a) = f'(a) —d <0 < f'(b) —d = ¢'(b),
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es decir que ¢'(a) < 0 < ¢'(b), por consiguiente g alcanza un méximo en a y b, por lo tanto
g alcanza un minimo en el punto ¢ € (a,b) y asi ¢’(c) = 0, esto es, ¢'(c) = f'(c) —d =0,
entonces f'(c) = d. O

COROLARIO 3.5. Si f : I — R es derivable en un intervalo I, entonces f’ no puede

tener discontinuidad de primera especia en I.

Sea ¢ € I un punto el cual tanga limite a la derecha (esto es, ¢ no es la extremidad
superior de I). si existe L = xlggr f'(z), mostraremos que necesariamente serd L = f’(c). En
efecto, si fuese por ejemplo L > f'(c), tomarfamos d satisfaciendo f'(c) < d < L, existiera
0 > 0 tal que

c<r<c+0—d<f(x) (3.1)

)
En particular, f'(c) <d < f’ (c + 5) pero es una contradiccion por el Teorema , se

sigue de (3.1) que no existe x € (c, c+ 5 ) con f'(z) = d. De manera analoga se muestra

que la existencia de lfim f’(z) = M obliga a que M = f’(c), luego, solamente existen ambos
T—Cc

limites laterales de la derivada cuando esta es continua.

EJEMPLO 3.14. Por lo que acabamos de ver, las discontinuidades de una funcién derivada
en un intervalo son bien complicadas. (Vea el Ejemplo m) No se debe confundir el ejemplo
de la funcién f(x) = |x| con el contra ejemplo al coroldrio arriba. En este caso tenemos
f: R — Ry su derivada " : R\{0} — R es dada por f'(z) = —1siz <0, f'(x) =1
si x > 0. El punto 0 no es una discontinuidad de primera especie para f’, lo que ocurre es
que f’(0) simplemente no existe. El corolério nos dice que, cualquiera que sea la funcién
g : R — R tal que g| (R\{0}) = f’, g no es derivada de alguna funcién derivable en toda la
recta. Andlogamente, la funcién ¢ : R — R, definida por ¢(z) =0siz € Qy ¢(x) =1 si
x ¢ Q, no es derivada de una funcién £ : R — R. En efecto, aunque las discontinuidades de

@ sean todas de segunda especie, ella transgrede violentamente la ley del Valor Intermedio.

TEOREMA 2.2. (M. Rolle, 1691) Sea f : |a,b] — R continua, tal que f(a) = f(b). si f

es derivable en (a,b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) donde f'(c) = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que f sea constante en [a, b], entonces
f'(¢) = 0 para todo ¢ € (a,b). Por otro lado, si f no es constante y como f es continua en el
conjunto compacto [a, b], entonces por el Teorema de Weirestrass , f alcanza un minimo
m y un maximo M en un punto interior ¢ € (a,b), (pues si ambos fuesen alcanzados en las
extremos, tendriamos m = M y f seria constante) y en virtud del Corolario se concluye
que f'(c) = 0. O
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EJEMPLOS 2.1.
(1) Sea f : [0,1] — R definida por f(x) = x si x € [0,1) y f(1) = 0, entonces
f(0) = f(1) y f es derivable en (0,1) pero f'(x) =1 para cualquier 0 < x < 1. Esto

se da por que f no es continua en [0, 1].

(2) Sea ahora g : [-1,+1] — R, g(x) = |z|. Tenemos g es continua en [—1,+1],
g(—1) = g(1), pero no existe ¢c € (—1,+1) tal que ¢'(c) = 0, el motivo es que g no

tiene derivada en el punto 0.

(3) Sea f:[-1,+1] — R dada por f(x) =1 — 22, la cual es continua en [—1,+1] y
derivable en (—1,41), luego podemos aplicar el Teorema de Rolle . en el punto

x = 0, en donde f'(0) = 0. Una observacion andloga se cuple para la funcion

g:[—1,+1] — R, definida por g(z) = (1 —2?) sin < ) si|z| #1, g(£1) =0.

1— 22

1 .
) silel £ 1
h(—1) = h(+1) = 0, veamos que el Teorema de Rolle conforme el enunciado

de arriba, no se aplica, pues h es discontinua en los puntos —1 y +1. Entretanto

Ahora, si consideramos h : [—1,+1] — R, h(z) = sin

existen infinitos puntos en (—1,41) los cuales la derivada de h se anula.

TEOREMA 2.3. (Teorema del valor medio, J.L. de Lagrange, 1797.) Sea f : [a,b] — R
continua. Si f es derivable en (a,b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que
f(b) = f(a)
/ J—
f (C) - b—a .
Un enunciado equivalente seria: Sea f : [a,a + h] — R continua y derivable en (a,a + h),
entonces existe t, 0 <t <1 tal que f(a+ h) = f(a) + f'(a+th) - h.
f(b) = f(a)

b—a
a) con x € [a,b]. Es claro que ¢ es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b), por definicién

DEMOSTRACION. Sea ¢ : [a,b] — R, definida por ¢(z) = f(z)— f(a)— (x—

de f. Ademiss g(a) = f(a) ~ fla) ~ 20D 0 —0) = 0y o) = 1) - fla) -
W(b —a) = 0, luego en virtud del Teorema de Rolle , existe ¢ € (a,b) tal que
¢'(c) =0y como ¢'(z) = f'(z) — w, entonces ¢'(c) = f'(c) — W =0, por
lo tanto f(b) — f(a) = f'(¢)(b— a). O

[£(b) = f(a)]
b—a

la gréafica de f en el punto ¢ es paralela a la secante que constituye la grafica de g

OBSERVACION 3.15. Geométricamente, f’(c) = significa que la tangente a
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COROLARIO 3.6. Si una funcién continua f : [a,b] — R posee derivada nula en todos

los puntos = € (a,b), entonces f es constante.

DEMOSTRACION. Para todo x € (a,b], tenemos f(z) — f(a) = f'(¢)(z — a) donde ¢ €
(a,x). Como f'(c) =0 tenemos f(z) — f(a) =0, esto es, f(x) = f(a) para todo = € (a,b] y

por tanto f es constante. O

PROPOSICION 3.16. Sea f continua en I = [a,b] y derivable en (a,b), f'(x) = 0 para

todo x € (a,b). Entonces f es continua en I.

DEMOSTRACION. Sea z € [a, b] tomemos x > a entonces [a,z] = I, C [a,b] = I donde
f es continua en I, = [a, z] y derivable en (a,z) C (a,b), luego existe ¢ € (a,x) C (a,b) tal
que f(z) — f(a) = f'(c)(x —a) se tiene f(z) — f(a) =0-(z —a) =0 por eso f(z)— f(a) =0

asi f(x) = f(a), por lo tanto f es constante en I. O

COROLARIO 3.7. Si f, g : [a,b] — R son continuas, derivables en (a,b), y f'(z) = ¢'(z)
para todo z € (a,b), entonces existe ¢ € R tal que g(z) = f(x) + ¢ para todo = € [a, b].

DEMOSTRACION. Como f y ¢ son continuas en [a,b], entonces (f — g) es continua en
[a,b]. Sea f — g = h es continua es [a,b], ademds ' = (f —g) = f'—¢ = f' — f/ =0 asi
R (xz) = 0, para todo = € (a,b) por la preposicién 3.16 existe ¢ € R tal que h(z) = ¢ para
todo = € (a,b), luego existe ¢ € R tal que f(z) = g(x) + c. O

OBSERVACION 3.17. La funcién f : R — {0} — R definida por f(z) no es

o
| 2’
constante, aunque cumpla f'(z) = 0 para todo z € R — {0}. El motivo es que el dominio de

f no es un intervalo.

COROLARIO 3.8. Sea f : I — R derivable en el intervalo abierto I. Si existe k € R

tal que |f'(z)| < k para todo = € I, entonces cualesquiera que sean x,y € I se cumple que

|f(x) = f(y)] < klz —yl.

DEMOSTRACION. Dados z,y € I, f es continua en el intervalo cerrado cuyos extre-
mos son = e y y es derivable en el intervalo abierto correspondiente, luego, f(z) — f(y) =

f'(z)(z — y) donde z es un punto entre z y y. Como |f'(z)| < k, vemos |f(z) — f(y)| =
' Elle =yl <k -z —yl.

Asi, una funcién que posee derivada limitada en un intervalo abierto es lipschitziana, y por

tanto uniformemente continua es ese intervalo. En particular, si I = (a, b), existen lim f(z)
z—at
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y lim f(z). (Corolario [2.11})

T—b—

1
Por ejemplo, la funcién f : (0,+00) — R, definida por f(z) = sin (—) no tiene limite
x
a la derecha en el punto 0, tiene derivada ilimitada en cualquier intervalo del tipo (0, d).

-1 1
Sabemos que para x # 0, f'(z) = —; cos (—) O
T T

OBSERVACION 3.18. Si f es continua en [a, b] y derivable en (a,b), se sigue por pasar al
limite que la desigualdad |f(z) — f(y)| < k|x — y| ain es valida para z,y € [a, b] desde que
|f'(x)| < k para todo = € (a,b).

COROLARIO 3.9. Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si existe lim f'(z) = L,

z—at
entonces existe [’ (a) y vale f! (a) = L.
DEMOSTRACION. Basta mostrar que, dada arbitrariamente una sucesién de puntos x,, >

a con lim x, = a, se tiene lim M = L. Ahora por el Teorema del Valor Medio

n—oo n—oo I’n — Qa
zn) — f(a

, para cada n € N existe y,, con a < y, < z, tal que M

Tp — @

que ¥, — a, luego lim f’(y,) = L, el que proporciona el resultado deseado.
n—oo

= f'(yn). Es evidente

Evidentemente, un enunciado anélogo es valido para el limite a la izquierda en el punto

b. Se sigue entonces el O

COROLARIO 3.10. Sea f : (a,b) — R derivable excepto posiblemente en un punto
¢ € (a,b) donde f es continua. Si existe lim f'(x) = L, entonces existe f’(c) y ademds
Tr—cC

f'(c)=L.

COROLARIO 3.11. Sea f : I — R derivable en el intervalo /. Se tiene f’(z) > 0 para
todo x € [ si, y solamente si f no es decreciente en I. Si f'(x) > 0 para todo x € I entonces

es creciente en I, En este caso, osee una inversa f~! definida en el intervalo f(I) = J,
p

1
 f(@)

DEMOSTRACION. Si f’(x) > 0 para todo x € I, entonces dados a < b en I, tendremos
fb) — f(a) = f'(¢) - (b—a) con a < ¢ < b, luego f(b) — f(a) > 0, y por tanto f es no
decreciente. Reciprocamente, si f es no decreciente entonces para todo x € I y todo h # 0
e +h) = J@) > 0, luego f'(z) > 0. Si f'(z) > 0 para
todo = € I, entonces a < b en [ implica f(b) — f(a) = f'(c)(b —a) con a < ¢ < b, luego
f(b)— f(a) > 0 esto es, f es creciente. Se sigue del Teoremaque f~t:J — I es continua

la cual es derivable en .J, con (f~') () para todo y = f(x) € J.

tal que  + h € I, tendremos
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en el intervalo J = f(I). Por el Corolario , la funcién f~! es derivable y su derivada tiene

el valor arriba enunciado.

Ademsa, Es valido un resultado andlogo para funciones no crecientes y decrecientes con

<y <. Note se, efectivamente sin embargo que f es estrictamente creciente que puede tener

3

derivada igual a cero en algunos puntos, como es el caso de f(z) = x°. [

EJEMPLOS 2.2.

(1)

Como la funcion exponencial f : R — R, dada por f(x) = e* posee derivada
f'(xz) =e*. Dado x > 0, el Teorema del Valor Medio aplicado al intervalo [0, x]
bajo la forma f(x) = f(0) + f'(c)(x —0), 0 < ¢ < x, nos da e* =1+ €°- x, pero
c >0, lo que implica que e > 1, luego podemos escribir e* > 1+ x para todo x > 0.
Estas simples consecuencias del Teorema del Valor Medio tienen una aplica-

cion interesante. A partir de alli, mostraremos que para todo n € N, se cumple que
x
x?’l/
lim — = 0. En efecto, tenemos en+1 > 1+ >
z—4o00 ¥ n+1l n+1

st x > 0. Elevando

n+1
, obtenemos ¢ > ——, donde

A

° %, o L < 2. Bl resultado se sigue. De alli es facil concluir mas general-
" e T
mente que si tiene lim p() = @y, luego 1lim ]Lx) = lim ]La:)x_

z—r+o0 " z—+oo e% z—+oo0 " et

—1 —1
Sea f: R — R definida por f(x) =ex? six # 0y f(0) = 0. Como h’n%e )
T—r

a la potencia n + 1 y escribiendo A = (n + 1)+

T n

n

=a,-0=0.

2
veamos que f es continua. Ademds f es derivable en R — {0} con f'(x) = — -e 2
x

3

1
para todo x # 0. poniendo y = —, vemos que lim f'(x) = lm % =0 en virtud
x z—0t y—+oo eY

del Ejemplo anterior. Si hacemos x tender hacia cero por valores megativos, esto
apenas tocard la sinal de f'(x), luego se cumple ain 11’151 f'(x) = 0. Se sigue del
z—0—
Coroldrio que existe f'(0) y se tiene f'(0) = 0. Usando el mismo argumento,
-1
podemos examinar la funcion g : R — R, definida por g(x) = e © para x # 0 y
g(0) = 0. En el punto 0, g es discontinua aunque es continua a la derecha. Para
-1

todo x # 0 tenemos ¢'(x) = — -e T , se sigue que h’m+ g (x) = 0 y por tanto, existe
T z—0

¢'.(0) = 0. Entretanto lim ¢'(z) = +oc.

rz—0~
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OBSERVACION 3.19. Las dos situaciones en las cuales se cumple el Teorema del Valor
Medio sem se supor suponer que la funcién f : [a,b] — R sea continua en los puntos a y b.
La primera de ellas es completamente trivial: basta admitir que existan L = lim f(z)
y M = mlg& f(z), entonces la formula se torna M — L = f'(c) - (b — a) y se tendra
f(b) — f(a) = f'(¢c)- (b —a) donde M — L = f(b) — f(a). Esto ocurre inmediatamente
del Teorema el cual usamos en vez de f una funcién que coincide con f en (a,b) pero

asume los valores L y M respectivamente en los puntos a y b.

La segunda situacion es la siguiente, admitimos que f : [a,b] — R sea limitada, derivable
en (a,b) pero supongamos que por lo menos uno de los limites en los extremos, digamos
:vlingJr (x) no exista, entonces todavia existe un ¢ € (a, b) tal que f'(¢)-(b—a) = f(b) — f(a).
En efecto, la no existencia del limite a la derecha en el punto a muestra (vea los comenta-
rios en seguida del Corolario que f’(x) no puede ser limitada en (a,b). Afirmemos que
f’ es limitada superior e inferiormente, pues suponga que f’(z) > A (digamos) para todo
x € (a,b), la funcién g(z) = f(z) — Az teria derivada no negativa en (a, b) seria monétona li-

mitada y existiria su limite a la derecha en el punto a, lo que es absurdo pues esto implicaria
[f(b) — f(a)]

la existencia del ll’m+ f(z). En particular, haciendo d = , vemos que existen
r—a
puntos 1,z € (a,b) los cuales f'(z1) < dy f'(x2) > d, por el Teorema del Valor Intermedio

para la Derivada [2.1] existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = d, esto es f(b) — f(a) = f'(c) - (b—a)

Como aplicacién del Teorema del Valor Medio [2.3] caracterizaremos las funciones unifor-

memente derivadas.

DEFINICION 3.20. (Uniformemente derivable) Diremos que f : I — R es uniformemente

derivable en el intervalo I cuando f sea derivable en [ y ademads para cada ¢ > 0 dado sea po-
B) —
J@Hh) =@ | <

sible obtener un § > 0 tal que 0 < |h| < 4, lo cual implica que Y

sizel,z+hel.

Una condicién equivalente seria: para cada € > 0 existe § > 0 tal que 0 < |h| < § =
|f(x+h)— f(x) — f'(x) - h| < €|h| para cualesquierax € [ y x +h € I.

TEOREMA 2.4. Una funcion f : [a,b] — R es uniformemente derivable si, y solamente

si es de clase C.

DEMOSTRACION. Supongamos inicialmente que f € C!, esto es que f' : [a,0] — R
sea continua (y por tanto uniformemente continua pues [a, b] es compacto), entonces dado

e > 0 obtenemos 6 > 0 tal que |y — x| < 9, lo cual implica que |f'(y) — f'(x)| < e. Ahora,
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flx+h) — f(x) = f'(y) - h donde |x — y| < |h|, por tanto 0 < |h| < § — |f(x + h) —
fl@)=f(z)-hl =[f(y)-h— f(z)-hl =[f(y) = f'(@)[[h] <e|h| luego f es uniformemente
derivable. Tomemos ahora este hecho como hipdtesis y probemos que f’ es (uniformemente)

continua en [a,b]. Dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |h| <0y x € I, x + h € I implican

que | [f(w +h) — f()] - /()| < 5 ¥ \_ihmx) — f+ D] S+ h)] < 5+ Lasegunda

1
desigualdad se escribe como E[f(x +h) = f(x)] — f'(x + h)' < % Comparédndola con la

primera, vemos |f'(x + h) — f'(x)| < € para cualesquier x € I, x +h € I con 0 < |h| < 0,

luego f’ es uniformemente continua. O

TEOREMA 2.5. Teorema del valor intermedio (repaso)
Los siguientes dos teoremas son conocidos como teorema del valor intermedio, teorema

de Bolzano-Cauchy, teorema de Bolzano.

TEOREMA 2.6. Teorema del valor intermedio, caso especial. Sean a,b € R, a < by
sea f : la,b] = R una funcion continua que toma valores con signos opuestos en los extremos

del intervalo [a,b], esto es, f(a)f(b) < 0. Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

TEOREMA 2.7. Teorema del valor intermedio, caso general. Sean a,b € R, a < b
y sea f : [A,b] = R una funcion continua tal que f(a) # f(b), esto es, f(a) < f(b) o
f(a) > f(b). Entonces para todo u entre f(a) y f(b) existe al menos un ¢ € (a,b) tal que
7€) = u.

EJEMPLOS 2.3.

(1) Demuestre que la funcion f tiene al menos una raiz real y encuentre un intervalo de

longitud menor o igual a 1 que contenga por lo menos una raiz de f.
f(x) =2% + 4z + 3.

(2) Demuestre que la funcion f tiene al menos una raiz real y encuentre un intervalo de

longitud menor o igual a 1 que contenga por lo menos una raiz de f.
f(z) = cos(2z) — 3z + 4.

EJERrcICIOS 2.1.

(1) Explique el sentido geométrico del teorema del valor intermedio, primero en el caso
especial y luego en el caso general.

(2) Muestre que la primera version del teorema es un caso especial de la sequnda version.
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(3) Demuestre el teorema del valor intermedio en el caso general usando el caso especial
del mismo teorema.

(4) Sean f:]0,1] = [0,1] y g : [0,1] — [0,1] funciones continuas tales que

F(0) =0, F1) =1, g(0) =1, g(1) = 0.

Demuestre que eziste por lo menos un punto ¢ € [0, 1] tal que f(c) = g(c).

(5) Sean f:[A,b] > R yg:[A b — R funciones continuas tales que

f(A) < g(b) y f(b) > g(A).

Demuestre que eziste por lo menos un punto ¢ € [A,b] tal que f(c) = g(c).
(6) Sea f:[A,b] = R funcidn continua tal que

’ —3A+45, m4 —3b+5
in, ]f(w) +5, Irer[l%]f(w) +

. Demuestre que existe por lo menos un punto ¢ € [A,b] tal que f(c) = 3¢+ 5.

cosa — cosb
EJERCICIOS 2.2. (1) Demostrar que ——

ey M tan(c) donde ¢ € (a,b).

DEMOSTRACION. Consideremos las funciones f(z) = sinz, g(z) = cosz donde
f y g son continuos en [a, b] y derivables en (a, b).

f'(x) = cosz,

f’(a:)ﬁ: CoS T
N -
/

consideremos cosx # 0, luego por el teorema del valor medio generalizando existe
[0~ fla) _ [0
g9(b) —gla) — g'(c)

sinb — sina sin ¢ sin ¢

c € (a,b) tal que de manera que

= —tanc

cosb — cosa —cosc cos ¢

(2) Sea x > 15 demostrar que 8y/1 +x < x + 17.
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DEMOSTRACION. Consideremos la funcién

f:l-La) — R
t — f(k)=V1+t

donde f es continua en [15,z] y derivable en (15, ) por

Luego, f'(t) = 2\/_

consiguiente del teorema del valor medio garantiza que existe ¢ € (15,x) tal que

f'(e) = L{él@’ entonces (z — 15)f'(c) = f(x) — f(15)(M)
f'(e) = flz)=VI+zy f(15) =4.

2\/14—

Como ¢ € (15, m) entonces 15 < ¢ < x por tanto 1 + 15 < 1 + ¢ en conse-
cuencia v/1+c¢ > 4 se tiene 24/14+c¢ > 8 > 0 dado que

1
< = entonces

1 15 Qm
(0= 15) e < (),
Retomando (#) y usando (%), (z —15)- f'(c) = f(z) — f(15) asi (z — 15)2\/11——1-0 =
V1+2z — 4 de manera que v/1+x —4 = (z — 15)2\/1_ < (x — 15)% por eso
81+ x —32 <z — 15 por lo tanto 8v/1+z < = + 17. O

(3) Sea f y g continuas y derivables en R. Si f'(x) > ¢'(x) Vo € R y f(a) = g(a),
a € R. Demostrar que f(x) > g(x), Vo € (a,q).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién h(z) = f(x)—g(z) lo cual es continua
y derivable en R consideremos el intervalo (a,z) C (a,+00), © > a asi h es continua
en [a, z] y derivable en (a, z), luego por el teorema del valor medio , existe ¢ € (a, x)

tal que (z) = "= (2) = gla) = (fa) = g(@)

entonces f'(c) — ¢'(c) = se

tiene 0 < f'(c) — ¢'(c) = —f(xa): : Z($), f(a) — g(a) = 0 por esto 0 < —(Z) — g( z) y
x —a >0, luego o < f(z) — g(x) de donde g(z) < f(x), por lo tanto f(x) > g(x)

para todo z € (a, a).
EJERCICIOS 2.3. (1) Demostrar que |sinx — siny| < |z — y|, para todo x,y € R.

DEMOSTRACION. Sea z,y € R tomemos = < y, [ = [z,y] y la funcién f(x) =
senz la cual es continua en [z,y] C R y derivable (z,y) C R, entonces seny —
senz = cos(c)(y — x) de manera que |seny — senzx| = |cosc| - |y — x| se tiene

|seny —senzx| < |z — yl. O
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(2) Sea f,g : la,b] — R continuas y derivables en el intervalo (a,b). Entonces existe
¢ € (a,b), tal que [f(b) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)]f"(c).

DEMOSTRACION. Sea

h:la,b] — R
v = h(x) =[f(0) - fla)lg(x) = [9(b) = g(a)]f ()

Es claro que h es continua en [a, b] ya que f y g lo son, ademds es continua en (a, b)

por similar razén. Ahora

h(b) = [f(b) = f(a)lg(z) = [f(b) — g(a)]f (D)
= f(0)g(b) — f(a)g(b) = f(b)g(b) + f(b)g(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b)
Luego h(a) = h(b), asi se cumple las condiciones del Teorema de Rolle.
Por lo tanto existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0 asi b’ (x) = [f(b) — f(a)]g' (z) — [g(b) — g(a)].
por consiguiente /() = [£() — F(@)]g'(c) — [9(b) — g(@)]f(c) = 0 se tiene [£(D)
fa)lg'(c) = [g(b) — g(a)lf'(c)-
(3) Sea f wuna funcion tal que f'(r) = é, x >0y f(1) = 0 pruebe que f(zry) =
f(z) + f(y) para todo x,y > 0.

0o

, 1
DEMOSTRACION. Sean z,y > 0, y fijoy ¢'(x) = f(zy) entonces ¢'(x) = — -
y
1
y = — = f'(z), luego existe k£ € R tal que g(x) = f(z) + k en consecuencia
T
f(zy) = f(z) + k. Si z = 1 entonces f(y) = f(y) = f(1-y) = f(1) +k =0+ k por

tanto f(y) =k ast f(zy) = f(z) + f(y). O



Conclusiones

Realizar un estudio analitico detallado de los teoremas del extremo interior, de Rolle, del
valor intermedio de Bolzano y el teorema del valor medio permite tener una claridad sobre los
diferentes temas que se estudian en los cursos de calculo, ademas las diversas aplicaciones que
se pueden obtener a partir de dichos teoremas resultan muy fructiferos ya que se consiguen

las soluciones de problemas mas elaborados.

117



N O N

Bibliografia

BARTLE, ROBERT G.; SHERBERT, DONALD R. Introduction to real analysis. Second edition. John Wiley
Sons, Inc. 1992.

RUDIN, WALTER. Principles of mathematical analysis., Third edition. Mc Graw-Hill 1976.

LiMA, ELON LAGES. Curso de Analise. Vol 1. Impa, Brasil, 1995.

ApostoL, ToM. Andlisis matemdtico. Segunda edicién. Editorial Reverte.

BROWDER, ANDREW. Mathematical analysis, an introduction. Springer, 1996.

MATTUCK, ARTHUR. Introduction to Analysis. Prentice Hall,1999.

PINTER CH. Set Theory, Dover, 1980.

118



	Introducción
	Capítulo 1. EL CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NÚMEROS REALES
	1. Axiomas de Campo
	2. Axiomas de Orden
	3. Valor Absoluto
	4. Axioma de densidad o continuidad
	5. La propiedad de completidad de R
	6. Sucesiones
	7. Topologia de la recta

	Capítulo 2. FUNCIONES
	1. La noción de función continua
	2. Discontinuidades
	3. Funciones continuas en intervalos
	4. Funciones continuas en conjuntos compactos
	5. Continuidad uniforme

	Capítulo 3. DERIVADAS
	1. Definición y propiedades de la derivada en un punto
	2. Funciones derivables en un intervalo

	Conclusiones
	Bibliografía

