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Resumen

En este trabajo de grado se hace un analisis historico-epistemoldgico del desarrollo del
concepto de numero cardinal, a través de tres autores, hasta llegar a su formalizacion: Aristoteles,
Galileo y Bolzano, pasando por la dltima etapa, G. Cantor. Se comienza por la etapa del infinito
potencial, hasta refutarlo y luego formalizar el infinito actual. Este trabajo se centra en identificar
obstaculos epistemoldgicos, los cuales en alguna parte de su desarrollo tuvieron una no-
continuidad o ruptura de su concepcion; centrandose en el concepto de nimero cardinal. Ademas,
se hara un estudio sobre la importancia de los axiomas de Zermelo-Fraenkel para la teoria abstracta
de conjuntos de Cantor. Por ultimo, se caracterizaran algunos de los obstaculos epistemolégicos y
se hara una reflexion sobre la importancia de hacer un estudio historico para los docentes en

formacion, en este caso, un estudio de niimero cardinal en la teoria de G. Cantor.

Palabras claves: Obstaculo epistemolégico - Namero cardinal — Infinito potencial — Infinito actual

— Transfinito — Alephs

Abstract

In this work of degree a historical-epistemological analysis of the development of the
concept of the cardinal number is done, through three authors, until it reaches its formalization:
Aristotle, Galileo and Bolzano; and going through the last stage, G. Cantor. Beginning with the
stage of potential infinity, to refute it and then formalize the current infinity. This work focuses on
the identification of epistemological obstacles, those in which a part of their development is
included has no continuity or rupture of its conception; focusing on the concept of cardinal number.

Also, on the other hand, a study has been done on the importance of Zermelo-Fraenkel's axioms



for the abstract theory of Cantor's sets. Finally, some of the epistemological obstacles will be
characterized and a reflection will be made about the importance of doing a historical study for the
teachers in formation; in this case, a study of cardinal number in G. Cantor's theory.

Keywords: Epistemological Obstacle - Cardinal number - Potential Infinity - Current Infinity -

Transfinite — Alephs
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Introduccién

Uno de los aspectos centrales para el desarrollo de las matematicas, fue estudiar el concepto
del infinito, ya que desde la antigiiedad griega fue objeto de mucha polémica, con la aceptacion
unicamente de un infinito; el potencial. Ademas, su proceso de estudio perdurdé muchos afios, hasta

quiza, en la actualidad; pasando por su instauracion y formalizacion en el siglo XIX con G. Cantor.

Histéricamente el infinito se ha formalizado con el paso del tiempo, y también se ha
evidenciado una transformacion de dicha concepcién. Ejemplo de ello, se evidencio en los
transfinitos de Cantor, descubriendo que hay infinitos mas grandes que otros, por ejemplo, el

conjunto de los reales (R) es mas grande que el conjunto de los naturales (N).

Muchos autores han trabajado en la idea del infinito, como es el caso en este trabajo; se
evidencian aportes y obstaculos que se dieron en la formalizacién del concepto de nimero cardinal.
Entre ellos estan, Aristoteles, Galileo, Bolzano y Cantor. Cada uno de estos hicieron aportes
significativos y algunos provocaron limitaciones o problemas, como se dijo anteriormente. Para

ello se analiz6 a cada autor, dependiendo la época a la cual pertenecian.

En el capitulo 2, se busca hacer un estudio de corte historico sobre los antecedentes que se
ha tenido de la nocion del nimero cardinal; avances y retrocesos que hubo en su formalizacion, y
la conexidn que tiene dicho concepto con el infinito. Ha sido esta la razon, por la cual se encuentra
una importancia en la linea historica de Aristételes, Galileo y Bolzano. Esta linea nos permite ver

el desarrollo de la nocién del niimero cardinal.

En este capitulo presentaremos y analizaremos a Aristoteles, quien postuld la idea del
infinito en potencia. Para él, el infinito crecia indefinidamente y carecia de limites; es por ello que

negaba la idea de que el infinito se pudiera contar. Ademas, refutaba toda idea que se tuviera de



un infinito en acto y también la de cardinalidad, ya que, para Aristoteles el infinito era imposible

numerarlo.

Luego, se analiza a Galileo, quien fue el que aporto la idea de biyectar conjuntos infinitos,
refutando asi, toda concepcion que se tenia del infinito en potencia, con la cual se venia ligada
desde Aristoteles. Para esto, se mostrara la paradoja de la rueda y la paradoja de los cuadrados, la
cual consiste en hacer biyecciones entre dos circulos concéntricos y poligonos concéntricos, uno
méas grande que otro, y también entre un conjunto y un subconjunto propio, llegando a la
conclusién que hacen el mismo recorrido ambos circulos y que ambos conjuntos tienen la misma

cantidad de elementos, respectivamente.

Por ultimo, en el capitulo 2 se trata a Bolzano, quien fue el primero en instaurar la
concepcion del infinito en acto, segun (Ortiz, 1994), sin embargo, no logro ir mas alla de formalizar
dicho infinito. Ya que trabajo con la misma idea que Galileo, la cual fue la biyeccion. No obstante,
tuvo un confrontamiento conceptual del tipo parte-todo, pues hacia biyecciones entre conjuntos y
subconjuntos propios, para determinar la numerosidad de ambos conjuntos, sin embargo, lleg6 a

la conclusién de que la biyeccion sea un buen criterio para ello (Waldegg, 1996).

De esta manera y finalmente, en el capitulo 3, se evidenciara la formalizacion del concepto
del nimero cardinal, y por supuesto la teoria de conjuntos moderna, desarrollada por G. Cantor.
Sin embargo, con la ayuda de Dedekind, se logro desarrollar de manera concreta dicha teoria. En
el capitulo 3, también se analiza cobmo y cual fue el aporte de Dedekind a la teoria de los transfinitos
y a la teoria de conjuntos moderna, y también la influencia que tuvo en Cantor, para poder

constituirla.
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También, se analiza la génesis de como se instaurd el concepto de nimero cardinal y
cardinal transfinito, el cual fue gracias a Cantor. Con ello, se presentan algunas de sus
demostraciones y definiciones, como la de los nimeros algebraicos; la correspondencia biunivoca
de los conjuntos naturales (N), con el conjunto de los enteros (Z) y racionales (Q), entre otros;

ademas, del continuo de los nimeros reales. Todo esto, seguido con la aritmetizacion del infinito.

Sin embargo, Cantor tuvo algunos problemas en algunas de sus definiciones, como la
definicidn de conjunto, entre otras, las cuales dieron surgimiento a contradicciones y paradojas en
su teoria. Es por ello, que en el capitulo 4 se aborda la axiomética de Zermelo-Fraenkel. Ya que
los axiomas son principios de existencia y con ello se va construyendo una red mas compleja de

conjuntos; para que de esta forma se eviten las paradojas (Recalde, 2017).

En este orden de idea, se hace un analisis a fondo, de los obstaculos que surgieron en cada
una de estas etapas o epocas de aquellos matematicos que trataron el infinito, tanto potencial, como
actual. Todo esto encaminado a conceptualizar el nimero cardinal; aquel proceso que tuvo en su
desarrollo para poder legitimarse. Viendo un obstaculo epistemoldgico como el proceso que tuvo
dicho concepto a través de la historia, y éste tuvo un cambio radical o una no-continuidad del

mismo concepto (D" Amore, Fandifio Pinilla, Marazzani, & Sbaragli, 2010).

Por ultimo, se hace una reflexion a profesores en formacién, la cual consta de la
importancia de un estudio historico-epistemologico del “porqué”, “para qué” y “cual” es el valor

que tiene hacer este tipo de estudios.
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Capitulo 1: Proyecto

1.1 Planteamiento del problema

El proceso historico de la nocion de cardinal no solo lleva consigo mismo un obstaculo
epistemoldgico, entendiendo como “obstaculo epistemoldgico la no continuidad o cambio radical
de algin concepto” (D"Amore, Fandifio Pinilla, Marazzani, & Sharagli, 2010) en este caso la
concepcion del infinito en acto; ya que en la obra de George Cantor la Teoria de conjuntos la
generalizo y desarroll6 bajo la idea de que los conjuntos son colecciones infinitas y con esto se
desarrollaron ciertos axiomas para evitar no llegar a muchas contradicciones o paradojas en su
misma teoria como: la llamada paradoja de Burali-Forti, paradoja de Cantor o la conocidisima

paradoja de Russell, entre otras.

A partir de algunos obstaculos que se presentaran en el proceso de formalizacion del
concepto de infinito actual y del nimero cardinal, se pondran en reflexion la importancia de una
fundamentacion en la teoria de conjuntos para poder enfocarnos en el cardinal y el poder que tiene

el infinito en ella.

Lo anterior conlleva al cardinal como aspecto epistemoldgico y de cédmo se ha ido
desarrollando a través de su historia a partir que se construyo la teoria de conjuntos con base en

los infinitos de Cantor.

La finalidad de este estudio histdrico-epistemoldgico serd construir y formalizar el
concepto de cardinal tal y como lo realizo Cantor. Analizar como fue su construccion, luego como
se fundamentd y finalmente como se formalizo tal concepto. También analizar los obstaculos que

se presentaron a través de la historia, hasta llegar a la postmodernidad, respectivamente en cada
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una de esas etapas mencionadas anteriormente. Teniendo en cuenta la teoria de George Cantor y

de Zermelo.

De esta manera, lo que tratamos de preguntarnos, lo ajustamos de la siguiente manera:

¢Cuales son los obstaculos que se presentaron en el proceso de la formalizacion del

concepto de namero cardinal?

1.2 Justificacion

A lo largo de la historia, el infinito se ha tomado como un concepto un poco aislado de la
realidad o dandole propiedades que no son los verdaderos significados. Habitualmente la idea que
se tiene de infinito en la sociedad, lo asocian a algo imaginario, poético o filoséfico, sentimientos
u objetos que tal vez no se podrian clasificar de manera facil. Estas definiciones o estos atributos

que le dan al infinito o lo asocian a él, aleja al verdadero concepto del infinito matematico.

Por lo general la idea de infinito que aparece en el imaginario colectivo es poética o
filosofica, relacionado a amores u odios inconmensurables, a sentimientos y sensaciones y
descripciones de objetos que exceden la posibilidad de ser puestos en palabras, algo infinito suele
ser algo indescriptible, para lo cual, todos los adjetivos resultan escasos. Y de esta manera ha
aparecido también en la historia de la ciencia (Leston, 2007, p.53).

Desde la antigliedad griega, pasando por la edad del renacimiento y terminando en la
postmodernidad; dado esto, se pondra la atencion en George Cantor quien fue pionero en la Teoria
de Conjuntos y que, de una u otra manera, construyo tanto la idea del infinito actual, como la teoria

de los transfinitos y, por supuesto la teoria de conjuntos. Teniendo en cuenta lo anterior, se centrara
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en el concepto de nimero cardinal, sobre el cual vamos a poner todas nuestras miradas y sobre
todo en su construccion historica.

En principio, la teoria cantoriana de conjuntos infinitos tuvo mucha resistencia. Se le
criticaba fundamentalmente la poca rigurosidad de sus presentaciones, las cuales se tildaban de
ligeras, demasiado intuitivas y repletas de matices psicoldgicos. Como respuesta a sus detractores,
Cantor escribe Beitrdge zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre (Contribuciones a la
fundamentacion de la teoria de conjuntos transfinitos). En esta obra, publicada en dos partes (la
primera en 1895 y la segunda en 1897), Cantor formaliza una teoria intuitiva de conjuntos
(Recalde, 2017, p. 341-342). Para esto Cantor tuvo que definir lo que es un conjunto y con las

definiciones que da sobre conjunto, se analizaran aquellos obstaculos que derivan de ello.

Mencionado lo anterior buscamos en este trabajo estudiar la obra de George Cantor sobre
el infinito para, finalmente, formalizar el concepto de cardinal, de manera que se vea explicito el
trabajo del autor sobre dicho concepto. Se busca, también, ver de manera precisa como tomaban
tal concepto en el siglo XIX y rastrear la actualizacion del concepto cardinal desde entonces hasta
la actualidad. Se quisiera, con este estudio, que los docentes vean necesario el punto de vista
historico-epistemoldgico del concepto de cardinal al momento de dar el curso de Teoria de
Conjuntos y ver también la importancia que tiene el infinito en tal curso. Es decir, que después de
este trabajo se logre una reflexién docente al momento de abordar tales conceptos y analizar por
ejemplo qué conceptos previos deben de tener los estudiantes antes de comenzar a abordar el
concepto de numero cardinal o tener en cuenta los obstaculos que se presentaron a travées de la

historia para poder formalizar dicho concepto y poder identificarlos para no volverlos a cometer.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general:

Identificar y caracterizar algunos obstaculos epistemologicos que se presentan en la

formalizacidn del concepto de cardinal en la teoria de conjuntos de George Cantor.

1.3.2 Objetivos especificos:

9 Hacer un analisis historico-epistemolédgico de cémo surgié el concepto de Cardinal.
desde la mirada de diferentes autores.

1 Estudiar sobre la importancia de los axiomas dentro de la teoria de conjuntos y como
formalizan el concepto de cardinal.

9 Hacer una reflexion dirigida a docentes en formacién de la Lic. En matematicas sobre
los posibles obstaculos historico-epistemoldgicos que deben tener en cuenta al
momento de poner en practica la teoria de conjuntos y sobre todo el concepto de

cardinal.
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1.4 Antecedentes

El concepto de nimero cardinal es relativamente nuevo a comparacion del surgimiento de
la matemaética. Tal concepto en la actualidad ya ha tenido un proceso de construccion y es
formalizado, con la ayuda de George Cantor, quién fue el pionero de la teoria de conjuntos y por
ende del nimero cardinal, entre otros muchos autores que trabajaron tal concepto; cada uno de
estos autores ha aportado materiales para la sociedad cientifica como libros, articulos, revistas y
para la fundamentacion de hoy dia en materia de trabajos de grado, etc. Particularmente muchos
de estos trabajos se desarrollaron en un momento historico, como son los trabajos de Aristoteles,
Galileo Galilei, Zenon de Elea, Bolzano, Dedekind, Cantor, entre otros. Nuestro estudio de
investigacion es historico-epistemoldgico del concepto de cardinal en la teoria de conjuntos de
George Cantor. A continuacion, se describen aquellas fuentes que contribuiran al soporte de

nuestro estudio y que formalizara el concepto de cardinal.

En Recalde (2017), se presenta cronoldgicamente un desarrollo historico de las
matematicas, teniendo en cuenta los autores y sus épocas mas representativas que contribuyeron
en el desarrollo de las matematicas y lo que son ahora; autores como Euclides, Pitagoras,
Descartes, Cauchy, Dedekind, Cantor, entre otros. El libro expone cierta cantidad de capitulos,
presentando en cada uno de ellos desde el nacimiento o la construccion de las matematicas hasta
como se ha formalizado actualmente dicha ciencia. Esta investigacion del libro de Recalde nos
permite analizar nuestro objeto matematico, sobre todo desde el surgimiento del concepto del
numero cardinal, hasta su formalizacion con miradas de diferentes autores, y el principal, Cantor.
Claro esta, que este estudio lo abordamos desde una mirada historica-epistemologica para poder ir

formalizandolo desde el concepto de infinito, para luego establecer la teoria de conjuntos, junto
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con el concepto de numero cardinal. Por lo cual, este libro nos sirve como antecedente para poder

abordar nuestro objetivo como una mirada histdrica-epistemoldgica.

Por otra parte, en Aponte (2014) se realiza un estudio acerca de la nocion del infinito en
George Cantor para poder estudiar el tamarfio de las colecciones infinitas y poder trabajar con una
aritmética infinita, que sirvio para la generalizacion de una aritmética ordinaria, de esta manera es
como se puede sustentar el desarrollo del pensamiento matemético a través del desarrollo de
fundamentos axiomaticos como los que se trabajan en la teoria de conjuntos actualmente. Con base
a esto podremos dar algunos sustentos de la axiomatizacion que se utiliza en George Cantor y
poder mirar la teoria de conjuntos desde sus raices, la cual es el infinito, resaltando que este trabajo

fue un estudio historico-epistemoldgico de tal nocion, la cual es uno de nuestros propositos.

Este estudio histérico-epistemoldgico de la nocion del infinito se aborda del lado educativo
y nos da cabida para poder brindar algunas reflexiones educativas para el curso de teoria de
conjuntos de la Universidad del Valle, por lo que lo consideramos un documento de suma

importancia para nuestra investigacion.

Garcia (2014), hace un estudio basado del “horror al infinito” desde la antigiiedad griega,
y con esto hace una busqueda exhaustiva de obstaculos epistemolégicos propios de la tensién entre
el infinito actual y potencial en la objetivacion del concepto de limite. Para este estudio tiene en
cuenta autores referentes como Pitagoras, Zendn de Elea, Demdcrito, Platon, Aristételes, Euclides,

Arguimedes, entre otros.

A partir de esto, vemos como el infinito o las distintas concepciones del infinito se vuelven
un obstaculo epistemoldgico, teniendo en cuenta que tal concepto fue la raiz o el nacimiento de la

teoria de conjunto y con esto, el concepto de nimero cardinal. Es por esta razon, por la cual vemos
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pertinente el estudio a la teoria de conjuntos y sobre todo a nuestro objeto matematico a observar,

el cual es el niUmero cardinal.

Por otra parte, en un sentido mas intuitivo del concepto infinito tenemos a Lestén (2007),
la cual hace un estudio de ideas previas a la construccion del infinito en escenarios no escolares, e
intenta detectar la forma en que dichas ideas surgen y como se comportan como parte del modelo
mental que el estudiante forma para el infinito, afectando la construccion del infinito matematico.
La autora expone ciertas ideas en las que son generados el concepto del infinito en el ambito de lo
social® y lo cultural. Evidencia tal concepto de infinito desde distintas perspectivas en diferentes
culturas como los Jainas, los griegos, la religion, hasta llegar a la actualidad, y todo esto lo asocia
al infinito fuera de la escuela y desde diferentes experiencias como lo son el infinito intuitivo, el
infinito en la literatura, y por ultimo el infinito en la escuela, fuera de la clase de matematicas y
dentro de ella. En cada una de estas experiencias la autora expresa situaciones y circunstancias de
contextos social, y nos dice que estas determinan la necesidad de un concepto como lo es el
infinito.

Leston (2011), hace un estudio sobre la nocion del infinito abordandolo al contexto escolar
como un discurso matematico en el aula desde un ambiente socioepistemoldgico?, a raiz de esto
detectd procesos, significados y preguntas que provocaron el surgimiento de esta nocion.
Evidencia dos infinitos en este estudio, uno vinculado con el algebra y el otro con el analisis. Es
un estudio el cual aporta mucho en dar reflexiones a la formacion de docentes y en pro de mejorar

la escuela media.

! Linea de investigacion a la que adhiere es a la construccidn social del conocimiento, entendiendo a toda construccién
de conocimiento como el resultado de las interacciones que se dan dentro de un grupo social, que comparte un bagaje
cultural comun (Lestdn, 2007, p.1)

2 que entiende la construccion del conocimiento matematico como el resultado de acciones situadas en un escenario
particular que se analizan de manera sistémica.
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1.5 Marco tedrico

El desarrollo histérico-epistemologico y la aprehension del numero cardinal son el objeto
de estudio de nuestra investigacion, desde el punto de vista de diferentes autores con la mirada
siempre puesta en formalizar el concepto de numero cardinal; la formalizacion es abordada como
la teoria que sostiene definiciones, teoremas, axiomas, etc., que se pueden establecer luego de un

estudio riguroso.

A través de la historia el concepto de nimero cardinal se fue construyendo, dado al
descubrimiento implicito que hizo Bernard Bolzano del infinito actual y luego formalizado por
George Cantor. En una cultura donde solo se aceptaba el infinito potencial, fue Bolzano el primero

en tratar de fundamentar el infinito actual (Ortiz, 1994).

Cuando pensamos en los avances y retrocesos que han tenido cada uno de los conceptos
matematicos, es inevitable pensar en los fundamentos filosoficos de la cultura griega, y nuestro
trabajo no es la excepcidn, se pretende entender el pensamiento griego que permite concebir las

bases para formalizar el infinito actual a través de la nocion de cardinal.

Para entender el pensamiento griego antiguo en relacion con la manera en que se entendian
y manejaban los procesos infinitos es conveniente revisar las concepciones de algunos filosofos
como Avristoteles y Platon, y estudiar los planteamientos teéricos desarrollados por Euclides en los
Elementos. En el libro | de esta obra se plantean 10 principios fundamentales: 5 nociones comunes

y 5 postulados (Euclides, 1991), los cuales sirven de base para establecer una teoria axiomatica

% Tomado. (Euclides, 1991)
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de la geometria euclidiana y una teoria intuitiva de ndmeros. Podemos identificar un primer
acercamiento a lo infinitamente grande con el postulado 2 del libro I, al establecer que un segmento
de linea recta se puede extender indefinidamente en una linea recta, y lo infinitamente pequefio
con la proposicion X.1: Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud
mayor que su mitad y de lo queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite sucesivamente

este proceso, quedara una magnitud menor que la menor de las magnitudes dadas.*

Los problemas con los procesos infinitos empiezan a hacerse evidentes con los desarrollos
de Zenon de Elea (450 a.c), quien intenta controvertir la idea de espacio, tiempo y movimiento en
4 planteamientos, que han pasado a la posteridad como “las paradojas de Zen6n.” En estos
argumentos podemos observar que los procesos de divisibilidad infinita nos llevan a
contradicciones con la experiencia empirica puesto que con ellas se concluye que el movimiento

no existe.

Analicemos dos de estas paradojas con el propodsito de entender el “horror al infinito” de
los antiguos griegos al plantear un razonamiento que guarda, de manera implicita, una idea

primigenia del concepto de limite.

Aquiles y la tortuga

Aquiles, llamado "el de los pies ligeros™ y el mas habil guerrero quien maté a Héctor, decide
salir a competir en una carrera contra una tortuga. Ya que corre mucho mas rapido que
ella, y seguro de sus posibilidades, le da una gran ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles
recorre en poco tiempo la distancia que los separaba inicialmente, pero al llegar alli
descubre que la tortuga ya no esta, sino que ha avanzado, mas lentamente, un pequefio
trecho. Sin desanimarse, sigue corriendo, pero al llegar de nuevo donde estaba la tortuga,
ésta ha avanzado un poco mas. De este modo, Aquiles no ganara la carrera, ya que la
tortuga estara siempre por delante de él. (Aristoteles, Fisica, 1995)

4 Tomada de (Euclides, 1991)
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Esta paradoja nos muestra el hecho de que Aquiles no alcanzara a la tortuga, que ha sido
simbolo de lentitud a lo largo de la historia, con lo que Zendn desea mostrarnos que no podemos
confiarnos en lo que percibimos del mundo, que puede ser una ilusion y en particular esta paradoja
tiene como intencion mostramos que el movimiento no existe, pero lo que mas nos llama la

atencion es que queria mostrar que cualquier distancia es infinita.

Veamos como confirma esta hipdtesis con una version de la paradoja de la dicotomia

La dicotomia

Zenon esta a ocho metros de un arbol. Llegado un momento, lanza una piedra, tratando de
dar al arbol. La piedra, para llegar al objetivo, tiene que recorrer antes la primera mitad
de la distancia que lo separa de él, es decir, los primeros cuatro metros, y tardara un tiempo
(finito) en hacerlo. Una vez llegue a estar a cuatro metros del arbol, debera recorrer los
cuatro metros que le quedan, y para ello debe recorrer primero la mitad de esa distancia.
Pero cuando esté a dos metros del &rbol, tardara tiempo en recorrer el primer metro, y luego
el primer medio metro restante, y luego el primer cuarto de metro... De este modo, la piedra
nunca llegara al arbol. (Aristoteles, Fisica, 1995)

Es Aristoteles en su libro Fisica que hace un analisis de estas paradojas dando una definicion de la nocion
del continuo y una explicacion a partir de él, la cual, consideraba caracteristica de todo movimiento. Para
Aristoteles el continuo es divisible en partes que no son divisibles porque si fuese divisible en partes
indivisibles, un indivisible estaria en contacto con un indivisible, ya que los extremos de las cosas que son

continuas entre si son uno y estan en contacto.

Intuitivamente la continuidad es una union de los extremos de las cosas que constituyen la
misma cosa y se mantiene siempre unido, por tanto, para Aristoteles no habia existencia del infinito
actual, dedico asi los capitulos 7 y 8 de su libro 111 de Fisica la refutacion de dicha inexistencia.
Solo aceptaba el infinito como algo no terminado, algo que no lograba su ser y al que siempre le

puedo hallar algo fuera de él, es decir, el infinito potencial. Aristoteles demanda a un infinito
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potencial: suponer un momento inicial seria suponer que una division infinita pueda alcanzar

términos ultimos indivisibles. (Aristételes, Fisica, 1995)

Para Aristoteles resultaba razonable pensar que no hay un infinito por adicién tal que pueda
superar toda magnitud, pero en la division si puede haberlo; porque, como la materia, el infinito
esta dentro de algo que lo contiene, y lo que lo contiene es la forma. Le parecia también razonable
pensar que en los nimeros el méas pequefio sea el limite, pero que en la direccion del més grande
toda cantidad siempre puede ser superada. El infinito, para Aristoteles, no es el mismo para las
magnitudes que para el tiempo ni el movimiento, son de naturaleza distinta. Tomando el ejemplo
de Aquiles y la Tortuga, Zendn concluye que “el movimiento es imposible”, es decir, que toma el
espacio como infinitamente divisible, que parte de un punto a otro y por ende tendra que siempre
recorrer la mitad de la trayectoria, pero entonces tendria que alcanzar antes, la mitad de la mitad y
asi sucesivamente. Por lo tanto, Garcia (2014) Aristoteles hace la diferencia por lo que es un
infinito por division y otro por afiadidura y refuta a Zendn diciendo que no se puede correr en un

tiempo finito un ndmero infinito de puntos.

Posteriormente Arquimedes quien, a través del método exhaustivo, el cual ya habia sido
trabajado por Eudoxo en la primera mitad del siglo XVII, intenta dar una primera aproximacion al
tratamiento de magnitudes con procesos infinitos. Las magnitudes inconmensurables eran un claro
ejemplo de ello, también sucedia algo similar con el célculo de areas y volimenes como lo mostré
Arquimedes. Algunos matematicos intentaron encontrar una solucion al problema, pero
apareciendo en estas contradicciones como las paradojas de Zenon, demostrando que no era la
salida y es asi como aparece el método exhaustivo como respuesta a las paradojas surgidas bajos

los procesos infinitos.
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Eudoxo y Arquimedes hallarian que para encontrar la cuadratura de una figura debian

encontrar su razén con otra figura que se conociera previamente.

El método exhaustivo se soporta en la proposicion X1 de los Elementos de Euclides

Proposicion X1. Dadas dos magnitudes desiguales, si la de mayor se resta una magnitud mayor que
su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite continuamente este proceso,

guedara una magnitud menor que la magnitud dada. (Euclides, 1991)

El trabajo de Arquimedes trato de determinar areas y volimenes de figuras, obteniéndolos
a través de comparaciones. Su técnica fue la demostracion por combinacion del procedimiento
Ilamado reduccion al absurdo y el llamado método de exhausion. En términos generales la
demostracién consiste en una aproximacion de figuras geométricas conocidas, inscritas y
circunscritas sobre otra figura por conocer de manera que la diferencia entre una y otra sea tan
pequefia como se quiera, de tal suerte que en el limite se considera que es equivalente. Esta frase
corta pero contundente “sea tan pequeria que se considere equivalente” s la iniciacion del calculo
con el llamado limite de una sucesién, porque precisamente en el infinito se pueden hacer

afirmaciones como, “tan cercano como se desee”.
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Figura 1. Método exhaustivo aplicado a una figura en general.®

En el siglo X1V se hace necesario establecer un método de calculos de areas y volumenes
sin hacer uso del método exhaustivo presentado por Arquimedes, ya que este método presentaba
limitaciones en figuras mas complejas. Una propuesta es conocida por Cavalieri. En su libro
geometria, indivicibilus continuorum nova quadam ratione promota, de la Geometria del siglo
XVII, el matematico italiano Bonaventura Cavalieri establece el desarrollo tedrico de lo que se
conoce como el método de los indivisibles. El hace uso de diferentes niveles de indivisibles para
instaurar los objetos geomeétricos. Por ejemplo: los puntos son los indivisibles de la recta, la recta
de los planos y los planos de los volumenes (Ver figura 2). Cavalieri plantea el principio que lleva
su nombre de la siguiente manera: “si dos volumenes tienen igual altura y si secciones hechas por
planos paralelos a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en una razon fija, entonces
los volimenes de los sélidos también estdn en esa misma razén “Es con este principio que se
fundamenta la geometria de los indivisibles y que se pueden calcular el volumen de algunos sélidos

importantes.

Figura 2. Indivisibles de Cavalieri

5 Haciendo cierta transposicion y sea una region R no rectilinea. Tomado de (Moran, 2014)
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Histéricamente Cavalieri tenia una posicion muy ambigua, pues mientras acepta que la
naturaleza no esta constituida por indivisibles, fundamenta su calculo de volimenes sobre ellos.
Por lo que en un escrito le aclara a Galileo que los indivisibles no son méas que un instrumento para
el calculo de cuadraturas y su tratamiento es independiente del continuo. Cavalieri se adhiere al
concepto de infinito y continto que trabajé Aristoteles, intentando dar un tratamiento algebraico
de los procesos infinitos a través del proceso de “suma de todas las lineas” que lo simboliza como
omn, haciendo un tratamiento aritmético y estableciendo una generalizacion de lo finito a lo

infinito. (Recalde, El calculo y la solucién de las cuadraturas, 2012)

Desde su vision, Cavalieri hace la suma a partir del proceso del ominus que supone la
convergencia de una suma de una cantidad no numerable de indivisibles. Su método no se basa
en el uso de proceso de paso al limite en la manera como se fue dando en el proceso evolutivo que
llegd a nuestro concepto de limite, pero en este proceso podemos encontrar indicios de cémo fue
surgiendo la necesidad de formalizar la nocién de limite y su directa relacion con lo que ocurre

con las magnitudes infinitas.

Luego nos encontramos con otro obstaculo asociado al infinito visto como ndmero
cardinal, el cual lo vemos en el Libro v de Elementos de Euclides, que nos dice que “el todo es
mas grande que sus partes”®. Implicitamente, esto nos muestra un cierto obstaculo epistemolégico
del concepto de nimero cardinal, ya que intuitivamente podemos ver la concepcién del cardinal
en esa proposicion. En Las paradojas del infinito de Bernard Bolzano, él se plantea comparar
conjuntos infinitos y ordenarlos, por medio de la biyeccion, tomando dos de ellos cuando uno es
subconjunto propio del otro, por lo que Bolzano tiene como consecuencia la proposicion X, ya que

a partir de la correspondencia uno a uno (biyeccion) se puede establecer una igualdad con la parte

% Proposicion X.
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y el todo. “Ante esta disyuntiva, Bolzano niega que la biyeccion sea un buen criterio para
determinar la numerosidad de los conjuntos infinitos, cuando estd presente una relacion del tipo
parte-todo” (Waldegg, 1996, p.105). Veamos la siguiente paradoja de Aristoteles:

Se considera dos ruedas formadas por circunferencias concéntricas con diferente radio (Ver
figura 3). Dado esto, si las ruedas dan una vuelta completa, la longitud del segmento donde se
apoya la circunferencia exterior es mayor a la longitud del segmento donde se apoya la
circunferencia interior, sin embargo, ambas circunferencias, tanto la interior como la exterior han
dado una vuelta completa, con lo que se concluye que cada circunferencia se apoya sobre un solo
punto y con esto se establece una correspondencia uno a uno entre los puntos de ambas
circunferencias.

Con esto se vuelve a negar el axioma “el todo es mas grande a sus partes”, ya que, desde
el punto de vista de la paradoja de las ruedas, vemos como ambas circunferencias tienen el mismo

numero de elementos, en otras palabras, la misma cardinalidad.

Figura 3. Paradoja de la rueda de Aristoteles

Si no queremos extraviarnos en nuestros calculos con el infinito, no debemos considerar
nunca como iguales (0 a una como mayor 0 menor que la otra) a dos cantidades infinitamente
grandes que resultan de sumar los términos de dos series infinitas basandonos Unicamente en el
hecho de que cada término en una de ellas es igual (o mayor, o menor) que el término
correspondiente de la otra (Bolzano, 1991, p. 88). Para esto Bolzano plantea la siguiente situacion,
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como es el caso de los numeros cuadrados y los numeros naturales, mas precisamente de los

términos de las series infinitas
S1=1+2+3+4+..etc. yS2=12+22+32+ 42+, etc.

De esto se deduce, la igualdad del conjunto de sus términos, ya que también se puede poner

en correspondencia de uno a uno cada uno de los términos de la serie S1 como de la serie S2.

Ciertamente no todas, como dice Kéastner, pero sin duda si la mayoria de las afirmaciones
paraddjicas que surgen en el ambito de las matematicas, tienen que ver con el concepto de infinito

(Bolzano, 1991, pag. 39).

1.6 Metodologia

La metodologia del trabajo consiste en hacer un estudio histérico-epistemoldgico
Hermenéutico, donde se tomaran fuentes primarias y secundarias, esto con el objetivo de

enriquecer nuestra mirada a la luz de la formalizacion del concepto de cardinal.
Esto se llevara a cabo en tres momentos:

1. Un estudio de corte histérico donde nos vamos a centrar en momentos
importantes y determinar como los avances y retrocesos de la formalizacion del
concepto de cardinal enriquecen nuestro trabajo. Para ello estudiaremos Fisica (1995)
de Aristoteles, Paradojas del infinito (1991) de Bernard Bolzano, Fundamentos (2006)
y Contribuciones de Cantor.

2. Se realizard un estudio exhaustivo sobre la forma como se presenta el

concepto de cardinal a partir de la teoria axiomatica y como dichos axiomas
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fundamentan la matematica. Para ello se estudiara el libro Introduction to Set Theory
De Tomas Jech.

3. Alaluz de los hallazgos, se hara un analisis y se pondra en reflexién algunos
de los obstaculos epistemoldgicos que surgieron sobre el proceso del concepto de
cardinal. Con esto, se centrard en algunas concepciones, teniendo en cuenta como la
abordaban cada uno de los autores antes mencionados y estudiados. Para ello se hara
un estudio de (Waldegg, 1996) y articulos y tesis de docentes de la Universidad del

Valle.
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Capitulo 2: Génesis y antecedentes del concepto de Cardinal

2.1 La génesis de la instauracién de la nocién del concepto de cardinal para la teoria de conjuntos
de George Cantor

En este capitulo se trazara una linea histérica de la nocion de cardinal y de como se instaur6
dicho concepto desde sus origenes. Se comienza con la mirada de distintos autores como,
Aristoteles, Galileo Galilei y se termina en Bernard Bolzano, para ello se tiene en cuenta sus obras
principales, como Fisica, Didlogos acerca de dos nuevas ciencias y Las paradojas del infinito,
respectivamente; en este sentido, se habla del concepto o del surgimiento del nimero cardinal o
potencia, dicho de otra manera, en algunos de los autores antes mencionados, abordaremos el
infinito actual, el cual fue y es, un concepto demasiado riguroso, ya que dicho concepto fue muy
polémico en su momento, por su aceptacion. Ortiz (1994), decia que, en ese entonces, solo se

aceptaba el infinito potencial y fue Bernard Bolzano el primero en fundamentar el infinito actual.

Comenzando por Aristoteles, quien fue uno de los mas grandes pensadores de la antigliedad
griega que refutaba la idea de que existiese un infinito actual; ya que para él no habia cabida para
ello, pues esto generaria contradicciones o paradojas y solo existia un infinito en potencia, el cual

no tenia un limite o siempre crecia infinitamente.

Mas adelante, en una época en la cual no se podian poner en tela de juicio, concepciones
acerca de la ciencia, las cuales refutara a la iglesia, aparece Galileo Galilei, refutando la idea que

tenia Aristételes del infinito actual y el axioma parte-todo de Euclides.

Y, por ultimo, a quien trataremos en este capitulo es a Bolzano, quien ademas de refutar
las ideas aristotélicas, empieza por dar una nocién cercana a lo que ahora se le llama infinito actual

y se acerca un poco a las ideas de George Cantor.

29



En este sentido y dejandolo claro, se trabajara en este capitulo, con la nocién del infinito
actual, desde la mirada de los distintos autores que se van a tomar en cuenta, para poder hacer el

analisis historico del concepto o del surgimiento del cardinal.

2.1.1 Refutacion de la idea del infinito actual en Aristoteles

Aristoteles (383 - 322 a.C.), discipulo de Platén, fue un filésofo y amante a la ciencia. No
continud con la idea que tenia su maestro del mundo de los sentidos y difirié un poco en ello,
dejando a un lado el mundo de las ideas eternas e inmutables. Con esto empez0 por interesarse en

la ciencia de la naturaleza, y comenzé su camino hacia el estudio del infinito potencial.

Puesto que la ciencia de la naturaleza estudia las magnitudes, el movimiento y el tiempo, y cada uno
de éstos es por necesidad o infinito o finito, aunque no toda cosa es o infinita o finita (como, por
ejemplo, una afeccion o un punto, pues quizas no sea necesario que estas cosas tengan que ser o
infinitas o finitas), convendra entonces que quien se ocupe de la naturaleza investigue si el infinito

eS 0 No es; Y, si es, qué es (Aristdteles, 1995, pag. 88).

Para él solo existe la idea de un infinito, el cual era en potencia, y de esto nos daremos
cuenta en su libro Il de la Fisica, en donde dedica esta hipétesis en todo su capitulo B. En este
libro, Aristoteles analiza la existencia del infinito actual, refutandolo de una manera un poco
timida, ya que planteaba un infinito acabado. No obstante, segun la hipotesis que planteaba
Avristoteles, también estaria negando el concepto de cardinalidad en los conjuntos infinitos, por lo

tanto, en cualquier conjunto. De esta manera, Aristételes (1995) afirma:
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Tampoco puede haber un niimero infinito separado’, pues un nimero, o lo que tiene ndmero, es
numerable; y si fuese posible numerar lo que es numerable, entonces seria posible recorrer el infinito

(p.94-95).

Con esto podremos darnos cuenta como Avristoteles estd negando la idea de numerar los
conjuntos infinitos (cardinalidad), aunque no necesariamente estaria negando la cardinalidad de
conjuntos finitos, es decir, para Aristoteles no hay infinitos méas grandes que otros, como lo dijo
Cantor, pero si conjuntos “finitos” mas grandes que otros. Para Aristoteles, no existia otro infinito
que no fuera el infinito potencial, por lo que enumerar conjuntos finitos era un proceso con fin 'y
lo Unico que no se podia numerar era el infinito potencial, puesto que es algo inacabado. De la

siguiente manera Aristoteles contradecia la existencia del infinito actual:

Es imposible que los maltiples infinitos sean lo mismo; porque, asi como una parte de aire €s aire,
también una parte de lo infinito seria infinita, si lo infinito fuera una sustancia o un principio. Luego
lo infinito tiene que carecer de partes y ser indivisible. Pero es imposible que un infinito actual sea
asi, pues tiene que ser una cantidad. Luego lo infinito existe como un atributo. Pero, si asi fuera, ya
se ha dicho antes que no se lo puede llamar principio, sino mas bien a aquello de lo cual es atributo,
como el aire o lo Par. De ahi que sea absurdo lo que dicen cuantos hablan a la manera de los

pitagdricos, pues hacen de lo infinito una substanciay lo dividen en partes (Aristételes, 1995, p. 94).

" «Namero separado» significa aqui una totalidad numérica actual, separada de la mera potencialidad, es decir, lo que
se niega es que pueda haber un nimero numerado que sea actualmente un todo infinito. Tomado de (Aristoteles, 1995)
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Como se dijo anteriormente, Aristdteles solo aceptaba la idea del infinito en potencia y no
en acto, la razon era que se podria llegar a contradicciones, matematicamente hablando del infinito
actual, por ejemplo, Garcia (2014) afirma que: “La proposicion IX de los Elementos de Euclides
“Hay mas niimeros primos que cualquier conjunto de primos”, claramente se puede concluir que
no existe un nimero primo que sea mayor a otros, el maximo; por lo que los primos son
potencialmente infinitos” (p.44).

Para Aristoteles, la idea de que hay infinitos méas grandes que otros, era inconcebible, y con
esto llegaba a algunas contradicciones como: La magnitud no es actualmente infinita, aunque sea
divisible, y de ser divisible, cualquier parte que se tomara seria también infinita; como de no existir
el infinito, se derivan algunos absurdos, en consecuencia, el tiempo tendria principio y fin
(Aristoteles, 1995). Con esto, es cuando Aristoteles acepta la existencia del infinito potencial o la
de un infinito por adicién; y niega en su totalidad la existencia del infinito en acto, sin embargo,
cuando habla de las magnitudes y su divisibilidad, pone en ejemplo, que las divisibilidades de una
recta resultaban rectas y con esto concluia que las partes de una magnitud nunca seran mayores al
todo. De esta manera, vemos uno de los obstaculos epistemoldgicos del infinito de los antiguos

filésofos griegos y matematicos posteriores.

2.1.2 La paradoja de Galileo Galilei y la refutacion a las ideas Aristotélicas sobre el infinito
actual

Galileo Galilei (Pisa 1564; Arcetri, 1642), astrébnomo, filésofo, matematico y fisico
italiano, perteneciente a la época del renacimiento y revolucionario de la ciencia. Didlogos acerca
de dos nuevas ciencias fue uno de sus libros mas destacado en la historia de la matematica y fisica.

Este libro, fue escrito en forma de dialogo, los cuales interviene: SALVIATI, que representa a
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Galileo; SAGREDO, espiritu culto de su época; y SIMPLICIO, filésofo peripatético, quien hace

el rol de Aristoteles.

Galileo, tuvo muchas refutaciones en contra de Aristoteles, tanto en la fisica como en la
matematica, por eso en sus escritos hay mucha polémica en contra de él. Es por ello que se

considera a Galileo como uno de los cientificos anti-Aristotélicos.

Dicho lo anterior, lo que se concebira es ver como con la teoria o ideologia Aristotélica, se
forma uno de los obstaculos histérico-epistemoldgicos sobre la concepcidn que se tenia del infinito
actual, y con ello se pasa a dar un salto en la historia con Galileo para analizar cuéles fueron sus

refutaciones anti-Aristotélicas con respecto a la concepcion del infinito actual.

La concepcidn que tenia Aristdteles, como se planteaba en el capitulo anterior, de que el
todo es mayor a sus partes; la refutaba Galileo, al decir que “la magnitud es divisible en partes
divisibles”: Si se coge una magnitud finita, las partes son la composicién o los resultados de sus
elementos que la integran. A estos Gltimos elementos es a lo que Galileo Ilamaba indivisibles. La
razon que da Galileo para sostener que el continuo esta formado por indivisibles, lo saca de las

mismas ideas Aristotélicas de una divisibilidad indefinida.

«/[...] siendo que la linea y todo continuo son divisibles en (partes) siempre divisibles, no veo cdmo
se pueda eludir que su composicion sea de infinitos indivisibles, porque una division y subdivision
gue se pueda proseguir perpetuamente supone que las partes sean infinitas, ya que de otro modo la
subdivision seria terminable; y de ser las partes infinitas se saca en consecuencia que son inextensas,
porque (partes) extensas infinitas hacen una extension infinita: y asi tenemos al continuo compuestos

por infinitos indivisibles»® (Garcia, 2006, p.114).

8 «[...] stante che la linea ed ogni continuo sian divisibili in sempre divisibili, non veggo come si possa sfuggire, la
composizione essere di infiniti indivisibili, perché una divisione e» Tomado de (Garcia, 2006).
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Para Aristoteles, el infinito era algo que no tenia fin, que carecia de limites; tenia la idea
que, si se concebia la idea de un infinito distinto al potencial, es decir, en acto, por ende, las cosas
infinitas se podrian contar, y era algo con lo cual no concebia en su ideologia. De esta manera y
refutando a Aristoteles, Galileo aparecia introduciendo una pequefia nocion de infinito actual.
También con él, se empieza a dar muy de lejos la nocion de los transfinitos de Cantor, aunque sin

nombrarlos, pero si asemejandose a tal idea.

Galileo para refutar lo precedentemente mencionado, retoma el siguiente ejemplo de la
paradoja de las ruedas. Supone la (Fig. 4): Se tiene un circulo AB y esta gira en torno a su centro
A sobre una base horizontal, y al cabo de una vuelta entera, éste termina volviendo a tocar la base
en F. Ahora imaginemos una circunferencia menor AC, como lo muestra la figura, analogamente
haciendo los mismos pasos que la circunferencia mayor, la base de la circunferencia menor vuelve
a terminar de dar la vuelta entera en E, es decir, a la misma distancia que la circunferencia mayor.
Sin embargo, al ser dos circunferencias distintas y una méas grande que la otra, nos damos cuenta
que CE, es igual a BF, es decir, que la longitud mayor AB recorre la misma distancia que la

longitud menor AC.

Figura 4. Paradoja de la rueda®

° Tomado de Garcia (2006)
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Citando a Garcia (2006), quien explica la forma de como Galileo resuelve la paradoja

anterior:

Para resolver la paradoja, Galileo comienza suponiendo dos poligonos regulares concéntricos, en
su ejemplo hexagonos. Tal como se ve en la Fig. 5, los lados del poligono mayor se supondran
sucesivamente sobre AS, mientras que los lados, mas pequefios, del poligono menor, se
“imprimiran” sucesivamente sobre HT dejando entre ellos espacios 10, PY, etc., asimismo €l centro

G tocard a la linea GV en una sucesion de puntos a intervalos GC, CR, etc. (p.121).

Figura 5%

Cabe resaltar que este ejemplo, el cual nos desglosa Manuel Sellés Garcia, de como Galileo
resuelve la paradoja haciendo uso de un hexagono regular, también es posible hacerlo con un
poligono de # lados. De esta manera, usando un poligono de mil lados, al cabo de una revolucion
el poligono menor habra recorrido una distancia aproximadamente igual al poligono mayor, pero
discontinua y formada por mil segmentos pequefios a sus lados. De esta misma manera, si se toma
dos circulos concéntricos, se haria un procedimiento analogo al de los poligonos, ya que un circulo
es un poligono de infinitos lados, aunque, Garcia (2006) afirma que hay que tener en cuenta que

no se llega a ello aumentando el nimero de lados de un poligono al infinito.

10 Tomado de Garcia (2006)
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Esto nos hace pensar en como veia Galileo el infinito. Nos hace pensar que Galileo entiende
el espacio como un conjunto de lugares inextensos. Para Garcia (2006), Galileo hacia todo
convencional, de manera como lo hizo con el ejemplo de los dos circulos concéntricos. Entonces
surge la duda de ¢;como puede haber infinitos mas grandes que otros? para Galileo son
incomparables, y para esto muestra como ejemplo una correspondencia biunivoca de los elementos
del conjunto de los nimeros naturales y el de sus cuadrados. Galileo notd que el conjunto de los
numeros cuadrados perfectos coordina con el conjunto de los numeros naturales, (N, 72) de tal
forma que haya una relacién de correspondencia de un conjunto con el otro; asi, el conjunto de los
numeros cuadrados perfectos sea una parte del conjunto de los nimeros naturales, es decir, un
subconjunto propio del conjunto de los nimeros naturales. Por lo tanto, se dice que tienen el mismo
numero cardinal. Es de aqui que Galileo atribuye que los adjetivos de mayor, menor o igual, en el

infinito no tienen lugar, (Garcia, 2006):

«Y sin embargo cuando el Sr. Simplicio me propone lineas desiguales, y me pregunta como puede
ser que en la mayor no haya mas puntos que en la menor, yo le respondo que no hay mas, ni menos,
ni los mismos, sino en cada una infinitos: o si yo le respondiese que los puntos en una son tantos
como en los nimeros cuadrados, en otra mayor tanto como todos los nimeros, y en aquella pequefia
tanto como el nimero de los cubos, ¢no podria darle satisfaccion al poner mas en una que en la

otra, y en cada una infinitos ?» pag 124

Claro est4, que esta idea que tenia Galileo, luego seria refutada por Bolzano y Cantor. Lo
importante aqui, es que Galileo nos da una idea clara de que el infinito se puede contar, aunque

aun no le atribuye la idea de mayores o menores, como en el capitulo 3 se formaliza con Cantor.
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2.1.3 El surgimiento del infinito actual, una obra de Bolzano

Bernard Bolzano (Praga, 1781; 1848), matematico, filésofo y tedlogo, quien hizo grandes
contribuciones a las matematicas. Las paradojas del infinito libro en el cual fundamenta la
concepcion del infinito actual, teniendo en cuenta que en su época se venia de una cultura la cual
solo se acepta el infinito potencial, Bolzano fue el primero en concebir una forma distinta al infinito
potencial (Ortiz, 1994). Por lo que defendi6 rotundamente la idea del infinito actual y enfatizé la

idea de que es posible hacer una correspondencia uno a uno en conjuntos finitos e infinitos.

Para Bolzano es importante ocuparse del infinito, ya que como dice Kastner, la mayoria de
las afirmaciones paradojicas de las matematicas, provienen o surgen del concepto de infinito

(Bolzano, 1991). Por lo tanto, es posible determinar si dichas afirmaciones son paraddjicas o no.

Bolzano nos presenta la preocupacion en su tratado de las Paradojas del infinito,
manifestandolo de la siguiente manera: si el estudio del infinito tiene cabida dentro de las
matematicas y si objetos que carecen de realidad se podrian considerar como infinitos, ademas
enuncia ejemplos como: los numeros y el conjunto de todas las verdades absolutas (Bolzano, 1991,
pag. 57). Luego de esto, Bolzano prosiguié a comparar conjuntos infinitos, sin duda, esta fue la
nocion mas cercana que se dio hasta el momento de cardinal en los conjuntos infinitos trabajada
por Cantor en su teoria de los transfinitos, sin embargo, Bolzano tuvo un gran obstaculo para esto,

y radico en los subconjuntos propios del conjunto dado, donde en su parrafo 520 afirma que:

Dos conjuntos pueden estar relacionados entre si de tal manera que resulte posible
(1) Que cada uno de los elementos de cualquiera de ellos se encuentre asociado con un elemento

del otro; y (2) que uno de esos conjuntos incluya al otro como una parte propia, por lo que las
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multiplicidades que ambos conjuntos representan pueden encontrarse en las relaciones méas

variadas entre si. (Bolzano, 1991, pags. 64-65).

Para ejemplificar lo anterior, Bolzano toma dos cantidades abstractas arbitrarias: los
numeros del 0 al 5 y del 0 al 12. Claramente el intervalo (0, 5) es infinito y esta contenido en el
intervalo (0, 12), luego crea una relacion entre ellos, afirmando que, si toma una cantidad
cualquiera “x” entre 0 y 5 variable y otra cantidad “y” entre 0 y 12 variable, determina la relacion
entre X y y por medio de la ecuacion “Sy=12x". De esto se puede concluir que a todo valor de x le
corresponde un unico valor de y y viceversa. También queda claro que a toda cantidad de x entre
el intervalo (0, 5) le corresponde una cantidad en el intervalo (0, 12) por lo que se podria concluir
que a ningun objeto de cada intervalo quedaria sin ser relacionado con uno del otro intervalo

(Bolzano, 1991).

Bolzano hace un segundo ejemplo para clarificar mas la idea que se tiene de subconjunto
propio y esta vez lo hace con un objeto espacial, haciendo uso de una recta y de una proporcion.
Tal como se ve en la Fig. 6. Bolzano (1991) “Sean entonces a, b, ¢ tres puntos cualesquiera en una

recta y considérese que la razén ab: ac es del todo arbitraria, excepto en que ac es mayor que ab”

(p.66).

Figura 6.
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En tal caso, es claro que los puntos que hay en ac, es mas grande que los puntos que hay
en ab, ya que los puntos que hay en ac es igual a la cantidad de puntos que hay que ab mas bc (y

(ue no aparecen por supuesto en ab).

Por lo que Bolzano, hace de este segundo ejemplo, analogo al del segundo, como a
continuacion lo veremos. Bolzano (1991), sea, en efecto, x un punto cualquiera en ab. Tenemos

entonces, considerando como dada ax y especificando y por medio de la proporcion

ab: ac = ax: ay, (p.66).

qué y es también un punto en ac.

De aqui se puede concluir que dada la relacion ax: ay a cada punto de ab le corresponde
un punto de ac y viceversa y que no habré ningun elemento de ac que no aparezca en algan par ni
tampoco habra ningun elemento que se parezca en mas de un par. Vemos cémo claramente

Bolzano trabaja con la biyeccion en estos dos ejemplos dados.

Esto significa que dos conjuntos pueden tener el mismo tamafio, incluso si uno es
subconjunto propio del otro, sin embargo, Bolzano se ve detenido por esta paradoja, ya que su
intuicion sigue dogmatizada con que “el todo es mas grande que sus partes”, aunque en su libro de
las paradojas del infinito trabaja con la biyeccion entre conjuntos los nimeros naturales, y un

subconjunto propio de él, como lo son los nimeros cuadrados.

Fue sin duda Cantor, el primero en formalizar la teoria de conjuntos moderna y su teoria
de los transfinitos. No obstante, Bolzano fue quien inicio el trabajo con el infinito actual y la idea
de biyeccion en conjuntos infinitos; teniendo en cuenta este Gltimo como un problema o un
obstaculo para Bolzano. Ya que Bolzano establecia biyecciones entre conjuntos cuando uno era
subconjunto propio (completamente contenido) del otro. Esta caracteristica, tenia como
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consecuencia la negacion del axioma EIl todo es mayor que la parte, como se vio en el capitulo
dedicado a Galileo. “Ante esta disyuntiva, Bolzano niega gque la biyeccion sea un buen criterio
para determinar la numerosidad de los conjuntos infinitos, cuando esta presente una relacion del

tipo parte-todo” (Waldegg, 1996, p.110).

En este capitulo vemos claramente, el obstaculo que se presenta con la biyeccion entre
conjuntos y esto es uno de los obstaculos epistemoldgicos que se presentan para poder, en esta

ocasion, contar o saber el cardinal de los conjuntos infinitos.
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Capitulo 3: Formalizacion del concepto de Cardinal

3.1 Los trabajos de George Cantor y el surgimiento de la teoria de conjuntos.

George Cantor (San Petersburgo, 1845; Halle, 1918) fue un matematico nacido en Rusia,
aunque de descendencia alemana y judia. Fue uno de los grandes pensadores matematicos del siglo
XIX, época en la que hasta antes de dicho siglo, no se habia trabajado formalmente la nocion de
conjunto, y mucho menos la de cardinal; recién fue a finales del afio 1890 donde se empezaron a
formalizar las bases para una teoria de conjuntos, y a quien le debemos esta maravillosa obra es a

este cientifico, llamado George Cantor.

Se debe resaltar, como lo hemos dicho anteriormente, Cantor fue el pionero de la teoria de
conjuntos moderna y especialmente en la introduccion del concepto de infinito actual en el campo
de las matemaéticas; aunque esto no termina con Cantor, ya que él se ve influenciado por la obra
de Bolzano (1851) como se vio en el capitulo anterior, afirmando que en esta “se encuentra el mas
firme defensor del infinito propio en muchos aspectos” (Cantor, 1882). También a la contribucion
de Richard Dedekind, a quien se le dedicara un apartado en este capitulo sobre la correspondencia
que hubo entre Cantor- Dedekind, ya que tuvo grandes aportes a la teoria de conjuntos de Cantor

y a sus numeros transfinitos.

En este sentido, se hara un estudio exhaustivo de las obras de George Cantor, Fundamentos
y el articulo I de Contribuciones, por otro lado, también se tomara Fundamentos para una teoria
general de conjuntos, como una obra selecta, para poder formalizar el concepto de cardinal y poder
analizar la correspondencia de Cantor-Dedekind, respectivamente. Claro esta, que Cantor no era

el unico ni el primero en trabajar aspectos relacionados con conjuntos. Aponte (2014) afirma que,
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“en la década de 1870 y 1880 ya se tenian varios trabajos sobre algebra, teoria de nimeros y
analisis, en los cuales se destacaron cuestiones conjuntistas, principalmente los trabajos de R.
Dedekind, H. Weber, G. Peano, Bois-Reymond, U. Din y J. Harnack” (p.36). No obstante, este
capitulo solo se dedicara a los aportes y estudios de Cantor, y se profundizara en algunos aspectos

de Dedekind.

3.1.1 Correspondencia Cantor — Dedekind

La correspondencia Cantor-Dedekind, fue sin duda uno de los documentos més atractivos de las
matematicas del siglo XIX, es por ello, que en este apartado me ocuparé por analizar y describir los aportes
mas importantes que hicieron ambos, para la construccién de la teoria abstracta de conjuntos y
especificamente el concepto o la nocién de cardinal o potencia. Cabe resaltar que pese a la ayuda o
contribucién que tuvo Dedekind en ello, quien tuvo las ideas claras fue Cantor, y el empujon para el

desarrollo de este vino Unicamente de él (Ferreirds, 1991).

Como lo dijimos anteriormente la correspondencia que hubo entre ambos, fue tal porque Cantor se
lo pedia, y entre ambos se podria decir que se sentian reconfortados uno con el otro y se complementaban,
algo asi como un alma gemela en el campo de las matematicas. “Veremos como Cantor es en general quien
propone las cuestiones fundamentales y ofrece demostraciones, mientras que Dedekind localiza errores,

propone simplificaciones de las pruebas o precisa el alcance de los resultados” (Ferreirés, 1991, p.206).
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Para comenzar con este andlisis, comenzaremos con la pregunta que se hacia Cantor en 1873y era:
¢si los conjuntos como Z, Q y R, podian ponerse en correspondencia biunivoca con N? este tipo de
cuestiones le preocupaban desde tiempo atrés, y ya en el seminario de Weierstrass habia demostrado la
numerabilidad de Q (Ferreirds, 1991). Es por ello que Cantor, le planteo en una de sus cartas, de 29.11.1873
uno de los tantos problemas a Dedekind, el cual fue uno de sus problemas mas importantes y tal vez uno

de los que mas contribuyé a su teoria abstracta de conjuntos, el cual dice lo siguiente:

Tomemos la coleccion de todos los individuos enteros positivos n y designémosla por (n); ademas
pensemos en la coleccion de todas las magnitudes reales positivas x y designémosla por (x); la
cuestion es simplemente, ¢ resulta posible coordinar (n) con (x) de tal modo que a cada individuo de
una coleccion le corresponda uno y solo uno de la otra? A primera vista uno se dice a si mismo, no,
no es posible, ya que (n) consta de partes discretas mientras que (x) forma un continuo; mas con
esta objecion nada se gana, y por mas que me inclino a la opinion de que (n) y (x) no admiten ninguna

coordinacién univoca, no logro encontrar la razén tal como se pretende, pero quiza sea muy simple.

¢No nos inclinariamos también, a primera vista, a firmar que (n) no puede ser coordinado
univocamente con la coleccion (p/q) de todos los nimeros racionales positivos p/g? Y sin embargo
no resulta dificil mostrar que (n) puede coordinarse univocamente no solo con aquella coleccion,

sino también con el méas general

(anl,nz,...nv)
Donde n4, n,, ..., n, son una cantidad cualquiera v de indices enteros positivos tan grandes como

se quiera. (Ferreiros, 2006, pags. 166-167).

Esta carta fue uno de los inicios a la no numerabilidad de los nimeros reales; al no ser
numerable, como Cantor lo suponia diciendo que (x) forma un continuo. A lo que Dedekind
respondio a su carta diciendo que no se atrevia a decidir en la primera cuestion puesta; sin embargo,
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formuld y demostrd completamente el teorema de la coleccion de todos los nimeros algebraicos
podia ser coordinada con la coleccion de (n) (Ferreirds, 2006). Esta demostracion fue también

enviada por Dedekind, con todos los detalles.

Teorema 1 (Dedekind): El conjunto A de los numeros algebraicos es numerable (Cantor 1874, 116).
Los numeros algebraicos son por definicion raices de polinomios con coeficientes en Q@ —o
realizando una transformacion trivial, en Z-. Por tanto, podemos considerar asociado a cada
namero algebraico w un polinomio con coeficientes enteros y primos entre si,

p(w) = qpo™ + a;w™ 1+ -+ a, =0.
Si consideramos polinomios irreducibles, y hacemos a, y n positivos, a cada nimero algebraico w
le corresponde un Unico polinomio. Ahora, llamamos altura de p (w) al nimero entero positivo

N=n—-1+|ag|+|a|++]|a,|(Ferreirds, 1991, 210).

De esta manera Cantor, le asigna N a la altura para todo nimero real algebraico o, un cierto entero positivo
e inversamente, pasa lo mismo para cada valor entero positivo de N, asi, habria solo una cantidad finita de
nameros reales algebraicos que tengan altura N (Ferreir6s, 2006). Esto Cantor lo hace con el fin de numerar
los nimeros reales algebraicos; colocandolos en una sucesion de manera ascendente y ordenando los de

igual altura sin criterio alguno.

Y asi se habré obtenido toda la coleccién (w) de los numeros reales algebraicos bajo la forma:
W1, W3, .. Wy, .
Resultando posible hablar, por relacion a este ordenamiento, el n-ésimo nuero real algebraico, sin

que se haya olvidado uno sélo de la coleccion (w) (Ferreirés, 2006, pag. 181).

Esta fue la demostracion dada por Cantor en 1874, expresada o dada por los numeros

algebraicos reales; por lo que Cantor podia presentar los nimeros de igual altura ordenarse de
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acuerdo con el orden usual de R. No cabe duda en su demostracion que a Cantor le faltd
generalidad. No obstante, en la correspondencia del 7.12.1873 Cantor comunica que habia
encontrado una demostracion rigurosa del teorema: la coleccion de todos los nimeros reales del

intervalo (0,1) no puede ser coordinada univocamente con la coleccion (n) (Ferreir6s, 2006)

La demostracion dada por Cantor la establecia mediante reduccién al absurdo y también
era algo compleja, lo cual Dedekind le envi6 en una carta una version simplificada (Ferreirds,
1991). A continuacion, se presenta dicha version de la demostracion publicada por Cantor, lo cual
no es la prueba habitual actual, basada en el método de la diagonalizacién; la cual la presentaremos

mas adelante.

Estando dada, segun la ley cualquiera, una sucesion infinita de cantidades reales distintas entre si

W1, W2, oo Wy, .o (I)

Es posible determinar en todo intervalo prescrito (a...J3) un numero 1, (y por lo tanto, infinitos nimeros)

que no consta en la sucesion (1); esto es lo que hemos de demostrar.

Con ese fin, partimos del intervalo (a...), que se nos habra prescrito a voluntad, y sea o < B; denotese por
o’, B’ los primeros nimeros de nuestra sucesion (1) que caen dentro del intervalo (excluyendo sus extremos),
y sea o’ < B’; del mismo modo, dendtese por a’’, B’ los dos primeros nimeros de nuestra sucesion que
caen dentro del intervalo (a’... B’), y sea a’’< B”’; y de acuerdo con esta misma ley, constriyase a

299

continuacion un intervalo (o’”’... p’”), y asi sucesivamente. Asi pues, por definicion, o’, a’’, ... son
nameros bien determinados de nuestra sucesion (l), cuyos indices son siempre crecientes, y o mismo vale
de los numeros B’, B’’, ...; ademas, los numeros o’, 0.’’, ... van creciendo en magnitud; entre los intervalos

(a...p), (a’... B*), (a’’... B*), ... cada uno de ellos incluye a todos los siguientes. En estas condiciones,

cabe pensar dos casos.
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O bien el nimero de los intervalos asi formados es finito. Sea el dltimo de ellos (™ ... B™): como en el
interior del mismo puede encontrarse a lo sumo un namero de la sucesion (l), es posible tomar en este

intervalo un nimero ;. que no esta contenido en (1), con lo cual el teorema esta demostrado para este caso.

O bien el nimero de los intervalos que se han formado es infinitamente grande. Entonces los nimeros o,
a’’,a’”’, ..., dado que van creciendo siempre en magnitud, sin crecer al infinito, tienen un cierto limite «®;
y los mismo vale para los numeros p’, B°°, B’”’, ..., dado que va decreciendo siempre en magnitud, siendo
su limite . Si a®= (lo cual sucede siempre que se trate de la coleccion (w) de todos los numeros
reales algebraicos), es facil convencerse de que el nimero n=a®=£ no puede estar contenido en nuestra
sucesion, con solo recordar la definicion de los intervalos;!* mas si a®#8*, entonces todo nimero en el
interior del intervalo (¢ ... ) o incluso en los limites del mismo satisface la condicién descrita, de no

estar contenido en la sucesion (1) (Ferreir6s, 2006, pags. 181-182).

Con la demostracion anterior dada por Cantor, quedaba resuelta la cuestién inicial, pero al
mismo momento Cantor abria un campo de investigaciones acerca del infinito y de la teoria

abstracta de conjuntos (Ferreirds, 1991).

Al comprobar Cantor lo dicho anteriormente, demostraba también que habia infinitos mas
grandes que otros, por lo que comprobaba la diferente cardinalidad de conjuntos infinitos; hasta el
momento la de N y la continuidad de R, lo cual quedaba abierta la cuestion si existian diferentes

potencias infinitas.

Fue en 1874 donde Cantor introduce la nocion de potencia o cardinalidad de conjuntos y
es donde hace la distincion de la existencia de potencias transfinitas (Ferreirds, 1991); hasta intento

establecer una relacion biunivoca con R™ y R, la cual trata en su articulo de Contribuciones. El

11 Si el nimero 1 estuviera contenido en nuestra sucesion, tendriamos que n= w,,siendo p un determinado indice; mas

esto no resulta imposible, dado que w, no cae dentro del intervalo (a® ... BP): mientras que el nimero 1 por
definicién esta situado dentro de dicho intervalo. Tomado de (Ferreirés, 2006).
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cual se lo cuestiona a Dedekind en su correspondencia, y lo plantea en la carta de Halle, 5.1.1874.

Ferreiros (2006):

En lo tocante a los problemas con los que me he ocupado en los Gltimos tiempos, se me ocurre que
siguiendo la misma linea de pensamiento se nos plantea lo siguiente:

¢ Es posible hacer corresponder univocamente una superficie (digamos un cuadrado incluyendo su
frontera) con una linea (digamos un segmento de recta incluyendo sus puntos extremos), de manera
univoca tal que a cada punto de la superficie le corresponda un punto de la linea, e inversamente a
cada punto de la linea un punto de la superficie?

En este momento tengo la impresion de que la respuesta a esta pregunta —si bien uno se ve aqui tan
inclinado al no, que podria parecerle casi superflua la demostracién— ofrece graves dificultades

(p.176).

Cantor, se obsesionaba tanto por la cardinalidad de conjuntos infinitos que lleg6 a ésta
cuestion, queriendo saber o deducir potencias infinitas mayores que R. Por lo que Cantor, a raiz
de todas estas investigaciones de las potencias de los continuos y sus subconjuntos, llega a
conjeturar la famosa hipo6tesis del continuo (Ferreir6s, 2006). Asi pues, Cantor habia logrado que

todos los conjuntos considerados por él, fuera posible ser numerables o de la potencia del continuo.

Como lo hizo también con el conjunto de los nimeros naturales y el de los racionales. Por
medio de la biyeccion, puso en correspondencia cada elemento de N con un elemento de Q. Véase

en lafigura 7.
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Figura 7: Se puede poner en correspondencia a cada nimero de la
forman/mconn, meN ym# 0. Se concluye que hay la misma
cantidad de nimeros naturales como de racionales.'?

Ahora bien, se podria representar un conjunto que tenga como cardinal alephs-cero, el cual
abarcaria al conjunto de los nUmeros naturales, racionales, enteros, entre otros subconjuntos

propios, de la siguiente forma (ver figura 8):
No

N Z

2N N2 Q

NUmeros

algebraicos

Figura 8: Cardinal transfinito Ao

2 Tomado de (Tamariz, 2002)
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3.1.2 El analisis de Los Fundamentos para la introduccion del concepto de cardinal

Cantor, tenia un sello particular en el sentido en el cual trabajaba el infinito en acto, ya que
buscaba soluciones de aspectos filos6ficos y matematicos; es por esta razon, que a Cantor se le
cuestionaba tanto en su momento, y fue Dedekind y Kronecker unos de los responsables de ciertas

criticas a sus obras y al desarrollo de su teoria de conjuntos.

En su obra Fundamentos, Cantor comienza por definir a lo que él llama infinito propio e
infinito impropio, es decir, en conceptos modernos, infinito potencial e infinito actual,
respectivamente. Por su parte, define al infinito impropio como una cantidad variable, que puede
hacerse tan pequefia o tan grande como se desee, pero que siempre continuara siendo finita (Cantor,

1882); y define al infinito propio, como un infinito completamente determinado (Cantor, 1882).

En este sentido, Cantor define los nuevos nimeros infinitos determinados, con la ayuda de
dos principios de generacion e interpone un tercer principio, al cual lo denota como principio de
restriccion o limitacién. Con esto, obtiene segmentos naturales en la secuencia absoluta infinita de

enteros, los cuales los llamo clases numéricas.

Ahora bien, el principio de restriccion surge a través del concepto de potencia. Tomado de

una correspondencia Cantor-Dedekind del 5 de noviembre de 1882. Ferreirds (2006):

(...) Si aplico a w la adicion de una unidad, igual que antes a v, obtengo un nuevo numero w+1, el
cual expresa que primero se ha puesto o, luego se ha anadido la unidad y se ha reunido con w en
un nuevo numero. Llamo a la transicion del nuevo numero v o w al inmediatamente siguiente el
primer momento de generacion; por el contrario, la transicion de un conjunto sucesivo de nimeros
enteros, que no tiene ningin méximo, al inmediatamente mayor que todos ellos, la Ilamo el segundo
momento de generacion.
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La formacion del nimero o sucede pues gracias al segundo momento de generacion, la del nUmero
w+1 gracias al primero.

Si ahora se aplica repetidamente ambos momentos de generacion, se llega a una extension de nuestra
serie numérica que avanza en sucesion determinada:1,2,3,.. v,.. o,0w + 1, ...,20,2w + 1, ..,

UO + v, . Aw2 + pw + v,...,0 ok + pwk—1..+uw + v,... Etc. (p.226).

En el proceso de caracterizacion de conjuntos infinitos hechos por Cantor, el concepto de
potencia fue sin duda alguna, uno de sus baluartes y aportes mas importantes en la teoria de
conjuntos moderna; como lo vemos en el surgimiento del principio de restriccion, el concepto de
potencia es la generalizacion de los numeros de elementos de un conjunto, o el cardinal de dicho
conjunto. Pensaba que a todo conjunto bien definido le corresponde una potencia determinada.
Més adelante en este capitulo, analizaremos de donde tomd Cantor, el concepto de potencia.

La primera clase numérica (I) es el conjunto de los nimeros enteros finitos 1, 2, 3, ..., v,
...; le sigue la segunda clase numérica (Il), consistente en ciertos nimeros infinitos que se siguen
unos a otros en una determinada sucesion; tan pronto como la segunda clase numérica ha sido

definida, se llega a la tercera, luego a la cuarta, y asi sucesivamente (Cantor, 1882, pag. 87)

Parafraseando a Aponte (2014), la teoria de conjuntos Cantoriana, es una teoria de las
colecciones que pueden ser contadas utilizando indices, también es muy peculiar como Cantor
trata a sus colecciones infinitas como si fueran finitas. Es esta, una de las razones por la cual lo
criticaban de alguna manera muchos autores de la época en el campo de las matematicas. No

obstante, era Dedekind quien lo sacaba de estos apuros muchas veces, como se vera mas adelante.

Analizando cémo planteaba Cantor las clases numéricas, notamos que, a cada clase

numérica, (tomandola como un conjunto bien definido de los nuevos nimeros enteros por Cantor)
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le corresponde una potencia determinada, asi, de esta manera dos conjuntos tienen la misma
potencia, si cada elemento de un conjunto coordina con solo, y solo un elemento del otro,
biunivocamente (Ferreirds, 2006). De esta manera, se ve una nocion de lo que es el nimero
cardinal en los conjuntos finitos, en este caso, una clase de nimeros enteros finitos, determinada
por Cantor; aunque decia que se le podria adscribirle una potencia determinada, a un conjunto
infinito, independientemente de su orden, ya que no habia trabajado numerabilidad en conjuntos
infinitos. Ferreirds (2006) afirma, “con todo, incluso para conjuntos infinitos existe una cierta
conexion entre la potencia del conjunto y la enumeracion de sus elementos determinada por una

sucesion dada” (p.90).

Para Cantor, cuando hablamos de una aritmética en el infinito; en la suma y en la
multiplicacién, la ley conmutativa no tiene en general ninguna validez, por el contrario, la ley
asociativa, si (Cantor, 1882). Aqui vemos una de las distinciones que tiene Cantor entre lo infinito

y lo finito.

También hace aclaraciones respecto al producto, Cantor (1882): “Téngase en cuenta
también que en un producto P.o. entiendo por multiplicador B, y por multiplicando a.
Inmediatamente surgen para o las dos siguientes expresiones: ®= ®.2 y ®=1 + ©.2” (p.102). De
acuerdo con lo que dice Cantor, ® puede ser considerado un nimero par o impar. Aunque si se
toma al 2 como multiplicador, se podria decir que ® no es par ni impar, y de esta forma se presenta

otra distincion que hay entre lo infinito y lo finito.

Las clases numeéricas presentadas por Cantor, en su obra de Fundamentos no es mas que el
surgimiento de las nociones de enumeracién (ordinal) y potencia (cardinal) en su teoria de los
infinitos, la cual la clase numérica (I) es el conjunto de todos los nimeros naturales, los cuales
pueden ser ordenados mediante omega () los cuales son de la clase numérica (II) como lo hemos
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visto anteriormente; y pueden ser contados por Aleph (), el cual lo analizaremos y

comprenderemos con su obra de Contribuciones.

En su obra de Fundamentos, Cantor refuta algunos de los capitulos presentados por
Bolzano en su obra de Las paradojas del infinito, ya que no conceptualiza en general el concepto
de potencia, ni el concepto de enumeracion, en los numeros propiamente infinitos (Cantor, 1882).
Esto que dice Cantor, en su obra, fue una de las imperfecciones que tuvo Bolzano en su obra, ya
que, sin estos conceptos, no se podria avanzar en la teoria de conjuntos. Como se ha dicho
anteriormente, el concepto de potencia (cardinal) y ordinal fueron uno de sus baluartes para la
construccion en su teoria, es decir, que la teoria de conjuntos esta sustentada o basada en su teoria

de cardinales (trasnfinitos) y ordinales infinitos.

Dicho todo lo anterior hasta el momento de clases numéricas, enumeracion, potencia, entre
otras distinciones 0 conceptualizaciones que se tomaron en cuenta, ha sido como dice Cantor
(1882) que el concepto de numero entero, en lo finito, tiene como trasfondo la enumeracion,
aunque al ascender a lo infinito se parte en dos conceptos, los cuales son el de potencia que es
independientemente del orden de su conjunto y el de enumeracion, el cual éste si va ligado al orden
de su conjunto, y en su virtud se convierte en un conjunto bien ordenado. Y cuando de nuevo pasa
de lo infinito a lo finito, ambos conceptos se unen y forman nuevamente el concepto de nimero

entero finito.

Como se observa también, las diferentes clases numéricas con las que trabaja Cantor, cada
una de ellas, seria representantes de potencias. Cantor tomd de Steiner el término de potencia,

como lo vemos en la siguiente cita.
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Si dos variedades bien definidas M y N se pueden coordinar entre si univoca y completamente,
elemento a elemento (lo que, si es posible de una manera, siempre puede suceder de muchas otras),
permitase que empleemos en lo que sigue la expresion de que estas variedades tienen igual potencia,

o0 también que son equivalentes. (Ferreirds, 1991, p. 236).

Hasta el momento, Cantor lo que ha tratado de hacer con las clases numeéricas es tratar de
enumerar cada clase, con la clase siguiente y asi sucesivamente, ya que todo conjunto bien definido
de la potencia de la clase numérica (1) es numerable mediante la segunda clase numeérica, y los de

la segunda clase, es numerable mediante la tercera, y asi sucesivamente.

Sin embargo, Cantor necesitaba definir el concepto del continuo, ya que, sin este no habria
I6gica en la teoria de conjuntos para su comprension, aungque no es nuestro objetivo introducirnos
en esto, ya que Cantor toma este concepto para poder enumerar el continuo de los nimeros reales.
Para esto toma, con la ayuda del concepto de namero real definido, un concepto puramente

aritmético de continuo de puntos, y lo hace tan general como sea posible.

3.1.3 La formalizacion del concepto de cardinal. Andlisis de Contribuciones de George

Cantor

Es precisamente en su obra de Contribuciones donde Cantor se atreve a formalizar y
aritmetizar la teoria de los transfinitos, por lo tanto, la de cardinal. Sin embargo, ésta fue un poco
criticada por muchos autores de su época y de la modernidad, y fue con los axiomas o descripciones

de otros autores que le dieron salida a esta problematica; entre algunos autores que hicieron ello,
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estdn Richard Dedekind—apartado 3.1.1. -- quien fue, junto con Cantor, los mas grandes
contribuidores a la teoria de conjuntos moderna y la teoria de los transfinitos. En el préximo

capitulo, se vera que otros autores hicieron participe para la mejora de dicha teoria.

Ya que en este capitulo nos dedicaremos a analizar su obra de Contribuciones, se vera
cémo Cantor aborda las concepciones que son necesarias para poder formalizar el concepto de

ndmero cardinal.

Dicho lo anterior, se da cabida al primer concepto abordado en el articulo namero uno de
Contribuciones, el concepto de conjunto, Cantor (1895) afirma: “Por un “conjunto” entendemos
toda agrupacion M en un todo de objetos determinados y bien diferenciados m, de nuestra intuicion
0 de nuestro pensamiento (que son llamados los “elementos” de M). En signos expresamos esto
asi: M = {m}” (p.1). Cabe resaltar, que esta fue una de las definiciones que dio de conjunto, en
comparacion con otras que dio en obras anteriores. También nos damos cuenta con esta definicion

que, para Cantor, no se admite en los conjuntos, elementos repetidos.

“COMENTARIO: Poner de manifiesto la naturaleza extensional de los conjuntos; interpretar: (1)
“agrupacion en un todo", en el sentido de que se consideran sistemas acabados; (2) “objeto
determinado" en el sentido de que no se admite la imprecision; (3) “diferenciado" en el sentido de
que hay un criterio que permite discernir a los objetos entre si; (4) diferencia entre “intuicion” y
13

“pensamiento” en Cantor

De esta manera, para Cantor un conjunto viene implicitamente con una relacion de
equivalencia, lo cual sirve para determinar la igualdad®* de los elementos de un conjunto, entre

otras cosas, como estructuras de orden o algebraicas.

13 Tomado de (Cantor, 1895), comentario hecho por J. Bares & J. Climent.
14 Cantor distingue entre igualdad e identidad, la igualdad viene dada por una relacion de equivalencia. Citado de los
comentarios del primer articulo de Contribuciones de los autores J. Bares & J. Climent, p.3.
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En las cartas de correspondencia que hay entre Cantor-Hilbert, en particular las del afio de
1898, donde se centra en hacer referencia a un conjunto acabado y con estas cartas de dicho afio,
se da una descripcion del concepto de un conjunto. Ademas, dichas cartas de correspondencia entre
ambos, son importantes, ya que nos habla acerca de la totalidad de los alephs; citando la carta del
26 de septiembre de 1897, donde nos dice Ferreirds (2006) “la totalidad de todos los alephs es tal
que no puede ser concebida como un conjunto disponible (determinado), bien definido y concreto
(acabado)” (p.251). y por otra parte dice Ferreirds (2006) “Hace ya muchos afios que denominé,
a las totalidades que no podemos concebir como “conjuntos”, totalidades “absolutamente
infinitas" (ejemplo de ellas es la totalidad de los alephs, segiin demostramos arriba), y las diferencié
nitidamente de los conjuntos transfinitos™ (p.252). Y es aqui en estas premisas, donde no es
consecuente con lo que dice, en los trabajos de Contribuciones de 1895 y 1897, acerca de los
conjuntos de las potencias.

No obstante, Cantor a principios de 1897 se daba cuenta de lo dicho anteriormente:
“Cantor habia descubierto la paradoja del "conjunto™ de todos los alephs, y se dio cuenta de que
contradecia la concepcion habitual de conjuntos como extensiones conceptuales (es decir, el
principio de comprensién). Su reaccién a las paradojas no fue para nada desesperante. De hecho,
este hallazgo parecia apoyar su concepcion platénica de conjuntos como opuesto a los puntos de
vista logisticos de Dedekind y Frege. Ademas, se dio cuenta de que la paradoja podria convertirse
en una prueba del Buen orden, un gran logro que constituiria una conclusion adecuada para su
nueva serie de papeles. De hecho, parece probable que él haya encontrado las paradojas al

reflexionar sobre el teorema de ordenar bien"** (Ferreirés, 2000, pags. 290-291)

15 By early 1897 Cantor had discovered the paradox of the “set” of all alephs, and realized that it contradicted the
usual conception of sets as concept-extensions (i.e., the principle of comprehension). His reaction to the paradoxes
was not at all despairing. In fact, this finding seemed to support his Platonistic conception of sets as oppesed to the
logicistic views of Dedekind and Frege. Furthermore, he realized that the paradox could be turned into a proof of
Well-Ordering, a crowning achievement that would constitute an adequate conclusién for his new series of papers.
Indeed, it seems likely that he may have found the paradoxes by reflecting about the Well-Ordering theorem.
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Donde después de esto, pasa a dar el concepto de nimero cardinal, mediante el ejemplo de
un conjunto M, ya que a todo conjunto M le corresponde una potencia que también se le denomina
namero cardinal. Cantor (1895) el cual conceptualiza de la siguiente manera:

“Llamamos “potencia" o “numero cardinal” de M al concepto general, que con la ayuda de nuestra
capacidad activa del pensamiento surge del conjunto M, al hacer abstraccion de las caracteristicas

de sus diferentes elementos m y del orden en que se dan”. (p.3)

El nimero cardinal o potencia de M, lo detona con:

=

Continua diciendo
“Puesto que a partir de cada elemento particular m, si se prescinde de sus caracteristicas, se tendra

una “unidad”, el nimero cardinal M es él mismo un conjunto determinado compuesto solo de
unidades, que tiene existencia en nuestra mente como imagen intelectual o proyeccion del conjunto

M dado”. (p.3).

Es indispensable decir que Cantor toma este concepto o definicién, intuitivamente, al
terminar diciendo que “tiene existencia en nuestra mente como imagen intelectual o proyeccion
del conjunto M dado”. Posteriormente Cantor pasa a usar lo que utilizé Galileo implicitamente y
Bolzano intuitivamente, la biyeccidn, el cual hace uso de ello, mediante una “equivalencia” entre

conjuntos M y N, y lo denota de la siguiente manera:

M~NoN~M
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Y lo define asi: Cantor (1985)
“si es posible poner a los mismos en una relacion tal que cada elemento de uno de ellos corresponda
a uno y solo un elemento del otro. A cada parte M, de M le corresponde entonces una determinada

parte equivalente N; de N y viceversa” (p.3).

Como lo dije anteriormente, Cantor en esta definicion usa la biyeccion entre conjuntos y
también, lo que actualmente llamamos, sus conjuntos de partes. Por otra parte, esta notacion
cumple las propiedades formales de una relacion de equivalencia, las cuales son: la reflexiva, la
que indica que cada conjunto es equivalente asi mismo M ~ M; la transitiva, si dos conjuntos son
equivalentes a un tercero, entonces son también equivalentes entre si: M ~P y N ~ P se sigue M ~

N. Y dos conjuntos tienen el mismo nimero cardinal si, y sélo si, son equivalente: de M ~ N < M

= N . Por lo tanto, la esencia de equivalencia conforma el criterio necesario para la igualdad de
namero cardinal.

Con esto tenemos una relacion coordinada de M a N y viceversa, de manera univoca y es
gracias a la relacion de equivalencia que nos define Cantor, y también por ello un elemento m de
M le corresponde un elemento n de N, y si se generaliza tendriamos la igualdad del nimero cardinal
de ambos conjuntos My N (M = N).

Esto también se da para el inverso de dicho teorema, dado de la siguiente manera, Cantor
(1895) “entre los elementos de M vy las diferentes unidades de su nimero cardinal M se mantiene
[subsiste] una relacion de coordinacion reciproca y univoca. Pues M surge en cierto modo, como

hemos visto, de M, de manera que entonces de cada elemento m de M surge una unidad particular

de M.” (p.5). Es por ello que se puede decir que M ~ M.
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Ahora bien, Cantor habla de lo “mayor” y “menor” en potencias, lo cual aclara y es
explicito que para dos numeros cardinales a y b sean mayor, menor o de igual (a=b;a<b; b <
a) potencia; como la aritmética en lo finito.

Asimismo, Cantor define la suma, el producto y la potenciacion de cardinales en términos
de conjuntos representantes. La suma la presenta como una unién disjunta entre conjuntos A y B,
y el producto es el cardinal del conjunto de pares AxB. Ahora bien, para Cantor poder introducir
la potenciacion, presenta la nocion de ‘recubrimiento’® de B con elementos de A (Ferreirds, 1991).

“Denota la potencia del continuo lineal X (i.e., del agregado X de todos los numeros reales
X, que son >0y <1) con o; entonces es facil convencerse de que esta puede ser representada, entre
otras, por la formula
0 = 2%” (Cantor, 1895, p.11)
Con esto Cantor, trabajaba la potencia mediante calculos bésicos, de la siguiente manera
0.0 = 2% 2%g=2Ro+¥y = 2% = 0. También 0% = (2%) ¥o= 2Xg"g =2%g =0

Todo esto Cantor logré fundamentarlo sobre la base de una aritmética de lo transfinito,
formada por teoremas, formulas y propiedades mas generales.

Para finalizar, Cantor se basa en la cardinalidad de los conjuntos finitos para dar un ejemplo
inmediato de un conjunto transfinito, lo cual denota “alephs cero”, en simbologia 8o, como el
primer o minimo numero cardinal transfinito!’ (Cantor, 1895). Dicho esto, se puede deducir que
Xo > u, donde u es cualquier numero finito; también que, si Xo es el minimo ndmero cardinal
transfinito, entonces se da que, si a es cualquier numero cardinal transfinito diferente de o, No <
a.

Donde apoya esto con los siguientes teoremas, Cantor (1895):

16 No es otra cosa que una aplicacion cualquiera —no necesariamente inyectiva—de B en A (Ferreirés, 1991, p.238).
7.e., que no es igual a ningln namero finito (Cantor, 1895, p.16).
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“A. Todo conjunto transfinito T tiene subconjuntos con el nimero cardinal Ay (p.16)

“B. Si S es un conjunto transfinito con el nimero cardinal &, y S; cualquier subconjunto transfinito
de S, entonces tenemos también que S1=N" (p.17)

“C. Todo conjunto finito E estd constituido de modo tal, que no es equivalente a ninguno de sus
subconjuntos.”

A este teorema se le opone frontalmente el siguiente para conjuntos transfinitos:

“D. Todo conjunto transfinito esta constituido de tal modo, que tiene subconjuntos T:1 que son

equivalentes a é/” (p.18).

En los teoremas C y D se deduce y se concluye la distincion que hay entre conjuntos finitos

y transfinitos.

También al momento en que Cantor formaliza a Xo como el minimo o el primer transfinito,
se abria el interrogante si habia potencias transfinitas mayores que Xo, lo cual lo mostramos en el
apartado —3.1.1— el cual es la potencia del continuo, aceptando con esto la famosa hipoétesis del
continuo, no obstante, Cantor se le seguian abriendo interrogantes como: ;hay potencias
intermedias entre Xo y X1? y ¢si hay potencias mayores que X1? Cantor no logré avanzar en las
soluciones de estos interrogantes, hasta que se le ocurrié la idea de los ordinales transfinitos

(Ferreirds, 1991).
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Capitulo 4: Teoria de conjuntos y Cardinal: el inicio del edificio

matematico

4.1 Sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel: Salida a las paradojas y contradicciones en la
teoria de conjuntos de Cantor

En este capitulo se matematizara la teoria de conjuntos la cual construyd Cantor, mediante
el sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel, con el fin de evitar ciertas paradojas o contradicciones
que hay en él, como la paradoja de Russell, entre otras; y poder darle un soporte teérico de otros
autores. Este andlisis nos permitira también comprender por qué el sistema axiomatico de Zermelo-
Fraenkel ha sido una propuesta como marco fundacional de la teoria de conjuntos moderna. “Como
es ampliamente conocido, este sistema inicialmente propuesto por Zermelo fue complementado

con los aportes de Fraenkel, Skolem, Mirimanoff y von Neumann” (Anacona, 2017, p.7).

Para ello se presentara cada uno de los axiomas compuestos por Zermelo y Fraenkel, y con
ello se analizara aquellos axiomas que salvaron a Cantor de paradojas, contradicciones y
fundamentacion en su teoria, tanto conjuntista como transfinita. “El conjunto de axiomas conforman
los sistemas mas empleados como piso fundacional de la teoria de conjuntos y de las matematicas en

general” (Anacona, 2017, p.7).

Se tomara como marco fundacional de este capitulo, el libro Introduction to set theory de
Thomas Jech y la tesis de doctorado de Maribel AnacOna: “Los numeros reales en el
estructuralismo Borbakista: Un analisis historico-epistemologico con fines educativos ”. Esto, con
el fin de poder fundamentar el sistema axiomatico de ZFC y poder dar un orden epistemoldgico a

ello.
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4.1.1 El sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel

A traves de la historia el infinito actual fue condenado al ostracismo, por la misma génesis
que le era ligado y porque constituia una cadena de paradojas que le eran propia del campo de la
matematica; visto desde la antigiiedad griega con Aristoteles, hasta llegar a la formalizacion con
Cantor y Dedekind en el siglo XIX, con su definicién de conjunto infinito: Cantor (Citado en
Recalde, 2017, p.353).

3Definicion: Un conjunto es infinito si se puede poner en correspondencia biunivoca con un
subconjunto propio .

Sin embargo, abrirle la puerta a un conjunto actualmente infinito, verbigracia el conjunto
de los numeros naturales como un todo, significé darle cabida a una cantidad incontrolable de ellos
(Recalde, 2017, p.354). Con esto habria paso a las paradojas como la de Russell, la paradoja del
mentiroso, la paradoja de Richard y la paradoja de Berry, entre otras. Creando obstaculos o vacios
en la base de la teoria de conjuntos; es esta una de las razones por la que aparece la axiomatizacion

de la teoria de conjuntos por Zermelo-Fraenkel.

Una de las contradicciones que aparecia hacia 1891, fue por la definicién que Cantor daba
de conjunto, se presentaba como una coleccidn arbitraria de elementos discernibles por nuestra
intuicion

La principal paradoja aparecia al tomar la coleccion U de todos los conjuntos como un conjunto, y
asignarle un nimero cardinal o, pues si designamos como B al cardinal de partes de U, g(U), por
la inecuacion fundamental de la teoria de conjuntos tenemos que a < . Por otro lado, fAU) € U,

entonces o, > 5, que contradice lo anterior (Recalde, 2017, p.354).
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Y en 1895 Cantor se preveia a la paradoja de Burali-Forti,'8 al darse cuenta que la coleccion
A de todos los nimeros ordinales lleva a una contradiccion: “El conjunto bien ordenado A tiene
asociado un numero ordinal 8, el cual debe ser mayor que cualquier ordinal en A; pero como 6 €
A, entonces 6 < 8” (Recalde, 2017, p.354).

Cantor se dio cuenta de estos problemas y comenzé por restringir la definicidn de conjunto
para aquellas multitudes que eran consistentes, ya que estos problemas que surgieron en su teoria
los catalog6 en las multitudes inconsistentes. “Su nocion de multitud inconsistente, ligada al
infinito absoluto era poco precisa y, ademas, tenia connotaciones misticas que nada tenian que ver
con estructuras y teorias matematicas rigurosas” (Recalde, 2017, p.354).

Como se mencionaba, las paradojas evidencian errores en la teoria de Cantor y es por eso
que, para darle salida a esas problematicas, como herramienta tedrica se utiliz6 la logica y la
axiomatica; claramente, este capitulo se enfoca en aquellas soluciones que se dieron por la via de
la axiomatica. “A partir de los axiomas, que son principios de existencia, y una serie de
procedimientos, no necesariamente l0gicos, se va construyendo una red cada vez mas compleja de
conjuntos. El proceso mismo se autoregula, evitando paradojas” (Recalde, 2017, p.356). Cabe
resaltar que las investigaciones que se realizaron en este campo fueron hechas por Zermelo y

Fraenkel, y también aportaron a las mismas Skolem y VVon Neumann, entre otros.

En 1900/01 Zermelo trabajo en la teoria de conjuntos de Cantor y descubrié de manera
independiente la paradoja de Russell (Anacona, 2017, p.8). Con esto se da inicio al desarrollo de

este apartado; ya que la paradoja de Russell es una de las mas conocidas en el campo de las

8Cesare Burali-Forti fue quien primero publicé una antinomia de la teoria de conjuntos en su articulo Una questione
sui numeri transfiniti, Rend. Cir. Mat. Palermo, 11(1897), 154-164 (Recalde, 2017, p.354).
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matematicas y especificamente, en la teoria de conjuntos. Para ello, se iniciard por dar un ejemplo

de dicha paradoja:

Yo afeito a todos los hombres de Sevilla que no se afeitan a si mismos y Unicamente a ellos, dice el
barbero de Sevilla. ¢ Quién afeita al barbero de Sevilla? Si se afeita él mismo, es uno de los hombres
que se afeitan a si mismos y por tanto no puede afeitarse él mismo. Si le afeita otra persona, de
acuerdo con la declaracion del barbero, esa persona debe ser el mismo. Nadie afeita al barbero

(Saenz Andrade, 2015, pag. 34)

Dicha paradoja, conocida modernamente como la paradoja del Barbero de Bertrand
Russell, fue una de las paradojas encontradas por las falencias de la teoria de conjuntos de Cantor,
ya que se llega a una contradiccion. Consiste en relacionar un elemento del conjunto con aquellos

elementos que no estan relacionados consigo mismo; denotado de la siguiente manera:
M={x:x & X}

Desde luego, hay una contradiccion notablemente, ya que si nos preguntaramos si M € M
0 M ¢ M, en consecuencia, tendriamos que, si se da que M € M entonces por definicion también

se daria que M ¢ M, y viceversa. Se concluye por tanto que
MeMeoMegM

Cabe resaltar que Zermelo, para poder erradicar las paradojas o contradicciones de la teoria
de Cantor, tuvo que restringir la definicion de “conjunto” de Cantor; el cual lo considera como un
término indefinido (Anacona, 2017). Con esto, se da la presentacion a los axiomas de Zermelo

(citado en Anacona, 2017):
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En el presente articulo pretendo mostrar como toda la teoria creada por G. Cantor y R. Dedekind
puede ser reducida a unas pocas definiciones y siete “principios”, o “axiomas’ los cuales parecen
ser mutuamente independientes|. . .] Yo no tengo ain una prueba rigurosa de que mis axiomas sean
“consistentes”, aunque esto es ciertamente muy esencial; por tanto tengo que limitarme a sefialar
que las “antinomias” descubiertas hasta ahora se desvanecen, si todos y cada uno de los principios

aqui propuestos son adoptados como base (p. 10).

Como se analiz6 en el capitulo 3 dedicado a Cantor, Zermelo aqui también da el
reconocimiento de la teoria creada por Cantor a Dedekind, quienes fueron los pioneros de dicha
teoria. De esta manera, como se expresé anteriormente, Zermelo enuncia los siguientes axiomas'®,

para poder darle una buena base a la teoria de Cantor:

Axioma | (Axioma de extensionalidad). Si todo elemento de un conjunto 47 es también
elemento de Ay viceversa, es decir, si /SNy NVCM, entonces se tiene que A= N, 0 mas
brevemente: todo conjunto esta determinado por sus elementos.

En este axioma, Zermelo nos dice que dos conjuntos que tienen los mismos elementos son
iguales, por lo tanto, este axioma también nos ayudaria a darnos cuenta cudndo dos conjuntos son
diferentes. No obstante, Anacona (2017), nos dice que Zermelo hasta el momento no habia
introducido lo que era un conjunto; los cuales son: el conjunto vacio, el conjunto unitario y el

conjunto formado por dos elementos.

Axioma Il (Axioma de los conjuntos elementales). Existe un conjunto (ficticio), el “conjunto nulo”,

@, el cual no contiene ningun elemento. Si «es cualquier objeto del dominio, existe el conjunto {«}

19 Los axiomas son tomados de la tesis doctoral de (Anacona 2017). Lo cual la toma del articulo de Zermelo (1908,
pp.193-201); version publicada por Ebbinghaus (2010).
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que contiene s6lo a @como elemento; si @y £son dos objetos del dominio, entonces existe el conjunto

{a, 4} que contiene a zy a 4, pero a ningun objeto x distinto a ellos.

Fue con este axioma que introduce los primeros conjuntos. En el libro de Introduction to
set theory aparece este axioma dado por Zermelo, dividido en 2 axiomas diferentes y de aplicar el
axioma de extensionalidad a un conjunto para concluir que es unitario, en este caso el {a}, que
aparece en la segunda parte del axioma Il. Luego, en la primera parte, Zermelo presenta el

“conjunto nulo”, el cual en la actualidad se presenta

Axioma de existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos® (Hrbacek, & Jech, 1999).

Y por altimo en la tercera parte, Zermelo presenta lo que actualmente se conoce como el

axioma de pares

El axioma del par: Para cualquier Ay B, hay C tal que x € C si y solo si x = A o x = B (Hrbacek,

& Jech, 1999).

Luego de que Zermelo ya tenia los conjuntos elementales, plantea un tercer axioma, el cual
restringe la posibilidad de formar un conjunto cualquiera (Anacona, 2017). También cabe resaltar
que el tercer axioma dado por Zermelo, estuvo atado a varios cambios, ya que dicho axioma
presentaba la paradoja de Richard y el problema de lo “definible”; y Fraenkel, Skolem, el mismo

Zermelo y von Neumann contribuyeron a la precision del axioma afios méas tarde (Anacona, 2017).

20 The Axiom of Existence: There exists a set which has no elements (Hrbacek, & Jech, 1999)
2L The Axiom of Pair: For any A and B, there is C such that x € C if and only if x=A or x=B (Hrbacek, & Jech,
1999)
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El tercer axioma que a continuacion se presentara, es la penultima version del axioma; el cual se
establecio con la ayuda de los autores antes mencionados, especialmente por Skolem, Zermelo

(Citado por Anacona, 2017):

Axioma de separacion: Toda funcion proposicional (x) separa de todo conjunto 7z un subconjunto

mg que contiene todos aquellos elementos .x para los cuales () es verdadero. Es decir, para cada

parte de un conjunto existe a su vez un conjunto que contiene todos los elementos de esta parte

(p.17).

Dicho axioma, como se mencionaba anteriormente, estuvo atado a varios cambios y entre
ello, estaba el problema de lo “definible” ya que era un poco ambiguo al mencionarlo, por lo que
finalmente, gracias a Ebbinghaus (como se cit6 en Anacona, 2017), se sabe que la penultima
version del axioma de separacion fue la siguiente: “Toda parte (definida categéricamente) de un
conjunto es en si misma un conjunto” (p.18). Y esto fue reformulado de manera méas simple asi:

“Cada parte de un conjunto es en si mismo un conjunto” (Anacona, 2017).

Para ese entonces, como lo menciona Anacona (2017) dicho axioma habia perdido interés,

por lo que el axioma de separacion se deriva del axioma de reemplazo.

Para ese entonces también ya habia hecho su aparicion los axiomas IV, V' y VI, los cuales
son los de conjunto potencia, union y eleccion, respectivamente; y dichos axiomas encuentran

conjuntos nuevos, dado un conjunto.

Axioma 1V (Axioma del conjunto potencia). Para todo conjunto 7" existe un conjunto
correspondiente U7; el “conjunto potencia” de 7; que contiene como elementos precisamente todos

los subconjuntos de 7-
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Axioma V (Axioma de la unién). Para todo conjunto 7 existe un conjunto correspondiente G7, la
“union” de 7, que contiene como elementos precisamente todos los elementos de los elementos de
7.

Axioma VI (Axioma de eleccion). Si 7’es un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos diferentes
de gy mutuamente disjuntos, su unién 7 incluye al menos un subconjunto .51 que tiene uno y solo

un elemento en com(n con cada elemento de 7:

El axioma IV es muy importante para la cardinalidad de los conjuntos finitos, ya que, si
tenemos un conjunto T, existe el conjunto g(T) el cual contiene a todos los subconjuntos del conjunto

T; y mas tarde con el axioma de infinitud, se muestra lo mismo para los conjuntos infinitos.

Por parte del axioma de union, no hubo mayor discusién, y afirma que, dado una familia
de conjuntos T, existe un conjunto formado por los elementos de los elementos de T (Anacona,

2017).

Por ultimo, el axioma de eleccién, como se dijo anteriormente es apto de formar un
conjunto a partir de uno dado. Anacona (2017) afirma: “La diferencia con los dos anteriores es que
no hay un método especifico de construccion” (p.13). Como lo explicita Anacona (2017) en el
siguiente paragrafo: Para la conformacion del subconjunto S1 se ha “elegido” un elemento de cada
uno de los elementos (conjuntos) de T. No se explicita el criterio ni la forma de eleccion, sélo se

garantiza su existencia.

Ahora bien, con el siguiente axioma se dara paso a los conjuntos infinitos, el cual Zermelo

lo garantiza con su ultimo axioma.

Axioma VIl (Axioma del infinito). Existe en el dominio al menos un conjunto .2 que contiene el
conjunto nulo como elemento y se constituye de tal forma que a cada uno de sus elementos « le
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corresponde un elemento més de la forma {«}; es decir, para cada uno de los elementos < también
se tiene el correspondiente conjunto {«} como elemento.

Con este axioma se da paso a la construccion de los numeros naturales, teniendo el
siguiente conjunto infinito {@, {2}, {{®}}, ...} ordenado por inclusion. Con este axioma, ademas
de obtener N, con el axioma del conjunto potencia, me garantiza obtener mas conjuntos infinitos,

sacando a cada uno de estos, sus partes (N, g (N), o (¢ (N))).

Si tenemos entonces el conjunto vacio @, del cual es el inico que podemos garantizar su existencia
por el axioma del vacio, ahora se construye un conjunto cuyo Unico elemento es el conjunto vacio
{@}, este es un conjunto diferente al conjunto @, y se representa a conveniencia a partir del

cardinal, en otras palabras 1 = {@}. Claramente 1 # @

Se considera ahora un conjunto cuyos elementos son
{0,(0}} = {0,1}
Es decir, un conjunto cuyo cardinal es dos; a este conjunto lo representamos con el nimero
2 ={0,1}
Si se continua con el mismo procedimiento tenemos que
3={0,1,2} = {9, {0}, {0, (0}}}
4 ={0,1,2,3}

5=1{0,1,2,3,4}
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Por definicion se tiene que el sucesor del conjunto x es S(x) = x U {x} por tanto los nimeros

naturales se pueden ver como:

1=0 u{0}
2=1u{1}
3=2U{2}
4 =3 U{3}

Es asi como se define lo que es un conjunto inductivo:
Un conjunto X es llamado inductivo si

a. 0eX

b. Siz € XentonceszU{z} € X

Por tanto, un conjunto inductivo es aquel que contiene al conjunto vacio (0) y que el sucesor de

todo elemento del conjunto pertenece al conjunto.
Ahora, Si analizamos las siguientes proposiciones:

i. 0 es un nimero natural
ii. Si n es niimero natural entonces n+1 es también un nimero natural

M. Todo natural se obtiene de operar 0 y 1 es decir, 0, 0+1=1, 0+1+1=2 ...

Podemos afirmar entonces que si N es el conjunto de todos los nimeros naturales entonces N es

un conjunto inductivo

N ={x: x € X para cada conjunto inductivo X }
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Ademas N es el menor conjunto inductivo posible y sus elementos son llamados numeros

naturales. Por axioma de infinitud; existe un conjunto inductivo.

Sin embargo, estos siete axiomas presentados hasta ahora, no fueron suficiente para
fundamentar la teoria de conjuntos. Como es el caso de los conjuntos inductivos y recursion
transfinita. Es por eso que surge el axioma de reemplazo, y éste tiene su génesis en una carta que
le plantea Fraenkel a Zermelo el 6 de mayo de 1921, la cual dice lo siguiente, Ebbinghaus (como

se citd en Anacona, 2017):

Sea 2 un conjunto infinito (por ejemplo, el conjunto que lleva el nombre %) y U(%) = 21, U(A) =
2, etc. ¢ Como puede usted mostrar en su teoria /...J que {£, 21, Z5,...} €S Un conjunto, y, por tanto,
que la unién de este conjunto existe? Si su teoria resulta insuficiente para permitir una prueba como

ésta, entonces obviamente la existencia de conjuntos de cardinalidad ., no puede ser probada (p.20).

A esta carta, respondié Zermelo, claro esta. Sin embargo, Fraenkel verbigracia aqui un
“hueco” como dice Anacona (2017), en la teoria de axiomatica de Zermelo. Donde Zo corresponde
al conjunto {0,{0},{{?}}.....}, y gracias a los axiomas del conjunto potencia y del infinito se
pueden obtener Zo Z1, Z»,...aunque nada garantiza que ellos formen un conjunto. Como se presento

en el apartado 3.1.3.

Con esto Fraenkel presenta formalmente el axioma de reemplazo en un articulo “Los
fundamentos de la teoria de conjuntos de Cantor-Zermelo” publicado en los Mathematische

Annalen en 1922 (Anacona, 2017).

Fraenkel (como se citdé en Anacona, 2017):
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Axioma de reemplazo: Si 4#7es un conjunto y cada elemento de 47es reemplazado por [un conjunto

0 un atomo?] entonces A/se convierte en un nuevo conjunto (p.21).

Dicho axioma se construye, por la necesidad de garantizar la existencia de algunos
conjuntos grandes como {Zo, Z1, Zo,...,}, y esto implica que asi ya se haya probado la existencia
de algunos cardinales como o, X1, ¥2,.... X,...,, aln no se ha probado la existencia del cardinal de

todos los alephs Re.

Para esto Skolem introduce la nocion de nivel (como se cité en Anacona, 2017): “Yo llamo
conjuntos de primer nivel aquellos caracterizados por el hecho de que existe un nimero entero no
negativo n, tal que S"M = @”(p.22). También define los conjuntos de segundo nivel, con el fin de
considerar un dominio B el cual satisface todos los axiomas de Zermelo y un dominio parcial B’

que estaria formado por todos los conjuntos de B que son de primer y segundo nivel.

Como cada elemento de % esta relacionado con un dnico elemento en el dominio 2’y Zo es un
conjunto, el axioma de reemplazo garantiza la existencia del conjunto # = {%, (%), #(2%).....}
Con este conjunto y gracias al axioma de las uniones, se tiene garantizada la presencia de conjuntos
de cardinalidades no-numerables muy grandes; lo cual era imposible de establecer con los axiomas

de 1908. (Anacona, 2017, pag. 25).

Y como se analizo en los parrafos anteriores sobre el conjunto inductivo de los numeros

naturales N, que gracias al axioma de reemplazo y el axioma del infinito, se tiene dicho conjunto

22 La palabra original es “urelement”; una expresion en alemén para representar un “elemento primordial” de un
conjunto que no es un conjunto. Es decir, un elemento que no tiene partes. Se conoce también como “individuo” o
“invidisible”. Se usara la expresion “atomo” por ser una de las mas frecuentes en la literatura de la teoria de conjuntos
(Anacona, 2017, p.21).
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N con su estructura de generacion. Asi pues, N seria el conjunto inductivo mas pequefio. Como

afirma Anacona (2017):

Sobre este conjunto se establecen legitimamente los principios de induccion y recursidn, necesarios
para el desarrollo de la aritmética de los naturales. Pero, ademas, cuando se introducen los nimeros
ordinales de Cantor por von Neumann en 1923, se formalizan los procesos de induccion y recursion
transfinita; lo que hace mas evidente la importancia de este axioma en el desarrollo de las

matematicas (p.25)

Luego, para muchos matematicos, era algo inconcebible que un conjunto pertenezca a él
mismo, como habia otros que no les parecia una idea tan absurda. Sin embargo, pensar en ello,
seria pensar en sucesiones infinitas de conjuntos. “El axioma que garantiza la posibilidad de estos
conjuntos es llamado por Aczel como axioma de anti-fundamentacion, contrario al axioma de
fundamentacion que confina la posibilidad de estos conjuntos en la teoria de Zermelo-Fraenkel”
(Anacona, 2017, pag. 30). El cual el axioma de fundamentacion se presenta en términos modernos, de

la siguiente manera:

VA) (A # @) -»3Im (meA A mNnA = 0). Es decir, todo conjunto A tiene un elemento m
( j
que no tiene elementos comunes con A4; lo cual evita el regreso ad infinitum?3

(Anacona, 2017, pag. 30)

Lo que quiere decir que, todo conjunto A tiene un elemento m, tal que m no tiene elementos

en comunes con A, y este axioma es lo que evita el ad infinitum.

2 Such a set has an infinite descending membership sequence; i.e. an infinite sequence of sets, consisting of an element
of the set, an element of that element, an element of that element of that element and so on ad infinitum (Definicién
tomada de un pie de pagina de Anacona (2017))
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De manera tal que Zermelo presenta este axioma de manera explicita en su articulo de 1930

(citado por Anacona, 2017):

Axioma de fundamentacion: Toda cadena (decreciente) de elementos, en la cual cada término es
un elemento del anterior, termina con un indice finito en un atomo (p.31).

Zermelo (como se citd en Anacona, 2017) afirma lo siguiente: “Con este axioma se
garantiza lo siguiente: i) no existe ningn conjunto a tal que a € a; ii) no existen conjuntos a 'y b

tales que a € b € a; iii) no existen cadenas infinitas descendientes de la forma antes mencionada”

(p.31).

La definicion de conjunto fue uno de los grandes obstaculos que se tuvo para poder darle
sentido a la teoria abstracta de conjuntos moderna, y con ello se empezaron a descubrir antinomias,
contradicciones y paradojas en la teoria de cantor. Gracias a la axiomatica de Zermelo-Fraenkel,
fue posible dar salida a cada uno de estos problemas y con ello, la paradoja de Russell; la que se

menciono al comienzo de este apartado.
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Capitulo 5: Conclusiones

Algunas de las afirmaciones paradojicas de las matematicas, surgen de la nocion que se
tiene del infinito; es por ello que desde la génesis del infinito se ha asociado a diferentes
perspectivas; como la teoldgica, la filosofica, la matematica y mas aun, lo asocian a afectos
emocionales, entre otras. Durante mas de dos mil afios el “horror al infinito” habia perdurado,
hasta finales del siglo XIX con Cantor, quien instaur6 y conceptualizé el infinito actual, y logro

construir una teoria de conjuntos, a partir del estudio del infinito en acto.

No obstante, tuvo que pasar mucho tiempo para que se formalizara el concepto del infinito
actual, puesto que existia una cultura que habria instaurado Aristételes. El habia hecho la distincion
entre el infinito potencial y el infinito actual. Como lo analizamos en el capitulo 1, donde se
evidenciaba que, desde la antigiiedad griega con Aristoteles, se constituyd solamente el infinito
potencial, y que para €l no habia ni podria darse otro infinito distinto al potencial.

Por lo tanto, desde la época de los griegos, con Aristoteles se presentd un rechazo al infinito
actual y por supuesto al concepto de cardinal. Al negar la existencia del infinito en acto, se niega
toda posibilidad de establecer la cardinalidad en conjuntos infinitos, ya que al infinito en potencia
se le atribuye la concepcion de que crece o decrece indefinidamente, sin ningun limite, y por ello
seria imposible establecer una cardinalidad a algo que no se puede contar; no obstante, con Cantor
nos damos cuenta de lo contrario y que hay infinitos mas grandes que otros.

Con Galileo se vislumbra la posibilidad de establecer biyecciones entre infinitos, la cual lo
hacia mediante poligonos concéntricos, uno méas grande que otro, y biyectando un conjunto de
nameros con un subconjunto propio. De esta manera, Galileo se piensa la posibilidad de establecer
comparaciones entre infinitos, lo cual era imposible con el pensamiento aristotélico, la idea que le

era ligada de un infinito en potencia. No obstante, Galileo hace un gran aporte a la comunidad
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matematica al trabajar con biyecciones, aunque negaba que se le podia atribuir al infinito,
acepciones como de mayor, menor o igual tamafio.

Ahora bien, la idea del cardinal no se logra concebir ante estas disyuntivas; como la de no
poder formalizar el infinito actual, también la acepcion que se tenia del axioma parte-todo y la de
biyeccion. Ante el primer dilema expuesto, aparece Bolzano, quien fue el primero en defender

rotundamente la idea del infinito actual.

El aporte que Bolzano hace a la construccion del concepto de cardinal fue la de comparar
conjuntos infinitos. La Unica dificultad que encontro fue la de subconjuntos propios de un conjunto
dado. Sin embargo, Bolzano logra ponerlos en correspondencia biunivoca; esto significé para esa
época, conjuntos numéricos infinitos podian tener el mismo tamafio o cardinalidad, asi uno sea
subconjunto propio de otro; conceptualizacién la cual llegé a formalizar Cantor con su teoria de

los transfinitos.

Bolzano se ve detenido ante esta paradoja, ya que su intuicién le muestra que “el todo es
mas grande que Sus partes” aunque en su tratado ¢l da algunos ejemplos particulares con los
nameros naturales y biyecciones con algunos subconjuntos propios de él, como los cuadrados. Por

ejemplo, como se observa en la siguiente figura 9:

Figura 9: N, 2n y Z tienen la misma cantidad de elementos?

2 Tomado de (Tamariz, 2002)
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Con esto, se niega toda posibilidad de aceptar que la biyeccion sea la unica forma de
comparar dos conjuntos. Para Bolzano lo que le permite realizar operaciones (limitadas) con los
conjuntos infinitos, es la relacion parte-todo y no la biyeccion. (Waldegg, 1996, pag. 110). Esto
hace indudablemente que Bolzano se vea limitado en su trabajo para llegar a la aritmetizacion del
infinito, sin embargo, para algunos estudiadores del tema como (Ortiz, 1994) es Bolzano quien
introduce la idea de infinito actual la cual con el tiempo es Cantor quien la trabaja. Esto es

considerado como el mayor obstaculo epistemoldgico a portas del paraiso de los transfinitos.

Por su parte, los trabajos de Cantor evidencian la fundamentacion del infinito actual, hecho
gue condujo a la concepcidn que se tenia al infinito como Unico concepto, pues abrid la puerta a
la construccion de infinitos. Ademas, al igual que Dedekind, Cantor trata al infinito como una
aritmética generalizada, en contraposicion al geométrico que tenia desde la antigiiedad griega.

Algunos de los aportes de Cantor fueron los siguiente: Conceptualizd y formalizoé el infinito
actual; puso en correspondenciaa R"y R, a N con Q y Z; y dedujo que tenian el mismo cardinal
transfinitos y los Ilamé alephs cero (Xo), a los conjuntos de N, Q, Z y la de los nimeros algebraicos;
definié el concepto del continuo; dedujo que R era continuo; aritmetizd los ndmeros infinitos;
compard conjuntos infinitos; y sobre todo fue el fundador de la teoria de conjuntos moderna, entre
otras cosas.

Cantor con la ayuda de Dedekind, como se analizo en el apartado 3.1.1 fueron sin duda los
mas grandes contribuidores a la teoria de conjuntos moderna y a la teoria de los transfinitos. Fue
gracias a Dedekind que se pudo desarrollar cada una de las cuestiones que se planteaba Cantor, y
gracias a él, muchas de las demostraciones de ciertas generalidades de la teoria de los infinitos,
fue que se pudieron resolver. Por ejemplo, la correspondencia que hay entre R" y R se pudo
resolver gracias a las contribuciones de R. Dedekind; ademas del continuo de R, y entre otros
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aportes que hicieron en sociedad. Con esto, Cantor demostro que con el uso de correspondencias
biunivocas se podia diferenciar entre infinitos: Existen conjuntos contables y conjuntos que tienen
la potencia del continuo.

Cantor, llamé al minimo ndmero cardinal transfinito: Alephs — cero. Y es este el primer
cardinal transfinitos, quien tiene como cardinal al conjunto de los nimeros naturales (N), los
nameros enteros (Z) y los nimeros racionales (Q), entre otros subconjuntos propios de N, como
los nimeros pares, etc.

Luego de esto, prosiguié con manejar una aritmética en el infinito parecida a la aritmetica
en los numeros finitos, lo cual fue uno de los aportes mas significativos en la matematica. También
definid el concepto del continuo, de tal forma que en la actualidad dicho concepto se ha convertido
en una herramienta matematica muy util. Ademas, dijo que R era un perfecto “continuo”, lo cual
contribuyé para decir que R tiene la potencia del continuo y también que es el siguiente cardinal
transfinitos a alephs-cero, es decir, alephs-uno (X1). En particular, una de las propiedades
caracteristicas de los nimeros reales, es que los puntos de una recta forman un continuo sin
agujeros.

En este orden de ideas, Cantor llegd a cuestionarse sobre si ¢hay potencias intermedias
entre Noy X1? y ¢si hay potencias mayores que Xi?, y fue con estas cuestiones donde llego a
conjeturar a lo que en la actualidad se le conoce como la “hipdtesis del continuo”, la cual no llego
a resolver.

No obstante, la teoria que Cantor desarrollé tuvo muchas falencias, sobre todo en la
definicion de conjunto, como se analizo en el apartado 4.1.1. Falencias, las cuales conducian a
contradicciones, paradojas o antinomias, y con ello hacia un “hueco” en la base de la teoria de

conjuntos moderna de Cantor.

77



Asi que, con ello aparecieron Zermelo y Fraenkel, para darle la base necesaria a la teoria
de conjuntos moderna, con el fin de que ciertas definiciones que Cantor atribuia no entraran en
contradicciones o paradojas matematicas. Es por ello que, este fue uno de los aportes mas
importantes para que la teoria de Cantor en post de algunos errores conceptuales, con el fin de que
se pudieran formalizar. Los axiomas de Zermelo-Fraenkel evitaron paradojas como la del barbero
y contradicciones como las que ponia en tela de juicio la definicion de conjunto.

Para Cantor, las paradojas de su teoria no eran contradicciones, como lo manifestaba
Ferreiros (2006) “simplemente mostraban que ciertas cosas que otros, ingenuamente, estaban
dispuestos a llamar conjuntos no lo eran ni podian serlo” (p.274). Es tal vez que por ello no se
ocupaba de esos asuntos, ya que le preocupaba mas que su teoria estuviera mas ligada a aspectos
de la realidad fisica o la conjuntista, que a aspectos linglisticos o 16gicos. Sin embargo, Cantor si
se dio cuenta antes que ningun otro lo hiciera, de que su teoria tenia “huecos” (Ferreiros, 2006).

Por ejemplo, Zermelo a través del axioma de separacion resolvié la paradoja de Russell,
ya que dicho axioma permite formar un conjunto por comprehension, solo a partir de un conjunto
previamente establecido, por lo que este axioma imposibilita la formacién libre de conjuntos y
evita que se dé la paradoja. No obstante, cabe resaltar la importancia de cada uno de los axiomas
compuestos por Zermelo-Fraenkel, ya que estos dieron soporte tedrico a la teoria de conjuntos
moderna de Cantor, como también a los cardinales transfinitos.

Ahora bien, para caracterizar algunos de los obstaculos epistemoldgicos que se presentaron
en la formalizacién del concepto de cardinal., se identificaran algunos de ellos, sin embargo, se
tomara un solo obstaculo el cual se abordara en Aristoteles, Galileo, Bolzano y por su puesto en
Cantor. Con el fin de analizar como se presenta dicho concepto como un obstaculo histérico-

epistemoldgico aportas de formalizar el infinito actual y, por ende, el concepto del cardinal.
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Para recordar como se tomara la concepcion que se va a analizar como obstaculo histérico-
epistemoldgico, se cita a (D"Amore, Fandifio Pinilla, Marazzani, & Sbaragli, 2010) donde lo
explicita de la siguiente manera: “cuando en la historia de la evolucion de un concepto se
encuentra una no-continuidad, una fractura, un cambio radical de la concepcion, entonces se
asume que este concepto tiene en su interior obstaculos de caracter epistemoldgico ya sea para

ser concebido, ya sea para ser aceptado por la comunidad matematica, ya sea de ser aprendido”

(p.53).

Aristoteles

Obstaculo histdrico-epistemologico:

“El todo es mayor que sus partes”

Galileo Galilei

Bernard Bolzano

George Cantor

Fue quien trabaj6 con
dicha concepcion
como algo que va
amarrado al sentido
comdn, la cual se
sigue teniendo dicha
percepcion. También
fue el inventor del
infinito potencial,
como unico infinito
matematico.

No obstante, al
afirmar dichos
acontecimientos, se
estaba negando a la
idea del infinito actual
y, por ende, al
concepto de cardinal.
Ahora bien, para
poder dar un ejemplo
del obstaculo que se
crea con esto,
tomaremos la
proposicion IX de los

Es justo con €l y en
esta época, donde se
hace una ruptura de
esta concepcion.
Sobre todo, porque
Galileo se considera
como uno de los
cientificos anti-
Aristoteélicos.

Para refutar la idea del
infinito potencial,
Galileo lo demuestra
mediante la paradoja
de las ruedas, de la

siguiente manera:
toma dos ruedas
concéntricas, una

menor que la otra, y
concluye que las dos
recorren la misma
distancia, es decir,
que ambas ruedas
tienen la  misma
cantidad de puntos,

Con Bolzano fue con
quien se instaur6é la
idea de infinito actual
y algunas nociones de
lo que Cantor trabajo
en su teoria. Aqui,
también se  sigue
dando esa ruptura de
la concepcién
Aristotélica,  sobre
todo por pasar de la
idea de un infinito en
potencia, a un infinito
en acto.

Ademas, Bolzano
trabajo con
biyecciones entre
conjuntos y
subconjuntos propios
de un conjunto; por
ejemplo, toma al
conjunto de los

nameros naturales (N)
y al conjunto de los

El fundador de la
teoria de conjuntos
moderna y el
formalizador del
infinito actual. Con
Cantor se desprende
toda idea infinita en
potencia y se empieza
a trabajar con el
infinito en acto.

Trabaja con conjuntos
de numeros infinitos y
sobre todo, haya
cardinales transfinitos

mas grandes que
otros, es  decir,
cardinales de
conjuntos infinitos
distintos.

Por ejemplo, haya el
primer cardinal
transfinito 'y lo
nombre alephs-cero

(Ro), el cual encierraa
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Euclides, como
ejemplo, vya que
Euclides siguio con la
misma  concepcion
Aristotélica.  Dicha
proposicion dice lo
siguiente: “Hay mas
nameros primos que
cualquier conjunto de
primos”’. Aqui,
claramente hace alusion
a conjuntos infinitos,
como lo son el conjunto
de los nimeros primos y
claramente esta
afirmando que no existe
un ndmero primo que
sea mayor a otros; ya
gue Aristételes y por lo
tanto Euclides, seguian
la concepcidn de ver un
infinito en potencia, que
nunca tiene fin.

En este entonces, tal vez
no haya sido un
obstéaculo
epistemoldgico, ya que
se seguia con esta
concepcion 'y en la
época la aceptaban con
normalidad. No
obstante, en los
siguientes autores, se
vera como hay una no-
continuidad y una
ruptura este concepto, y
es justo ahi, donde se
construye un obstaculo
epistemoldgico.

sin importar que una
sea mayor que la otra.
Lo cual concluye y
niega rotundamente la
idea que se tenia “El
todo es mayor que sus

partes”, y por
supuesto al infinito
potencial.

Esto se toma como un
obstaculo  histérico-
epistemoldgico,

aportas del infinito
actual. Al tratar esta
concepciéon  aportas

del infinito en acto, se
estaria abriendo paso
a la nocion de
cardinal, vya que
Galileo da una idea,
aunque no la concluye
Yy €S por eso que no se
le otorga a él como la

persona la  cual
formaliza la
concepcion del

infinito actual, como
se vera con Bolzano.

numeros cuadrados,
teniendo en cuenta
que los toma como
series infinitas, claro
estd; y teniendo estos
conjuntos  infinitos,
hace una corresponde
uno a uno con cada
uno de sus elementos,
y llega a la
conclusion, que a
pesar de que uno es un
subconjunto  propio
del otro, es decir, que
estd contenido en el
conjunto de los
nlmeros naturales, en
el infinito, ambos
conjuntos tienen la
misma cardinalidad,
es decir, que tienen la
misma cantidad de
elementos. Por lo
tanto, aqui se sigue
viendo un cambio de
concepcion al  “El
todo es mayor que sus
partes’.

conjuntos numericos

infinitos como el
conjunto de los
nimeros naturales
(N), el conjunto de los
nimeros  racionales

(Q) y el conjunto de
los numeros enteros
(Z), entre otros.
Ademéas, haya a
alephs-uno  (NX1) el
cual es el cardinal
transfinito del
continuo, es decir, el
numero transfinito del
conjunto de los
nameros reales (R).
Con esto, se termina
de refutar totalmente
toda concepcién que
se tuviera de que todo
es mayor que Sus
partes.

es por esto, que esta
concepcion se
considera como un
obstaculo histérico-
epistemoldgico de la
formalizacion del
concepto de numero
cardinal.

En la tabla propuesta, se evidencia cierta debacle en la concepcion que se tenia del todo es
mayor que la parte, y claramente se demuestra como la teoria del infinito no cumple esa
proposicion. Ademas, en la tabla solo se presenta un obstaculo, entre muchos otros que hay; por

ejemplo, los de generalizacion, que también para la teoria transfinitos no se cumple. Como se
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mostré en el apartado 3.1.3., donde se presenta la siguiente generalidad: sea 0 = 2%, se tiene que:
0.0 = 2% 28 =28o+8¥ = 2% =0. También 0¥y = (2%g) 8o = 2% =28 = 0. Claramente aqui no se
pueden utilizar las concepciones de la aritmética finita, ya que se presentaria dicha ruptura en cierta

concepcion.

Este trabajo nos permite dar cuenta de la importancia que tiene la teoria de conjuntos desde
sus inicios, y ademas la obtencidn tedrica que nos brinda para el desarrollo de la matematica.
Evidenciando esto Ultimo, para la introduccién y comprension del concepto de nimero cardinal,

la teoria del infinito actual y el desarrollo de los nimeros cardinales transfinitos.

De esta manera, hacer un analisis histérico fue esencial para poder revelar o hacer evidente
de cémo fue el proceso de instauracion del concepto de numero cardinal y para que los docentes
matematicos en formacion tengan un conocimiento mayor que el de sus estudiantes, para que de
esta forma puedan construir un conocimiento a sus estudiantes de forma correcta. Como dice Sfard
(citado en Guacaneme, 2016) “El conocimiento de la historia de las matematicas es imprescindible

para el profesor”.

En este orden de ideas, lo que se busca es dar una reflexion muy general, de para qué es
importante saber de historia matematica un docente en formacion, especialmente del concepto de
numero cardinal. Ya que como dice Furinghetti (citado en Guacaneme, 2016) “La historia de las
matematicas es fuente de reflexiones histérico-epistémicas sobre el conocimiento matematico”.
Asi, la historia de las matematicas nos abre a un mundo de ideas distintas a las de la actualidad, y

tal vez ver como los grandes matematicos de siglos pasados percibian las matematicas.
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Por ultimo, los docentes matematicos en formacion deberan entender con exactitud de que
el papel del infinito es crucial para nuestra cultura profesional, y que el concepto de cardinal no es
ajeno a ello tampoco. Por lo tanto, deberan ser conscientes de cada uno de aquellos obstaculos con
los cuales se pueden topar al momento de ensefiar algun concepto matematico; ya que, con ayuda

de la historia y epistemologia, nos daran herramientas para trabajar en un aula de clase. Como afirma

(Arboleda, 2011):

La historia es un medio para tomar conciencia del funcionamiento de la investigacién en matemética
(...) y puede ser utilizada a favor de la formacién matematica de quienes ensefiarén las matematicas

sin jamas proponerse una investigacion en matematica (p.2)
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