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Resumen

La presente investigacion se ocupa del estudio de las diversas formas de pensamiento funcional
que se configuran en un grupo de estudiantes de tercero y cuarto grado de Educacion Bésica
Primaria, cuando trabajan con problemas que involucran relaciones funcionales lineales. Asi, se
describen algunos aspectos que dieron lugar al problema y se presentan los referentes tedricos y
metodoldgicos, los cuales sirvieron de base para disefiar, implementar y gestionar la secuencia de
problemas propuestos. Los principales hallazgos ponen de relieve que las categorias de analisis
construidas resultan utiles para caracterizar y ahondar, en términos de los sistemas de
representacion, en las estrategias empleadas y las formas de pensamiento funcional configuradas
por los estudiantes de tercero y cuarto grado.

En el marco de la actividad matematica, si bien la mayoria de los estudiantes de grado tercero
logran establecer la relacidn entre dos cantidades variables, estdn supeditados a una forma de
pensamiento funcional que corresponde a patrones recursivos dado que ponen énfasis en el cambio
de una sola cantidad hasta reconocer la manera en que se da dicha relacién. En contraste, gran
parte de los estudiantes de grado cuarto configuran el pensamiento de correspondencia
caracterizado por el reconocimiento rapido del patron y el posterior establecimiento de la relacion
entre las variables involucradas.

Esta investigacion aporta, entre otros elementos, un insumo importante reflejado en el fundamento
tedrico y metodologico de los problemas propuestos que puede ser empleado para favorecer el
ambito de la ensefianza de las matematicas en la Educacion Basica Primaria, en particular con lo
relacionado al desarrollo del pensamiento funcional.

Palabras claves: Pensamiento funcional, relaciones funcionales proporcionales, relaciones
funcionales no proporcionales, generalizacion.



Introduccion

La presente investigacion se inscribe en la linea de formacion didactica de las matematicas del
programa de Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas de la Universidad del
Valle, sede Norte del Cauca. Desde tal linea de formacion se decide investigar sobre una
problematica relacionada con la introduccién de formas de pensamiento algebraico desde la
Educacion Primaria. Particularmente porque se ha reconocido que desde los primeros afios de
escolaridad los estudiantes logran configurar formas de pensamiento algebraico que se ven
reflejados, por ejemplo, en procesos de generalizacion y construccion de conocimientos sobre
patrones y relaciones (Cafiadas y Molina, 2016). Sin embargo, hay ciertas problemaéticas relativas
al trabajo con patrones y relaciones, tales como que, en una situacion en la que intervienen dos
cantidades que varian, los estudiantes generalmente se centran en la variacién de una sola variable
y no en la relacion existente entre ambas variables (Tanisli, 2011). En este sentido, parece
pertinente incorporar al trabajo matematico de los estudiantes de Educacion Primaria, ideas
cercanas al uso de patrones y funciones que posibiliten una mejor comprensién sobre las variables,
la manipulacion de férmulas y la relacion entre diferentes formas de representarlas.

Desde la reflexion anterior, en esta investigacion se plantea un trabajo relativo al estudio de formas
de pensamiento funcional, articulado al desarrollo de experiencias con funciones en situaciones
contextualizadas. En particular, se cuestiona sobre: ;cuéles son las semejanzas y diferencias en las
formas de pensamiento funcional que presenta un grupo de estudiantes de tercero y cuarto grado
de educacion primaria cuando trabajan con problemas que involucran relaciones funcionales
lineales?

En tanto interesa caracterizar y contrastar en el pensamiento funcional configurado por los
estudiantes de tercero y cuarto grado, se considera como principal referente los aportes de Smith
(2008). Para él, el pensamiento funcional “es aquel que se enfoca en la relacion entre dos (0 mas)
cantidades que varian, particularmente las formas de pensamiento que conducen desde las
relaciones especificas (incidencias individuales) a generalizaciones de esas relaciones entre
instancias” (p. 1) y el cual, emerge y se desarrolla a partir de tres formas distintivas: a) patrones
recursivos, b) covariacional y ¢) correspondencia.

En concordancia con los intereses de investigacion se proponen tres objetivos especificos: (a)
identificar elementos teéricos que evidencien caracteristicas de las formas de pensamiento
funcional que puedan ser empleadas para construir problemas que involucren relaciones
funcionales lineales; (b) articular diferentes referentes conceptuales en la construccién de un
disefio de problemas que permitan caracterizar las formas de pensamiento funcional a partir de las
producciones elaboradas por un grupo de estudiantes de tercero y cuarto de Educacion Primaria;
y (c) describir y analizar las formas de pensamiento funcional que configuran un grupo de
estudiantes de tercero y cuarto cuando trabajan con problemas que involucran relaciones
funcionales lineales.



Las relaciones funcionales lineales responden al modelo matemético f(x) = mx + b,
diferenciando dos tipologias: las proporcionales (b = 0) y las no proporcionales (b # 0)
(Godino, 2003). Dicho aspecto matematico fue fundamental para el disefio de los problemas al
posibilitar un espacio amplio para el estudio de las formas de pensamiento funcional. Ademas, los
tres problemas propuestos se sustentaron desde una dimensién didactica, con resultados de otras
investigaciones (e.g., Tanisli, 2011), y desde una dimension curricular pretendiendo la articulacion
con algunos estandares basicos de competencias en matematicas de los ciclos de 1-3 y de 4-5
estipulados para el territorio nacional.

La propuesta metodoldgica de la investigacion considerd un estudio de casos de tipo descriptivo.
El caso lo conformaron 16 estudiantes, distribuidos equitativamente, entre tercero y cuarto grado
(nifios en el rango de 8 a 10 afios de edad) de una Institucion de caracter oficial del municipio de
Santander de Quilichao, Cauca, Colombia. Para la implementacion y gestion de los problemas
disefiados fueron necesarias tres sesiones de trabajo, de una hora, por cada grado. Cabe sefialar
que el uso del material concreto fue fundamental en la puesta en escena de los problemas y que el
principal insumo para efectuar los andlisis lo constituyeron las producciones escritas de los
estudiantes, asi como las interacciones y argumentos registrados en audio y video.

Para analizar los resultados de la actividad matemética desplegada por los estudiantes se
construyeron unas categorias de analisis, sustentadas en desarrollos obtenidos por investigaciones
similares (e.g., Pinto, 2016), las cuales destacan: los sistemas de representacion y las estrategias
con su respectiva articulacion con las formas de pensamiento funcional.

Para efectos de organizacion esta investigacion se divide en cuatro capitulos. EI primer capitulo se
discuten a) los antecedentes de algunas investigaciones que se han interesado por el estudio del
pensamiento funcional en los primeros afios de escolaridad, b) la contextualizacion vy
planteamiento del problema en el cual se enuncia la problemética relacionada con la insistente
separacion entre la aritmética y el algebra y se plantea la siguiente pregunta ¢Cuales son las
diferencias y semejanzas en las formas de pensamiento funcional que presenta un grupo de
estudiantes de grado tercero y cuarto de la Institucion Educativa José Vicente Mina, cuando
trabajan con problemas que involucran relaciones funcionales lineales? Por consiguiente se
propone un objetivo general y tres objetivos especificos, y ¢) se cierra el capitulo con la
justificacion del problema.

El segundo capitulo aborda el marco de referencia conceptual, a partir de tres referentes a)
didactico, b) curricular y ¢) matematico. En el primer referente se caracteriza y ejemplifica cada
una de las formas de pensamiento funcional; en el segundo, se considera la articulacion de algunos
estandares basicos de competencias en matematicas de los ciclos de 1-3 y de 4-5 (MEN, 2006) y
en el tercer referente se discuten las relaciones funcionales lineales como objetos de la matematica
escolar.



El tercer capitulo hace alusion al disefio metodoldgico del trabajo, el cual se desarrolla con
elementos de un estudio de caso descriptivo. En este capitulo se describe el contexto donde se
implemento la secuencia de problemas, los participantes, los instrumentos que sirven de base para
la recoleccién de la informacion, el procedimiento y las sesiones de la implementacion de los
problemas, entre otros. Finalmente se consideran unas categorias de analisis y un analisis
preliminar de los problemas relacionado con las caracteristicas de las formas de pensamiento
funcional.

El cuarto capitulo corresponde a los resultados y analisis de los problemas, en el cual se muestran
caracteristicas especificas que dan cuenta de cada una de las formas de pensamiento funcional
derivadas de los resultados de las producciones elaboradas por un grupo de estudiantes de grado
tercero y cuarto. Por Gltimo se exponen las conclusiones del estudio y se proponer algunas ideas
para futuras investigaciones.



CAPITULO |

ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION



1.1 Antecedentes

En este apartado se presentan algunas investigaciones realizadas a nivel nacional e internacional,
acerca del estudio del pensamiento funcional en la Educacion Béasica Primaria. A nivel nacional
son pocas las investigaciones que se han desarrollado, en comparacion con las que se han elaborado
en el marco internacional (Blanton & Kaput, 2011 ; Payne, 2012; Cafiadas & Molina, 2016;
Morales, Cafadas, Brizuela, & Gomez, 2016). A continuacion se presentan las mas representativas
para el desarrollo del presente trabajo, destacando sus multiples aportes.

En el marco nacional se reconoce la investigacion desarrollada por Quitian & Sopo (2013) cuyo
objetivo fue analizar las estrategias utilizadas por los estudiantes de segundo de primaria para crear
registros, encontrar patrones y relaciones de dependencia entre los datos obtenidos en una situacion
funcional e identificar en dichas estrategias el desarrollo del pensamiento funcional. Esta
investigacién muestra que, en el trabajo con estudiantes de segundo afio, es posible encontrar la
configuracién de, al menos, dos formas de pensamiento funcional: pensamiento de patrones
recursivos y pensamiento covariacional. Estos resultados los hallaron al trabajar con un problema
cuyo contexto se refiere a la germinacién de una planta de arveja, al constituirse en un fenémeno
propicio para que los estudiantes reconocieran las relaciones presentes entre dos cantidades que
varian. De esta manera, la citada investigacion permite esbozar un tipo de problemas
contextualizados que se pueden seleccionar y/o adaptar para el estudio de formas de pensamiento
funcional que se configuran en estudiantes de edades tempranas, a partir del reconocimiento de las
relaciones presentes entre dos cantidades que varian. Ademas, se hace explicita una problematica,
al sefialar que ningun estudiante logra desarrollar el pensamiento funcional por correspondencia.

En el &mbito internacional, Warren & Cooper (2005) investigaron sobre el pensamiento funcional
en segundo grado. Su objetivo fue investigar el tipo de orientacién que ayuda a los nifios pequefios
a generalizar y formalizar su pensamiento matematico. Los investigadores realizan un experimento
de ensefianza que toma una base tedrica para crear e investigar estrategias pedagdgicas en un
ambiente natural (saldn de clase) observando a estudiantes y docentes, en el cual no se requeria un
conocimiento de nimeros, pero si presenta caracteristicas fundamentales de una funcion, es decir
aplicar un conjunto de variables en otro conjunto. Los resultados dan cuenta de la necesidad de
introducir el pensamiento funcional de manera gradual para consolidar los aprendizajes y asi
ayudar a que los estudiantes logren establecer relaciones y conexiones entre diferentes operaciones
al trabajar desde la aritmética. Este estudio concluye que ademas de encontrar un patron secuencial
es necesario establecer una relacion entre dos cantidades que varian, lo cual alude al desarrollo del
pensamiento covariacional y por correspondencia. Por lo tanto se hace importante retomar esta
investigacion en este trabajo, puesto que permite identificar un modelo teérico y metodolégico que
puede ayudar al desarrollo del pensamiento funcional con estudiantes de edades tempranas.

Las investigaciones realizadas por Blanton & Kaput (2004, 2011) ponen de relieve la capacidad
de los estudiantes de primero a quinto, para trabajar con diferentes problemas algebraicos y hacer
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uso de distintas representaciones como tablas de funciones lineales, graficos, imagenes, lenguaje
verbal y simbolos. En dicha investigacion estos autores reconocieron que en el trabajo con
problemas contextualizados, los estudiantes dan cuenta de tres formas de pensamiento funcional
(patrones recursivos, covariacional y correspondencia). Entre los contextos empleados para los
problemas se destacan: el crecimiento de una serpiente, el nimero de 0jos y colas de animales y el
problema telefonico, los cuales resultan Utiles para el disefio de problemas en el presente trabajo,
al poner de manifiesto un trabajo arduo con mas de una variable, donde la variacion, el cambio y
las relaciones entre las variables son fundamentales.

Tanisli (2011) en su estudio plantea que uno de los componentes del pensamiento algebraico es
el pensamiento funcional, el cual facilita el estudio del algebra y la nocion de funcion, razon por
la cual se considera necesario introducirse gradualmente desde los primeros afios de escolaridad.
Tanisli investiga las formas de pensamiento funcional de los estudiantes de quinto a través de
tablas de funciones lineales. Para la recoleccion de datos se realizaron entrevistas a cuatro
estudiantes de un mismo grado basadas en problemas. Los resultados muestran que el trabajo con
tablas de funciones apoya el desarrollo temprano del pensamiento funcional, ademas identifica que
los estudiantes encuentran patrones, piensan en la covariacion durante su trabajo y descubren la
relacion de correspondencia y generalizacién de dicha relacion, al tiempo que revelan las
habilidades de razonamiento que utilizan para establecer la generalizacion. Este estudio resulta util
dentro del presente trabajo teniendo en cuenta que muestra un analisis especifico de los resultados
cuando se trabaja con tablas de funciones lineales, como una alternativa para el desarrollo del
pensamiento funcional y el reconocimiento de sus formas.

La investigacion realizada por Rodriguez (2016) se enmarca en el Early Algebra, particularmente
en el pensamiento funcional y plantea como objetivo de interés mostrar las manifestaciones de
pensamiento funcional en una muestra de 20 estudiantes de grado segundo, a través de un juego
didactico cuyo contexto se referia a una ruta escolar. Los resultados muestran que la forma de
pensamiento que no se manifiesta es el pensamiento covariacional. Esta investigacion es
importante, porque aporta un tipo de estrategias que pueden emplearse para dar sentido a las formas
de pensamiento funcional, las cuales se pueden adaptar al presente trabajo.

Payne (2012) en su investigacion sefiala que, se presentan diversas dificultades en el aprendizaje
del algebra, una de ellas se produce por la separacién curricular que existe entre la aritmética y el
algebra (aritmética luego algebra). El objetivo fue analizar los problemas utilizados en el programa
On Track Learn Math y considerar su impacto en el aprendizaje de los estudiantes; la propuesta
del programa fue una investigacion temprana del pensamiento funcional en los grados de tercero
a quinto. La autora sugiere examinar las formas en las cuales los estudiantes justifican sus
razonamientos, dado que varios estudios indican que la justificacion es un factor importante en el
desarrollo del pensamiento algebraico. Los resultados muestran que los estudiantes desde los
primeros afos escolares tienen habilidades para razonar sobre algunos aspectos que favorecen el



aprendizaje de las funciones lineales, cuando se introducen problemas apropiados que les permiten
reconocer los datos que se presentan en un problema. De esta manera, la investigacion presenta un
disefio tedrico y metodoldgico, asi mismo un tipo de modelo que permite caracterizar los
problemas que son apropiados para el desarrollo del pensamiento funcional y presenta un marco
de referencia analitico para analizar los resultados de los estudiantes los cuales pueden ser utiles
para el desarrollo del presente trabajo.

Los estudios realizados por Merino, Cafadas y Molina (2013); Fuentes (2014), Fuentes y Cafiadas
(2015); Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey & Newman-owens (2015); Blanton, Brizuela, &
Cafadas (2016) y Pinto, Cafiadas, Moreno, & Castro (2016) sefialan que aunque tradicionalmente
el estudio formal de las funciones inicia en la Educacion Secundaria el estudio de estas es una ruta
critica para la ensefianza y aprendizaje del algebra en estos grados. Sin embargo han descubierto
que los estudiantes desde sus primeros grados escolares presentan habilidades al emplear
diferentes sistemas de representacion (tabulares, pictéricos, verbales y simbdlicos), razonar,
expresar generalizaciones y relaciones entre dos variables, en otras palabras desarrollan
pensamiento funcional. Esto se puede evidenciar cuando trabajan con problemas de generalizacion
que involucran relaciones funcionales, tales como: f(x) = 5x, f(x) = 2x + 2 y el contexto de
un problema sobre baldosas de piso, el cual se presenta con la intencién de que los estudiantes
reconozcan y establezcan la relacion entre las baldosas grises (variable dependiente) y baldosas
blancas (variable independiente), asi mismo establezcan la regla que les permita hallar el nimero
de baldosas blancas dado un nimero de baldosas grises o viceversa. De esta manera, la resolucion
de dichos problemas permite evidenciar la presencia de las tres formas de pensamiento funcional,
los cuales sirven de base para el disefio de problemas y analisis de los resultados del presente
trabajo.

Estas investigaciones permiten reconocer nuevas formas de intervencion en el aula para acercar a
los estudiantes de Educacién Primaria al desarrollo del concepto de funcion, particularmente lo
lineal proporcional y lo lineal no proporcional. Asi mismo, presentan diferentes tipos de problemas
matematicos que permiten identificar la configuracion, caracterizacion y desarrollo de formas de
pensamiento funcional.

En sintesis, los antecedentes mencionados son fundamentales en la configuracion del presente
trabajo por las siguientes razones. En primera instancia, aportan al disefio tedrico dado que
posibilitan el reconocimiento: a) de algunos problemas y preguntas que permiten a los estudiantes
desde sus primeros afios escolares un acercamiento a la generalizacion y formalizacion de su
pensamiento matematico, permitiéndoles llegar a un entendimiento de aquellas situaciones que
involucran funciones lineales y b) del marco de referencia analitico para analizar las producciones
de los estudiantes.



En segunda instancia, aportan en la construccion del disefio metodologico, al poner de manifiesto
algunas formas de trabajar en el aula de clases con los estudiantes de Educacion Primaria, tales
como: los experimentos de ensefianza que ayudan al desarrollo del pensamiento funcional, los
estudios de casos Yy los estudios longitudinales con estudiantes de distintos grados escolares.

Finalmente, permiten reconocer la diversidad de herramientas que ponen en juego los estudiantes
durante su actividad matematica en la resolucion de problemas que involucran relaciones
funcionales lineales. En otras palabras, aportan a la identificacion de las representaciones
(pictdricas, verbales, tabulares y simbdlicas) que los estudiantes emplean en la busqueda y
respuesta a la solucion de problemas.

1.2 Contextualizacién y planteamiento del problema

Desde hace algunas décadas se viene reconociendo que la insistente separacion entre la aritmética
y el algebra (al menos desde lo curricular) priva a los estudiantes de una potente estrategia de
pensamiento (pensamiento algebraico) en los primeros grados escolares y hace mas dificil el
aprendizaje formal del algebra en los grados posteriores (Carpenter & Levi, 2000; Warren &
Cooper, 2005). El reconocimiento de esta problematica se sustenta en los resultados de multiples
investigaciones que dan cuenta de las capacidades de generalizacion naturales que tienen los
estudiantes de educacién primaria (Molina, 2009), asi como las capacidades de trabajar con ideas
algebraicas que implican la construccion de conocimientos informales sobre patrones y relaciones
(Blanton, et al., 2015).

La introduccién del pensamiento algebraico en los primeros grados escolares, se ha abordado a
partir de un enfoque denominado Early Algebra. Esta propuesta no intenta incorporarse como una
asignatura mas en el contenido curricular, sino en trabajar con contextos y problemas ligados a los
contenidos estipulados para la ensefianza de las matemaéticas elementales, favoreciendo la
observacién, descripcion y generalizacion de patrones; el estudio de las relaciones numéricas y
funcionales; y el desarrollo y manipulacion de simbolismo, asi como la formalizacion de
generalizaciones (Molina, 2009; Vergel, 2010; Blanton & Kaput, 2011; Fuentes, 2014 y
Rodriguez, 2016). En este sentido, dicha propuesta busca favorecer un ambiente escolar en el que
los estudiantes exploren, modelen, hagan predicciones, discutan, argumenten, justifiquen,
comprueben ideas y también practiquen habilidades de calculo (Vergel, 2010).

Actualmente, se reconocen tres perspectivas de interés concernientes al estudio del pensamiento
algebraico, a saber: 1) aritmética generalizada, 2) patrones y funciones, y 3) resolucion de
problemas y modelacion matematica (Demosthenous & Stylianides, 2014).

Desde la perspectiva de patrones y funciones, se destaca la importancia que tiene: a) el trabajo con
patrones (de crecimiento y repetitivos) para promover procesos de generalizacién de la actividad



que esta siendo desarrollada y b) la idea de funcion al poner énfasis en el estudio de las relaciones
de dependencia entre las variables, lo cual es primordial para mejorar la introduccion del
pensamiento algebraico en la escuela. El objetivo no es ensefiar las funciones en los primeros afios
de escolaridad tal como son presentadas en la Educacion Secundaria; se trata, entonces, de utilizar
el potencial de este objeto matematico y sus conceptos matematicos asociados, de forma que los
estudiantes desarrollen habilidades que les permitan pensar algebraicamente, tanto en los primeros
ciclos escolares como en los ciclos posteriores.

Si bien, se destaca la importancia de esta perspectiva en la introduccion y desarrollo del
pensamiento algebraico, también se reconoce que existe una dificultad por parte de los profesores.
Esto, debido a la poca experiencia con formas de pensamiento algebraico, para incorporar esos
topicos en estudiantes de educacion primaria, lo cual promueve diferentes dificultades que se
reflejan en los estudiantes al Ilegar a la educacion secundaria con un desarrollo basico de dichos
temas, en el que no se reconoce la relacion entre patrones, funciones y algebra (Payne, 2012;
Warren & Cooper, 2005; Blanton & Kaput, 2011)

Por otro lado, la falta de comprension por parte de los estudiantes sobre las diferentes
representaciones que existen en las matematicas (lenguaje verbal, pictorico, algebraico, tabular,
entre otros), ha generado en ellos dificultad para reconocer su uso, para trabajar con incégnitas,
con numeros en general, con constantes y con variables en una relacion o en una funcién (Osorio,
2016). De hecho, algunas investigaciones (Quitian & Sopo, 2013; Payne, 2012; Obando, 2009;
Schliemann, Carraher, & Brizuela, 2001; Warren & Cooper, 2005) indican que en una situacion
en la que intervienen dos cantidades que varian, los estudiantes, generalmente, se centran en la
variacion de una sola variable y no en la relacion existente entre ambas variables. Asi, al trabajar
con representaciones tabulares, los estudiantes cominmente toman las columnas como
independientes, es decir encuentran dos patrones, uno para cada columna de la tabla sin tener en
cuenta que existe una relacion de dependencia entre ambas variables.

De acuerdo a lo anterior, Payne (2012) afirma que es necesario realizar mas investigaciones para
establecer de manera definitiva los diferentes tipos de estrategias que utilizan los estudiantes para
llegar a la generalizacion. Dado que algunos de los problemas propuestos por ciertos
investigadores, no permiten que los estudiantes construyan patrones y generalicen las relaciones.
Igualmente, la autora plantea que los estudiantes tienen habilidades innatas para pensar y razonar
sobre funciones, no obstante necesitan tener acceso a actividades que les ayude a usar y desarrollar
su pensamiento trabajando en problemas abiertos y generando datos para dos cantidades
relacionadas.

Por consiguiente, se considera importante que los estudiantes desde sus primeros afios escolares

establezcan relaciones de dependencia entre dos cantidades que varian una en relacion con la otra.
Para ello es importante el uso de patrones y funciones por lo que son entendidos como un camino
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que permite un acercamiento al algebra, el cual es denominado como pensamiento funcional.
Desde este pensamiento se sugiere un estudio del algebra centrado en los patrones y en el desarrollo
de experiencias con funciones en situaciones contextualizadas (Tanisli, 2011 y Heid (citado por
Cafadas & Molina, 2016)) teniendo en cuenta que la funcion es entendida como una relacién de
dependencia entre dos 0 mas cantidades, de manera que una cambia segun los valores que tome la
otra variable. Por lo tanto Cafiadas & Molina (2016) afirman que la funcidn es el foco del contenido
matematico en el que se centra el pensamiento funcional.

Vargas (2011) y Brizuela & Alvarado (2010) mencionan que el trabajo con funciones permite
establecer una comprensién sobre las variables, la manipulacion de férmulas y la relacion entre
diferentes formas de representarlas, asi por ejemplo: lenguaje verbal, tablas, gréaficos, pictogramas,
simbolismo algebraico, etc. Estas son formas de representacion en un contexto de resolucion de
problemas, ademas de las cantidades variables, sus relaciones, la recursividad y la correspondencia
entre los valores de las variables, las cuales son clave en el pensamiento funcional en los primeros
niveles educativos. Este pensamiento, se desarrolla a través de situaciones que establecen
relaciones de dependencia, entre dos cantidades que varian entre si, junto con la generalizacion de
los resultados obtenidos, entendida como lo menciona Payne (2012) “el corazén del pensamiento
funcional”. Esto con el propodsito que los estudiantes de Educacion Primaria alcancen distintas
habilidades tales como: generalizar, conjeturar, relacionar, justificar, argumentar, razonar, entre
otras. En consecuencia, dichas habilidades son fundamentales y una vez adquiridas, los estudiantes
pueden comenzar a dar cuenta del pensamiento algebraico.

Con base a lo anterior, Smith (2008) propone tres formas de pensamiento funcional que permiten
el desarrollo del pensamiento algebraico desde los primeros ciclos escolares, estos son: a)
pensamiento de patrones recursivos, b) pensamiento covariacional y c¢) pensamiento de
correspondencia. De acuerdo a las investigaciones realizadas por Quitian & Sopo (2013) y Payne
(2012) se evidencia que el tipo de pensamiento que la mayoria de estudiantes no logran desarrollar
con facilidad es el pensamiento de correspondencia. Sin embargo, Tanisli (2011) sefiala que de
acuerdo a la naturaleza del pensamiento funcional, es necesario que los estudiante ademas de
encontrar patrones se centren en los cambios correspondientes en las variables individuales
(pensamiento covariacional), y encuentren la relacion entre los pares correspondientes de las
variables involucradas (pensamiento de correspondencia), asi como la generalizaciéon de la
relacion, la cual es fundamental y un paso clave en la construccién del conocimiento matematico.

Por las razones expuestas, surge la siguiente pregunta, ¢Cuéles son las diferencias y semejanzas
en las formas de pensamiento funcional que presenta un grupo de estudiantes de grado tercero y
cuarto de la Institucion Educativa José Vicente Mina, cuando trabajan con problemas que
involucran relaciones funcionales lineales?
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1.3 Objetivos

1.3.10bjetivo general

Contrastar las formas de pensamiento funcional que presenta un grupo de estudiantes de grado
tercero y cuarto, de la Institucion Educativa José Vicente Mina, cuando trabajan con problemas
que involucran relaciones funcionales lineales.

1.3.2 Objetivos especificos

Identificar algunos elementos tedricos sobre la caracterizacion de formas de pensamiento funcional
que puedan ser utilizados para construir problemas que involucran relaciones funcionales lineales.

Articular diferentes referentes conceptuales en la construccion de un disefio de problemas que
permitan a partir del analisis de las producciones escritas caracterizar las diferentes formas de
pensamiento funcional en un grupo de estudiantes de tercero y cuarto grado de Educacion Basica
Primaria pertenecientes a la Institucion Educativa José Vicente Mina.

Describir y analizar las diversas formas de pensamiento funcional que se configuran como
producto de la actividad matematica desarrollada por el grupo de estudiantes de tercero y cuarto
grado de la Institucion Educativa José Vicente Mina cuando trabajan con problemas que
involucran relaciones funcionales lineales.

1.4 Justificacién

Investigaciones recientes en Educacion Matematica como la de Cafiadas y Molina (2016) y
Rodriguez (2016) sefialan que gran parte de las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de
los conceptos algebraicos, es producto de la separacién curricular entre la aritmética y el algebra,
como si se tratara de dos escenarios disjuntos, en el que el aprendizaje del algebra esta supeditado
al dominio aritmético. Por lo tanto, se hace necesario como lo menciona Smith (2008) y Rodriguez
(2016) la introduccion de un enfoque como el pensamiento funcional, que permita promover el
desarrollo del pensamiento algebraico desde la Educacién Primaria.

La necesidad de estudiar el pensamiento funcional se hace evidente en las exigencias curriculares
del Ministerio de Educacion Nacional (MEN), tanto en los Lineamientos Curriculares de
Matematicas (1998) como en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006). Si
bien, estos documentos no explicitan la introduccion de formas de pensamiento funcional en
alguno de los niveles escolares, si se presenta y discute el desarrollo de una forma de pensamiento
(Pensamiento Variacional), que propone desde la Educacion Primaria construir acercamientos para
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la comprension y uso de los conceptos, y los procedimientos de las funciones. Esto se evidencia
en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006) al citar que:

(...) El estudio de las relaciones funcionales que pueden detectarse en la vida cotidiana, como las
relaciones entre edad y altura de un nifio (o entre edad y masa o peso corporal), entre la temperatura a
lo largo de un diay la hora que marca un reloj, etc., permite coordinar cambios de una magnitud Y con
cambios de una magnitud X. Esta primera aproximacion a la nocién de funcién es la de dependencia
funcional entre magnitudes variables (p. 67).

Con base a lo anterior, se hace pertinente adelantar estudios que aporten a una concepcion mas
amplia para entender lo algebraico. De manera particular, el estudio de formas de pensamiento
funcional puede aportar grandemente a la caracterizacion y desarrollo del Pensamiento Variacional
en el ambito escolar, al entenderse como procesos de generalizacion, puesto que en principio
implica el reconocimiento de patrones, posteriormente la coordinacion entre dos variables (x e y)
y finalmente la generalizacion de las relaciones. Sin embargo, estas formas de pensamiento que se
constituyen como procesos de generalizaciéon no se deben interpretar como etapas a través de las
cuales se debe progresar en una secuencia lineal sino como estados mentales con limites fluidos a
través de los cuales los estudiantes se mueven bidireccionalmente a medida que avanza su
aprendizaje (Blanton, et al., 2015). Ademas, el reconocimiento de las formas de pensamiento
funcional en los primeros afios escolares, puede resultar Gtil para identificar las estrategias que los
estudiantes emplean en la resolucién de problemas que indudablemente sirve de insumo para
facilitar el aprendizaje del &lgebra y el concepto de funcidn en los afios posteriores.

Por lo cual, la presente investigacion se inscribe en el estudio del pensamiento funcional, desde la
perspectiva de patrones y funciones que representa un gran esfuerzo por ayudar a construir en la
Educacion Primaria algunas bases para el estudio de la funcién en la Educacidon Secundaria. Asi,
se contribuye a mejorar la comprension del concepto de funcién y evitar posibles dificultades en
grados posteriores. Lo anterior es coherente con respecto a lo que indican Blanton y Kaput (2004,
2011), que los estudiantes en Educacion Primaria tienen habilidades para pensar funcionalmente,
es decir, describen como dos cantidades se corresponden entre si, generalizan las relaciones y
establecen algunos ejemplos de relaciones y funciones.

A nivel internacional, gran parte de las investigaciones se han enfatizado en proporcionar
evidencias importantes del desarrollo del pensamiento funcional en estudiantes de primero,
segundo y quinto de Educacion Primaria (Pinto, 2016) y a nivel nacional, especificamente, en
grado segundo de primaria estudio realizado por Quitian & Sopo (2013). De acuerdo a estos
hallazgos se hace necesario profundizar en la manifestacion de este tipo de pensamiento en los
grados tercero y cuarto de Educacion Primaria. De igual forma, surge el interés por contrastar las
formas de pensamiento funcional en estudiantes de tercero y cuarto, en primer lugar porque se
pretende analizar las diferencias y semejanzas que presentan los estudiantes en un contexto de
resolucion de problemas que involucran relaciones funcionales lineales; en segunda instancia,
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debido a los pocos estudios realizados, se analiza en sus producciones escritas una mayor cantidad
de evidencias para describir las formas de pensamiento funcional. Por otra parte, el contraste
permite identificar elementos del pensamiento funcional que surgen de las respuestas espontaneas
de los estudiantes y que ayudan en la obtencion de conclusiones Utiles para la docencia, teniendo
en cuenta que los contextos funcionales estan presentes en los documentos Curriculares de la
Educacion Matemética.

Por otro lado, el presente trabajo es de gran aporte para la formacion profesional docente en tanto
que plantea elementos para reconocer y seleccionar problemas que involucran ideas algebraicas
para trabajar en la Educacion Primaria. Este aspecto es central en la justificacion de este trabajo,
puesto que es necesario que los docentes transformen y extiendan sus recursos existentes de base
en el salon de clase para facilitar el estudio del pensamiento funcional. Permitiendo de esta forma,
convertir problemas aritméticos de Unica respuesta a problemas que brinden oportunidades para
construir patrones, conjeturar, generalizar y justificar las relaciones matematicas entre cantidades.
En esta direccion Blanton & Kaput (2011) hacen especial énfasis en que:

(...) las innovaciones curriculares por si solas, sin el desarrollo del conocimiento pedagogico y
matematico de los profesores sobre cdmo construir el pensamiento funcional de los nifios, no
son suficientes para producir un cambio real en el pensamiento matematico de los estudiantes

(p.16)

Finalmente, otro aspecto que justifica la pertinencia de este trabajo es el hecho de reconocer que
el trabajo con patrones no es la Unica entrada al algebra en la Educacion Primaria, tal como lo
sefialan Warren & Cooper (2005) la introduccidon de problemas que plantean relaciones de
correspondencia entre cantidades, a traves de representaciones pictéricas, graficas y tabulares,
pueden favorecer en los estudiantes el analisis, el razonamiento, la produccién de conjeturas y la
busqueda de generalizaciones; aspectos que se relacionan ampliamente con el desarrollo de formas
de pensamiento funcional, tales como: la presencia de pensamiento de patrones recursivos,
pensamiento covariacional y pensamiento de correspondencia (Tanisli, 2011; Warren & Cooper,
2005 y Fuentes, 2014).
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CAPITULO Il

MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL
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2.1 Referente Didactico
2.1.1 Early algebra

Uno de los factores que promovid la investigacion relacionada con el aprendizaje y la ensefianza
del algebra escolar en la década de los 90 fue la identificacion de recurrentes dificultades que
presentaban los estudiantes en el aprendizaje del algebra en la Educacién Secundaria (Rodriguez,
2016). A partir de este suceso, se comienza a investigar lo que los estudiantes son capaces de hacer
y se interesa por ensefiar y potenciar modos de pensamiento algebraico en los primeros afios de
escolaridad. En este sentido, la propuesta curricular denominada Early algebra busca incorporar
problemas que ayuden a la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas para
desarrollar competencias algebraicas en los estudiantes (Fuentes, 2014 y Ayala, 2017).

Ademas, la propuesta curricular Early algebra busca desarrollar habilidades a través de las
précticas de exploracion, modelizacion, prediccion, discusion, argumentacion y justificacion, asi
mismo promover mayor grado de generalizacion en el pensamiento de los estudiantes y aumentar
su capacidad para expresarla. Kaput (2008) indica que el foco de esta propuesta es la
generalizacion de las ideas matematicas, la representacion y justificacion de la misma. De acuerdo
con Fuentes (2014) la idea de esta propuesta es desarrollar el pensamiento algebraico desde los
primeros grados escolares para facilitar el estudio del algebra en grados posteriores. Cabe resaltar,
que no se trata de incluir mas contenido al programa escolar o aprender algebra formal y su
simbolismo en Educacion Primaria, sino que los docentes ensefien aspectos relacionados con el
algebra y desarrollen competencias algebraicas que les permitan establecer relaciones y la
generalizacion de los numeros y las operaciones, asi mismo se trata de desarrollar con mayor
profundidad los temas que se estan trabajando en el salén de clase, subrayando las ideas de
generalizacion, estructuras y relaciones.

2.1.2 Pensamiento algebraico

Construir una definicion de pensamiento algebraico es problemético (Radford 2006 y Radford
2010), puesto que existen multiples formas de entenderlo debido a los diferentes objetos y procesos
que implica. Por ejemplo, Kaput (2008) argumenta que pensar algebraicamente implica pensar,
hacer y hablar sobre las matematicas. En consecuencia, permite que los estudiantes adquieran
diversas maneras de ver y trabajar con elementos algebraicos; alcanzar la generalizacién entendida
como elemento central del pensamiento algebraico y la ampliacion de simbolos para la resolucion
de problemas, argumentacién y comunicacién de ideas.

A nivel nacional, se destaca algunos de los elementos planteados en los documentos curriculares
por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN). Por ejemplo, en los Estandares se habla de
pensamiento variacional como eje fundamental para dar estructura y sentido al aprendizaje del
pensamiento algebraico en los primeros grados de escolaridad (Rojas & Vergel, 2013 )y se
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muestra cdmo el desarrollo del pensamiento variacional se puede potenciar desde la Educacion
Primaria, enfocado en el estudio de patrones, conceptos y procedimientos de las funciones. Asi,
Rojas & Vergel (2013) sefiala que:

“(...) el pensamiento variacional se entiende como una forma especifica de pensar mateméaticamente,
orientada a la construccidn de estructuras conceptuales que fundamentan el estudio de la variacion y el
cambio. Por su parte, el pensamiento algebraico refiere al conjunto de procesos, procedimientos y
esquemas que dan forma y sentido al pensamiento variacional” (p. 766)

Para enunciar el pensamiento algebraico depende del objeto matematico de estudio y de la
perspectiva que se adopte para tal caracterizacion, al menos, para el propdésito de esta investigacion
se tiene en cuenta la perspectiva de Kieran (2004) al sefialar que el pensamiento algebraico en las
primeras etapas escolares “incluye el desarrollo de formas de pensar sobre la relacion entre
cantidades, la identificacion de estructuras, el estudio del cambio, la generalizacién, la resolucion
de problemas, la modelacion, la justificacion, la prueba y la prediccion”. (p. 49). De esta manera,
el pensamiento funcional se enmarca en el pensamiento algebraico al hacer énfasis,
especificamente, a) en las formas de pensar sobre la relacion entre cantidades, b) el estudio del
cambio, c¢) la generalizacion, d) la resolucion de problemas y e) la justificacion.

2.1.3 Pensamiento Funcional
2.1.3.1 Conceptualizaciones acerca del Pensamiento Funcional

Diferentes investigadores se han interesado por el estudio del pensamiento funcional. Algunos han
enfatizado en su definicion, mientras que otros se han centrado en cémo ese pensamiento puede
ser desarrollado en la escuela. En términos generales, no hay una Unica forma de definir el
pensamiento funcional. Radford (2010) indica que la dificultad conceptual para definir los tipos
de pensamiento asociados a lo algebraico, radica en los diferentes procesos que involucra, como
la generalizacion y la produccién de conjeturas. Ademas, la definicion o caracterizacion del
pensamiento funcional esta implicitamente ligado a los intereses de las investigaciones.

Al margen de las anteriores consideraciones, se reconocen diferentes estudios que involucran el
pensamiento funcional. Si bien, guardan ciertas similitudes que remiten a la relacion entre las
cantidades que varian y la generalizacién de las relaciones, también presentan matices distintos
que dependen de los objetivos propuestos en las investigaciones. Por ejemplo, Blanton (citado por
Pinto, et al., 2016) lo describe como “un proceso de construccion, descripcion y razonamiento con
y sobre las funciones que esté incluido dentro del pensamiento algebraico, ya que incluye la
construccion de una generalizacion sobre variables que se encuentran relacionadas” (p.30). Por su
parte, Warren & Cooper (2005) lo definen con base a ciertas caracteristicas: a) las ideas de cambio
(cualitativo y cuantitativo), b) las relaciones que hay entre ellas y c) la solucion de problemas
utilizando estas relaciones. Ademas, afiaden que a través del pensamiento funcional se pueden
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establecer relaciones de dependencia entre valores de dos 0 mas conjuntos en una situacion cercana
y cotidiana para el estudiante, lo cual permite descubrir otras parejas de valores en la situacion y
la generalizacion que hay entre los conjuntos que se tienen.

Investigaciones recientes, como el trabajo de Pinto, et al., (2016) y Pinto & Cafiadas (2017)
establecen que el pensamiento funcional tiene como base, la relacién entre cantidades
involucradas, la variacion conjunta y el concepto de funcion, siendo un contenido matematico
fundamental. Por otra parte, Blanton, Levi, Crites y Dougherty (citado por Morales, et al., 2016)
mencionan que es uno de los enfoques del algebra adoptado en la Educacién Primaria, cuyo
objetivo es que los estudiantes se centren y desarrollen habilidades en cuanto al razonamiento
sobre las relaciones entre cantidades que varian, la identificacion de patrones que subyacen de las
relaciones y sus representaciones y la realizacion de procesos de generalizacién con el fin de
justificarlos.

Desde otro punto de vista, Blanton, et al. (2015) y Bastias y Moreno (2016) refieren que en el
desarrollo del pensamiento funcional es importante la generalizacion de las relaciones entre las
cantidades que varian; ademas es necesario tener en cuenta la representacion y justificacion de las
relaciones obtenidas de diversas maneras, utilizando diferentes formas de representacion (lenguaje
natural, notacién variable, tablas y graficos) y el razonamiento sobre cdmo las representaciones
generalizadas juega un papel fundamental para comprender y predecir el comportamiento
funcional. Por su parte, Rico (2006) expone que es una herramienta para la resolucién de
problemas, puede resultar Gtil para pensar en las relaciones entre las cantidades que varian y debe
considerarse como una meta disciplinar y fundamental en la ensefianza de las matematicas.

Finalmente para Smith (2008) el pensamiento funcional se entiende como una actividad cognitiva
que “se enfoca en la relacion entre dos (o mas) cantidades que varian, particularmente las formas
de pensamiento que conducen desde las relaciones especificas (incidencias individuales) a
generalizaciones de esas relaciones entre instancias” (p.1).

De acuerdo a las posturas respecto al pensamiento funcional y de acuerdo a los objetivos del

trabajo, la definicién planteada por Smith (2008) presenta caracteristicas mas amplias sobre el
pensamiento funcional, las cuales se describen a continuacion.

2.1.3.2 Una mirada del pensamiento funcional desde la perspectiva de Smith.
Para el desarrollo del pensamiento funcional, Smith (2008) propone seis actividades, agrupadas en

tres grupos, las cuales al desarrollarlas permiten al estudiante adquirir bases sélidas para construir
el concepto de funcidn en la Educacion Secundaria las cuales se mencionan a continuacion.
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Actividades que potencian el pensamiento funcional

Participar en una problematica dentro de una situacion funcional

1. Participar en algun tipo de actividad fisica o conceptual.

2. ldentificar dos 0 més cantidades que varian en el curso de esta actividad y enfocando la atencién
en la relacion entre estas dos variables.

Crear un registro
3. Hacer un registro de los valores correspondientes de estas cantidades tipicamente tabulares,
gréaficos o iconicos.

Blsqueda de patrones y certeza matematica

4. ldentificacion de patrones en estos registros.

5. Coordinar los patrones identificados con las acciones involucradas en la realizacién de la
actividad.

6. Usar esta coordinacion para crear una representacion del patron identificado en la relacion.

En cuanto a la ultima actividad, la representacion puede ser idéntica al registro. Sin embargo, el
foco de interés en el pensamiento funcional son los procesos mediante los cuales un registro se
convierte en una representacion generalizada de la relacion y como el individuo crea una certeza
matematica sobre la relacion generalizada, es decir como argumentan la relacion que han
establecido. Ademas, los estudiantes pueden desarrollar estas actividades sin seguir la secuencia
lineal, incluso no realizarlas en su totalidad, lo cual no significa que no desarrollen pensamiento
funcional. Por otra parte, Smith sugiere la resolucion de problemas contextualizados para la
ensefianza de las funciones, involucrando representaciones multiples y transformaciones entre
dichas representaciones.

Participar en una problematica dentro de una situacion funcional

A lo largo del tiempo autores como Confrey (citado por Smith 2008) han expuesto que el
aprendizaje se hace evidente cuando un estudiante construye un problema y a la forma cémo
resuelven dichos problemas. El autor sugiere el uso de la palabra “problematica” la cual se define
de acuerdo al solucionador puesto que “un problema es solo una problematica en la medida en que
y en la manera en que se siente problematico para el solucionador”; de igual manera, lo interpreta
como “un llamado a la accion”.

Para comenzar el estudio de las funciones Smith (2008) propone construir situaciones donde las
diversas problematicas estén orientadas hacia el reconocimiento de la relacion entre dos cantidades
variables. Si bien, construir una problematica es un proceso de cada estudiante, el trabajo con
problemas apropiados juega un papel importante en dicho proceso junto con los dialogos que se
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realizan en el salon de clase y la participacion en alguna actividad. Las actividades pueden estar
asociadas con procesos fisicos reales 0 mentales sobre actividades imaginadas, en cualquier caso
toman sentido cuando involucran relaciones entre dos cantidades variables, lo cual promueve a los
estudiantes a pensar funcionalmente. “Por lo tanto, la génesis del pensamiento funcional ocurre
cuando un individuo se involucra en una actividad, elige la atencion superior a dos 0 mas
cantidades variables, y comienza a enfocarse en la relacion entre esas cantidades. Es el foco en
una relacién que es central para el concepto de funciéon” (Smith, 2008). La posibilidad de que los
estudiantes desarrollen pensamiento funcional, depende en gran medida del trabajo del docente, al
crear problemas contextuales, describir cantidades que varian, plantear preguntas apropiadas y
promover la participar en el discurso del salon de clase.

En correspondencia con lo planteado por Smith (2008), a continuacién se propone un problema
contextualizado que involucra la relacion entre dos cantidades que varian.

Problema: Santiago es un joven que se gana la vida trabajando en buses de transporte, vendiendo
pasatiempos, él dice que cada pasatiempo tiene un valor de $6000, si son dos $12000 y tres serian
$18000

Para la resolucion del problema es necesario que los estudiantes en principio identifiquen que
existen dos variables, cantidad de pasatiempos y precio total, luego se centren en la relacion de las
mismas y ulteriormente realicen un registro de los valores correspondientes.

Crear un registro

El empleo de las tablas es usual cuando se trata de solucionar problemas que involucran relaciones
entre dos cantidades variables Confrey & Smith (citados en Smith, 2008). Generalmente, los
estudiantes realizan dos columnas y registran en la columna izquierda y derecha los valores de las
variables de interés, como se puede observar en la tabla 1 que corresponde al problema presentado
en el apartado anterior. De esta manera, el uso de las tablas juega un papel esencial en el desarrollo
del pensamiento funcional.

Tabla 1.Relacion entre la cantidad de pasatiempos y su precio

Cantidad de pasatiempos Precio total
1 $ 6000
2 $ 12000
3 $ 18000
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Es importante que después de que los estudiantes pasen de crear un registro a reflexionar sobre el
registro como representacion de la relacion, construyan representaciones adicionales como
pictoricas, verbales y simbdlicas. ElI empleo representaciones multiples posibilita que “el
conocimiento en matematicas evolucione en relacion con las multiples formas en que la idea puede
ser mostrada. Tomamos la posicion de que es a través del entretejido de nuestras acciones y
representaciones que construimos el significado matematico” (p.11).

Busqueda de patrones y certeza matematica

Para construir una funcién, no basta con enfatizar una correspondencia entre los valores de dos
conjuntos, de ser esta la intencidn seria suficiente la creacidn de un registro, particularmente una
tabla, en la que se colocaria dos valores en una misma fila e indicaria que son valores
correspondientes. Se trata, de construir una relacion entre las variables como argumento para
enfocarse en el pensamiento funcional. Ademas, otro aspecto importante en el proceso de construir
la relacion entre las variables que varian es la construccion de una certeza en la relacién, donde
esta, “es una parte esencial que forma parte de la vision cultural dominante de las matematicas”
(Smith, 2008).

El autor propone tres formas de pensamiento como procesos de generalizacion que los estudiantes
puedan realizar en los primeros grados de escolaridad para fomentar el pensamiento funcional:
pensamiento de patrones recursivos, pensamiento covariacional y pensamiento de
correspondencia. Para caracterizar y ejemplificar las formas de pensamiento funcional, se
considera el problema establecido anteriormente con su respectiva tabla, ademés la
conceptualizacion de Smith (2008).

Pensamiento de patrones recursivos

Involucra el hallazgo de un patrén que varia en una secuencia de datos. Asi, esta forma de
pensamiento se manifiesta cuando los estudiantes se centran en una sola columna de la tabla y
describen como estan cambiando los resultados. Por ejemplo, un estudiante puede centrarse en la
columna de la “cantidad de pasatiempos”, cuyo patron recursivo estd cambiando de 1 en 1, 0 en la
columna del “precio total”, que esta cambiando de $6000 en $6000.

Pensamiento covariacional.

El foco de esta forma de pensamiento se centra en el analisis en como dos cantidades relacionadas
entre si varian simultaneamente y en como los cambios en los valores de una, producen cambios
en la otra. Por ejemplo, un estudiante da cuenta del pensamiento covariacional al observar de
forma vertical las dos columnas y concluye que mientras la “cantidad de pasatiempos” aumenta
en 1, el “precio total” aumenta en $ 6000.
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Pensamiento de correspondencia.

El énfasis esta puesto sobre la relacion entre pares de variables correspondientes. De acuerdo a
Confrey y Smith (citado por Payne, 2012) este pensamiento ocurre cuando los estudiantes forman
o relacionan las dos cantidades variables y construyen una regla que relacione la variable
independiente y dependiente y = f(x). En el ejemplo anterior los estudiantes configuran el
pensamiento de correspondencia cuando establecen una regla que permita encontrar un tnico valor
de “precio total”, por algun valor de “cantidad de pasatiempos”. En consecuencia, observan a
través de la tabla de forma horizontal y establecen una regla expresada como: multiplicar los
valores de la columna de la izquierda (x) por seis mil para obtener los valores de la columna de la
derecha (y) o en su expresion algebraicamente, f(x) = 6000x.

Conviene subrayar, que el interés principal por construir funciones esta en como los estudiantes
utilizan las formas de pensamiento funcional para crear una relacion entre variables, mas que
construir una regla general que exprese la relacion de correspondencia.

2.1.4 Problemas que involucran relaciones funcionales lineales

El problema propuesto por Rodriguez (2016) denominado: ruta escolar constituye un buen
ejemplo que involucra relaciones funcionales lineales, y por tanto puede ser seleccionado y/o
adaptado para el estudio de formas de pensamiento funcional. El problema consiste en que un
conductor de autobds escolar recoge determinadas personas en las diferentes paradas que realiza.
Con base a la Imagen 1, se debe responder las siguientes preguntas.

Ruta escolar

Numero de personas

20

15

PNWA N OO

12345678910 15 20 2
Numero de paradas

Imagen 1. Relacién entre el nimero de paradas y el nimero de personas

¢Cuéntas personas van en el autobus al salir de la primera parada?

¢Cuantas personas van en el autobus después de salir de la segunda, tercera y cuarta parada?
Si hay tres personas en el autobus, ¢de qué parada sale?

¢Cuantas personas van en el autobds al salir de la parada namero treinta?

o
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¢Cuantas personas aumentaron de la segunda a la tercera parada?

Si el nimero de paradas aumenta, ¢Qué pasa con el numero de personas?
¢Cuantas personas van en el autobds al salir de la parada namero cien?

Si el numero de parada fuera N, ¢cudl seria el nUmero de personas que van?
¢ Cuéntas personas van en el autobus al salir de cualquier nimero de parada?
10 ¢Cudntas personas van en el autobus al salir de la parada N?

© o NG

Las preguntas 1, 2, 3 y 4 dan cuenta de pensamiento de patrones recursivos puesto que, las
preguntas 1 y 2, y de acuerdo a la ilustracion 1 se puede observar que en la parada 1 iran dos
personas, en la parada dos iran tres, en la parada cuatro iran cinco; lo que quiere decir que existe
un patron que esta aumentando de uno en uno; las pregunta 3 y 4 son inversas dado que, si hay tres
personas en el autobus significa que ha salido de la segunda parada, si hay 4 personas ha salido de
la tercer parada, si hay 18 personas ha salido de la para niumero 17 por tanto, el patrén esta
disminuyendo de uno en uno.

Las preguntas 5 y 6 permiten que el estudiante presente pensamiento covariacional, al identificar
que de una parada a otra, aumenta una persona y si el nUmero de paradas aumenta también
aumentara el nimero de personas.

Las preguntas 7, 8, 9 y 10 posibilitan a los estudiantes reconocer una relacion de correspondencia
entre pares de valores, pensamiento de correspondencia, ya que se trata de establecer una relacion
entre el nUmero de paradas y el nimero de personas que van en el autobis. Ademas, este tipo de
preguntas los incita a buscar estrategias que le permitan encontrar la respuesta cuando se trate de
datos muy altos, por ejemplo: ¢cuéantas personas van en el autobus al salir de la parada niumero
cien? O para la pregunta: si el nimero de parada fuera N, ¢;cual seria el niUmero de personas que
van? Si N es el nimero de paradas, significa que el nimero de personas que van en el autobUs sera
N+ 1.

Otro referente importante para el trabajo con problemas que involucran relaciones funcionales
lineales, se denomina: cumpleafios de Sara propuesto por Merino, et al., (2013). En dicho
problema, Sara celebra su cumpleafios en casa y quiere invitar a sus amigos a comer torta. Asi que
Su mama organiza y junta algunas mesas rectangulares para que sus amigos se sientan, tal como
se observa en la imagen 2.

Las mesas se unen formando una fila como la que se observa en la Imagen 2. Cada nifio tiene que

ocupar un lado de una mesa, no pueden ponerse en las esquinas. En todos los lados de las mesas
que no estan pegados a otras debe haber dos nifios sentados.
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Imagen 2. Relacién entre nimero de mesas y nimero de amigos.

Para que los estudiantes desarrollen las formas de pensamiento funcional se realizan preguntas
como: ¢Cuantos amigos pueden sentarse a merendar si se juntan 2 mesas?, ¢;Cuantos pueden
sentarse si se juntan 3 mesas? , ¢Cuantos pueden sentarse si se juntan 4 mesas? Explica como lo
has averiguado. Este tipo de preguntas le permite a los estudiantes desarrollar pensamiento de
patrones recursivos puesto que, a traves de la representacion pictorica es posible establecer cuantas
personas se pueden ubicar en una mesa, dos, tres, cuatro, es decir, pueden establecer un patron.

También, se presentan preguntas como: 1) si tenemos 120 mesas ¢ cuantos amigos pueden sentarse
a merendar en ellas? , 2) ¢ Qué sucede con el nimero de mesas que debe de ubicar la mama de Sara
si el nUmero de amigos aumenta? Este tipo de preguntas otorga a los estudiantes un acercamiento
a desarrollar pensamiento covariacional, es decir, pueden establecer que al aumentar el nimero de
amigos en la fiesta va a aumentar el nUmero de mesas.

Finalmente, se plantean preguntas como: 1) Explicale a la mamé de Sara cuantas mesas tiene que
ubicar si asisten 900 amigos a la fiesta de cumpleafios y 2) Vamos a utilizar la letra n para indicar
el nimero de mesas que hay. Escribe usando la letra n el nmero de amigos que se pueden sentar
en esas mesas. Con estas preguntas se pretende que el estudiante generalice la relacion a través de
datos lejanos (900 nifios), escriba la expresion en términos de n para el nimero de amigos que se
pueden sentar en esas mesas Yy finalmente se le pide que expliquen el porqué de sus repuestas a
otra persona; lo cual les permitiria dar cuanta de estar desarrollando pensamiento de
correspondencia.

2.1.5 Algunos aportes desde la didactica de las matematicas hacia el desarrollo del
pensamiento funcional

Existen diversas investigaciones que aportan, desde la didactica de las matematicas, soluciones
para las dificultades que presentan los estudiantes en el desarrollo del pensamiento funcional,
(Blanton & Kaput, 2004, 2011; Fuentes, 2014; Osorio, 2016; Payne, 2012; Schliemann, et al.,
2001; Rodriguez, 2016; Tanisli, 2011; y Warren & Cooper, 2005).
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Para comenzar, Osorio (2016); Schliemann, et al., (2001); y Tanisli (2011) mencionan que los
estudiantes presentan dificultades para reconocer variables en una funcion o en una relacion en las
representaciones existentes en matematicas, dado que el concepto de variables, en los primeros
grados de escolaridad, es visto como etiquetas 0 como letras que estan dentro del alfabeto y no
como aquellas que representan cantidades, razén por la cual, cuando los estudiantes comienzan el
estudio del algebra formal se convierte en algo totalmente nuevo para ellos, en este sentido Tanisli
(2011) refiere que “siendo incapaces de operar con letras algebraicas como cantidades variables
en lugar de valores especificos” (p.208).

Siguiendo esta misma linea Rojas & Vergel (2013) mencionan que, tanto estudiantes como
profesores hablan sobre dificultades para aprender y ensefiar algebra en la Educacion Secundaria,
particularmente en octavo y noveno grado, que es donde se inicia el estudio formal del algebra.
Dichas dificultades estan asociadas al uso de las “letras (variables)” y al significado de estas en
contextos matematicos. Estos autores manifiestan que incluso estudiantes que se distinguen por
tener un buen desempefio académico, se muestran inconformes por tener que trabajar con letras en
matematicas y manifestando expresiones como: “... y por qué tengo que trabajar con letras”, o,
“ist ve?, ;de qué sirvio todo lo anterior? ... jpara que ahora no entienda nada!, o, incluso,
“aparecieron las malditas letras” (p. 761). Se puede concluir que una de las causas que
desencadenan estas dificultades, se atribuye al poco uso de dichas letras en el area de matematicas
en la Educacion primaria, afectando el rendimiento académico de los estudiantes en la Educacion
Secundaria.

Cabe resaltar que el estudio del concepto de las variables es complejo y es un proceso que los
estudiantes alcanzan lentamente. Algunos investigadores, como Tanisli (2011) sefialan que esta
dificultad es usualmente ignorada y para abordarla es importante trabajar desde el principio con
patrones; a su vez otros investigadores como Blanton & Kaput (2004, 2011) manifiestan que, el
trabajo solo con patrones no es suficiente, se trata de llevar a los estudiantes a pensar
funcionalmente a través del trabajo con la basqueda de relaciones entre dos cantidades que varian.

Por su parte, Schliemann, et al., (2001); Warren & Cooper (2005); Obando (2009); Tanisli (2011);
y Fuentes (2014) mencionan que una de las dificultades evidenciadas en las tablas de funciones es
cuando se les presenta a los estudiantes, problemas que involucren tablas de funciones,
generalmente tienden a centrarse en una columna encontrando la diferencia entre pares de
términos, teniendo en cuenta la relacion entre los valores de las variables dependientes, dejando
de lado la relacién funcional entre la variable independiente y los valores de la variable
dependiente. Un ejemplo de ello se puede apreciar en Obando (2009) (ver tabla 2).
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Tabla 2 Relacion funcional entre nimero de dulces y precio.

Numero de dulces Precio
2 30
3 45
4 60
6 75
8 120
10 135

En la Tabla 2, se puede considerar la variable de nimero de dulces como la variable independiente
y el precio como la variable dependiente. En este sentido Obando (2009) menciona que, los
estudiantes suelen centrarse en la columna de valores de la variable dependiente; encontrando el
namero en cada posicion del patron (15) y sumando este, cada vez, sin tener en cuenta que existe
una relacion de dependencia entre las variables dependiente e independiente, es decir cada vez que
el nimero de dulces aumenta en 1 el precio de cada uno, aumenta en 15.

Teniendo en cuenta que Unicamente el trabajo con patrones no es suficiente para desarrollar
pensamiento funcional, es importante establecer preguntas que ayuden al estudiante desde edades
tempranas a encontrar el cambio de cada uno de los valores de las columnas, por ejemplo; ;coOmo
estd cambiando la variable dependiente con respecto a la variable independiente?, y ¢cual es
relacion entre los valores de las variables dependientes e independientes en las tablas? Esto con el
fin de mejorar la comprension de los conceptos relacionados en las funciones y evitar posibles
dificultades en grados posteriores.

Otra de las dificultades observadas en los estudiantes, de acuerdo con Fuentes (2014) se da cuando
no se les presenta nimeros consecutivos, como: 1,2,3,4,5,8,12,20 y 100, puesto que hasta cierta
parte, pueden establecer una relacion entre las variables, pero presentan problemas cuando se trata
de buscar una relacion en los casos particulares no consecutivos. Al respecto conviene decir, que
Warren et al. (citado por Tanisli 2011) afirma que, en una tabla de funciones una aleacién aleatoria
de los valores de la variable dependiente e independiente permite que, los estudiantes busquen
relaciones entre dos conjuntos de datos y no solo, se centren en una sola columna dado que esto,
limita el descubrimiento de los estudiantes y no les permite pensar funcionalmente al no establecer
una relacion entre las variables.

Tanisli (2011) menciona que el uso de las tablas de funciones lineales, son un medio para el
desarrollo del pensamiento funcional. Dado que, ayudan a hacer explicita o visible la dependencia,
porque la variable independiente siempre se registra en la primera columna y la variable
dependiente en la segunda columna.
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Por lo que se refiere a las dificultades de los estudiantes en el algebra, existen investigaciones que
muestran la falta de generalidad como alguna de estas dificultades. Payne (2012) menciona que
los estudiantes no establecen una generalizacion, debido al orden de ensefianza, primero aritmética
y, luego éalgebra, como si fueran dos materias distintas. En consecuencia, este autor plantea que
“la generalizacion abarca el espacio entre aritmética y algebra”, una forma de superar esta
dificultad es a través de las iméagenes visuales. Al respecto, Lannin et al. ( citado por Payne, 2012)
mencionan que cuando los estudiantes las conectan con el contexto del problema, generalmente
escriben una regla explicita.

Es importante que los docentes planteen problemas y preguntas apropiadas, de tal forma que les
permita a los estudiantes, razonar sobre los datos encontrados y establecer una generalizacion, un
claro ejemplo es el propuesto por Rodriguez (2016) denominado “ruta escolar”, dicho problema
posibilita el desarrollo del pensamiento funcional, al dar respuesta a cada una de las cuestiones
planteadas, ya que le permite buscar un patron y establecer una relacion entre el nimero de paradas
y el nimero de personas que viajan dentro del bus. De la misma forma, establece una generalidad
para el caso y para cualquier cantidad que se precise.

Si bien, los autores mencionan que los estudiantes desde edades tempranas encuentran patrones,
establecen relaciones entre dos cantidades que varian, reconocen una variable como un nimero en
general y establecen una generalizacidn, la literatura menciona que existen dificultades en: la
comprension del concepto de variable, la relacion de dependencia que existe entre las columnas
de la tabla de funciones, la generalizacién, la formulacién de preguntas, asi mismo presentan
dificultades cuando se presentan valores no consecutivos. Se reconoce entonces, que aln es
necesario enfatizar en aquellas dificultades que impiden el desarrollo del pensamiento funcional y
por ende el pensamiento algebraico. Con lo anterior, se busca disminuir las dificultades
mencionadas a través de problemas contextualizados mediante los cuales los estudiantes tengan
un acercamiento hacia la interpretacion y comprension del concepto de variable, ademas se busca
que en la formulacién de preguntas los estudiantes no solo se centren en las variables dependientes
o0 independientes, sino que establezcan una relacion entre las cantidades que varian y observen
que, si la variable independiente cambia la variable dependiente también; de igual manera, que se
establezcan preguntas que permitan crear una generalizacion a través de valores lejanos.

2.2 Referente curricular

Para el disefio y anélisis de la secuencia de problemas propuestos en este trabajo, se toma como
referencia los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias
en Matematicas (MEN, 2006). Desde estos documentos curriculares el pensamiento que incluye
de forma directa al pensamiento funcional es el pensamiento variacional. Desde los Lineamientos
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Curriculares el pensamiento funcional se hace evidente al mencionar los desarrollos propios del
pensamiento variacional al trabajar con algebra, esto se muestra al citar que:

“’Respecto al algebra, se considera que en un primer momento generaliza patrones aritméticos y
posteriormente se constituye en una potente herramienta para la modelacion de situaciones de
cuantificacion y de diversos fenémenos de variacion y cambio, es por ello que debe involucrar entre
otros aspectos el uso comprensivo de la variable y sus diferentes significados, la interpretacién y
modelacion de la igualdad y de la ecuacion, las estructuras algebraicas como medio de representacion y
sus métodos como herramientas en la resolucion de problemas, la funcion y sus diferentes formas de
representacion, el andlisis de relaciones funcionales y de la variacién en general para explicar de qué
forma un cambio en una cantidad produce un cambio en otra, y la contextualizacion de diversos modelos
de dependencia entre variables, todos éstos desarrollos propios del pensamiento variacional” (p. 17).

De acuerdo a lo anterior, el pensamiento funcional da cuenta de pensamiento variacional al
centrarse especificamente, en la nocion de funcion a partir del trabajo con sus diversas formas de
representacion, relaciones funcionales, variacion y cambio.

(...) el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en
diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o
registros simbolicos, ya sean verbales, icdnicos, graficos o algebraicos. Uno de los propdsitos de cultivar
el pensamiento variacional es construir desde la Educacion Basica Primaria distintos caminos y
acercamientos significativos para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones
y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico... (p. 66)

En este sentido, una manera de promover las situaciones de variacion y cambio en la Educacion
Primaria es a partir del estudio de patrones a través de contextos de la vida cotidiana, actividades,
procesos, conceptos y funciones siendo este Ultimo el centro de interés en el presente trabajo.

Teniendo en cuenta que la secuencia de problemas estan pensadas para estudiantes de grado tercero
y cuarto de Educacién Primaria y que se relacionan con el estudio de fenédmenos de variacién y
cambio en diferentes contextos, asi como la representacion en distintos sistemas o registros
simbolicos, ya sean verbales, iconicos, graficos y algebraicos, se considera los siguientes
estandares ubicados en el ciclo de primero a tercero y de cuarto a quinto en relacion con el
pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos:

e Describo cualitativamente situaciones de cambio y variacién utilizando el lenguaje natural,
dibujos y gréficas.

e Reconozco y describo regularidades y patrones en distintos contextos (numérico,
geometrico, musical, entre otros).
Represento y relaciono patrones numericos con tablas y reglas verbales.
Analizo y explico relaciones de dependencia entre cantidades que varian en el tiempo con
cierta regularidad en situaciones econdémicas, sociales y de las ciencias naturales.

28



e Predigo patrones de variacion en una secuencia numerica, geomeétrica o grafica.

A nivel nacional, dentro de los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas se habla de
coherencia vertical y coherencia horizontal. La coherencia vertical hace referencia a la relacion
que hay entre los estandares de un mismo pensamiento y diferentes conjuntos de grados y la
coherencia horizontal alude a la estrecha relacion que existe entre los estandares de los diferentes
tipos de pensamiento matematico (el numeérico, el espacial, el de medida o métrico y el aleatorio
0 probabilistico) dentro del mismo conjunto de grados. De esta manera, el disefio de la secuencia
de problemas hace alusién a estas dos coherencias, en el cual los estandares de los ciclos primero
a tercero y de cuarto a quinto, los estudiantes también pueden potenciar el pensamiento numérico
y sistemas numéricos. Por ejemplo, en la coherencia horizontal (ver figura 1) se puede observar
que en las situaciones de variacion y cambio es necesario describir y comparar las situaciones
numeéricas en diferentes contextos y con diversas representaciones y reconocer las situaciones de
dependencia mediante la proporcionalidad directa.

En la Figura 1, se presenta los estandares ubicados en la coherencia vertical y horizontal, que se

consideran centrales para el desarrollo de la secuencia de problemas que involucran relaciones
funcionales lineales.
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2.3 Referente Matematico
2.3.1 Funcién

A través de la historia de las matematicas, se han reconocido diferentes formas de entender el
concepto de funcion, entre las mas comunes que se encuentran en los textos de matematicas son
(Valoyes & Malagén, 2006):

1. “Sean X y Y colecciones de objetos, posiblemente conjuntos. Una funcién de X en Y es
una relacion entre elementos de Y. Pero es una relacion con una caracteristica muy especial:
cada x € X se realcionaconunoysoélouny € Y.

2. “Se dice que la variable es FUNCION de las variables independientes x,y, ...t 0 que
depende de estés, cuando a cada grupo de valores numéricos x, y, ...t corresponde uno o
varios valores de u”

3. “Una funcion de f de A en B es una relacion de A en B que cumple:

a) Dominiode f = A
b) Si(a,b) € fy (a,c) € f, entonces b = c; es decir, no hay dos pares ordenados
diferentes cuyos primeros elementos sean iguales”

4. “Una funcién es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto
(Ilamado el domino de la funcion) exactamente un valor de otro conjunto. El conjunto de
todos los valores asignados se llama rango de la funcion”.

La definicion 1y 4 se considera una funcion a la relacion entre dos conjuntos de datos, donde la
correspondencia es el foco central, debido a que “se trata de construir una conexion entre los
elementos de dos conjuntos, en el cual a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y
solo uno del segundo conjunto” (Valoyes & Malagon, 2006. p. 90).

2.3.2 Relacion funcional lineal

A la relacion que se crea entre las cantidades que varian en un problema Balayes y Malagon (afio)
lo denominan como “una relacion funcional lineal”, en la cual si se producen cambios en una de
las variables también se determinaran cambios en la otra, lo que conlleva a establecerse una
relacion de dependencia.
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Se llama relacién funcional lineal a una relacion que es una funcién cuya grafica es una linea recta,
la cual puede ser de dos tipos: proporcional y no proporcional. Se denomina funcion de
proporcionalidad a cualquier funcidn que relacione dos cantidades directamente proporcionales (X,
y). Su férmula algebraica tiene la forma:

y=mx 0 f(x) =mx

Donde m es cualquier numero real distinto de cero m # o, ademas, es la constante de
proporcionalidad y recibe el nombre de pendiente de la funcion.

La representacion grafica de una funcion proporcional es una linea recta, como y = mx,six =0
entonces y = 0 ; por lo cual la grafica de todas las funciones de proporcionalidad pasan por el
punto (0,0), es decir, por el origen de coordenadas. Por otra parte, la funcién no proporcional esta
dada por la formula f(x) = mx+b 6 y = mx + b su grafica es una linea recta que no pasa por el
origen de coordenadas siempre y cuando b sea diferente de 0, donde m es la pendiente o
inclinacion de la recta y b es la ordenada en el origen, es decir nos indica el punto de corte en el
eje y, ademas m y b son constantes. En este tipo de funcion los valores que tomen las variables x
e y son numeros reales, que corresponden a las cantidades que intervienen en las diversas
situaciones, cada vez que se incremente o disminuya la variable independiente, la variable
dependiente se incrementara o disminuira (Godino y Font, 2003).
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CAPITULO 111

MARCO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION
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3.1 Enfoque cualitativo de la investigacion

Esta investigacion tiene como objetivo contrastar las formas de pensamiento funcional que
presenta un grupo de estudiantes de grado tercero y cuarto de la Institucién Educativa José Vicente
Mina, cuando trabajan con problemas que involucran relaciones funcionales lineales. Con miras a
alcanzar el objetivo propuesto, se reconoce el aporte del enfoque cualitativo en las investigaciones
relativas en la Educacién Matematica, porque entre otros aspectos permite: estudiar los fenGmenos
desde su contexto, dar una explicacion detallada de los comportamientos y manifestaciones que
ocurren dentro del mismo, describir los fendmenos por medio de las acciones y producciones de
los estudiantes, ademéas de comprender e interpretar la forma en que los perciben y los
experimentan (Hernandez, Fernandez & Baptista, 2014)

En cuanto a las metodologias adoptadas en investigaciones concernientes al estudio del
pensamiento funcional, se reconoce el enfoque de investigacion cualitativo. Asi por ejemplo, Pinto
(2016) adopta este enfoque, porque permite realizar una mejor comprension y descripcion de los
fendmenos, explorandolos desde las acciones de los estudiantes en un ambiente natural y en
relacion con el contexto. En su caso se centra en describir el pensamiento funcional de un grupo
de estudiantes de tercero de Educacion Primaria (8-9 afios) a partir de un problema
contextualizado. En esta misma linea (Morales et al. 2016) indican que este enfoque permite hacer
una descripcion detallada de las trascripciones de las respuestas a las preguntas planteadas y de las
producciones escritas de un grupo de estudiantes de primero de Educacion Primaria (6 afios).

Adicionalmente el enfoque cualitativo esta inserto en la vida cotidiana, requiere una observacion
y contacto directo del investigador con los actores sociales, en este caso con un grupo de
estudiantes de tercero y cuarto, de manera que permita comprender las situaciones que son objeto
de estudio. En consecuencia, dicha proximidad del investigador y las personas que participan en
la investigacion permite reconocer ciertas habilidades de los sujetos para enfrentarse a la solucion
de un problema que involucra relaciones funcionales lineales.

3.2 Disefo del estudio de casos

En relacion con el enfoque de investigacidn cualitativo la presente investigacion retomo algunos
elementos propuestos desde el disefio de los estudios de casos, entendido como un método de
investigacion cualitativo para el analisis de las realidades sociales que se enfatiza en el estudio
socioeducativo. Ademas, se trata de realizar un examen detallado, comprensivo, sistematico y
profundo del caso objeto de estudio (Hernandez, et al., 2014).

Dentro de la variedad de estudios de casos esta investigacion adoptd elementos de un estudio de
tipo descriptivo, el cual tuvo como finalidad describir de forma detallada el fendémeno objeto de
estudio (Hernandez, et al., 2014). De acuerdo con el objetivo de investigacion propuesto, este tipo
de estudio estuvo enfocado en caracterizar y describir los procesos que dan cuenta de la
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configuracion de las formas de pensamiento funcional planteadas por Smith (2008). Los elementos
que se consideraron en el marco del disefio del estudio de casos son: el contexto, los participantes
y los instrumentos.

3.2.1 El contexto

La investigacion se desarrolld en la Institucion Educativa José Vicente Mina, de caracter publico,
la cual se encuentra ubicada en la zona urbana del municipio de Santander de Quilichao (Cauca).
Dicha Institucidon presta sus servicios en la jornada de la mafiana en el horario de 7:00 am a 12:00
pm y atiende alrededor de 200 estudiantes, los cuales se encuentran distribuidos desde grado
transicion hasta grado quinto, cabe resaltar que los grupos estan conformado por 35 estudiantes en
promedio. Hay que mencionar, ademas que a partir de segundo grado se les brindan cinco horas
de matematicas en la semana, de las cuales tres estan destinadas para la asignatura de aritmética,
una para geometria y la otra para estadistica.

3.2.2 Los Participantes

Para la implementacion de los problemas que involucran relaciones funcionales lineales se tuvo
en cuenta una poblacion de 65 estudiantes que cursan tercero y cuarto grado de Educacién Primaria
(8 a 10 afios), de los cuales se selecciond una muestra aleatoria de 16 estudiantes 8 para grado
tercero y 8 para grado cuarto con el fin de identificar distintos sistemas de representacion y diversas
estrategias que sirvan como base para reconocer las formas de pensamiento funcional.

3.2.3 Instrumentos

Los instrumentos que se utilizaron para la recoleccion de la informacion fueron: a) una secuencia
de problemas, b) producciones escritas por los estudiantes ¢) material manipulativo: billetes
didacticos, rotulos de caritas felices, mesas y pizzas y d) recursos tecnolégicos: una cdmara movil
y dos celulares.

A continuacioén se describen los instrumentos sefialados:

Secuencia de problemas

Se disefi6 una secuencia de problemas en los cuales se involucraron relaciones funcionales lineales
de modo que permitid evidenciar en los estudiantes la configuracion de las formas de pensamiento
funcional propuestas por Smith (2008). Para ello, se disefiaron tres problemas en contextos
familiares para los estudiantes tales como: la compra y venta de pizzas, las reuniones de
cumplearios y el servicio a domicilio, lo que permitid involucrase en el problema y pensar en la
variacion de las cantidades con diferencias constantes, asi mismo la relacion entre: el nimero de
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porciones de pizza y la cantidad de personas; el nimero de mesas y la cantidad de amigos; el
numero de porciones de pizzay el precio total.

Los aspectos centrales que se consideraron en los problemas fueron: 1) el nimero de variables
involucradas, 2) el tipo de relacion funcional, 3) los sistemas de representacion empleados y 4)
preguntas sobre casos particulares consecutivos y no consecutivos.

1) El namero de variables involucradas

En el problema 1 se trabajé con la relacion que existe entre dos cantidades variables; cantidad de
personas (variable independiente) y nimero de porciones de pizza (variable dependiente).

En el problema 2 se consider6 un valor constante y la relacion existente entre el nimero de mesas
(variable independiente) y la cantidad de amigos de Pepito (variable dependiente).

En el problema 3 se trabajé con la relacidén que existe entre dos cantidades variables, numero de
porcion de pizza (variable independiente) y el precio total (variable dependiente, ademas se tiene
en cuenta un valor constante el cual es representado por la suma de $3.000.

2) Tipo de relacion funcional

La relacion funcional lineal que estd inmersa en el problema 1 es una relacion funcional
proporcional de la forma f(x) = 2x, en el cual x es el nimero de personas que compran pizza.

En el problema 2 se trabaja con una relacion funcional no proporcional de la forma f(x) = 4x +
2, en que x es el nimero de mesas que debe ubicar Pepito.

Finalmente en el problema 3 se considera: la relacion funcional proporcional de la forma f(x) =

5000x, en el cual x es el nUmero de porciones de pizza y la relacion funcional no proporcional de

la forma f(x) = 5000x + 3000, en que x es la cantidad de pizzas que compra la mama de Pepito.
3) Sistemas de representacion empleados

Los sistemas de representacion que se utilizaron en los problemas que involucran relaciones

funcionales lineales fueron: Tabular, verbal, pictorico y simbélico. Es necesario sefialar, que en el

problema 3 no se presentd ningln sistema de representacion, puesto que se pretende analizar si los

estudiantes hacen uso de alguno de estos, para dar respuesta a las preguntas planteadas.

4) Preguntas sobre casos particulares consecutivos y no consecutivos.
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En el disefio de los problemas planteados, se empled los numeros 1, 2 y 3 como casos particulares
consecutivos, y los términos 6, 10, 50, 73, 100 entre otros como casos no consecutivos. Los casos
consecutivos fueron orientados para la configuracion del pensamiento de patrones recursivos y los
casos no consecutivos fueron orientados hacia el desarrollo del pensamiento covariacional y de
correspondencia.

Las producciones escritas de los estudiantes

Las producciones escritas fueron el principal insumo para caracterizar y contrastar la actividad
matematica que pusieron en juego los estudiantes. Adicionalmente, se reconocio los sistemas de
representacion y las estrategias que emplearon los estudiantes para responder las preguntas
planteadas, los cuales sirvieron como base para reconocer las formas de pensamiento funcional.
En este sentido, se manifiesta que dichas producciones fueron fundamentales para dar
cumplimiento al objetivo de investigacion.

Material manipulativo

Con el fin de favorecer, facilitar y estimular el pensamiento matematico, captar el interés de los
estudiantes se facilito el uso de materiales manipulativos, ademés considerando lo mencionado por
Godino, Batanero & Font (2003) estos materiales apoyan y potencian el razonamiento matematico,
asi mismo se caracteriza por tener un caracter exploratorio, de modo que aporta a la resolucién de
problemas, comunicacion, discusion y reflexion. Teniendo en cuenta lo anterior, se elaboraron
materiales manipulativos que representaron: la tabla funcional, las mesas, los amigos de Pepito y
el dinero a pagar (ver imagen 3), esto con la intencién de posibilitar el reconocimiento del patron
que esta variando, el establecimiento de la relacion correspondiente entra las cantidades
individuales y construccion de una regla que les permitiera encontrar un resultado para cualquier
valor dado.
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Imagen 3: Material manipulativo

Recursos tecnoldgicos

Con la finalidad de evidenciar las acciones que se articularon con las producciones escritas de los
estudiantes y con el prop6sito de observar, describir y analizar detalladamente las producciones
escritas y obtener mejores resultados en los andlisis, se tuvo en consideracién materiales como una
camara movil que permitié constatar por medio de las explicaciones de los estudiantes las
estrategias que emplearon para solucionar los problemas y dos celulares que posibilitaron capturar
el trabajo realizado.

3.3 Momentos de intervencién con los estudiantes

En este apartado se describe detalladamente la ejecucion y puesta en escena de los problemas
disefiados, de igual manera se describe los diversos momentos de intervencién con los estudiantes.

La practica implico tres sesiones de trabajo por cada grupo, dicha actividad se realizo en la sala de
sistemas de la Institucién, tomando aproximadamente 2 horas cada una (ver tabla 3), es decir 1
hora para grado tercero y 1 hora para grado cuarto. Por otro lado, para la organizacién de la sala
se tuvo en cuenta el tamario de las mesas, dado que eran mesas muy grandes, por lo cual se ubicaron
2 mesas con 3 estudiantes y 1 mesa con 2 estudiantes.
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Tabla 3. Cronologia de la practica.

Grado Duracion Fecha

Sesion 1 Tercero

Primer c 2 horas 16 de octubre de 2018
problema uarto

Sesion 2 Tercero
Segundo Cuarto 2 horas 19 de octubre de 2018
problema

Sesion 3 Tercero 26 de octubre de 2018

Tercer 2 horas

Cuarto

problema

La practica se llevo a cabo en tres sesiones individuales por cada grado, puesto que era necesario
desglosar los resultados obtenidos con cada uno de ellos, dado que esto permitio comparar las
respuestas de cada uno de los grados entre si en cada problema y asi alcanzar el objetivo propuesto
y dar respuesta a la pregunta de investigacion. Igualmente, por la naturaleza del presente trabajo
la secuencia se dividio en tres momentos, en cada sesidn se presentd un problema contextualizado
que involucra unarelacion funcional lineal y varias preguntas respecto de este. Hay que mencionar,
ademas que la estructura de las sesiones fue similar: se realiz6 una introduccion de la situacion,
luego se entregd a cada estudiante la parte de la secuencia de problemas correspondiente y los
materiales manipulativos (tabla funcional, rétulos de caritas y porciones de pizza) con los que
debia trabajar, adicionalmente se ley6 en voz alta el cuento “Rolos pizza y el cumpleafios de
Pepito” se sugirié que siguieran la lectura junto con la investigadora y por dltimo se solicitd
desarrollar las preguntadas que se habia planteado.

Durante el desarrollo de la secuencia se llevd a cabo momentos de intervencion de forma
intercalada, con las producciones escritas de los estudiantes en las preguntas propuestas, esto con
el fin que comprendieran las preguntas y los contextos que se les estaba proponiendo. Cabe sefialar,
que durante las intervenciones no se les brind6 herramientas que les ayudaran a realizar el trabajo,
la finalidad de dichas intervenciones buscaba orientar sus ideas y enfocar la atencién hacia los
elementos algebraicos que se propusieron trabajar. Ademas se buscO reconocer diversas
verbalizaciones de las relaciones que establecieron entre las dos cantidades que varian y la manera
como lo expresaban por escrito.
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3.4 Disefio de los problemas

Para el disefio de los problemas se considerd el marco de referencia conceptual (didactico,
curricular y matematico) como base para guiar este, la implementacién y el eventual analisis de un
conjunto de problemas que ayudaron a dar cuenta, a través de las producciones escritas de los
estudiantes, de las tres formas de pensamiento funcional propuestas por Smith (2008). En este
orden de ideas, se disefiaron dos problemas, se hizo un (re)disefio del problema designado “el
cumpleaiios de Sara” propuesto por Merino et al., (2013) quienes trabajan con estudiantes de grado
quinto de Educacion Primaria, se les pidi6é encontrar el patron para dar respuesta a las preguntas
de relacion directa de las mesas donde debe sentarse un nifio en cada lado, segun se vaya colocando
una mesa mas, llegando a establecer un patron entre el nimero de mesas y el nimero de nifios y
distintas preguntas en las cuales se les presenta casos consecutivos y no consecutivos. Es propicio
mencionar que, en todas las preguntas se pidio justificar sus respuestas.

Por otro lado, se reconoci6 la importancia del contexto como uno de los elementos fundamentales
en el disefio de problemas puesto que, facilita la asociacion de los elementos para la resolucién de
los mismos, asi mismo Tanisli (2011) argumenta que los problemas contextualizados posibilitan
dotar de significado a las matematicas al mostrar a los estudiantes donde aplicarlas en su vida
cotidiana, motivandolos en su estudio. De igual forma, se hace necesario el uso de material
manipulativo, como una estrategia que favorece, facilita y estimula el pensamiento matematico.
Segun Arce (2012) su correcta utilizacion permite la construccion de conceptos, relaciones y
heuristicas matematicas.

Descripcion de la secuencia de problemas

El cuento “Rolos pizza y el cumpleafios de Pepito” se constituye por una secuencia de tres
problemas y cada uno se compone por diferentes preguntas que estan orientadas hacia la
configuracién de una forma de pensamiento funcional. A continuacion se presenta el objetivo que
se espera que alcancen los estudiantes al solucionar cada de uno de los problemas y se describe la
estructura de cada uno de estos.

Primer problema
Obijetivo: identificar a través del sistema de representacion tabular, el patrén que varia, la relacion
entre las dos cantidades variables y la regla general de la relacion.

Para alcanzar el objetivo, se presenta un problema que subyace la relacion funcional lineal

proporcional y= mx, particularmente la funcion y= 2x. Lo cual es correspondiente a la relacion
entre cantidad de personas y nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito. Ademas, se
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presenta a través de una tabla algunos datos organizados por medio de imagenes y valores
numéricos la relacion 1 persona-2 porciones de pizza (ver imagen 4).

Rolos pizza y el cumpleafios de Pepito

Habia una vez un hombre amable, alegre y espontaneo
Illamado Juanito, que trabajaba arduamente en una pizzeria
todos los dias. Un buen dia después de una larga y pesada
jornada de trabajo, Juanito estando en su casa se sentd a
meditar en la posibilidad de no ser, solo un empleado y
pensd en colocar su propia pizzeria a la que le llamara
“Rolos pizza”, Juanito sabia que era uno de los mejores
pizzeros de la ciudad, asi que se puso en marcha.

Primero, Juanito desea saber cuantas porciones de pizzas
deberia hacer, si llega una persona, dos personas, tres personas 0 mas, con la condicion de cada persona
debe pedir dos porciones de pizza.

Para ello, ha realizado una tabla que se muestra a continuacion, en la que registré la cantidad de personas
y el nimero de porciones de pizzas que deberia hacer. Ahora le vamos a ayudar a terminar la tabla y
vamos a responder a unas preguntas.

Cantidad de NUmero de
personas porciones de pizza
Rl =
4
6
7
19
50
100

Imagen 4. Problema 1 presentado en la primera sesion

Se les facilita material manipulativo, tales como una tabla, ocho rétulos de caritas felices que
personifican a los amigos de Pepito y ocho rétulos de porciones de pizzas (Ver imagen 5). Para el
desarrollo de este problema, en primer lugar se propone completar la tabla para casos particulares
2,3,4,6,7,19, 50 y 100 haciendo uso del material manipulativo para los primeros casos (2 y 3)
con la intencién de que reconozcan los patrones de la variable independiente y dependiente, la
relacion entre las dos cantidades variables y construyan una regla para hallar el resultado del
numero de porciones de pizza dado un caso particular en la columna de la cantidad de personas,
de manera que les permita completar la tabla y responder las preguntas planteadas, sin necesidad
de hacer uso de los rotulos de caritas y las porciones de pizza.
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Imagen 5. Material manipulativo (tabla funcional, rétulos de caritas y porciones de pizza)

La idea del disefio de este primer problema surge a partir de la importancia que tiene el sistema de
representacion tabular en el desarrollo del pensamiento funcional. Asi, se toma como referencia a
Tanisli (2011) quien expone que las tablas son una herramienta que permite a los estudiantes
desarrollar las formas de pensamiento funcional desde los primeros afios de escolaridad al
posibilitar centrarse en una sola columna y reconocer la diferencia entre los pares de valores de
una misma columna, asi como permitir observar las dos columnas al mismo tiempo y establecer
una relacion al enfocarse en los pares de valores de las dos cantidades variables involucradas.

Con el fin de analizar el objetivo propuesto se plantean 6 preguntas (ver tabla 4) de las cuales se
hace énfasis en tres aspectos que se mencionan a continuacion:

Tabla 4 Preguntas propuestas en el primer problema

Preguntas

1. ¢Cbémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito
si llegan 4 personas?

2. ¢Coémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito
si llegan 7 personas?

3. Si hay 3 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, ;cudntas porciones
mas debe preparar Juanito? ;Como lo sabes?

4. Sihay 50 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, /cuantas porciones
mas debe preparar Juanito? ¢Como lo sabes?

5. ¢Como encontraste el nmero de porciones de pizza que debe preparar Juanito
si llegan 100 personas a “Rolos pizza™?
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6. Juanito quiere hacer un registro de la cantidad de porciones de pizza que debe
preparar, (Como puede hallar el nimero de porciones de pizza teniendo en
cuenta el nimero de personas que han llegado a “Rolos pizza™?

Con las preguntas 1 y 2 se intenta dar cuenta del pensamiento de patrones recursivos, a través de
las producciones elaboradas por los estudiantes. En este sentido, se pretende que los estudiantes
expongan la forma como hallaron el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito
cuando llegan 4 y 7 personas. Asi, se espera que a partir de la tabla se enfoquen en la columna del
numero de porciones de pizza (variable dependiente) y reconozcan que el patrén recursivo varia
de 2 en 2. Por ejemplo, al preguntar cémo encontraron el nimero de porciones de pizza que debe
preparar Juanito si llegan 4 personas, los estudiantes pueden centrarse en el cambio término a
término y en dicho proceso utilizar el conteo. De esta manera, una posible respuesta que da cuenta
de esta forma de pensamiento es: contando de 2 en 2.

Las preguntas 3 y 4 estan orientadas hacia la configuracion del pensamiento covariacional. Con
este tipo de preguntas se espera gque los estudiantes se centren en las dos columnas (cantidad de
personas y numero de porciones de pizza) de la tabla, reconozcan que si al llegar una persona a
“Rolos pizza” Juanito debe preparar 2 porciones, si llegan 2 personas debe preparar 4 porciones,
si llegan 3 seran 6 porciones y asi sucesivamente. Ademas, identifiquen que el patron de la variable
independiente cambia de 1 en 1 y el patrén de la variable dependiente cambia de 2 en 2, de tal
manera que coordinen los patrones identificados y reconozcan que a medida que llega una persona
a “Rolos pizza” Juanito debe preparar dos porcién mas de pizza. En conclusion, un ejemplo de la
configuracidn de esta forma de pensamiento se evidencia al concluir que al llegar una persona mas
a la pizzeria se debe preparar dos porciones mas de pizza porque cada persona pide dos pizzas.

Finalmente, con las preguntas 5 y 6 se pretende que en las producciones de los estudiantes se
manifieste la forma de pensamiento de correspondencia. Posteriormente al reconocimiento del
patron de las dos variables, la identificacion de que los ndmeros (valores) de la variable
dependiente cambia al cambiar los valores en la variable independiente y el trabajo con valores
particulares pequefios, se espera que los estudiantes construyan una regla particular que permita
encontrar el nmero de porciones de pizza que debe preparar Juanito teniendo en cuenta el nimero
de personas que llegan a “Rolos pizza” y a su vez establezcan un acercamiento sobre la regla que
les posibilite hallar un unico valor del “ntimero de porciones de pizza” por algun valor de la
“cantidad de personas”. En conclusion, los siguientes ejemplos dan cuenta de la forma de
pensamiento de correspondencia: a) para hallar la solucién de la pregunta 5, una posible respuesta
puede ser: multiplicando 100x2 = 200 y b) para responder la pregunta 6 la posible respuesta es:
para hallar el resultado del niGmero de porciones de pizza hay que multiplicar la cantidad de
personas que llegan a la pizzeria por dos en otras palabras generalice la regla o establezca la
expresion algebraica y = 2x .
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Materiales: ficha (tabla funcional, rétulos de caritas y porciones de pizza).
Segundo problema

Objetivo: reconocer a través del sistema de representacion pictorico los valores constantes, el
patron y la relacion entre las dos cantidades variables involucradas.

Para dar cuenta del objetivo propuesto, se consider6 un problema que involucra la relacion
funcional lineal no proporcional y= mx + b, especificamente la funcion y= 4x + 2. En el cual
las variables involucradas corresponden al niumero de mesas y el nimero de amigos que pueden
sentarse a comer pizza. En este caso se propone el sistema de representacion pictorico (ver imagen
6) como una forma de hacer méas explicito la relacion entre las dos cantidades variables.

Pepito le dice a su mama que las pizzas que venden en “Rolos pizza”
son deliciosas y le gustaria comprar en su cumpleafios para repartir a
sus amigos, a lo que su madre estd de acuerdo y le dice que debe
organizar a sus comparfieros en mesas, de tal forma que al unirlas queden
en una sola fila. Para ello le muestra un ejemplo de la manera como
deben estar ubicados.

® @ . .. .
y \=

Imagen 6. Problema 2 presentado en la segunda sesion

Para el desarrollo del presente problema se facilitdé material manipulativo: ocho fichas que
representan las mesas y 12 rétulos de caritas felices que aluden a los amigos de Pepito (ver imagen
7). Se pretende entonces, que a través del sistema de representacion pictérico y manipulativo,
identifiquen los valores constantes, el patrén que varia, el cambio simultaneo entre la variable
independiente y la variable dependiente y establezcan la relacion entre las dos cantidades variables.
Por consiguiente construyan una regla que les permita hallar el nimero de mesas que debe ubicar
Pepito para cualquier cantidad de amigos que pueden sentarse a comer pizza.
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Imagen 7. Material manipulativo (mesas, rétulos de caritas y porciones de pizza)

El presente problema es un redisefio del problema propuesto por Merino et al., (2013) quien
planted el problema denominado “el cumpleafios de Sara”. El cual consiste en hallar un patron
entre el nimero de mesas y el nimero de nifios, dando como condicidn que Unicamente puede
sentarse un nifio en cada lado de las mesas. Dicho problema posibilita analizar como las dos
cantidades relacionadas entre si, varian al mismo tiempo y mantienen ese cambio.

En el problema redisefiado se sugiere ubicar los amigos de pepito dos a cada uno de los lados
laterales (superior e inferior) y uno a los lados derecho e izquierdo, tal como se muestra en la
imagen 8.

Imagen 8. Representacion pictorica

Con el fin de reconocer si los estudiantes reconocieron el patron, establecieron la relacion entre la
cantidad de mesas y el nimero de amigos que pueden sentarse a comer pizza se plantearon
preguntas relacionadas con casos particulares consecutivos y no consecutivos hasta llegar a la
generalizacion de la relacion entre la dos cantidades (ver tabla 5).

Tabla 5 Preguntas del segundo problema

preguntas
¢ Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza en 1 mesa?
¢ Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 2 mesas?
¢ Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 3 mesas?
¢ Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 6 mesas?
Sabemos que al juntar 2 mesas se pueden sentar 10 personas, si se coloca 1
mesa mas, /cuantas personas mas pueden sentarse? ;Como lo has averiguado?

a s wbdE
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6. Sabemos que al juntar 10 mesas se pueden sentar 42 personas, si se coloca 1
mesa mas, ¢cuantas personas mas pueden sentarse? ¢ Como lo has averiguado?

7. Sisabes que hay 30 mesas, ¢, de qué forma le explicarias a Pepito como averiguar
el nimero de amigos que pueden sentarse a comer pizza? Explica como lo has
averiguado

8. Si Pepito ha juntado 50 mesas, ¢cuantos amigos pueden sentarse a comer pizza
en su fiesta de cumpleafios? Explica como lo has averiguado.

Con las preguntas 1, 2, 3y 4 se busca dar cuenta de la configuracion del pensamiento de patrones
recursivos a traves de las indagaciones de los estudiantes. Al presentar valores consecutivos en las
preguntas tiene como intencion el reconocimiento del patron que varia, de tal manera que
determinen que el nimero de amigos que pueden sentarse a comer pizza cambia de 4 en 4. Por
ejemplo, a la pregunta ;Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 3
mesas? Una repuesta viable es 14, porque a 10 le sumo 4. Es decir se recurre al resultado anterior
y se le suma 4 para encontrar la respuesta a la pregunta planteada.

Las preguntas 5 y 6 estan enfocadas hacia desarrollo del pensamiento covariacional. Con estas
preguntas se busca que los estudiantes reconozcan que al ubicar una mesa mas se pueden sentar 4
amigos de Pepito méas y que a los lados derecho e izquierdo siempre se sentaran dos personas. Por
lo tanto, si los estudiantes concluyen que al ubicar una mesa mas se pueden sentar 4 amigos mas
dan cuenta de la configuracion del pensamiento covariacional o si responden que cuando el
namero de mesas aumenta en uno el nimero de amigos que pueden sentarse a comer pizza aumenta
en cuatro.

Las preguntas 7 y 8 estan orientas a la configuracion del pensamiento de correspondencia. Razén
por la cual, se espera que en sus indagaciones los estudiantes relacionen las cantidades que varian
y construyan una regla de tal forma que les permita encontrar el resultado para la cantidad de
amigos que pueden sentarse a comer pizza dependientemente del nimero de mesas que se haya
juntado. De manera que, si responden a partir de una multiplicacién, por ejemplo: 4 x 50 = 200,
luego 200 + 2 = 202, dan cuenta de esta forma de pensamiento.

Materiales: ficha (mesas y rotulos de caritas y pizzas).
Tercer problema

Obijetivo: identificar las dos cantidades que varian, representandolas con diferentes sistemas de
representacion de manera espontanea.

Por ultimo, se presenta un problema que se divide en dos partes, el primer problema subyace la
relacion funcional lineal proporcional y= mx (y= 5000x) y el segundo subyace la relacion
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funcional lineal no proporcional y= mx + b (y= 5000x + 3000) (ver imagen 9). Con este tipo
de problema se busca que los estudiantes identifiquen las dos cantidades variables y se centren en
la relacién entre estas dos cantidades. Ademas, al no presentarles un registro de los valores
correspondientes de las cantidades variables, es necesario que ellos construyan su propio registro
y ulteriormente identifiquen patrones, reconozcan el cambio simultaneo entre las cantidades
variables y creen la regla que permita expresar la generalizacion de las relaciones.

Primera parte

Dado que el dia del cumpleafios de Pepito se acerca, su madre se ha dirigido hasta “Rolos pizzas” para
cotizar el precio de la porcién de pizzas y hacer el pedido, en la carta aparece que cada porcién vale
$5000, ayudale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 1 porcion, 2 porciones, 3
porciones, 5 porciones, 18 porciones, 43 porciones 0 95 porciones de pizza.

Segunda parte

Juanito le dice a la madre de Pepito que tiene servicio a domicilio con un costo de $ 3.000
independientemente del ndmero de porciones de pizza que lleven hasta su casa. La madre de Pepito
desea saber cuanto deberia pagar en total teniendo en cuenta que el precio de cada porcién de pizza es
de $5000 y el costo del servicio a domicilio que es de $3000. jUna vez més necesita que le ayudes a
contestar algunas preguntas que requiere responder para conocer el valor exacto a pagar!

Imagen 9. Problema 3 presentado en la tercera sesion

Para el desarrollo de este problema se les facilita material manipulativo: cinco billetes didacticos
$5000 para unos y para otros estudiante billetes de $2000 y $5000 (ver imagen 10).

Imagen 10. Material manipulativo (billetes didacticos)

Materiales: billetes didacticos

En la primera parte del problema se espera investigar si los estudiantes realizaron algun registro
de los valores correspondientes de las dos cantidades que varian o la forma como hallaron el valor
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a pagar por un determinado namero de porciones de pizza compradas. También, se presenta 3
preguntas que involucran valores particulares pequefios (ver tabla 6).

Tabla 6. Preguntas problema 3, primera parte

Preguntas
1. Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cudnto debe pagar si compra 3
porciones de pizza. ;Como lo has averiguado?
2. Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cudnto debe pagar si compra 5
porciones de pizza ;Como lo has averiguado?
3. Silamadre de Pepito pagara $15000 ¢ Cuéntas porciones de pizza habré pedido?
¢ Cémo lo sabes?

Con estas preguntas se espera reconocer la configuracion del pensamiento de patrones recursivos
a través de las producciones escritas de los estudiantes. Como resultado, se aspira que ellos
determinen el patron recursivo de la variable dependiente e identifique que el patrén esté variando
de $5000 en $5000. Por ejemplo, una solucion para la primera pregunta puede ser 5000 + 5000 +
5000 = 15000.

Teniendo en cuenta que en esta primera parte del problema se hace énfasis en la relacion funcional
lineal proporcional y las preguntadas estan orientadas hacia el anlisis de la configuracion de la
forma del pensamiento de patrones recursivos, las preguntas 4, 5, 6 y 7 planteadas en la segunda
parte estan orientadas a que los estudiantes por medio de sus indagaciones establezcan la relacion
entre las dos cantidades variables y ademas reconozcan que existe un valor constante que
interviene en la determinacion del valor total a pagar: $3000 correspondiente al servicio a
domicilio.

Tabla 7. Preguntas problema 3, parte 2

Preguntas

4. Sialacasade la madre de Pepito le han llevado 3 porciones de pizza, ¢cuanto
debe pagar por las porciones de pizza y el servicio a domicilio? {Coémo lo
sabes?

5. Siahora la madre de Pepito cuenta con 6 porciones de pizza en su casa, ¢ cuanto
debe pagar por las porciones de pizza y el servicio a domicilio? ;Como lo
sabes?

6. Si sabes que la madre de Pepito por 3 amigos que asistan al cumplearios debe
pagar $18000 por las porciones de pizza y el domicilio, si llega 1 amigo mas
¢cudnto mas deberia pagar? ¢Cémo lo has averiguado?
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7. Si han llegado 73 amigos al cumpleafios de Pepito Como le explicarias a su
madre lo que debe hacer para hallar el valor a pagar por las porciones de pizza
y el servicio a domicilio? ; Como lo sabes?

Las preguntas 4 y 5 estan orientadas al desarrollo del pensamiento de patrones recursivos. Con la
diferencia, respecto a las preguntas de la primera parte del problema que en este caso deben
considerar un valor adicional ($3000). Asi, un ejemplo que refleja esta forma de pensamiento es
la siguiente sumar $5000 + $5000 + $5000 al resultado agregarle $3000 o recurrir a valor
encontrado anteriormente y sumarle el valor del servicio a domicilio. Posteriormente justificar que
la madre de Pepito debe pagar $18000 por las porciones de pizza mas el servicio a domicilio.

La pregunta 6 esta enfocada a la configuracion del pensamiento covariacional. Por lo tanto, se
espera gue los estudiantes identifiquen que por cada amigo que asista al cumpleafios de Pepito, su
madre debe pagar $5000 mas. Por ejemplo, una posible respuesta pude ser, $5000 mas porque cada
porcion de pizza vale $5000.

Con la pregunta 7 a través de un valor grande se busca que en las producciones de los estudiantes
den cuenta del pensamiento de correspondencia. Por lo cual, se pretende que reconozcan el valor
constante y expresen la regla que permite encontrar un nico valor “precio total” por algun valor
“cantidad de porciones de pizza”, lo cual lo pueden lograr a partir de multiplicar 73 x 5000 =
365000 y al resultado sumarle $3000 (365000 + 3000 = 368000) o también concluir que para
encontrar el resultado es necesario multiplicar el precio de las porciones de pizza por el nimero
de porciones solicitados mas el servicio a domicilio que es de $3000.

3.5 Categorias de analisis
Para la construccion de las categorias de andlisis se consideraron algunos elementos tedricos
planteados por Rodriguez (2016); Fuentes (2014) y Pinto (2016), quienes proponen

procedimientos especificos para la recoleccién y analisis de los datos.

A continuacion, en la tabla 8 se presenta las categorias para el analisis de los datos
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Tabla 8 Categorias para el analisis de los datos.

Categorias Subcategorias

Formas de pensamiento funcional Patrones recursivos
Covariacional
Correspondencia

Sistemas de representacion Verbal
Manipulativo
Pictorico
Tabular
Simbolica
Multiple

Estrategias Operatoria
Recursiva
Conteo
Duplicacion
Respuesta directa
Particularizacién
Inadecuada

A partir de investigaciones realizadas por Fuentes (2014) y Pinto (2016) se define la categoria
sistemas de representacion. La cual hace referencia a todas aquellas herramientas que permiten
identificar los conceptos y procedimientos matematicos, a través de los cuales los estudiantes
registran y comunican el conocimiento matematico (Quitian & Sopo, 2013). Se entiende también
por sistemas de representacion como una caracteristica de los conceptos y estructuras
matematicas al permitir representar algo, pero ese algo es distinto y existente a lo que la
representacion sustituye (Rico, 2009).

El pensamiento funcional involucra a las funciones que, como contenido matematico, conlleva
una serie de sistemas de representacién asociados. Cada uno de dichos sistemas de representacion
pone de manifiesto unos u otros significados de este contenido. Por ejemplo, el sistema de
representacion simbolico es muy importante para las funciones, incluyendo tanto los numeros
como las letras. No obstante, no es uno de los sistemas de representacion clave para los nifios de
educacion primaria porque no estan familiarizados con este tipo de sistema. El uso del lenguaje
natural (sistema de representacion verbal) es especialmente Util para los estudiantes de los
primeros afios de escolaridad porque les resulta cercano (Fuentes, 204). Los investigadores en
Early algebra tienen una visidn sobre los sistemas de representacion asociados al pensamiento
funcional y consideran que incluye, pero no restringe, el pensamiento con notacion algebraica, y
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se pueden incorporar, ademas, el uso del lenguaje natural (oral y escrito), las tablas, lo pictérico
entre otros.

A continuacion, se presenta los sistemas de representacion mas relevantes para el contenido
matematico en el que se centra la investigacion.

Representacion verbal: permite utilizar el lenguaje natural para exponer los resultados que van
obteniendo, de forma cohesionada y estructurada y permiten expresar el proceso de razonamiento
Cafadas y Figueiras (citado por Fuentes, 2014).

Representacion manipulativa: posibilita que los estudiantes construyan un medio para hacer
tangible el objeto matematico que se esta trabajando a partir del empleo de material concreto y
manipulativo (Pinto, 2106).

Representacion pictorica: son aquellas representaciones visuales, generalmente dibujos, que
ayuda al estudiante a organizar la informacion presente del enunciado, a plasmar lo que esta
pensando y a buscar una solucion al problema al que se enfrenta (Fuentes 2014).

Representacion tabular: aluden al uso de las tablas, las cuales permiten organizar datos, relacionar
los valores de las dos cantidades involucradas, en otras palabras, establecer la relacion que existe
entre los valores de las columnas y los valores de las filas, posibilitando identificar una relacién
de dependencia entre las dos cantidades involucradas (fuentes, 2014).

Representacion simbolica: se clasifican en dos subtipos: numéricas y algebraicas.

Numérica: aluden a la utilizacion de los nimeros y sus operaciones para realizar un célculo o
cémputo.

Algebraica: hacen referencia al uso del lenguaje alfanumérico para realizar un célculo o expresar
un enunciado. En estas representaciones al utilizarse un carécter alfanumérico requieren un mayor
nivel de abstraccion por parte del estudiante (Merino 2012).

Representacion mdltiple: son aquellas que son producto de la combinacion de dos o mas
representaciones (Merino 2012).

De acuerdo a investigaciones previas (e,g., Barbosa (2011), Morales, Cafiadas, Molina, del Rio y
Moreno (2015), Canadas, et al., (2016), Morales, et al., (2016)) se definié la categoria de
estrategias entendida como los procedimientos empleados por los estudiantes para dar respuesta a
las preguntas planteadas. A continuacion, se mencionan algunas estrategias utilizadas a la hora de
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resolver problemas que involucran relaciones funcionales lineales y que permiten reconocer las
formas de pensamiento funcional.

Operatoria: Se considera que los estudiantes utilizan la estrategia operatoria cuando recurren a
una operacion matematica, particularmente la multiplicacion, al establecer la relacion entre dos
cantidades variables (Morales, et al., 2015).

Recursiva: los estudiantes emplean este tipo de estrategia cuando tienen en cuenta o recurren a la
respuesta anterior para poder dar respuesta a la pregunta (Barbosa, 2011).

Conteo: (con apoyo de dedos, con material manipulativo y con dibujos). Se presenta cuando los
estudiantes acuden al conteo para encontrar la respuesta de la pregunta planteada (Barbosa, 2011).

Respuesta directa: hace referencia a las respuestas en las cuales Unicamente escriben un nimero
sin dar justificacion alguna (Fuentes, 2014).

Duplicacion: esta estrategia es utilizada cuando suman dos valores iguales para dar una solucién
(Canadas, et al., 2016).

Particulariza: esta estrategia se lleva acabo cuando a una pregunta general los estudiantes
responden por medio de un caso particular (Morales et al., 2016).

Inadecuada: se propicia esta estrategia cuando las producciones escritas por los estudiantes “no se
corresponden con la relacion funcional involucrada” (Morales et al., 2016).

3.6 Analisis preliminar de los problemas

En este apartado se presenta un analisis preliminar de cada una de las preguntas que conforman
los tres problemas. Se considera los sistemas de representacion y las estrategias como (categorias
de solucion) respuesta a cada una de las preguntas de los problemas propuestos (ver tablas 9,10 y
11), a través de las cuales se caracteriza las formas de pensamiento funcional. Las categorias de
solucion se entienden como posibles respuestas de los estudiantes. Dichas respuestas no pretenden
dar un juicio de las formas de pensar funcionalmente, en otras palabras, estan designadas solo para
describir la forma de expresar las soluciones y no necesariamente las formas de pensamiento. Asi,
un analisis preliminar sobre la base de estas categorias, es importante, porque posibilita un analisis
descriptivo que sugiere ciertas preguntas y respuestas relacionadas con la emergencia, evolucion
y conexion de las formas de pensamiento funcional. De igual forma, estas categorias pueden ser
aplicadas en futuras investigaciones con intereses comunes y se basan en los hallazgos de las
investigaciones previas.
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Tabla 9 Categorias de solucion para el problema 1.

Preguntas

Sistemas de representacion

Estrategias

1. ;Cémo encontraste el ndmero de porciones de
pizza que debe preparar Juanito si llegan 4 personas?

pictorica:

‘Contidad e personas | Wimeto de poreiones de pizza

4

(] 12
7 14

19 38
30 30
100 200

Dibujar las correspondientes porciones de pizza para cada carita
que aparece en la columna izquierda. Por lo tanto, cuando se
pregunta por 4, dibujar 8 porciones de pizza.

Conteo de dos en dos: contar las
caritas de dos en dos. Por ejemplo, 2,
4,6y8.

2. (Cémo encontraste el nimero de porciones de
pizza que debe preparar Juanito si llegan 7 personas?

Manipulativa: ubicar en la mesa una ficha de una carita y dos
fichas de porciones de pizza, dos caritas cuatro porciones de pizza,
asi sucesivamente de acuerdo al nimero de cantidad de personas
que aparezcan en la tabla y 7 caritas 14 porciones de pizza.

Recursiva: sumarle 2 al resultado
anterior. Por ejemplo:
12+2=14

3. Si hay 3 personas en “Rolos pizza” y llega 1
persona mas, ;cuantas porciones mas debe preparar
Juanito? ¢Cémo lo sabes?

Tabular: observar en la tabla funcional que cada vez que aumenta
una carita aumentan dos porciones de pizza.

Recursiva: reconocer que para tres
personas son seis porciones de pizza,
entonces si llega una persona mas
seran dos porciones de pizza més, los
cuales se le suman a las seis
porciones.

4. Si hay 50 personas en “Rolos pizza” y llega 1
persona mas, ;cuantas porciones mas debe preparar
Juanito? ¢Como lo sabes?

Verbal: manifestar que al llegar una persona mas, Juanito debe
preparar dos porciones de pizza mas o que ocho, porque en la
anterior pregunta se pregunté por cuatro personas.

Operatoria: decir que es: 51, luego
multiplicar 51x 2=102

5. (Cémo encontraste el nimero de porciones de
pizza que debe preparar Juanito si llegan 100
personas a “Rolos pizza”?

Simbélico numérico-algebraico: interviene las operaciones y el
uso de variables. Por ejemplo, multiplicar 100x 2, o asignar una

variable para calcular cualquier cantidad de personas que lleguen a
100
la pizzeria. "2—0(2) Simbdlico numérico y simbdlico algebraico 2x

Duplicacion: reconocer que el
nimero de porciones de pizza es el
doble de la cantidad de personas, asi
pues 100 + 100 = 200

6. Juanito quiere hacer un registro de la cantidad de
porciones de pizza que debe preparar, ;coOmo puede
hallar el nimero de porciones de pizza teniendo en
cuenta el nimero de personas que han llegado a
“Rolos pizza”?

Verbal: argumentar que para hallar el nimero de porciones de
pizza se debe multiplicar 2 por la cantidad de personas que lleguen
a la pizzeria.

particularizacion:
particulares para
pregunta 6, es decir:

emplear casos
responder la

100x2 = 200
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Tabla 10 Categorias de solucion para el problema 2.

Preguntas

Sistemas de representacion

Estrategias

1. ¢(Cuantos amigos de Pepito
pueden sentarse a comer pizza en 1
mesa?

2. ¢Cuantos amigos de Pepito
pueden sentarse a comer pizza si se
juntan 2 mesas?

3. ¢(Cuantos amigos de Pepito
pueden sentarse a comer pizza si se
juntan 3 mesas?

4, ;Cuéntos amigos de Pepito
pueden sentarse a comer pizza si se
juntan 6 mesas?

Pictérica: realizar un dibujo de la manera que deben ir ubicadas las mesas y
los amigos de Pepito en las mesas, tomando como referencia el ejemplo
presenta

0 Q
e

Verbal: explicar que para encontrar la cantidad de amigos de Pepito que se
pueden sentar a comer pizza en las mesas es necesario sumar cuatro nifios por
cada mesa.

Conteo: contar las fichas de -caritas
felices o los dibujos. Por ejemplo: 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9y 10.

é 2 3 4
9 8 7 .6
Operatoria: 14 + 14 = 28 justificando

que si en tres mesas caben 14 personas
en 6 mesas caben 28 personas.

5. Sabemos que al juntar 2 mesas se
pueden sentar 10 personas, Si se
coloca 1 mesa mas, ¢cuantas
personas mas pueden sentarse?
¢Coémo lo has averiguado?

Pictérico Realizar un dibujo de las tres mesas que debe juntar.

O
O

Recursiva Como ya conoce el nimero
de persona que se pueden sentar a
comer pizza en 10 mesas a este
resultado le va a afiadir una mesa mas y
las personas correspondientes a esa
nueva mesa para encontrar el resultado.

6. Sabemos que al juntar 10 mesas se
pueden sentar 42 personas, Si se

Simbélico numérico: Emplea operaciones matematicas para dar respuesta a
la pregunta.

Operatoria: Recurrir a la suma para
encontrar la solucion.

coloca 1 mesa mas, ¢cudntas | Por ejemplo: sumar las mesas y la cantidad de nifios que se pueden sentar a 10 42
personas mas pueden sentarse? comer pizza en ellas. +1 +4
¢Como lo has averiguado? 11 y 46
7. Si Pepito ha juntado 50 mesas, | Simbdlico numérico: Recurrir a la multiplicacién y a la suma para encontrar | Operatoria

(cuantos amigos pueden sentarse a | el valor pedido, multiplica las 50 mesas por los 4 nifios que se pueden sentar 50 200
comer pizza en su fiesta de | enlos lados de las mesasy a este resultado le suma 2 que son los nifios que se x4 +2
cumpleafios? pueden sentar en los extremos de las mesas. 500 2 202
8. Si sabes que hay 30 mesas, ¢de | Verbal: Le diria a Pepito que multiplique el nimero de mesas que ubico por | Operatoria:

qué forma le explicarias a Pepito | 4 nifios que van en los lados de las mesas y que al resultado le sume 2 que son

como averiguar el ndmero de | los nifios que deben ir en los extremos de las mesas. 30
amigos que pueden sentarse a comer ’16‘210
pizza? i2
Explica como lo has pensado 122
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Tabla 11 Categorias de solucién para el problema 3.

Preguntas

Sistemas de representacion

Estrategias

1. Ayudale a la madre de Pepito a
averiguar cuanto debe pagar si compra 3

Manipulativo: encontrar la cantidad de dinero que debe
pagar la madre de Pepito utilizando los billetes, entonces

Conteo: contar los billetes de cinco en cinco.

porciones de pizza ¢Coémo lo has | como el precio de una porcion de pizza es de $5000 toma
averiguado? un billete de cinco mil, luego como son tres porciones de
pizza entonces tomar tres billetes y realizar su respectiva
suma para encontrar el total a pagar
2. Ayudale a la madre de Pepito a | Simbolico numérico: sumar el valor de cada billete. Por | Recursiva: conociendo el valor a pagar por tres porciones de

averiguar cuanto debe pagar si compra 5
porciones de pizza ,Como lo has

ejemplo:

pizza, sumar este, al valor total a pagar por dos porciones de pizza
cuando se pregunta por 5 porciones de pizza, quedando asi:

averiguado? 5000 + 5000 + 5000 + 5000 + 2000 + 15000
2000 + 500 + 500 = 25000 +10000
25000
3. Si la madre de Pepito pagara $15000 | Simbdlico  numérico:  emplear la  operacion | Operatoria: encontrar el ndmero de porciones de pizza
¢ Cuéntas porciones de pizza habra pedido? | multiplicativa. solicitados a través de la multiplicacion de esta manera 5000 x
¢Como lo sabes? 5000 3=15000 o recurrir a la division para encontrar la respuesta de
x 3 estafa forma.
15000

4, Si a la casa de la madre de Pepito
le han llevado 3 porciones de pizza,
(cuanto debe pagar por las porciones de
pizzay el servicio a domicilio? ;Cémo lo
sabes?

Verbal: explicar que debe pagar $18000, porque es el
resultado de sumar $15000 que es el valor de las tres
porciones de pizza méas $3000 del servicio a domicilio.

Operatoria: realizar la siguiente operacion aditiva
5+5++3=18

5. Si ahora la madre de Pepito cuenta con 6
porciones de pizza en su casa, ¢cuanto debe
pagar por las porciones de pizza y el
servicio a domicilio? ;Como lo sabes?

Simbélico numérico: exponer que $33000 porque ha
5000

realizado la siguientes operaciones: "300060

Operatoria:
5000 30000
x 6 + 3000
30000 33000

6. Si sabes que la madre de Pepito por 3
amigos que asistan al cumpleafios debe
pagar $18000 por las porciones de pizza y
el domicilio, si llega 1 amigo mas ¢cuanto
mas deberia pagar?

Manipulativo: tomar tres billetes de cinco mil, teniendo
en cuenta que la suma de los tres mas el servicio a
domicilio es de $18000 como se pregunta por una
persona més, tomar un billete de cinco mil y realizar su
respectiva suma.

Recursiva: recurrir al valor conocido que es de $18000 y a este
sumarle $5000, para un total de $23000.

7. Si han llegado 73 amigos al cumpleafios
de Pepito ¢Como le explicarias a su madre
lo que debe hacer para hallar el valor a pagar
por las porciones de pizza y el servicio a
domicilio? ¢Como lo sabes?

Verbal: explicar que para hallar el valor a pagar por las
porciones de pizza, debe multiplicar 73 x 5y a dicho
resultado sumarle $3000 del servicio a domicilio para
obtener el total a pagar.

Operatoria: realizar la siguiente operacion multiplicativa y
aditiva. Por ejemplo:

73 365
x5 + 3
365 M€9° 38
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y CONCLUSIONES
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4.1 Resultados de la implementacion

Los resultados se organizan en unas tablas que retoman las categorias previamente construidas; las
mismas que fueron empleadas en el analisis preliminar de los problemas. Para hacer el consolidado
de los resultados se construyen dos tablas (tabla 12 y tabla 13), una por cada grado, las cuales
fueron ubicas en los anexos (ver anexo 2 y 3). Adicionalmente, se elabora una pequefia descripcion
sobre los resultados obtenidos por los estudiantes, de grado tercero, frente al problema 1-pregunta
4 con el fin de establecer un modelo para su interpretacion.

Asi, los resultados obtenidos en el problema 1-pregunta 4, indican que respecto a los sistemas de
representacion, 7 estudiantes emplearon el verbal (V), 1 estudiante el pictérico (P) y 1 el simbodlico
numeérico (Sn). En relacion con las estrategias empleadas, 4 estudiantes emplearon la operatoria
(0), 1 estudiante la recursiva (R), 1 estudiante la respuesta directa (RD), 1 estudiante el conteo
(Ct), 1 estudiante uso una estrategia inadecuada (In), 1 estudiante emple6 la duplicacion (Du) y
ningun estudiante para la estrategia de particularizacion (Pa). Finalmente, para ese caso se indica
que 2 estudiantes configuraron la forma de pensamiento de patrones recursivos (PR), 4 estudiantes
la forma de pensamiento covariacional (CV) y 1 estudiantes la forma de pensamiento de
correspondencia (CR).

Es importante mencionar que, a diferencia de las investigaciones realizadas por Morales, et al.
(2015) y Canfadas, et al. (2016) quienes proponen las estrategias O, R, RD, Ct, Pa, In, Du; en esta
investigacion se reconocio la necesidad de construir una nueva categoria llamada: estrategia
maultiple (Em), puesto que en el trabajo matematico de algunos estudiantes fue recurrente el uso de
mas de una estrategia para encontrar la solucion.

4.2 Analisis de los resultados

En este apartado se retoman las categorias de analisis construidas en el capitulo 3 con el objetivo
de describir e interpretar los resultados obtenidos a partir de las producciones escritas de los
estudiantes y asi trazar la ruta para llevar a cabo un anélisis detallado. De esta manera, se pone
especial énfasis en los sistemas de representacion, las estrategias y las formas de pensamiento
funcional que lograron identificarse en la actividad matematica desplegada por cada uno de los
estudiantes, tanto individualmente como colectivamente (grado tercero y grado cuarto).

Se analizan los resultados obtenidos por los estudiantes de grado tercero y cuarto conjuntamente,
debido a que las producciones elaboradas por ambos grados presentan diversas similitudes. Para
ejemplificar y diferenciar la actividad matematica puesta en juego por cada uno de ellos, se decidio
etiquetarlos empleando la letra T para grado tercero y la letra C para grado cuarto seguido de un
namero del 1 al 8. Ademas, cada uno de los problemas que conforma la secuencia se analiza
puntualmente y después se plantean algunas hipdtesis, asi como interpretaciones e inferencias
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sobre la actividad matematica configurada en dicho grado. Finalmente se establecen algunas
hipdtesis y conclusiones caracteristicas de las formas de pensamiento funcional en estos grados.

El analisis termina con el contraste entre las formas de pensamiento funcional configuradas en los
estudiantes de grado tercero y grado cuarto. Dicha comparacion se sustenta, al igual que los analisis

consignados, en resultados derivados de otras investigaciones (e.g., Pinto & Cafadas, 2017; Payne,
2012) con intereses comunes.

4.2.1 Anélisis de las producciones de los estudiantes

Andlisis de los sistemas de representacion

De acuerdo con los resultados obtenidos en las tablas 12 y 13 (ver anexos 2 y 3) se observa que la
mayoria de estudiantes emplean los sistemas de representacion: verbal, simbdlico numérico; y
manipulativo y, en menor medida los sistemas de representacion: pictorico y tabular. También se
destaca el empleo de representaciones maltiples como una combinacion al utilizar dos o mas
sistemas de representacion al resolver una misma pregunta.

Resulta importante destacar la forma en como los estudiantes utilizan diferentes sistemas de
representacion a medida que desarrollan los problemas. En principio, para responder las primeras
preguntas planteadas, la mayoria de los estudiantes emplearon el sistema de representacion
manipulativo cuando se trataba de valores pequefios. Por ejemplo, en la imagen 11 se observa que
para el primer problema, la estudiante T4 emple6 dicho sistema para responder acertadamente
sobre el nimero de porciones de pizza para dos personas. Ademas, al parecer, el uso del material
manipulativo fue importante para que ella acertara en la tercera fila de la tabla, reconociera el
patron y construyera relaciones para llenarla en su totalidad. Si bien, en la imagen se observa
que para 3 personas se corresponden 4 porciones de pizza, al examinar la produccion escrita de
esta estudiante se logran apreciar tales aspectos (ver imagen 12).

Imagen 11. Estudiante T4 empleando el sistema de representacion manipulativo
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A partir de este hecho se puede inferir que después de emplear el sistema de representacion
manipulativo la estudiante logra encontrar el patron numérico y la relacion entre las dos cantidades
variables para determinar el resultado para la variable dependiente (Pinto, 2016).

1. ;Coémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si

llegan 4 personas? .M L} __:8
o X

2. (Cbémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si
llegan 7 personas?

A3E=Y

Imagen 12. Sistema de representacion simbolico numérico empleado por T4. Problema 1

Posterior al uso del sistema de representacion manipulativo, una vez identificado el patron y la
relacion entre las dos cantidades que varian, es usual que los estudiantes utilicen el sistema de
representacion simbolico numérico expresando sus respuestas por medio de operaciones. La
imagen 12 revela este hecho, pues para encontrar el resultado del nimero de porciones de pizza,
la estudiante T4 multiplico el patron (2) por la cantidad de personas. Al parecer este sistema de
representacion es practico para ellos, puesto que la gran mayoria lo emplea para indicar sus
respuestas.

Por otra parte, es preciso enfatizar que el uso del sistema de representacién manipulativo favorecio
en los estudiantes el empleo del sistema de representacion verbal, al expresar con sus propias
palabras lo que hicieron para darle solucion a las preguntas. Por ejemplo, en relacién con el
problema 2, la imagen 13 permite observar la manera en la cual el estudiante C2 explica con sus
propias palabras como hallar el nimero de amigos de Pepito que pueden sentarse a comer pizza
en una mesa. La descripcion dada por C2 permite inferir que este tomd las fichas (mesas y caritas
felices) y las ordené de acuerdo a la imagen presentada en el problema. De esta manera para la
primera pregunta concluye que van dos amigos a los lados (superior e inferior) y uno al frente
(lados laterales), para un total de seis personas. Al parecer el uso recurrente de este sistema de
representacion se debe a que en la mayor parte de las preguntas planteadas se pidio justificar las
respuestas, por lo que se interpreta que les resulté mas facil o mas habitual utilizar dicho sistema
en lugar de otro (Merino et al., 2013).
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1 Cuintos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza en | mesa?
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2 ;Cuéntos amigos de Pepito pueden sentirse a comer pizza si se juntan 2 mesas?
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Transcripcion

1. Coliendo cada nifio y
colocando lo en su lucar
para ver cuantos caven.
Caven 6 porque en en los
lados y uno al frente.

2. 10 si Ajuntamos 2 mesas

\ ¥ Yot
3 (Cudntos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 3 mesas?
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o \\\(\00 8} \/\.\« 6 «? 9D \W(J’)‘v | l\r
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por los lados 4 x por

adelante 1

3. 14 nifios porque 6 por los
lados y 1 al frente

4 Cuintos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 6

nesas?
) "
sie O.a YA ol & conel ( ) ¢ X
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4. se puede sentar a comer
26 nifios.
Imagen 13. Sistema de representacion verbal empleado por C2. Problema 2

Otro sistema de representacion que les posibilitd identificar el patron y la relacion entre las dos
cantidades variables involucradas es el sistema de representacion pictérico. En la imagen 14, se
muestra un ejemplo de la actividad realizada por cuatro estudiantes de grado cuarto al completar
la tabla en el primer problema.

Cantidad de personas Numero de porciones de pizza

Om D{J%

200 Plrzas
Imagen 14. Uso del sistema de representacién pictérico por C1. Problema 1

60



En la imagen 14 se puede evidenciar que la estudiante C1 utilizo el sistema de representacion
pictorico para hallar los resultados de la columna del numero de porciones de pizza. En este
sentido, hay que mencionar que, la estudiante dibujo las porciones de pizza considerando la
cantidad de caritas dadas en cada una de las filas de la columna de la variable independiente. Asi,
la estudiante establecio la relacion entre las dos cantidades variables y posteriormente reconocid
que el nimero de porciones de pizza es el doble de la cantidad de personas, por lo que para los
altimos valores de la variable independiente (50 y 100) no fue necesario el uso del mismo sistema
de representacion, sino que utilizo el sistema de representacion simbolico numérico y expuso los
resultados a través de nimeros. De esta manera, resulta interesante observar que a través del uso
del sistema de representacion pictorico reconocio la relacion entre la cantidad de personas y el
namero de porciones de pizza.

Asi mismo, el sistema de representacion pictorico precede al uso del sistema de representacion
simbolico numérico. Por ejemplo, en la imagen 15 pareciera que el estudiante C7 al observar la
ilustracion que aparece al inicio del problema 2, lograra identificar el patrén de la variable
independiente y la constante, puesto que para responder la segunda pregunta él recurri6 al valor
obtenido en la primera pregunta y a este valor le sumo el patron (4) y seguidamente empleé el
mismo proceso para la pregunta 3.

1 (Cudntos amiigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza en 1 mesa? G S 9o A TranscripCién
e
1. 6 amigos
2. 10 amigo
2 (Cudntos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 2 mesas? . ) o )
0 3.
6
~—a +_4
10 10
3 {Cuantos amigos de Pepito pucden sentarse a comer pizza si se juntan 3 mesas? . o mp 4.
\ 10
4, +4
# 14

Imagen 15. Sistema de representacion simbolico numérico, utilizado por C7. Problema 2

Otro elemento que se destaca dentro las producciones escritas por algunos estudiantes es el uso de
mas de un sistema de representacion, tales como: pictorico-simbdlico numérico, verbal-pictérico
y verbal-simbdlico numérico. En las imagenes 16, 17 y 18 se observa la combinacion de estos
sistemas de representacion desarrollados en el segundo problema.
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s ¢Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 2 mesas?
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Imagen 16. Combinacion de sistema de representacion empleado por T1. Problema 2

En laimagen 16, se observa como T1 emple0 los sistemas de representacion pictérico y simbolico
numérico de manera simultanea, al recurrir a los dibujos para organizar la informacion y a las
operaciones matematicas para hallar la respuesta de la pregunta planteada. En principio, el
estudiante representd las dos mesas y los seis amigos que pueden sentarse en cada una.
Posteriormente sumo el nimero de amigos que realizo en cada mesa “6+6=12". Luego tacho los
dos amigos que impedian unir las mesas y al resultado (12) le rest6 2 (“12 —2 = 10”). Es
importante mencionar que el proceso realizado por el estudiante le permitio identificar el patrén,
la relacion entre las dos cantidades variables involucradas y la presencia de un valor constante. Por
lo cual, al preguntar por la cantidad de amigos que pueden sentarse si se juntan tres mesas, T1
respondid de la siguiente manera: “14 personas 10 + 4 = 14”.

Por otra parte, el empleo de los sistemas de representacion pictérico y verbal, son comunes en las
producciones elaboradas por los estudiantes de grado tercero en el transcurso del desarrollo del
segundo problema quiza por el mayor nivel de dificultad que representa respecto al primer
problema, dado que en el segundo problema se incluye una constante mas (2). También, se infiere
que, recurren al sistema de representacion pictérico, debido a que no reconocen con facilidad el
patrén (4) y la regla que permite determinar el nimero de amigos que pueden sentarse a comer
pizza dado un namero de mesas. Tal hecho, se puede observar en la Imagen 17 en la cual el
estudiante T5 para hallar la solucion de la pregunta, dibujo las 11 mesas y en cada mesa dibujé los
cuatro amigos que pueden sentarse en cada una de estas, asi mismo los dos amigos que van a los
extremos. Finalmente, argumenta de forma verbal que hallé la respuesta al dibujar las 11 mesas y
en estas las personas.

Sabemos que al juntar 10 mesas se paeden sentar 42 personas, si se LOIO(_,‘I I mesa mis,
ceuantas personas mas pueden sentarse? z_} 5

LCOmo 1o has averiguado?
d ! k"f C‘ -7 -7 / —
J. [ 7 micsoes v

s}
AT Pl o0 ar—

ng—;tgnfﬁ?jﬁ\ Qgg_do

Imagen 17. Sistema de representacion verbal y pictorico empleado por T5. Problema 2

CH ecay

62



En relacién con los sistemas de representacion simbdlico numérico y verbal, mdltiples
producciones dan cuenta de estos sistemas de representacion en el desarrollo de los tres problemas.
En la Imagen 18 se puede apreciar la presencia de estos sistemas de representacion. EIl primero se
refleja al multiplicar 30x4 = 120 (numero de mesas por cantidad de amigos de los lados laterales)
y a este resultado le sumd los dos amigos que van a los extremos 120 + 2 = 122 y posteriormente,
justifico su procedimiento argumentando que multiplicé las 30 mesas por 4 y al resultado le sumé
dos. Por lo tanto, se evidencia que la estudiante C6 empled conjuntamente estos sistemas de
representacion, sin embargo no es necesario analizarlos simultdneamente para que adquieran
significado, puesto que cada uno aporta informacion correcta para cada pregunta.

8i apbos que hay W0 mesas, jde qué forma le explicarios & Pepito como averiguar el ™~ TranSCI’ipCién
namere de amigos quue pucden senlarse a comer pivea? f5 (f")
. !
: I3 OX 2 30
Exprlica comnn o has pensodo {‘ - i X 4
S, B 120 + 2
M My J)Q, 122
A et .y
\? A | “’Qf/r/‘?‘“ 2 o O /}’;}( Lo multiplique 30 mesas x
= el s, TR 4y me dio 120 + 2 = 122
‘,| Pepita ha juntade SO mesas, goudntos amigos pucden scniarse @ oomer picea cn su 3 8
fesia de cumpleal ¥ -
teuta de pleaiios "‘__j (-?A 50
o _X4
15 L S I 200 + 2
(l‘.xp!h.n ehdimo lo has averiguado - {ﬁ_ T 202
Lo I A G {_AJL EgoTt
= AL Dy WU il
CAL AT D 5. O }, _JJ )‘?ﬂ% o i Lo multiplique 50 mesas X
N 4y medio 200 + 2 = 202
- -

Imagen 18. Sistema de representacion simbolico numérico y verbal utilizado por C6. Problema 2

Otro aspecto importante que se observa en las producciones escritas por cuatro estudiantes (T2,
T3, T6 y C2) en el tercer problema hace referencia al uso del sistema de representacion tabular,
el cual “proporciona una vision sobre las nuevas formas de pensamiento de las respuestas
potenciales de los nifios a las funciones” (Tanisli, 2011. P.3 ). En la imagen 19, se muestra un
ejemplo en el que T2 establece la relacion entre el nimero de amigos que llegan a la casa de Pepito
y el valor a pagar por cada porcién de pizza. Si bien, presenta errores al escribir algunos valores
como 1000 en lugar de 10000 para 2 personas y 2000 en lugar de 20000 para 5 personas, se puede
observar que a cada valor de la variable independiente le asigna el valor correspondiente en la
variable dependiente.
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Daia que ¢l dia del cumpleaiios de Pepito se acerca, su madre se ha dirigido hasta “Rolos
pizzas” pura colizar el precio de Ia porcién de pizzas y hacer el pedido, en la carta aparece
que cada porcién vale $9000, ayadalé a la madre de Pepito a averiguar cudnto debe pagar
st compra | poreidn, 2 porciones, 3 porciones, 5 porciones, 18 porciones, 43 porciones o
9% porciones de pizza.

FOOD | &00 (2aX 100D 1O
A
OO0

Imagen 19. Empleo del sistema de representacién tabular por parte de T2. Problema 3

Analisis sobre estrategias

En relacion con las estrategias, se observa que los estudiantes utilizaron con frecuencia: la
estrategia recursiva, de conteo y en mayor medida la estrategia operatoria. Mientras que las
estrategias de respuesta directa, duplicacion, particularizacion e inadecuada fueron empleadas
por muy pocos estudiantes, razon por la cual no se hara énfasis sobre estas. En cuanto al empleo
de la combinacidn de estrategias multiples se evidencia la estrategia recursiva-operatoria.

Un aspecto que se destaca dentro del empleo de las estrategias es la manera en cdmo estas se
convierten en un puente de transicion a medida que desarrollan las preguntas. Al inicio, utilizan la
estrategia recursiva o de conteo, ulteriormente emplean otras estrategias. Por ejemplo, en la
imagen 20 se evidencia que para responder la primera pregunta del tercer problema, el estudiante
T4 sum6 “5000 + 5000 + 50007 para hallar la respuesta. De esta manera, utilizo la estrategia
recursiva al identificar el patron y al sumarlo al valor anterior para averiguar el siguiente, es decir
5000 + 5000 = 10000, luego 10000 + 5000 = 15000. Asi, T4 se centro en el cambio de
valores de la variable dependiente (valor de las porciones de pizza) y calculé el resultado a partir
de la suma reiterada.

1. Awyibdale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 3
porciones de pizza.

A5 000

Jllbrno lo has averniguaco? 5.‘5717"‘163 ?7&:9

E+r54+ 5 5,000 AL oot B ST Lo
Ayndale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 35
porcioncs de pizza

25 00c
L OG0 o has averiguado” [’]4 U/ t’.P/}.C'O 7 E
ExXB

Imagen 20. Estrategia recursiva empleado por T4. Problema 3
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Siguiendo esta misma linea se puede afirmar que el uso de la estrategia recursiva le permitio al
estudiante reconocer la estrategia operatoria. Puesto que, al parecer T4 para la primera pregunta
reconocio que al sumar tres veces 5000 o al multiplicar 5 por 3 el resultado es igual. Por lo que,
para la segunda pregunta (ver Imagen 20) multiplicé 5 por el nimero de porciones de pizza (5)
para calcular el total a pagar. De esta manera, al establecer la relacion entre el nimero de amigos
que llegan al cumpleafios de Pepito (variable independiente) y el valor de la porcion de pizza
(variable dependiente), el estudiante calcul6 el valor de la variable dependiente al multiplicar el
patrén por el valor de la variable independiente.

En cuanto a la presencia de la estrategia de conteo, se hace evidente en la actividad matematica
desarrollada por algunos estudiantes al contar con ayuda de los dedos, con las fichas (caritas
felices, porciones de pizza y billetes), y los dibujos que ellos realizan. En la Imagen 21, se observa
como la estudiante C1 para hallar la solucion de las primeras preguntas del segundo problema
dibujo y se infiere que, posteriormente contd las fichas que representa los amigos de Pepito que
pueden sentarse en las mesas. Por ejemplo, para la pregunta 3 dibujé las tres mesas seguidas y en
cada una de ellas dos amigos que pueden sentarse en la parte superior e inferior de cada una, asi
mismo 1 amigo que va al lado lateral derecho y otro que va al lateral izquierdo.

1 LCufatos amigos de Pepito pueden sentarse n comeor pizza en | mesa?

e 2 ~
D )
— \ -
OEG)
2 LOuintos amigos de Pepito pueden sentarse o comer pizza si se juntan 2 mesas?
.6 : DD
r‘ —_—
- f n
& | ) 10
L’ | -
|
& (€5 = D
3 LCudntos amigos de Pepito pueden sentare o comern pizza 8i S0 juntan 3 mnesas?
DG D D S

c:a[ | f @ 40
o T NO<) NG

4,} “udntos amigos de PPepito pueden sentarse a comer pizzi si se juntnn 6 mesns?
' QD “\ \)‘ Y Q l,’_»\ o g - i
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Imagen 21 conteo de dibujos utilizado por C1. Problema 2
A partir del proceso realizado para hallar el resultado de cada una de las primeras preguntas, se

puede inferir que C1 reconocié el patron de la variable dependiente. Por lo que, para hallar la
solucion de las siguientes preguntas empleo la estrategia recursiva y finalmente la estrategia
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operatoria. En la imagen 22, se observa que para responder la pregunta 5, la estudiante considerd
las 10 personas que pueden sentarse en 2 mesas Y a este valor le sumo6 4 més (patron)

B.Sabemos que al juntar 2 mesas se pueden sentar 10 personas, si se coloca 1 mesa mas,
jeudntas personas mis pueden sentarse?

Puzden sealoxie Y personas

© ¢Co6mo lo has averiguado?

SOME -ﬂ@
a

To .
“ ¢ ass o ouNGUL

Imagen 22.Estrategia recursiva empleado por C1. Problema 2

Un elemento que se recalca dentro de las estrategias empleadas por la mayoria de los estudiantes
hace referencia al uso predominante de la estrategia operatoria. Un caso de interés se aprecia al
examinar las soluciones elaboradas por los estudiantes C3 y C5. En la imagen 24 se observa que
para el primer problema, el estudiante C3 tanto para los valores consecutivos y no consecutivos
siguio el patron de multiplicar 2 por la cantidad de personas para encontrar el nimero de porciones
de pizza. Asi, para completar la tabla el estudiante calcul6 el valor de la variable dependiente a
partir del valor de la variable independiente, multiplicé siempre por dos y se centro en la relacion
entre ambas variables. Como resultado, se puede inferir que una vez establecida la relacién entre
las dos cantidades, este tipo de estrategia les permite encontrar el resultado de la variable
dependiente dado cualquier valor en la variable independiente.

Cantidad de personas Nuamero de porciones de pizza
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Imagen 23. Estrategia operatoria usada por C3. Problema 1
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Otro elemento que se recalca dentro de las producciones escritas por algunos estudiantes es la
presencia de mas de una estrategia (Estrategia maltiple) en una misma respuesta. Una muestra de
ello es el empled de la estrategia operatoria y recursiva. En la imagen 24, se puede observar como
el estudiante C3 hall¢ la solucion de la tercera y cuarta pregunta del primer problema. Por ejemplo,
si hay 3 personas en la pizzeria y llega una méas, multiplicé 3 x 2 y 1 x 2 para hallar el nimero de
porciones de pizza que se necesita, posteriormente realiz6 una adicion de los resultados obtenidos
(6+2). Este mismo proceso lo emple0 para la cuarta pregunta donde cambia la cantidad de personas
que hay en la pizzeria. A partir de estas respuestas se identifica que él establecio la relacion entre
las dos variables. Ademas se deduce que se interesé por saber el total de pizzas que se debe preparar
al llegar 4 personas, por lo que recurrio al primer resultado obtenido (6) y a este le sumo el patrén
(2). Lo cual, al parecer, le ayudd a reconocer que por cada persona que llega se debe preparar 2
porciones de pizza, al responder que 2 porque una persona se come dos pizzas.

3. Si hay 3 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, ;cudntas porciones més
debe preparar Juanito?

‘.5 %1
LComolosabes? 8 ?\'\:Ima\ {%\Qc\\{,‘f’\ﬁ— &\Q}{w \»Cﬁg
AQe execenrey juany o

@M/’L @o\{c\uc S RN RRLISONA S e (ome

4. St hay 5% personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mads, jcudntas porciones mds
debe preparar Juanito?
SO i(:)() :
Y2 =\ 00 7’\/\ & ALue \\(/‘(\ A
¢Cémo lo sabes? U T\ T QA NTLAS A N O
D Pora yoo

Imagen 24. Estrategia operatoria y recursiva empleada por C3. Problema 2

En la imagen 25, se puede deducir que para el segundo problema el estudiante T7 empleé la
estrategia de conteo y operatoria. En primer lugar, se sobrentiende que al dibujar una a una las
mesas junto con los 4 amigos que pueden sentarse en los lados superior e inferior de las mesas,
utilizé la estrategia de conteo. A partir de dicha estrategia, €l reconocié que por cada mesa que
dibuje, también debe dibujar 4 amigos mas. Asi, T5 utilizd la estrategia operatoria al multiplicar
el nimero de mesas (30) realizadas por 4 para responder correctamente la pregunta. De esta
manera, se infiere que, por medio del conteo el estudiante identifico la relacion entre las dos
cantidades variables, por lo que para la siguiente pregunta no fue necesario realizar los dibujos y
procedio directamente a la multiplicacion (50x4 = 200,200 + 2 = 202) sin olvidar el valor
constante.
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9 Si sabes que hay 30 mesas, jde qué forma le explicarias a Pepito cémo averiguar el
nimero de amigos que pucden sentarse a comer pizza?

Fixplica como lo has pensado
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Imagen 25. Estrategia maltiple empleada por T7. Problema 2

Por otra parte, en la imagen 26 se puede observar que el estudiante T7 utiliz6 la estrategia
operatoria, para responder la primera pregunta del tercer problema, ademas, se deduce que en la
misma respuesta empled la estrategia recursiva. Probablemente, al comienzo, el estudiante
recurrio a la estrategia recursiva después de haber identificado el patron de la variable dependiente
y sumo de $5000 en $5000 hasta hallar el valor a pagar por las 3 porciones de pizza. Pareciera que,
el estudiante reconocié que al sumar tres veces $5000, da el mismo resultado ($15000) que al
multiplicar las tres porciones de pizza por 5. Por lo cual, el uso de la estrategia recursiva favorecid
el hecho de que el estudiante relacionara las dos cantidades variables involucradas y ulteriormente
calculara el valor a pagar a partir de la multiplicacion del patron (5) por el nimero de porciones
de pizza (3).

I. Ayudale a la madre de Pepilo a averiguar cudnto debe pagar si compra 3 \
porciones de pizza 5 5 000 000 1000
J N s o L/
@ s
15.000
,Como lo has averiguado? c o] 7 @ L
L | ( V).
, | ) n l yqu(’(’ /’.[d(/ﬁ
baciendo Une

Imagen 26. Estrategia multiple empleada por T7. Problema 3

Analisis sobre las formas de pensamiento funcional
De acuerdo a los resultados obtenidos en las producciones escritas por los estudiantes de grado

tercero y cuarto, se puede decir que la mayoria de ellos presentan pensamiento de correspondencia
seguida del pensamiento de patrones recursivos y en menor medida se evidencia la configuracién
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del pensamiento covariacional. Hay que mencionar ademas, que en la actividad matematica
desplegada por algunos estudiantes no se evidencia la configuracion de ninguna forma de
pensamiento funcional. A continuacion se muestran algunos de los resultados mas representativos,
debido al proceso similar por varios estudiantes en cada una de las respuestas.

En cuanto a la configuracion de la forma de pensamiento de patrones recursivos, es preciso
mencionar que inicialmente algunos estudiantes se centran en una sola variable (variable
dependiente) e identifican el patron que se repite y comienzan a operar a partir de este. Por ejemplo,
en la Imagen 27 se observa que en el tercer problema la estudiante C4 sumo de5en5 ("5+ 5 +
5 = 15000”) para hallar la solucién del valor a pagar por las porciones de pizza. De esta manera,
ella reconocio el patron de la variable dependiente y se centrd en dicha variable para hallar la
solucion de la variable independiente.

- Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cudnto debe pagar si compra 3
porciones de pizza.

Belleki-ENelbe e
;Como lo has averiguado?

somos @—\-%5\%'—"—1‘3 2Aoe balen \os
es  gasiones A= Qizza

Imagen 27. Pensamiento de patrones recursivos configurada por C4. Problema 3

Hay que mencionar que existen estudiantes, al menos de grado tercero, que no solo presentan
pensamiento de patrones recursivos para responder las preguntas que estan orientadas a su
configuracién, sino que, también lo presentan en preguntas cuyo prop6sito no es el mismo. En este
sentido, se infiere que los estudiantes no logran establecer la relacion entre las dos cantidades
variables y se centran Unicamente en el patron de una sola variable. Por ejemplo, en la imagen 28
para el primer problema se observa que la estudiante T2 realizd palitos en grupos de dos para
representar las porciones de pizza que pide cada persona. De acuerdo a dicha ilustracion, es
probable que la estudiante a medida que responde las preguntas realiza mas palitos y de esta forma
contesta correctamente, tal como se ilustra en las Imagenes 29 y 30.
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Imagen 28. Configuracidn del pensamiento de patrones recursivos empleado por T2. Problema 1
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3. Si hay 3 personas en “Rolos pizza” y llega | persona mds, jcudntas porciones mads

debe preparar Juanito? S A A
LYY rye conmpepar "

.Coémo lo sabes?

4. Si hay 50 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, jcuantas porciones mas
debe preparar Juanito?
r

” & "€ WV = »

;Cdémo lo sabes?

Imagen 29. Pensamiento de patrones recursivos empleado por T2. Problema 1

/ ¥ f
3. ;Como encontraste ¢l nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si
llegan 100 personas a “Rolos pizza™?

ZHo

Imagen 30. Pensamiento de patrones recursivos empleado por T2. Problema 1

og

Dentro de las producciones elaboradas por los estudiantes se puede evidenciar que son pocos los
estudiantes que configuran la forma de pensamiento covariacional. Ademas, llama la atencion que
los que presentan esta forma de pensamiento en el primer problema suelen ser quienes lo
configuran en el segundo o en el tercero problema. En las Imagenes 31, 32 y 33 se muestra un
ejemplo de lo mencionado.

4. Si hay 50 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persofia mas, ¢cuantas porciones mas Transcripcion
debe preparar Juanito? “> mas”
~

oS

4Cémo lo sabes? “Tiene 50 personas y que

TrenQ so PU5,a5 v preparar 2 porcion a cada
"i 0t 0 P wpap,, i y una y le llega 1 persona
! P oo ones s oie b s tiene  preparale 2

porciones”
Imagen 31. Configuracion del Pensamiento covariacional por T5. Problema 1

En la Imagen 31 se observa un aspecto destacable relacionado con la configuracion del
pensamiento covariacional. Puesto que, en el primer problema, al preguntar por el nimero de
porciones de pizza que se debe preparar si llega una persona mas, el estudiante T5 argumento que
2 porciones de pizza mas. Asi mismo explicd que si hay 50 personas en la pizzeria se debe preparar
2 porciones por cada persona y al llegar 1 persona mas se necesitan 2 porciones mas. En este
sentido, se concluye que, el estudiante comprendio la relacion y el cambio simultaneo entre la
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variable independiente y la variable dependiente, por lo que al aumentar 1 en la variable
independiente aumenta 2 en la variable dependiente.

En la Imagen 32, se puede apreciar que el estudiante T5 a partir de la informacion que aparece en
la pregunta del tercer problema, reconocié que si bien para 3 amigos se paga $18000 por las
porciones de pizza mas el servicio a domicilio, al llegar 1 amigo més, debe sumar $5000 al valor
conocido para hallar el total a pagar. Por lo tanto, se deduce el estudiante examind que al cambiar
los valores de la variable independiente cambian los valores en la variable dependiente.

/& Sisabes que la madre de Pepito por 3 amigos que asistan al cumpleafios debe pagar Transcripcion.
118000 por las porciones de pizza y el domicilio, si llega 1 amigo més jcudnto més
deberfa pagar? 6. 23000
23000 '

(C6mo lo has averipuado? Porque si dice que 3 amigos

Pova ¢, ¢ '»'?".é_'e E y las pizza de los cael
\ ‘ 1¢e0 3 oM Yos | servicio a domicilio da
s O AT gl el Aokl 18000 mas 5000 da 23000
£y ¥ L & h) 4 ~f &5 ’
o0\ { He to S Seo e i ’t/ \, 5‘ e P, cod
W 23 ece

Imagen 32. Pensamiento covariacional empleado por T5. Problema 3

Un aspecto que se recalca dentro de aquellos estudiantes que configuran pensamiento
covariacional, hace referencia al empleo de esta forma de pensamiento incluso en preguntas cuya
intencion no era su configuracion. Por ejemplo, en la Imagen 34 se muestra que para el problema
3, el estudiante T3 explica que son “15000 por que cada porcion a cinco mil da 15000”. En
consecuencia, se infiere que considera que si 1 porcion de pizza cuesta $5000, 2 cuestan $10000
y 3 $150000 de lo cual se deduce que establecid la relacion entre las dos cantidades variables y
que al cambiar los valores en la variable independiente cambia los valores en la variable
dependiente.

I. Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 3
porciones de pizza.

] 5 o000

4C6mo lo has averiguado?
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Imagen 33. Pensamiento covariacional empleado por T3. Problema 3
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Por otra parte, también se aprecia la configuracion del pensamiento covariacional en la respuesta
brindada por C2 para el tercer problema al resolver el ejercicio inicial. La Imagen 33 ilustra la
manera en la cual el estudiante ubico los valores de la variable independiente y los valores de la
variable dependiente. Resulta interesante mencionar que a partir del proceso realizado, el
estudiante reconocio que al aumentar un amigo mas (variable independiente), el valor a pagar por
las porciones de pizza (variable dependiente) aumentara en $5000 mas. Puesto que, al parecer,
comprende que al aumentar consecutivamente el numero de amigos el valor a pagar aumenta en
$5000 més. De esta manera, se infiere que, C2 identifico el patron de la variable independiente y
el patron de la variable dependiente.

Daia que ¢l dia del cumpieadios de Pepito se acerca, sumadre se ha dirigido hasta “Rolos
przzas” pura colizar el precio de Ia porcién de pizzas y hacer el pedido, en la carta aparece
que cada porcién vale $9000, ayadalé a la madre de Pepito a averiguar cudnto debe pagar
st compra | poreidn, 2 porciones, 3 porciones, 5 porciones, 18 porciones, 43 porciones o
9% poreiones de pizza. :
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Imagen 34. Pensamiento covariacional empleado por C2. Problema 3

Otro aspecto que se destaca de la produccion escrita por C2, en la Imagen 34, hace referencia a la
configuracién del pensamiento de correspondencia. Dado que el proceso realizado para hallar el
valor a pagar por las primeras porciones de pizza, le permitid identificar el patron y la relacion
entre las dos cantidades variables, por lo que al preguntar por nimeros grandes, el estudiante
multiplicé el patron por la variable independiente para hallar el valor de la variable dependiente.

Por otra parte, es importante recalcar que el pensamiento de correspondencia es configurado en
mayor proporcién por ambos grados con respecto al pensamiento de patrones recursivos y
covariacional. En este sentido, resulta interesante observar que en las preguntas orientadas a la
configuracion de pensamiento de patrones recursivos, en relacion con el primer problema, la
mayoria de los estudiantes se centraron en la relacion entre la cantidad de personas y el nimero de
porciones de pizza. En la Imagen 35, se muestra que el estudiante T3 siguio el patron de multiplicar
2 por la cantidad de personas para establecer el resultado del nimero de porciones de pizza. De
este modo, T3 calculd el valor de la variable dependiente f(x) a partir del valor de la variable
independiente x al establecer la relacion entre los pares de valores (x, f(x)) para valores de x
correspondientes a los casos particulares.
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I. ;Coémo encontraste el niimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si
. coOnas? - sz / F e
llegan 4 personas? N WL = j,
X ‘*}

8]

(Coémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si
llegan 7 personas?

\

Imagen 35. Configuracidn de pensamiento de correspondencia empleado por T3. Problema 1

Ademas, dentro de las producciones elaboradas por los estudiantes, resulta interesante observar
que ellos pueden establecer de forma verbal la regla que relaciona la variable independiente y
dependiente (y = f(x)) (Cafadas et al., 2016 y Pinto, 2016). Por ejemplo, en la Imagen 36 se
observa que para la ultima pregunta del primer problema, la cual estd orientada hacia la
generalizacion entre la cantidad de personas y el nimero de porciones de pizza, el estudiante C4
explica con sus propias palabras la regla general que posibilita hallar el nimero de porciones de
pizza dada una cantidad de personas.

6. Juanito quiere hacer un registro de la cantidad de porciones de pizza que debe
preparar, ;como puede hallar el nimero de porciones de pizza teniendo en cuenta el
nimero de personas que han llegado a “Rolos pizza”. \
%’ \ ) { ¢ ‘y;‘ \'\' 2
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Imagen 36. Regla general creada por C4. Problema 1

En la Imagen 37 se evidencia que la estudiante T4, para hallar el valor a pagar por las porciones
de pizzay el servicio a domicilio cuando han llegado 73 amigos, multiplicé el nimero de personas
(73) por 5y al resultado obtenido le sumo 3 el cual hace referencia al valor del domicilio (73 x 5 =
365 ...365 + 3 = 368.000). Ademés, es importante mencionar que la estudiante no solo
establecio la regla para dicho caso particular, también explic6 de forma verbal la regla general que
permite hallar un Unico valor de la variable dependiente dado cualquier valor en la variable
independiente, al manifestar que para hallar el valor a pagar por las porciones de pizzay el servicio
a domicilio debe contar los nifios que hay y multiplicarlos por cinco y al resultado sumarle tres.
En consecuencia, la estudiante relaciond las dos cantidades variables y construyd la generalizacion
de la relacion de la variable independiente y dependiente y = f(x).
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/. 5ihan Hegado 73 amigos al cumpleaiios de Pepito ;Cémo le explicarias a su madre lo
que debe hacer para hallar el valor a pagar por las porciones de pizza y el servicio a
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Imagen 37. Configuracidn de pensamiento de correspondencia por T4. Problema 3

Otro ejemplo que da cuenta de la configuracion de pensamiento de correspondencia se evidencia
en la Imagen 38 relacionada con el problema 2. En principio, es importante enfatizar que aun
cuando la intencion de dicha pregunta no era establecer la generalizacion de la relacién, un
estudiante (C8) tiene indicios de establecer de manera espontanea la regla que permite encontrar
la cantidad de amigos dado cualquier nUmero de mesas al explicar que para averiguar el nUmero
de amigos que pueden sentarse a comer pizza tiene que multiplicar por 4 y al resultado sumarle 2.

Si sabes que hay 30 mesas, jde qué forma le explicarias a Pepito como averiguar el
nomero de amigos que pueden sentarse a comer pizza?

qu SHCHE Fue d S5t Opg ol e ca Cloh
+4 FICSoMma bag

Explica cmtm lo has pensado

WU \P(g o< 30 ,H\Qf@, 5 ¥ Lhhas
v resolthon2 s 3

Transcripcion

7. Que tiene que a ser una
multiplicacion x4 y le
sumaba 2.

Mitiplique 30 mesa x4
nifios y me sobron 2 nifios

G- y se lo sume al reultado.
“';x' I 1 4 g‘u“$(fa{'\( NG 120 . 30
x4
*’l’sé«‘,w;_ﬁ%«‘:::do 2 120
122

Imagen 38. Pensamiento de correspondencia empleado por C8. Problema 2

Posteriormente C8 multiplicé el nimero de mesas por la cantidad de amigos que se pueden ubicar
en los lados laterales de la mesa (30 X 4 = 120) y a este resultado le sumé 2 (120 + 2 = 122),
lo que quiere decir que se centrd en la relacion entre pares de valores de ambas variables y calculd
el valor de la variable dependiente (cantidad de amigos) a partir de la variable independiente
(ndmero de mesas). Por lo tanto, se concluye que el estudiante construyo la regla que relaciona la
variable independiente y dependiente y = f(x) y se enfoco en la relacion entre pares de valores
de ambas variables cuando calculé el valor de la variable dependiente f(x) a partir del valor de la
variable independiente x.
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4.2.2 Consideraciones finales del analisis de las producciones

De acuerdo a las investigaciones previas (Fuentes, 2014; Pinto, 2016; Rodriguez, 2016) y en
relacion con las producciones escritas por los estudiantes, se puede evidenciar que tanto los
sistemas de representacion como las estrategias empleadas sirven de base para reconocer e
identificar la presencia de las formas de pensamiento funcional. Sin embargo, de acuerdo a sus
caracteristicas existen algunos sistemas de representacion y estrategias que estdn mas
correlacionados con una de las tres formas de pensamiento funcional.

En cuanto a los sistemas de representacion que permiten reconocer la forma de pensamiento de
patrones recursivos se encuentra: el sistema de representacion pictorico y manipulativo. Dichos
sistemas de representacién al involucrar la visualizacion, posibilitan que los estudiantes a través
de las ilustraciones y el material manipulativo organicen la informacién y, a partir de esto,
reconozcan el patron, permitiendo de esta manera dar respuesta a las preguntas planteadas.
Ademas, el empleo de estos sistemas de representacion es usual en preguntas que incluyen valores
pequefios, asi mismo se presenta su uso al no identificar el patron y la regla que permita determinar
el resultado de la variable dependiente a partir de la variable independiente (Pinto, 2016). Por otra
parte, las estrategias que esta ligadas a la forma de pensamiento de patrones recursivos, de acuerdo
a sus caracteristicas son las estrategias de conteo y recursiva. La primera, se evidencia cuando los
estudiantes cuentan bien sea con material manipulable, con ayuda de los dedos o con dibujos que
ellos realizan, lo cual les permite poco a poco reconocer el patron. La estrategia recursiva se refleja
en el momento que ellos recurren a resultados anteriores y a estos les suman el patron para llegar
a la respuesta.

Por otro lado, los sistemas de representacion que estan relacionados con la forma de pensamiento
covariacional son: tabular, manipulativo y verbal. El sistema de representacion tabular esta
relacionado con esta forma de pensamiento, debido a que, al incluir la coordinacién de la variacion
en dos columnas, ayuda a los estudiantes hacer mas visible el cambio que se genera al mismo
tiempo entre dos cantidades relacionadas entre si (Tanisli, 2011). En cuanto al segundo, a través
de la exploracion del material manipulativo, facilita el reconocimiento de una manera mas eficaz
la relacion y el cambio simultaneo de la variable independiente y la variable dependiente. Por
altimo, el sistema de representacion verbal es frecuente, puesto que permite el uso del lenguaje
natural para expresar los cambios correspondientes en cada una de las cantidades variables. Cabe
resaltar, que este sistema de representacion por lo general se relaciona con las tres formas de
pensamiento funcional. En relacién con la estrategia que da cuenta de la forma de pensamiento
covariacional se encuentran: la estrategia recursiva. Dicha estrategia hace presencia cuando los
estudiantes se basan en los resultados anteriores de cada una de las cantidades variables para
averiguar el siguiente, una vez identifican el patron de al menos una variable.
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Por ultimo, los sistemas de representacion que al parecer se correlacionan con la forma de
pensamiento de correspondencia son: verbal, tabular y simboélico numérico. El sistema de
representacion verbal, por el hecho de generarse de manera natural en el momento de argumentar
sobre las relaciones que se evidencia, ha cobrado importancia a otras formas de expresar la
generalizacion, diferentes a la representacion simbolica algebraica (Cafiadas, Castro, & Castro,
2007). El sistema de representacion tabular, posibilita a partir de la observacion de las filas,
identificar la relacion entre pares de cantidades correspondientes, de igual forma permite un
acercamiento a la construccion de una regla que relacione las dos cantidades variables. Finalmente,
cuando los estudiantes reconocen el patron y la relacion entre dos cantidades variables es comun
el uso del sistema de representacion simbélico numérico.

Dentro de las estrategias que estdn mas relacionadas con la forma de pensamiento de
correspondencia se encuentran: las estrategias de particularizacion, duplicacién y operatoria. La
primera, se evidencia cuando al preguntar por un caso en general responden a partir de un caso
particular o explican su respuesta a través de un valor diferente al valor dado en la pregunta. La
segunda estrategia, hace presencia al identificar que el resultado de la variable dependiente es el
doble de la variable independiente. Por Gltimo, la estrategia operatoria es usual cuando los
estudiantes operan con cualquier cantidad que se precise, permitiendo averiguar la solucion a la
pregunta con una operacién, asi mismo cuando establecen una generalidad para el caso.

En sintesis, la Figura 2 da cuenta de la correlacion que tiene lugar entre los sistemas de
representacion, las estrategias y las formas de pensamiento funcional.

Formas de pensamiento

funcional
Patrones recursivos Covariacional Correspondencia
. . i ién: Sistema de representacion:
Sistema de representacion: Sistema de representacion: p
o e Tabular e Verbal
e Pictorico Manioulati e Tabular
. . [ )
e Manipulativo .anlr,)u_alvo - N -
e Simbdlico-numérico e Simbolico-numérico
e Verbal
Estrategia: Estrategia: Estrategia:
e Conteo e Recursiva e Particularizacion
e Duplicacion
e Operatoria

Figura 2 Correlacion entre sistemas de representacion, estrategias y formas de pensamiento funcional. 76



4.3 Contraste entre las producciones de tercero y cuarto grado

Los resultados (ver anexo 2 y 3) muestran que los estudiantes de grado tercero configuran en mayor
proporcion la forma de pensamiento de patrones recursivos en comparacion con los estudiantes
de grado cuarto. Lo anterior indica que gran parte de los estudiantes de grado tercero ponen énfasis
en el cambio de una sola cantidad variable, puesto que se basan en los resultados anteriores y a
estos le suman el patron para llegar a la respuesta o recurren al conteo de los dibujos que ellos
realizan, al material manipulativo e incluso cuentan con los dedos para llegar a la solucién de las
preguntas hasta reconocer la manera en que se da dicha relacion. Por otra parte, algunos de ellos
no solo configuran esta forma de pensamiento para responder las preguntas que involucran valores
pequefios, sino que también lo configuran para hallar la solucién de preguntas que incluyen valores
grandes (e,g., como se observa en la Imagen 29). Mientras que, solo algunos estudiantes de grado
cuarto, presentan pensamiento de patrones recursivos Unicamente para responder las preguntas
que estan orientadas a la configuracién de esta forma de pensamiento, este hecho se evidencia en
la Imagen 27 al contar de 5 en 5 para hallar la respuesta.

Las producciones elaboradas por los estudiantes de grado tercero y cuarto proporcionan pocas
evidencias sobre la configuracion de la forma de pensamiento covariacional. Lo cual, se debe a
que la mayoria de los estudiantes de ambos grados no reconocen la variacion simultanea entre la
variable independiente y la variable dependiente y en como los cambios en los valores de una,
producen cambios en la otra. Asi, de los estudiantes que no configuran esta forma de pensamiento,
algunos se centran en el cambio de una sola cantidad, mientras que otros reconocen la relacion
entre las dos cantidades variables involucradas y se enfocan en dicha relacidn, situacion que se
evidencia con mayor frecuencia en los estudiantes de grado cuarto. Por otro lado, en las
producciones escritas por los estudiantes de grado tercero se evidencia la configuracion de esta
forma de pensamiento en preguntas que no estan intencionadas a su configuracion, a diferencia de
los estudiantes de grado cuarto.

En relacién con la configuracion de la forma de pensamiento de correspondencia se puede inferir
que los estudiantes de tercero y cuarto grado configuran esta forma de pensamiento con mayor
frecuencia en relacion con la forma de pensamiento de patrones recursivos y covariacional. De
manera mas amplia, en la actividad matematica desarrollada por ambos grados se observa que la
gran mayoria de los estudiantes establecen la relacion entre los pares de valores involucrados
(x, f(x)) para casos particulares de la variable independiente y expresan de forma verbal la regla
general la relacion existente entre las dos cantidades que varian. Sin embargo, la actividad
algebraica desplegada por los estudiantes de grado cuarto proporciona mayor evidencia de la
configuraciéon de la forma de pensamiento de correspondencia. Esto, quiza, se debe a las
experiencias matematicas sobre patrones recursivos a las cuales se enfrentan los estudiantes de
grado cuarto, quienes pueden contar con mas herramientas para relacionar dos cantidades variables
involucradas.
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4.4 Conclusiones y nuevas rutas para seguir investigando

En este apartado se exponen algunas conclusiones relacionadas con la configuracion de las formas
de pensamiento funcional que presenta un grupo de estudiantes de tercero y cuarto grado de
Educacion Basica Primaria cuando trabajan con problemas que involucran relaciones funcionales
lineales. En consecuencia, se considera los hallazgos de los andlisis de las producciones escritas
por los estudiantes y algunos aspectos mencionados en investigaciones previas acerca del estudio
del pensamiento funcional.

En los resultados obtenidos se observa que la resolucion de problemas que involucran relaciones
funcionales lineales no proporcionales implica mayor dificultad que los problemas que involucran
relaciones funcionales lineales proporcionales. Esto se debe al incluir una cantidad constante que
interviene en la determinacion de los resultados. Asi, al menos para grado tercero, se les dificulta
reconocer el patrén y la relacion entre las dos cantidades que varian.

En los resultados se evidencia que el empleo del sistema de representacion manipulativo y
pictérico son fundamentales en el proceso de la resolucion de problemas que involucran relaciones
funcionales lineales, puesto que a partir de la manipulacion y la visualizacion se facilita a los
estudiantes la identificacion de patrones y la relacion entre las dos cantidades variables
involucradas. Por lo cual, estos sistemas de representacion permiten el posterior uso de los sistemas
de representacion verbal y simbdlico numérico.

Los resultados registrados se pueden complementar con los hallazgos de Payne (2012) quien
identifica que una forma de superar la falta de generalidad, se logra a través de las imagenes
visuales. De esta manera, se pudo observar que el sistema de representacion pictérico y
manipulativo juegan un papel importante dentro del proceso de generalizacion, dado que les
permitio a los estudiantes conectarse con el problema y de esta manera llegar a una regla explicita.

Por otra parte, las estrategias utilizadas por los estudiantes de grado tercero y cuarto también
proporcionan informacidn clave sobre como los estudiantes llegan a construir la regla general que
relaciona la variable independiente y la variable dependiente (x, f(x)). En este sentido, los
estudiantes generalmente, parten de la estrategia de conteo y la estrategia recursiva las cuales son
eliminadas cuando reconocen la relacion entre las dos cantidades que varian. Esto permite el
empleo de la estrategia operatoria, la cual a través de su uso posibilita que ellos expresen de forma
verbal la regla general que permite hallar un Unico valor en la variable dependiente dado un valor
en la variable independiente. De esta manera, se da respuesta a la linea de investigacién que deja
abierta Pinto & Cafadas (2017) quienes sugieren averiguar sobre “las estrategias que emplean los
estudiantes de Educacion Primaria al establecer una regla general que relacione las variables, en
el contexto funcional del algebra escolar” (p.9). Ademas, se confirma la idea de que la
generalizacion en el contexto de la Educacion Primaria permite que los estudiantes se alejen de las

78



particularidades que trae consigo el calculo aritmético identificando las relaciones matematicas
involucradas en la actividad que realizan (Blanton, Levi, Crites y Dougherty, 2011).

Los resultados aportan evidencias sobre como los estudiantes de tercero y cuarto desarrollan las
formas de pensamiento de patrones recursivos, covariacional y de correspondencia, al
representar, justificar y razonar con problemas que involucran relaciones funcionales. Las
producciones escritas por los estudiantes muestran que ellos a) representan y justifican las
relaciones por medio del empleo diversos sistemas de representacion y diferentes estrategias y b)
razonan sobre los sistemas de representacion y las estrategias para deducir y comprender el
comportamiento funcional de las variables involucradas.

Los hallazgos del andlisis de las producciones escritas por algunos estudiantes de tercero y cuarto
demuestran que la configuracion del pensamiento de patrones recursivos es un puente necesario
en el desarrollo del pensamiento funcional. De hecho, en esta investigacion se constata que el
reconocer y centrarse en el patron de una sola variable es un prerrequisito para que los estudiantes
comprendan la relacion entre las dos cantidades que varian, y facilita su pensamiento sobre las
relaciones. Asi, se evidencia la viabilidad de presentar en las primeras preguntas de cada uno de
los problemas valores consecutivos y no consecutivos, ya que esto posibilita la emergencia de la
configuracion de la forma de pensamiento de patrones recursivos a la configuracién de
pensamiento covariacional y de correspondencia.

Si bien, son pocas las respuestas que proporcionan evidencias sobre la configuracién de la forma
de pensamiento covariacional, se reconoce que aquellos estudiantes que lo presentan comprenden
la variacion simultanea entre la variable independiente y la variable dependiente, ademés describen
en como los cambios que se realizan en una variable producen cambios en la otra 'y en como dicho
cambio permanece constante.

Los resultados muestran que la gran mayoria de los estudiantes de grado tercero y cuarto
configuran pensamiento de correspondencia. Asi, dan cuenta de la relacion entre las dos
cantidades variables y crean la regla general que permite establecer la relacion entre la variable
independiente y dependiente, lo cual les permite determinar un Unico valor en la variable
dependiente dado cualquier valor en la variable independiente. Este hecho deja ver que los
estudiantes cuando trabajan con situaciones contextualizadas que incluyen relaciones funcionales
lineales no solo identifican los patrones, sino que también establecen las relaciones en las que
aparecen implicados los valores de la variable independiente y dependiente (Pinto, 2016; Pinto, et
al., 2016; Rodriguez, 2016).

De acuerdo a los hallazgos obtenidos se puede apreciar que las formas y desarrollo de pensamiento

funcional propuestas por Smith (2008) son clave para la construccién de problemas que involucran
relaciones funcionales lineales. Puesto que presentan caracteristicas esenciales que sirven de base
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para la formulacién de preguntas que orienten a los estudiantes al trabajo con conceptos asociados
a las funciones. Por otra parte, el trabajo con estos tipos de problemas posibilita que los estudiantes
se conviertan en sujetos activos que construyen conceptos algebraicos a través del uso de diversos
sistemas de representacion y diferentes estrategias, los cuales son fundamentales para dar sentido
a las relaciones funcionales.

El marco conceptual elaborado a base de tres referentes: didactico, curricular y matematico fue
fundamental para considerar aspectos importantes que posibilitan reconocer factores como: (a) la
identificacion de las actividades que permiten a los estudiantes potenciar el desarrollo del
pensamiento funcional; el reconocimiento del tipo de problemas que promuevan a los estudiantes
al trabajo con patrones y relaciones entre dos variables; la importancia de los problemas
contextualizados con el fin de que los estudiantes puedan relacionar conceptos matematicos con
situaciones de la vida cotidiana y expresen su actividad matematica de forma natural con el objeto
de reconocer situaciones que evoquen procedimientos como base para identificar la configuracion
de las formas de pensamiento funcional; (b) la identificacion de algunos estandares basicos de
competencias en matematicas de los ciclos de 1-3 y de 4-5 propuestos por el MEN; y (c) el
reconocimiento de aspectos matematicos para el disefio de los problemas que posibilitan un
espacio amplio para el estudio de las formas de pensamiento funcional.

Los resultados de la investigacidn permiten sentar bases mediante los cuales los docentes atiendan
cémo transformar y extender sus recursos actuales para que el contenido aritmético de los grados
de Educacion Primaria se pueda extender a oportunidades mas alla del trabajo con patrones, a
través de algunos problemas y preguntas que posibiliten a los estudiantes un acercamiento a la
generalizacion y formalizacion de su pensamiento matematico. Debido a que los hallazgos
muestran que los estudiantes desde edades tempranas identifican patrones, reconocen la relacion
entre las dos cantidades variables y crean una regla para hallar la soluciéon de preguntas que
consideran casos particulares.

En el contexto de los primeros grados escolares, algunos investigadores reconocen que la
generalizacion puede ser expresada de diferentes formas, transitando desde el uso del lenguaje
verbal hasta llegar a emplear elementos més simbdlicos (Blanton, 2008). Si bien, en los resultados
obtenidos no se evidencia el empleo del sistema de representacion simbdlico algebraico (quiza
porque en las preguntas planteadas en cada uno de los problemas propuestos no se considero esto
como requisito) vale la pena sefialar que se sentaron bases solidas para que eventualmente los
estudiantes doten de significado las representaciones alfa-numéricas del algebra sofisticada.

Se destaca que la mayoria de los estudiantes justifican sus razonamientos de manera apropiada
para cada una de las preguntas planteadas. Asi, dichas justificaciones constituyen un factor
importante en el desarrollo del pensamiento algebraico (Payne, 2012) porque facilitan el
reconocimiento de los procesos que llevan a cabo los estudiantes para llegar a la generalizacion de
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las relaciones de las variables involucradas. Por tanto, los problemas y las preguntas propuestas en
este trabajo se pueden aplicar en el salon de clase como medios para promover el pensamiento
algebraico a través del pensamiento funcional en estudiantes de Educacion Primaria y de esta
manera acatar el llamado de Payne (2012), quien propone incluir la justificacion como una
caracteristica de estos problemas para examinar las formas en las cuales los estudiantes justifican
sus razonamientos.

Con este trabajo se aporta mayor evidencia sobre las herramientas que poseen los estudiantes desde
edades tempranas para fomentar pensamiento algebraico a través del pensamiento funcional. Asi,
los resultados encontrados aporta a las investigaciones previas (Quitian & Sopo (2013), Fuentes
(2014), Pinto (2016), Pinto, et al., (2016), Rodriguez (2016) y Pinto & Cafiadas (2017)) la cuales
se han focalizado en torno al pensamiento funcional principalmente en los grados primero,
segundo y quinto de Educacion Primaria. Al trabajar con estudiantes de grado tercero y cuarto se
puede aportar mayor informacion sobre como los estudiantes de Educacién Primaria desarrollan
problemas contextualizados que involucran relaciones funcionales lineales.

Al igual que otras investigaciones, la culminacion de esta deja abierta una serie de rutas e ideas
para seguir trabajando. Al respecto, es pertinente sefialar que dado que el pensamiento
covariacional no se evidencié en amplia proporcion conviene desarrollar nuevas investigaciones
que se ocupen del disefio de problemas o estrategias de intervencion en el aula que promuevan esta
forma de pensamiento funcional. Ademas, es importante que los problemas involucren la
promocion y uso del simbolismo alfanumérico del algebra con el fin de analizar el impacto que
puede representar para los estudiantes de Educacion Bésica Primaria en el contexto escolar
colombiano.

Aunque en la presente investigacion Unicamente se trabaja con estudiantes de tercero y cuarto
grado, la secuencia de problemas propuesta también puede implementarse con grado quinto con el
propdsito de complementar los hallazgos y ampliar la vision del pensamiento funcional en la
Educacion Basica Primaria. Por otro lado, se sugiere construir un disefio de problemas que
involucre relaciones funcionales cuadraticas y exponenciales, puesto que el trabajo con problemas
que involucran relaciones funcionales lineales da cuenta de la factibilidad de llevar al aula de clases
este tipo de problemas como forma de fomentar el pensamiento algebraico a través del
pensamiento funcional.

Por ultimo, se sugiere para futuras investigaciones centrar la atencion en las dificultades que
presentan los estudiantes cuando trabajan con tablas (como un aspecto fundamental en la busqueda
de promocion del pensamiento funcional). Si bien, gran parte de los estudiantes, a través de estas
hallan patrones, se centran en las dos columnas de manera independiente, identifican la relacion
de correspondencia y establecen la regla de dicha relacion, existen estudiantes que se centran en
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una sola columna y establecen la diferencia entre los valores de la variable dependiente dejando
de lado los valores de la variable independiente.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Ayala, A. (2017). Evolucidn del significado que estudiantes de tercero de primaria le otorgan a
la letra en contextos funcionales.Universidad de Granada.

Barbosa, A. (2011). Patterning problems: sixth graders’ ability to generalize. Trabajo
presentado en el CERME 7, Rzeszéw, Polonia.

Bastias, & Moreno. (2016). Analysis of evidences about functional thinking in 5th level of
primary education, 3(3), 2016.

Blanton, M. (2008). Teaching Practices That Develop Children’s Algebraic Thinking Skills.
Algebra and the Elementary Classroom Transforming Thinking , Transforming Practice.
https://books.heinemann.com/shared/onlineresources/E00946/blanton00946Sam ple.pdf

Blanton, M., Brizuela, B. M., & Cafiadas, M. C. (2016). Second graders articulating ideas about
linear functional relationships. Journal of Mathematical Behavior, 41, 87-103.
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2015.10.004

Blanton, M., Brizuela, B. M., Gardiner, A. M., Sawrey, K., & Newman-Owens, A. (2015). A
Learning Trajectory in 6-Year-Olds’ Thinking About Generalizing Functional
Relationships. Journal for Research in Mathematics Education, 46(5), 511-558.
https://doi.org/10.5951/jresematheduc.46.5.0511

Blanton, M., & Kaput, J. (2004). Elementary Grades Students’ Capacity for Functional Thinking.
Proceedings of the 28th Conference of the International Group for the Pyschology of
Mathematics Education, 2, 135-142.

Blanton, M., & Kaput, J. (2011). Functional Thinking as a Route Into Algebra in the Elementary
Grades. Early Algebraization, 5-23. https://doi.org/10.1007/978-3-642-17735-4_2

Blanton, M., Levi, L., Crites, T. y Dougherty, B. (2011). Developing essential understanding of
algebraic thinking for teaching mathematics in Grades 3-5. Essential Understanding Series.
Reston, Va.: National Council of Teachers of Mathematics.

Brizuela, B. M., & Alvarado, M. (2010). First graders * work on additive problems with the use
of different notational tools. Revista IRICE (Vol. 21).

Cafadas, M., Castro, E., & Castro, E. (n.d.). Patrones, generalizacion y estrategias inductivas de
estudiantes de 3° y 4° de la eso en el problema de las baldosas, (2007), 283—-294.

Cafadas, M., & Fuentes, S. (2015). Pensamiento funcional de estudiantes de primero de
educacion primaria: un estudio exploratorio., (1999), 211-220.

Cafadas, M., & Molina, M. (2016). Aproximacion al marco conceptual y principales
antecedentes del pensamiento funcional en las primeras edades, (2016), 209-218.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-32258-2

82



Carpenter, T. P., & Levi, L. (2000). Developing Conceptions of Algebraic Reasoning in the
Primary Grades. Research Report. Research Report: National Center for Improving Student
Learning and Achievement in Mathematics and Science, (5), 1-22.

Demosthenous, E., & Stylianides, A. (2014). Algebra-related tasks in primary school textbooks.
In C. Nicol, P. Liljedahl, S. Oesterle, & D. Allan (Eds.), Proceedings of the Joint Meeting of
PME 38 and PME-NA 36 (Vol. 2, pp. 369-376). Vancouver, Canada.
http://doi.org/10.1017/CB09781107415324.004

Fuentes, S. (2014). Pensamiento funcional de alumnos de primero de educacion primaria. un
estudio exploratorio. Universidad de Granada.

Godino, Batanero & Font. Fundamentos de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas para
maestros. In Ministerio De Educacion.

Hernandez, R., Fernandez, C., & Baptista, M. (2014). Metodologia de la investigacion. (6a ed).
México, DF: McGraw-Hill.

Kaput, J. J. (2008). What is algebra? What is algebraic reasoning? In J. J. Kaput, D. W. Carraher,
& M. L. Blanton (Eds.), Algebra in the early grades (pp. 5-17). New York, NY: Lawrence
Erlbaum.

Kieran, C. (2004). Algebraic Thinking in the Early Grades: What Is It? The Mathematics
Educator,(1), 139-151.

MEN. (1998). Lineamientos curriculares de matematicas. Santa Fé de Bogota, Colombia.

MEN (2006). Estandares Basicos de Competencias en Lenguaje, Matematicas, Ciencias y
Ciencias Ciudadanas. Santa Fe de Bogota. Colombia.

Merino, E. (2012). Patrones y representaciones de alumnos de 5° de educacion primaria, una
area de generalzacion. Universidad de Granada.

Merino, E., Cafadas, M., & Molina, M. (2013). Uso de representaciones y patrones por alumnos
de quinto de educacién primaria en una tarea de generalizacion. Edma 0-6: Eduacién
Matematica En La Infancia, 2(1), 24-40.

Ministerio de Educacion Nacional. (2006). Estandares Basicos de Competencias en Matematicas.
Estandares Basicos de Competencias En Lneguaje, Matematicas, Ciencias y Cuidadanas,
46-95. https://doi.org/958-691-290-6

Molina, M. (2009). Una propuesta de cambio curricular: integracion del pensamiento algebraico
en educacion primaria. Pna, 3(3), 135-156.

Morales, A., Del Rio, A., Cafadas, M., & Molina, M. (2015). Estudio del pensamiento funcional
de estudiantes de educacion primaria, 4(2009), 2015.

Morales, R., Cafiadas, M., Brizuela, B., & Gomez, P. (2016). Estudiantes de primero de
educacion primaria y involucran funciones lineales functional relationships identified by
first graders and problem solving strategies in problems that involve linear functions, 365—
375.

Obando, G. (2009). Profesora, ¢qué es multiplicar?, 1-10.

83



Osorio, M. (2016). El paso de la aritmética al algebra. Universidad Nacional. Retrieved from
http://www.bdigital.unal.edu.co/56283/

Payne, N. (2012). Tasks that Promote Functional Reasoning in Early Elementary School
Students. Saudi Med J, 1-167. https://doi.org/10.1073/pnas.0703993104

Pinto, E. (2016). Relaciones funcionales, sistemas de representacion y generalizacion en
estudiantes de tercero de primaria. Universidad de Granada.

Pinto, E., & Cafadas, M. (2017). Estructuras y generalizacion de estudiantes de tercero y quinto
de primaria: un estudio comparativo.

Pinto, E., Cafadas, M., Moreno, A., & Castro, E. (2016). Relaciones funcionales que evidencian
estudiantes de tercero de educacion primaria y sistemas de representacion que usan.

Quitian, S., & Sopo, M. (2013). Evidencias del Pensamiento Funcional en nifios de Segundo de
Educacion Basica Primaria. Universidad Pedagogica Nacional.

Radford, L. 2006. Algebraic thinking and the generalization of patterns: A semiotic perspective.
In Proceedings of the 28th Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, North American Chapter, ed. S. Alatorre, J.L. Cortina, M. Sa’iz,
and A. Me'ndez, Vol. 1, 2?21. Merida, Mexico.

Radford, L. (2010). Algebraic thinking from a cultural semiotic perspective. Research in
Mathematics Education, 12(1), 1-19. https://doi.org/10.1080/14794800903569741

Rico, L. (2006). La competencia matematica en PISA. PNA, 1(2), 47-66. Smith,

Rico, L. (2009). Sobre las nociones de representacion y comprension en la investigacion en
Educacion Matematica, 4, 1-14.

Rodriguez, A. (2016). Manifestaciones de pensamiento funcional de alumnos de segundo de
primaria en un juego de tarjetas. Universidad de Granada.

Rojas, P., & Vergel, R. (2013). Procesos de Generalizacion y Pensamiento Algebraico.
Educacion Cientifica y Tecnol6gica.

Schliemann, A., Carraher, D., & Brizuela, B. (2001). When tables become function tables.
Proceedings of the 25th Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, 4, 145--152 ST-- When tables become function tables.

Smith, E. (2008). Representational thinking as a framework for introducing funcions in the
elementary curriculum. En J. Kaput, D. Carraher y M. Blanton (Eds.), Algebra in the early
grades (pp. 133-160). Nueva York, NY: Routledge.

Tanisli, D. (2011). Functional thinking ways in relation to linear function tables of elementary
school students. Journal of Mathematical Behavior, 30(3), 206-223.
https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2011.08.001.

Valoyes, L. & Malagon, M. (2006). Formacion de pensamiento algebraico en la educacién
escolar. Santiago de Cali: Universidad del Valle.

Vargas, E. (2011). El concepto de funcion y sus aplicaciones en situaciones relacionadas con

84



fendmenos fisicos que conducen a un modelo cuadratico, una propuesta para trabajar en el
grado noveno. Univesidad Nacional De Colombia. Universidad Nacional de Colombia.

Vergel, R. (2010). La Perspectiva de Cambio Curricular Early-Algebra como Posibilidad para
desarrollar el Pensamiento Algebraico en Escolares de Educacion Primaria : Una Mirada al
Proceso Matematico de Generalizacion, 1980, 69-81.

Warren, E., & Cooper, T. (2005). Introducing Functional Thinking in Year 2 : a case study of
early algebra teaching, 6(2), 150-162.

85



Anexos

UNIVERSIDAD DEL VALLE
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA

e 2 e -

AREA DE EDUCACION MATEMATICA
Universidad demesr:ltl.iltcuatcniﬁn
del valle Y pedagogia

Anexo 1. Secuencia de problemas que involucran relaciones funcionales lineales.

Rolos pizza y el cumpleafios de Pepito

Habia una vez un hombre amable, alegre y
espontaneo llamado Juanito, que trabajaba
arduamente en una pizzeria todos los dias. Un
buen dia después de una larga y pesada
jornada de trabajo, Juanito estando en su casa
se sent6 a meditar en la posibilidad de no ser,
solo un empleado y pensd en colocar su
propia pizzeria a la que le llamara “Rolos
pizza”, Juanito sabia que era uno de los
mejores pizzeros de la ciudad, asi que se puso
en marcha.

Primero, Juanito desea saber cuantas
porciones de pizzas deberia hacer, si llega
una persona, dos personas, tres personas o0 mas, con la condicién de cada persona debe pedir dos
porciones de pizza.

Para ello, ha realizado una tabla que se muestra a continuacion, en la que registré la cantidad de
personas y el nimero de porciones de pizzas que deberia hacer. Ahora le vamos a ayudar a terminar
la tabla y vamos a responder a unas preguntas.

Cantidad de personas Numero de porciones de pizza

\739@3;:_ o
& 0
)P
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19

50

100

¢Como encontraste el numero de porciones de pizza que debe preparar Juanih
si llegan 4 personas?

¢Cémo encontraste el nimero de porciones de pizza que debe preparar Juanito

si llegan 7 personas?
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3. Si hay 3 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, ¢cuantas porciones mas
debe preparar Juanito?

¢Coémo lo sabes?

4. Si hay 50 personas en “Rolos pizza” y llega 1 persona mas, ;cuantas porciones
mas debe preparar Juanito?

¢Como lo sabes?

5. ¢Como encontraste el numero de porciones de pizza que debe preparar Juanito si
llegan 100 personas a “Rolos pizza”?

6. Juanito quiere hacer un registro de la cantidad de porciones de pizza que debe
preparar, ¢cémo puede hallar el nimero de porciones de pizza teniendo en cuenta el
numero de personas que han llegado a “Rolos pizza”.

88



Pepito le dice a su mama que las pizzas que venden en “Rolos
pizza” son deliciosas y le gustaria comprar en su cumpleafios
para repartir a sus amigos, a lo que su madre esta de acuerdo y
le dice que debe organizar a sus compafieros en mesas, de tal
forma que al unirlas queden en una solafila. Paraello le muestra
un ejemplo de la manera como deben estar ubicados.

Ayudale a Pepito a responder algunas preguntas que su madre le ha planteado.

1. ¢Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza en 1 mesa?

2. ¢Cuéntos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 2
mesas?

3. ¢Cuéantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 3
mesas?

4. ¢Cuantos amigos de Pepito pueden sentarse a comer pizza si se juntan 6
mesas?
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4 N

5. Sabemos que al juntar 2 mesas se pueden sentar 10 personas, si se coloca 1 mesa mas,
jcuantas personas mas pueden sentarse?

¢Como lo has averiguado?

o

6. Sabemos que al juntar 10 mesas se pueden sentar 42 personas, si se coloca 1 mQ
mas, ;cuantas personas mas pueden sentarse?

¢Coémo lo has averiguado?

o /
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ﬁSi sabes que hay 30 mesas, ¢de qué forma le explicarias a Pepito como averiguarh
numero de amigos que pueden sentarse a comer pizza?

Explica como lo has pensado

o /

8. Si Pepito ha juntado 50 mesas, ¢cuantos amigos pueden sentarse a comer pizzah
su fiesta de cumplearios?

Explica como lo has averiguado

o /
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Dado que el dia del cumpleanos de Pepito se acerca, su madre se ha dirigido hasta “Rolos pizzas”
para cotizar el precio de la porcion de pizzas y hacer el pedido, en la carta aparece que cada
porcion vale $ 5000, ayudale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 1
porcidn, 2 porciones, 3 porciones, 5 porciones, 18 porciones, 43 porciones 0 95 porciones de pizza.

1. Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 3
porciones de pizza.

¢Como lo has averiguado?

2. Ayudale a la madre de Pepito a averiguar cuanto debe pagar si compra 5
porciones de pizza

¢Como lo has averiguado?

4 N

3. Si la madre de Pepito pagara $15000 ¢ Cuéntas porciones de pizza habré pedido?

¢ Coémo lo sabes?

N /
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Juanito le dice a la madre de Pepito que tiene servicio a domicilio con un costo de $ 3.000
independientemente del numero de porciones de pizza que lleven hasta su casa. La madre de Pepito
desea saber cuanto deberia pagar en total teniendo en cuenta que el precio de cada porcion de pizza
es de $ 5000 y el costo del servicio a domicilio que es de $3000. jUna vez mas necesita que le
ayudes a contestar algunas preguntas que requiere responder para conocer el valor exacto a pagar!

4. Si a la casa de la madre de Pepito le han llevado 3 porciones de pizza, ¢cuanto
debe pagar por las porciones de pizzay el servicio a domicilio?

¢Coémo lo sabes?

5. Si ahora la madre de Pepito cuenta con 6 porciones de pizza en su casa, ;cuanto
debe pagar por las porciones de pizzay el servicio a domicilio?

¢ Coémo lo sabes?

6. Si sabes que la madre de Pepito por 3 amigos que asistan al cumpleafios debe pagyh
$18000 por las porciones de pizza y el domicilio, si llega 1 amigo méas ¢cuanto mas
deberia pagar?

¢Como lo has averiguado?

o /
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ﬁSi han llegado 73 amigos al cumpleafios de Pepito ¢(Como le explicarias a su madh
lo que debe hacer para hallar el valor a pagar por las porciones de pizza y el servicio a
domicilio?

¢ Coémo lo sabes?

- /

Finalmente llegé el dia del cumpleafios de Pepito, su madre logro el objetivo de conocer cuanto
debe pagar por la compra y de esta manera todos sus amigos disfrutaron de la pizza y pasaron un

dia agradable.
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Anexo 2. Resultados grado tercero.
Tabla 12.Resultados de la implementacién grado tercero.

@ © Sistema dg Forma_s de
E *%' representacion Estrategias pensamiento
_(.é ? funcional
@ | a [V[Ma [P[T[Sn [M|O [R [Ct|[Rd [Du [Pa[Ina [Em [PR [CV [CR
CT 8 1 8 5 |5 [1 1 5
1 ]1 8 6 [1 |1 1 1 2 6
-2 |1 1 8 7 [1 1 1 5
E ] 3 |5 1 4 3 |4 1 ]2 1 2 3
5[ 4 |7 1 1 4 1 [1 1 1 2 4 1
x| 5 |6 1 3 1[4 |1 |1 1 1 1 1 4
6 |7 2 3 5
1 |64 1 3 |3 4 |1 5 2
2 [6]3 1 1 4 [4 1 [3 |1 1 4 2
3 [7]4 1 5 [3 |2 [3 |1 1 6 1 1
S| 4 |7]2 2 3 6 |2 [3 [3 |1 1 5 2
5[5 |7 1 3 |3 |1 2 (1 |1 |3 |1
316 |7 3 1 2 |2 |2 |2 3 2 3 2
a [ 7 |5 2 5 5 |3 4 2 1 4
8 |6 4 1 4 |3 1 3 3 1 4
El 1132 5 5 3
1 |54 6 3 |1 ]1 [4 1 5 1 1
w | 2 |5]4 1 5 4 (2 [1 |4 5 2
s 3 |5]1 7 3 /6 [1 [1 3 2 3
2| 4 |6]2 6 3 |6 2 2 6
g 5 6|2 5 4 |3 3 1 2 5
6 |6 6 3 |5 3 3 3
7 |4 7 3 |2 1 4

Nota: V: verbal, Ma: manipulativo, P: pictérico, T: tabular, Sn: Simbélico numérico, M: Mdltiple;
O: operatoria, R: recursiva, Ct: conteo de dibujos, Rd: respuesta directa, Du: duplicacién,
Pa: particularizada, Em: Estrategia multiple; Pr: patrones recursivos, Cv: pensamiento

covariacional, Cr: pensamiento de correspondencia.
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Anexo 3. Resultados grado cuarto.
Tabla 13. Resultados de la implementacion grado cuarto.

o | Sistema d-e’ Forma_s de
g E representacion Estrategias pensamiento
o| 3 funcional
2| &
Sl [V|Ma |[P|T{Sn M |O |R [Ct|Rd [Du |[Paflna [Em |[PR |[CV |CR
CT 8 |3 7 2521 2 1 6
1 |4 6 | 3|6 7
=12 |2 6 | 2|6 1 7
E| 3 |6 4 [ 3|6 1 6
S| 4 |6 5 [ 4] 6 2 4
a| 5 |2 6 1] 6 1 6
6 |7 9 2 7
1 [7] 8 |1 2 |33 4 | 1 1 3
2 [6] 8 |1 4 [ 341 |2 1 2 4
S| 3 |6] 8 |1 3 2521 1 1 2 2
E| 4 |6 1 3 [2]3[3]1 1 1 1 5
2[5 [5 4 [ 4251 2 5 | 3
[ 6 |5 5 [ 5|17 2 2
7 |8 1 7 |77 1 1 7
8 |7 8 | 6 |7 1 6
El |2 1] 5 [ 1]6 1 5
1 |5 4 7 [5]6 |1 1 6
S 2 el 2 7 |6 |7 1 7
El3 |6 3 [ 1]3]2 1 2 1 | 1
?é 4 |5 5 | 3|6 1 6
a| 5 |5 6 | 4] 6 7
6 |3 5 |1 4]2 1 4 1
7 |6 6 | 5] 6 1 7

Nota: V: verbal, Ma: manipulativo, P: pictérico, T: tabular, Sn: Simbélico numérico, M: Mdltiple;
O: operatoria, R: recursiva, Ct: conteo de dibujos, Rd: respuesta directa, Du: duplicacion,

Pa: particularizada, Em: Estrategia mdaltiple; Pr: patrones recursivos, Cv: pensamiento
covariacional, Cr: pensamiento de correspondencia.
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