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RESUMEN

Este trabajo de grado pretende presentar una caracterizacion de elementos para la ensefianza
de la Esperanza Matematica asociada a juegos equitativos, realizada a estudiantes de Maestria
en Educacion de la Universidad del Valle. Esta caracterizacion se hace con base a la
delimitacion de elementos histéricos, curriculares y didacticos, los cuales permiten
vislumbrar la ensefianza de la Esperanza Matematica (EM) desde multiples perspectivas
interrelacionadas. Inicialmente esta caracterizacion comienza haciendo un recorrido
histérico-epistemoldgico que data el surgimiento, establecimiento y consolidacion de la EM
en los siglos XVII, XVIII y XIX. Luego, se realiza un rastreo de los elementos curriculares
relacionados con la EM en el curriculo colombiano y se propone una comparaciéon con
curriculos y proyectos internacionales (NCTM, ESO, Project GAISE). Con base a lo anterior
y tomando en consideracion el marco tedrico de referencia propuesto por Shulman et al
(1986), se disena y aplica un cuestionario a estudiantes de maestria, esto con el fin de
reconocer algunos de los errores, sesgos y dificultades en torno a la ensefianza de la EM, y
brinda también herramientas para delimitar elementos el Conocimiento Didactico del

Contenido Especifico para la EM.

Palabras Clave: Esperanza Matematica, Probabilidad, Juegos de azar, Ensefnanza.



INTRODUCCION

Historicamente los juegos de azar han sido y son una de las principales formas de recreacion
que posee el ser humano, motivado por el riesgo y la incertidumbre, el sujeto guarda gran
expectativa en los juegos de azar para que su apuesta salga favorecida y ganar grandes sumas

de dinero.

La revision de los antecedentes ha permitido inferir que el ser humano desde su nifiez posee
ideas intuitivas sobre probabilidad y juegos de azar, dada su vasta experiencia en fendmenos
aleatorios que estan a su alrededor; esto ha posibilitado afirmar a investigadores que incluso
sin una formacién en contenidos en estadistica y probabilidad un apostador puede establecer
de manera intuitiva si un juego de azar es justo o no (Batanero, Ortiz y Serrano; 2007). Sin
embargo, se reconoce que estudiantes presentan sesgos, errores y dificultades en torno a
fenomenos aleatorios, debido a que algunos de sus razonamientos estan basados en principios

y creencias triviales que no tienen una base tedrica en la estadistica y probabilidad.

Al escudrifiar en investigaciones acerca de la introduccion de contenidos en estadistica y
probabilidad, se ha encontrado que los profesores y estudiantes de licenciatura poseen
dificultades en la adquisicion del conocimiento base para la ensefianza de contenidos en
estadistica y probabilidad, asi como problemas en el reconocimiento de estructuras y
estrategias metodologicas para la transformacion de dichos contenidos (Bolivar, 2005;

Guerrero, 2015).

De esta manera, se puede entrever que en diversas investigaciones que el aprendizaje de

estadistica y probabilidad es un elemento fundamental durante la formacion del ciudadano



promedio, debido que la inclusion de éste tipo de contenidos! contribuye notablemente a la
toma de decisiones en situaciones de incertidumbre. Sin embargo, a partir de la indagacion
de los antecedentes anteriormente mencionados, se ha encontrado que la formacién de los
profesores en la construccion y significacion de contenidos en estadistica y probabilidad
posee deficiencias y limitantes para la atencion de las necesidades del estudiantado en los

niveles basico, medio y superior.

En virtud de las diversas dificultades y la problematica expuesta en torno a la ensefianza de
la Esperanza Matematica, en este trabajo de grado se presenta una propuesta para caracterizar
alguno de los elementos mas importantes para potenciar su ensefianza significativa. De esta
manera la pregunta de investigaciébn que guia este trabajo de grado es: ;Qué elementos
historicos, curriculares y diddcticos pueden ser caracterizados en el abordaje de la

esperanza matemdtica a traves de los juegos de azar?

Con respecto a los marcos teoricos y de referencia para este trabajo de grado, se tiene que: el
marco de referencia histdrico y epistemoldgico propuesto por Diaz (2013), permite
identificar y caracterizar los elementos que guardan relacion con el surgimiento,
establecimiento e institucionalizacion la esperanza matematica asociada a los juegos de azar;
mientras que el marco curricular propuesto por Guerrero (2015) permite analizar y comparar
los curriculos internacionales con respecto al curriculo nacional; por Gltimo el marco tedrico
propuesto por Shulman et al (1986) permite disefiar y analizar un instrumento de
investigacion, el cual se aplicé a 7 estudiantes de Maestria en Educacion de la Universidad

del Valle, a partir de los resultados se describen las categorias de conocimientos necesarias

1 Es importante resaltar, que la instruccion de contenidos en estadistica y probabilidad no garantiza
el desarrollo de un pensamiento aleatorio o una alfabetizacion estadistica.



para determinar el Conocimiento Didactico del Contenido especifico para la ensefianza de la

esperanza matematica.

En el tercer capitulo se describen los elementos historicos y epistemologicos relacionados
con la esperanza matematica, para lo cual haciendo un extenso recorrido por su inicio,
consolidacion y aplicaciones posteriores en los siglos XVI, XVII y XVII. En este orden de
ideas, se comienza con la delimitacion de la prehistoria dela probabilidad; luego se describe
el surgimiento de la probabilidad y esperanza matemadtica; seguidamente se resume el
establecimiento e institucionalizacion de la esperanza matematica; y se culmina el capitulo

presentando las conclusiones encontradas luego dicha indagacion histérico-epistemoldgica.

En el cuarto capitulo se describen los elementos curriculares nacionales e internacionales que
guardan relacion con la ensefianza de la esperanza matematica y juegos equitativos. En este
orden de ideas, primeramente, se presenta al lector un extenso rastreo curricular sobre
aquellos elementos del curriculo nacional, tomando en consideracion los Lineamientos
Curriculares en Matematicas, los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y los
Derechos Basicos de Aprendizaje propuestos por el Ministerio de Educaciéon Nacional
propuestos en el 1998, 2003 y 2013 respectivamente. En contraste a lo anterior, se presenta
un rastreo de los elementos que guardan relacién con la esperanza matematica en dos
curriculos internacionales (ESO y NCTM) y un proyecto internacional (GAISE). Se culmina
el capitulo presentando las conclusiones encontradas luego del rastreo y comparacion de la

perspectiva nacional e internacional.

En el quinto capitulo se describen aquellos elementos didacticos que guardan relacion con la
ensefianza de la Esperanza Matematica asociada a los juegos de azar. Inicialmente, se

presenta el disefio y andlisis a priori del instrumento de investigacion titulado “Evaluacion
4



de conocimientos sobre esperanza matematica y juegos equitativos”, el cual va dirigido a
estudiantes de Maestria en Educacion de la Universidad del Valle. Posteriormente, se
presentan, a modo de sintesis, los resultados obtenidos luego de la aplicacion de la prueba,
en dichos resultados se explicitan los criterios de calificacion de cada pregunta, asi como las
respuestas correctas, parcialmente-correctas e incorrectas mas frecuentes de los estudiantes.
Luego, se presenta el andlisis de los resultados, el cual busca delimitar todos aquellos
elementos didacticos que se pueden extraer a partir de la recoleccion de los resultados del
instrumento, entre estos elementos se encuentra delimitar algunos errores, dificultades y
sesgos asociados con la ensefianza y el aprendizaje de la Esperanza Matematica.
Seguidamente se presentan la descripcion de las categorias de conocimiento necesarias para
determinar el Conocimiento Didactico del Contenido en relacion con la ensefianza de la
esperanza matematica, asi como la delimitacion y caracterizacion de cada uno de los
elementos que componen las categorias de conocimiento. Por ultimo, se presentan las
conclusiones encontradas luego de analizar el instrumento de investigacion y describir las

categorias del CDC para la ensefanza de la esperanza matematica.



CAPITULO I: ASPECTOS GENERALES DEL ESTUDIO

En este apartado se explicitan los elementos mas importantes que permiten plantear el
problema y desenlace de esta investigacion. Inicialmente se presenta la problematica de la
investigacion. Seguidamente los objetivos generales y especificos los cuales apunta este
proyecto. Posteriormente se presenta la justificacion de la investigacion y por ultimo los

antecedentes de investigaciones alrededor de la problematica anteriormente presentada.

1.1 PROBLEMATICA

Historicamente los juegos de azar han sido y son una de las principales formas de recreacion
que posee el ser humano, motivado por el riesgo y la incertidumbre, el sujeto guarda gran
expectativa en los juegos de azar para que su apuesta salga favorecida y ganar grandes sumas
de dinero. En el territorio colombiano, la cultura de los juegos de azar, tales como el Baloto
y la Loteria, ha estado desde hace mucho tiempo arraigada en los ciudadanos, hasta tal punto
que se han popularizado creencias triviales sobre la favorabilidad del azar y se han
establecido relaciones con factores divinos y espirituales, los cuales, en su juicio, permiten

considerar que la apuesta que se realiza es practicamente segura.

Segun el estudio para la caracterizacion del jugador colombiano realizado por Coljuegos en
el afo 2015, el cual pretendia identificar preferencias, percepciones de favorabilidad y
frecuencia con que apuestan los jugadores,; estos estudios han identificado que en Colombia
el 25%2 de la poblacion mayor de 18 afios en promedio apuesta 7,9 veces por mes en juegos

de azar y rifas, debido a que en su mayoria consideran que las posibilidades de que su apuesta

2 Tamafio de la muestra 2.651, estimaciones realizadas con un intervalo de confianza del 95% y un
error muestral del 0.98%



salga favorable son altas con respecto a los “jugosos” premios que ofertan. Estas
conclusiones y resultados de este estudio permiten entrever a los investigadores que la tasa
de apostadores y el volumen de apuestas en Colombia han crecido exponencialmente, hecho
que llama la atencién especialmente a la comunidad educativa, dado que consideran el
fenomeno de los juegos de azar en un problema social; por esta razon, cobra especial

importancia todas aquellas reflexiones educativas generadas alrededor de este tipo de juegos.

Segun Investigaciones como Batanero, Ortiz y Serrano (2007); Vidakovic et al (1998); Guea,
Batanero, Benavides (2016) y Canizales et al. (1999); El ser humano desde su nifiez posee
ideas intuitivas sobre probabilidad y juegos de azar, dada su experiencia en fendémenos
aleatorios que estdn a su alrededor; esto ha posibilitado afirmar a los investigadores que
incluso sin una formacion en contenidos en estadistica y probabilidad un apostador puede
establecer de manera intuitiva si un juego de azar es justo o no. Sin embargo, se reconoce la
existencia de sesgos probabilisticos entorno a fendmenos aleatorios, debido a que algunos de
sus razonamientos estan basados en principios y creencias triviales que no tienen una base

tedrica en la estadistica y probabilidad.

En Investigaciones realizadas por Batanero (1994, 2000, 2002a); Batanero, Arteaga, Ortega
(2014); Alsina (2016) y Diaz (2007); se ha identificado que la falta de desarrollo del
razonamiento probabilistico en los estudiantes genera sesgos, dificultades y errores en torno
a los fendmenos aleatorios; por ello han propuesto que una de las maneras adecuadas para
abordar estas dificultades es a través de la alfabetizacion estadistica, la cual tiene como
objetivo fundamental la educacion es la introduccion de conceptos estadistica y probabilidad

en el curriculo de matematicas a nivel mundial.



Al escudrifiar en investigaciones acerca de la introduccion de contenidos en estadistica y
probabilidad (véase en: Azcarate & Cardefioso (2011); Batanero (2000, 2002a); Pinto
(2010); Serrano (1996)) se ha encontrado que los profesores y estudiantes de licenciatura
poseen dificultades en la adquisicion del conocimiento base para la ensefianza de contenidos
en estadistica y probabilidad, asi como problemas en el reconocimiento de estructuras y
estrategias metodoldgicas para la transformacion de dichos contenidos; lo cual ha propiciado
la aparicion de sesgos, dificultades y errores en el aprendizaje por parte de los estudiantes y

profesores (Bolivar, 2005; Guerrero, 2015).

De esta manera, se puede entrever que en diversas investigaciones que el aprendizaje de
estadistica y probabilidad es un elemento fundamental durante la formacion del ciudadano
promedio, debido que la inclusion de éste tipo de contenidos3 contribuye notablemente a la
toma de decisiones en situaciones de incertidumbre. Sin embargo, a partir de la indagacion
de los antecedentes anteriormente mencionados, se ha encontrado que la formacion de los
profesores en la construcciéon y significacion de contenidos en estadistica y probabilidad
posee deficiencias y limitantes para atender a las necesidades del estudiantado en los niveles
basico, medio y superior. Por esta razon se propone en ese trabajo de grado, caracterizar
algunos de los elementos historicos, curriculares y didacticos para la ensefianza de la

esperanza matematica asociada al contexto de los juegos de azar y su favorabilidad.

Con referente a los juegos de azar y la esperanza matematica, el panorama investigativo no
es del todo alentador, debido que son pocas las investigaciones que contribuyen

especificamente a este topico en cuestion. Hasta el momento solo se han identificado dos

3 Es importante resaltar, que la instruccion de contenidos en estadistica y probabilidad no garantiza
el desarrollo de un pensamiento aleatorio o una alfabetizacion estadistica.



tesis de maestria, que a criterio propio, contribuyen notablemente a la delimitacion y abordaje
del problema de trabajo de grado que se tratard en el presente trabajo de grado. A

continuacion un breve resumen en ambas investigaciones y sus potencialidades.

En primer lugar, se presenta el trabajo de grado de maestria realizada por Diaz (2013)
titulada: Andlisis Historico-Epistemologico del surgimiento de la Esperanza Matematica, en
este trabajo se encuentra un analisis detallado del surgimiento, evolucion y establecimiento
de la Esperanza Matematica en el siglo XVII, XVIII y XIX, buscando principalmente
localizar los aspectos externalistas que posibilitaron su aparicion a lo largo de la historia. En
esta investigacion se puede resaltar la importancia de la caracterizacion de los elementos
historicos para la ensefianza de la Esperanza Matematica, debido a que éstos juegan un papel

fundamental en la significacidon de este concepto para los estudiantes.

En segundo lugar, se presenta el trabajo de grado de maestria realizada por Guerrero (2015)
titulada: Evaluacion de Conocimientos sobre Esperanza Matemdatica y Juegos equitativos en
alumnos de bachillerato. Esta investigacion pretende verificar si establecer un juego
equitativo proporciona a estudiantes de secundaria un contexto educativo eficaz para el
aprendizaje de la probabilidad, Esperanza Matematica y variables aleatorias; para verificar
esta hipotesis se requirio la aplicacion y un andlisis de un cuestionario sobre variable aleatoria
y esperanza matematica, esto con el fin de identificar las intuiciones y competencias
desarrolladas durante su etapa escolar. En esta investigacion principalmente se puede resaltar

una exhaustiva caracterizacion de los elementos curriculares necesarios para la ensefianza de



la esperanza matematica, esto lo hace analizando el curriculo de matematicas de la ESO4 y

atendiendo a las recomendaciones realizadas por el NCTMS5 y proyecto GAISE6.

En general, dichas investigaciones (Diaz, 2013; Guerrero, 2015) han contribuido
notablemente a la distincion de la relacion entre la esperanza matematica y los juegos
equitativos, evidenciando que a través de problemas propuestos sobre juegos de equitativos
se puede abordar el concepto de esperanza matematica; de igual manera, se puede reconocer
en las conclusiones de ambos trabajos que la manera més adecuada para abordar la ensefianza
de la esperanza matematica es a través de la caracterizacion de los elementos historicos y
curriculares. Sin embargo, se reconoce la existencia de algunas limitaciones en estos trabajos,
y que Diaz (2013) y Guerrero (2015) los exponen en sus conclusiones, y es la perspectiva
didéctica sobre la ensefianza de la esperanza matematica, dado que hasta el momento poco
se ha trabajado sobre la caracterizacion de los elementos didacticos que requiere el profesor
para la ensefianza de la esperanza matematica asociada a los juegos equitativos en el aula de

clases.

Es pertinente entonces, definir la problematica central de este trabajo de grado, el cual se
cuestiona si caracterizar los elementos historicos, curriculares y didacticos para la ensefianza
de la esperanza matematica proporciona herramientas enriquecedoras para su instruccion. La

cual se ve expresada en la siguiente pregunta problema:

4 Escuela Secundaria Obligatoria
5 National Council Teachers of Mathematics
6 Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics Education
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.Qué elementos historicos, curriculares y didacticos pueden ser caracterizados en el

abordaje de la esperanza matematica a través de los juegos de azar?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo General

Determinar los elementos historicos, curriculares y didacticos que aportan para la ensefianza
de la Esperanza Matematica asociada a los juegos equitativos en estudiantes de Maestria en

Educacion de la Universidad del Valle.

1.2.2 Objetivos Especificos

J Reconocer elementos historicos y epistemologicos que evidencian el surgimiento,
evolucion y establecimiento de la Esperanza Matematica asociada a los juegos

equitativos en los siglos XVII, XVIII y XIX.

o Describir los elementos que posibilitan la aparicion de la esperanza matemadtica en el
curriculo nacional y compararlo con curriculos y proyectos internacionales (Proyecto

GAISE, NCTM y ESO)

o Identificar las caracteristicas del Conocimiento Didéctico del Contenido para la

ensefianza de la Esperanza Matematica asociada a los juegos equitativos
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1.3METODOLOGIA

En este apartado se hace alusion a la parte metodoldgica de la investigacion, explicitando
principalmente cada fase en la cual se busca caracterizar los elementos historicos,

curriculares y didacticos para la ensefianza de la esperanza matematica.
Fase 1: Disefo y estructuracion del proyecto de Trabajo de Grado

En esta fase, como su nombre lo indica, se disefia y estructura el proyecto de trabajo de grado,
buscando definir principalmente: problema de investigacion; pregunta problema; objetivo
general y objetivos especificos por cumplir; planteamiento de la justificacion; y delimitacion
y seleccion de investigaciones previas, y marco contextual. De igual manera, en esta fase se
esclarece y se fundamenta tedricamente las variables cualitativas de la investigacion (variable
historica, variable curricular y variable didactica), a partir de los antecedentes de
investigaciones anteriormente presentados. Por consiguiente, en esta fase se plantea los
marcos referenciales sobre los cuales se enmarca la investigacion: Marco Historico-

Epistemologico, Marco Curricular; Marco Didactico.

Fase 2: Caracterizacion de los Elementos Historico-Epistemoldgicos de la Esperanza
Matematica: En esta fase, se cumple el primer objetivo especifico. Se comienza por dar un
rastreo historico sobre los primeros utensilios, cuestiones y escritos que dieron pie a la
concepcidn y reconocimiento de la aleatoriedad. Luego, se realiza un recorrido histérico
entorno al surgimiento de la teoria de la probabilidad y esperanza matematica, evidenciando
el papel fundamental de la filosofia, la jurisprudencia y, los juegos de azar en el
establecimiento de la probabilidad como disciplina de estudio. Seguidamente, se realiza un

rastreo documental en torno al surgimiento e institucionalizacion de la esperanza matematica
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como método predilecto de resolucion de problemas, este rastreo se efectiia a partir de los

trabajos de Huygens (1657) y Bernoulli (1713).

Fase 3: Caracterizacion de los Elementos Curriculares para la ensefianza de la Esperanza
Matematica: En esta fase se busca cumplir el segundo objetivo especifico planteado. Se
comienza por rastrear en los Lineamientos Curriculares, Estdndares Basicos de
Competencias y Derechos Bésicos de Aprendizaje los todos los procesos, estandares y
actividades relacionadas con la Esperanza Matematica y los juegos de azar. Luego, se
identifican los contenidos, estdndares, metodologias de evaluacion y recomendaciones
propuestas por el ESO, NCTM y proyecto GAISE, en relacion con la Esperanza Matematica
y los juegos de equitativos. Por ultimo, para concluir se realiza una comparacion entre ambos
rastreos, con el fin de determinar la situacion actual en que se encuentra el curriculo de
matematicas en Colombia y delimitar los elementos curriculares mas necesarios para la
comprension y significacion en el aula de clases de la esperanza matemadtica asociada a los
juegos equitativos. Cabe destacar que en esta fase del proyecto se espera hacer especial
hincapié¢ en las metodologias, contenidos y criterios de evaluacidon propuestos en cada uno
de estos curriculos, dado que son insumo primordial para caracterizar los elementos

curriculares para la ensefianza de la esperanza matematica.

Fase 4: Caracterizacion de los Elementos Didacticos para la ensefianza de la Esperanza
Matematica: En esta fase se espera cumplir el tercer objetivo especifico. Inicialmente se
disefia y aplica un instrumento de evaluacion dirigido a estudiantes de Maestria en Educacion
con énfasis en Matematicas de la Universidad del Valle, que permita reconocer los elementos
del Conocimiento Didactico del Contenido Especifico (CDCE) para la ensefianza de la

esperanza matematica, el cual es insumo primordial para caracterizar los elementos mas
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importantes para la ensefianza de este concepto en el aula de clase. Posterior a eso se recogen
los resultados y se analizan, desde la perspectiva del Conocimiento Didactico del Contenido.
Por 1ultimo, se describen las categorias del CDCE en relacion con los elementos para la

ensefianza de la esperanza matematica.

1.4 JUSTIFICACION

En Colombia, la cultura de los juegos de azar, tales como el Baloto y la Loteria, han estado
desde hace décadas arraigada en los ciudadanos, hasta tal punto que apostar por este tipo de
juegos se ha convertido mas que en una diversion, en un habito que dia a dia ha dejado
millones de regalias para las casas de apuestas. Este problema social como se ha distinguido
anteriormente, se puede justificar desde una perspectiva social y una perspectiva educativa,

las cuales dieron pie a la realizacion de esta investigacion.

Segun Coljuegos (2015), se estima que en Colombia hay 7 millones de habitantes apuestan
frecuentemente en los juegos de azar, y de los cuales el 76% pertenecen a los estratos
socioeconomicos 1, 2 y 3; asi mismo en los rangos de ingresos mensuales el 66% de los
jugadores ganan hasta $1°320.000. La interpretaciéon de la informacion anterior ha
posibilitado establecer hipotéticamente que el perfil del jugador colombiano promedio

pertenece a un nivel socioecondmico entre bajo-bajo y medio-bajo segun el DANE (s.f).

Esto ha dado pie a suponer que uno de los factores que propician las apuestas de jugadores
de niveles socioecondmicos mas bajos es la falta de desconocimiento sobre probabilidad,
juegos equitativos y esperanza matematica (Guerrero, 2015). De igual forma, segun la

Estimacion del Mercado a partir de la declaracion de compra de los Juegos de Azar y
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Apuestas realizada también por Coljuegos (2015), se puede afirmar hipotéticamente7 que en
promedio un jugador apuesta 7,9 veces cada mes, es decir, cercanamente a 2 veces por
semana; también se estima que el volumen de apuestas que se obtuvieron por juegos de azar
y apuestas legales registrados por Coljuegos en el afio 2015 asciende a un total de 7.1 billones
de pesos en 2015. En cierto modo, los datos anteriormente presentados son de suma
preocupacion para la sociedad académica y en general, dado que permiten vislumbrar

abiertamente la incidencia de los juegos de azar en la economia.

Por otro lado, una de las razones que impulsa la realizacion de esta trabajo de grado, a manera
de ejemplo, fue el gran evento piramidal que sucedi6 en el afio 2008, de la mano de David
Murcia Guzman y su empresa DMG Grupo Holding S.A. Guzman, quien prometia a sus
clientes grandes dividendos por inversiones a muy corto plazo, y que tiempo después resultd
ser una de las mayores estafas en la historia reciente del pais. El mundo de las inversiones
puede ser considerado como un juego de azar, en donde el sujeto realiza una apuesta con la
expectativa de obtener cierta cantidad de dinero, teniendo en cuenta el riesgo de perder.
Entonces, seria dificil suponer que si todas las personas que resultaron defraudadas por la
empresa DMG, hubiesen comprendido con anterioridad a su inversion, la utilidad de la
esperanza matematica de Huygens en el calculo de la favorabilidad de los juegos de azar,

seria poco probable que hubiesen resultado estafadas. (Arbelédez y Diaz, 2010)

En retrospectiva, los datos presentados anteriormente han sido producto de investigaciones
y encuestas realizadas por reconocidas firmas a nivel nacional, lo cual lleva a reconocer, en

cierta medida, el impacto de los juegos de azar en la sociedad y el problema social el cual ha

7 Con un intervalo de confianza del 95% y un error muestral del 0.98%
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generado, por ello resulta pertinente y enriquecedor efectuar una investigacion educativa
tomar en consideracion la caracterizacion de elementos para la ensefianza de la esperanza

matematica asociada los juegos equitativos.

Si bien, este problema se pretende solucionar a través de la caracterizacion de elementos
historicos, curriculares y didacticos, es necesario evidenciar, en términos educativos, los
alcances del abordaje del problema en la comunidad educativa, para ello es se amplian cuatro

perspectivas educativas que argumentan el porqué de esta investigacion:

Formacién de profesores: Algunas investigaciones han reconocido que futuros profesores de

la educacion basica y media presentan sesgos probabilisticos, errores y dificultades alrededor
de contenidos en estadistica y probabilidad, mas especificamente alrededor de los juegos de
azar (Mohamed, Ortiz, Serrano, 2013). Fruto de esta problematica, en los ultimos afios se han
elaborado un gran numero de investigaciones que abordan la ensefianza y el aprendizaje de
conceptos estocasticos. Sin embargo, hasta el momento, son limitadas las investigaciones
que se han desarrollado alrededor de los juegos equitativos desde una perspectiva educativa
(Guerrero, 2015). Por ello, resulta enriquecedor para la comunidad educativa, generar
reflexiones sobre la ensefianza y desarrollo de la idea intuitiva de juegos equitativos de
profesores en ejercicio, tomando como elemento tedrico de referencia la Esperanza
Matematica. Se espera con este trabajo de grado contribuir hacia la planificacion, ensefianza
y organizacion de las clases de estadistica y probabilidad, caracterizando elementos

histéricos, curriculares y didacticos para la ensefianza de este concepto.

Didéctica en Estadistica: La estadistica ha tomado un papel importante en el desarrollo de la

sociedad moderna, dado que permite sintetizar grandes cantidades de informacion en tablas
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y graficas, y ademas identificar relaciones entre las variables de un fenémeno aleatorio
(Batanero, 2002b). En los ultimos 20 afios, de la mano de grupos de investigacion en
matematicas y educacion matematica, como por ejemplo el Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada, se ha contribuido a la conformacion del campo
de la Didactica en Estadistica, la cual esta dirigida a investigar la manera en que se ensefian
y aprenden los contenidos de estadistica y probabilidad en el aula de clases. Histéricamente
se ha encontrado que los juegos de azar han propiciado el desarrollo y evolucion de la teoria
de la probabilidad (Diaz, 2013), pero desafortunadamente son pocas las investigaciones que
toman en consideracion los juegos de azar dentro del campo de la didactica en estadistica
(Guerrero, 2015). Por ello desarrollar una investigaciéon que tome en consideracion el
contexto de los juegos de azar, proporciona herramientas didacticas y metodologicas para la
introduccion de conceptos estocasticos en el aula de clases; ademas el establecimiento de
sesgos probabilisticos para el calculo de juegos equitativos permite reconocer, en cierta
medida, las dificultades y errores que estan contenidas en las intuiciones de los estudiantes y

profesores.

Curriculo en Matematicas: El Ministerio de Educacion Nacional (MEN), a través de los

Lineamientos Curriculares en Matematicas propuestos en el afio 1998, afirma que el
conocimiento matematico de los estudiantes debe ser globalizante, de tal manera que propicie
la interpretacion de situaciones no deterministas para toma de decisiones y posteriores
predicciones. Del mismo modo el MEN, lo amplia en los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas propuestos en el afio 2003, distinguiendo el conjunto de
competencias basicas en estadistica y probabilidad que deben desarrollar los estudiantes a lo

largo de la educacion basica y media, y lo define como Pensamiento Aleatorio y Sistemas de
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Datos, este tipo de pensamiento tiene como foco central el desarrollo de habilidades
estocasticas para tomar decisiones razonables ante un suceso permeado por el azar. Si bien,
ambos documentos proporcionan herramientas para la organizacion de contenidos para los
profesores en Colombia, se considera que el MEN no ha dejado explicito elementos
fundamentales para la ensefianza de los contenidos en estadistica y probabilidad (Gémez,
2016), tales como significados de la probabilidad, ideas intuitivas de probabilidad, juegos de
azar y juegos equitativos, criterios de evaluacion, entre otros. Por ello resulta interesante
indagar a profesores en ejercicio, sobre la manera en como entienden, organizan y aplican
los contenidos de probabilidad propuestos por el MEN en los Estandares Bésicos de
Competencias. De igual manera resulta fructifero para el trabajo de grado y para futuras
investigaciones alrededor del campo de la estocastica y educacion realizar un contraste con
curriculos internacionales como ESO, NCTM, y Proyecto GAISE e identificar las ventajas,
falencias y dificultades que tiene el curriculo nacional con respecto a la ensefianza de la

esperanza matematica y juegos equitativos.

Educacion Estadistica Critica: En una sociedad en donde la tecnologia y la masificacion

informacion son elementos que estan constantemente en el diario vivir, es necesario €
indispensable para un ciudadano promedio desarrollar competencias criticas que permitan
tomar decisiones e inferir conclusiones a partir de la informacion estadistica presentada
(Batanero, 2000). Con base en este principio, surge desde hace 10 afios la corriente de
investigacion denominada Educacion Estadistica Critica, de la mano de autores como
Campos, Wodewotski, Jabobini, Freire, Giroux, entre otros., quienes proponen una
educacion que agregue una competencia critica al aprendizaje y la ensefianza de la estadistica

y probabilidad. Desde esta corriente, son bastantes los proyectos que se han generado para

18



trabajar con estudiantes de distintos niveles educativos, tales como: Calentamiento Global,
ndice de Desarrollo Humano, Pruebas Médicas, entre otros (Campos, 2016)., en el caso de
esta investigacion, se propuso reflexiones tedricas criticas sobre la ensefianza de la esperanza
matematica asociada a los juegos equitativos, lo cual puede consolidarse mas adelante con

un proyecto de estadistica critica alrededor de juegos de azar.

1.5 MARCO CONTEXTUAL

La institucion en la cual se va a llevar a cabo la aplicacion del instrumento de investigacion
es la Universidad del Valle sede Meléndez, la cual se encuentra ubicada en la ciudad de
Santiago de Cali del departamento del Valle del Cauca, en el barrio Meléndez en la Calle 13
# 100-00. La poblacion de estudiantes de Maestria en Educacion Analizados se compone de
7, los cuales actualmente ejercen en la Educacion Bésica y Media. La poblacion de docente
actualmente, en promedio, posee una experiencia profesional de 6 anos. Ninguno los

estudiantes evaluados pertenece a programas o becas del MEN.

1.6 ANTECEDENTES

En los antecedentes se hace énfasis en tres aspectos principales: los referentes a los estudios
histéricos sobre la esperanza matematica o juegos equitativos; las investigaciones
curriculares en torno a la ensefianza y el aprendizaje de conceptos estocésticos; y las
investigaciones didacticas en torno a la enseflanza de la esperanza matematica y juegos

equitativos.
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En la actualidad, las investigaciones historicas en torno a la Esperanza Matematica y juegos
han sido relativamente pocas, debido a que las implicaciones que surgen al introducirse a
terrenos inhdspitos y poco convencionales encaminan a reflexionar sobre el surgimiento,
evolucién e implicaciones que tuvo la Esperanza Matematica hasta su consolidacion en los

siglos XVI, XVII y XVII (Diaz, 2013).

El primer antecedente Historico encontrado, es elaborado por la historiadora norteamericana
Lorraine Daston, quien muestra un amplio espectro sobre los aspectos histdricos asociados a
la esperanza (expectatio) en términos de utilidad, perdida e implicaciones. Daston en su
articulo Probabilistic expectation and rationality in clasical probability theory publicado en
1980, expone una recopilacion sobre las concepciones y significados de matematicos de la
Esperanza Matematica, en un esfuerzo deliberado por capturar algunos de los aspectos mas

sobresalientes en la toma de decisiones de manera racional.

El segundo referente Historico es la investigacion de la Universidad del Valle que se titula
Andlisis Historico-Epistemologico del surgimiento de la Esperanza Matematica, por Diaz
(2013), dentro de este trabajo se encuentra un andlisis historico y epistemologico alrededor
de la Esperanza Matematica. Este trabajo busca localizar algunos aspectos externalistas que
posibilitaron su aparicion a lo largo de la historia, a partir de las reflexiones de filosofos,
historiadores y matematicos como Daston (1980), Hacking (1995), Rescher (1997), Huygens
(1657), entre otros. El problema que se propone a abordar en esta investigacion es la
constitucion de la Esperanza Matematica como método de justificacion en la solucion de
problemas de azar a mediados del siglo XVII; para ello Diaz (2013) propone un andlisis del

texto Libellus de ratiociniis in ludo aleae de Huygens (1657), la dualidad de probabilidad de
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Hacking, y las contradicciones sobre el campo de la matematica del azar. En las conclusiones
de esta investigacion encuentran algunos hallazgos como:
. El analisis de los referentes historicos ha permitido identificar que el estudio de los

juegos de azar y su justicia ha posibilitado el surgimiento de la teoria de

probabilidad.

. Se resalta la importancia del caracter dual de la probabilidad, dado que el estudio de
fenomenos aleatorios desde una perspectiva frecuencial permite a los estudiantes
comprender de manera significativa el concepto de probabilidad. Sin embargo, en
ocasiones resulta complejo reproducir algunos eventos aleatorios, por ello también
es interesante tomar en consideracion la definicidon epistemoldgica o bayesiana de

probabilidad.

. El analisis del libro Libellus de Ratiocinnis in ludo aleae de Huygens permitio
identificar los principales impactos de su obra en la actualidad, los cuales
contribuyeron hacia la elaboracion de modelos estocasticos que utilizan la

Esperanza Matematica, tales como: Compaiiias de seguros y duracion de parejas.

La pertinencia que tiene la estadistica y la probabilidad en el curriculo educativo es
importante, debido a que contribuye al desarrollo integral de ciudadanos. El aprendizaje de
la estocastica promueve el razonamiento critico de fendémenos aleatorios y permite tomar
decisiones y juicios a través de datos cuantitativos y conceptos estadisticos elementales
(Batanero, 2000). Por esta razén, se toma en consideracion los antecedentes curriculares para

la realizacion de esta investigacion.
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En Batanero et al (2014) se sustenta la necesidad de un cambio curricular en Espafia, que
apunte hacia la alfabetizacion y formacion de ciudadanos competentes en estadistica y
probabilidad, dadas las demandas actuales de lectura e interpretacion de graficos estadisticos
en la formacion de ciudadanos. Para ello, analizan los contenidos estadisticos que se
concretan en los Decretos de Ensefianza Minimas propuestas por la ESO tomando como
referencia curriculos y proyectos internacionales como el NCTM (2000) y proyecto GAISE
de Franklin y Cols (2007). Concluyen a partir de los resultados que: El curriculo en
matematicas no establece la distincidn entre los términos azar e incertidumbre; el curriculo
poco se incentiva el desarrollo de una cultura aleatoria que proponga reflexionar ante los
fendmenos aleatorios de la vida diaria; y por Gltimo resalta la importancia de trabajar en la
formacion del profesorado para la ensefianza de la estadistica y probabilidad, tal como lo

expone el ICMI8 e IASEO.

En las ultimos décadas, los curriculos en matematicas de la educacion basica, media y
superior han incorporado de forma generalizada los contenidos en estadistica y probabilidad
(Batanero, 1994). Fruto de esta incorporacion, han surgido numerosas investigaciones en
torno a la ensefanza y el aprendizaje de los conceptos estocasticos, pero desafortunadamente
son pocos los antecedentes que se han enfocado en estudiar los juegos de azar en un contexto
educativo (Guerrero, 2015). A continuacion, se presenta algunos de los antecedentes

didacticos que se toman como referencia:

8 International Mathematical Union
9 International Association for Statistical Education
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El primer antecedente didactico es Serrano, Cafizares, Batanero y Ortiz (2001), en este
articulo se parte de la hipotesis de que la edad es un factor que influye en el rendimiento
matematico para la solucioén de problemas de juegos equitativos; para corroborar lo anterior,
se propone la aplicacion de un instrumento a 467 nifios. Este estudio mostrdé que los
estudiantes poseen una correcta concepcion de la idea de juegos equitativos, dado que
muestran capacidades para determinar si un evento aleatorio es equiprobable y establecen
adecuadamente los premios que corresponden de manera justa; finalmente para verificar la
hipotesis planteada fue necesario aplicar entrevistas a los nifios, con el fin de analizar los
argumentos que proporcionaban para cada una de las respuestas del cuestionario segun sus

edades.

En Guea et al (2016) se disefa y aplica una secuencia didactica a alumnos de tercer ciclo de
la Educacion Primaria en Espafia, que buscaba enfrentar a los alumnos a una experiencia
aleatoria sencilla, y los conduzca a utilizar sus razonamientos e intuiciones sobre la
probabilidad y el azar. En los resultados de la aplicacion se identifico que los alumnos
presentan dificultades en el desempeno de ideas e intuiciones sobre el azar, encontrando que
sus razonamientos estan basados en principios y creencias triviales que no tienen relacion

con la probabilidad

De igual manera, En Ortiz, Batanero y Contreras (2012) se realizd una evaluacion de
conocimientos a 167 futuros profesores de educacién primaria con respecto a los juegos
equitativos; el objetivo de esta prueba fue valorar los tres aspectos propuestos por Shulman
(1986a): el conocimiento comun del contenido, el conocimiento especializado del contenido,
v el conocimiento especializado del contenido y los estudiantes. Para la elaboracion del

cuestionario estuvieron referenciadas las investigaciones de Ball, Livienski y Mewborn
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(2001); y Hill, Ball y Schilling (2008), las cuales aportaron metodologias y preguntas para el

instrumento. Los resultados de esta prueba arrojaron que:

e Los profesores en formacion muestran un conocimiento comun del contenido acorde
al desarrollo de la idea de juegos equitativos y la ensefanza de la Esperanza

Matematica.

e Para el conocimiento especializado del contenido, se identifica que los profesores
poseen falencias al momento de reconocer los objetos necesarios para trabajar en una

actividad de juegos aleatorios.

e Aunque los profesores en formacion son capaces de discriminar las preguntas
erroneas de los estudiantes, es claro que el conocimiento del contenido y los
estudiantes propuesto por Shulman (1986a) no ha sido desarrollado de manera
efectiva en esta poblacion, dado que la falta de formacion en Didactica de la
Estocastica para la identificacion de dificultades, errores y falencias ha provocado un

mal analisis de las respuestas de los estudiantes por parte de los profesores.

Estos resultados le han permitido concluir a los investigadores que es necesario fortalecer la
formacion de profesores en el proceso de ensefianza de contenidos estocésticos en todos sus

niveles.

Por ultimo, y para cerrar los antecedentes didacticos, se reconoce la investigacion realizada
por Guerrero (2015) titulada: Evaluacion de Conocimientos sobre Esperanza Matemdtica y
Juegos equitativos en alumnos de bachillerato. En esta investigacion se pretende verificar si

establecer si un juego es o0 no equitativo proporciona a los estudiantes de secundaria un
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contexto educativo eficaz para el aprendizaje de la probabilidad, Esperanza Matematica y
variables aleatorias. Para esta verificacion, Guerrero propone un estudio exploratorio
utilizando un cuestionario de investigacion que permita evaluar los conocimientos de los
alumnos sobre la variable aleatoria discreta y la Esperanza Matematica; esto con el fin de
identificar las intuiciones de los estudiantes alrededor de los juegos de azar y las
competencias desarrolladas durante su etapa escolar. Para la realizacion y andlisis del
cuestionario se toma en consideracion las preguntas y andlisis a priori realizadas por Gomez
(2014) y Mohamed (2012); asi como el marco de referencia curricular propuesta por ESO
(2013), La ley Organica para la mejora de la educacién en matematica propuesta por
LOMCE, (Jefatura de estado, 2013). En los resultados de esta investigacion se identifico que:
Primero, los estudiantes poseen una idea intuitiva de juegos equitativos y Esperanza
Matematica. Segundo, se identifica que los estudiantes poseen limitaciones a la hora de
volver un juego desfavorable en uno favorable, dado que no aplican razonamientos
probabilisticos y la Esperanza Matematica. Tercero, en este estudio se seleccionaron los

errores mas comunes en el aprendizaje de la Esperanza Matematica y juegos equitativos.

Estas son entonces, algunas de las investigaciones que se tomaran en consideracion para el
desarrollo del presente proyecto de grado, las cuales, mas que mostrar diferencias
metodoldgicas, tedricas y conceptuales, permiten ver que el abordaje de la Esperanza
Matematica desde una perspectiva educativa podria resultar productiva si se caracterizan los
elementos historicos, curriculares y didacticos necesarios para su ensefianza en el aula de

clases.
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CAPITULO II: MARCO TEORICO DE REFERENCIA
2.1 MARCO DE HISTORICO-EPISTEMOLOGICO

En este apartado se delimitan aspectos tedricos centrales que se guian el rastreo e indagacion
de los elementos historicos y epistemoldgicos de la Esperanza Matematica y el concepto de
probabilidad. En particular, se realiza la distincion de tres momentos centrales, los cuales
distinguen el seguimiento, establecimiento y consolidacion del concepto de Esperanza
Matematica a lo largo de la historia. Es importante aclarar que la delimitacion del marco

tedrico se explicitara puntualmente en el Capitulo III del presente trabajo de grado.

2.1.1 Surgimiento de la Esperanza Matematica asociada a los juegos equitativos

Prehistoria de la Probabilidad

Histoéricamente se ha relacionado los inicios de la Esperanza Matematica con la teoria de
probabilidad, esto se debe a que particularmente ambas, desde sus inicios, convergieron sus
avances hacia la modelizacion y estimacion de los juegos de azar (Daston, 1980) (Diaz,
2013). Por un lado, la probabilidad se ha centrado en estimar la ocurrencia un evento
aleatorio; y por el otro, la Esperanza Matematica se ha centrado en calcular utilidad y pérdida

promedio al jugar en repetidas ocasiones.

Si bien, el problema de los puntos o problema del reparto fue encontrado en un manuscrito
italiano aproximadamente en el afio 1380, fue abordado por distintos filésofos y matematicos
como Luca Pacioli, Tartaglia, Cardano, entre otros, con soluciones controversiales y poco
satisfactorias. Es hasta 1654, en las soluciones realizadas por Pascal y Fermat que provocaron

un impacto tan profundo en la comunidad matematica de la época, que se considera que fue
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el surgimiento de la teoria de la probabilidad, pese a la hostilidad de muchos matematicos

que rechazaban la inexactitud de esta teoria (Vega, 2002).

De igual manera, se destaca que la teoria de la probabilidad inici6 de la mano de Pascal y
Fermat; la historia ha mostrado que la probabilidad ha estado presente en diferentes
momentos, como lo son: la escritura de la Biblia Judeo-Cristiana y la elaboracion de

instrumentos para echar suertes como lo son el Astragalo o Talus (Diaz, 2013)

Naturaleza de la Esperanza Matematica

La estrecha relacion entre la probabilidad y expectatio catapultdé la aceptacion de la
probabilidad como disciplina de estudio en la antigiiedad; lo cual queda sustentado en el
analisis de la correspondencia entre Pascal y Fermat, dado que sus célculos y la respuestas
que propusieron alrededor del problema del reparto estuvieron dirigidos mas hacia las

expectativas del jugador que en probabilidades en si (Diaz, 2013).

A raiz de lo anterior, C. Huygens quien conoce algunos de los resultados establecidos por
Pascal y Fermat, pero desconoce sus métodos, elabora su obra Libellus Ratiociniis in ludo
Aleae en 1657, con la premisa de que por medio de la teoria de las esperanzas se puede
establecer apuestas razonables para los jugadores. A lo largo del desenlace de la obra de
Huygens, define la palabra expectatio en términos de intercambios justos de dinero, en donde
la parte que debe de llevarse cada uno de los jugadores estd dado por el producto entre el

premio y su probabilidad de acierto.

A partir de los avances de Huygens, el expectatio empezd a trabajarse por distintos
matematicos a través de la historia; en este sentido Daston (1980) reconoce dos formas de

emplear el expectatio a partir de sus multiples conexiones con contextos matematicos y no
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matematicos. Por un lado, se puede denotar el expectatio como un conjunto de premisas para
determinar la justicia de la jurisprudencia o de los acuerdos legales que se establecen. Por
otro lado, se utiliza para estimar la viabilidad de participar en un evento, es decir, establecer
un valor que permita decidir al apostador si el fendmeno aleatorio iba a significar una

ganancia o una pérdida, un claro ejemplo de ello son los seguros de vida (Diaz, 2013).

Tomando en consideracion el contexto de la jurisprudencia, el expectatio comienza a jugar
un papel relevante en la toma de decisiones de los gobiernos o legisladores en acto. En el
momento que se intenta establecer la justicia de un evento determinado, l6gicamente, cada
una de las partes expone sus razones para resultar favorecido, pero en muchos casos, la
justicia tiende a ser ambigua, en el sentido de que las decisiones no poseen una certeza
absoluta, sino a lo sumo probablemente. Por esta razon, el expectatio toma un papel relevante
en la toma de decisiones y arreglo de las partes para efectuar el mejor trato, procurando
satisfacer la obligacion moral que tiene la justicia ante la sociedad.

“Nuestras acciones como seres racionales, las que se determinan en el dia a dia, no
deben ser guiadas en el camino de la certeza sino por la transitoriedad de lo posible”

(Tomado de Diaz, 2013, pag. 40)

De igual manera, la idea de lo posible empez6 a tomar importancia en el pensamiento humano
de la antigiiedad, dado que las recurrentes criticas de los aspectos racionales de filosoficos y
religiosos, y al no encontrar manera de justificar distintas acepciones como la existencia de
un Dios, la ley de la gravedad, entre otros. De esta manera Daston (1980) identifica dos tipos
de expectatio: el primero esta asociado hacia los aspectos puros de la equitatividad de los
juegos de azar y el segundo estad asociado a la prudencia que establece las distintas

posibilidades de beneficios o pérdidas en una transaccién comercial.
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Tiempo después, el papel de Jacques Bernoulli en la consolidacion de la Esperanza
Matematica fue sumamente importante, ¢l a través de su libro Ars Conjectandi publicado en
1713, siendo este uno de los primeros libros de la época en tratar temas como la probabilidad
y la esperanza. Daston (1980), identifica que el tratado de Bernoulli fija sus bases
matematicas en la equidad de los fendémenos aleatorios y a partir de esto propone tres maneras
para desarrollar su teoria: la primera es un analisis matematico detallado de los juegos de
azar; el segundo es abordar problemas de la ciencia actuarial y fisica envueltos en situaciones
de incertidumbre; la tercera son los estudios sobre la sociedad civil. Este libro significo en
gran medida el establecimiento e identificacion de la esperanza matematica en la antigiiedad,
dado que permiti6 a las personas de la época un facil acceso a un modo de pensar racional

ante los fendmenos aleatorios.

2.1.2 Evolucion de la Esperanza Matematica

En este apartado, mas que exponer sobre el origen o surgimiento de la probabilidad como se
ha explicitado en apartados anteriores, se trata de responder cuestiones sobre la radicacion
de la Esperanza Matematica y la probabilidad en la sociedad, y su evolucién a través de la

historia de la mano de filosofos como Leibniz, Laplace, Von Mises, entre otros.

Inicialmente, el abordaje de cuestiones sobre el azar y la probabilidad implica considerar dos
grandes miradas, de un lado un significado de la probabilidad alusiva a los datos que se
disponen, es decir, a un caracter frecuentista en donde se establece una estabilidad o
equilibrio del resultado de un evento; por otro, el significado de probabilidad bayesiana o
epistemologica, aborda -en términos generales- una medida de certeza o veracidad de una

proposicion a través de suposiciones. En este sentido, tal como lo afirma Hacking (1995),

29



ambas miradas componen explicitamente el cardcter dual de la probabilidad, entendida esta
como aquel significado que se le atribuye a la probabilidad con respecto al contexto en que

esta inmersa.

Con respecto a lo anterior, en la tesis doctoral de Carranza (2009), se establece dos
diferencias puntuales entre el significado frecuencial y epistemologico de la probabilidad;
por un lado se distingue que el criterio de evaluacidon entre ambas probabilidades disiden
entre si, dado que la probabilidad epistemologica comprende el valor de la probabilidad como
una medida personal, en cambio la probabilidad frecuentista es, en cierto modo, objetiva
dado que toma en consideracion el papel de varios observadores y se compara la frecuencia
de aparicion. De igual manera, ambos significados se diferencian en los contextos en que se
evaluan, la probabilidad frecuentista sugiere un contexto especifico para la modelacion de
fenémenos aleatorios, que tomen en consideracion el axioma de la convergencia y el axioma
de aleatoriedad; en cambio en la probabilidad epistemologica basta con reconocer su

veracidad e imposibilidad de estimar puntualmente.

A lo largo de la historia, ambos significados tuvieron sus defensores y sus detractores. Con
respecto a la probabilidad frecuentista, se destaca los diferentes aportes de Pierre Simoén
Laplace y Richard Von Mises. Con respecto a la probabilidad epistemoldgica o Bayesiana,

se resaltan los aportes de diferentes de Gorrfried Leibniz, Pierre Nicole y Antonie Armauld.

Es importante resaltar, que durante el devenir historico del surgimiento de la probabilidad
hubo problemas y hechos historicos que propiciaron su reconocimiento y establecimiento.
Puntualmente, es el caso del problema del reparto, propuesto inicialmente por Pacioli en

1494, y que tiempo después su solucion iba a ser de gran valor significativo este campo de
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estudio. A continuacion se presenta dicho problema, describiendo y anali los diversos

métodos de solucidon propuestos por matematicos célebres

El problema del reparto

Se estima que el problema del reparto fue planteado por primera vez aproximadamente a
finales del siglo XIV, algunos autores como Vega (2000) afirman que fue encontrado en un
manuscrito anénimo en Italia. Formalmente el primero que enunci6 publicamente el
problema del reparto fue el matematico Luca Pacioli en 1494 en su obra Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita como una forma de aplicar el algebra
a los problemas de decision de los juegos: Un grupo juega a la pelota de modo tal que se
necesita un total de 60 puntos para ganar el juego y cada anotacion vale 10 puntos. Las
apuestas son de 10 ducados. Por algun incidente no pueden terminar el juego y un bando
queda con 50 puntos y el otro con 20. Se quiere saber qué parte del dinero del premio le

corresponde a cada bando. (Tomado de Diaz, 2013)

A lo largo de la historia, diversos autores como Pacioli, Tartaglia, G.F Peverone, G. Cardano;
intentaron solucionar este problema, algunos utilizando razonamientos proporcionales que
tomaban en consideracion distintas variables del problema y otros empleando el algebra y
aritmética. Sin embargo, la primera solucion aceptada al fue realizada por Pascal y Fermat

en una correspondencia epistolar que data en agosto de 1654.

Dados los fines de esta trabajo de grado, se hace necesario explicitar mas adelante las diversas
soluciones que surgieron para el problema del reparto, haciendo un especial detenimiento en
la solucion propuesta por Pascal y Fermat en su correspondencia, asi como la solucion
planteada por Huygens en la proposicion 4 de su tratado Libellus Ratiociniis in ludo Aleae.
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2.1.3 Esperanza Matematica como valor del juego

En este apartado se explicitan dos momentos de la historia luego del establecimiento e
institucionalizacion de la Esperanza Matematica y la teoria de la probabilidad: el primero, es
el impacto y solucion de la paradoja de San Petersburgo en la comunidad matematica del
siglo XVIII; el segundo, son los impactos y aplicacion de la Esperanza Matematica en la

estimacion de la esperanza de vida y el célculo de la vida media.

Paradoja de San Petersburgo

Luego del primer tratado impreso de probabilidad propuesto por Huygens en 1657,
comienzan las primeras criticas de la veracidad y objetividad hacia su obra; aquellas
fundamentadas en un problema propuesto por Pierre Monmort a Nicolas Bernoulli en el afio

1713 y que ponian entre dicho las bases matematicas de su obra.

En palabras de Daniel Bernoulli, primo de Nicolas Bernoulli, expone el problema de la
siguiente manera: Pedro tira una moneda al aire tantas veces como sea necesario para sacar
cara. Si esto ocurre en la primera tirada, tiene que dar a Pablo un ducado; si en la segunda
2, en la tercera 4 y asi sucesivamente, duplicando el numero de ducados a cada jugada que
es necesario efectuar. ;Cudl es la esperanza de ganar correspondiente a Pablo? En otras
palabras jcual es el precio justo que Pablo deberia pagar por este juego?” (Tomado de
Ruiz, 1999). El problema radica, en que al intentar encontrar el valor de la apuesta justa
utilizando la Esperanza Matematica da como resultado infinito, por esta razon era imposible

encontrar el precio justo para pagar por dicho juego.

A partir de este resultado, los cimientos de la Probabilidad fueron criticados por su poca

fiabilidad y consistencia; por esta razon diversos matematicos y probabilistas como Cramer,
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Nicolds Bernoulli, James Bernoulli, Daniel Bernoulli, Georges Louis Leclerc, Simén
Poisson, Condorcet, entre otros., se vieron obligados a revisar cada uno de sus teoremas y

demostraciones, y también intentando solucionar dicha paradoja.

Impactos y aplicacion de la Esperanza Matematica

El legado que dejo Huygens en su tratado Libellus Ratiociniis in ludo Aleae fue una notable
contribucion para abordar problemas y cuestiones sociales como lo es la esperanza de vida 'y
la vida media, lo cual permitia ampliar el espectro de la aplicabilidad de la probabilidad. En
este sentido, se destacan dos trabajos principales, los cuales se consideran de gran

importancia en la creacion de modelos estocasticos para compaiias de seguros.

Todo comienza en agosto de 1669, cuando Lodewijk Bernoulli empezé una detallada
correspondencia con su hermano Christian Bernoulli, debido a que Lodewijk habia
encontrado una tabla de Gaunt que poseia informacion precisa sobre la historia de vida de
una cohorte de cien recién nacidos en Holanda. A partir de esto, Lodewijk comienza su
investigacion buscando la manera de encontrar la vida media para los habitantes de Holanda,
tomando en consideracion inicialmente el nimero de afos que acumuld cada persona en
general, dividido el nimero de personas; esto permite estimar, que segiin Lodewijk Bernoulli

los afos que podrian vivir un recién nacido, el cual calcula que es 18,22 afios.

Por otro lado, Daniel Bernoulli, en ese entonces un afamado, decide comenzar a estudiar la
esperanza de vida de un ciudadano al llegar una determinada edad. Para ello, toma en
consideracion la relacion entre muertes y sobrevivientes en una edad determinada y con ello
elabora un grafico en funciéon de supervivencia para calcular el tiempo que les queda por vivir
a cada una de las edades. En las ultimas cartas, los hermanos Bernoulli deciden abordar por
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medio de la probabilidad la esperanza de vida de un matrimonio a partir de las edades de los

conyuges, utilizando esperanzas condicionadas.

2.2 MARCO CURRICULAR

Este marco curricular reconoce los elementos curriculares que permean el modelo de
ensefianza de estadistica y probabilidad en Colombia, Espafia y Estados Unidos., y que
influyen, de cierta manera, en cdmo se instruyen los contenidos en matematicas, por ello
identificar este tipo de elementos es fundamental para el desarrollo de este trabajo de grado,
debido a que contribuye al cumplimiento del segundo objetivo especifico propuesto. Es
importante aclarar que la delimitacion del marco tedrico se explicitara puntualmente en el

Capitulo IV del presente trabajo de grado.

Para el reconocimiento de los elementos curriculares en estadistica y probabilidad, se toma

en consideracion dos perspectivas:

Primero, una perspectiva nacional, la cual estd compuesta por el curriculo en matematicas
propuesto por el Ministerio de Educacion Nacional, y que lo componen los Lineamientos
Curriculares de Matematicas, Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y
Derechos Bésicos de Aprendizaje; para los cuales se busca explicitar el papel de la

probabilidad y el pensamiento aleatorio y sistemas de datos en la educacion colombiana.

Segundo, desde una perspectiva internacional, atendiendo a recomendaciones hechas por
curriculos y proyectos internacionales como NCTM y ESO; En éstos se reconoce el papel de

la probabilidad, los contenidos y las competencias propuestas a trabajar a lo largo del
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curriculo de matematicas equivalentes de grado 6° a 11°. Esto servira de insumo principal
para reconocer la manera en que el MEN entiende, organiza y aplica los contenidos en

estadistica y probabilidad.

2.2.1 Perspectiva Nacional

El marco legal que rige actualmente el Servicio Publico de la Educacion en Colombia es la
Ley General de Educacion: Ley 115 de 1995, en la cual se proponen documentos para la
orientacion y formulacion de curriculos en instituciones publicas y privadas de Colombia,

abogando principalmente en la mejora de la calidad y la cobertura educativa.

En primera instancia se tienen en cuenta los Lineamientos Curriculares de Matematicas
propuestos por el MEN en el afio 1998, los cuales brindan directrices para la planeacion y
estructuracion del curriculo de matematicas de las instituciones educativas en todo el pais.
Especificamente, en este documento se fundamenta tedrica y epistemologicamente los
elementos cognitivos, didacticos y matematicos a tomar en consideracion en los procesos de

ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Puntualmente, los lineamientos curriculares asumen las matematicas como una disciplina
para la formacion integral de los estudiantes, dado que permite la reflexion, exploracion,
explicacion y prediccion de fendmenos de la vida, asi como el abordaje de retos sociales,
culturales y politicos del siglo XXI (Grueso & Gonzales, 2016). Para cumplir lo anterior, el
MEN (1998) presenta tres ejes para el desarrollo la actividad matematica en la escuela: Eje

de procesos generales de aprendizaje; eje de los siete tipos pensamiento en matematicas; y
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eje contextual sobre los cuales se genera el proceso de aprendizaje y ensefanza de las

matematicas.

En cuanto a los lineamientos curriculares, los procesos generales que se relacionan con la

Esperanza Matematica asociada a los juegos equitativos son: la modelacion y fendmenos de

la realidad; la comunicacion; y el razonamiento.

En lo que a la comunicacidn consta, la enunciacion de conjeturas e hipotesis que de
los estudiantes alrededor de los juegos de azar requieren de un especial manejo de los
diferentes sistemas de representacion semiodtico para darle un sentido a las
predicciones de un fenémeno aleatorio en particular.

En lo que la modelacion y fendmenos de la realidad consta, se relaciona este proceso
general con las propiedades de prediccion y tratamiento de los juegos de azar de la
Esperanza Matematica.

En lo que concierne al proceso de razonamiento, reconocemos su estrecha relacion
con el aprendizaje de la estocastica, debido a que se procura que los estudiantes
durante el ciclo educativo desarrollen un razonamiento probabilistico orientado hacia

la toma de decisiones en ambientes de incertidumbre (Serrano et al, 1998).

De igual manera, en relacion con los tipos de pensamiento propuestos en el MEN (1998),

este trabajo se inscribe o enfatiza en el pensamiento aleatorio y sistemas de datos, el donde

el MEN (2006) lo define como:

“El pensamiento aleatorio, llamado también probabilistico o estocéstico, ayuda a
tomar decisiones en situaciones de incertidumbre, de azar, de riesgo o de ambigliedad
por falta de informacion confiable, en las que no es posible predecir con seguridad lo
que va a pasar. El pensamiento aleatorio se apoya directamente en conceptos y
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procedimientos de la teoria de probabilidades y de la estadistica inferencial, e
indirectamente en la estadistica descriptiva y en la combinatoria. Ayuda a buscar
soluciones razonables a problemas en los que no hay una solucion clara y segura,
abordandolos con un espiritu de exploracion y de investigacion mediante la
construccion de modelos de fendmenos fisicos, sociales o de juegos de azar y la
utilizacion de estrategias como la exploracion de sistemas de datos, la simulacion de

experimentos y la realizacion de conteos. (p. 64)

2.2.2 Perspectiva Internacional

Curriculo Educativo Espaiiol

En un mundo actual en constante transformacion, es necesario e indispensable que el
estudiante comprenda el caracter instrumental de las matematicas, las cuales permiten
interpretar fenomenos de la realidad. En el sistema educativo espaiol, es fundamental que el
estudiante sea participe de su aprendizaje, por ello las matematicas se conciben como
instrumentos necesarios para la representacion y modelacion de los fenomenos reales, y no
como un objeto alejado de la aplicacion. Desde esta perspectiva, se concibe la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas en todos los ciclos de formacion espaiol regulada por la
Ley Organica 8/2013 para la Mejora de la Calidad Educativa, en el caso de esta
investigacion, tomaremos en cuenta solamente la Escuela Secundaria Obligatoria en sus

niveles 1°,2°,3° y 4°., y el Bachillerato Obligatorio en sus niveles 1° y 2°.

Para la estructuracion de la materia de matematicas la ESO y el Bachillerato la LOMCE toma
en cuenta tres criterios para la organizacion de la enseflanza en matematicas: Conocimientos,

Criterios de Evaluacion de Contenidos y Estandares de Aprendizaje Evaluables.

37



Asi mismo, la ESO y Bachillerato propone la estructuracion de cuatro bloques de contenidos
para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, los cuales son: Procesos, métodos y
actitudes en Matematicas, Nameros y Algebra, Analisis, y Estadistica y Probabilidad. Sin
embargo de acuerdo a los fines de esta investigacion solo analizaremos el bloque de

Estadistica y Probabilidad

Del mismo modo que la LOMCE selecciona los criterios de ensefianza y lo bloques de
contenidos, proporciona cuatro materias de matemadticas las cuales serdn instruidas en los
niveles 1°,2°,3° y 4° de la ESO y 1°, 2° de Bachillerato; organizdndose de la siguiente
manera: Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I y II se ofertaran para los niveles 1°y
2° de Bachillerato; Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas I y Il se ofertaran
para los niveles 3° y 4° de la ESO; Matematicas orientadas a las ciencias aplicadas se
ofertardn para los niveles 3° y 4° de la ESO; Matematicas I y II se ofertaran para los cursos

1°y2°de ESO, y para los cursos 1° y 2° de Bachillerato.

Posteriormente se destacaran los criterios para la organizacion de la ensefanza de las
matematicas en el bloque de Estadistica y Probabilidad, dando privilegio a aquellos que estan
en relacion a la ensefianza y el aprendizaje de la Esperanza Matematica asociada a los juegos

equitativos.
Principios y Estandares para la Educacion Matematica

El Consejo Nacional de Maestros de Matematicas (en inglés NCTM) en el afio 1995 da inicio
al proyecto “Standards 2000 en donde se espera establecer los Principios y Estandares para

la ensefianzas de las matematicas en el aula de clases, teniendo como objetivo principal
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solucionar los problemas en la ensefianza y el aprendizaje de las matematica a lo largo del

pais.

En el afio 2000, luego de profundas discusiones y revisiones entre profesores de matematicas,
formadores de profesores de matematicas, representantes de las administraciones educativas,
investigadores y matematicos, el NCTM proponen los Principles and Standards for School
Mathematics, los cuales cumplen la funcion de describir los componentes esenciales de un

programa de matematicas de “alta calidad”.
Las caracteristicas y organizacion de los NCTM (2000) son:

e [Estan propuestos para todos los grados académicos escolares, es decir, desde el
numero Pre-K (Pre-Kindergarten) hasta G-12 (Grade 12)

e Proponen cinco normas de procesos sobre los cuales son el camino para adquirir y
aplicar el conocimiento del contenido: resolucion de problemas, razonamiento y
demostracion, conexiones, comunicacion y representaciones.

e Proponen cinco estandares de contenidos que los estudiantes deberian aprender a lo
largo de su etapa escolar, estos son: Nmeros y Operaciones, Algebra, Geometria,

Medidas, Analisis de Datos y Probabilidad.

Debido a los objetivos de este trabajo de grado, se hace especial detenimiento en los
Principios y Estandares que propone el NCTM (2000) para el estandar de contenido de

Analisis de Datos y Probabilidad.

Primeramente, el NCTM (2000) define el Analisis de Datos y Probabilidad como el
razonamiento estadistico esencial para ser un ciudadano y consumidor, debido a que permite

recolectar, organizar y visualizar la informacion para responder situaciones relativas al azar;
39



adicionalmente, el énfasis en el aprendizaje de métodos probabilisticos permite elaborar
inferencias y predicciones en eventos aleatorios. Especificamente en el estandar de contenido
de Analisis de datos y Probabilidad, los estudiantes en cada uno los niveles escolares deberian
de realizar cada una de las siguientes competencias: Formular cuestiones que pueden ser
tratadas por medio de la recopilacion organizacion y visualizacion de la informacion;
Seleccionar y utilizar métodos estadisticos apropiados para analizar la informacion;
Desarrollar y evaluar las inferencias y predicciones basadas en la informacion; y Comprender

y aplicar conceptos basicos de probabilidad.

A posterior se destacaran los estandares de Analisis de Datos y Probabilidad para los grados
de 6 a 12, dando privilegio a aquellos que estdn relacionados con la Esperanza Matematica

asociada a los juegos equitativos.

2.3 MARCO DIDACTICO

En este apartado, se delimitan aspectos tedricos centrales que se guian el disefio del
instrumento, analisis de los resultados y delimitacion de los elementos que componen el
Conocimiento Didactico del Contenido para la ensefianza de la Esperanza Matematica. Es
importante aclarar que la delimitacion del marco didactico se explicitard puntualmente en el

Capitulo V del presente trabajo de grado.

2.3.1 Resena Historica del CDC

Dada la crisis de la teoria positivista a finales del siglo XX, agudizadas por la modernidad y

demas problemas que surgieron torno a la formacién de profesores (Bolivar y Mata, 2004),
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se ha dado pie a la creacion de distintas metodologias didécticas y pedagdgicas que buscan

solucionar dificultades en torno a la enseflanza de contenidos en matematicas. Una de ellas

fue la teoria de ensefianza propuesta por Shulman (1986, 1987) quien interesado por abordar

cuestiones relacionadas sobre la adquisicion del conocimiento base por parte de los

profesores y la manera en como lo utiliza para transformar los contenidos en la ensefianza

escribe dos articulos esenciales para el surgimiento de la teoria del Conocimiento Didactico

del Contenido (CDC), el primero es, Those who understand: knowledge growth in teaching

(1986b) y el segundo, Knowledge and teaching foundations of new reform (1987) (Pinto,

2010).

como:

Para Shulman (1986, 1987) el surgimiento del CDC es debido a algunas razones

El foco unilateral con que se ha sobrellevado las investigaciones en este campo, es
decir, la manera en que las reflexiones se han encaminado a estudiar la manera en que
se imparten contenidos al estudiante, sin tomar consideracion en los componentes
basicos que deberia de poseer el profesor para que la ensefianza sea efectiva y

significativa en los estudiantes.

La gran necesidad de profesionalizar la ensefianza en ese entonces (alrededor de
1980), para Shulman (1986) era indignante que profesores sin formacion pedagdgica
o didactica, ensefiaran los contenidos sin tener idea alguna de lo que implicaba

ensefar o ser profesor. (Pinto, 2010)

La escasez de investigaciones sobre el proceso de transformacion de la materia
especifica por parte del profesor dentro del campo de la ensefianza escolar, a lo cual

Shulman se refirié6 como “el paradigma olvidado ™.
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e El poco valor atribuido al conocimiento del contenido, debido a que se poco se
intentaba relacionar el conocimiento pedagdgico con el conocimiento del contenido,
restandole importancia a la comprension de los contenidos con respecto a las

habilidades docentes.

Es asi como se comienza a reconocer un marco teérico enmarcado en el campo de la
didactica, en donde Shulman (1986) pretende explicitar y describir los componentes de un
“conocimiento base” de la ensefianza. (Bolivar, 2005). Este marco tiene como objetivo
central el analisis del conocimiento profesional del profesor, pretendiendo resaltar elementos
basicos que debe de poseer el profesor para la transformacion de los contenidos para la
enseflanza, y distinguir su papel en la comprension de contenidos curriculares por parte del

profesor y los alumnos (Pinto y Gonzalez, 2008).

Shulman (1986) reconoce la division entre dos ramas de su estudio del conocimiento base de

la ensenanza:

e La primera es el Conocimiento Comun del Contenido, la cual aborda todos los

elementos teoricos referentes a la materia que estd impartiendo.

e Elsegundo es el Conocimiento Didactico del Contenido, el cual le permite al profesor
transformar el conocimiento de la materia, proporcionando representaciones flexibles

y dinamicas Optimas para su aprendizaje.

e El tercero es el Conocimiento Curricular del Contenido, €l cual reconoce todos los
elementos curriculares del contenido previsto a ensefiar, los contenidos previos y

previstos a aprender, de acuerdo con el marco legal.
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De igual manera, un ano después Shulman (1987) reconoce nuevas categorias de
conocimiento, y con ello establece una base de conocimientos para la ensefianza; clasificando
los saberes o conocimientos que como minimo debe de saber todo profesor (Pinto, 2010), los

cuales son (Shulman, 1987 pag., 11):

e  Conocimiento del contenido;

e  Conocimiento didactico general, teniendo en cuenta especialmente aquellos
principios y estrategias generales de manejo y organizaciéon de la clase que

trascienden el ambito de la asignatura;

e  Conocimiento del curriculo, con un especial dominio de los materiales y los

programas que sirven como “herramientas para el oficio” del docente;

e  Conocimiento didactico del contenido: esa especial amalgama entre materia y
pedagogia que constituye una esfera exclusiva de los maestros, su propia forma

especial de comprension profesional;

e Conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas;

e  Conocimiento de los contextos educativos, que abarcan desde el funcionamiento del
grupo o de la clase, la gestion y financiacion de los distritos escolares, hasta el caracter

de las comunidades y culturas; y

o  Conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores educativos, y de sus

fundamentos filosoficos e histéricos
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En esta organizaciéon de contenidos, Shulman (1987) hace especial hincapi¢ en el
Conocimiento Didactico del Contenido, dado que permite identificar los elementos que
caracterizan la ensefianza de los contenidos; y ademas, representa una combinacion entre el
contenido y la didactica, permitiendo comprender la manera en los problemas y los temas se
adaptan a los intereses y capacidades de los estudiantes. Lo cual queda explicito en la
siguiente cita:

“El conocimiento didactico del contenido es la categoria que, con mayor
probabilidad, permite distinguir entre la comprension del especialista en un area del

saber y la comprension del pedagogo” (Pag. 11)

2.3.2 Significado y Caracteristicas del CDC

Shulman (1987) en su teoria manifiesta un interés particular por el Conocimiento Didactico
del Contenido (CDC), con respecto a los diferentes conocimientos reconocidos
anteriormente; de esta manera define el CDC como:

“La capacidad de un profesor para transformar su conocimiento del contenido en
formas que sean didacticamente poderosas y aun asi adaptadas a la variedad que

presentan sus alumnos en cuanto a habilidades y bagajes”. (p.15)

En particular, el CDC repercute directamente en la organizacion del curriculo del profesor,
en el sentido de que para transformar el contenido de la materia es necesario tomar en
consideracion elementos relevantes para la ensefianza como: Historicos, matematicos y
didacticos, y asi lograr que la ensefianza sea accesible y significativa para los estudiantes.
Cabe aclarar que el objetivo de una investigacion del CDC en el aula a corto y mediano plazo

no es introducir mas contenido al curriculo educativo, en cambio es propiciar una constante
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reflexion sobre la manera en que los contenidos estan siendo impartidos en el aula de clase y

los elementos didacticos que utiliza el docente para su ensefanza.

De esta manera, Pinto (2010) distingue y agrupa caracteristicas particulares del CDC,
permitiendo asi la ampliacion de la comprension del significado de este mismo. A

continuacion las caracteristicas generales:

El CDC se caracteriza por una naturaleza contextualizada con los contenidos y con

los procesos de instruccion.

e Se distingue al CDC como un marco que permite la transformacion, transferencia o

transformacion didactica de los contenidos para la ensefianza en el aula de clases.

e Es diferente al conocimiento de la materia y no es una simple conjuncién o mezcla
de pedagogia y contenido ni tampoco un modelo unico de desarrollo, por lo cual

requiere de caracteristicas especiales para su formacion y estudio con los profesores;

e Para formacion de los profesores, se requiere la reflexion y aplicacion sobre la accion,
la integracion de psicologia y contenido, la investigacion en didactica de la disciplina

y el estudio de los diferentes modos de representar el contenido a ensefar.

Asi mismo, Shulman (1993) desarrolla en su documento “Renewing the pedagogy of teacher
education: the impact of subject specific conceptions of teaching” importantes
consideraciones y concepciones sobre la implementacion del CDC en las aulas de clases y
curriculos educativos, de esta manera desarrolla tres particularidades y concepciones a

considerar (p. 56 cita de en Pinto, 2010, p. 13):
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“1. E1 CDC es una forma de comprender o conocer lo que los profesores poseen (o
deberian poseer) que distingue su pensamiento y razonamiento de las meras
caracteristicas de un experto en la materia en cuestion, siendo éste un ejemplo de
“sabiduria de los practicantes”, con lo cual diferencia al matematico y al educador,

del profesor de matematicas,

2. El CDC es una parte del conocimiento base para la ensefianza, un cuerpo de
conocimientos, habilidades y - para algunos- una disposicion, que distingue a la
ensefianza como una profesion y que incluye aspectos como técnicas racionales y
capacidades de juicio, improvisacion e intuicion; lo que Schoén (1983) denomind
como “reflexion-en-la-accion” y “reflexion-sobre-la-accidon”, con lo cual justifica su
naturaleza, su interrelacion con otros dominios de conocimiento y su metodologia

para la formacion, y

3. E1 CDC es un proceso de razonamiento pedagdgico y accion a través del cual los
profesores crean sus conocimientos cuando se enfrentan a problemas de ensefianza en
contextos particulares, expresando sus planes y corrigiendo espontaneamente incluso
improvisando ante los inevitables momentos impredecibles que surgen de la
ensefanza, con lo cual estos profesores desarrollan nuevos conocimientos, intuiciones

y disposiciones (Shulman, 1987).”

2.3.3 Conocimiento Didactico del Contenido Especifico

Fruto del surgimiento del CDC, en los tltimos afios se han aumentado las investigaciones en

torno a la formacion inicial y contintia del profesorado, buscando primeramente mejorar la

calidad de los docentes en instituciones y universidades. Uno de los primeros paises en tomar

en consideracion el CDC para su curriculo fue Estados Unidos, quienes a través de

organizaciones y proyectos de desarrollo de formacion, implementaron el CDC en
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universidades como: Universidad de California, Universidad de Stanford, Universidad de

Nueva York, etc.

Inicialmente el Conocimiento Didéctico del Contenido ha sido concebido como un marco
para mejorar los procesos de instruccion en la educacion general (sin especificar disciplina o
ciencia), debido a que algunos de los elementos més fundamentales se reconocen de manera
general (Shulman, 1986); sin embargo, la implementacion del CDC luego de 30 afios trae
consigo diversas modificaciones estructurales, es decir, elementos por mejorar en el disefio
y puesta en acto de este marco en los curriculos. En este trabajo, se toma en consideracion
las posturas de Leinhart (2001) y Bolivar (2005), quienes han propuesto algunas

consideraciones para mejorar en este marco tales como:

e EI CDC no logra generalizar en su teoria la manera en como se transforman los

contenidos de cada disciplina.

e Discrepancias en la organizacion y evaluacion de los proceso de instruccion; por
ejemplo, disciplinas como Inglés y Matemadticas no pueden concebirse desde un punto
de vista didactico como semejantes, debido a que los objetos de cada una poseen

diferente naturaleza y red semantica.

Es por ello que resulta importante desarrollar un Conocimiento Didactico del Contenido
Especifico para cada disciplina, en donde se reconozcan las particularidades de cada una. En
este caso, para el desarrollo de esta investigacion, y atendiendo a las recomendaciones por el
International Association for Statistical Education (IASE) en conjuncion con el International
Statistical Institute (ISI), es necesario y fundamental para la ensefianza y alfabetizacién

estadistica, reconocer un Conocimiento Didéactico del Contenido Especifico para la
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ensefianza de la estadistica y probabilidad que particularmente aborde la Esperanza

Matematica.

De esta manera, y de acuerdo a los fines de este trabajo, se tomara como punto de partida las
categorias originales de conocimiento propuestas por Shulman (1986) las cuales son:
Conocimiento del contenido de la disciplina por enseriar, Conocimiento de la didactica
especifica y Conocimiento del estudiante. A continuacion una explicitacién de cada uno, lo
cual permitird vislumbrar la manera en como se va a caracterizar el CDC especifico para la

ensefanza de la Esperanza Matemadtica asociada a los juegos Equitativos.

Conocimiento del Contenido de la Disciplina por Ensefiar

Es necesario, mas no suficiente que todo profesor de matematicas o de cualquier disciplina
comprenda de manera general los contenidos que estd previsto a ensefiar en el aula de clases
(Shulman, 1986); por esta razon se concibe el Conocimiento del Contenido de la Disciplina
por Ensenar (CCDE) o Conocimiento del Contenido Base, como aquel que organiza los
conocimientos del profesor previamente a su labor de ensefar, permitiendo identificar
estrategias, posturas, caracteristicas esenciales y elementos sintacticos de la disciplina. Lo

anterior se ve evidenciado en la siguiente cita:

“Conocer bien el contenido de una leccion incrementa la capacidad del profesor en
implementar actividades diferentes en el aula, coordinar y dirigir las intervenciones
y preguntas de los estudiantes, generar un cumulo de estrategias de ensefianza

vinculadas con el contenido y profundizar en el por qué y el para qué de la asignatura”

(Pinto, 2010, p.19)

Para ensefiar hay que tener solido el conocimiento de la materia (Shulman, 1986), debido a

que si no se comprende bien el conocimiento base puede ser limitativo para el aprendizaje de
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los estudiantes y el desarrollo de sus capacidades y habilidades (Pinto, 2010); por esta razon,

se concibe el CCDE como un componente fundamental para la preparacion de un profesor.

Especificamente, en la didactica de la estadistica y probabilidad, el estudio de su contenido
es una disciplina que obliga a analizar organizacion la naturaleza, evolucion, componentes y
propiedades necesarias para la instruccion. Por ejemplo, un CCDE especifico para la
ensefianza de la probabilidad debe de contener al menos: comprension de la naturaleza y
epistemologia de la probabilidad, manejo de los significados de probabilidad, caracteristicas

y propiedades de los eventos aleatorios, etc.

De esta manera, tomando en consideracion investigaciones como Shulman (1986), Pinto
(2010), reconoce los elementos basicos para la identificacion y reconocimiento de los

elementos para el CCDE:

e Reconocimiento de las distintas posturas y escuelas filosoficas, de igual manera el

papel de la historia en la epistemologia y surgimiento de los contenidos.

e Rol e importancia del campo de la estadistica y probabilidad en el curriculo de

matematicas, tomando en consideracion estructuras conceptuales y enfoques.

e Comprension y conocimiento de los conceptos estocasticos en general y en particular.

(Ej. teoremas, axiomas, principios, postulados, etc.)

Conocimiento de Didactica Especifica

Si bien, es necesario comprender los contenidos de la materia especifica a ensefiar, también

lo es saber como ensenar el contenido de manera correcta, es decir, estructurar los contenidos

49



y tematicas de manera didactica, con el fin de presentar el contenido de manera facil y
efectiva para el estudiante. Para lograr esto, es importante tomar en consideracion elementos
didacticos al proceso de instruccion, debido a que promueve la comprension significativa de
los contenidos por parte de los estudiantes. Este conocimiento de las estrategias y
representaciones Instruccionales lo define Shulman (1986) como:
“las formas mas ttiles de representacion de estas ideas, las analogias, ilustraciones,
ejemplos, explicaciones y demostraciones mas poderosas — en una palabra, las formas

de representacion y formulacion de la materia que hacen a ésta comprensible a otros.”
(Shulman, 1986, p.9)

De esta manera, las representaciones Instruccionales son elementos esenciales que utiliza el
profesor para la construccion de las didacticas especificas de cada contenido. Pinto &
Gonzales (2008) afirman que las representaciones juegan un papel protagénico en la
adquisicion de conocimientos de los estudiantes, debido a que convergen con el conocimiento

del contenido de los estudiantes y el curriculo educativo.

Para indagar las formas, representaciones o estrategias instruccionales que deberian de poseer
un profesor, es necesario tomar en consideracion algunos elementos del Conocimiento del
Curriculo 10 (Shulman, 1986), debido a que referirse representaciones instruccionales

conlleva obligatoriamente a indagar no s6lo los métodos de instruccion didéctica, sino

10 Si bien, Shulman (1987) no brinda una definicién exacta de Conocimiento Curricular, resalta la
importancia del curriculo de la siguiente manera: “El curriculo es representado por un rango amplio
de programas disefiados para la enseflanza de una materia particular y los topicos a un nivel dado, la
variedad de materiales instruccionales disponibles en relacion a estos programas y el conjunto de
caracteristicas que atiende, asi como las indicaciones y contraindicaciones para el uso del curriculo
particular o materiales de programas en circunstancias particulares” (p.10).
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también los procesos de fundamentacion, planificacion, implementacién y evaluacion

curricular que utilizan los profesores en el aula de clases.

Conocimiento del Estudiante

Si bien es fundamental comprender los conocimientos base y las estrategias y
representaciones instruccionales para ensefar contenidos de manera efectiva, lo es también
reconocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes previo a la ensefianza. Este tipo de
conocimiento se concibe en una categoria inherente a las practicas de instruccion docente en
una disciplina especifica, dado que permite incorporar al conocimiento del profesor las
condiciones instruccionales (errores, creencias y concepciones) de los estudiantes requeridas
para transformar los contenidos de manera efectiva. Pinto (2010) define este conocimiento
como:

“la habilidad de hacer “penetrable” el contenido a los estudiantes. Consiste en que el
profesor conozca los errores tipicos del estudiante y la trayectoria del estudiante a lo

largo de su progreso.” (p. 31)

En este sentido, es fundamental que el profesor ademas de conocer los conceptos teéricos a
instruir, comprenda realmente la manera en que sus alumnos estdn aprendiendo los
contenidos, por ello surge el interrogante ;Coémo identificar las formas de aprendizaje de los
estudiantes?, para ello Shulman (1986) propone que es indispensable reconocer elementos
como: la epistemologia de los procesos cognitivos de los estudiantes; las expectativas,
intereses y motivaciones de los estudiantes; y las formas de aprender matematicas y sus

dificultades.

Sim embargo, la delimitacion de los elementos que propone Shulman (1986) para este

conocimiento quedan cortos con respecto a las expectativas de andlisis, por ello Marks (1990)
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propone una ampliacion de este marco teorico, estableciendo tres componentes
fundamentales para la identificacion de los procesos de aprendizaje en el contenido
matematico: Conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en matematicas;
Conocimiento del diagnostico del proceso cognitivo del estudiante; y Conocimiento de las

estrategias instruccionales.
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CAPITULO III: HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y
ESPERANZA MATEMATICA

En este capitulo se hace alusion a la parte histérica y epistemologica de la esperanza
matematica, haciendo un extenso recorrido por su inicio, consolidacién y aplicaciones
posteriores en el campo de la estadistica y probabilidad. En este orden de ideas, se comienza
con la delimitacion de las primeras cuestiones, utensilios, escritos, etc., que dieron pie a la
concepcion y reconocimiento de factores aleatorios, apartado al cual se le cataloga como

Prehistoria de la Probabilidad.

De igual manera, se realiza un recorrido historico sobre el surgimiento de la probabilidad y
esperanza matematica, reconociendo el papel fundamental que tuvo la filosofia y la
jurisprudencia en el desarrollo del concepto de probabilidad en el siglo XVI y XVII; de igual
manera se realiza una sintesis sobre el papel de los juegos de azar en el establecimiento de la
probabilidad como disciplina de estudio, dado que las diversas soluciones documentadas
alrededor de problemas clasicos en estadistica y probabilidad como el “problema del
reparto”, proporcionaron los cimientos necesarios a lo que se conoce hoy en dia como teoria

de la probabilidad y esperanza matematica.

Seguidamente, se presenta un apartado el cual pretende resumir el surgimiento e
institucionalizacion de la esperanza matematica como método alternativo para la resolucion
de problemas que involucren variables aleatorias , dado que sus propiedades y caracteristicas
de centralizacion permite ‘“domesticar” fendmenos aleatorios posibilitando efectuar
proyecciones para un numero indeterminado de ensayos, este tipo de razonamientos surgen

de la mano de Christian Huygens y Daniel Bernoulli durante los siglos XVII y XVIII.

53



Finalmente, se presentan las conclusiones encontradas luego del rastreo histérico y
epistemologico de la historia de la esperanza matematica y la teoria de la probabilidad. Cabe
destacar que las conclusiones encontradas se reconocen de acuerdo al primer objetivo
especifico planteado en el Capitulo 1 (Ver apartado 1.2) y también al marco historico-

epistemologico presentado en el Capitulo 2 (Ver apartado 2.1).

3.1 PREHISTORIA DE LA PROBABILIDAD

A lo largo de la historia diversos filésofos como Hacking (1995), Sheynin
(2009), Daston (1988), entre otros., han atribuido a los juegos de azar el surgimiento del
concepto de probabilidad y esperanza matematica, debido a que inicialmente este tipo de
juegos permitié que filosofos y matematicos como Aristoteles, Fermat, Pascal, Cardano,
entre otros., se interesaran en analizar, por medio de distintas perspectivas, los juegos de azar
y sus singularidades. Dejando de lado un poco las razones que posibilitaron el surgimiento
del concepto de probabilidad y la esperanza matematica, es interesante comenzar este
apartado historico abordando los primeros métodos aleatorios que se utilizaron para decidir
en situaciones de incertidumbre, asi como las primeras nociones de probabilidad primitivas
encontradas; sin embargo, para lograr lo anterior es necesario que la investigacion entre en
terrenos poco explorados en la historia de la estadistica y probabilidad. Especificamente para
este apartado se toman como referencia algunos momentos importantes en la historia como
lo son: los instrumentos aleatorios inventados por las civilizaciones de la antigiiedad,
los filésofos pioneros en estudiar la aleatoriedad, el papel de los juegos y la suerte
considerados en los escritos sagrados, y por ultimo los enigmas y problemas iniciales que
mas adelante posibilitaron la construccion de los cimientos de la teoria de la probabilidad.
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El origen de los juegos de azar no se puede relacionar directamente con una civilizacién o
una época especifica, sin embargo son muchos los instrumentos para “echar suertes”
encontrados a lo largo del desarrollo de la humanidad, desde la edad de piedra hasta hoy dia.
Uno de los instrumentos mas remotos que se han encontrado hasta el momento es el
Astragalo, un hueso del talon de animal silvestre que al lanzarlo puede caer de cuatro maneras
diferentes, segiin Hacking (1995) se asocia la invencion de este instrumento a la civilizacion
Sumeria y Asiria en la época Paleolitica. Al igual que las anteriores, la civilizacion China fue
una de las que mas se registrd progresos en torno a los juegos de azar, se estima que desde el
ano 3000 a.c los chinos ya apostaban dinero por diversion en situaciones donde el azar
predominaba. Segun Van Jaag (2015) en su libro Manual para el jugador profesional la
mayoria de historiadores le atribuyen a esta civilizacion la invencién de las cartas de poker y

tarot que se utilizan actualmente.

A principios del siglo XV, los juegos de azar eran considerados un sinénimo de riqueza y
poder, por ende solo las clases mas privilegiadas tenian acceso a ellos. Sin embargo, la
invencion de la imprenta por parte del aleméan Jogannes Gutenberg en el afio 1440 posibilitd
la distribucion de los juegos de azar por toda Europa y parte de Asia, permitiendo que juegos
de azar lleguen a todas las clases econdmicas, mejorando asi las condiciones de vida muchas

personas marginadas por los sistemas feudales y econémicos de la época.

Retomando un poco la prehistoria de la probabilidad, es importante destacar el papel que ha
tenido la nocion de probabilidad en diversos libros sagrados que han marcado la humanidad
pos siglos, es el caso de La Biblia y El Talmud. Hacking (2005) y Sheynin (2009) afirman
que en La Biblia judeocristiana se hace mencidon en numerosas ocasiones a palabras y
expresiones como: echar suertes, certeza, chance, posibilidad, entre otras., un ejemplo claro
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de ello es el pasaje de Numeros (33:54) en el cual Dios le permite al pueblo israelita “echar
suertes” como medio para conocer su voluntad en situaciones de indecision, cabe aclarar que
en los escritos no se hace referencia explicita al instrumento con el cual echaban suertes a lo
largo de La Biblia (Diaz, 2013). En definitiva, la mencion o referencia de la probabilidad y
el azar en libros antiguos permite entrever que asi no exista una definicion formal de eventos
aleatorios o espacios muéstrales, las civilizaciones de la época los catalogan como sucesos
diferentes a los habituales, debido a que los regian leyes que para algunos eran divinas y que

para otros era una simple casualidad.

Luego de grandes avances por parte fildsofos griegos en disciplinas como las matematicas,
geometria, fisica, entre otras; algunos de ellos deciden centrar su atencion en palabras cada
vez mas usuales como lo son el azar, la incertidumbre, justicia y expectativa. Segiin Sheynin
(2009) uno de los filosofos pionero en el estudio y desarrollo de la nocion de probabilidad es
Aristoteles, quien en su libro Metafisica (s.f) proporciona ideas iniciales en el estudio de la
aleatoriedad y los juegos de azar, ¢l creia ciegamente que el azar era responsable de que
sucedieran cosas impensables, las cuales rompian las leyes de la 16gica. Afirmaba también
que si el ser humano que fuese capaz de encontrar la manera de descifrar el azar por medio
de las matematicas encontraria la verdad absoluta, por ello se hacia tan necesario comenzar
a estudiar la fenomenologia del azar. A partir de estas afirmaciones, Ciceron (discipulo de
Aristoteles), propuso un método rudimentario que consistia en encontrar la escala subjetiva
de ocurrencia de eventos aleatorios, la cual hasta el momento no hay prueba, pero se hace

alusion en la obra Ars Rethorica escrita por Aristoteles en 1515.

Posteriormente, a principios del siglo XVII el estudio del azar comenzdé a tomar
protagonismo en algunos matematicos y astronomos de la época, uno de ellos es el arabe Al-
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Biruni quien a través del empleo de datos estadisticos y nociones primitivas de probabilidad
contribuyd notablemente al campo de la navegacion y la astronomia, estimando
rudimentariamente la ubicacidon geoespacial de los barcos y medir distancias maritimas por

medio de los angulos de elevacion del sol.

Para concluir este apartado, es importante recalcar que desde la era medieval hasta su
nacimiento, la estadistica y la probabilidad no eran consideradas como una disciplina de
estudio formal, debido a que las explicaciones a fenomenos relativos al azar eran dirigidas -
en su mayoria- a cuestiones divinas y religiosas, creencia que aun persiste para algunos en
tiempos actuales. Sin embargo, es importante destacar que pese que algunos rechazaban ideas
emergentes en torno a la probabilidad debido a su caracter indeterminista, algunos filosofos
del renacimiento como Aristoteles, Platon, Nicomaco, Al-Biruni, proporcionaron algunas

ideas primitivas esenciales para el surgimiento de la probabilidad.

3.2 SURGIMIENTO DE LA PROBABILIDAD Y ESPERANZA
MATEMATICA

Hasta el siglo XVI, el proceso de domesticacion del azar por parte de filésofos y matematicos
era caracterizado por un conjunto limitado de afirmaciones que visualizaban los fendémenos
aleatorios desde un punto de vista determinista, y del que no se obtuvieron resultados
significativos. En cambio, el siglo XVII se considera como una etapa clave para el estudio
del azar y la aleatoriedad, inicialmente se comenzo con la significacion de referencias cada
vez mas usuales como son: aleatoriedad, probabilidad y esperanza; por partes de filosofos y
matematicos de la época, entre ellos se destaca a Cardano, Pascal, Fermat y Huygens. Luego

de esto, comienza el proceso de develar el papel de la probabilidad como campo del saber, el
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cual da su primer paso esclareciendo en términos formales la naturaleza de las variables
aleatorias, proceso que ya habia sido comenzado por Aristoteles en la Etica de Nicomaco al
establecer dos preceptos fundamentales en el estudio de la aleatoriedad y que iban a resultar
de suma importancia en el surgimiento de la probabilidad y esperanza matemdtica (Diaz,

2013).

Desde sus inicios, la filosofia ha estado intrinsecamente relacionada con las conductas
racionales y légicas, las cuales han quedado evidenciadas en los razonamientos dialécticos
fundados en el principio de la mayéutica. Especialmente para Aristoteles, los aspectos
relacionados con la jurisprudencia, la economia y el derecho no eran inherentes a la
aleatoriedad y el cambio, por ello manifiesta en algunas de sus obras (Ars Rethorica,
Metafisica.) la necesidad de adaptar a éstos contextos metodologias poco convencionales,
basadas en referencias aleatorias, que contribuyan a la toma de decisiones justas y confiables
ante un suceso no determinado y sin perjudicar a cada una de las partes. Sin embargo, el
entendimiento humano -en aquella época- no poseia los medios para establecer la certeza
absoluta de las decisiones en eventos aleatorios. Debido a esta necesidad emerge la nocion
de expectatio (Esperanza Matematica) de la mano de C. Huygens en su obra Ratiociniis in
ludo Aleae, la cual se abordara mas adelante de manera detallada. Este devenir historico
permite entrever que inicialmente en el estudio de la aleatoriedad y el cambio, los célculos
estaban orientados a encontrar un expectatio del azar y no especificamente la frecuencia con
que ocurria un suceso, ademds pone en manifiesto la relacion inherente entre la nocion de
esperanza y probabilidad, debido a su naturaleza aleatoria y caracteristicas para calcular
aspectos centrales en eventos indeterminados; un claro ejemplo de ello es la frecuencia de

aparicion y ganancias estimadas de un juego de azar.
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Segun Diaz (2013), el papel de los juegos de azar fueron fundamentales en el surgimiento de
la probabilidad, debido a que los hechos, conjeturas y paradojas alrededor de este tipo de
juegos desafiaron por varios siglos la razéon de los pensadores de la antigiiedad.
Especificamente Hacking (1995) le atribuye el surgimiento de la probabilidad a la solucion
del problema del reparto o juego interrumpido propuesto a finales del siglo XV por Luca
Pacioli, este problema generé un gran impacto en la certeza de los filosofos, debido a que
tuvo que pasar mas de dos siglos para poder dividir de manera justa un evento aleatorio antes
de que finalice, contribuyendo fundamentalmente al establecimiento de la teoria de la
probabilidad como medio de soluciéon a problemas relativos al azar. A continuacion se
describe el proceso histérico del problema del reparto desde sus inicios hasta su solucion,
haciendo especial detenimiento en los métodos de solucion y sus especificidades con respecto

a la probabilidad.

Problema del reparto

El problema del reparto surge inicialmente de la mano del célebre matematico italiano Luca
Pacioli (1455-1514) en su obra Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita publicado en Venecia en el afio 1494, en el cual se expone el problema de la

siguiente manera:

“Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total de 60 puntos para
ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados. Por algun incidente no pueden terminar
el juego y un bando queda con 50 puntos y el otro con 30. Se quiere saber qué
participacion del dinero del premio le corresponde a cada uno” (Tomado de Garcia,

2000, p.8).
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Pacioli en su solucidn establece inicialmente que los 22 ducados deben ser repartidos de

acuerdo a la cantidad de puntos anotados por cada uno de los participantes, para este caso

particular el jugador A anot6 50 puntos y el jugador B anoté 30 puntos, involucrando asi los
3

. . , 5 8 . . . 8
siguientes calculos PETIETIG realiza la equivalencia de i 22 ducados, por tanto a

cada bando se le debe dar la proporcion correspondiente, en el caso del jugador A le
corresponden % de 22 ducados y al Jugador B le corresponde % de 22 ducados. En el

analisis de la solucion propuesta, Santos (2000) identifica claramente que Pacioli intentaba
solucionar el problema del reparto como un problema del tipo aritmético, debido a que
unicamente tuvo en consideracion lo ocurrido antes de que se detenga el juego y no con lo
que podria pasar posteriormente. Es importante resaltar, que pese a que Pacioli argumentaba
que su solucidn era la correcta, para algunos matematicos como Tartaglia esta solucion no
cumplia con las expectativas, debido a que el bando que va perdiendo puede argumentar que

la apuesta deberia repartirse equitativamente tal como se pacto inicialmente (Garcia, 2000).

A partir de la solucién propuesta por Pacioli, se inventa un nuevo método que pretende
solucionar el problema del reparto desde la teoria de la proporcionalidad, este es el caso del
matematico italiano Niccolo Fontana (1500-1557) o mas conocido como Tartaglia, quien
retoma el problema expuesto por Pacioli en su obra Trattato generale di numeri et misure,
en el cual pone consideracion teoremas geométricos para desarrollar un método de solucion.
El método consiste en dar al jugador que va ganando una ganancia proporcional con respecto
a los puntos de ventaja que lleva un jugador sobre el otro, quedando repartido de la siguiente
manera En un juego a 60 puntos, si el jugador A ha completado 50 puntos y el jugador B 30

puntos, entonces se calcula la diferencia entre las puntuaciones del mayor al menor y se

. , : 20
divide sobre el nimero total de puntos necesarios para ganar 50-30=20; < s entonces la
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proporcion de dinero que debe de recibir el jugador A luego de interrumpir el juego, en este
caso el jugador A recibird 22 + % ducados, y el jugador B recibira 22 - ? ducados (Garcia,

2000). El argumento proporcionado por Tartaglia estd basado en los puntos de ventaja que
tiene un jugador con respecto al otro, al momento de interrumpir el juego. Sin embargo, este
argumento no es todo efectivo, debido a que, al igual de Pacioli éste método se basaba en la
informacion recolectada antes de que se interrumpiera el juego y omitiendo lo que podria
pasar si continuara (Diaz, 2011). En este caso se podria argumentar que, dado el caso, si el
jugador B diera por terminada anulada la ventaja que tenia el jugador A e incluso podria

ganar; por esta razon Tartaglia no queda conforme con su solucion y concluye de lo siguiente:

“La resolucion de tal pregunta debe ser mas judicial que matematica, de modo que,
cualquiera sea la manera en que se lleve a cabo la division, habra causa para

litigar.” (Garcia, 2000, p. 3)

Tiempo después, otro matematico célebre en abordar el problema del reparto fue el italiano
Girolamo Cardano (1501-1576) en su obra Prdctica arithmeticae generalis (1539). En esta
obra se evidencia una nueva perspectiva para abordar el problema del reparto propuesto por
Pacioli. Cardano comienza su argumentacion criticando fuertemente las soluciones expuestas
por Pacioli y Tartaglia, afirmando que es fundamental tener en cuenta lo juegos que le faltan
a cada jugador para ganar y no los puntos obtenidos hasta el momento, para ello propone una
su solucion basandose en una expresion algebraica que brinde la proporcion correcta, en

algunos casos, del dinero que se deberia repartir justamente.

PartedeA 1+2+3+--4+(n—q)
PartedeB 1+2+3+--+(n—p)
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En donde n es el nimero total de puntos a jugar y p, q son los puntos ganados por los

jugadores Ay B

Tiempo después, Cardano continud interesado en la teoria de juegos, hasta tal punto que
decidi6 elaborar un tratado sobre juegos titulado Liber de ludo aleae, el cual no se sabe a
ciencia cierta su fecha de culminacion dado que Cardano decidié no publicarla. Es hasta
1663, 87 afios después de su muerte que se encontrd este tratado y se publico, siendo esta la
primera gran obra cuya tematica son los juegos de azar. Entre otros aspectos, esta obra aborda
la manera detallada como se deben efectuar las apuestas en los juegos de dados, haciendo
uso de la probabilidad y la esperanza matematica, sin ser definidos explicitamente (Garcia,
2000). Esta obra constituye gran avance en el pensamiento matematico de la época y permite
abrir camino a nuevos objetos y campos de conocimientos orientados al estudio de la
aleatoriedad y el azar (Diaz, 2011). Cabe aclarar que en el analisis del libro de texto Liber de
ludo aleae Cardano establece claramente lo que significa un juego justo. Sin embargo,
Cardano confunde los conceptos de probabilidad y esperanza matemadtica, debido a que en
sus apuntes afirma que la ocurrencia esperada de una cara al tirar un dado tres veces debe de
ser igual a la probabilidad de que salga una de tres caras seleccionadas al lanzar una vez un

dado.

En el afio 1654 Blaise Pascal (1623-1654) y Pierre de Fermat (1608-1665) dan inicio a una
correspondencia epistolar que pretendia dar solucion a problemas planteados por un
personaje que misterioso que respondia pseudonimo del Caballero de Meré. Entre estos
problemas se encontraba el problema del reparto, el cual fue objeto de discusion entre Pascal
y Fermat en numerosas cartas. Cabe resaltar que en la documentacion de la correspondencia

hacen falta cartas claves, tales como: la primera carta de la correspondencia y la respuesta
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Fermat a Pascal sobre su método de solucion. Sin embargo, afortunadamente el resto de la

correspondencia permite suponer el contenido de las cartas extraviadas.

En cuanto a la solucion del problema del reparto Pascal afirma en la correspondencia que:

“Para conocer el valor del reparto, cuando participan dos jugadores en tres tiradas y
pone cada uno 32 monedas en la apuesta: supongamos que el primero de ambos tiene
2 puntos y el otro 1 punto. Si, ahora, vuelven a lanzar el dado las posibilidades son
tales que si el primero gana, ganard el total de las monedas en la apuesta es decir 64.
Si el otro es el que gana, estardn 2 a 2 y en consecuencia, si desean acabar o se

interrumpe el juego, sigue que cada uno tomara su apuesta es decir 32 monedas.

Por lo tanto sefior, se ha de considerar que, si el primero gana, 64 monedas le
perteneceran y si pierde, entonces solo le perteneceran 32 monedas. Si no desearan
jugar este punto, y decidieran separarse, el primero podria argumentar que “tengo
seguras 32 monedas, pues incluso pierda las recibiré. Las 32 restantes quizas las gane
quizas no, el riesgo es el mismo. Por lo tanto dividamos esas 32 restantes por la mitad,
y dadme ademas las 32 que tengo seguras”. En definitiva el primero tendra 48
monedas y el segundo tendra 16. En conclusion el reparto se hara en la proporcion

3:1” (Tomado de Garcia, 2000, p. 5)

La solucion que propone Pascal supone un giro fundamental al método de resolver este tipo
de problemas aleatorios, dado que inicialmente elabora un método recursivo que
contrapone las soluciones propuestas por Pacioli, Tartaglia y Cardano. Inicialmente Pascal
elabora una simbologia acorde a las necesidades de la situacion definiendo e(a, b) como la

[P 4]

proporcion de la apuesta que debe de recibir el jugador 1 si hacen falta “a” puntos para ganar
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y el jugador 2 si le hacen falta “b” puntos (Diaz, 2013). Quedando expresado de la siguiente

mancra:

1
E(O,n) =1; E(n,n) =

n=1,23,..,i;E(a,b) ==[e(a—1,b) +e(a,b—1),(a,b) = 1,2,

N =

Si bien, la respuesta de Fermat a Pascal no se encuentra, las cartas posteriores permiten inferir
que Fermat le respondid a Pascal con otro método de solucion, el cual puede rescatar en la
correspondencia del 24 de agosto de 1654 que le envia Pascal a Fermat con la critica a su

método. A continuacion el método de Fermat:

Supongamos que hay dos jugadores. Al jugador 1, le faltan “a” lances para ganar y al jugador
2, le faltan “b” lances. Notese el cambio con respecto al de Pascal: independientemente del
numero de lances necesarios y el tanteo particular, lo que importa para repartir la apuesta es
el numero de lances que le falta a cada jugador para ganar el juego (Garcia, 2000). Fermat
supone que el juego acabara en a + b — 1 lanzamientos, por ende calcula el nimero total de

2a+b—1

combinaciones que se obtiene de y se divide la apuesta en proporcion a los posibles

casos (Diaz, 2013).

Por ejemplo tomando en cuenta la situacioén de Pascal, al juego le faltan cuatro lances, luego
habrd que ver como se distribuyen los cuatro lances entre los dos jugadores, cuantas
combinaciones haran ganar al jugador 1, cuantas al jugador 2, y asi sucesivamente para
dividir la apuesta de acuerdo con tal proporcidn; la siguiente tabla muestra el nimero total
de combinaciones para la situacion, asi como los casos en donde gana cada jugador la partida
[...] por tanto, la apuesta debe de dividirse como 11 es a 5 (Garcia, 2000, p. 7).
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Como consecuencia del método de Fermat, Pascal expone en la misma carta las dificultades

que conlleva comprender el razonamiento que involucra las combinaciones posibles en un

juego; de igual manera realiza dos objeciones puntuales a su método: primero, afirma que es

un error repartir la apuesta tomando en cuenta el nimero maximo de lances, debido a que el

jugador después de haber ganado no estd obligado a seguir jugando. Segundo, afirma que

utilizar el método de las combinaciones para repartir la apuesta entre tres jugadores, donde

al jugador 1 le falte un lance y a los restantes dos lances, resulta imposible de jugar, ya que

segiin Fermat es sobre los lances méximos sobre los que se debe de repartir la apuesta pero

resulta imposible efectuar 3 lances sin antes necesariamente llegar a una decision; a

continuacion la tabla que presenta Pascal con las posibles combinaciones y ganadores luego

de tres lances.

alajajlajlalalalalalb/b/b/b/b|(b|/b|b|bjc|c|e|ec]|¢ c|c|e
aala/b/b/blc|c|c|ajalalb|b|b|c|c|c|a|a|a|b]|b c|c|c
al/bljcja/bic|alblc|a/b|c|a|b|c|a|/b|c|al|b|c|a]|b abjc
(0 (1 (1 (e f1frjrjnii 1 1 (1 (1]1 1
2 2 2122 2 2
3 3 J 3|3

[lustracion 2

Es importante aclarar, que el error que ha encontrado Pascal al método de Fermat puede

tomarse como un argumento valido. Sin embargo, el analisis de los posibles casos en donde
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mas de un jugador sale favorable es posible solucionarse si se asigna la combinacion
solamente al primer jugador que gana el juego y no el lance parcial, es decir, el caso “abb”
el jugador 1 y el jugador 2 salen favorecidos, pero es correcto afirmar que tal combinacién
le favorece solamente al jugador 1, diferente seria la combinacion “bba” en donde el jugador

2 es quien gana la partida.

Si bien, en la solucion del problema del reparto por parte Pascal y Fermat no se hace mencion
explicita a lanocion de probabilidad ni esperanza matematica, su solucion delimité principios
y métodos efectivos para domesticar lo que no se podia controlar. De igual manera, ésta
solucion para algunos marco el inicio a Teoria de la Probabilidad, dado que se convirtio en
un referente y trazo rutas a curiosos del azar para afrontar proximos desafios, especialmente

La Paradoja de San Petersburgo.

En conclusion, el devenir histérico de la solucion del problema del reparto aporta reflexiones
importantes para comprender el proceso evolutivo de la probabilidad en la edad media. En
este orden de ideas, el estudio las primeras nociones intuitivas, métodos y simbologias
utilizadas permiten comprender desde una perspectiva mas amplia los distintos enfoques
metodoldgicos sobre los cuales se puede abordar un problema relacionado con juegos de

azar.

3.3 INSTITUCIONALIZACION DE LA ESPERANZA MATEMATICA

A partir de la correspondencia entre Pascal y Fermat, diversos matematicos se ven
interesados en abordar el novedoso método del calculo de probabilidades; uno de los tantos

interesados es el joven holandés Christiaan Huygens (1629-1695), quien en el afio 1655, en
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su estancia en Paris lee la correspondencia entre éstos matematicos célebres y despierta un
profundo interés en cuestiones relativas al azar, tanto asi que le surge la necesidad de
conversar con Pascal acerca del problema del reparto. Es importante aclarar, que a manos de
Huygens solo llego la respuesta inicial de Pascal a Fermat al problema del reparto, sin el

método de solucion.

Tiempo después, al retornar a Holanda, Huygens decide investigar por cuenta propia algunos
problemas relacionados con el azar, propuestos por matematicos franceses célebres. Luego
de examinar y profundizar exhaustivamente en cada uno de éstos, desde lo mas basico hasta
lo mas avanzado cada uno de éstos, el 27 de abril de 1657 le envia a su tutor Frank Van
Schooten (1615-1660) un manuscrito titulado: Van Rekinigh in Spelen van Geluck, el cual es
revisado y traducido al latin por su tutor con el titulo: De ratiociniis in ludo aleae (Célculo
de los juegos de azar), y decide publicarlo como un apéndice del quinto de su obra titulada

Excercitatiovn Mathematicorum.

La obra de Christiaan Huygens se desarrolla a lo largo de 14 paginas, las cuales constan de
catorce proposiciones y cinco problemas al lector. A lo largo del manuscrito se puede
identificar que las proposiciones I-III hacen alusiéon al sentido de la generalidad en
probabilidad, en virtud de que ellas permiten solucionar gran cantidad de proposiciones, la
proposicion IV se materializa en la solucion al problema del reparto, las proposiciones de la
V - IX hacen alusion a variaciones del problema del reparto, las proposiciones X y XI
corresponden a problemas de dados propuestos inicialmente por el Caballero de Mer¢ a
Pascal en 1654, las proposiciones XII y XIII establecen tres casos nuevos bajo la situacion
de los dados, y por ultimo la proposicion XIV en la cual se condensa el método analitico

(método algebraico). Es importante resaltar, que el método analitico de Huygens consiste en
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“asignar” un nimero (expectatio) concreto de aparicioén a un suceso aleatorio sin necesidad

de hacer el empleo de series infinitas, por lo contrario utiliza el algebra elemental cartesiana.

Retomando lo dicho en el apartado anterior, la nocion de expectatio o esperanza matematica
ya habia sido adelantada -con algunas inconsistencias- por Cardano en la solucién del
problema del reparto en el afio 1539. Por esta razon, Huygens se ve en la plena necesidad de

introducir -correctamente- la nocion de Esperanza Matematica como:

“tanto lo que espero ganar como el valor de la apuesta para tal ganancia” (Garcia,

2000, p. 9)

Para Huygens, la elaboracion el Ratiociniis tenia como objetivo principal abrir los ojos del
hombre ante los juegos de azar y su justicia. Por esta razon, fue necesario elaborar un manual
al jugador con un sentido moderno que permitiera, a través de la teoria, argumentar
acertadamente sobre el valor del juego y sobre el valor de la apuesta (Diaz, 2013). En
definitiva, la obra del Ratiociniis se constituye como el primer libro impreso de probabilidad,
el cual marca un punto de partida en el desarrollo y la evoluciéon del calculo de
probabilidades. Asi mismo, el legado que dejé Huygens con su obra fue a gran escala, a tal
punto que se referencia en los 50 afios posteriores a su publicacion como la mejor
sistematizacion de lo que se conoce como Esperanza Matematica y Probabilidades de ganar
en los juegos de azar. A continuacion una cita de Diaz (2013), en donde describe a de manera

contundente la importancia de ésta magnifica y elegante obra:

“Christian Huygens no solo realizo un libro para los juegos de azar, ante todo su

Ratiociniis es un modo de pensar, un modo de actuar y un modo de resolver” (p.

123)
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Son incontables los impactos que generd Ratiociniis en el desarrollo de la estadistica y la
probabilidad como método para abordar situaciones de incertidumbre. En definitiva, la teoria
de probabilidad y la esperanza matematica comenzaban a tomar protagonismo en la
comunidad matematica y cientifica, debido a que permitia establecer un modo de pensar
racional ante fendmenos aleatorios. A partir de la publicacion de ésta importante obra, son
muchos los matematicos que se ven interesados en abordar cuestiones relacionadas a la
probabilidad y el azar, entre ellos se resaltan a Gottfried Leibniz (1646-1716) con sus obras
Ars Combinatoria (1666) y De aestimation (1668), y James Bernoulli (1654-1715) con su
obra péstuma Ars Conjectandi publicada en 1713 por su sobrino Nicolds Bernoulli (Diaz,

2013).

Especificamente, la magnifica obra de James Bernoulli se caracteriza como el complemento
del Ratiociniis in ludo aleae de Huygens, debido a que proporciona una amplia perspectiva
sobre la aplicabilidad de la Probabilidad en distintos campos de estudio. El proceso de
elaboracion de ésta obra fue de aproximadamente 20 afos, y aunque demostr6 el teorema de
la ley de los grande nimeros, Bernoulli no estaba del todo satisfecho con su trabajo, por ello
decide posponer su publicacion indefinidamente. El Ars Conjectandi estd organizado en
cuatro partes: La primera es una lectura comentada del tratado De Ratiociniis in ludo aleae
de Huygens, la segunda es un ensayo sobre las combinaciones y permutaciones, la tercera
expone el uso de las combinaciones a varios problemas relativos a los juegos de azar, y por
ultimo, la cuarta parte establece el uso y aplicacion de la probabilidad y esperanza matematica

en contextos econdmicos, politicos y morales (Diaz, 2013).

Es importante aclarar, que el estudio a detalle de la obra de Bernoulli va mas alla de los
limites de este trabajo de grado, sin embargo, exponer -superficialmente- su importancia y

69



algunos de sus los aportes en el acercamiento entre la probabilidad aleatoria y la probabilidad
epistémica, resultan de sumo interés para abordar cuestiones relacionadas con la didéctica en

estadistica y probabilidad en el capitulo cinco.

El Ars Conjectandi tuvo gran acogida en la comunidad matematica, principalmente porque
brinda una nueva manera de pensar ante fendémenos aleatorios de toda indole, y no solo a
juegos de azar como lo propuso C. Huygens. De igual manera, esta obra sistematiza todos
los trabajos sobre probabilidad y esperanza matematica hechos por Pascal, Fermat y
Huygens, permitiendo entonces relacionar aspectos de la ciencia con el azar y abordar

problemas de mayor dificultad.

Pese a los adelantos de Bernoulli, Huygens, Fermat y Pascal en el surgimiento y
establecimiento de la probabilidad y esperanza matematica, hubo numerosos obstaculos y
criticas en la antigliedad que llegaron a poner en tela de juicio los fundamentos y bases de
esta naciente teoria, puntualmente es el caso de la Paradoja de San Petersburgo inicialmente

propuesta por Nicolds Bernoulli a Pierre Montmort en el afio 1713 (Diaz, 2013).

La paradoja de San Petersburgo

A partir de la publicacion del Ratiociniis y el Ars Conjectandi, el método para estimar -por
excelencia- la cantidad justa que pagar por un juego de azar es calculando la Esperanza
Matematica. Sin embargo, paraddjicamente existe un juego el cual se presenta una variable
con esperanza infinita, es decir, la cantidad justa por pagar para jugar éste juego de azar es

infinito.

Como la historia lo indica, en un famoso casino de San Petersburgo, muchos jugadores -no

muy racionales- resultan arruinados por un extrafio juego que consistia en:
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Lanzar al aire continuamente una moneda hasta que salga cara por primera vez. Si
esto no ocurre hasta que salga el vigésimo lanzamiento (o después), usted gana mil

millones de pesetas. Si la primera sale cara sale antes, para 100 pesetas. (Ruiz, 1999,
p. 6)

El juego llega a manos de Nicolas Bernoulli, quien inmediatamente se da cuenta que a
diferencia de otros juegos, en éste se deberia de pagar un precio infinito por participar en €I,
algo que sin duda se pone a temblar los cimientos de la teoria de la probabilidad, al haber una
excepcion a la regla general que proponia C. Huygens en su Ratiociniis. Por esta razon, N.
Bernoulli decide entablar una correspondencia con Pierre de Montmort el 9 de septiembre
de 1713, En la cual describe en su primera carta el enunciado de la paradoja de San

Petersburgo. A continuacion, en palabras de Nicolas Bernoulli, la paradoja:

Pedro tira una moneda al aire tantas veces como sea necesario para sacar cara. Si
esto ocurre en la primera tirada, tiene que dar a pablo un ducado; si en la segunda,
2; si en la tercera, 4, si en la cuarta, 8, y asi sucesivamente, duplicando el numero
de ducados a cada jugada que es necesario efectuar. ;Cudl es la esperanza de ganar
correspondiente a Pablo? En otras palabras, ;Cudl es el precio justo que pablo debe

pagar por este juego? (Ruiz, 1999, p.7)
En pocas palabras, desde la Esperanza de Huygens, Pedro le pagaria a Pablo 2"~ ducados

. , . . J . 1
si la moneda cae en el n-ésimo lanzamiento, con probabilidad de ocurrencia de (E)”, por ende

el valor correcto que debe de pagar Pablo para jugar es:

(00

1
)= ) 2"

n=1
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= 0

N[ =

E(x) = i
n=1

Desde el punto de vista del jugador, seguramente nadie en los zapatos de Pablo apostaria una
cantidad de dinero considerable esperando obtener una millonaria ganancia, debido a que la
probabilidad de resultar afortunado en premios cuantiosos es muy pequeia. Por lo contrario,
se esperaria que un jugador promedio pusiera en juego su dinero a premios relativamente
menores, en vista de que es mas probable que suceda. Retomando al resultado de los calculos
de Nicolas, se puede entrever que el resultado parece estar en contra al sentido comun del

jugador, por ello se cataloga a este problema como una paradoja (Ruiz, 1999).

Histoéricamente hubo incontables matematicos que intentaron solucionar la Paradoja de San
Petersburgo, sin embargo son pocos los que se le puede atribuir una solucion “coherente” de
acuerdo a sus requerimientos. Entre los personajes mas destacados se encuentran: Daniel
Bernoulli (Primo de Nicolas Bernoulli); Gabriel Cramer; Leonard Euler; Simén Denis
Poisson; George Louis Leclerc; entre otros. A continuacion se expone la solucion propuesta
por Daniel Bernoulli, en la cual aborda el problema tratando de identificar nuevas cantidades
que reflejan el valor del premio en un sorteo; aquello que mas adelante se iba a denominar

como “utilidad”.

Inicialmente, Bernoulli propone que es necesario centrar la mirada en el aumento de la

utilidad cuando el capital x aumenta de manera muy pequefia Ax, quedando entonces de la
A e . .

forma f Luego, para expresar el aumento de la utilidad a medida de que la fortuna cambia

de “b” pesos a “a” pesos Bernoulli se recurre a la definicion de integral, quedando de la

siguiente manera:
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A partir de esta expresion, es posible calcular la utilidad media (promedio) en la participacion
del juego de San Petersburgo. Luego, Bernoulli supone que la cuota de entrada del juego es

de “c” pesos y “b” el capital inicial que se tiene. De igual manera, se sabe -desde un inicio-
. . e 1
que en el primer lanzamiento se espera ganar 2 pesos con probabilidades de -» en este caso,

si se decide continuar jugando, se obtendria momentdneamente b — ¢ + 2 como capital. Si

en el siguiente lanzamiento se resulta favorecido, se obtendria 4 pesos, con una probabilidad
. 1 . . , .
de ocurrencia de 7 obteniendo entonces como capital b — ¢ + 4, y asi sucesivamente con

cada lanzamiento que se efectie. En definitiva, se obtiene que el incremento de la utilidad

que se puede esperar, en promedio es:

Cabe aclarar, que la cuota maxima que se espera pagar para entrar al juego es la que hace en
definitiva que el incremento de la utilidad sea nulo, por lo cual més adelante se iguala a cero
la expresion. Continuando con la solucion, Bernoulli se vio en la necesidad de calcular el
valor del juego estableciendo el caso particular donde b=c, es decir, el caso donde se invierte
todo el capital al juego de azar. Este caso simplifica notablemente la expresion, quedando de

la siguiente manera:

= nIn(2) = In(c)
Z n 2n

= 21In(2) —In(c)

2In(2) —=In(c) =0 C=4
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Luego de la simplificacion de la expresion, se obtiene entonces que se espera pagar 4 euros
por entrar al juego, siendo ésta la cuota justa tanto para el apostador como para la casa de
apuestas. Es importante resaltar que la solucion propuesta por Daniel Bernoulli no es la tnica,
existen diversas soluciones las cuales toman en consideraciéon diferentes funciones
matematicas que permiten “estimar” el valor del juego. Sin embargo, de acuerdo a los fines
de este trabajo, resulta dispendioso exponer cada una de estas soluciones, por ello s6lo se

expone -brevemente- la solucion propuesta por Daniel Bernoulli.

3.4 CONCLUSIONES

En conclusion, con respecto a este capitulo, se ha intentado mostrar la evolucion, surgimiento
y establecimiento de la Esperanza Matematica, haciendo un breve recorrido desde sus etapas
iniciales con Cardano, Pascal y Fermat XVI, pasando por su establecimiento en términos
formales de la mano de Huygens en el siglo XVII, hasta su consolidaciéon en siglo XVII a
partir de las aplicaciones propuestas por Bernoulli. Convirtiéndose entonces la Esperanza en

una herramienta -predilecta- para la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

Luego de este recorrido histdrico, es importante detenerse a resaltar algunos resultados a
manera de conclusiones que posibiliten la discusion alrededor de las potencialidades que trae,
para la ensenanza de la Esperanza Matematica, adentrarse en su historia y epistemologia.

Especificamente, para €ste tercer capitulo se tenia como objetivo especifico:

e Reconocer elementos historicos y epistemologicos que evidencian el surgimiento,
evolucion y establecimiento de la Esperanza Matemadtica asociada a los juegos

equitativos en los siglos XVII, XVIII y XIX.
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Para lo cual, se puede afirmar lo siguiente:

. El papel de los juegos de azar en el establecimiento de la probabilidad y esperanza
matematica ha sido fundamental, debido a que el abordaje de cuestiones y enigmas
alrededor de los juegos de azar permitio categorizar la estadistica y probabilidad
como una disciplina de estudio, la cual era importante para comprender el porqué de
diversos fendmenos aleatorios. Por esta razon, se concluye que es importante abordar
este tipo de cuestiones en el aula de clases, puesto que contribuyen notablemente a la
delimitacion de elementos para la introduccion de la estadistica y probabilidad por
parte de los estudiantes, particularmente los juegos de azar permiten desarrollar
nociones como: naturaleza de variables aleatorias, equidad o inequidad de juegos de
azar, espacios muestrales, entre otros.

o Otra conclusion que se rescata de la elaboracion de este capitulo, es la importancia de
la delimitacion de los distintos métodos para la solucion de problemas en estadistica
y probabilidad. Puntualmente se expuso algunos de los métodos de solucion
(correctos e incorrectos) para el problema del reparto de la apuesta y la Paradoja de
San Petersburgo. A partir de la indagacién de estos métodos, se concluye que
contribuyen -notablemente- a la delimitacion de posibles errores, dificultades y
sesgos en los estudiantes al momento de abordar fenomenos aleatorios en el salon de
clases.

. La consideracion de los aportes realizados por Christiaan Huygens con su obra De
ratiociniis in ludo aleae y Daniel Bernoulli con su obra Ars Conjectandi en el
surgimiento y establecimiento de la Esperanza Matematica como método para

abordar fendmenos aleatorios, han sido parte fundamental para la delimitacion de
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elementos historicos para su ensefianza. Primero que todo, el magistral trabajo de
Huygens més que mostrar las proposiciones y métodos, permite comprender de
manera explicita la importancia y la necesidad de encontrar el valor justo (medida de
centralizacion) a fendémenos permeados por la aleatoriedad, permitiendo asi romper
fuertemente una vision determinista, la cual el ser humano ha sido acostumbrado
desde su nifiez. Segundo, la importante obra de Bernoulli contribuye notablemente a
la aplicacion de la Esperanza Matematica en diferentes contextos (no solo los juegos
de azar), permitiendo relacionarla con otras ciencias y disciplinas de estudio.

Uno de los principales objetivos de la ensefianza de la estadistica y probabilidad es
desarrollar un razonamiento probabilistico en los estudiantes que permita enfrentarse
a situaciones de la vida permeadas por el azar. Sin embargo, en algunas ocasiones, la
intuicidn y las creencias subjetivas de los eventos aleatorios han jugado en contra de
la razén (logica) del ser humano, a tal punto que lo ha llevado a comprender -
erradamente- un fendmeno aleatorio, un ejemplo de ello son las paradojas y
problemas clasicos de la probabilidad (Problema de Monty Hall, Paradoja de San
Petersburgo, entre otros.). Por esta razon, a partir del rastreo de elementos historicos
de la probabilidad y la esperanza matemadtica, se propone como un elemento
importante en la educacion en estadistica y probabilidad, la inclusion de las paradojas
en la escuela, esto con el fin de crear situaciones de aprendizaje que impulsen a los
estudiantes a la reflexion sobre sus propias conjeturas, y asi tomar mejores decisiones
en ambientes de incertidumbre y efectuar inferencias o predicciones de eventos
aleatorios basados en modelos estadisticos y probabilisticos (Batanero, Contreras y

Cafadas, 2012).
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CAPITULO IV: LA ENSENANZA DE LA ESPERANZA
MATEMATICA EN RELACION CON EL CURRICULO DE
MATEMATICAS NACIONAL E INTERNACIONAL

En este capitulo se hace alusion a los elementos curriculares nacionales e internacionales que
guardan relacion con la ensefianza de la esperanza matematica y juegos equitativos. En este
orden de ideas, primeramente, se presenta al lector un extenso rastreo curricular sobre
aquellos elementos que guardan relacion con la esperanza matematica del curriculo nacional,
tomando en consideracion los Lineamientos Curriculares en Matematicas, los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas y los Derechos Basicos de Aprendizaje propuestos
por el Ministerio de Educacion Nacional propuestos en el 1998, 2003 y 2013
respectivamente. En contraste a lo anterior, se presenta un rastreo de los elementos que
guardan relacion con la ensefianza y el aprendizaje de la esperanza matemadtica en dos
curriculos internacionales (ESO y NCTM) y un proyecto internacional (GAISE); cabe
aclarar que dichos curriculos y proyectos son considerados por expertos como Batanero y
Diaz (2011), Guerrero (2015), Caiiizales y Ortiz (2012) como los més completos en lo

referente a los contenidos, metodologias y estandares en estadistica y probabilidad.

Finalmente, se presentan las conclusiones encontradas luego del rastreo y comparacion
curricular efectuada al curriculo Nacional e internacional. Cabe aclarar que las conclusiones
encontradas se establecen a partir del segundo objetivo especifico planteado en el Capitulo 1
(Ver apartado 1.2) y también del marco curricular presentado en el Capitulo 2 (Ver apartado

2.2)
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4.1 PERSPECTIVA NACIONAL

El curriculo de educacion en Colombia, en particular el curriculo de matematicas, en las
ultimas décadas ha sufrido numerosos cambios y transformaciones. Esto se debe
principalmente a que han surgido exigencias y recomendaciones de organismos
internacionales como ICMI, CIAEM, NCTM, entre otros., que permean la educacion
matematica en Colombia. Uno de los cambios que mas generd impactos en la educacion
matematica en el siglo XX fue el movimiento denominado “Matematicas Modernas”, el cual
se llevo a cabo entre los afios 1960 y 1970, con la finalidad de profundizar en el aula las
diversas estructuras de las matematicas (topologia, 1dgica, teoria de conjuntos, entre otras).
Sin embargo, afios mas tarde este movimiento fracaso, debido a que las “nuevas” exigencias
curriculares estaban evocadas hacia el papel de las matematicas como método para resolver

problemas rutinarios y no desde una perspectiva abstracta.

A raiz de este movimiento, en Colombia en el afio 1990 se da inicio una renovacion
curricular, la cual tenia como objetivo principal la construccion de un marco legal para el
curriculo de Matematicas en la educacion basica y media. De esta manera, el ministerio de
Educacion Nacional propuso articular e interrelacionar los distintos contenidos del curriculo
de matematicas en 5 nucleos tematicos (geométricos, métricos, numéricos, datos, logicos y
conjuntos). Cabe resaltar, que en esta renovacion curricular es donde por primera vez se
aparecen -de manera explicita- contenidos relacionados con estadistica, esto se debe a
necesidad emergente de formar a los estudiantes con conocimientos estadisticos para la
investigacion en diversas areas (Castellanos, 2001). A continuacidon, en La Tabla 1 se
presenta la organizacion de los contenidos de estadistica, propuestos por el Ministerio de

Educacion Nacional en la renovacion curricular del afio 1990.
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Tabla 1: Organizacion de contenidos de estadistica en la renovacidn curricular de 1990.

Nivel Basica Ciclo Primaria

Grado 1° Grado 2° Grado 3° Grado 4° Grado 5°
Iniciacion a Gréficas de Recoleccion de datos | Recoleccion de datos. | Nocion de
graficas de barras Tabulaciéon y Tabulacion y promedio en un
barras representacion de representacion de conjunto
datos. datos. Iniciacion al pequeno de
andlisis de datos. datos.
Frecuencias, moda.

Nivel Basica Ciclo Secundaria

Grado 6° Grado 7° Grado 8° Grado 9°
Frecuencias absolutas. Frecuencias Medidas de Medicion. Muestreo | Medidas de
relativas (Porcentuales, fraccionarias). tendencia central: Disposicion y dispersion.
Diagramas de barra y circular. moda, media y representacion de

Frecuencias ordinarias o puntuales. mediana. datos. Escala

Frecuencias acumuladas

Es importante anadir, que la introduccion de estos contenidos por parte del MEN posibilita -
en cierta medida- la fundamentacion tedrica del por qué es importante introducir contenidos
de estadistica y probabilidad en la escuela. De igual manera, segin Castellanos (2001) este
tipo de estandares permiten establecer que existen tres pilares fundamentales que maés tarde

constituirdn la ensefianza en estadistica y probabilidad, estos pilares son:

o Interpretar fendmenos de la vida real, desde un punto de vista estadistico.

o Desarrollar habilidades para la recoleccion, organizacion y andlisis de los datos, lo
cual permitira -mas adelante- realizar deducciones y comparaciones sobre fendémenos
aleatorios de la realidad.

J Comprender, aplicar e interpretar las medidas de tendencia central y medidas de
dispersion, esto con el fin de establecer puntos de referencia para el andlisis de

situaciones de variacion con muestras grandes.

Actualmente el curriculo de educacion en Colombia esta regido por La Ley General de
Educacion propuesta en el ano 1995, y sobre la cual se establece un criterio claro de

flexibilidad y autonomia a las instituciones educativas en Colombia para disefar y organizar

79



el curriculo en sus tres niveles: educacion basica primaria, educacion basica secundaria y
educacion media. Asi mismo, esta ley proporciona a las instituciones nuevas perspectivas
sobre la manera en que se podrian organizar los contenidos en el curriculo en matematicas,
explicitando una nueva estructura tridimensional, la cual estd compuesta por procesos

generales, conocimientos basicos y contexto que permea el aprendizaje.

A partir del establecimiento esta ley, el MEN comienza la ardua labor de disefiar y establecer
un marco legal de ensefianza en matematicas para Colombia. Fruto de estos esfuerzos, en el
ano 1998 se publican los Lineamientos Curriculares para el area de matematicas, los cuales
estan enfocados en fundamentar teodrica y epistemologicamente aquellos elementos
cognitivos, didacticos y matematicos que se deben de tomar en consideracion para la
conformacién y consolidacion del curriculo en matematicas para las instituciones educativas.
Es importante resaltar, que este documento plantea la necesidad de asumir las matematicas
como una disciplina formal e integradora, la cual busca contribuir —notablemente- al
desarrollo integral de los estudiantes a lo largo de su formacion en el aula, dando sentido al
mundo que los rodea desde una perspectiva matematica. Para llevar a cabo lo anterior, el

MEN (1998) propone en tres ejes conceptuales fundamentales:

. El primer eje corresponde a los cinco procesos matematicos generales que se efectian
en la actividad matematica de los estudiantes y que se espera sean desarrollados en
el aula de clases. Entre los cuales se encuentran: razonamiento; resolucion y
planteamiento de problemas; comunicacién; modelacion; por ultimo, elaboracion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos.

o El segundo eje contempla los conocimientos matematicos basicos, entre los cuales se

delimitan los cinco tipos de pensamientos: pensamiento numérico y sistemas
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numéricos; pensamiento espacial y sistemas geométricos; pensamiento métrico y
sistemas de medidas; pensamiento aleatorio y sistemas de datos; pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos.

. El tercer y ultimo eje, hace referencia a los ambientes de interaccion que rodea el
aprendizaje de los estudiantes, el cual debe de estar intrinsecamente ligado al sentido

de las situaciones problematicas que se plantean en el aula de clases.

En relacion con los fines de este trabajo, es en los Lineamientos Curriculares en Matematicas
donde se identifica, por primera vez, conceptos y objetos relacionados con la teoria de la
probabilidad. Ademas, el MEN propone que la ensefianza de este tipo de contenidos debe
propiciarse a partir de contextos significativos para los estudiantes, permitiéndole interpretar
y analizar fendmenos aleatorios que estdn a su alrededor. De igual manera, hace una
asociacion fundamental entre los contenidos en probabilidad y estadistica, denominando lo

que se conoce actualmente como “pensamiento aleatorio y sistemas de datos”

Segin el MEN (1998), se define el pensamiento aleatorio y sistemas de datos como aquel
que contribuye a la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre, riesgo o ambigiiedad.
Este tipo de pensamiento se apoya en las bases de la estadistica y la teoria de la probabilidad,
permitiendo modelar, en términos estocasticos, problemas y situaciones que estan permeadas
por el azar y la aleatoriedad. Cabe destacar que el pensamiento aleatorio y sistemas de datos
difieren con los otros tipos de pensamiento propuestos en el MEN (1998), debido a que opera
con variables de naturaleza aleatoria y no determinista. Esta afirmacion lleva a suponer que
existe una diferencia sustancial en los procesos de ensefanza y aprendizaje en los contenidos
de estadistica y probabilidad con respecto a otros tipos de pensamientos, lo cual ha sido

constatado en Guerrero (2015), Batanero (2000) y Goémez (2016), entre otros. A
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continuacién, una cita que permite comprender la manera en que el MEN propone la

ensefianza de la estadistica y probabilidad:

“El caracter no determinista de la probabilidad hace necesario que su ensefianza se
aborde en contextos significativos, en donde las presencias de problemas abiertos con
cierta carga de indeterminacion permitan exponer argumentos estadisticos, encontrar

diferentes interpretaciones y tomar decisiones”. (MEN, 1998, p.47-48)

En el ano 2003, MEN propone los Estindares Bésicos de Competencias en Matematicas
(MEN, 2006), los cuales buscan aterrizar lo dicho en los Lineamientos Curriculares en
Matematicas. Este documento contribuye especificamente en el planteamiento de metas
especificas para cada grupo de grados (1°a3°,4°y 5°,6y 7°, 8%y 9°,10°y 11°), de acuerdo
a cada tipo de pensamiento y guardando correspondencia con los procesos generales de
aprendizaje. De esta manera, los EBCM proponen como objetivo central en la educacion
comenzar a hablar de estudiantes matematicamente competentes, por encima del desarrollo
de contenidos fragmentados. Al respecto, el MEN (2006) en los EBCM define la

competencia matematica como:

“Todas estas dimensiones se articulan claramente con una nocidén amplia de
competencia como conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones
y disposiciones cognitivas, socioafectivas y psicomotoras apropiadamente
relacionadas entre si para facilitar el desempefio flexible, eficaz y con sentido de una
actividad en contextos relativamente nuevos y retadores. Esta nocion supera la mas
usual y restringida que describe la competencia como saber hacer en contexto en
tareas y situaciones distintas de aquellas a las cuales se aprendi6 a responder en el

aula de clase”. (p. 49)
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Tomando en consideracion lo expuesto por el MEN y en concordancia a los fines de este
trabajo de grado, se resalta que uno de los principales objetivos de la educaciéon matematica
en Colombia debe estar enfocado en formar estudiantes competentes con respecto a los
contenidos propuestos en el pensamiento aleatorio y sistemas de datos, en particular, en
aquellos contenidos que guardan relacion a la ensefianza de la Esperanza Matematica. Es
importante resaltar también, que el MEN no hace referencia explicita a la esperanza
matematica, por ello surge la necesidad de rastrear aquellos estandares que aluden a
conceptos previos necesarios para su ensefianza y aprendizaje. A continuacion, se presentan

a modo de tabla los estdndares mencionados:
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Tabla 2: Estandares curriculares que guardan relacion con la Esperanza Matematica

Grado Estandares

* Explico —desde mi experiencia— la posibilidad o imposibilidad de ocurrencia
de eventos cotidianos.

* Predigo si la posibilidad de ocurrencia de un evento es mayor que la de otro.

1°a3°

* Uso e interpreto la media (o promedio) y la mediana y comparo lo que indican.
* Resuelvo y formulo problemas a partir de un conjunto de datos provenientes de

4°y5° : .
y observaciones, consultas o experimentos

* Uso modelos (diagramas de arbol, por ejemplo) para discutir y predecir
posibilidad de ocurrencia de un evento.

* Conjeturo acerca del resultado de un experimento aleatorio usando
proporcionalidad y nociones bésicas de probabilidad.

* Predigo y justifico razonamientos y conclusiones usando informacion
estadistica.

6°y 7°

» Comparo resultados de experimentos aleatorios con los resultados previstos
por un modelo matematico probabilistico.

* Reconozco tendencias que se presentan en conjuntos de variables relacionadas.
8°y9° |« Calculo probabilidad de eventos simples usando métodos diversos (listados,
diagramas de arbol, técnicas de conteo).
* Uso conceptos basicos de probabilidad (espacio muestral, evento,
independencia, etc.).
* Interpreto conceptos de probabilidad condicional e independencia de eventos.
* Resuelvo y planteo problemas usando conceptos basicos de conteo y
10°y |probabilidad (combinaciones, permutaciones, espacio muestral, muestreo

11° |aleatorio, muestreo con reemplazo).
* Propongo inferencias a partir del estudio de muestras probabilisticas

Tabla 2
Por ultimo, en el afio 2015, el MEN presenta al sector educativo los Derechos Bdasicos de
Aprendizaje (DBA), este documento cumple las funciones de ejemplificar y actualizar los
EBCM para los educadores, identificando para cada grado en particular, los saberes basicos
que han de aprender en las instituciones educativas a lo largo del pais. Es importante resaltar
que los DBA buscan una “mejoria sustancial” en la calidad educativa en el pais, estableciendo
una serie de competencias esperadas por desarrollar, cada una acompafiada con una actividad

didactica ilustrativa (Gomez, 2016).
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En cuanto a los DBA, las competencias y situaciones que guardan relacion con la ensefianza
y aprendizaje de la esperanza matematica asociada a los juegos equitativos son relativamente
pocas; esto se debe a que este concepto probabilistico no ha sido tomado en consideracion en
los EBCM, por ello las actividades y las competencias basicas propuestas en los DBA, no
guardan relacion explicita con este concepto. Sin embargo, ante dicha adversidad, surge la
necesidad de delimitar algunas competencias y evidencias de aprendizaje que, a modo de
conceptos previos, se relacionan “indirectamente” con la esperanza matematica. Al respecto,
se presenta la actividad #10 asociada al grado 10°. En un analisis previo a la competencia,
las evidencias y la situacion propuesta, se puede inferir que esta actividad, al ser de caracter
aleatorio con un espacio muestral indeterminado requiere -necesariamente- de una
estimacion o inferencia para su resolucion. Por esta razon, dichas estimaciones pueden ser
llevadas a cabo por diferentes métodos y conceptos probabilisticos, en este caso, se puede
emplear una medida de centralizacion de variables aleatorias como lo es la Esperanza

Matematica (Ver Ilustracion 3).
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Q Plantea o identifica una pregunta cuya solucion
requiera de la redlizacion de un experimento
aleatorio.

Q Identifica la poblacion y las variables en estudio.

O Encuentra muestras aleatorias para hacer
predicciones sobre el comportamienio de las
variables en estudio.

Q Usa la probabilidad frecuencial para interpretar
la posibilidad de ocurrencia de un evento dado.

Q Infiere o valida la probabilidad de ocurrencia

En una revista médica se menciona lo siguiente:
"Se ha estimado que la probabilidad de gue una
persona fumadora muera de una enfermedad
asociada con el consumo del cigarrillo es de
aproximadamente 17,
2
Se trata de describir un método posible por medio
del cual se haya podido llegar a este resulfado.
"Afirma gue el esfudio se pudo realizar en una
muestra aleatoria de la poblacion de personas
fumadoras en donde se calculd la probabilidad
de gue una persona fumadora muera de una
enfermedad asociada con el consumo del
cigarillo. Concluye que lo previsible es que en
esa muestra el resultado haya sido_1."
2

del evenio en estudio.

[lustracion 3

Luego de explicitar la manera en que el MEN que entiende organiza y propone el
pensamiento variacional y sistemas de datos en la educacion bésica y media, y también de
hacer un rastreo sobre los contenidos, estandares y DBA que guardan relacién con la

ensefianza y aprendizaje de la Esperanza Matematica se puede establecer lo siguiente:

° Primero, como se ha mencionado reiteradamente durante este rastreo curricular, la
Esperanza Matematica es un concepto en estadistica y probabilidad que no se tomado
en consideracion para la estructuracion del curriculo en matematicas.

° Segundo, en los LCM, en particular, en la descripcion general del Pensamiento
Aleatorio y sistemas de datos, se hace explicito que uno de los objetivos de desarrollar
este tipo de pensamiento es contribuir a la toma mejores decisiones en situaciones de
azar o incertidumbre. Sin embargo, durante el rastreo de los EBCM y los DBA no se
ha encontrado evidencias que apuntan a cumplir este objetivo. Por esta razon se

afirma, basandose en reflexiones y criticas realizadas por Batanero (2014), Guerrero
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(2015) y Caiizales y Ortiz (2013) a curriculos internacionales, que la organizacion
de los contenidos en estadistica y probabilidad en el curriculo de matematicas se
encuentra de manera segmentada.

. Tercero, en los LCM durante la delimitacion de los tres ejes fundamentales que rigen
la actividad matematica, en particular en el aspecto contextual, se ha manifestado la
importancia de brindar contextos significativos a los estudiantes permitiéndoles dar
sentido a las matematicas que aprende. Sin embargo, se ha podido constatar que
durante la estructuracion del curriculo en matematicas no se hace mencion sobre las
potencialidades que conlleva introducir al aula de clases contextos relativos a los
juegos de azar, siendo este un fendmeno social que afecta comunmente los estudiantes

de secundaria (Iglesias, Miguez, Vazquez; 2001).

4.2 PERSPECTIVA INTERNACIONAL

En los ultimos afios, el plan curricular de matematicas en Colombia ha estado enfatizado en
reconocer el pensamiento aleatorio y sistemas de datos como un elemento fundamental para
la formacion de ciudadanos competentes en su diario vivir, en especial la toma de decisiones
en situaciones permeadas por el azar y la aleatoriedad (MEN, 1998). Por esta razon, el
Ministerio de Educacion Nacional ha considerado pertinente en la elaboracion del curriculo
de matematicas, tomar en consideracion recomendaciones y tendencias de curriculos
internacionales que buscan establecer a la estadistica y probabilidad como uno de los pilares
fundamentales en la formacién matematica a nivel mundial. Sin embargo, segun Castellanos
(2001) este tipo de recomendaciones no han surtido efecto en el curriculo de matematicas en

Colombia, esto se debe a que principalmente el MEN no ha reestructurado su curriculo de
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matematicas en funcién de las recomendaciones y comparaciones de la situacion

internacional.

A raiz de los cuestionamientos sobre la manera en que se debe actualizar el curriculo en
matematicas, en particular aquellas orientadas a la reorganizacion y reestructuracion del
pensamiento aleatorio y sistemas de datos, se trae a colacion tres curriculos internacionales
(ESO, NCTM y Proyecto GAISE), los cuales ante los ojos de diversos investigadores como
Batanero y Diaz (2011), Guerrero (2015), Canizales y Ortiz (2012) han considerado que éstos
curriculos hacen un mayor énfasis en la ensefianza y el aprendizaje de la estadistica y
probabilidad como disciplina de estudio. A continuacién se presenta, un analisis descriptivo
de cada uno de los curriculos internacionales mencionados anteriormente, en comparacion

con ¢l curriculo de matematicas en Colombia.

4.2.1 Curriculo Espafiol

Primeramente, se presenta el curriculo de matematicas espafiol para secundaria, el cual esta
regido actualmente por la Ley Organica para la Mejora en la Calidad Educativa (LOMCE)
propuesta en el afio 2013 por el Ministerio de Educacion Espafiol. En este documento se
implanta la Escuela Secundaria Obligatoria y Bachillerato, en la cual se fundamenta los
contenidos, criterios de evaluacion y estandares para la ensefianza de distintas areas
conocimiento, en jovenes con edades desde los 12 afios a 18 afios. Cabe aclarar que el
curriculo espafiol de secundaria se encuentra dividido en 2 partes, la primera parte
corresponde a cuatros ciclos propios de la ESO (1°, 2°, 3° y 4°); y luego, de manera optativa,

el estudiante profundiza sus estudios en los ciclos 1° y 2° de Bachillerato.
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En particular, para la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas en el curriculo espafiol,
se distingue distintas materias, las cuales van en relacion con las aptitudes y orientaciones
académicas de los estudiantes. A continuacion se presenta la tabla X, en la cual estan
organizadas las materias que le corresponden a los distintos grados de la ESO y Bachillerato.

Tabla 3: Cursos de matematicas ofertados en la ESO y Bachillerato.

Ciclo Materias Ofertadas
1° * Matematicas
=
E 2B » Matematicas
= =
535 L -
2 = - * Matematicas orientadas a las enseflanzas académicas I
@ ED . . .
ﬁ = * Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas I
E )
= e * Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas II
* Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas II
= * Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I
1
g = * Matematicas I
% - * Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II
= * Matematicas II

Tabla 3

Es importante resaltar, que en durante la educacion primaria en Espafia, los estudiantes han
tenido acercamientos intuitivos al concepto de probabilidad desde la asignacion frecuencial
dado que han realizado actividades de: acercamiento intuitivo al concepto de probabilidad;
reconocimiento de la presencia de la aleatoriedad en contexto, simulacion de experimentos
aleatorios sencillos, reconocimiento de sucesos con igual probabilidad de ocurrencia y
empleo de técnicas de conteo (Guerrero, 2015). En definitiva, se espera que estudiantes en
su formacion primaria comprendan la intrinseca relacion que existe entre la estadistica y la

probabilidad, desde la experimentacion y la asignacion frecuencial.
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La ensefianza de las matematicas en Espafia, a partir del Real Decreto de Ensefianzas
Minimas propuesto en el afio 2006, se ha organizado en seis bloques tematicos, los cuales
especifican los Contenidos, Criterios de evaluacion y Estandares de aprendizaje evaluables
(CCE), Procesos, métodos y actitudes en matematicas, Numeros y algebra, Analisis,

Estadistica y probabilidad, Geometria, Funciones.

En particular, para este trabajo de grado se hace especial énfasis en el bloque de estadistica
y probabilidad, el cual se encuentra ubicado en todos los grados de escolaridad de la ESO y
Bachillerato. Cabe aclarar, que la manera en que se van a indagar los elementos curriculares
contenidos este bloque, se basan principalmente en los analisis propuestos por Guerrero
(2015), en los cuales explicita de manera detallada los distintos elementos propios del
curriculo de matemadticas en Espafa para el bloque de estadistica y probabilidad. Por otro
lado, la metodologia que se utilizard para su indagacion es a partir de la agrupacion de parejas
de grados (1°y 2° ESO; 3°y 4° ESO; 1° y 2° Bachillerato); esto con la intencion de identificar
singularidades que se presentan en la transicion de contenidos de una materia a otra (Ej.
Matematicas I - Matematicas II), lo cual constituye en un punto de discusidon importante en

el andlisis general de la perspectiva curricular internacional.

Durante la indagacion de los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje
evaluables propuestos para los ciclos 1° y 2° de ESO, se puede inferir, de manera general,
los estudiantes pasan por un proceso de formalizacidon de conjeturas sobre el comportamiento
de los fendmenos aleatorios. De igual manera, se prevé que los estudiantes poseen las
competencias para diferenciar fendmenos aleatorios de deterministas, puesto que han
desarrollado estrategias para identificar las regularidades y efectuar predicciones a partir de

objetos y conceptos propios de la estadistica y probabilidad. Es importante resaltar, que en
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estos ciclos no se aborda explicitamente la Esperanza Matematica, sin embargo en el rastreo

de los CCE se han encontrado algunos elementos interesantes (Tabla 4) que se relacionan en

la ensefianza previa de este concepto (Guerrero, 2015)

Tabla 4: Elementos curriculares de 1° y 2° de la ESO que guardan relacion con la
Esperanza Matematica

, ; g3 % i Estandares de Aprendizaje
Ciclo Contenidos Criterios de Evaluacion P )
Evaluables

Medidas de tendencia e Utiliza vocabulario Identifica fenomenos aleatorios y
central y dispersion. acorde para describir deterministas
Conjeturas sobre el situaciones relacionadas Calcula la frecuencia relativa de un
comportamiento de com azar. suceso medlﬂl_l’te la
Fendmenos Aleatorios. Analiza e interpreta experimentacion.

Q . - . - o -

o Frecuencia relativa y informacion que aparece Reghza predicciones sobre un

& I i fenémeno aleatorio a partir del

o aproximacion de la en medios de : S

- i e calculo exacto de su probabilidad o

o probabilidad comunicacion o s .

@ : o s la aproximacion de la misma

= Equiprobabilidad de Calcula probabilidades mediante la experimentacion
sucesos elementales simples y compuestas ¥ Describe experimentos aleatorios
Espacios muestrales las utiliza para resolver sencillos apoyandose en tablas,
Tablas y diagramas de problemas en contexto. recuentos o diagramas en arbol
arbol sencillos.

Tabla 4

Tomando como punto de partida que los grados 1° y 2° de ESO son congruentes a los grados
6° y 7° de la educacion basica secundaria colombiana. Se puede inferir luego de la

delimitacion los estandares para estos grados, en comparacion a la perspectiva nacional, que:

e El curriculo colombiano no toma en consideracion los distintos significados de la
probabilidad.

e No presenta una coherencia explicita en entre la relacion estadistica - probabilidad,
puesto que da por hecho que las aproximaciones frecuenciales de los datos
recolectados corresponden directamente a la probabilidad del fendmeno aleatorio

analizado.
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e Por tultimo, en los estandares propuestos por el MEN, no se toma en consideracion
contenidos relacionados con la definicion y calculo de espacios muestrales para un
fendmeno aleatorio sencillo. Es importante reconocer que se considera la nocion de
espacio muestral en probabilidad y estadistica como un objeto fundamental en el
aprendizaje de estadistica y probabilidad, dado que permite interpretar el

comportamiento de los datos.

Con respecto a los niveles 3° y 4° de la ESO en Espaiia, la indagacion de los contenidos,
criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables propuestos, permite inferir que
de manera superficial que el estudiante posee herramientas conceptuales para predecir la
posibilidad de un suceso a partir de informacion previamente recolectada; también es capaz
de identificar, en un contexto cotidiano, el espacio muestral de un evento aleatorio haciendo
uno de la regla de Laplace, tablas de contingencia o diagramas de arbol, esto con el fin de
calcular las probabilidades asociadas a un evento aleatorio. Es importante aclarar que durante
los niveles 3° y 4° de la ESO, los estudiantes asumen la probabilidad como una herramienta
potencial y enriquecedora, la cual permite tomar decisiones razonables a problemas en
contexto permeados por el azar y la incertidumbre. Es importante destacar, que en este nivel
se introducen las medidas de centralizacion de variables aleatorias, en las cuales esta inmersa
la Esperanza Matematica de manera operativa. A continuacion se presenta la Tabla 5, la cual
contiene los CCE que guardan relacion con la enseianza de la esperanza matematica para los

dos niveles anteriormente mencionados (Guerrero, 2015)
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Tabla 5: Elementos curriculares de 1° y 2° de ESO que guardan relacion con la Esperanza

Matematica
Nivel Contenidos Criterios de Evaluacidn Estandares de Aprendizaje Evaluables
s Graficas » Analizar e interpretar la Utiliza un vocabulano adecuado para describir,
estadisticas. informacidn estadistica analizar e mterpretar informacion estadistica de los
Interpretacion de los medios de medios de comunicacidn.
conjunta de la comunicacion, Asigna probabilidades a sucesos en experimentos
mediayla valorando su aleatorios sencillos cuvos resultados son
ESO 3° d_e;l'iacilﬁ:-_n tipica. rvepra_agentati\'idad ¥ equiprobables, mediante la regla de Laplace,
Utilizacidn de la fiabilidad. enumerando los sucesos elementales, tablas o
probabilidad para Estimar la posibilidad arboles u otras estrategias.
tomar decisiones de un suceso aleatorio Toma la decisidn correcta teniendo en cuenta las
fundamentadas en sencillo, calenlando su probabilidades de las distintas opciones en
diferentes probabilidad a partir de situaciones de mcertidumbre.
contextos. su frecuencia relativa.
Combinaciones, Resolucidn de Aplica en problemas contextualizados los
variaciones y problemas a partir de la conceptos de variacidn, permutacion v
permutaciones. aplicacion del calculo de combinacién.
Probabilidad probabilidades v Aplica técnicas de calculo de probabilidades en la
stmple, compuesta técnicas de conteo. resolucidn de diferentes situaciones v problemas de
vy condicionada. Utiliza lenguaje la vida cotidiana.
Analisis critico de adecuado para describir, Identifica v describe situaciones v fendmenos de
ES0 4% | talas v eraficas. analizar e interpretar caracter aleatorio, utilizando 1a terminologia
Medidas de datos estadisticos. adecuada para describir sucesos.
dispersion y Elaborar e interpretar Formula vy comprueba conyeturas sobre los
centralizacion. tablas v graficos resultados de experimentos aleatorios y
estadisticos, asi como simulaciones.
los parametros Calcula e interpreta los pardmetros estadisticos de
estadisticos mas usuales. una distribucién de datos utilizando los medios mas
adecuados.

Tabla 5

Partiendo del hecho que los grados 3° y 4° de ESO, son congruentes a los grados 8° y 9° de

la educacion basica secundaria colombiana. Se puede inferir luego de la delimitacion los

estandares, criterios de evaluacion y contenidos para estos grados que:

Es importante destacar, que al igual que la ESO, los Estdndares Basicos de
Competencias en Matematicas propuestos por el MEN, destacan la necesidad de
abordar en los grados 8° y 9° la interpretacion analistica y critica de la informacion

estadistica proveniente de los medios de comunicacion.

93




Con respecto a los estandares para 3° y 4° de la ESO, se puede inferir que los
estandares propuestos por el MEN no toman en consideracion los contenidos de
estadistica y probabilidad suficientes para desarrollar el pensamiento aleatorio y
sistemas de datos en estudiantes de 14 y 15 afios. Puntualmente, se identifica que falta
tomar en consideracion en el curriculo de matematicas para grado 8° y 9° contenidos
como: permutaciones, combinaciones, medidas de dispersion, medidas de
centralizacion y parametros estadisticos.

El curriculo de matematicas en Colombia, especificamente el disefiado para grado 8°
y 9° posee limitantes en los procesos de resolucion de problemas relacionados con
estadistica y probabilidad, dado que no se toma en consideracién estdndares que
incentiven la aplicacion en contexto de los contenidos. Es importante destacar, que el
desarrollo de éste tipo de competencias, contribuyen sustancialmente a la toma de
decisiones por parte de los estudiantes, por tal razon es fundamental que aparezca en

cada uno de los grados de escolaridad.

Por ultimo, los ciclos 1° y 2° de Bachillerato en Espafa, la indagacion de los contenidos,

criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables propuestos, permite inferir

que el estudiante es capaz de determinar las probabilidades de un suceso aleatorio complejo,

analizar una situacion permeada por el azar y tomar la opcidon mas adecuada a partir de la

utilizacion de objetos estocasticos. De igual manera, el estudiante es capaz reconocer la

amplia gama de procedimientos que conlleva asignar la probabilidad de un suceso aleatorio,

con esta competencia el estudiante desarrolla capacidades para tomar decisiones sociales

previamente o sobre la marcha (a priori o posteriori), compuestas o condicionadas. A

94



continuacion se presenta la Tabla 6, la cual contiene los CCE que guardan relacion con la

ensefianza de la esperanza matematica para los dos ciclos anteriormente mencionados.

Tabla 6: Elementos curriculares de 1°y 2° de la ESO que guardan relacion con la Esperanza

Matematica
Estandares de Aprendizaje
Nivel Contenidos Criterios de Evaluacion Evaluables
s Probabilidad s Asignar probabilidades a sucesos Construye la funcidn de
condicionada. aleatorios en experimentos simples v probabilidad de una vanable
» Dependencia e compuestos, utilizando la regla de discreta asociada a un
= independencia de sucesos. | Laplace en combinacién con diferentes fenémeno v calcula
g * Distribucidn de técnicas de recuento v la axiomatica de parametros v probabilidades
£ probabilidad. la probabilidad. asociadas.
= o Media, varianza v Utilizar el vocabulario adecuado para Razona v argumenta la
= desviacién tipica la descripcidn de situaciones interpretacion de
& » Predicciones estadisticas relacionadas con el azar v la informaciones estadisticas o
v fiabilidad de las estadistica. analizando un conjunto de relacionadas con el azar
mismas. datos o imnterpretando de forma critica presentes en la vida cotidiana.
informarciones estadisticas.
Presentar de forma ordenada Calcula probabilidades de
# Teoremas de la informacién estadistica utilizando sucesos a partir de los sucesos
probabilidad total v de vocabulario v representaciones que constituyen una particién
2 Baves. adecuadas v analizar de forma critica v del espacio muestral.
2 s Probabilidades miciales v argumentada mnformes estadisticos Resuelve una situacion
E finales v verosumilitud de presentes en los medios de relacionada con la toma de
= 1 SUCESO. comunicacidn, publicidad v otros decisiones en condiciones de
= ambitos, prestando especial atencion a incertidumbre en funcién de la
i su ficha técnica, detectando posibles probabilidad de las distintas
errores v manipulaciones en su opcionas.
presentacion v conclusiones.

Tabla 6

Partiendo del hecho que los grados 1° y 2° de ESO, son congruentes a los grados 10°y 11°

de la educacion media secundaria colombiana. Se puede inferir, luego de la delimitacion los

estandares para estos niveles que los EBCM toman en consideracion gran parte de los

estandares propuestos por Bachillerato en sus niveles 1° y 2°. Sin embargo, se reconoce una

limitacion en los contenidos, tales como: el teorema de Bayes, modelacion de funciones de

probabilidad, predicciones y fiabilidad de las mismas, entre otros. La introduccion de este
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tipo de contenidos permite desarrollar conocimientos, habilidades y destrezas estocésticas

delimitadas por la IASE.

La comparacién entre el curriculo de matematicas en Colombia con el curriculo de
matematicas en Espafol, permite concluir que Colombia posee un atraso de
aproximadamente 2 afios (lectivos) en los estdndares relacionados con estadistica y
probabilidad. De igual manera, esta comparacion permitio identificar la necesidad de
introducir nuevos elementos curriculares que permitan desarrollar un razonamiento
estocastico en niveles mucho mayores a los que se tienen actualmente en Colombia, en
particular se destacan en la ESO y Bachillerato la delimitacion explicita de los criterios de
evaluacion y los contenidos estocasticos, dado que contribuyen -notablemente- a la

ensefianza y el aprendizaje de la estadistica y probabilidad en el aula de clases.

4.2.2 Curriculo y Proyectos Estadounidenses.

Algunos de los referentes curriculares principales en la ensefanza y el aprendizaje de las
matematicas a nivel mundial, son realizados en el marco del curriculo de matematicas en
Estados Unidos. En particular, para esta investigaciéon se destaca las reflexiones y
recomendaciones hechas por el National Council Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) y
el Project Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics Education (Proyecto
GAISE) (Franklin y Cols, 2007). Cabe resaltar, que la seleccion de estos dos documentos se
hace a partir de reflexiones de investigadores internacionales (Batanero y Diaz, 2011;
Guerrero, 2015; Diaz, 2014) sobre la pertinencia e impacto en el curriculo espafiol y demas

curriculos internacionales.
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Estandares del NCTM 2000

Los Estandares propuestos por el NCTM buscan principalmente dar respuesta a la pregunta
(Qué contenidos y procesos matematicos deberian los estudiantes aprender a conocer y a ser
capaces de usar cuando avancen en su educacion? Para abordar este interrogante, proponen,

en primera instancia, establecer cuatro (4) objetivos fundamentales por cumplir:

o Establecer los contenidos y procesos matematicos que deberian de aprender los

estudiantes desde el nivel preescolar (pre-kindergarten) hasta el grado 12 (K-12);

. Servir como recurso pedagogico a profesores de matemadtica en programas de
instruccion;
. Guiar a la elaboracion de macros curriculares, evaluaciones y materiales educativos

para la ensefianza de las matematicas;

o Estimular discusiones e ideas que promuevan el mejoramiento de la calidad educativo

en los ambitos nacional, local, estatal y provincial.

De igual manera, el NCTM (2000) establece cinco bloques de contenidos, los cuales
direccionan los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas en la escuela:

Ntmeros y Operaciones; Algebra; Geometria; Medicion; Analisis de Datos y Probabilidad.

En particular, de acuerdo con los fines de este trabajo se toman en consideracion el contenido
propuesto sobre probabilidad y andlisis de datos propuestos en los NCTM (2000). A
continuacion en la Tabla 7 y Tabla 8 se presentan los estandares para todos los grados de 6°
a 8°y 9°a 12° que guardan relacion con la ensenanza de la Esperanza Matematica asociada
a los juegos de azar, asi como una breve inferencia sobre las competencias previstas por

desarrollar en los estudiantes en los nucleos de Inferencia y Probabilidad. Es importante
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aclarar, que las interpretaciones sobre los estdndares y evidencias contenidos propuestos por

los NCTM se hacen a partir de las reflexiones hechas por Guerrero (2015).

Tabla 7: Estandares y Evidencias del NCTM de 6° a 8° que guardan relacion con la
Esperanza Matematica

NCTM Grado 6° a 8°

Estandar Evidencias
Formular cuestiones  que
puaden ser tratadas por medio | » Seleccionar, crear v utilizar apropiadas representaciones
de la recopilacion, |  graficas  de la informacion, incluyendo histogramas, hox

organizacién v visualizacidn
de la informacién.

plots v graficos de dispersion.

Seleccionar v utilizar métodos
estadisticos apropiados para
analizar la informacion.

# Busca, usa e interpreta las medidas de centralizacion v
extension, incluyendo media v rango intercuartilico.

Desarrollar v evaluar
inferencias v predicciones que
son basadas en la informacidén

 Utiliza nuevas observaciones sobre las diferencias entre dos
0 tas muestras para hacer conjeturas sobre los eventos donde
tomo las muestras.

» Utiliza conjeturas para formular nuevas preguntas v planear
nuevos estudios para solucionarlas.

Comprender v aplicar
conceptos basicos de
probabilidad.

« Comprende v utiliza la terminologia apropiada para describir
eventos complementarios v mutualmente excluyventes

o Utiliza la proporcionalidad v una comprension basica de la
probabilidad para realizar v probar conjeturas sobre los
resultados de experimentos v situaciones aleatorias.

# Calcula probabilidades para eventos aleatorios compuestos,
utilizando métodos comeo listas organizadas, diagramas de
arbol v modelos de area.
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Tabla 8: Estandares y Evidencias del NCTM de 9° a 12° que guardan relacion con la
Esperanza Matematica

NCTM Grado 9° a 12°

Estindar

Evidencias

Formular cuestiones que
pueden ser tratadas por medio
de la recopilacidn,
organizacion v visualizacion
de la informacién.

s Reconocer lag caracteristicas de estudios bien disefiados,
mncluyvendo el rol del azar en las encuestas v experimentos.

» Calcula estadisticas basicas y entiende la distincion entre
una estadistica v un parametro.

Seleccionar v utilizar métodos
estadisticos apropiados para

# Para una medicion de datos invariados, se puade realizar
distribucion, describir su forma v seleccionar v calcular las

analizar la informacion. estadisticas resumidas.

Desarrollar v evaluar
inferencias v predicciones que
son bazadas en la informacidn

e Utiliza simulaciones para explorar la variabilidad de las
muestras estadisticas de una poblacion conocida v
construir distribuciones muestrales.

» Comprende conceptos como espacios muestrales v
distribucidn de probabilidad, v construye espacios
muestrales v distribuciones en casos sumples.

» Calcula e interpreta el valor esperado de variables
aleatorias en casos simples.

o Comprende los conceptos de probabilidad condicional v
eventos independientes.

» Comprende como calcular la probabilidad de un evento
compuesto.

Comprender v aplicar
conceptos basicos de
probabilidad.

Nucleo de Inferencia:

e A partir de los estandares y las evidencias propuestas para los grados 6° a 8°, se
interpreta que los estudiantes tienen la plena capacidad de observar, analizar y
conjeturar sobre datos recolectados en dos tipos de muestras; también de hacer
conjeturas sobre las posibles relaciones entre muestras y sus singularidades; construir
diagramas de dispersion con el fin de presentar la informacion de manera organizada
y precisa.
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Con respecto a los estandares y evidencias propuestas para los grados 9° a 12°, se
puede inferir que los estudiantes poseen competencias para elaborar simulaciones de
fendmenos aleatorios, asi como la capacidad de explorar la variabilidad de las
muestras de poblacion y construir distribuciones a partir de los datos recogidos;
comprender la estadistica y la probabilidad aplicada a parametros de poblacion,
crecimiento, y por ultimo establecer la veracidad de los informes publicados a partir

del analisis de los datos.

Nucleo de probabilidad:

En los grados de 6° a 8°, se puede identificar que los estudiantes son capaces de
comprender y emplear un lenguaje algebraico que permita describir sucesos
aleatorios; de igual forma, el estudiante es capaz de comprender la relacion que existe
entre la proporcionalidad y la definicion basica o intuitiva de probabilidad, y la utiliza
para validar conjeturas en torno a las actividades de experimentacion y simulacion.
Se espera luego de haber desarrollado todos los contenidos, que los estudiantes
posean competencias para calcular las probabilidades asociadas a eventos aleatorios
simples y compuestos, haciendo uso de distintos métodos de representacion como:
diagramas, tablas, graficos y etc.

Con relacion a los grados de 9° a 12°, el NCTM (2000) propone que los estudiantes
debe de estar en la capacidad de significar en contexto los conceptos de espacio
muestral y distribucion de probabilidad; de igual manera deben son capaces de
simular eventos aleatorios sencillos, calculando e interpretando conceptos
probabilisticos como valor esperado, probabilidad condicional, eventos dependientes

e independientes, probabilidad compuesta, etc.
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Proyecto GAISE

El proyecto GAISE (2005) surge en el afio 2005 con el objetivo de contribuir a una
“alfabetizacion estadistica” en estudiantes proximos a graduarse (K-12) y para grupos de
estudiantes matriculados en curso preuniversitarios. Especificamente, el Proyecto GAISE
propone reexaminar y revisar el curso de estadistica y probabilidad, con el fin de contribuir
al sus procesos de ensefianza. Para lograr este objetivo, se brinda una serie de
recomendaciones metodologicas y conceptuales sobre la manera adecuada de propiciar el
conocimiento y aplicacion de la estadistica y probabilidad en problemas de la vida cotidiana

permeados por el azar y la incertidumbre (Franklin y Cols, 2007).

Para cumplir este objetivo, Franklin y Cols (2005) establecieron directrices claras sobre la
manera en que se debe ensefar estadistica. Primeramente distinguieron dos pilares, sobre los
cuales se pueden agrupar las directrices, estos pilares son: el reconocimiento de la
variabilidad y la cuantificacion y explicacion de la variabilidad. En el primer pilar se
organizan todos los estandares que guardan relacidon con el reconocimiento de las variables
de naturaleza aleatoria, ya sea la experimentacion, simulacion, sistematizacion de los datos.
Es importante aclarar que es vital la implementacion de este tipo de actividades en el aula de
clases, dado que el reconocimiento de la variabilidad es la esencia de la estadistica y
probabilidad como disciplina de estudio. Con respecto al segundo pilar, es fundamental que
el estudiante comprenda que la variabilidad puede ser medida y explicada, para llevar a cabo
esto se toman en consideracion el aula conceptos y objetos asociados a la teoria de la
probabilidad y estadistica (medidas de tendencia central, medidas de dispersion, modelos
matematicos paramétricos, distribuciones de probabilidad), esto permitira a los estudiantes
conjeturar sobre los comportamientos del fendmeno aleatorio (Guerrero, 2015).
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Como anteriormente se habia mencionado, el Proyecto GAISE busca revisar y reexaminar el

curso de estadistica, esto con el proposito de propiciar la alfabetizacion estadistica en

estudiantes de los niveles K12 y cursos pre-universitarios. Para lograr lo anterior, este

proyecto emite las siguientes recomendaciones: “

e Los estudiantes deben entender por qué:

o

La variabilidad es natural y también predictible y cuantificable.

La muestra aleatoria en encuestas y experimentos da resultados que pueden
ser extendidos a la poblacion de la cual fueron tomados.

La asignacion aleatoria en experimentos comparativos permite extraer
conclusiones de causa y efecto y asociacion no es sinébnimo de casualidad.
La significacion estadistica no necesariamente implica importancia practica,
especialmente para estudios con muestras grandes.

Encontrar diferencias o relacion no significativas estadisticamente no
necesariamente significa que haya diferencia o relacién en la poblacion,

especialmente para estudios con muestras pequeiias.

e Los estudiantes deben reconocer:

o

Las fuentes usuales de sesgos en encuestas y experimentos.

Coémo determinar la poblacién a la que los resultados de inferencia estadistica
pueden ser extendidos, dependiendo de como se recogieron los datos.

Coémo determinar cuando una inferencia de causa y efecto puede ser deducida
de una asociacion, dependiendo de como se recogieron los datos (por ejemplo,

el disefio de un estudio).
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o Que palabras, tales como “normal”, “aleatorio” y “correlacion” tienen
significados especificos en estadistica que pueden ser diferentes al uso
comun.

e Los estudiantes deben entender las ideas basicas de la inferencia estadistica:

o El concepto de distribucion muestral y como aplicarlo en la inferencia
estadistica basada en muestra de datos (incluyendo la idea de error tipico).

o El concepto de significacion estadistica incluyendo nivel de significacion y p-
valor.

o El concepto de intervalo de confianza, incluyendo la interpretacion de nivel
de confianza y margen de error.

¢ Finalmente, los estudiantes deben saber:
o Como interpretar resultados estadisticos en el contexto.

o Como criticar/interpretar noticias y articulos periodisticos.
” (Tomado de Guerrero, 2015, p. 16-17)

En conclusion, la descripcion y comparacion del NCTM (2000) y el Proyecto GAISE permite
afirmar que el curriculo de matematicas en Colombia posee multiples vacios en los objetivos,
herramientas y procedimientos utilizados para ensefiar estadistica y probabilidad.
Principalmente resaltamos la importancia de establecer criterios claros de evaluacion. los
cuales permitan al docente enriquecer y sacar un mayor provecho a los procesos de
evaluacion; asi mismo, la importancia de la delimitacién de los contenidos y objetivos en
curriculos internacionales permite inferir que en Colombia el curriculo de matemaéticas se

hace de manera segmentada y sin relacion alguna con otras disciplinas de estudio, dejando
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de lado elementos fundamentales como lo son la experimentacion, la cultura estadistica, la

estadistica por proyectos y la resolucion de problemas relativos al azar y la aleatoriedad.

4.3 CONCLUSIONES

A lo largo de los dos apartados se ha intentado describir, analizar y comparar el curriculo de
matematicas, en particular, contenidos de estadistica y probabilidad propuesto por el MEN
en Colombia, con respecto a curriculos y proyectos internacionales como lo son la ESO,
NCTM y Proyecto GAISE, esto con el fin de resaltar, a manera de resultados, los elementos
metodoldgicos y conceptuales necesarios para la ensefianza de la Esperanza Matematica en
la Educacion Basica y Media en Colombia. Especificamente, para éste cuarto capitulo se

tenia como objetivo especifico:

e Describir los elementos que posibilitan la aparicion de la esperanza matemdtica en
el curriculo nacional y compararlo con algunos referentes internacionales como:

Proyecto GAISE, NCTM y ESO.

Para lo cual, se puede afirmar que:

e La comparacion entre la perspectiva nacional e internacional ha permitido afirmar
que la delimitacion de contextos aleatorios significativos en el aula de clases durante
la ensefanza de la estadistica y probabilidad es fundamental en el desarrollo del
razonamiento estadistico en estudiantes. Especificamente se ha encontrado en
recomendaciones efectuadas por el Proyecto GAISE, que la introduccion del contexto

de los juegos equitativos potencia la significacion de la estadistica y probabilidad en
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estudiantes, asi como contribuye a la toma de decisiones en situaciones de
incertidumbre.

Resulta indispensable para el desarrollo y evolucion del curriculo de matematicas en
Colombia que el MEN disefie y establezca contenidos minimos asociados para la
ensefianza de la estadistica y probabilidad. En particular, se resalta la importancia de
introducir estdndares y contenidos relacionados con la esperanza matematica, dado
que actualmente el curriculo de matematicas no toma este concepto probabilistico en
consideracion. A partir de la indagacion de contenidos y recomendaciones hechas por
ESO, NCTM vy Proyecto GAISE., se proponen los siguientes contenidos para
introduccion de la Esperanza Matematica en el aula de clases:

1. El estudiante reconoce e interpreta la Esperanza Matematica como una
medida de centralizacion de eventos aleatorios.

2. El estudiante reconoce y establece la equitatividad de un juego de azar
desfavorable, ya sea utilizando razonamientos proporcionales inductivos o
utilizando la definicion formal de Esperanza Matematica.

Resulta importante y significativo para el cumplimiento de los estandares curriculares
en matematicas y el desarrollo del pensamiento aleatorio y sistemas de datos en
estudiantes, que el MEN delimite y establezca criterios basicos para la evaluacion en
estadistica y probabilidad. En particular, para la ensefianza de la esperanza
matematicas se resaltan tres criterios basicos de evaluacion:

1. Identifica cuando un juego de azar es equitativo;

2. Modifica un juego de azar desfavorable, de tal manera que este nuevo juego

sea equitativo para todos los apostadores;
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3. Utiliza razonamientos proporcionales y probabilisticos para estimar la
ganancia promedio de un apostador, luego de un nimero indeterminado de

apuestas.
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CAPITULO V: PERSPECTIVA DIDACTICA EN LA
ENSENANZA DE LA ESPERANZA MATEMATICA

En este capitulo se describen aquellos elementos didacticos que guardan relacion con la
ensefianza de la Esperanza Matematicas asociada a los juegos equitativos. Inicialmente, se
presenta el disefio y andlisis a priori del instrumento de investigacion titulado “Evaluacion
de conocimientos sobre esperanza matematica y juegos equitativos”, el cual va dirigido a
estudiantes de Maestria en Educacion de la Universidad del Valle. Posteriormente, se
presentan, a modo de sintesis, los resultados obtenidos luego de la aplicacion de la prueba,
en dichos resultados se explicitan los criterios de calificacion de cada pregunta, asi como las
respuestas correctas, parcialmente-correctas e incorrectas mas frecuentes de los estudiantes.
Luego, se presenta el andlisis de los resultados, el cual busca delimitar todos aquellos
elementos didacticos que se pueden extraer a partir de la recoleccion de los resultados del
instrumento, entre estos elementos se encuentra delimitar algunos errores, dificultades y
sesgos asociados con la ensefianza y el aprendizaje de la Esperanza Matematica. Por ultimo,
se presentan la descripcion de las categorias de conocimiento necesarias para determinar el
Conocimiento Didactico del Contenido en relacion con la ensefianza de la esperanza
matematica, asi como la delimitacion y caracterizacion de cada uno de los elementos que

componen las categorias de conocimiento.

Finalmente, se presentan las conclusiones encontradas luego de delimitar las categorias del
Conocimiento Didéctico del Contenido y de disefiar, aplicar y analizar el instrumento de

investigacion. Cabe aclarar que las conclusiones encontradas se establecen a partir del tercer
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objetivo especifico planteado en el Capitulo 1 (Ver apartado 1.2) y también del marco

didactico presentado en el Capitulo 2 (Ver apartado 2.3)

5.1 DISENO Y ANALISIS A PRIORI DEL INSTRUMENTO DE
INVESTIGACION:

Para la variable didéctica, la evaluacion de conocimientos a profesores en ejercicio se ha
llevado a cabo a partir de la aplicacion de un cuestionario de investigacion, el cual se
encuentra validado por 2 investigadores del Instituto de Educacion y Pedagogia. Es
importante aclarar que cada una de las situaciones y preguntas planteadas en el instrumento
son adaptaciones tomadas de instrumentos de investigacion de maestria y doctorado, por lo
cual cada una de las respuestas han sido estudiadas, de manera tal que permite cumplir el

objetivo inicial de la aplicacion de la prueba, el cual es:

o Evaluar conocimientos sobre juegos equitativos a profesores en ejercicio, con el fin
de identificar algunos elementos didacticos importantes para la ensefianza de la

Esperanza Matematica en el aula de clases.

A continuacidon se presenta el analisis de cada uno de los problemas propuestos, las
soluciones correctas e incorrectas, asi como las respuestas esperadas por parte de los

profesores.
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Andlisis a priori situacion 1:

Situacion 1: Un auto esta dispuesto a estacionarse, este esta colocado ante un laberinto de
aparcamientos que empieza a explorar. En cada cruce, el auto tiene tantas posibilidades de irse
pOf un camino U otro, pero no puede regresar por Un MISMO camino que va recorrid. En total
hay 8 caminos diferentes para estacionar varios autos en cada uno (ver Ilustracion 1).

Tlustracion 1

A partir de la situacion anterior responde:
a) . En qué estacionamiento o estacionamientos tiene el auto mas posibilidades de
estacionarse” | Por qué?
b) Sisuponemos que hay 32 autos en fila dispuestos a estacionarse, [cuantos autos
piensas que acabaran en los estacionamientos #1 o #27 [ Por que?

Es importante resaltar que el Problema #1 surge como una adaptacion a otro utilizado en
investigaciones sobre razonamientos probabilisticos en estudiantes de bachillerato (Guerrero,
2016) y con futuros profesores de educacion basica (Gomez, 2014). Precisamente, en las
investigaciones mencionadas anteriormente las preguntas propuestas se asemejan -en cierto
modo- a las planteadas en este cuestionario, sin embargo éstas han sufrido algunos cambios
y precisiones, esto con el fin de direccionar los argumentos de los estudiantes al concepto de
esperanza matematica. A continuacion se presenta las soluciones correctas a cada pregunta,

asi como las posibles respuestas de los estudiantes.

Respuesta al primer interrogante:
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En esta situacion de experimento, en donde el auto posee multiples opciones para
estacionarse se tiene que en un primer momento del experimento, se produce una biparticion

de las probabilidades de seguir por cada camino, es decir, el auto puede ir tanto por la
izquierda como por la derecha, con iguales probabilidades % Seguidamente, como el auto no
posee preferencias sobre la ruta, en cada interseccion se aplica el principio de la indiferencia,
obteniendo entonces la probabilidad para cada camino posible es de %, en donde n es el

nimero de particiones del camino. En Gémez (2014) se presenta un diagrama matricial de

arbol, en donde se asignan las probabilidades de seguir cada camino (Ver Ilustracion 4).

Probabilidad de estacionar en cada uno de los lugares

. - T1 > 1/4
1/2 e > T2 > 1/4
- 1/2
7 T3 — &
1/2 1/8
1/2 /2 "2 T4 > 1/8

Tlustracion 4.

(Tomado de Gémez, 2014, p. 182)

El auto puede continuar su trayecto a la izquierda o la derecha en cada experimento, para
encontrar las probabilidades de estacionarse en cada uno de los lugares disponibles basta con

aplicar el principio de la multiplicacion, obteniendo entonces la probabilidad de cada suceso.
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Ejemplo, el caso en donde el auto continuara en la ruta hacia el estacionamiento #4, las

probabilidades que ocurran seria:

p(x =4) =

N |-
N
Il
NN

Andlogamente se realiza con cada uno de los ocho estacionamientos disponibles, por tanto

se obtiene que la distribucion de probabilidades para esta situacion estd dada en la Tabla 9:

Tabla 9: Probabilidades de estacionar para la situacion.

Niuero -:_lel Probabilidades de
estacionamiento SHCES0
1 1/4
2 1/4
3 1/8
4 1/8
5 1/16
[i] 1/16
7 1/16
8 1/16
Tabla 9

De acuerdo al andlisis de la situacion 1, se pueden prever algunas de las respuestas de los
estudiantes (Guerrero, 2016; Gémez, 2015), las cuales se pueden catalogar entre correctas e

incorrectas. A continuacion las respuestas previstas para la primera pregunta son:

Respuestas correctas:
e El estudiante sefiala que el estacionamiento 1 y el estacionamiento 2 son mas
probables, su argumento estd basado en el principio de la multiplicacion y la

comparacion de las probabilidades.
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° El estudiante manifiesta que el estacionamiento 1 y el estacionamiento 2 son mas
probables, debido a que el nimero de intersecciones o caminos los cuales debe de
recorrer el auto son muchos menores con respecto a los otros estacionamientos (3, 4,
5, 6, 7,8). Si bien, esta respuesta carece -en cierto modo- de un componente teorico,
es importante sefialar que el estudiante reconoce que hecho de que haya mas opciones
asociadas a cada estacionamiento influye directamente en la probabilidad de

estacionarse.

Respuestas Incorrectas:

e El alumno no contempla que el problema posee dos resultados, es decir, manifiesta

que solo hay una trampa probable (1 o 2) y no ambas al mismo tiempo.

e El estudiante manifiesta que todos los resultados sin igualmente probables; lo que se
supone como un sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992; citado en Guerrero,
2015), Este tipo de respuesta se cataloga como una de las mas habituales segiin
Gomez (2014), debido a que asocian la distancia del origen con cada estacionamiento

y omiten el nimero de intersecciones o cruces.

e El estudiante trae a colacion factores externos ajenos a la situacion planteada Ej.

Ancho de los caminos, trafico, nimero de autos por estacionamiento, etc.

e No responde.

Respuesta al segundo interrogante:

Esta pregunta aporta nuevos elementos de estudio, precisamente agrega una nueva variable
aleatoria la cual conlleva la necesidad de utilizar la esperanza matematica para obtener el
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nimero de autos que le corresponden en un caso hipotético a cada estacionamiento. La
esperanza matematica asociada a la situacion seria de la forma:

E(X)=nP(1 U2) =32 (%+ %)

Cabe resaltar, que los estudiantes pueden llegar a la solucion correcta utilizando
razonamientos intuitivos, debido que al momento de efectuar el primer experimento (primer
cruce) se puede inferir que la mitad de los autos iran hacia la derecha y la otra mitad ira hacia
la izquierda, dando como resultado 16 autos para los estacionamientos 1 o 2. A continuacion

las respuestas previstas para el interrogante 2.
Respuesta correcta:

e El estudiante hace uso de uno de los dos métodos mencionados anteriormente, calcula
por medio de la esperanza matemadtica el nimero total de autos que se pueden
estacionar en los lugares 1 y 2 o hacen uso de su razonamiento intuitivo para inferir

el nimero de carros que le corresponde a cada estacionamiento.
Respuesta Incorrecta:

e El estudiante deja a un lado el nimero de autos previstos a parquear y realiza un
diagrama de arbol asociando a cada estacionamiento un niimero posible de autos. Si
bien, en un caso particular este método puede resultar correcto, a decir verdad los
argumentos se alejan del sentido de equitatividad en un suceso aleatorio.

Analisis Situacion 2:
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Situacién 2: Daniel, un hincha fiel del Deportivo Cali y Antonio, un fanatico del América de
Cali, estan apostando $10.000 cada uno, en un partido de futbol entre sus equipos; la condicion
para ganar la apuesta es que uno de los dos equipos llegue primero a 3 goles.
Desafortunadamente, el partido debe detenerse por fuertes lluvias, con un marcador de 2:1 a
favor del Ameérica de Cali.

Sin embargo, luego de detener el partido Antonio y
Daniel conversan sobre la manera correcta en que
deben de repartir la apuesta. Por un lado, Daniel afirma
que el partido no termind; por ello ninguno de los
participantes debe recibir alguna ventaja monetaria
sobre su oponente. Por otro lado, Antonio afirma que,
aunque el partido no termino, el factor de los goles
convertidos incide -en cierto modo- en la apuesta, dado
que el América de Cali esta 1 gol mas cerca de convertir
los 3 goles que con respecto el Deportivo Cali. Por esta
razon, Antonio afirma que es necesario repartir la
apuesta fomando en consideracion los goles
convertidos.

Es importante aclarar, que el Problema 2 surge como una adaptacién a un problema utilizado
por Diaz y Arbeldez (2010) en un Test de Esperanza Matematica propuesto a estudiantes de
programa de Estadistica en la Universidad del Valle en el curso de Historia de la Estadistica.
Especificamente, este test de conocimientos se enmarca en la historia y epistemologia de la
probabilidad y la esperanza matematica para elaborar una prueba de conocimientos, por esta
razon resulta relevante para este trabajo de grado tomar este referente para la construccion

del instrumento.

El problema adaptado, surge inicialmente como una variacion del problema del reparto,
propuesto inicialmente por Luca Pacioli en el afio 1494 en su obra Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et proportionalita. De igual manera, cada una de las preguntas
planteadas en el problema ha surgido a partir de las reflexiones y/o preguntas encontradas en

el test de conocimientos. A pesar de ello, este problema ha sufrido algunos cambios leves
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con el objetivo de estudiar los tipos de argumentacion de los estudiantes a la hora de justificar

cuando un juego de azar es equitativo.

Respuesta al primer interrogante:

En este interrogante se requiere que el estudiante establezca conjeturas sobre la manera
“correcta” de repartir una apuesta interrumpida, para esto es importante que reconozca
principalmente que el desenlace futuro de esta situacion esta permeado por el azar, por esta
razon su argumento debe de estar en términos probabilisticos y no aritméticos, como se
pensaria comunmente. Se espera entonces que el estudiante haga uso de su intuicion y
experiencias pasadas para afirmar que el factor “goles convertidos” es una variable
importante en la situacidn, y la cual afecta directamente la manera en que se debe de repartir

la apuesta.

De acuerdo con el andlisis previo del primer interrogante, se pueden prever algunas de las
respuestas de los estudiantes, las cuales se catalogan entre correctas e incorrectas. A

continuacion las respuestas previstas para la primera pregunta de la situacion 2 son:

Respuestas Correctas:

° El estudiante afirma que el factor goles repercute directa en la manera de repartir
la apuesta, justificando que en caso de que el partido contintie seria el conjunto
América de Cali quien tendria mas chances de marcar primero los tres coles, dado

que solo le falta 1 gol con respecto al Deportivo Cali que le hacen falta 2 goles.

Por otro lado, las ventajas tiene tomar en consideracion los goles en el reparto son:
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1. Toman en consideracion lo ocurrido con el enfrentamiento, lo cual da un

parte de tranquilidad al apostador del equipo que lleva la ventaja.

2. Dejaal azar el desenlace futuro del enfrentamiento entre los equipos, dando
chances a ambos equipos de ganar. Esto repercute considerablemente en la
manera nocion de justicia en el reparto de la apuesta, puesto que se dan
posibilidades “justas” a cada uno de los equipos de acuerdo a su rendimiento

previo.

En cambio, la desventaja que trae no tomar en cuenta los goles convertidos es:

1. Inequidad en el reparto de la apuesta por ambas partes, debido a que el equipo
América de Cali marc6 un nimero mayor de goles, con respecto al otro equipo
durante el tiempo que jugaron. Por tanto, facilmente Antonio al dar por
finalizado el encuentro exige que se le reconozca monetariamente la ventaja

en el marcador.

Respuesta Incorrecta:

e El estudiante manifiesta que no es necesario tomar en consideracion el namero de
goles marcados hasta durante el encuentro, y justifica que la manera correcta de
repartir la apuesta es proporcionando a cada jugador la cantidad de dinero inicial que
tenia. Si bien, los argumentos de Daniel pueden haber estado influenciado por un
sentido intuitivo de justicia, claramente se puede justificar que los goles convertidos
y lo que podria pasar si el encuentro “hipotéticamente” continuar. En definitiva, éstos

son factores que inciden a la hora de repartir la apuesta, por tanto el argumento de
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Daniel no cumple con las expectativas de solucion de acuerdo a la situacion

planteada.

e No responde.

Respuesta al segundo interrogante:

En el segundo interrogante de la situacioén 2, en concordancia con el interrogante anterior, se
requiere que el estudiante efectue un método de solucion para el reparto de la apuesta. Cabe
aclarar, que el hecho de tomar en consideracion el nimero de goles para el reparto de la
apuesta no significa que la respuesta sea catalogada como correcta. Para ello, es necesario
tomar en consideracion otros factores de la situacion como lo son: nimero de anotaciones
que le falta a cada equipo para llegar a los 3 goles, el valor de la apuesta, nimero de

apostadores, etc.

En esta situacion, en existen multiples formas de repartir la apuesta para ambos equipos. Sin
embargo, solo una forma de solucidn es correcta para establecer la proporcion exacta que
debe obtener cada apostador de acuerdo a sus posibilidades de ganar, para ello es necesario
que el estudiante reconozca inicialmente el caracter inherente de la probabilidad en la
situacion y con ello modelar “hipotéticamente” la ocurrencia de un evento aleatorio. A
continuacioén en la Ilustracion X se presenta un diagrama matricial de arbol, en donde se

asignan las probabilidades de anotar cada gol.
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U 2289
s 2:38% -C3=1/4

[lustracion 5

Partiendo del hecho de que la apuesta acabara cuando uno de los dos equipos convierta los 3
goles y que las probabilidades de anotar un gol para cada equipo es de %, se tiene que por el

principio de la suma y multiplicacion de eventos aleatorios independientes que las

probabilidades de cada apostador son:

° La probabilidad de que el América de Cali convierta primero los 3 goles es de %,

en estos casos, el ganador de la apuesta seria Antonio.
- . . . ) 1
° La probabilidad de que el Deportivo Cali convierta primero los 3 goles es de »en

este caso el ganador de la apuesta seria Daniel.

Entonces, la apuesta queda repartida de la siguiente manera: la proporcion que le corresponde
a Antonio de la apuesta es 3/4 del total de la apuesta, es decir, $15.000 (Ver 1). Mientras que
a Daniel le corresponde 1/4 del total de la apuesta, es decir, $5.000 (Ver 2).

20.000 * = = 15.000 (1)
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20.000 * = = 5.000 )
4

De acuerdo al andlisis de la situacion 2, se pueden prever algunas de las respuestas de los
estudiantes, las cuales se pueden catalogar entre correctas e incorrectas. A continuacion las

respuestas previstas para la segunda pregunta son:
Respuesta Correcta:

e El estudiante argumenta utilizando métodos probabilisticos que la apuesta debe de
repartirse de la siguiente manera: $15.000 para Antonio y $5.000 para Daniel. Se
espera en esta respuesta que los argumentos de los estudiantes sean semejantes a los

utilizados por Daniel Bernoulli, Pascal o Fermat.
Respuestas Incorrectas:

e No toma en consideracion los goles convertidos durante el partido, y argumenta que
se debe de repartir en partes iguales la apuesta. Este tipo de respuesta evidencia que
el estudiante posee un sesgo de equiprobabilidad (Guerrero, 2015), debido a que
afirma que todos los eventos aleatorios son poseen iguales probabilidades de

ocurrencia.

e Toma en consideracion los goles convertidos o faltantes, sin embargo, utiliza métodos
aritméticos para repartir la apuesta. Este tipo de respuesta se asemeja a las respuestas
proporcionadas por Luca Pacioli y Niccolo Tartaglia, debido a que excluye toda

variable aleatoria que permea la situacion.

e No responde.
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ANALISIS SITUACION #3:

Situacién 3: Alejandra y Amparo son estudiantes muy curiosas. Cansadas de jugar siempre lo mismo,
han decidido poner en uso su imaginacion para inventar un juego que consiste en lanzar dos dados. Para
jugar deben de tener en cuenta las siguientes reglas:
e Calculan la diferencia de puntos entre el mayor y el menor.
e Sielresultado es 0, 1 0 2, entonces Alejandra le cobra a Amparo
$1.000
e En cambio, si el resultado es 3, 4 0 5, Amparo es quien le cobra
a Alejandra $1.000
A partir de la situacion anterior responde:

1. Desde su opinion jel juego inventado por Alejandra y Amparo es
justo? Justifica tu respuesta.

2. En caso de que su respuesta anterior sea negativa, jcual seria la
manera de modificar el juego para volverlo justo?

3. Si usted decidiera jugar con las condiciones iniciales de
Alejandra y Amparo, luego de n-partidas ;cuanto se esperaria
que ganara o perdiera cada una de las participantes?

Este problema ha sido tomado y modificado de la Tesis Doctoral elaborada por Mohamed
(2012), la cual tiene por titulo “Evaluacion del conocimiento de los futuros profesores de
educacion primaria sobre probabilidad”. Especificamente en este problema se requiere que
los estudiantes utilicen sus intuiciones para expresar qué entienden por juego equitativo,
también que hagan uso de diversos tipos de razonamientos (proporcional inverso y
combinatorio) para encontrar la manera de modificar el juego de modo que los participantes
luego de jugar en repetidas ocasiones sus ganancias no aumentan ni disminuyen. A

continuacion se presenta la respuesta correcta a cada pregunta, asi como las respuestas

esperadas de los estudiantes.

Respuesta al primer interrogante:

La primera pregunta es sobre si el juego disefiado por Alejandra y Amparo es justo, la

respuesta correcta es que el juego no es equitativo, debido se espera que gane en 24 de cada
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.2 . .
36 veces que lance los dados, es decir 3 de las tiradas, mientras que Amparo se espera que

gane en 12 de cada 36 lanzamientos, es decir % de todos los lances. El método que se espera

que el estudiante realice es un recuento de todos los casos posibles en donde el resultado de

larestaserial, 2,3,405.

Sea “x” el resultado de la resta entre ambos dados, se tiene entonces que:

X=0:6-65-54—-43-32-2,1-1.

e X=1:6-55-65—-4,4—-54-3,3-43-2,2-32-1,1-2.

X=2:6-44-65—-33-54-2,2-43-1,1-3.

X=36-33-65-22-54-1,1—-4.
e X=46-2,2-65—1,1-5.
e X=56—-11-6.

De igual manera, por principio de la multiplicacion en eventos aleatorios independientes, se

tiene que el espacio muestral para el lanzamiento de dos dados de seis caras es:
6 * 6 = 36

Por lo cual, las probabilidades asignadas para cada uno de los resultados del lanzamiento de

los dos dados son:

oP(X=0)=3£

10
° P(X=1)=%

8
.P(XZZ)Z%
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6
.P(X=3)=%

. P(X=4)==

2
QP(X=5)=%

Entonces, adicionando las probabilidades respectivas de cada resultado a las opciones de

ganar la apuesta de Alejandra y Amparo se tiene que:

e Alejandra: La probabilidad que al lanzar dos dados, restarlos entre si y que se obtenga

como resultado 0, 1 0 2, es de %’

e Amparo: La probabilidad que al lanzar dos dados, restarlos entre si y que se obtenga

2
como resultado 3,4 0 5, es de ;—6.

Por tanto, se espera que el estudiante catalogue el juego inventado por Alejandra y Amparo
como injusto, puesto que al tener la misma recompensa cada jugador, las probabilidades
asignadas para cada uno son desiguales. Cabe aclarar, aquellas respuestas que no argumentan
-ampliamente- el por qué el juego inventado por Amparo y Alejandra es injusto seran

catalogadas como incorrectas.
Respuesta al segundo interrogante:

Para el segundo interrogante se espera que el estudiante haga uso de la Esperanza Matematica
0 un razonamiento proporcional inverso para la modificacion del juego. La respuesta a este
interrogante se puede dar por dos vertientes, la primera es modificar el valor de la apuesta a

uno de los dos jugadores de acuerdo a las probabilidades de ganar de cada jugador y el premio
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que obtiene su adversario. La segunda consiste en modificar las opciones de ganar para cada
jugador, de tal manera que la probabilidad de cada jugador sea la misma, asi como el premio
que obtenga. A continuacidon se presentan tres métodos de solucion correctos para la

situacion:
Método 1: Haciendo uso de la Esperanza Matematica

Partiendo del hecho que cada que Alejandra gane, Amparo debe de pagar 1000, y ademas
que las probabilidades de ganar al lanzar dos dados es % para Alejandra y ﬁ para Amparo.

El valor de la apuesta “justo” que amparo debe ganar al lanzar los dados es:

12 24
E(a=x) = x * (g) — (1000) * (%)

12 1000 24 =0
x x (50 — (1000)« (50) =

12x _ 24.000
36 36

12x = 24.000
x = 2.000

Por tanto, haciendo uso de la Esperanza Matemadtica la ganancia esperada (por tiro) de
Amparo es de $2.000 y la de Alejandra es de $1.000, quedando el juego modificado de la

siguiente manera:

e Si el resultado de restar los dados es 0,1 0 2 Alejandra le reclama a Amparo $1.000

e Siel resultado es 3, 4 0 5 Amparo le reclama a Alejandra 2.000.
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Método 2: Razonamiento Proporcional Inverso

Tomando en consideracion de que debe haber una proporcion igual de ganancias con respecto
a las probabilidades de ganar para ambos apostadores, se hace uso explicito del razonamiento
proporcional para estimar el valor justo que debe de ganar un jugador. Para ello se establece

lo siguiente:

e a=laprobabilidad de ganancia del jugador 1 (Alejandra)

e b = la probabilidad de ganancia del jugador 2 (Amparo)

e c =lo que debe de pagar el jugador 1, en caso de que la apuesta del jugador 2 salga

favorecida.

e d=lo que debe de pagar el jugador 2, en caso de que la apuesta del jugador 1 salga

favorecida.

A partir de lo anterior se tiene que:

Ahora, el objetivo principal es buscar el valor correcto que debe de obtener Amparo al salir
favorecida en su apuesta, lo cual se obtiene reemplazando la informacion de la situacion y

despejando la variable incognita.

Por tanto, Alejandra debe de pagar $2.000 cada vez que Amparo gane una ronda, en cambio,

Amparo debe de pagar $1.000 cada vez que Alejandra gane.

Método 3: Agrupacion de Probabilidades

En este método toma en consideracion tnicamente la distribucion de probabilidad para los

resultados de los dados, con el fin de encontrar un punto de equilibrio para la asignacion de
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probabilidades de la situacion. Se parte del hecho de que hay 36 formas diferentes de caer
dos dados, por lo cual se busca proporcionar 18 posibilidades a cada jugador para equilibrar

el juego, es decir, que cada jugador tenga iguales probabilidades de ganar.

Para lograr esto, se hace uso de los célculos efectuados para la soluciéon del primer
interrogante de la situacion 3, en donde se halla la probabilidad asociada a cada uno de los
resultados de efectuar la diferencia entre el resultado mayor y el menor al momento de tirar
dos dados. Las probabilidades asignadas para cada uno de los resultados del lanzamiento de
los dos dados son:

6 10 8
PX=0)= o PA=1) = ; P =2) = 5;

6 4 2
P(X=3) = o5 PX=4) =55 PX=5) = o

A partir de esta informaciodn, se puede asignar grupos de resultados los cuales tienen iguales
probabilidades de ocurrencia (18/36). A continuacion se presenta todas las posibles
combinaciones para que el juego inventado por Alejandra y Amparo sea justo:

o (0,1,5—-(2,3,4)

o (1,3,5)-(2,4,6)

o (1,2)—(0,3,4,5)
En definitiva, la respuesta esperada por los estudiantes debe estar acorde a uno de los tres
métodos presentados anteriormente, en caso contrario se cataloga su respuesta como

Incorrecta.

Respuesta al tercer interrogante:
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En esta situacion, en donde se cuestiona sobre la ganancia o pérdida “hipotética” de un
jugador, se requiere especificamente el uso de la Esperanza Matematica como método para
calcular la ganancia promedio de los participantes luego de “n” rondas. Inicialmente se toma
en consideracion 2 elementos fundamentales: primero son las probabilidades de ganancia
para cada jugador, y segundo los premios que se le asignan a cada participante. Luego, se
procede a calcular la Esperanza Matematica de la situacion, y se calcula la ganancia esperada

de los jugadores luego de 10 rondas.

n x E(x=a) = (1000 * (%) — 1000 = (%)

2.000 1.000
= Nn * —_
3 3
= 333n

Por tanto, se espera que los estudiantes concluyan que la ganancia esperada de Alejandra por
cada ronda, es de $333 pesos, de igual manera se espera que expresen que Amparo
pierde promedio de $333 por ronda. En los resultados de Guerrero (2015) y Mohamed (2012)
amplian esta respuesta afirmando que es posible que los estudiantes emplean un
razonamiento proporcional inverso para éste tipo de situaciones, lo cual constituye en un
acercamiento intuitivo al concepto de Esperanza Matematica desde una perspectiva

geométrica.

Por ultimo se presenta la tipologia de objetos matematicos y estocasticos que estan en juego
en la solucion de las tres situaciones propuestas en el instrumento de investigacion ver Tabla

10 (Mohamed, 2012):
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Tabla 10: Tipologia de conceptos estocasticos involucrados en el instrumento de

investigacion.
Situacion
Problemas/Contenidos 3
Espacio Muestral X
Tipos de Sucesos X
Sucesos seguros y probables X
Conceptos -
Probabilidad Compuesta
Independencia de Eventos X
Juegos Equitativos X
Esperanza Matematica X
L Calculo Probabilistico Formal X
Procedimientos
Comparacion de Probabilidades
Diagrama de arbol X
Verbal X
Lenguajes Numérico X
Grafico
Simbdlico (Tabla)
Razonamiento Formal X
Argumentos
Razonamiento Empirico X
. s X
Equiprobabilidad
Sesgos quip

Dependencia de variables aleatorias
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5.2 RESULTADOS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Una vez aplicado el instrumento a los estudiantes de maestria, se recogen los resultados. Es
importante aclarar que para cada una de las tres situaciones se establecieron tres tipos de
respuestas: Correctas, Parcialmente-Correctas e Incorrectas. A continuacion se presentan los
criterios de calificacion para cada situacion y pregunta; de igual manera se hace una

recoleccion de los diversos tipos respuestas proporcionados por los estudiantes
RESULTADOS SITUACION 1

En particular, la situacién #1 estd compuesta por dos preguntas, las cuales buscan que el
estudiante establezca y calcule las probabilidades de estacionar un auto, cuando esta colocado

ante diversas opciones de estacionarse. Los criterios de calificacion de las preguntas A y B

son:

o Pregunta A: Para esta pregunta, se han considerado correctas aquellas respuestas que
comprenden que la situacion tiene elementos aleatorios, también aquellas respuestas
que calculan correctamente las probabilidades de cada uno de los estacionamientos
disponibles; las preguntas no contestadas o que involucran elementos externos en la
actividad son catalogadas como Incorrectas.

o Pregunta B: En esta pregunta, se consideran correctas respuestas que establezcan

que es posible que 16 autos se estacionen en los aparcamientos 1 y 2. Por otro lado,
se consideraron incorrectas aquellas respuestas que tomen en consideracion factores
externos, tales como: distancia entre el carro y el estacionamiento, cantidad de

estacionamientos por caminos y cantidad de autos por estacionamiento; en este tipo
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de respuesta el estudiante no comprende que la situacion esta permeada por el azar y

la aleatoriedad.

A continuacion se muestra la Ilustracion 6, en la cual se encuentran consignados los

resultados obtenidos para la Situacion 1, en las preguntas A y B.

Resultados Situacion #1

Lo B S T VS L U o ) . |

Pregunta A Pregunta B

mCorrecta ®Parcialmente Correcta  ® Incorrecta

Ilustraciéon 6

A partir de la recoleccion de los resultados se ha podido identificar que la mayoria de los
estudiantes no respondi6 correctamente las preguntas #1 y #2. A continuacion se presentan

los diversos tipos de respuestas encontradas para las preguntas A y B:

Respuestas Pregunta A:

o R1: El estudiante manifiesta que todos los aparcamientos son igualmente probables,
dado que estacionarse en el lugar #1 resulta igual que en el lugar #3 (Ver Ilustracion

7).
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Ilustracion 7
R2: El estudiante trae a colacion factores externos a la situacion, tal como la

distancia de los aparcamientos o puntos sobre una circunferencia (Ver Ilustracion 8)

a) (En qué estacionamiento o estacionamientos tiene el auto mas posibilidades de

yaw hway Y N0 ) X

estacionarse? ;Por qué? . !

a) (En qué estacionamiento o estacionamientos tiene el auto mas posibilidades de

Lwn (es A e I | ; o odpe /pr‘«\-inn
estacionarse? ;Por qué? \ ' 75 T/ 6 Y8\ fugque \O] estacionam aates TP
1 & [
\"r,.'os Fg_;,.w'*u'j -’59&;%{ un Civen ferentd a N ho Se clovluel

Ilustracion 8

Respuestas Pregunta B:

R1: El estudiante manifiesta que al haber 8 estacionamientos y 32 autos por aparcar,
haciendo uso de regla de tres, se puede afirmar que en cada estacionamiento

caben 4 autos; por tanto el nimero de autos que acabaran en los estacionamientos 1

o 2 serian 8 (Ver Ilustracion 9).
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b) Si suponemos que hay 32 autos en fila dispuestos a estacionarse, jcuantos autos

2 . . . V- Dovau?  PodAdevac
piénsas que acabaran en los estacionamientos #1 o #2? ;Por qué? J e
4 oncada Qpa

Ilustracién 9

. R2: El estudiante afirma que solo cabe un auto en los estacionamientos 1 o 2 (Ver
[lustracion 10).

b) Sisuponemos que hay 32 autos en fila dispuestos a estamona:se jcuantos autos

piensas que acabaran en los estacionamientos #1((7}2? (Porqué? Ve penile

O Raylomienit & Pk & Y ‘,i(l - P - o 1

21 c > ~

Tlustracidon 10

RESULTADOS SITUACION 2:

Esta situacion estd compuesta por dos preguntas, las cuales buscan que el estudiante
reconozca y establezca los factores aleatorios que conlleva repartir la apuesta luego de haber
interrumpido un suceso aleatorio. Del mismo modo, se espera que el estudiante establezca
una manera “correcta” de repartir la apuesta para la situacion planteada. Es importante
resaltar, que este esta situacion es una adaptacion del “Problema del reparto”, el cual es un
problema histérico de probabilidad que tardéo mas de 300 afios en resolverse y fue abordado
por distintos matematicos célebres como Pascal, Fermat, Huygens, Cardano, entre otros. Los

criterios de calificacion de las Preguntas A y B son:

. Pregunta A: Para esta pregunta en particular, se han considerado correctas

todas aquellas respuestas que consideran valido el argumento de Antonio, es decir,
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respuestas que tomen en consideracion el factor goles en el reparto de la apuesta; por
otro lado, se clasifica como incorrectas todas las respuestas que consideran valido el
argumento de Daniel, es decir, aquellas respuestas que manifiestan la no
necesidad de tomar en consideracion el factor goles, dado que al interrumpir el juego
cada uno de los participantes (Daniel y Antonio) deberian de recibir su apuesta inicial.

o Pregunta B: En esta pregunta consideramos correctos todas las respuestas que
. [ . . . 2
establezcan que Antonio debe de recibir, luego de interrumpido el juego, 3 de la

apuesta total; por otro lado, se consideran incorrectas todas aquellas respuestas que

establezcan que el premio debe de repartirse en partes iguales para cada jugador.

A continuacidn se muestra la [lustracion 11, la cual muestra los resultados obtenidos para la

Situacion 2, en las Preguntas A y B.

Resultados Situacion #2

| I I I
0 . . -

Pregunta A Pregunta B

(g%

[

B Correcta M Parcialmente Correcta ™ Incorrecta

Tlustraciéon 11

A partir de la recoleccion de los resultados se ha podido identificar que la mayoria de los
estudiantes no respondi6 correctamente la pregunta A; en cambio, una la mayoria de los
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estudiantes respondié de manera correcta la pregunta B. A continuacion, se presentan los

diversos tipos de respuestas encontradas para las preguntas A y B:

Respuestas Pregunta A:

o R1: El estudiante manifiesta que el argumento de Antonio es el correcto, y justifica

las ventajas y desventajas que conlleva tomar en consideracion el factor goles durante

el reparto de la apuesta (Ver Ilustracion 12).
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Iustracion 12
. R2: El estudiante manifiesta que no es necesario tomar en consideracion los goles

convertidos, dado que al interrumpirse el juego lo més “consecuente” es devolver el

dinero apostado a cada Antonio y Daniel (Ver Ilustracion 13).
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Tlustracién 13

Respuestas Pregunta B:

. R1: El estudiante argumenta que la manera “correcta” de repartir la apuesta es
tomando en consideracion la proporcidn goles convertidos, es decir, 2:1. Cabe aclarar
que en este tipo de respuestas es comun que el estudiante calcule erroneamente la
ganancia o pérdida del jugador, dado que debe de tomar en consideracion el total de

las apuestas y no la apuesta por cada uno de los jugadores (Ver Ilustracion 14).
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Ilustracion 14
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o R2: El estudiante manifiesta que no es necesario tomar en consideracion los goles
convertidos para repartir la apuesta y afirma que la manera “razonable” de dividir la

apuesta es devolviendo a cada jugador lo apostado (Ver Ilustracion 15)

b) A partir de su respuesta anterior, jcuanto dinero probablemente deberia recibir

Daniel y Antonio luego de interrumpir el partido? la dq\\o\mon f(\,_ Mn}e_
\o aPo;»lap(o, onla

Tlustracién 15

RESULTADOS SITUACION 3:

Esta situacion esta compuesta por tres preguntas, las cuales buscan que el estudiante utilice
su intuicion para establecer cudndo un juego de azar es equitativo, también se espera que
haga uso de diversos tipos de razonamientos (proporcional inverso y combinatorio) para
modificar el juego, de manera que, sea justo para los participantes. Por Ultimo se requiere
que el estudiante haga una prediccion luego de “n” rondas de la ganancia y pérdida esperada
para cada uno de los participantes; es importante resaltar que en esta pregunta es fundamental
la interpretacion del resultado, dado que permite estudiar si se ha desarrollado la idea intuitiva

de Esperanza Matematica. Los criterios de calificacion de las Preguntas A, B y C son:

J Pregunta A: Para esta pregunta en particular, se consideran correctas todas aquellas
respuestas que justifiquen que el juego inventado por Amparo y Alejandra no es justo.
Los argumentos deben estar encaminados en afirmar que las probabilidades de

ocurrencia de la resta entre el dado mayor y dado menor diera como resultado 0, 1, 2,
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3, 4 0 5 no son homogéneas, por tal razéon se considera el juego como injusto. Se
consideran incorrectas todas las respuestas que afirmen que el juego es justo.

. Pregunta B: En esta pregunta se consideran correctas todas aquellas respuestas que
busquen “equilibrar” este juego; ya sea utilizando la Esperanza Matematica para
modificar el valor de la apuesta; utilizar razonamientos proporcionales inversos sobre
la manera en que se reparten las ganancias; o utilizando razonamiento combinatorios
en donde se modifiquen las opciones de ganar para cada apostador, de tal manera
ambos tengan las mismas probabilidades de éxito. Se consideran incorrectas todas
aquellas respuestas que al modificar el juego, no persista la equidad, en términos
probabilisticos, para todos los jugadores.

J Pregunta C: Para esta pregunta, se consideran correctas todas aquellas respuestas
que calculen la esperanza matemadtica de la situacion e interpreten el resultado. Para
este juego en particular, el calculo de esperanza da como resultado 333n, donde n es
un nimero indeterminado de experimentos; La interpretacion de este resultado es la
afirmacion que Amparo pierde cada ronda $333. En cambio, se clasifican como
incorrectas todas aquellas respuestas que no hagan uso de este concepto, ya sea de

manera explicita o intuitiva.

A continuacién se muestra la Ilustracion 16, la cual muestra los resultados obtenidos para la

Situacién 2, en las Preguntas A, By C.
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Resultados Situacion #3

2
0

Pregunta A Pregunta B Pregunta C

W Correcta M Parcialmente Correcta M Incorrecta

Tlustraciéon 16

A partir de los resultados en esta situacion, se puede interpretar que los estudiantes
comprenden la idea de juegos equitativos y también poseen competencias para modificar un
juego injusto, de manera que sea equitativo para todos los jugadores. Sin embargo, se ha
podido identificar que existen dificultades en el célculo e interpretacion de la esperanza
matematica, dado que carecen de competencias para estimar la ganancia o pérdida promedio
luego de jugar un numero indeterminado de veces. A continuacidn se presentan los diversos

tipos de respuestas encontradas para las preguntas A, By C:
Respuestas Pregunta A:

o R1: El estudiante afirma que el juego inventado por Amparo y Alejandra es justo,

dado que cada una cuenta con 3 opciones para ganar (Ver Ilustracion 17).
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Tlustraciéon 17

. R2: El estudiante manifiesta que el juego es injusto, dado que la probabilidad de al
lanzar el dado salga favorecida en su apuesta Alejandra es de 2/3 y Amparo es de 1/3

(Ver Ilustracion 18).
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Tlustracion 18

Respuestas Pregunta B:

. R1: El estudiante modifica el juego, de tal manera que cada uno de los participantes

tengan iguales probabilidades de ganar (Ver Ilustracion 19)
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Tlustraciéon 19

o R2: El estudiante propone una variacion del juego diferente a la inicial; sin embargo

las probabilidades de éxito para cada uno de los apostadores difieren entre si, es
decir, continua el juego siendo injusto (Ver Ilustracion 20).
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Tlustracién 20

Respuestas Pregunta C

R1: El estudiante en su respuesta hace una estimacion correcta de la ganancia o

pérdida de Alejandra y Amparo luego de “n” partidas (Ver Ilustracion 21)
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Tlustracién 21

J R2: El estudiante en su respuesta hace una estimacion incorrecta de la ganancia o

pérdida de Alejandra y Amparo luego de “n” partidas (Ver Ilustracion 22)
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Tlustracién 22

SINTESIS DE LOS RESULTADOS:

En la Tabla X se presentan los resimenes estadisticos de la puntuacion total de los
desempeifios de los estudiantes de maestria durante la realizacion del cuestionario. Tomando
en consideracion que la puntuacion total de la prueba son 14 puntos (2 puntos por pregunta,
de 7 propuestas en total), se obtiene que la puntuacion total media para los estudiantes de
Maestria en Educacion con Enfasis en Matematicas cohorte 2017-II fue de los 4,71 puntos,
dicho resultado nos indica que, en promedio, el desempefio es catalogado como Insuficiente.
De igual manera, se ha encontrado que la mediana de los desempefios fue de 5 puntos, lo cual
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nos indica que el nimero de estudiantes de maestria con una puntuacién menor a 5 es igual
que el numero de estudiantes con una puntuacién mayor a 5. A continuacion en la Figura 23

se muestra el resumen estadistico para las calificaciones de desempefios de los estudiantes.

Tabla 11: Promedio de puntuacion para estudiantes analizados.

Media 3.72
Mediana 5
Moda n.a
D. Tipica 3.23
Tabla 11

15

Tlustracién 23

Es importante aclarar que aunque la muestra para este instrumento es de siete estudiantes, la
cual reconoce que es relativamente pequefia. Por lo cual, la sintesis de los resultados se hace
con el fin de brindar al lector una muestra general de los resultados obtenidos luego de la

aplicacion del instrumento.
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS:

Luego de la recoleccion y sintesis de los resultados de aplicar el instrumento elaborado, se
procede a realizar el andlisis de los resultados, este se hace con el fin de precisar y condensar
las respuestas correctas e incorrectas de los estudiantes, y asi describir las respuestas de los
estudiantes durante la ensefianza de la Esperanza Matemadtica asociada a los juegos
equitativos. Cabe aclarar, que los principales hallazgos en este apartado van a contribuir
directamente en la delimitacion del Conocimiento del Estudiante, el cual hace parte
fundamental del Conocimiento Didactico del Contenido Especifico para la Esperanza

Matematica.

Ademas, es importante resaltar que el analisis de los resultados del instrumento se hace con
base en el marco teodrico del Conocimiento Didéctico del Contenido propuesto por Shulman
y Cols (1986a); en especial, para analizar las respuestas de los estudiantes y describir las
respuestas de los estudiantes mads recurrentes, se toma en consideracion dos elementos el
marco tedrico (Conocimiento de la didactica especifica y Conocimiento del estudiante) los
cuales permiten determinar hasta qué nivel el estudiante comprende y conoce el contenido

propio de la materia, en particular, el concepto de esperanza matematica.

En educacion, se alude a la palabra Sesgo como aquel razonamiento del estudiante que no
corresponde a una “estimacioén” correcta de un suceso aleatorio, ya sea que utiliza factores
externos a la situacion, hace una estimacion incorrecta de los eventos aleatorios o interpreta
incorrectamente la informacioén recolectada. Luego de un rastreo exhaustivo sobre las
respuestas del cuestionario por parte de los estudiantes para la situacion 1, 2 y 3; se identifica

que los tres principales sesgos asociados a la esperanza matematica son (Guerrero, 2015):
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Sesgo de Equiprobabilidad: Este sesgo radica en que el estudiante cree que todos los
resultados de un experimento aleatorio son igualmente probables. Este sesgo ha sido
plenamente identificado en investigaciones como Guerrero (2015) y Lecoutre (1992).
Una de las razones por la cual sucede constantemente este sesgo es que las personas,
por lo general, asocian el azar y la aleatoriedad con resultados concretos y modelos
no combinatorios (Guerrero, 2015, p. 26-27). Para ver una ejemplificacion de este
sesgo en particular, se recomienda al lector remitirse a las Ilustraciones 7,9 y 17.
Enfoque del resultado: tipo de sesgo se caracteriza porque el estudiante estima la
frecuencia de un suceso de forma no probabilistica, es decir, trae a colacion factores
deterministas. Este sesgo ha sido identificado en investigaciones como Lecoutre
(1992) y Diaz (2003). Para ver una ejemplificacion de este sesgo en particular, se
recomienda al lector remitirse a las [lustraciones 8 y 10.

Utilidad vs Ganancia: Este sesgo es bastante comun en los estudiantes a la hora de
interpretar el resultado luego de utilizar la definicion de Esperanza Matematica; Esto
se debe a que no reconocen que la esperanza matematica o el valor esperado esta
definidos en términos de utilidad, por ende, cada vez que se interprete el resultado, se
requiere -necesariamente- que el estudiante efectie inferencias sobre la utilidad
promedio que obtiene un apostador luego de un numero indeterminado de
experimentos. Si bien, este sesgo probabilistico no ha sido documentado de manera
explicita, se infiere en las competencias de razonamiento estadistico expuestas por
Batanero (2000). Para ver una ejemplificacion de este sesgo en particular, se

recomienda al lector remitirse a la [lustracion 22.
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Luego de la recoleccion y sistematizacion de los resultados en las situaciones 1, 2 y 3 se ha

encontrado que en numerosas ocasiones los estudiantes cometen errores al solucionar

actividades relacionadas con juegos de azar. A continuacion se catalogan los errores mas

frecuentes cometidos por los estudiantes al responder el instrumento aplicado:

El estudiante confunde la independencia y dependencia de eventos aleatorios. Es
recurrente encontrar que algunos de los estudiantes no reconocen intuitivamente las
propiedades de los eventos independientes y dependientes de evento aleatorio. Este
tipo de errores han sido documentados en Guerrero (2015), por lo que se propone
brindar un mayor acompafiamiento a los estudiantes durante los procesos de
instruccion que se refieren a la naturaleza de las variables aleatorias. Para ver una
ejemplificacion de este error en particular, se recomienda al lector remitirse a las
[lustraciones 8 y 10.

Errores en la modificacion de la ganancia para que el juego sea equitativo. Es comun
encontrar que los estudiantes -en su gran mayoria- en vez de modificar las ganancias
esperadas para cada jugador, se ven evocados en cambiar las leyes del juego. Se
consideran este tipo de respuestas erroneas, dado que el estudiante no hace el ejercicio
de buscar la manera de modificar el juego actual. Este tipo de errores ha sido hallados
y justificados en Cafiizares (1997) (Citado en Guerrero, 2015). Para ver una
ejemplificacion de este error en particular, se recomienda al lector remitirse a la
[lustracion 20

No realiza el cdlculo inverso de las ganancias. En algunos casos, los estudiantes
hacen el célculo de la probabilidad de ganancia para cada uno de los participantes y

de ello se obtienen respuestas como “Alejandra tiene el doble de probabilidades de
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ganar que Amparo”. Sin embargo, este tipo de respuestas no se consideran como
completas, dado que es necesario efectuar el cédlculo inverso de ganancias con
respecto a la distribucion de probabilidad. Por ejemplo, para la situacion 3, una
respuesta tentativa a la pregunta C seria: “Alejandra deberia de ganar $6.666 y
Amparo 813.333, por cada ronda, para que el juego sea justo”. Para ver una
ejemplificacion de este sesgo en particular, se recomienda al lector remitirse a la
[lustracion 14 y 21.

e  Calcula de forma incorrecta las probabilidades. Es reiterativo que en las respuestas
de los estudiantes se evidencian errores de célculo y operacion de probabilidades. Un
ejemplo de respuestas que contengan este tipo de errores son: “El auto tiene las
mismas probabilidades de estacionarse en cualquiera de los aparcamientos”,
“Alejandra y Amparo tienen las mismas probabilidades de ganar”. Para ver una
ejemplificacion de este sesgo en particular, se recomienda al lector remitirse a la

[lustracion 22.

Por otro lado, luego de la implementacion del instrumento y recoleccion de las respuestas, se
ha identificado que los estudiantes poseen algunas dificultades recurrentes con respecto a la
teoria de la probabilidad, juegos equitativos y esperanza matematica. En andlisis de los
resultados se ha identificado -explicitamente- dichas dificultades y se han categorizado en

dos tipos de dificultades:

e  Dificultades en la interpretacion de tablas y diagramas. Durante la indagacién de las
respuestas se ha encontrado que los estudiantes, en su mayoria, poseen en dificultades

en la construccion, interpretacion y comprension de los diferentes registros de
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representacion asociados la estadistica y probabilidad. Especificamente se
detectan dificultades con respecto a los registros graficos, tabulares y diagramas.

Dificultades en la interpretacion de resultados, luego de aplicar la definicion de
Esperanza Matemdtica. Durante el andlisis de los resultados, se ha podido reconocer
que la mayoria de estudiantes poseen dificultades en la interpretacion del calculo de
la esperanza matematica, esta dificultad se propicia por tres factores, ya
documentados en Guerrero (2015): primero, la confusion en términos probabilisticos
de ganancia y utilidad; segundo los errores al realizar estimaciones de un niimero
indeterminado de ensayos; tercero la comprension y construccion del concepto de
Esperanza Matematica, la cual es una medida de centralizacion para sucesos

aleatorios.

5.3 CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO ESPECIFICO
PARA LA ENSENANZA DE LA ESPERANZA MATEMATICA

El Conocimiento Didactico del Contenido (CDC) es un marco tedrico y metodologico

elaborado por Shulman y Cols (1986) que permite comprender la relacion intrinseca entre un

saber determinado y la didactica para su instruccion. Especificamente el CDC representa la

interseccion entre el conocimiento de la materia especifica (biologia, matematicas, espafiol,

etc.) y los principios generales de la didactica, la pedagogia y el contexto; cabe resaltar que

esta interseccion no es en términos de integracién o conjuncidn, sino en términos de

transformacion de conocimientos, la cual permite adaptar el saber de una materia a las

caracteristicas de los estudiantes (Ver Ilustracion 24).
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Contenido

Contenido CDC Ensefiable

Tlustracién 24

En particular, el CDC no est4 limitado a indagar las didacticas o metodologias de ensefianza
de contenidos, mas bien, centra su mirada en buscar que el profesor comprenda efectivamente
los contenidos (que aprenderan los estudiantes), y reconozcan las maneras en que este
contenido puede ser ensefiado durante la practica docente e identifique las maneras en que
los estudiantes aprenden dicho contenido. A continuacidn se presenta una cita de Shulman

(1987), en donde se describe el CDC (Tomado de Pinto y Astudillo, 2008):

“Representa la mezcla entre materia y pedagogia por la que se llega a una
comprension de como determinados temas y problemas se organizan, se representan
y se adaptan a los diversos intereses y capacidades de los alumnos, y se exponen para
su ensefianza. El conocimiento didactico de la materia es la categoria que con mayor
probabilidad permite distinguir entre la comprension del especialista en un area del

saber y la comprension del pedagogo” (p.8).

En particular para este marco de referencia, tal como se menciona en el Marco Didactico (ver
2.2.3), se distinguen inicialmente tres categorias de investigacion, sobre las cuales se
establecen los tipos conocimientos componen el Conocimiento Didactico del Contenido

(Shulman et al, 1987):
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Conocimiento del Contenido de la disciplina por enseriar: se define este tipo de
conocimiento como aquel que se encarga de la organizacion de los saberes previos
del profesor antes de su practica en el aula. Se caracteriza porque el profesor ademas
de conocer o comprender los contenidos, es capaz de reconocer la naturaleza
conceptual y epistemoldgica de la materia.

Conocimiento de la Didactica Especifica: como bien se sabe, para enseiar es
necesario mas no suficiente comprender el contenido dispuesto a ensefiar, por ello
también requiere que el profesor reconozca aquellos elementos didacticos y
metodologicos necesarios para una ensefianza efectiva. En resumidas cuentas, es
importante que el profesor organice, secuencie y presente el contenido a los
estudiantes tomando en consideracion sus habilidades, motivaciones e intereses. Cabe
resaltar, que las representaciones y estrategias instruccionales cobran un papel
fundamental en este tipo de conocimiento.

Conocimiento del Estudiante: Este tipo de conocimiento se centra en los procesos de
aprendizaje del estudiante, buscando desarrollar en profesores habilidades para hacer
“penetrable” los contenidos (Pinto & Astudillo, 2008). Este tipo de habilidades se
desarrollan a partir de la consideracion de errores, dificultades y problematicas mas
recurrentes; de esta manera se establecen condiciones didacticas estructuradas que

permitan desarrollar procesos cognitivos en los estudiantes.

Con respecto a este trabajo de investigacion, se reconoce las propiedades y potencialidades

que conlleva determinar el Conocimiento Didactico del Contenido Especifico para la

Esperanza Matematica en sus tres categorias (conocimiento del contenido de la disciplina

por enseriar, conocimiento de la didactica especifica y conocimiento del Estudiante), dado
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que resulta imprescindible explicitar la relacién intrinseca entre el saber (Esperanza
Matematica), las metodologias de ensefianza y formas en que los estudiantes llegan a un
proceso de significacion y comprension de este concepto. De igual manera, se expone a
manera de items las razones por las cuales se considera importante reconocer y determinar el

CDC en la Esperanza Matematica:

e Pocos antecedentes que aborden cuestiones didacticas y pedagdgicas en la ensefianza
de la Esperanza Matematica.

e Resultados desfavorables en profesores de matematicas que han dejado la aplicacién
del instrumento de investigacion titulado “Evaluacién de conocimientos sobre
esperanza matematica y juegos equitativos”.

e Ineludible necesidad de introducir y delimitar aquellos elementos historicos y

curriculares importantes en la ensefianza de la Esperanza Matematica.

Luego de la descripcion de las categorias para determinar el Conocimiento Didactico del
Contenido y también de exponer las razones de peso que conllevan a realizar dicha
determinacion en relacion con el concepto de Esperanza Matematica. Se presenta a
continuacion, las categorias en relacion con la Esperanza Matemadtica, cabe hacer la
aclaracion que la construccion y caracterizacion de cada uno de los elementos en las tres
categorias mencionadas se hace a partir de supuestos, los cuales surgen producto de la
indagacion bibliografica y experimental de los elementos para la ensefianza de la esperanza

matematica.
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5.3.1 Conocimiento del Contenido de la Disciplina por Ensefiar

Antes de comenzar a abordar cuestiones didacticas y metodoldgicas sobre la manera efectiva
o adecuada para ensefiar el concepto de Esperanza Matemadtica, es necesario detenerse en
responder la cuestion ;Que conocimiento base requiere el profesor de matemadticas para
introducir el concepto de Esperanza Matematica en el aula de clases? En respuesta a esta
cuestion, diversas investigaciones (Bolivar, 2005; Pinto & Astudillo, 2008) se ha encontrado
que las orientaciones curriculares en matematicas -en los ultimos afios- han estado alejadas
del estudio de la comprension, por parte de los profesores, de los conocimientos previos para
la ensefianza de la estadistica y probabilidad. Por esta razon, para este apartado denominado
Conocimiento del contenido de la disciplina por enseriar se pretende reconocer elementos de
contenido fundamentales, que orienten al lector a desarrollar esta categoria de conocimiento

para la ensefianza de la Esperanza Matematica.

Inicialmente se establece una serie de contenidos fundamentales previos a la ensefianza de la

Esperanza Matematica, entre los cuales se destacan:

definicion clasica y frecuencial de la probabilidad;
e  espacios muestrales;

e dependencia e independencia de eventos aleatorios;
e permutaciones y combinaciones;

e equitatividad de un fenomeno aleatorio.

Cabe resaltar que es indispensable que los estudiantes comprendan con anterioridad cada uno
de los contenidos mencionados, dado que la definicion y algoritmo de la Esperanza

Matematica requieren especial uso de cada uno de ellos. De igual manera, resulta necesario
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que el docente enfatice en el cumplimiento y asimilaciéon de dos logros en estadistica y
probabilidad, los cuales han sido mencionados -reiteradamente- en curriculos internacionales

(ESO y NCTM):

e comprender y aplicar las medidas de tendencia central en contextos reales;

e construye e interpreta la informacion consignada en graficos estadisticos.

Por otro lado, se destaca la necesidad reconocer algunos elementos historicos y
epistemologicos relacionados con el surgimiento y establecimiento de la Esperanza
Matematica como método de solucion predilecto a situaciones relacionadas con el azar y la
incertidumbre. Es importante que el conocimiento del contenido del docente integre dichos
elementos, dado que la profundizacion del “por qué” y “para que” de la ensenanza adquiere
un valor significativo y motivacional a los estudiantes, y permite reconocer qué supuestos o
creencias poseen los estudiantes previos a los procesos de instruccion. Cabe resaltar que estos
elementos han sido establecidos en el Capitulo 3 del presente trabajo de grado, por lo cual se

recomienda al lector remitirse a este apartado para mayor precision.

5.3.2 Conocimiento de la Didactica Especifica

Muchos son los expertos que afirman que para ensefiar matematicas, no solo basta con saber
matematicas; la labor de instruccion de esta disciplina de estudio requiere que el docente sea
capaz de transmitir ese contenido de forma clara y significativa (Bolivar, 2005). Sin embargo,
cumplir dicho proposito no es del todo sencillo, requiere que el docente organice, secuencie
y presente el contenido de estadistica y probabilidad de manera tal que los estudiantes

desarrollen sus habilidades a medida que el docente instruya (Pinto & Astudillo, 2008). A
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éste tipo de conocimiento Shulman (1987) lo define como Conocimiento de la diddctica
especifica 'y sobre el cual se aglomeran todos los conocimientos y estrategias instruccionales
del profesor que permiten ensefar el conocimiento de manera efectiva. En particular, para
este trabajo de grado, se destaca el conocimiento de la didactica especifica para la Esperanza
Matematica, el cual estd compuesto por todas aquellas estrategias, organizaciones, contextos

y métodos que propicien un aprendizaje significativo.

El primer elemento que se distingue en el conocimiento de la didéctica especifica para la
esperanza matematica, es la organizacion y secuenciacion de los contenidos que guardan
relacion para este concepto. Dicho asi, se propone entonces una organizacion que pretende
presentar el contenido de forma clara, gradual y concisa para los estudiantes, lo cual permite

promover el interés y el desarrollo de habilidades de manera sistematica (Ver Ilustracion 25)

Definicion Clasica y
Frecuencial de la

probabilidad.

Definicion Esperanza Dependencia e Independencia
Matematica de Eventos Aleatorios
Organizacion de contenidos para
la ensefianza de la Esperanza
Matematica '
Justicia y Equitatividad en Permutaciones y

fenoémenos aleatorios Combinaciones

A

Definicion conceptos de
ganancia y utilidad promedio. ‘

Tlustracién 25

152



Otro elemento importante por destacar en este conocimiento del docente, es la utilizacion del
contexto en actividades para promover el interés y desarrollo de habilidades significativas en
estudiantes. Especificamente, la ensefianza de la Esperanza Matematica, desde sus inicios,
estuvo enmarcada en fendmenos contexto (Ver apartado 3.2), por esta razdn la utilizacion de
este tipo de situaciones como los juegos de azar, el comportamiento poblacional, el clima,
etc., contribuyen de forma positiva al aprendizaje, comprension y significacion de la
esperanza. En este sentido, se destacan los aportes realizados por Ribeiros (2016), en la cual
propone la inclusion de la educacion critica a modo de proyectos para promover el desarrollo

de competencias en estadistica y probabilidad.

En los ultimos afios, el papel de las representaciones en la educacion matematica ha cobrado
gran interés en la investigacion; esto se debe a que las distintas representaciones mentales y
semidticas contribuyen -notablemente- a la comprension y significacion de los conceptos en
matematicas (Duval, 2003). En particular, para la ensefianza de la esperanza matematica, se
destaca la importancia de las representaciones graficas, tabulares, algebraicas y diagramas;
dado que la formacidn, tratamiento y conversion de estas representaciones permiten a
docentes y estudiantes vislumbrar la esperanza matematica desde diferentes perspectivas, lo

cual contribuye a los procesos de ensefianza y aprendizaje.

5.3.3 Conocimiento del Estudiante

El tercer componente del CDC, es el Conocimiento del Estudiante, el cual comprende los
conocimientos del docente con respecto a los procesos de aprendizaje de los alumnos (Pinto

& Gonzalez, 2009). En especifico, el Conocimiento del Estudiante en la ensefianza de la
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Esperanza Matematica busca -principalmente- reconocer todos aquellos errores, dificultades,
problematicas, preconcepciones y condiciones instruccionales., que conlleva la ensefianza de
este concepto; de tal manera que la distincion de cada uno de estos elementos permite que
los estudiantes, durante los procesos de instruccion, comprendan globalmente el significado

del concepto.

Primeramente se reconocen, como elemento indispensable en la ensefianza, todos aquellos
errores, dificultades y problemadticas que se ven manifestados en los estudiantes durante el
aprendizaje de la Esperanza Matematica. Este tipo de elementos se reconocen, a partir de los
analisis y reflexiones de los resultados de la Evaluacién de conocimientos sobre esperanza
matematica y juegos equitativos (Ver apartado 5.2), por tanto se consideran los siguientes

sesgos, errores y dificultades:

e Sesgos:

o Sesgo de Equiprobabilidad.

o Enfoque del resultado.
o Utilidad vs Ganancia.
e  Errores:
o El estudiante confunde la independencia y dependencia de eventos aleatorios.
o Errores en la modificacion de la ganancia para que el juego sea equitativo.
o No realiza el calculo inverso de las ganancias.
o Calcula de forma incorrecta las probabilidades
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e Dificultades:

o Dificultades en la interpretacion de tablas y diagramas.

o Dificultades en la interpretacion de resultados, luego de aplicar la definicion

de Esperanza Matematica.

Es importante aclarar, que la descripcion y ejemplificacion de cada uno de los elementos

mencionados se puede encontrar en el apartado 5.3 del presente trabajo de grado.

Otro elemento indispensable a la hora de describir el Conocimiento del Estudiante, son todas
aquellas preconcepciones que poseen los estudiantes alrededor del concepto de esperanza
matematica. Segun Diaz (2013), histéricamente el concepto de esperanza matematica surge
a partir de la idea de justicia y equitatividad del azar; por esta razoén aquellas conjeturas y
concepciones estudiantes que busquen principalmente la “domesticacion” del azar son
importantes a tomar en consideracion a la hora de disefiar una estrategia para la ensefianza
de este concepto, dado que permiten potencializar los conocimientos y evitar que se generan

nuevas problematicas.

Por ultimo, se distingue en este tipo de conocimiento, algunos elementos importantes que
permiten establecer una Condicion Instruccional adecuada para el aprendizaje y ensefianza
de la Esperanza Matematica. Inicialmente se reconoce la necesidad de investigar y analizar
algunas estrategias y metodologias Optimas para el aprendizaje de cada estudiante; de igual
manera, es importante tomar en consideracion para la planeacion de aula, las expectativas e
intereses que tiene cada estudiante por la asignatura; por Gltimo y no menos importante, esta
el estudio de la evolucion de los procesos cognitivos en los estudiantes, dado que es necesario

tomar un punto de referencia inicial para identificar -en qué medida- han desarrollado un

155



razonamiento estadistico y probabilistico los estudiantes, luego de los procesos de

instruccion.

5.4 CONCLUSIONES

A lo largo de este capitulo se ha intentado describir y delimitar los conocimientos y elementos
didacticos que guardan relacion con el Conocimiento Didactico del Contenido para la
enseflanza de la esperanza matematica asociada a los juegos equitativos. Es importante
destacar, que el disefio, implementacién y analisis de la Evaluacion de Conocimientos sobre
Esperanza Matematica a estudiantes de Maestria en Educacion de la Universidad del Valle,
se hizo con el fin de delimitar algunos de las problematicas mas recurrentes en la ensefanza
y aprendizaje de este concepto; dado que la indagacion bibliografica nacional e internacional
arrojo relativamente pocos elementos didacticos para la ensefianza de este concepto.

Especificamente, para éste primer capitulo se tenia como objetivo:

e Identificar las categorias y elementos que componen el Conocimiento Didactico del
Contenido para la ensefianza de la Esperanza Matemadtica asociada a los juegos
equitativos.

Para lo cual, se puede afirmar que:

e Resulta importante y significativo para los procesos de ensefianza de la esperanza
matematica que el docente comprenda cada uno de los elementos descritos en la
delimitacion de las categorias que componen el CDC: Conocimiento del contenido de
la disciplina por enseriar; Conocimiento de la didactica especifica y Conocimiento

del estudiante. El reconocimiento de dichos elementos permitira al docente
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profesionalizar la ensefanza de la esperanza matematica, mejorar el desarrollo de
habilidades cognitivas en estudiantes en fendmenos aleatorios y permitird vislumbrar
de manera global la ensefanza de un concepto estocastico y todas las particularidades
que lo comprenden.

e El analisis de los resultados del cuestionario (Ver apartado 5.2) permiti6 identificar
que los profesores de matematicas poseen bajos niveles de competencia con respecto
al conocimiento del contenido de la disciplina por enseiiar y conocimiento de la
didactica especifica.

e Uno de los propdsitos principales en la planeacion de este capitulo era identificar,
algunos errores, dificultades y sesgos que se presentan en la ensefianza y aprendizaje
del concepto de Esperanza Matematica. Dicho proposito se cumplié eficazmente,
dado que el andlisis de los resultados permitio clasificar y ejemplificar cada uno de

estos.

Es importante sefialar, que uno de los puntos limitantes durante la estructuracion y
recoleccion de este capitulo, es el numero de estudiantes analizados, debido a que esta
muestra (7) no resulta una poblacion significativa para el analisis de docentes en matematicas
a nivel nacional; sin embargo, esta calamidad es ajena a la planeacion del presente trabajo de
grado, dado que surge por el cierre de programas y becas para profesores del sector oficial

financiados por el Ministerio de Educacion Nacional.
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RECOMENDACIONES PARA UNA POSTERIOR
INVESTIGACION Y LIMITACIONES DEL ESTUDIO

De acuerdo con el trabajo adelantado y las conclusiones correspondientes a cada capitulo,
han quedado abiertos varios aspectos sobre los cuales se dan pie a la formulacién de nuevas
investigaciones. En este orden de ideas, las consideraciones que garantizan la continuidad de
este proyecto o que se han quedado por fuera de los alcances de este trabajo de investigacion

son:

e Se considera necesario comenzar a reflexionar sobre el abordaje de cuestiones
didacticas de la estadistica y probabilidad en el aula de clases que tomen en
consideracion el contexto de los juegos de azar y la esperanza matematica. Es por ello
que esta investigaciébn propone como proyeccion la elaboracion de secuencias
didacticas o propuestas de aula que tenga como fin implementar y desarrollar el
concepto de esperanza matemadtica en el aula de clases, tomando en consideracion el

contexto de juegos de azar para la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

e Se reconoce que uno de los limitantes principales a lo largo del presente trabajo de
grado es el tamafio de la muestra analizada para el instrumento titulado “Evaluacion
de Conocimientos sobre Esperanza Matematica y Juegos Equitativos™; se propone
entonces, en un futuro, redisefiar ¢ implementar dicho instrumento a una muestra
mucho mayor, esto con el fin de reconocer nuevos elementos didacticos en la

ensefanza y el aprendizaje de la esperanza matematica.

e Ladelimitacion y caracterizacion de los elementos didacticos para la ensefianza de la

esperanza matematica permitid reconocer la importancia de los diversos registros de
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representacion. Por ello se propone, como complemento o proyeccion a este trabajo
de grado, desarrollar investigaciones en torno al papel de los registros de
representacion en la educacion en estadistica y probabilidad, por parte de los

estudiantes y profesores.

La caracterizacion de los elementos curriculares para la ensefianza de la esperanza
matematica permiti6 identificar que el curriculo de matematicas en Colombia posee
diversas falencias y limitaciones, con respecto a curriculos internacionales. Por tanto,
se propone como proyeccion a este trabajo de grado, desarrollar investigaciones que
tengan como foco central una renovacion curricular en el nicleo de estadistica y

probabilidad en Colombia.
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