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Resumen

El presente trabajo presenta una caracterizacion del razonamiento algebraico de algunos
profesores de educacion basica secundaria y media a partir de los niveles de algebrizacién, que
manifiestan en sus practica matematicas cuando resuelven algunos problemas, este estudio fue
realizado utilizando herramientas que propone el Enfoque ontosemiotico del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS), en particular se aborda el analisis en términos ‘“objetos y
procesos” intervinientes en la practica matematica y la caracterizacion del razonamiento
algebraico propuesta por Godino, Aké, Gonzato, & Wilhelmi (2014), segin los niveles de
algebrizacion. Esta investigacion pone en evidencia algunos conocimientos algebraicos de
algunos maestros en ejercicio, los cuales al ser previstos, permite tomar decisiones respecto a

nuevos planes de formacion.

Palabras claves: formacidn docente, razonamiento algebraico, objetos y procesos

viii



Introduccion

Diversas investigaciones realizadas en Didéctica del Algebra han centrado su interés en los
procesos de ensefianza, la formacion de profesores, en identificar las dificultades relacionadas
con los procesos de ensefianza y procesos de aprendizaje del algebra que presentan los
estudiantes y las que enfrentan los maestros en la promocién y desarrollo del razonamiento
algebraico, entre otros (Castro, 2012; Socas, 2011). Estas investigaciones identifican y aportan
factores significativos que influyen sustancialmente en la ensefianza y aprendizaje del algebra
escolar?, sin embargo, a pesar de sus aportes a estos procesos, hay cuestiones aun no resueltas,
lo que genera necesidad de investigacidn en buscar formas efectivas para abordar la ensefianza y

el aprendizaje del algebra cuando es objeto de estudio en las aulas de clase.

Asi, la formacion de profesores y las formas de ensefianza del &lgebra, han sido y sigue
siendo en multiples investigaciones un tema central (Socas, 2011; Castro, 2008, Kieran, 2007),
donde algunos sefialan que existe ciertas dificultades para que los profesores puedan aprender de
los hallazgos de las investigaciones y aplicarlos en la instruccién. También hay trabajos que
ponen su énfasis en el desarrollo profesional (didactico, matematico, filosofico, epistemoldgico,
etc.), y en los conocimiento y creencias de los profesores para la ensefianza del algebra, sin

embargo, quedan aln grandes areas de investigacion que necesitan indagarse.

De acuerdo a lo planteado, la formacion del maestro referida a la actividad algebraica que
despliega, ha sido un asunto de interés en la investigacion de la Didactica del algebra, en este
orden de ideas, este trabajo considera importante indagar las practicas algebraicas que manifiesta
el docente en la resolucion de problemas, y realizar algunas reflexiones acerca del razonamiento
algebraico que pone de manifiesto en dichas practicas, para asi dar posibles implicaciones de la
actividad algebraica de él en la promocion y desarrollo del razonamiento algebraico en sus

alumnos, con lo cual se espera aportar a la literatura existente.

L El algebra escolar a la que aqui se alude refiere al algebra de las expresiones algebraicas, la cual trabaja con
objetos del algebra clasica, donde la resolucion de ecuacion se hace por radicales, la cual circula en los curriculos
institucionales de la Educacién Basica Secundaria en Colombia. En adelante, sin hacer distincién alguna, se
entendera que es Unicamente a esta algebra a la que se hace referencia.
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Para indagar sobre las practicas matematicas de los docentes, se seleccionaron dos maestros
de la Educacién Béasica Secundaria y media que ensefian o hayan ensefiado algebra en su labor
docente, a los cuales se plantearon seis problemas y haciendo uso del enfoque ontosemiotico del
conocimiento e instruccion matematica (EOS), se analizaron los tipos de objetos y procesos
matematicos que emergen e intervienen sus practicas matematicas al resolver dichos problemas.
Dicho analisis permiti6 caracterizar su actividad como mas algebraica 0 menos algebraica, segin
niveles de algebrizacion propuesto por Godino et al. (2014), que inician en un nivel 0, con una
ausencia de caracteristicas algebraicas, seguidos de dos niveles primarios o incipientes de
actividad algebraica, hasta otros cuatro niveles en los que se considera la actividad matematica
como propiamente algebraica.

Ciertamente este trabajo permite reflexionar sobre el razonamiento algebraico manifestado en
las précticas matematicas del docente y sus competencias para promover dicho razonamiento, lo
cual, puede brindar pautas interesantes para emprender planes de formacion tanto para docentes

en ejercicio como para futuros docentes, el cual se desarrolla en cuatro capitulos:

En el primer capitulo se presenta la problemética de la investigacion partiendo de la
preocupacién por la influencia del docente en el aprendizaje del algebra y la necesidad que el
maestro reconozca y promueva el razonamiento algebraico en sus estudiantes, se presentan
también los objetivos que orientan el trabajo, la justificacion del mismo y las etapas que

componen esta investigacion.

En el segundo capitulo se expone los referentes conceptuales, para ello se presentan tres
apartados, a saber: en el primero, se presenta el EOS desde el cual se considera, caracterizar una
practica y el pensamiento que la acomparfia a partir de los objetos y procesos. En el segundo, se
exponen algunas caracteristicas del razonamiento algebraico tomadas de la literatura y los dos
referentes anteriores permiten concebir un tercer apartado los niveles de algebrizacion propuesto
por Godino et al. (2014), este modelo articula bajo la interpretacion del EOS, las diferentes

caracteristicas del razonamiento algebraico.

En el tercer capitulo, se presentan los cinco problemas seleccionados, se describe la poblacion
objeto de estudio, la implementacion de las hojas de trabajo y la entrevista y finalmente se

presenta el analisis y los resultados obtenidos.



En el dltimo capitulo se desarrollan las conclusiones de la investigaciéon y las reflexiones
sobre las préacticas algebraicas de los docentes y su impacto en el desarrollo del razonamiento

algebraico de los estudiantes.
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CAPITULO 1
ASPECTOS GENERALES DEL ESTUDIO

En este capitulo se presentan algunas consideraciones sobre un aspecto central en la ensefianza y
aprendizaje del algebra la formacion de profesores, tomando de diversos estudios en didactica
del algebra cuestiones que permiten ubicar la problematica de investigacion, la cual surge de la
preocupacién por la influencia del docente en el aprendizaje del algebra y la necesidad que el
docente reconozca y promueva el razonamiento algebraico en sus estudiantes, tal como ha sido
discutido en multiples investigaciones en el campo de la Educacién Matematica y en particular,
que rasgos algebraicos manifiestan las practicas matematicas de un docente, en una situacion
problema. También se presenten en este capitulo los objetivos generales y especificos, la
justificacion y finalmente se describe la metodologia y las etapas que componen esta
investigacion.



1.1 Presentacion del problema de estudio

Las investigaciones en Didactica del algebra (Socas, 2011; Palarea, 1999; Castro, 2012)
durante las ultimas décadas han reportado numerosas dificultades, obstaculos y errores que
presentan tanto los estudiantes en el proceso de aprendizaje del algebra como aquellas
relacionadas con su ensefianza. Ciertamente dichas dificultades son atribuibles, en parte, al
desarrollo cognitivo de los alumnos, a la dificultad inherente a las propias matematicas, y a la
forma en que los profesores organizan el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra, entre
otros (Socas, 1997; Garriga, 2011). Y es en la forma de ensefiar de los docentes, donde se
evidencia diversas concepciones que este tiene del algebra, impartidas en el aula que define en
gran manera como los estudiantes la aprenden. En este mismo orden de ideas, Santos (1993)
afirma que las ideas que los profesores tengan acerca de las matematicas moldean las actividades
del salon de clases, las tareas, la metodologia, la evaluacion, y en general su quehacer
pedagogico. Asi, por ejemplo, si el profesor asume el algebra como un tépico de reglas
sintacticas, ensefiadas en un lenguaje simbdlico, entonces los estudiantes deberan dominar las
habilidades de manipulacion simbdlica antes de aprender acerca de la finalidad y el uso del

algebra.

Por eso algunas dificultades reportadas en investigaciones se agudizan debido algunas de
estas concepciones que resaltan lo sintactico sobre lo semantico, que desconocen la experiencia
previa de los estudiantes en el dominio numérico, métrico y espacial, tanto en lo que saben cémo
en las particularidades de ese conocimiento que debe ser reconocido para efectos de la

construccion de un nuevo conocimiento (Castro, 2008).

Se deja ver hasta el momento la preocupacion del impacto de las concepciones del docente y
de sus précticas, en lo que aprenden los estudiantes Por lo cual, se considera necesario abordar el
analisis de las practicas algebraicas de algunos profesores, puesto que generalmente los docentes
estan alejados de tener una visién amplia del algebra, y lo manifiestan en sus practicas, sin tener
presente los aspectos que brindan las diversas perspectivas para introducir el algebra y promover
el razonamiento algebraico en los estudiantes (e.g. Benardz, Kieran y Lee, 1996). Tal como lo

afirma Rico (1997) para la ensefianza de las matematicas en general (1997) “el profesor es un
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profesional que se ha iniciado en la practica de la ensefianza mediante ensayo y error, que ha
logrado su competencia y capacitacion con escasa ayuda institucional” (p.19). Se trata entonces
de resaltar la necesidad de formacion para los profesores de matematicas tal cual como se ha
debatido durante los Gltimos afios en el campo de la Educacién Matematica (Rico, 1997, 1998;
Bedoya, 2011; Puig, 1998a; Flores y Fernandez, 2001; Socas, Camacho & Hernandez, 1998).

A lo anterior se propone, que un paso previo sera conocer e indagar sus conocimientos, por esto
a través de este estudio se caracteriza el razonamiento algebraico de algunos docente que permite
proponer aspectos para planes de formacion de los docente, donde la manera de concebir la
ensefianza y aprendizaje sea a partir de tares de geometria, de nimeros y operaciones, de analisis
de datos, etc. a través de las cuales se desarrolle razonamiento algebraico desde los primeros
grados de escolaridad, siendo el objetivo facilitar el aprendizaje del &lgebra y fomentar un

aprendizaje con comprension

Este aspecto, de ir introduciendo el caracter algebraico desde la matematica elemental, a
través de tareas, no es una labor sencilla, puesto que, es necesario que los docentes tengan “oidos
y ojos algebraicos” que identifiquen las oportunidades para promover y desarrollar el
razonamiento algebraico (Ake, 2013). En este sentido el profesor necesita tener cierta formacion

como a continuacion lo expone Azcarate (1998):

En general y en lo que respecta a los profesores de matematicas uno de los aspectos en que todos estan
de acuerdo es en la necesidad de conocer a profundidad su materia y las relaciones con otras areas,
pero no solo en el sentido de un conocimiento formal del contenido, sino de un profundo conocimiento
de la naturaleza de las matematicas, su estructura, sus relaciones y sus representaciones, sus
conocimientos filosoficos y epistemoldgicos, datos con una considerable incidencia en la seleccion y

secuenciacion de los contenidos y su tratamiento en el aula. (p.133)

Entonces los docentes deben reconocer las relaciones con otras areas; su naturaleza; sus
representaciones; sus rasgos caracteristicos. Todos estos aspectos se pueden considerar, a traves
de varias perspectivas del algebra, lo cual se concreta en una caracterizacion del razonamiento
algebraico, llamada los niveles de algebrizacion propuesto por Godino, Aké, Gonzato, &
Wilhelmi (2014).



Asi, desde este enfoque el modo en que los docentes llevan a cabo su practica y su formacion
didactica-matematica, influyen en la promocion y desarrollo de este razonamiento en el aula de
clase. Esta vision del algebra, tiene en cuenta: los procesos de generalizacion, simbolizacion, lo
funcional y estructural, la modelacion, el calculo analitico y también crea un vinculo
significativo ente el pensamiento algebraico en la ensefianza de secundaria y primaria. De
manera que, se hace importante analizar las practicas matematicas que el docente manifiesta, a
luz del modelo mencionado, el cual hace posible distinguir distintos niveles de algebrizacién de
las practicas, el cual deja ver el desarrollo del razonamiento algebraico como una cuestion
progresiva. Investigaciones (Beadnerz, Kieran y Lee, 1996) muestran que los maestros, cuando
hacen acciones informadas, hay mayores probabilidades que la conciencia de los alumnos este
siendo activada, que cuando el profesor no es consciente de los objetos matematicos trabajados,

de las relaciones existentes, etc.

Cuestiones como las anteriores poseen una influencia directa en la forma en cémo las
matematicas en general, y en algebra en particular son ensefiadas y muestran la necesidad de
poner en el centro de atencion al docente, debido al papel fundamental y determinante de este en
el aprendizaje las matematicas (Santos, 1993; Azcarate, 1998; Rico, 1994) y, por tanto, en la
promocion y desarrollo del razonamiento algebraico (Aké, 2013). Por esto, el interés en este
trabajo esta en examinar el razonamiento algebraico de algunos maestros en ejercicio, el cual es
caracterizado, entre otros autores, por Godino et al. (2014) segun niveles de algebrizacion, en los

cuales se presentan rasgos de este razonamiento.

Asi, se propone analizar las practicas matematicas del maestro al resolver problemas y por
tanto el razonamiento algebraico manifestado en dichas practicas, para ello este estudio pretende

responder el siguiente interrogante.

¢Qué caracteristicas del razonamiento algebraico presentan algunos maestro de educacion
bésica secundaria y media, a partir de los niveles de algebrizacion propuesto por Godino et al.

(2014) en sus practicas matematicas cuando resuelven algunos problemas?
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General

Caracterizar el razonamiento algebraico de algunos maestros de la educacion basica secundaria y
media a partir de los niveles de algebrizacion propuesto por Godino et al, (2014), manifestado en

sus précticas matematicas cuando resuelven algunos problemas.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Caracterizar el razonamiento algebraico desde la perspectiva del Enfoque
ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS) segun niveles de
algebrizacion propuesto por Godino et al. (2014), a partir de la emergencia de objetos

y procesos de las practicas matematica

e ldentificar y caracterizar en las practicas matematicas los objetos matematicos, sus

atributos contextuales y procesos de los maestros objetos al solucionar los problemas

e Proponer algunas reflexiones y recomendaciones sobre la formacion docente en

relacion con la promocion y desarrollo del razonamiento algebraico en sus estudiantes.

1.3 Justificacién

El algebra se considera uno de los pilares del conocimiento matematico, con un rol en el
desarrollo de avances cientificos y tecnoldgicos, en los cuales se utilizan sistemas de
codificacion, se disefian y avallan modelos, se plantean y analizan generalizaciones,
estimaciones y predicciones (Martinez, 2014). El algebra es importante para la vida adulta, tanto
para el trabajo como para la educacion superior (Aké, 2013), asi su aprendizaje representa un

aspecto esencial en el proceso de formacion matematica de todos los estudiantes.



Segun lo anterior, ensefiar algebra en la escuela es importante y para tal labor investigaciones
(Rico, 1997; Aké, 2013; Godino et al, 2014; Godino, J., Neto, T., Wilhelmi, M., Aké, L.,
Etchegaray, S. & Lasa, A., 2015) consideran al profesor un agente fundamental en el proceso de
ensefianza y aprendizaje del &lgebra. Por tal motivo, el estudio de las practicas matemaéticas del
maestro, se hace significativo porque la manera de ver el algebra del docente es movilizada en el
aula de clase y consecuentemente en sus practicas matematicas en la resolucion de tareas, asi que
indagar estas practicas, permiten caracterizar el razonamiento algebraico que los docentes
manifiestan, permitiendo ver que rasgos algebraicos intentan movilizar en sus estudiantes,
entonces se hace pertinente llamar la atencion en que los maestros no deberian ver el algebra
como una lista de procedimientos y conceptos sino como una forma de pensamiento (Stephens,

2008), que desea desarrollar en sus estudiantes.

Debido a que el pensamiento algebraico es una manera pensar y actuar muy compleja, no es
suficiente con elaborar propuestas curriculares, es necesario que los maestros participen de la
concepcion amplia del algebra que proponen diversas investigaciones (Ake, 2013; Godino,
Castro, Aké & Wilhelmi, 2012). Cuestiones como las anteriores permiten mostrar la importancia
de este estudio, puesto que presenta una caracterizacion del razonamiento algebraico que deja
claro una forma de entenderlo y abordar su desarrollo en los estudiantes.

Dado que el profesor tiene gran responsabilidad con la promocion del razonamiento
algebraico, se hace importante estudiar sus practicas matematicas, sobre todo porque, el profesor
debe ser capaz de crear oportunidades para ubicar el razonamiento algebraico a partir de tareas
geométricas, de medida, aritméticas, etc. como parte de sus clases. Por lo cual se espera que los
rasgos algebraicos que presenta el docente en las practicas permitan ver el desarrollo de su
sentido algebraico como lo nombra Aké (2013). Por lo tanto el profesor debe tener unas

competencias algebraicas para enfrentar esta tarea.

Esta cuestion de indagar el conocimiento del profesor, se justifica dado que el conocimiento
que el maestro exhibe ha sido identificado como un aspecto determinante en su gestion docente e
incide en las ideas que impartird a los estudiantes (Castro, 2008; Aké, 2013; Godino, Aké,

Gonzato, & Wilhelmi, 2014), se precisa, entonces, reflexionar acerca de los conocimientos que
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los maestros poseen de indole algebraico. De modo que, la formacion del maestro debe
contemplar la comunicacion y construccién de nociones y procesos algebraicos, para describir su
funcién central en la actividad matematica y ser maestros capaces de desarrollar el razonamiento

algebraico a lo largo de los distintos niveles de escolaridad (Godino et al., 2012).

Ademas de lo anterior, este trabajo se hace importante, porque a pesar de que hay diversos
estudios en la formacion de profesores, los hay en mayor medida dirigidos a investigar las
situaciones presentadas en el aprendizaje del algebra escolar (Socas, 2011). Por tal motivo, se

pretende resaltar el papel protagénico del quehacer del maestro.

De acuerdo con el propdsito de este trabajo, se identifican rasgos algebraicos de las practicas
manifestadas por los docentes, segun los niveles de algebrizacion propuesto por Godino et al.
(2014) recientemente, dado que este modelo esta en su génesis se considera que este trabajo
puede ser material para aplicar este modelo, incluso realizar aportes o sugerencias a este,
poniendo en préactica esta herramientas ya investigada, lo cual hace también significativo este

estudio.

Una vez analizadas las practicas matematicas del docente, segun las herramientas del EOS
(configuracion de objetos y procesos) y los niveles de algebrizacion, se tendra caracteristicas de
la actividad algebraica manifestada de algunos maestros, lo cual permite detectar las necesidades
formativas y favorecer, impulsar, fomentar o desarrollar planes de formacion para maestros para
fortalecer sus debilidades y potenciar sus fortalezas, quedando abierta esta investigacion. Por lo
que se considera brindar elementos para pensar este tipo de problemas, si se quisiera aportar al

desarrollo del razonamiento algebraico del maestro.

Asi que, estudiar las practicas matematicas, los objetos y procesos que intervienen en la
misma, es una cuestion de interés para la investigacién en educacion matematica, dado que la
educacion se ocupa de mejorar la ensefianza y aprendizaje y un paso previo debera ser

comprender con profundidad los conocimientos que se desean promover y desarrollar.

10



1.5 Metodologia

Dado que, el proposito de este trabajo es analizar las practicas matematicas del docente,
identificando objetos y procesos algebraicos que permiten caracterizar su razonamiento
algebraico segun niveles de algebrizacidn propuesto por Godino (2014), este se describe dentro
del paradigma investigativo cualitativo, con estudio de casos. Los trabajos de este tipo, segun
Cohen & Manion (1990) tiene como propdsito observar las caracteristicas de una unidad que
puede ser: un individuo, un nifio, una familia, una clase o una comunidad, el fin de tal
observacién es analizar, examinar e indagar los diversos elementos que constituye la

investigacion.

Atendiendo lo anterior, el presente trabajo se estructura en tres fases, en la primera de estas se
planearon todos los elementos que direccionan el trabajo, donde se registran cuestiones como la
problematica de estudio en relacion con el papel del maestro en la actividad de aula, para lo cual
se toman como referente diversas investigaciones; también se delimitan los referentes teoricos
que orientan el trabajo, tales como: el EOS, el razonamiento algebraico y los niveles de
algebrizacion, los cuales permiten realizar un analisis y ofrecer algunas consideraciones de las
practicas matematicas del docente, de sus competencias algebraicas y de la promocion de

razonamiento algebraico en sus estudiantes.

En la segunda fase se delimitan los seis problemas que fueron solucionados por los docentes,
son tomados de Castro (2008) y Aké (2013), pero al sexto problema se le hacen algunas
modificaciones, debido a los propositos del trabajo. Los problemas fueron escogidos a partir de
realizar la lectura del analisis epistémico, este analisis mostrd que los primeros cuatro problemas
permiten a los maestros manifestar una practica matematica en cualquiera de estos niveles 0, 1, 2
0 3, el quinto problema se caracteriza en que exige al resolutor una actividad algebraica descrita
en el nivel 3, donde se considera la actividad matematica propiamente algebraica y el sexto
problema, da cuenta de las practicas relacionadas con un nivel 5. En el capitulo 3, para cada uno
de los problemas se ha recopilado las soluciones esperadas y un analisis detallado de las mismas
basadas en el marco teorico, tomadas de Ake (2013).
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Se eligieron tres docentes en ejercicio de la Educacién Basica secundaria y media, que fueron
estudio de caso tomando como criterio el hecho que hayan ensefiado algebra, se disefia una
entrevista semi-estructurada a partir de los registros que presentan los docentes en la hoja de
trabajo, esto con el propdsito de aclarar aspectos que permiten profundizar en rasgos del
razonamiento algebraico manifestado por el docente, en la resolucion de los problemas

propuestas.

Y en la dltima fase, se realiza un analisis de las soluciones presentadas por los docentes y del
material audiovisual de las entrevistas, intentando con ello analizar su razonamiento algebraico,
de acuerdo a las nociones tedricas indicadas en la fase 1. Consolidando en cada etapa la escritura
del informe final, se pretende culminar en esta. A continuacion se presenta una tabla con una

sintesis de la informacidn de cada fase mencionada

Fase 1: Delimitacion del | Fase 2: Disefio y recoleccién | Fase 3: Analisis de la

trabajo

de la informacion

informacion recolectada

En esta fase, se pone de
manifiesto  varios aspectos
como la problemética, los
objetivos, la justificacion, los
referentes tedricos que
permiten analizar las practicas
del docente, entre otras que
dejan ver los propdsitos que se
tiene con este trabajo.

En esta fase, se precisan los
criterios para seleccionar los
profesores y los problemas, se
presenta un analisis a las
posibles soluciones de estos
problemas, se recogieron los
datos mediante hojas de
trabajo y material audiovisual
de las entrevistas.

En esta etapa, se realizd un
analisis de las soluciones
presentadas por los maestros
usando uno de los anélisis del
EOS y se caracteriza el
razonamiento algebraico
manifestado por ellos en la
resolucion de problemas segun
niveles de  algebrizacion
propuestos por Godino et al.
(2014).

Tabla 1. Sintesis de la metodologia desarrollada en este estudio.
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CAPITULO 2
MARCO DE REFERENTES CONCEPTUALES

En este capitulo se presentan los referentes conceptuales que dirigen el trabajo, los cuales
permitirdn hacer una descripcion detallado de las practicas algebraicas de los maestros y analizar
la informacidn recolectada de acuerdo con el proposito. Para ello se presentan tres apartados a
saber: el primero, Enfogue ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS)
(Godino, Batanero y Font, 2009), desde el cual se considera que, en la actividad matematica
emergen e intervienen objetos y procesos matematicos; seguido de una aproximacion al
razonamiento algebraico (Aké, 2013), en este se presentan algunas caracteristicas tomadas de la
literatura, estos dos referentes anteriores permite concebir unos niveles de algebrizacion
propuesto por Godino et al. (2014), los cuales se ilustrara mediante ejemplos, estos permite
caracterizar las practicas matematicas de un sujeto como mas o menos algebraicas, es decir, este
modelo articula bajo la interpretacion del enfoque ontosemidtico, las diferentes caracteristicas

del razonamiento algebraico.
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2.1 Enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematica (EOS)

Godino (2002) sefiala que hay diversos trabajos que muestran la variedad de programas de
investigacion en el campo de educaciébn matematica, manifestando la diversidad de
aproximaciones teoricas que se estdn desarrollando en relacion al estudio de los procesos de
ensefianza aprendizaje de las matematicas. Esta diversidad puede ser inevitable, incluso
enriquecedora, pero el crecimiento de la Didactica de las Matemaéticas y de sus aplicaciones
practicas exige aunar esfuerzos para entender de mejor manera sus objetos de estudio. Como
parte de este creciente corpus teérico, Godino y un conjunto de colegas vio la necesidad de
construir un enfoque tedrico unificado, el cual se conoce hoy dia como el enfoque ontosemiotico

del conocimiento y la instruccion matematica.

Este enfoque tedrico no surgié solamente de la unién de elementos de distintos enfoques, sino
que fue necesario elaborar otros elementos nuevos, para evitar redundancias y conservar una
consistencia en este enfoque, el cual se fue construyendo progresivamente y ha ido refinando sus
nociones tedricas, a lo largo de tres etapas (Godino et al., 2012): teoria de significados

sistémicos, teoria de funciones semidticas y teoria de configuracion Didacticas

En la primera etapa, sus trabajos desarrollaron y precisaron las nociones de significado
institucional y personal de un objeto matematico y su relacion con la nocién de comprension; en
la segunda etapa, consideraron necesario elaborar modelos ontoldgicos y semidticos mas
detallados que el elaborado hasta el momento, continuaron con la elaboracion de una ontologia
suficientemente rica para describir la actividad matematica y los procesos de comunicacion de
sus producciones; en la tercera etapa se interesaron por modelos teoricos propuestos en el seno

de la Didactica de las Matematicas sobre instruccion matematica.

En las etapas anteriores se elaboraron las nociones tedricas que constituyen el enfoque
ontoldgico semidtico, clasificadas en cinco grupos cada una de las cuales permite un nivel de
analisis didactico de naturaleza distinta pero que se articulan para comprender la complejidad
inherente de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Godino, Batanero y Font, 2009;
Godino, 2012):

1. Sistemas de practicas
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2. Configuracion de objetos y procesos
3. Configuracion Didactica

4. Dimensién normativa
5

Idoneidad didactica

De acuerdo con esto, el enfoque del EOS comprende el estudio de cinco tipos de analisis
didacticos, tal y como lo sefiala su progenitor. Dado el interés de este trabajo, esto es,
caracterizar el razonamiento algebraico segun los niveles de algebrizacion que se despliegan en
la practica matematica del docente, se centra la atencion en uno de los niveles de analisis: la
configuracién de objetos y procesos, porque permite describir los conocimientos matematicos
puestos en juego en la resolucién de problemas, caracterizando una practica matematica y el
pensamiento que la acompafia en términos de objetos y procesos que interviene en las practicas,
las cuales tiene lugar cuando una persona se enfrenta a una tarea o un problema. A continuacion

se caracterizan las variables tedricas de este nivel.

2.1.1 Configuracién de objetos y procesos

En el EOS se ha introducido la nocién de configuracion de objetos y procesos como un
recurso para describir los conocimientos matematicos puestos en juego en la resolucion de
problemas matematicos. Esta nocion incluye el estudio de tipos de objetos (naturaleza
ontoldgica) que intervienen y emergen de las practicas y los procesos ligados a dichos objetos.

Para entender la configuracion de objetos y procesos es central la nocion teérica de practica
matematica, entendida como “toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por
alguien para resolver problemas, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla
a otros contextos y problemas” (Godino & Batanero, 1994, p.334), es decir, es todo lo que hace o
dice una persona o ente institucional para atender cierto tipo de tarea o problema, comunicarlo y
validar o generalizar su solucién. Se debe aclarar que una institucion esta constituida por las
personas involucradas en una misma clase de situaciones problematicas (Godino, Batanero y
Font, 2009).
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En estas practicas matematicas emergen e intervienen objetos matematicos, los cuales se
conciben como: “todo aquello que puede ser indicado, todo lo que puede sefalarse o0 a lo cual
puede hacerse referencia cuando hacemos, comunicamos o aprendemos matematicas” (D amore,
Font & Godino, 2007, p. 4), desde esta perspectiva el objeto matemético no se concibe como un
ente inteligible, de naturaleza abstracta, sino como un ente que emerge al hacer matematicas.
Ahora, en toda practica matematica emerge e intervienen diversidad de objetos matematicos, lo
cual implica considerar dos niveles de ellos, en el primer nivel se tiene los tipos de objetos

matematicos primarios, los cuales se describen a continuacion:

Elementos linglisticos: es entendido en este marco tedrico como los términos, expresiones,
notaciones, graficos, etc., los que se presentan, a su vez, en sus diversos registros (escrito, oral,

gestual, etc.).

Situaciones problemas: son las actividades, tareas o ejercicios, tanto extra-matematicas como

intra-matematicas.

Conceptos — definicién: corresponden a aquellas construcciones o elementos que son

introducidos mediante definiciones o descripciones de un objeto.

Proposiciones: enunciados o afirmaciones sobre los conceptos.

Procedimientos: comprenden algoritmos, operaciones, técnicas de calculo o modo de ejecutar

determinadas acciones.
Argumentos: Comprenden enunciados y razonamientos usados para validar, justificar o explicar
las proposiciones y los procedimientos, o la validez de la solucién del problema, los cuales

pueden ser deductivos o de otro tipo.

En el segundo nivel, se tienen los atributos contextuales aplicables a los distintos objetos

primarios, estos son:
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Personal-institucional: si los sistemas de practicas son compartidas en el seno de una institucion,
los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”, mientras que si estos sistemas son
especificos de una persona se consideran como “objetos personales” (Godino y Batanero, 1994,
p. 338).

Expresion-contenido: relativos al significante — significado, de este modo, el signo (la marca)

funge como la expresion, y aquello a lo que evoca, como su contenido.

Ostensivo - no ostensivo: un objeto matematico tiene caracter ostensivo en tanto participa de
sistema de representacion que lo hace presente, pablico, con lo cual se hace posible mostrarlo.
Los objetos personales e institucionales son esencialmente no ostensivos, por lo cual es necesario
de ostensivos (simbolos, gestos, graficos, entre otros) para su comunicacion. Relativos al publico

que se puede mostrar a otro o no perceptibles por si mismos

Extensivo-intensivo: esta dualidad contextual permite centrar la atencién en la dialéctica entre lo
particular y lo general. Asi se puede tener un objeto que evoca a un caso particular (extensivo) de
un caso general (intensivo). Ejemplo: en el estudio de funciones, y = x? + 5x + 2, seria una
funcion particular perteneciente al tipo de funciones cuadraticas, y = x2 + bx +c (esta funcion

seria un objeto intensivo)

Unitario-sistémico: En algunas circunstancias los objetos matematicos participan como entidades
unitarias (que se suponen son conocidas previamente), mientras que otras intervienen como
sistemas que se deben descomponer para su estudio, es decir, como entes sistémicos. Ejemplo:
En el estudio de la adicion y sustraccion, en los ultimos niveles de primaria, el sistema de
numeracion decimal (decenas, centenas,...) se considera como algo conocido y en consecuencia
como entidades unitarias (elementales). Estos mismos objetos, en los primeros cursos de

primaria tienen que ser considerados de manera sistémica para su aprendizaje.
Teniendo en cuenta los objetos matematicos primarios y sus posibles atributos contextuales, el

EOS describe tipos de procesos en cada uno de los niveles de objetos, en donde los objetos

primarios tienen lugar mediante los respectivos procesos matematicos de comunicacion,
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problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracion de procedimientos y argumentacion.
Mientras que las dualidades contextuales a diferencia de los objetos primarios, dan lugar a los
siguientes procesos cognitivos/epistémicos como: institucionalizacion — personalizacion;
generalizacién — particularizacién; analisis/descomposicién — sintesis/reificacion; concrecion —

abstraccion; expresion — significacion.

A continuacién se exhibe en un esquema las diferentes nociones teoricas descritas hasta el

momento.

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
Com@nicacmn

T/po

Contexto
institucional

Esquema 1. Articulacion de nociones teoricas presentes en la configuracion de objetos y procesos matematicos.
(Esquema tomado de Godino, Batanero y Font, 2009, p.10)

En el esquema 1, se muestra como en el EOS las préacticas matemaéticas ocupan el lugar central,
siendo la situacion-problema la promotora de las practicas matematicas de un sujeto, se entiende
entonces que una situacion-problema comprende problema mas o menos abiertos, aplicaciones

extramatematicas o intramatematicas, ejercicios o cualquier tarea que implique utilizar unos
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conocimiento (son situaciones problemas) y una practica como todo aquello que hace o dice un
sujeto para resolver dicha situacién-problema. Y es esta practica matematica lo que permite la
emergencia de los objetos matematicos primarios mediante los procesos de argumentacion,
algoritmizacion, enunciacion, comunicacion y definicion; asi mismo, se consideran como los
atributos contextuales que pueden ser aplicables a los objetos matematicos primarios,

dependiendo del lenguaje empleado en las practicas matematicas, dan lugar a los procesos de

institucionalizacion - personalizacion; generalizacion — particularizacion;
analisis/descomposicion — sintesis/reificacion; concrecion — abstraccion; expresion —
significacion.

Para los propositos de este trabajo se tomaron los siguientes nociones teoricas del EOS, los
tipos de objetos matematicos primarios (conceptos, argumentos, procedimientos, proposiciones,

lenguajes) y de los procesos la generalizacion, particularizacion, reificacion, materializacion.

Ahora bien, esta herramienta del EOS que permite describir los conocimientos matematicos
puestos en juego en la resolucién de problemas matematicos, nos ayuda hacer un analisis en
términos de tipos de objetos y significados, que permiten poner de manifiesto los rasgos
algebraicos de un problema matematico, este analisis se entiende como analisis epistémico, es
decir, consiste en identificar y poner en correspondencia los objetos matematicos primarios
(elementos linguisticos, conceptos, procedimientos, propiedades y argumentos) puestos en juego
en una solucion posible de un problema con los respectivos significados, este analisis puede
explicar los posibles errores y dificultades frecuentes en la resolucion de tareas matemaéticas y el
analisis cognitivo, consiste en el estudio de las respuestas dadas al problema por un resolutor o
un grupo de resolutores tomando en consideracion los resultados del analisis epistémico (Rivas,
Godino y Konic, 2009). De este modo en este enfoque se proponen estos dos analisis (epistémico
y cognitivos) que son tomados para los propositos de este trabajo, tal y como se presentara en el

siguiente capitulo.

19



Niveles de algebrizacion de las practicas matematicas que realizan algunos maestros

2.2 Una aproximacion al razonamiento algebraico (RA)

En el siguiente apartado se recogen las diferentes caracterizaciones del razonamiento
algebraico que han planteado diversas investigaciones, las cuales permiten identificar lo que el
docente puede considerar como algebraico para su ensefianza y promocion en la escuela. Esto
con el proposito de identificar rasgos que aporten a una caracterizacion del razonamiento

algebraico y a su desarrollo en los estudiantes, a través del disefio de tareas que lo promuevan.

Martinez (2014) aporta que concebir el razonamiento algebraico como una habilidad méas
compleja que la tarea de aprender algebra, corresponde con la propuesta del Ministerio de
Educacién Nacional de Colombia que propone el pensamiento variacional como un tipo de
pensamiento matematico superior que incluyen los demas tipos de pensamientos, con respecto a
lo antes mencionado, Vasco (citado por Martinez, 2014) piensa que el pensamiento variacional
puede describirse aproximadamente como una manera de pensar dinamica, que intenta producir
mentalmente sistemas que relacionen sus variables. Por lo que el razonamiento algebraico

comprende ciertamente al pensamiento variacional.

El razonamiento algebraico implica identificar patrones y regularidades, codificarlos,
generalizarlos y formalizarlos en cualquier contexto, sea éste matematico o no. A medida que
estas habilidades se desarrollan, se mejora el uso del lenguaje y el simbolismo que representa y
permite comunicar el pensamiento algebraico, y de esta manera llena de significado, se da lugar

al uso de las variables, las ecuaciones y las funciones (Godino & Font, 2003)

Carpenter, Levi, Franke y Zeringue (citado en Godino et al., 2014) sefialan asimismo que el
razonamiento algebraico implica también:
= Desarrollar un pensamiento relacional, es decir, apreciar relaciones numéricas entre los
términos de una expresion y entre distintas expresiones 0 ecuaciones.
= Transformar expresiones matematicas, sin restringirse al calculo de una respuesta
concreta.
= Desarrollar un conocimiento sobre conjuntos de objetos matematicos (nimeros o

variables), de operaciones entre ellos, de propiedades de estos objetos y sus operaciones
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(ej., asociativa, conmutativa, distributiva), y de las propiedades de relaciones

cuantitativas (ej., transitividad e igualdad).

Kaput (2008) identifica dos aspectos caracteristicos del razonamiento algebraico: el primer
aspecto, el algebra como simbolizacion sistematica de generalizaciones de regularidades y
restricciones, es decir, este aspecto tiene que ver con el reconocimiento y hacer explicita la
generalidad, usando diversos lenguajes. ElI segundo aspecto, el algebra como razonamiento
guiado sintacticamente y acciones sobre generalizaciones expresadas en sistemas de simbolos
convencionales, en este aspecto se expresan generalidades propiamente en un lenguaje

simbolico- literal, y se opera de manera analitica con dicho lenguaje.

También Radford (2011) destaca como rasgo tipico del razonamiento algebraico la
generalidad, en este sentido estudia los tipos de generalizaciones de patrones numeérico-
geomeétricos, identifica dos tipos de generalizacion pre-algebraica: la generalizacion factual y la
contextual?, y llama las generalizaciones de un nivel mas avanzado las simbdlicas algebraicas®.
Esto se puede interpretar en términos de “capas de generalidad” (Aké, 2013), Radford (citado en
Godino, 2012) también considera que tratar con cantidades indeterminadas como si fueran
conocidas y operar con ellas como lo hace con numeros conocidos, distingue un modo algebraico

de pensar.

Otros autores como Puig y Rojano interesados también en definir lo algebraico, proponen las
siguientes caracteristicas: el uso de un lenguaje simbdlico-literal, la ausencia de compromiso

ontoldgico de los sistemas de signos que les permita representar cualquier tipo de objeto

2 Las generalizacién factuales estan frecuentemente asociadas a un nivel concreto, como al uso de simbolos
numéricos, el discurso no va mas alla de los ejemplos particulares, los medios de expresién en este nivel son
términos deicticos, gestos, actividad perceptual y acciones corpéreas. Las contextuales no se hace uso de los gestos,
los deicticos desaparecen y no centran su atencién en un elemento de la secuencia, sino en cada uno de los objetos
de ella, logrando percibir la generalidad, se empiezan a utilizar términos y adjetivos que describen de manera precisa
el espacio que ocupan los elementos; un ejemplo, es el uso de palabras arriba, abajo o recurren a términos
linglisticos como la figura anterior o la figura siguiente, que se refieren a un representante genérico, aun no
recurren al lenguaje de simbolos (como n para representar la posicidn de la figura), los términos linglisticos quedan
entonces arraigados al contexto

3 Estas aparecen, en tanto que se usa el lenguaje simbdlico para representar el patron, sin embargo, esta
representacion esta sujeta al contexto espacio-temporal de la situacion, aun no reconocen las formas candnicas de
expresion de generalidad.
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matematico y el caracter analitico del uso de los sistemas de signos para llegar a una forma

candnica.

Aké (2013), cita a Kaput y Lins; Carpenter y Levi; Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest,
mostrando que hay una discrepancia en caracterizar el razonamiento algebraico ya que se centran
en dimensiones especificas de su interés, por lo tanto considera que el analisis de este
razonamiento algebraico y su caracterizacion aun estd en su infancia, Sin embargo, afirma que
hay un consenso en distinto autores en que la generalizacién resulta fundamental para que una
tarea pueda tener un caracter algebraico. Ademas, reconoce que las situaciones y practicas
algebraicas pueden implementarse apoyadas en el uso de la lengua natural, y otras formas no
analiticas de expresion, empero se reconoce que lo simbdlico es un rasgo algebraico central.
Precisa tener en cuenta que existe una concepcion mas amplia sobre la naturaleza del algebra en
la que el énfasis no esta en el aprendizaje de las reglas para la manipulacion de simbolos, sino
que el objetivo es desarrollar el razonamiento algebraico, no el uso experto de los

procedimientos del algebra.

Lo anterior se puede interpretar, como el razonamiento algebraico puede ser adquirido a
través del desarrollo progresivo de un lenguaje, al tiempo que se reconoce, se expresa y se
transforma las generalizaciones, en el campo de las relaciones (equivalencia o de orden),
estructuras, el estudio de funciones y en la modelizacion de situaciones, a través de diversas

tipologia de tareas.

Notese que ademas de las indicaciones de Aké (2013), el razonamiento algebraico es muy
potente en el trabajo matematico, puesto que permite justificar procedimientos, demostrar que
esas transformaciones son validas, comprender conceptos, estructuras y principios que rigen
dichas manipulaciones, registrar ideas y ampliar la comprensién de las situaciones, donde el

algebra puede ser utilizada como herramienta.

Asi, el razonamiento algebraico es una forma de pensar y actuar en matematicas caracterizada
esencialmente por la dialéctica entre los procesos de generalizacion- particularizacion, teniendo

como resultado, la intervencion y emergencia de objetos intensivos de niveles progresivos de
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generalidad. Esta manera de pensar puede ser desarrollada a partir de tareas aritméticas, de
medida, geométricas y de analisis de datos. Ademas, actividades como analizar las relaciones
entre cantidades, notar la estructura, el estudio del cambio, resolver problemas, modelar,
justificar, probar y predecir, entre otros, son fundamentales para generar y promover este

razonamiento (Godino et al., 2014).

2.2.1 Elementos para una caracterizacion del razonamiento algebraico propuesta por
Godino et al. (2014).

Hasta este punto se ha presentado como diversos autores caracterizan del razonamiento
algebraico, ademéas de algunas nociones del enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS), el cual propone una tipologia de objetos que interviene en las
practicas matematicas y unos procesos ligados a dichos objetos que ayudan a una caracterizacion
del razonamiento algebraico que permite varios niveles de algebrizacion. Estos surgieron de
tomar en consideracion rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico propuestos por autores
mencionados en el apartado anterior y de tomar los elementos del EOS antes mencionados. Se
explica como Godino y colaboradores articulan estos elementos que permite una concepciéon del
razonamiento algebraico, la cual propone unos niveles de algebrizacion, que serdn ampliados en

el apartado siguiente.

En el EOS, la actividad matematica, algebraica o de otro tipo, tiene lugar cuando una persona
aborda la solucién de cierto tipo de problemas o tareas, realizando determinadas practicas. En
esas practicas intervienen elementos de naturaleza diversa, en particular, medios de expresion,
reglas conceptuales, procedimentales, proposiciones y justificaciones. Por esto, la caracterizacion
de una practica, y el pensamiento que la acompafia, como de indole algebraica habra que hacerla

en términos de la presencia de los tipos de objetos y de procesos que intervienen en la misma.

De acuerdo a lo anterior, Aké (2013) propone una caracterizacion de la practica algebraica y de

su pensamiento (razonamiento algebraico), considerando desde la literatura los siguientes objetos
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algebraicos*: relaciones binarias, operaciones y propiedades, funciones y estructuras. Estos
pueden ser conceptos, procedimientos, propiedades, argumentos, expresados en un lenguaje.
Ademas, estos objetos que interviene en las practicas algebraicas, desde el marco del EOS
pueden tener unos atributos contextuales® que se consideran, junto con otros autores, rasgos
caracteristicos de la actividad algebraica: la dualidad extensivo-intensivo, unitario-sistémico y
ostensivo- no ostensivo, también se tiene en cuenta que los respectivos procesos que acompafian

a cada dualidad son fundamentales para el desarrollo del pensamiento algebraico.

Por lo tanto, la consideracién de una practica matematica como de indole algebraica, puede
hacerse con base en la presencia de cierto tipo de objetos. De aqui que la presencia 0 ausencia de
algunos de ellos establezcan pautas para considerar mas algebraica o menos algebraica una

practica.

A continuacion se presenta la articulacion de las nociones teoricas presentadas anteriormente

para la caracterizacion del RA tomado en este enfoque:

4 En el siguiente apartado se caracterizan estos objetos algebraicos.
5 En el proximo apartado se ampliaran estas dualidades y sus procesos, que ayudan a la caracterizacion de la practica
algebraica,
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Generalizacidn,
unitarizaciony
simbolizacion

La simbolizaciéon de los objetos intensivos y unitarios

(generalizacion y unitarizacion) es una cuestion que va

aumentado, al tiempo que se opera con dichos objetos.

Objetos algebraicos

Permean los tres supuestos

Niveles

=

Objetos | Transformaciones

Estos tres

Lenguajes
»supuestos de la

naturaleza de

lo algebraicos,
son
caracteristicas
del RA
encontrados en
las
investigaciones,
los cuales van
hacer
interpretados
desde el marco
del EOS.

. 4

Se pueden identificar
conceptos. Procedimientos,
propiedades y argumentos

B Configuracién de objetos

B Configuracién de procesos

Esquema 2. La articulacion de las nociones tedricas para la caracterizacion del razonamiento algebraico, segun

niveles de algebrizacion.
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En este sentido Aké (2013) plantea una concepcién del razonamiento algebraico que surge por
una parte de las investigaciones realizadas en torno a la inclusion del algebra en primaria y la
algebrizacion del curriculo, y por otro lado, de considerar desde la perspectiva del EOS las
herramientas de analisis que permiten distinguir que objetos matematicos tiene una naturaleza
algebraica y en qué medida pueden ser introducidos en la escuela elemental. Esta concepcién

permite la integracion del razonamiento algebraico en todos los grados.

Esta caracterizacion se plantea de la siguiente manera, considerando desde la literatura que los
procesos de generalizacion y la formalizacién de una generalidad, son importantes para el
desarrollo del razonamiento algebraico, se tiene en cuenta este aspecto como parte fundamental
para esta caracterizacion, pero es en términos de la presencia de objetos intensivos o0 extensivo
que consideran la generalizacion, asi, es a través de la identificacion de objetos intensivos o
extensivos que desde el EOS se propone un analisis mas profundo de las précticas matematicas.
Este proceso de generalizacion lo acompafia el de simbolizacion que permite que los objetos
matematicos sean mas asequibles a la reflexion. Luego ese objeto intensivo pasa a ser visto como
una entidad unitaria, este proceso lo describe la dualidad unitaria-sistémica, ademas de la
generalizacion y unitarizacion, la entidad unitaria tiene que ser hecho ostensiva mediante un
nombre, icono, gesto o simbolo, y finalmente este simbolo se desprende de los referente a los
cuales representa para convertirse en el objeto sobre el cual se realizan acciones. Las variables
que caracterizan el razonamiento algebraico, segun el modelo propuesto pueden servir de base
para modificar adecuadamente las tareas a fin de promover progresivamente este razonamiento

en sus alumnos.

Desde esta perspectiva, la concepcion del razonamiento algebraico (RA) propuesta por Godino et
al. (2014) asume tres supuestos basicos sobre la naturaleza de lo algebraico que también ha sido
explicitado por autores como Radford (2011), Kaput (2008), Puig y Rojano (2004).

1. Lapresencia de “objetos algebraicos” intensivos (esto es, entidades que tienen un
caracter de generalidad, o de indeterminacion).
2. El tratamiento que se aplica a dichos objetos (operaciones, transformaciones basadas en

la aplicacion de propiedades estructurales).
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3. Tipo de lenguajes usados.

A continuacion se representa los tres aspectos que caracterizan el razonamiento algebraico:

Razonamiento
algebraico

(operaciones,
transformaciones
basdas en
aplicacion de
propiedades

estructurales)

(natural, numerico,
iconico, gestual y
simbolico)

Esquema 3. Caracteristicas esenciales de los niveles de algebrizacion

De esta manera, se definen los niveles, como se indica en la cita: “En grados de generalidad,
combinados con el uso de diversos registros de representacion semidtica, sus transformaciones y
conversiones, los cuales son indicativos de fases en el proceso de reificacion de los objetos
intensivos intervinientes”(Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray, y Lasa, 2015, p.14 ).
Teniendo en cuenta lo dicho en este apartado, se desarroll6 los niveles de algebrizacion.

2.3 Los niveles de algebrizacion

Diversos autores han propuesto considerar niveles de algebrizacién que distinguen acciones
de los estudiantes frente a diferentes tipos de tareas matematicas a las que se les concede cierto
caracter algebraico (Martinez, 2014). Las actividades se consideran “algebraicas” en tanto que
exhiban algunas caracteristicas atribuidas por el maestro y utilizadas por los estudiantes para
resolverlas. Godino et al. (2014) proponen caracteristicas que permiten definir distintos niveles
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o grados de algebrizacién. EIl nivel se asigna no a la tarea en si misma, sino a la actividad
matematica que se realiza, por lo que dependiendo de la manera en que se resuelve una tarea, la

actividad matematica puede ser caracterizada.

Ahora bien, para poder referir a los niveles de algebrizacion de la actividad matematica de un
sujeto, es necesario considerar, de acuerdo con Godino et al. (2014), los siguientes tipos de
objetos algebraicos: relaciones binarias, operaciones y sus propiedades, funciones, estructuras,

sus tipos y propiedades.

En relacion a los atributos contextuales y sus procesos este investigador propone considerar que,
la generalizacién — particularizacion tiene una importancia especial, puesto son rasgos
caracteristicos del razonamiento algebraico, estos procesos permiten caracterizar los objetos
matematicos intervinientes en las practicas matematicas como intensivos o extensivos. Asi, para
el analisis de los niveles de algebrizacién de la actividad matematica es (til identificar estos
atributos contextuales de los objetos resultantes de estos procesos. Entendiéndose el objeto
intensivo, como la regla que genera la clase, el tipo o generalidad implicada, este puede ser visto
como la regla que genera los elementos que componen una coleccién o conjunto, sea finito o
infinito, mientras, el objeto extensivo, son objetos particulares. Por ejemplo, en el estudio de
funciones, y = x2 + 5x + 2, seria una funcién particular, perteneciente al tipo de funciones

cuadraticas, y = x? + bx + c; esta expresion sera un objeto intensivo.

Asimismo, la unitarizacién es otro proceso en el cual esos objetos intensivos emergentes de la
generalizacién son reconocidos como entidades unitarias, es decir, que este objeto intensivo es
visto, ademas de la regla que genera cada elemento del conjunto, como una entidad diferente de
los elementos que describe. Una vez el intensivo es visto como una entidad unitaria podra dar

lugar a intensivos de orden superior.

Luego la nueva entidad unitaria, tiene que ser hecha ostensiva mediante un nombre, icono, gesto
o0 un simbolo, a fin de que pueda participar de otras practicas, procesos y operaciones.
Usualmente los objetos matematicos (conceptos, proposiciones, etc) se consideran objetos

ideales o mentales, o sea, objetos no ostensivos. Sin embargo, su “produccién” y comunicacion
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tiene que hacerse con la intervencion de objetos perceptibles (objetos ostensivos) como lo seria
a través del uso de palabras, de representaciones graficas o figurativas, imagenes, iconos,
sistemas alfanumericos y algebraicos (polinomios, funciones o ecuaciones, etc.) y de figuras
geomeétricas. Las generalidades o abstracciones, sean conceptos, procedimientos, propiedades,
son en si mismas no ostensivas, pero su toma de conciencia y manipulacion por el sujeto requiere
el uso de simbolos ostensivos para su comunicacion, en este sentido la simbolizacion, parte
esencial del razonamiento algebraico permite que los objetos matematicos sean mas asequibles a
la reflexion (Ake, 2013).

Asi, se considera una actividad matemética como propiamente algebraica, si el sujeto que realiza
la actividad reconoce la regla que conforma el objeto intensivo, considera la generalidad como
una nueva entidad unitaria y realiza su materializacion mediante cualquier objeto ostensivo para
llegar a su posterior tratamiento analitico. Este triple proceso (reconocimiento o inferencia de la
generalidad, unitarizacion y materializacion) es un rasgo esencial y central que caracteriza el

razonamiento algebraico (Godino et al., 2014).
Para ilustrar los atributos contextuales de los objetos matematicos asi como sus procesos

asociados (objeto intensivo, generalizacion, unitarizacion, materializacion) se presenta a

continuacion un problema con su respectiva solucion, el cual ha sido tomado de Aké (2013).
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Problema: Una compafiia fabrica barras de colores uniendo
cubos en una fila, la compafiia usa una maquina para etiquetar
y poner sticker en cada cara, es decir, cada cara expuesta de
cada cubo tiene que tener un sticker. Por ejemplo, una barra de
longitud 2 (dos cubos) necesitaria 10 sticker. ¢Cuantos sticker
necesitan para una barra de: 3, 4, 6, 10, 30 cubos? con esta
informacion determina ¢cual es la regla a seguir para hallar el

namero de sticker para una barra de longitud cualquiera?

(Aké, 2013, p.142).

Planteamiento de posible solucién

Analisis de la solucién

Para 3 cubos, se necesitan 14 sticker.
Para 4 cubos, se necesitan 18 sticker.
Para 6 cubos, se necesitan 26 sticker.
Para 10 cubos, se necesitan 42 sticker.
Para 20 cubos, se necesitan 126 sticker

Para n cubos, se necesitan 4n + 2 sticker

Emergencia de objetos extensivos mediante
lenguaje natural y numérico. Hay un
reconocimiento de la regla, que relaciona el

término con el siguiente.

Asi, la regla a seguir para determinar el
namero de sticker para una barra de cualquier

longitud es dada por la expresion por 4n+2

Se reconoce la generalidad (proceso de

generalizacion).

De esta manera, se entiende que para obtener

el nimero de sticker gue necesita una barra

de longitud determinada se multiplica el

ndmero de cubos por cuatro y se le suman

dos sticker

Este elemento linglistico, se caracteriza por
ser un objeto intensivo, ademas de ostensivo,
el cual indica un proceso de generalizacion
verbal, que implica establecer una regla de
correspondencia entre el nimero de cubos y el
namero de sticker, que evoca al concepto de
funcion lineal (Aqui el objeto intensivo
emergente de la generalizacién es visto como
una entidad unitaria — proceso de

unitarizacion)

Tabla 2. Ejemplo de proceso y objetos algebraicos emergentes en la resolucion de un problema
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Es importante destacar que los tipos de objetos y procesos algebraicos se pueden expresar con
diversos lenguajes, preferentemente de tipo alfanumérico en los niveles superiores de
algebrizacion, pero los estudiantes de los primeros niveles educativos también pueden usar otros
medios de expresion para representar objetos y procesos de indole algebraica, en particular el
lenguaje ordinario, gréfico, tabular, incluso gestual (Radford citado por Godino et al, 2014; Aké,
2013).

Ahora bien, una vez detallados los objetos y procesos que son propios del trabajo algebraico
segun el enfoque adoptado, se describen las caracteristicas de cada nivel de algebrizacion,
mostrando con un ejemplo tomado de Godino (2015), como la actividad algebraica de un sujeto,
manifestada en la solucién de un problema deja ver ciertos rasgos algebraicos, que permite

determinar como mas algebraica 0 menos algebraica su solucion:

Ejemplo 1: Para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocion. Por cada
alumno que va en coche hay 3 que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela, ¢(Cuantos

alumnos utilizan cada medio de locomocién?

Con el ejemplo 1 se ilustrara los niveles 0,1,2,3 y 4, con el ejemplo 2 el nivel 5y con el ejemplo

3 el nivel 6, mostrando en cada nivel una practica que dé cuenta de este.

Nivel cero de algebrizacion (ausencia de razonamiento algebraico)

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural, numérico,
iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido, pero dicho valor
se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En tareas de generalizacion el

mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona un término con el siguiente, en casos

particulares, no es indicativa de generalizacién. (Godino et al., 2014, p. 289)
En este nivel intervienen nameros particulares, operaciones aritméticas aplicadas a dichos

numeros y la igualdad como resultado de la operacion. En la tarea el sujeto debe reconocer la
ocasion de aplicar los conceptos (objetos intensivos) de multiplicacion y sustraccion de nimeros
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naturales, ademas del concepto de numero natural aplicado como medida del tamafio de
colecciones discretas. Sin embargo, estos procesos de particularizacion no se consideran como

propios del razonamiento algebraico.

A continuacion se muestra una solucién posible del ejemplo 1, la cual deja ver rasgos

algebraicos que describe este nivel:

Si de cada 3 alumnos que van andando hay 1 que va en coche, de cada 4 alumnos en total
(3+1) hay 1 que va andando (la cuarta parte), por lo tanto de cada 200 alumnos, 50 irian en coche
(la cuarta parte); de cada 12 alumnos 3 irian en coche. Por tanto, 53 alumnos irian en coche. La

solucion seria 53 alumnos van en coche mientras que el triple de 53, es decir, 159 van andando

Nivel incipiente de algebrizacién (nivel 1)

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita mediante lenguajes
natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los intensivos
reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas estructurales se aplican relaciones y
propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados simbolicamente.
En tareas funcionales se reconoce la generalidad aunque expresada en un lenguaje diferente al
simbélico-literal (Godino et al., 2014, p. 289).

En este caso las practicas matematicas ponen en juego incognitas y relaciones (ecuaciones) el
uso de materializaciones simbdlicas (__, [ ]) para las cantidades desconocidas marca un primer
nivel de algebrizacién. Asimismo, la aplicacion de propiedades relacionales y estructurales del
semigrupo de los naturales, expresadas con lenguaje numérico y natural, es también propia de

este nivel

El alumno resuelve tareas evocando propiedades de las operaciones como propiedad
asociativa, conmutativa, etc, pero no es necesario que las llame de esa manera, lo esencial es que
establecen una relacion genérica entre nimeros y unas propiedades que pueda utilizar en las
operaciones. Los datos desconocidos aun no los manipulan, pero para hallarlos no realizan

calculos sobre los numeros particulares que intervienen, ni utiliza ensayo y error para resolver
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ecuaciones. También se consideran las generalizaciones factuales propuestas por Radford (citado
en Godino et al, 2014).

A continuacion se muestra una solucion posible del ejemplo 1, la cual deja ver rasgos

algebraicos que describe este nivel:

Por cada 4 alumnos hay 3 que van andando. Podemos plantear la siguiente proporcionalidad:
4 (nifios) =#» 3 (niflos van andando)

212 (nifios en la escuela) #» x (van andando)

4 212
37 x

3x 212
X=—7

Una vez que obtenemos el nimero de los que van andando a clase, solo queda restar al
numero total de alumnos, los que van andando, para obtener los que acuden al colegio en

coche.212 - 159 = 53 nifios van en coche.

Nivel intermedio de algebrizacion (nivel 2)

Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbolico — literal para referir a los
intensivos reconocidos, aunque ligados a la informacion del contexto espacial temporal. En tareas
estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En tareas funcionales se reconoce la
generalidad, pero no se opera con las variables para obtener formas canonicas de expresion (Godino
etal., 2014, p. 289).

Aparecen en este nivel las variables, expresadas en un lenguaje algebraico, estos objetos estan
ligados al contexto, aun no se opera con las variables, pero hay un acercamiento a la generalidad.
Las cantidades desconocidas se representan mediante ecuacion aritméticas (con una sola
ocurrencia de la indeterminada). El lenguaje natural, los gestos y la vision ayudan a comprender
las relaciones que ocurren dentro del patréon y se expresa la regla a través de simbolos alfa

numericos, pero no se opera con las indeterminadas o variables. En este nivel se incluye las
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generalizaciones contextuales y las generalizaciones simbolicas, propuestas por Radford (citado
en Godino et al, 2014).

En tareas estructurales, las ecuaciones de la forma Ax + B = C (llamadas ecuaciones
aritméticas), no se consideran como propiamente algebraica, debido a las acciones necesaria para
resolverlas, es decir, basta con realizar operaciones sobre los datos de la ecuacion (4, By C),
acciones que caracterizan el trabajo aritmético, pero aun no se opera con la cantidad a encontrar
(la incégnita), accion que se requieren en el tratamiento de las ecuaciones de la forma Ax + B =
Cx £ D las cuales son ecuaciones no aritméticas o algebraicas (Gallardo y Rojano, 1988) . A
continuacion se muestra una solucién posible del ejemplo 1, la cual deja ver rasgos algebraicos

que describe este nivel:

212 =x + 3x

212
212 =4x;x=T;x=53

53 alumnos van en coche y 212-53 = 159 van andando.
Nivel consolidado de algebrizacion (nivel 3)

Se generan objetos intensivos representados de manera simbolica — literal y se opera con ellos; se
realizan transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia. Se
realizan tratamientos con las incégnitas para resolver ecuaciones del tipo Ax +t B=Cx+ D, y la
formulacion simbdlica y descontextualizada de reglas candnicas de expresion de funciones y patrones
(Godino et al., 2014, p. 289).

Ademas de usar simbolos algebraicos, se opera con ellos, haciendo transformaciones para
generar expresiones equivalentes (se genera objetos intensivos). Se formulan reglas canonicas

que expresan funciones y patrones de manera simbolica y descontextualizada.

A continuacion se muestra una solucidon posible del ejemplo 1, la cual deja ver rasgos

algebraicos que describe este nivel:
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Sea x la cantidad de alumnos que van en coche

Sea y la cantidad de alumnos que van andando

Ecuacionl:x + y = 212 Reemplazo E2 en El: x + 3x = 212;
Ecuacién 2: y = 3x 4x = 212; x = 212/4 = 53

En los mas recientes avances de este modelo, Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray, &
Lasa, (2015) han delimitado otros tres niveles mas de algebrizacion, los cuales toman en
consideracion las distinciones ontosemioticas sugeridas por el EOS: la presencia, uso y
tratamientos de pardmetros, estos criterios sirven para delimitar las diferencias entre los
siguientes tres niveles, ya que estan ligados a las familias de funciones y ecuaciones, determinan
nuevas capas de generalidad, los cuales se consideran como superiores del razonamiento
algebraico. Se tiene en cuenta los cuatro usos del pardmetro propuestos por Drijvers (citado en
Godino et al., 2015), la comprension de los usos por los estudiantes, condicionan el aprendizaje

del &lgebra.
Nivel de algebrizacion 4

“Se estudian familias de ecuaciones y funciones usando pardametros y coeficientes” (Godino et

al., 2015, p.19).

Se usan parametros como registro numérico y para expresar familias de funciones y

ecuaciones.

Por ejemplo, en una expresion de tipo y = ax, el simbolo a es también una variable, pero con
un grado de generalidad superior, se dice que un parametro es una variable que se usa junto con

otras dos 0 mas variables para indicar una familia de funciones o ecuaciones.

A continuacion se muestra una solucion posible del ejemplo 1, la cual deja ver rasgos

algebraicos que describe este nivel:

Dado que por cada alumno que va en coche (C), hay tres que van a pie (P), las funciones

lineales que modelizan el problema son:
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C(x) = %x;P(x) = %x

Estas funciones tienen solucion entera siempre que x sea un multiplo de 4; en particular, si
x = 212. Asi, el enunciado puede ser generalizado de la siguiente forma: por cada “a’ alumnos

que van en coche (C), hay “b” que van a pie (P) (m = a + b; a,b € N):

a b
Calx) = Ex; By(x) = Ex; conx E{zeZ|z=mkk € Z}

Existe solucion entera siempre que ax sea un mdltiplo de m; en particular, para x =

212,a = 1,b = 3y, porlotanto, m = 4.

Nivel de algebrizacion 5

“Se realizan cdalculos analiticos (sintacticos) que implican el uso de uno o mas parametros,

junto con variables o indeterminadas” (Godino et al., 2015, p.19).

Se liga a la actividad matematica desplegada cuando se realizan calculos analiticos en los que
intervienen uno 0 Mas parametros, conjuntamente con otras variables, las operaciones con uno o
mas parametros, y el establecimiento de relaciones entre ellos, conlleva una complejidad
semiGtica mayor, cuando estas operaciones son realizadas de manera comprensiva implica una
fase superior en el proceso de reificacion de los objetos: familias de funciones y ecuaciones
(proceso en el cual el simbolo se desprende de los referentes a los cuales representa, para

convertirse en objeto sobre el cual se realizan acciones).

A continuacion se presenta un ejemplo de una tarea, la cual permite al estudiante manifestar
en su solucion rasgos algebraicos de este nivel, el ejemplo con el que se venia trabajando no
permite desplegar una actividad que permitan un tratamiento con parametros y variables, por lo

que se toma una tarea propuesta por Godino et al. (2015):

Ejemplo 2: obtencion de la formula general para resolver ecuaciones de segundo grado.
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Suponiendo que el coeficiente director a es distinto de 0 (a # 0) —en caso contrario, la

ecuacion no seria de

) ) b c
ax“+bx+c=0ex +ax+a=0

) b c

SXt—x=—=

a
24 +b2 c b?
ox t+t—-x+—=—-+—
a 4q? a 4a?

4a? 4a?
L b b? — 4ac
Py —)% = —
(x+3 42
N b 4 b2 — 4ac
> —_— =
x 2a 4q?
b Vb?—4ac
ox=—+—
2a 2a
b +Vb?% — 4ac
cxX=E- 2a

Nivel de algebrizacion 6

segundo grado-, se tiene:

Se divide por a toda la expresion,

simplificacion
Propiedad uniforme

Propiedad uniforme, completar cuadrados

Propiedades de las fracciones (suma)

Factorizar

Propiedad uniforme, Propiedades de la raiz
cuadrada

Propiedad uniforme, propiedad de la raiz

cuadrada

Propiedad de las fracciones (suma)

“Se comienzan a estudiar estructuras algebraicas en si misma, sus definiciones y propiedades

estructurales” (Godino et al., 2015, p.19).

Se introducen algunas estructuras algebraicas (como las de espacio vectorial o la de grupo) y

se estudia el algebra de funciones, poniendo en juego objetos de mayor grado de generalidad que
los considerados en el nivel quinto.
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Es posible que el nivel 6 de algebrizacién, cuya descripcion refleja una fase incipiente de
reificacion de los objetos intensivos intervinientes, se puede completar otros dos niveles mas
avanzados, propios de los estudios universitarios (Godino et al., 2015). A continuacion, se toma
un ejemplo de Godino et al. (2015) el cual permite al estudiante manifestar rasgos algebraicos

propios de este nivel:

Ejemplo 3: Composicién de funciones.

Dadas dos funciones f(x) y g(x), de variable real, se llama composicion de la funciéon f y g, a
la funcién definida de Ren R, por (g ° /) (x) = glf (x)])
La funcion (g ° f)(x) se lee f compuesto con g aplicado a x
x = f(x) = glf (x)]
Para hallar la expresion analitica de la funcion compuesta de dos funciones primero acta la

funcién fy después actua la funcion g, sobre f(x).

La nocion de funcién se pone en juego en toda su generalidad, refiriéndose a una funcion
cualquiera, y no a una familia de funciones particulares, se opera con ella (funcién cualquiera)

para producir otra nueva funcién y estudiar sus propiedades.
A continuacion, se presenta la tabla 3, para indicar en términos de objetos, transformacion y tipo

de lenguaje usado, los niveles de algebrizacion que permiten caracterizar una practica como mas

0 menos algebraico:
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Niveles Objetos Transformaciones Lenguajes

0 No intervienen objetos | Se operan con objetos Natural, numérico,
intensivos. En tareas extensivos. iconico, gestual; pueden
estructurales pueden intervenir simbolos que
intervenir datos refieren a objetos
desconocidos. extensivos o datos

desconocidos.

1 En tareas estructurales | Se aplican relaciones y Natural, numérico,
pueden intervenir propiedades genéricas de las iconico, gestual; pueden
datos desconocidos. operaciones con objetos intervenir simbolos que
SEenrteaggﬁf)g:mna'es extensivos, tanto en tare_as _refiergn_a los intensivos
intensivos estructurales como funcionales. intervinientes.

2 Intervienen En tareas estructurales son de la | Simbdlico- literal, usado
indeterminadas o forma Ax + B = C. En tareas para referir a los
variables como funcionales se reconoce la intensivos reconocidos,
expresion de los generalidad pero no se operan aunque ligados a la
intensivos. con las variables para obtener informacion del

formar de expresion candnica. contexto espacial
temporal.

3 Intervienen En tareas estructurales las Simbdlico — literal; los
indeterminadas, ecuaciones son de la forma simbolos se usan de
incognitas, ecuaciones, | Ax + B = Cx + D . Se opera manera analitica, sin
variables y funciones con las indeterminadas o referir a la informacion
particulares. variables. del contexto.

4 Intel.‘\{iene parémetros, Se realizan operaciones con
familias de funciones ables.

y ecuaciones. varia

5 Parametros, variables | Se realizan calculos analiticos Lenguaje simbdlico, los
o indeterminadas con variables, parametros. simbolos se usan de

manera analitica, sin

6 El estudio de Se realizan calculos analiticos referir a la informacion

estructuras algebraicas

con  variables,
funciones, vectores.

parametros,

del contexto.

Tabla 3. Rasgos caracteristicos de los niveles de algebrizacion.
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En este apartado se han presentado indicadores de la actividad algebraica organizados en
niveles progresivos de algebrizacion, esta propuesta puede ser Gtil para la orientacion del
maestro que trata de impulsar la promocion del pensamiento matematicos de los alumnos hacia
niveles progresivos de generalizacién y eficacia representacional y operatoria (Godino et al.,
2014). Sin embargo, es necesario reconocer que las fronteras a veces pueden ser difusas y que

dentro de cada nivel es posible hacer distinciones que podria llevar a proponer nuevos niveles.
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CAPITULO 3

ANALISIS DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS
DE LOS MAESTROS

En este capitulo se presentan los cinco problemas seleccionados y se argumenta su eleccion.
Recalcamos que tanto los problemas como la prevision de sus posible soluciones en cada una de
las tareas y sus nivel de algebrizacion, son tomados el primero de Castro (2008), el segundo, el
tercero, el cuarto de Ake (2013) y el quinto tomado de la misma autora se modifica para integrar
el contenido deseado, se describe el contexto en el que se llevd a cabo la aplicacién de estos. Se
presenta el analisis y discusion de los resultados obtenidos y finalmente se realiza una sintesis y

las conclusiones de este estudio.
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3.1 Descripcion y andlisis de los problemas presentados a los maestros

Los seis problemas se han escogidos porque permiten manifestar practicas en diferentes niveles
de algebrizacion, para cada uno de ellos se presenta soluciones esperadas y posteriormente se
describe la presencia o ausencia de ciertos rasgos algebraicos, que se encuentran en las practicas
matematicas ligadas con la resolucion de los problemas, esta descripcion se presenta de acuerdo
a la propuesta realizada en términos del EOS del razonamiento algebraico (capitulo 3) en donde
la naturaleza algebraica se concibe desde una perspectiva amplia que permite reconocer distintos
tipos y grados de algebrizacion en la actividad matematica. Ademas, este analisis permite

identificar las diferentes practicas que un sujeto puede manifestar al resolver el problema.

3.1.1 Problema 1

Una caja magica duplica el nimero de monedas que metas en ella, pero después que se usa cada
vez se deben pagar 4 monedas. Juan probo e introdujo sus monedas en la cajay, efectivamente
se duplicaron. Pag6 4 monedas y volvio a intentarlo. De nuevo se duplicaron, pero al pagar las
4 monedas se quedd sin dinero. ¢Cuantas monedas tenia Juan al principio?

3.1.1.1 Prevision de posibles soluciones al problema 1
Se describen las posibles soluciones del problema 1, aunque se podria considerar mas soluciones.
Las que aqui se presentan, se corresponden con diferentes niveles de algebrizacion, en los casos

que fue posible encontrar una variante de la misma.

Solucion 1: Una posible solucién al problema anterior seria: Si Juan tuviera 2 monedas podria
jugar; al meterlas en la maquina obtendria 4, pagaria 4 y se quedaria con 0, por lo que no podria
volver a jugar. Si Juan tuviera 3 monedas, al meterlas en la maquina obtendria 6, al pagar 4 se
queda con 2. Vuelve a meterlas, obtiene 4; al pagar 4 se queda sin dinero. Luego Juan tenia al

principio 3 monedas.
Solucion 2: Juan comienza con n monedas (cantidad desconocida). Al ponerlas en la maquina
obtiene 2n; paga 4 y se queda con 2n — 4. Introduce 2n — 4 en la maquina y obtiene el doble, o

sea 2(2n — 4). Al pagar 4 se queda sin dinero, es decir:
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22n—-4)—-4=0 (n€ N,n > 0);
In—-—8—-4=0;
4n—12 = 0;
n=3

Por lo tanto, juan tenia 3 monedas al principio.

3.1.1.2 Nivel de algebrizacion asociado al problema 1 y sus soluciones posibles

Nivel 0 Solucion 1 La actividad matematica desarrollada en esta resolucion no pone en
juego ningdn nivel de algebrizacion. El sujeto trabaja con valores particulares de

las variables de la tarea y opera aritméticamente con ellos.

Nivel 2 Solucion 2: La cantidad desconocida de monedas (incognita) se representa
simbolicamente mediante una ecuacion de la forma Ax + B = C. Se representa

lo desconocido en lenguaje simbdlico-literal, aunque no se opera con ello.

3.1.2 Problema 2

Cuando lanzamos una pelota desde una cierta altura, rebota hasta un quinto de la altura a
la que se lanzo. Si después de tres rebotes la altura alcanzada es de 6 cm., ¢a qué altura
inicial se lanzo la pelota?

3.1.2.1 Prevision de posibles soluciones al problema 2

Es claro que existen muchas otras soluciones al problema, diferentes a las que se brindan aqui,
pero el andlisis epistémico se ha de basar en una de tales soluciones para identificar los objetos,
significados que podrian surgir en las soluciones de los estudiantes.

Solucion 1: Sea x la altura desconocida, como en cada rebote la altura a la que rebota es un

. ... . ;1
quinto de la altura inicial, entonces la altura del primer rebote sera X ; por tanto en dos rebotes
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1

. 11 . s res
maés, la altura alcanzada seré: E(E (Ex)) ; 'y como 6 cm. Corresponden a la altura del ultimo

rebote, entonces tenemos la relacién % G (%x)) = 6,(x € N,x > 0) ; de donde el valor buscado

serix =5X5X5%X6

Solucién 2: Se sabe que la altura a la cual rebota la pelota es un quinto de la altura a la cual fue
soltada, como 6 cm es la ultima altura, entonces la altura previa es: 6 X 5 ; y la altura previa en

el segundo rebote es: 6 x 5 x 5 ; finalmente la altura inicial es: 6 X 5x 5 x 5

3.1.2.3 Nivel de algebrizacion asociado al problema 2 y sus soluciones posibles

Nivel 0 Solucién 2: Se obtiene el resultado atendiendo al uso de operaciones
aritméticas. Se trabaja operaciones inversas entre las operaciones, en este caso

multiplicacion y division. Se utiliza un lenguaje numérico-aritmético.

Nivel 2 Solucién 1: Intervienen objetos intensivos, se utilizan las letras para expresar
cantidades desconocidas, se obtiene el valor, planteando ecuaciones de la

forma A + B = C. Se utiliza un lenguaje simbolico-literal

3.1.3 Problema 3

Para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocién. Por cada alumno que se va
en coche hay tres que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela ¢ Cuantos alumnos utilizan
cada medio de locomocion?

3.1.3.1 Prevision de posibles soluciones al problema 3

Solucién 1:
3+3+3+3+3+3+...=159
1+1+1+1+1+1+...=53

159 + 53 =212
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Teniendo en cuenta que por cada alumno que va en coche tres van a andando, se hace dos sumas
en una los tres que van andando y en la otra la persona que va andando, hasta llegar a 212

Solucién 2:

Si de cada 3 alumnos gque van andando hay 1 que va en coche, de cada 4 alumnos en total (3+1)
hay 1 que va en coche (la cuarta parte), por lo tanto de cada 200 alumnos, 50 irian en coche (la
cuarta parte); de cada 12 alumnos 3 irian en coche. Por tanto, 53 alumnos irian en coche. La

solucion seria 53 alumnos van en coche mientras que el triple de 53, es decir, 159 van andando

Solucion 3:

Por cada 4 alumnos hay 3 que van andando. Podemos plantear la siguiente proporcionalidad:
4 (Nifios) - 3 (Nifios van andando)

212 (nifios en la escuela) = x (van andando)

4 212

37 x
3% 212

=Ty

Una vez que obtenemos el nimero de los que van andando a clase, solo queda restar al nimero
total de alumnos, los que van andando, para obtener los que acuden al colegio en coche.212 - 159

=53 nifios van en coche.

Solucién 4:

212 =x+3x,(x > 0)

212
212 = 4x;x =T;x =53

53 alumnos van en coche y 212-53 = 159 van andando.

Solucion 5:
Sea x la cantidad de alumnos que van en coche.

Sea y la cantidad de alumnos que van andando.
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Se plantean dos ecuaciones:
x+y=212,(x Ay e Nyx Ay > 0) (Ecuacion 1)

y =3x

(Ecuacion 2)

Se reemplazd en la ecuacion 1y despejo

x+3x =212;4x = 212; x = 53

Por lo tanto, hay 53 alumnos que van en coche y 159 que van andando.

3.1.3.3 Nivel de algebrizacion asociado al problema 3y sus soluciones posibles

Nivel 0

Solucion 1 y 2: En esta solucidn se obtienen los valores que se desconocen
realizando operaciones aritméticas sobre valores particulares. no interviene
ningun objeto algebraico.

Nivel 1

Solucion 3: se reconoce una cantidad desconocida, se emplea un literal para
expresarla, los procedimientos son aritméticos pero se diferencia propiedades.
Reconoce propiedades de corte algebraico como la asignacién uno a uno.

Nivel 2

Solucidn 4: En el problema intervienen dos datos desconocidos, uno se puede
expresar en terminos del otro. En la solucion se plantea de manera simbolica
una ecuacion de la forma Ax + B = Cy se realizan transformaciones para
resolverla. Intervienen el uso de simbolos literales para denotar los valores que
se desconocen (incognitas), el planteamiento de una ecuacién y la aplicacion
de transformaciones que preservan la equivalencia entre expresiones para
resolver la ecuacion.

Nivel 3

Solucién 5: Intervienen las variables x y y, se operan con ellas, se usa un
lenguaje simbdlico-literal. los conceptos de variable independiente y
dependiente pueden ser potenciados y se abre paso a la interpretacion del

problema en términos funcionales
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3.1.4 Problema 4

a) ¢Qué valores deben tener las letras para que las siguientes igualdades
sean verdaderas?

1) 36 Xxb=0»b
2) aXxa=a
3) c+c=c
4) bx0=0

5) 12Xa=ax12
6) 2xXxb=b+5

b) ¢ COmo sabes que esos valores son correctos?

3.1.4.1 Prevision de posibles soluciones al problema 4

Solucién 1:

Los valores para cada uno items del punto 1 son:

1) b=0
2) a=1,a=0
3) c=0
4) b ER
5) a€eR
6) c=6
7) b=5

En la asignacion de valores se considera los items 1, 2 y 4 que todo nimero multiplicado por
cero es igual a cero, que el cero es neutro aditivo y que el uno es neutro multiplicativo; en otros
casos como el 3, 5, 6 y 7 las soluciones se obtienen a través de la aplicacion de transformaciones

elementales. Asi los valores son correctos y satisfacen la igualdad.
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Solucion 2:
36 Xb=b axXa=a c+c=c
b=0;36x0=0 a c
0 0x0 0 0 0+0 0
1 1x1 1 1 1+1 1
2 2 X2 4 2 2+2 4
bx0=0 12xXxa=ax12 2Xb=b+5
b a b
0 0x0 0 1 12Xx1=1x12 1 2X1=1+5
1 1x0 0 12 =12 2=6
2 2X%X0 0 2 12x2=2x12 2 2X2=2+5
24 =24 4 =17
3 12x3=3x12 3 2x3=3+5
36 =36 6=28
4 12X 4=4x%x12 4 2X4=4+4+5
48 = 48 8=9
5 12x5=5x12 5 2Xx5=5+5
60 = 60 10 =10
Como se ha presentado en anteriormente, a partir de las operaciones realizadas tenemos que
1) b=0
2) a=1,a=0
3) ¢c=0
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4) bER

5 a€R
6) c=6
7) b=5

3.1.4.3 Nivel de algebrizacion asociado al problema 4 y sus soluciones posibles

Nivel 0 Solucion 2: Se obtiene los valores atendiendo al uso de operaciones
aritméticas. Se utiliza un lenguaje numérico-aritmético, aunque intervienen
simbolos que se refieren a un objeto desconocido, estos se hallan probando

sucesivos nimeros.

Nivel 3 Solucién 1: Se pone énfasis en el uso de las letras y se aprecia que la
resolucion de esta tarea implica el reconocimiento de propiedades, Los

simbolos se utilizan de manera analitica

3.1.5 Problema 5

Hace dos afios John tenia cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 afios mayor que Bill.
Encuentre la edad actual de John.

3.1.5.1 Prevision de posibles soluciones al problema 5

Solucién 1: la cantidad desconocida que va a ser determinada es la edad actual de John, entonces
Sea x la edad actual de John.
Luego podemos representar las otras cantidades del problema en términos de x:
Sea x — 8 la edad actual de Bill. (x € N,x > 0)
Sea x — 2 la edad de John hace dos afios
Sea (x — 8) — 2 la edad de Bill hace dos afios

Una ecuacion que expresa la relacion de sus edades hace dos afos es
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x — 2 =5(x—10),

Resolvemos esta ecuacion

x—2=5x—-50
48 = 4x
x =12

Entonces, la edad actual de John es 12

3.1.5.3 Nivel de algebrizacion asociado al problema y sus soluciones posibles

En la solucion propuesta para este problema se utiliza un lenguaje simbdlico-literal para
representar incognitas, se definen y se operan con ellas de manera analitica, el signo igual se usa
para designar una relacion. Se plantean ecuaciones de la forma Ax + C = Bx + D, esta solucion

se relaciona con un nivel tres de algebrizacién

3.1.6 Problema 6

Sea tres numeros cuya suma sea S, tales que el segundo supera al primero en a 'y que el
tercero sea la suma de los dos primeros.

a) ¢Encuentre los tres nUmeros?
b) ¢Como se relacionan Sy a para obtener el primer, segundo y tercer nimero?

3.1.6.1 Prevision de posibles soluciones al problema 6

Solucién 1

Si se representa el primer nimero por X, se tiene:
Sea x primer nimero

Sea x + a el segundo numero

Sea x + x + a el tercer numero

y por tanto,
x+x+a+x+x+a=3S5
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4 + 2a = S, xANa NS ER,
Restando 2a a los dos miembros de la igualdad se obtiene
4x = S- 2a
y dividiendo por

De donde se ve que el primer nimero es igual a la cuarta parte de la diferencia entre la suma de
los tres nimeros buscados y el doble de la diferencia de los dos primeros nimeros.

Como el segundo numero supera al primero en a, entonces, el segundo numero estaria dado por

a
x+a=Z—§+a

S a
(X+a)=z+5

, . )
El segundo numero estaria dado por la expresion 2T %

Y como el tercero nimero es la suma de los primeros, entonces

box+ S a+S+a

x+t@xt+a)=G-P+G+7)
S S
x+(x+a)—Z+Z

S
x+(x+a)=ZZ

S
x+(x+a)=§

, . )
Entonces, el tercer nimero esta dado por la expresion Py

Solucion 2
a X y z S
1 3 4 7 14
2 4 6 10 20
3 5 8 13 26
4 6 10 16 32
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En esta solucion se escogen tripletas de nimeros particulares que cumplan con las indicaciones
dadas en el problema. Aunque puede resultar tedioso, encontrar la relacion para cualquier Sy a,
que permite hallar el primer, segundo y tercer nimero, se debe tener en cuenta este razonamiento
que parte de aspectos particulares para encontrar la relacion pedida

3.1.6.3 Nivel de algebrizacion asociado al problema 6 y sus soluciones posibles

Nivel 0 Solucién 2: interviene objetos intensivos , se opera con ellos y el lenguaje que

se usa es el numérico

Nivel 5 Solucién 1: se pone énfasis en el uso de letras, se representan nimeros a
través de ellas, las letras son de distintas naturaleza y el resultado obtenido
proporciona los pasos a seguir para resolver todos los problemas que sélo se
diferencian por el valor numérico de los datos (S,a). Se aprecia un lenguaje
simbolico-literal, se usan simbolos sin referir a la informacion del contexto,
como parametros y variables de manera analitica, lo implica un nivel 5 de

algebrizacion.

Este andlisis de los problemas permite la prevision de las posibles soluciones, a través del cual se
pueden identificar algunos rasgos algebraicos de las posibles soluciones y relacionarla con un
nivel de algebrizacion, lo cual se hace importante para mostrar que los problemas permitian a los

docentes manifestar practicas en varios niveles.

3.2 Metodologia para la recolecciéon de la informacion

3.2.1 Poblacion objeto de estudio

El estudio de caso se realizd con tres profesores de matematicas, sus nombres seran
confidenciales, por tal motivo se hara alusion a ellos como el profesor A, B y C, los cuales tienen
en comudn el hecho que ensefien o hayan ensefiado algebra, el profesor A y B laboran en

instituciones publicas, el primero de ellos con 15 afios de experiencia como profesor de
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matematicas, ensefia en noveno y décimo, actualmente ha iniciado sus estudios de maestria en
una universidad privada en Santiago de Cali, el segundo de ellos con 40 afios de experiencia
ejerciendo su préactica docente, ensefia en decimo y once, licenciado en matematicas y fisica e
ingeniero electricista con una especializacion en finanza, egresado de una universidad publica. El
docente C tiene tres afios de experiencia, como maestro en ejercicio, licenciado en educacion
basica con énfasis en matematica, labora en una institucién privada, en los grados séptimo,

octavo y once.

3.2.2 Implementacidn de las hojas de trabajo

La aplicacion se realizd de manera individual con cada docente, en dos sesiones de 45 minutos,
la primera sesion, se le indica a los maestros que se les seria proporcionado un cuestionario con
seis problemas matematicos. Se solicitd que siguieran las indicaciones planteados en la hoja de
trabajo. La segunda sesién, fue desarrollada con el profesor C ocho dias después, y con los
profesores A y B, quince dias después, en esta se realizd una entrevista semiestructurada al
docente, la construccion de esta se baso en las soluciones de los problemas que ellos realizaron,
identificando en ellas aspectos para aclarar o ampliar de indole algebraico, de esta manera se
formularon las preguntas, las cuales develan o indagan aspectos algebraicos que no era posible

observar en los registros realizados por los maestro en las hojas de trabajo, de ahi su importancia.

Asi que, tanto la hoja de trabajo como la entrevista fueron instrumentos para recolectar
informacion, adicional a ello, se registré una filmacién en cada sesion lo cual permitid tener un
protocolo escrito para el analisis de algunas de las respuestas dadas por ellos en la hoja de trabajo

y para realizar consideraciones generales sobre las practicas algebraicas de los docentes.

3.3 Analisis de las précticas de los maestros.

Las respuestas obtenidas de la implementacion de los problemas y la entrevista con los maestros
estudio de caso junto con sus respectivos analisis se presentan en este apartado. Para ello, se
presenta simultaneamente las practicas matematicas de los profesores, por cada problema que

conforma la hoja de trabajo y a la luz de los elementos tedricos presentados en el capitulo 2, que
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permiten una caracterizacion del razonamiento algebraico, se realiza el analisis de las practicas

algebraicas manifestadas por los profesores en cada problema.

El andlisis de las posibles respuestas (apartado 3.1), permitio caracterizar la actividad matematica
que se despliega en cada método de solucién en cada uno de los problemas, segun los niveles de
algebrizacion, lo cual permite relacionar la solucién del maestro con un nivel, dependiendo del
método de solucion empleado. La caracterizacion de la practica del maestro se hace también a
través del analisis de los elementos linguisticos, los conceptos, los procedimientos, propiedades y
argumentaciones puestos en juego en las soluciones de los docentes, para identificar el uso de
objetos algebraicos. Se trata de una aplicacién del modelo de andlisis descrito en el capitulo 2.

En relacién con el problema 1

Figura 1. Resolucion del maestro A, problema 1

La figura 1 muestra la respuesta realizada por el maestro A para solucionar este problema. En
esta practica matematica se observan elementos linguisticos registrados en un lenguaje
alfanumérico, donde inicialmente se ha planteado una ecuacién, este objeto algebraico tiene
caracter de ostensivo en tanto participa de un sistema de representacion que lo hace publico. El
proceso de materializacion de esta ecuacién (concepto), se hace evidente entre L2 y L8 de la
figura 2, en las cuales el docente hace lectura del problema y articula las condiciones dadas por

este:
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[L1] E: ¢Explicanos como lo empezaste a realizar?
[L2] A: una caja magica duplica el nimero de monedas...eh...pero después que se usa hay que pagar
[L3] cuatro monedas, se duplica y se debe de pagar, se resta (sefialando en la hoja de trabajo lo que [L4]

ley6 anteriormente), pero duplico, entonces esa cantidad tiene que ser el doble (sefiala la [L5]
primera linea de su solucién). Juan prob6 e introdujo sus monedas en la caja y efectivamente [L6] se
duplicaron, paga cuatro monedas y volvié a intentarlo, entonces le hago la [L7]

diferencia....ehhh...de nuevo se duplicaron, pero al pagar cuatro monedas se quedd sin dinero, [L8]
entonces eso para plantear una ecuacion lo igualo a cero.

Lo Y de ahi se resuelve la ecuacién, aplicando la propiedad distributiva, 2 X 2x y 2 X 4 ehhh nos
[L10] da 4x — 8y con el menos cuatro, hago la suma de menos ocho menos cuatro, eso nos da menos
[L11]doce, da 4x — 12 = 0, de ahi despejamos el valor de x, listo...

[L12] Una caja méagica duplica el nimero de monedas, pero después de que se usa se deben pagar
[L13] cuatro monedas, entonces la cantidad de monedas es el valor de x ?

[L14] E: aja

[L15] A: entonces las duplica pero para eso, debo de entregar cuatro monedas, entonces esa cantidad
[L16] que se ha duplicado debo de restar esas cuatro y hago otra vez la misma operacion, entonces el
[L171doble de los que me quedo, pero tengo que entregar cuatro, entonces en ese punto me quedo [L18]
igualado a cero, se resuelve la ecuacién y me nos da tres

Figura 2. Entrevista del problema 1, maestro A

A partir de lo expresado por el docente en estas lineas se logra también evidenciar las distintas
relaciones que el reconoce entre los objetos intensivos y extensivos, al plantear la ecuacion
"2(2x —4) — 4 = 0", estas se pueden ver explicitamente, en las lineas 3 y 4 cuando el docente
expresa a través de un lenguaje natural que “duplicar” es multiplicar por dos y que el hecho de
pagar cuatro es una “resta” y cuando sefala los registros realizados en la figura 1 donde estan
representadas en un lenguaje simbolico-literal tal como se indica en la linea 4 y 5 del discurso
del profesor, en esta representacion que el maestro manifiesta, la multiplicacion se presenta no
ostensiva, mientras la suma y la resta se ostentan, estos procedimientos se realizan entre las

cantidades conocidas, tal como se muestra en las lineas 9,10, y 11, de la figura 2.

En estas lineas también el docente alude a través del lenguaje natural a la propiedad distributiva
(procedimiento) para resolver la ecuacion; ademas realiza el procedimiento de sumar menos
ocho y menos cuatro, utilizando implicitamente el concepto de términos semejantes para
despejar el dato desconocido, el cual es encontrado, pero cabe resaltar que el docente no verifica

la solucion hallada, ni en términos de las condiciones del problema, ni en la ecuacion planteada.
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También se utiliza el signo igual en esta practica, como un indicador para dar la respuesta a una

secuencia de operaciones.

En las lineas 12 y 13 de la figura 2, se observa como el docente manifiesta en la entrevista que
“la cantidad de monedas” con las cuales Juan inicia es la incognita "x", entendida esta como la
letra que se asigna a una cantidad desconocida (concepto). Ahora bien tanto la incognita como la
ecuacion son objetos algebraico que se caracterizan por ser intensivos que resultan de un proceso
de generalizacién que se evidencian en las practicas matematicas que el profesor ha manifestado,
también a partir de esas practicas, se puede apreciar, que el hecho de realizar un tratamiento
sobre la ecuacidn, aplicando propiedades y procedimiento, resulta de considerar ese objeto
intensivo (ecuacion), como una entidad unitaria. Se aclara que esta caracterizacion de los objetos
matematicos se hace segun el marco tedrico adaptado a partir de las practicas realizadas por el
docente, asi que es posible que el docente no sea consciente de esta caracterizacion, que dejan
Vver sus acciones y representaciones. De esa manera se observa la ecuacion como objeto unitario,

lo cual indica un proceso de reificacion de los objetos intensivos que intervienen.

En sintesis, el analisis de esta practica matematica manifestado por el profesor A, se identifican
objetos algebraicos, que de acuerdo con el modelo de algebrizacion tomado en el capitulo 2, se
relaciona con un nivel 2, puesto que, se usa un lenguaje simbolico-literal para referirse a objetos
intensivos como la incégnita y una ecuacion de tipo Ax + B =C, a la cual se le aplican

propiedades y procedimientos, que permiten una manipulacion sintactica.

A continuacion, se presenta la practica matematica del profesor B, para resolver el problema 1:
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Figura 3. Resolucién del maestro B, problema 1

En la figura 3, inicialmente el docente a través de un lenguaje simbolico- literal registra un
elemento linglistico "x", que representa la cantidad desconocida (concepto), siendo este el
namero de monedas que juan tenia al principio, la aparicion de este objeto intensivo (incégnita),
implica un proceso de generalizacion, este se evidencia ademas, en la ecuacion (4x — 8) — 4 =
0, la cual modela la situacidon-problema y se caracteriza por ser un objeto intensivo. Ahora bien
la construccion de esta ecuacion en esta practica se presenta de forma sistematica, ya que a partir
de una cadena de expresiones unidas por flechas, se puede apreciar la materializacién de esta.
Donde cada expresion de la cadena va surgiendo de la misma forma que va indicando la lectura
del problema, de esta manera se entiende que la primera y la tercera flecha indican el proceso de
introducir las monedas y duplicarlas; la segunda y la cuarta flecha sefialan que después de usar la
caja se le restan cuatro monedas, esto se logra apreciar en las lineas 4 al 10, en lo que enuncia el

maestro B, tal como se aprecia a continuacion:
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[L1] E: como llego a esta ecuacion?

[L2] B: aqui nos habla de una maquina, y esa maquina duplica y después de gue se utilice descuenta
[L3] cuatro, inicialmente determino cual es la cantidad de monedas, como no sé cuél es entonces x,
[L4] igual puede ser cualquier letra, bueno, ese dinero (sefiala a x) entra a la maquina (sefiala la
(5] flecha) y se duplica (sefiala el primer recuadro), y la utilizo y como la va a utilizar entonces le
[L6] resto cuatro, esto fue lo que me quedo después de utilizar la maquina en primera instancia
[L7] (sefiala la flecha y la expresion 2x — 4).

[L8] Entonces entra a la maquina (sefiala la tercera flecha) y se duplica, entonces el duplo de esto
[L9] (sefiala esta expresion 2x — 4) multiplicando por dos, (dice) 4x — 8, luego a esto, como estaba
[L1o] utilizando la maquina, le resto cuatro, y eso lo igualo a cero, porque dice que finalmente quedo
[L11] Sin dinero

[L12] E: ahora, expliquenos lo que haces para resolver esta ecuacion?

[L13] B: a bueno, primero destruir el paréntesis, luego suma de términos semejantes y luego lo que
[L14] hago es la transposicion de términos, y de ahi determine la cantidad de monedas

Figura 4. Entrevista del problema 1, maestro B

Notese ademas en estas lineas como el profesor comunica el planteamiento de la ecuacion a
través de un registro verbal, donde se aprecia también las relaciones entre la cantidad
desconocida y las conocidas que el docente reconoce, estas se ostentan en la ecuacion "(4x —
8) — 4 = 0", que el docente logra abordar como una entidad unitaria, en tanto la reconoce como
un objeto algebraico sobre la cual recae ciertas propiedades estructurales, también es importante
resaltar los procedimientos que se realizan con objetos extensivos donde la multiplicacion tiene

un carécter no ostensivo, mientras que la resta si lo es.

El maestro reconoce el orden de las operaciones (propiedades) establecidas en la ecuacion y
aplica la trasposicion de términos adecuadamente, procedimientos que se hacen ostensivo en la
entrevista, tal como se aprecia en las lineas 13 y 14 de la figura 4, en estas lineas tambien se
ostenta que el docente opera los términos semejantes (procedimiento). Finalmente encuentra el
valor de la incognita, obteniendo un objeto extensivo, lo cual implica un proceso de
particularizacion y cuyos resultados son dados en términos de lo que representa la incognita esto
es "x = 3 monedas". Sin embargo, al igual que el docente anterior, este maestro no verifica si el

valor hallado satisface la igualdad de la ecuacion o las condiciones dadas en el problema.

De acuerdo a lo anterior, las practicas matematicas de este maestro se relaciona con un nivel 2

de algebrizacion, ya que se observa que hay presencia de objetos intensivos, representados en un
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lenguaje simbdlico literal, puesto que en la resolucion del problema, intervienen una incdgnita,
ligado a la informacion del contexto, y una ecuacion de la forma Ax + B = C, esta se logra ver

como un objeto unitario lo cual implica un proceso de reificacion.

Finalmente se presenta a continuacion en la figura 5, la practica matematica que propuso el

maestro C, para resolver el problema 1:
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Figura 5. Resolucion del maestro C, problema 1.

El docente presenta dos formas de abordar el problema, en la primera manera, se ostenta un
objeto intensivo con la letra "x" el cual se supone que hace referencia a la cantidad de monedas
iniciales (incognita), aunque el maestro no hace explicito lo que representa la letra. Tambien
representa algunas relaciones que da el problema, en la siguiente expresion algebraica "(2x —
4) — 4" (elemento linguistico), en particular: duplica la cantidad de monedas desconocidas la
primera vez que usa la caja y le resta cuatro, y en la segunda vez que utiliza la caja, expresa la
diferencia, pero no duplica la cantidad de monedas que introduce y no logra materializar el hecho
de quedarse sin dinero, por lo cual la la expresion que el docente ostenta no modela la situacion.
En otras palabras, desde esta perpectiva el maestro logra identificar ciertas relaciones, pero le
faltan algunas que son centrales para plantear la ecuacion. Asi que, en esta practica aunque se
identifican relaciones entre objetos intensivos y extensivos e interviene objetos intensivos para

representar la incognita, lo cual es un rasgo algebraico que el maestro pone en juego; no logra
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dar valor a ella, ni plantear una ecuacion de la forma Ax + C = D, por lo tanto, esta practica

describe un nivel 1 de algebrizacion.

Dado que no obtiene resultados en esta manera de abordar el problema, inicia por ensayo y error,

como se expone a continuacion en lo que enuncia el maestro C:

(L1 E: ¢Explicanos lo que has realizado?

[L21 C: como en el enunciado de la hoja, es un trabajo de investigacion sobre el algebra, entonces
[L3] intente realizar una ecuacion, pero vi, que no llegaba a la solucién, que yo sabia que era, 0 que
[L4] o podia entender que era, y al final lo hice l6gicamente, o sea por medio de las palabras

[L6] E: como llegaste a la respuesta?

[L7] C: empecé probando con uno, y no me dio, luego probando con dos y tampoco y luego

[L8] con tres.

[L9] E: ¢crees que tres es la Unica solucion? Porque?

[L10] C: no, probablemente hay mas, porque el &lgebra es muy diversa y puede que

[L11] encuentre varias soluciones

Figura 6. Entrevista del problema 1, maestro C.

Notese que, en esta manera de abordar el problema comienza considerando cantidad concretas
hasta encontrar la respuesta, probando con una moneda luego con dos monedas y finalmente con
tres monedas, haciendo uso de extensivos para resolverlo, lo cual indica un proceso de
particularizacion. El cual también se evidencia en los elementos linguisticos presentes: “al
duplicarlas seria 6 monedas”, “tuvo que pagar cuatro” que, en esta practica matematica hace
referencia a los procedimientos de resta y multiplicacion, de manera no ostensiva, sin embargo si
se hace ostensivos los resultados de estas, finalmente son las diversas operaciones entre los

extensivos lo que efectivamente permite llegar a la solucion.

Asi que, en esta practica matematica aunque inicialmente intervienen algunos objetos intensivos,
a falta de poder expresar algunas relaciones en un lenguaje simbolico literal, abandona esta
manera de abordar el problema y empieza a trabajar con valores particulares y a realizar
operaciones con ellos, sus registros son en un lenguaje natural y numérico, lo que evidencia que

esta manera de hallar la solucién del problema se relaciona con un nivel 0 de algebrizacion.
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En relacion con el problema 2

En la figura 7 se muestra la practica matematica manifestada por el maestro A en la resolucién

del problema 2:
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Figura 7. Resolucion del maestro A, problema 2

En la practica de este maestro se observa: una representacion de las alturas que indica el

n 1254+25+4+5x+x
125

problema, a través de un lenguaje grafico y alfanumérico; una ecuacién =6cm"

con su respectiva solucién; y dos expresiones encerradas en circulos. En el grafico (elemento
linguistico) se presentan dos segmentos horizontales que indican la altura inicial desde la cual es
lanzada la pelota, esta altura es desconocida y también se ostenta a través de un lenguaje
simbolico-literal haciendo uso del elemento linglistico "x", que se caracteriza por ser un objeto
algebraico e intensivo que indica la incognita que se debe encontrar, también se observan tres

segmentos verticales que representa respectivamente los tres rebotes indicados en la situacion

problema y hay una representacion de estos, en términos de la incégnita "x": sz—s y é cada

uno de estas expresiones indican una relacion que ha sido reconocida por el maestro en el
elemento lingiiistico: “que rebota hasta un quinto de la altura a la que se lanz6” dado en el

problema, en L3y L4, de la figura 8, del discurso del maestro A, se aprecia lo anterior:
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[L1] E: écémo has entendido el problema?

2] A: al principio te habia comentado, que habia sumado todos los rebotes e igualado a
[L3] Seis...ehhh... (Lee el problema) cuando lanzamos una pelota desde cierta altura, rebota
[L4] hasta un quinto de la altura a la que se lanzd, esa es la condicion, si después de tres
[Ls] rebotes la altura alcanzada es de seis centimetros ¢a qué altura inicial se lanzo la pelota?.
[Le] Bueno en el primer rebote va a quedar a una altura de equis quintos, en el segunda va
[L71 hacer equis quintos sobre cinco y en el tercer rebote seria equis veinticincoavo sobre
[L8] CINCO, Yy esto nos daria equis sobre ciento veinticinco, y de acd, me di cuenta al final que
[Lo1se puede igualar a la altura en que quedo de seis centimetros, después de los tres rebotes,
[L10] entonces resolviendo esa ecuacién, nos da que nos da seis por ciento veinticinco
[L11] que Seria setecientos cincuenta.

[L12] E: ¢Por qué al principio sumo?

L13] A: .....ehhh.... la verdad estaba en otro cuento, plantee una ecuacion ahi, considerando
[L14] que la altura que daban era la total, pues al principio esa fue la interpretacion que di.
[L15] Entonces después lei, que después de tres botes la altura alcanzada es de 6 cm, entonces
[L16] ya, ahi dije como asi. Segui haciendo los otros problemas pero al final lei esa partecita
[L17] Y cai en cuenta.

Figura 8. Entrevista del problema 2, maestro A.

Notese que es una relacion numérica entre la altura desde la que cae la pelota y la altura a la cual
rebota, esta se considera el nimero de veces que rebota la pelota segin las condiciones del
problema, como se muestra en L6 a L8, de la figura 8, donde hay un proceso de materializacion
de la altura que alcanza la pelota en cada uno de los tres rebotes y como ya sea mostrado en la
figura 7. En esta préctica se asume la fraccion como relacion parte todo, indicando asi el

procedimiento de dividir entre cinco la altura desde la que cae la pelota. Como se ha sefialado

anteriormente, en esta practica matematica se aprecia la ecuacion "x + g + Zx—s + é =6cm", en

la figura 7, expresada por el maestro, donde suma todas las alturas, pero como él manifiesta en
L13 y L14, de la figura 8, que esta fue planteada considerando que seis centimetros era la altura
total, y que fue una manera errénea de interpretar el problema, por eso finalmente encierra en un
circulo la ecuacion que da cuenta de la situacion problema y en otro circulo el valor de la

incognita esto es x = 6 X 125.
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La ecuacion en esta practica se entiende como la expresion matematica que relaciona una

cantidad conocida con una desconocida y permite hallar el valor de la cantidad desconocida, asi

é y 6¢cm, son dos cantidades, que de acuerdo con el enunciado del problema, representan la

misma altura, la intervencion de esta ecuacion y de la incdgnita en esta practica matematica
permiten apreciar un proceso de generalizacion, puesto que, se establece una relacién general
entre la altura inicial y la altura del ultimo rebote de la pelota a estos objetos intensivos el
docente aplica un tratamiento para lo cual se debe considera como una entidad (unitaria) que se

le pueden atribuir ciertas propiedades, de esta manera ocurre el proceso de reificacion.

En suma, en este analisis se identifica intensivos como una incdgnita y una ecuacion, expresados
en un lenguaje simbdlico-literal, lo cual permite relacionar esta practica con un nivel 2 de

algebrizacion.

A continuacion, se presenta la practica matematica realizada por el profesor B, en la resolucion
del problema 2:
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Figura 9. Resolucion del maestro B, problema 2.

Inicialmente este maestro simboliza con la letra x, la altura inicial desde la cual fue lanzada la
pelota y realiza una representacion grafica de esta y de los tres rebotes que se exponen en el
planteamiento del problema, cada una de ellas le asocian una expresion (objetos intensivos) en

un lenguaje simbolico-literal. Y finalmente el maestro reconoce y establece una relacion entre la
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representacion alfanumérica de la altura del tercer rebote y el dato conocido dado, que es seis

centimetros, tal como se aprecia en lo enuncia el docente en la figura 10, en L8 yL9:

[L1] E: ¢Cémo entendiste el problema?

[L2] B: una altura inicial que no sabemos cual es equis, entonces el primer rebote es la quinta parte
[L3] de esa altura, en el segundo lanzamiento como va rebotar la quinta parte de esa altura, entonces
[L4] en el segundo lanzamiento la altura es un quinto, entonces la quinta parte, un quinto por un
[L5] quinto o un quinto dividido cinco, que me da un veinticincoavo y para el tercero, la altura es un
[L6] Vveinticincoavo y lo que va a rebotar es la quinta parte de eso, 6sea un veinticincoavo
L7y multiplicado un quinto o dividido por cinco y obtengo ese valor.

L8] Y me dicen que ese tercer rebote es de seis centimetros, entonces esa Ultima expresion un
[L9] veinticincoavo de equis la igualo a seis y ya, hago transposicion de términos

Figura 10. Entrevista del problema 2, maestro B.

La ecuacion éz 6 (objeto intensivos) manifestada en la practica del maestro modela la

situacion problema y permite encontrar el valor de la incdgnita, haciendo uso de propiedades
(transposicidn de términos) como se ostenta en L9, de la figura 10. Y en esta misma figura en L2

a L6 se observa que para llegar a la expresion %5 el maestro realiza el procedimiento de

multiplicar por un quinto la altura de la cual se lanzd inicialmente, luego la altura de ese primer
rebote la multiplica nuevamente por un quinto y de esta altura del segundo rebote la multiplica
por un quinto y de esta manera encuentra esa expresion, este procedimiento se evidencia a través
un discurso en un lenguaje natural, y no se manifiesta en un lenguaje alfanumérico, solo se
ostentan a través de este lenguaje alfanumérico la altura final de los rebotes y no el proceso
mediante el cual se obtienen. En la figura 9, estos procedimientos muestran que el docente ha
reconocido la relacion numérica entre la altura desde la que cae la pelota y a la cual rebota,
también se aprecia el uso que el profesor hace de la fraccion como relacion parte todo y el uso

del signo igual para designar una relacién de equivalencia.

Ahora bien, en esta practica se presenta un proceso de generalizacion, de donde resulta los
objetos intensivos antes mencionados, los cuales son visto como entidades, sobre las cuales
puede operar a través de propiedades que lo permiten, esto hace posible caracterizar esos objetos
como unitarios, asi que en esta practica matematica donde hay uso del lenguaje simbdlico-literal
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para referirse a la incognita y a la ecuacion de la forma Ax = C, que da cuenta de la situacion

problema, permite relacionarla con un nivel dos de algebrizacion.

Finalmente se presentan la figura 11 con la practica matematica del maestro C, manifestada en el
problema 2:
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Figura 11. Resolucién del maestro C, problema 2.

Aunque el maestro C no encuentra la solucidon del problema, se pueden identificar algunos
objetos matematicos en su practica. Se observa una representacion grafica acompafiada de un

objeto intensivo x, que para el docente representa el valor que no conoce en el problema y un
. . 1 ., -, . .
objeto extensivo sy 6; también se observa una ecuacion en la cual se relacionan las expresiones

dadas en esa gréfica, a continuacion, en la figura 12, se presenta su discurso en el cual aclara, la

practica manifestada en la figura 11:
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[L1] E: miremos el segundo problema, que no concluiste, explicanos cuando escribes esta ecuacién
1 ~ .
Lgx+_= 6, (la sefialo). Como la entiendes?

[L3] C: como decia que la pelota se lanzaba desde cierta altura, y ella en el primer rebote llegaba
[L4] hasta un quinto de la altura, entonces equis seria la altura que me falta por hallar, para saber
[Ls] cual es la altura méaxima y un quinto es el rebote que la pelota hace, ehhh el primer rebote que
[Le] ella hace.

[L7] E: explicanos esta expresién un quinto por seis?

(L8] C: seis es el Gltimo rebote que hace, porque en el Gltimo rebote ella llega hasta seis centimetros
[L9] Y un quinto seria la quinta parte de...., digamos que la altura est4 dividido en cinco partes,

[L10] digamos...ehhh.... dividida en cinco pisos, asi lo entendi yo.

[L11] E: es decir este un quinto representa que la altura inicial esta dividida en cinco pedazos.

[L12] Cuando haces esta division (sefiala, veintinueve dividido cinco). El veintinueve de dénde sale?

[L13] C: intente despejar esta ecuacion (sefiala: x + i = 6), y eso me dio veintinueve quintos

[L14] E: En el problema cuando dice que rebota hasta un quinto de la que se lanzd, y después hace
[L15] Otro tres rebotes, como interpretas lo de los tres rebotes, porque utilizaste no méas un rebote
[L16] durante tus explicaciones?

[iL17] C: lo que pasa es que el ultimo rebote son seis centimetros, pero no se los anteriores y como
[L18] no sabia cOmo representar los otros dos rebotes, entonces lo deje ahi.

Figura 12. Entrevista del problema 2, maestro C.

Tal como se aprecia en L3 a L5 de esta figura, el docente manifiesta su interpretacion del
problema donde ve a un quinto como una cantidad que hace parte de la altura de la cual se lanzé

la pelota inicialmente, por lo que considera que un quinto mas esa cantidad desconocida que ha

n n 4 - - = 1
nombrado "x" daria cuenta de la altura inicial, que la representa - + x. Luego presenta en la

figura 11, la expresion % X 6, y la explica en L7 a L9 de la figura 12, donde reconoce que seis

centimetro corresponde a la altura del ultimo rebote, y seria la quinta parte de una altura, sin
embargo lo que se puede percibir es que no hay una comprension del problema y hay ideas
separadas de este, lo cual impide que ostente una expresion que indique la relacion desde la cual
cae la pelota y a la cual rebota, asi que no identifica la altura total inicial desconocida como la
incégnita y tampoco establece que la altura de cada rebote se caracteriza por ser la quinta parte
de la altura de la cual cae, lo cual implica también que no se logre representar la altura del

segundo y del tercer rebote.
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Por lo tanto, a pesar de que usa un lenguaje alfanumérico para representar ciertas relaciones que

identifica segun su comprension del problema, a falta de que no logra entender el problema no se

adjudica ningun nivel de algebrizacion.

En relacidn con el problema 3
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Figura 13. Resolucién del maestro A, problema 3.

La figura 13, presenta la practica matematica realizada por el maestro A, al resolver el problema

3. En esta practica se materializan a través de un lenguaje simbdlico-literal dos datos

desconocidos: la cantidad de estudiantes que van a pie y la cantidad de estudiantes que van en

coche, y se representan

maestro en L3 y L8 en su discurso:

a"y "b" respectivamente, estas dos incognitas son reconocidas por el
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[L1] E: como has entendido el problema y como lo empezaste a resolver

[L2] A: bueno, a ver retomemos, para ir a la escuela los alumnos toman dos medios de locomocion,
[L3] hay dos variables, por cada alumno que va en coche hay tres que van andando, pues los
medios [L4] de locomocion es ir en coche e ir a pie. Entonces si hay doscientos doce alumnos en
las escuela, [L5] se supone que cuantos alumnos utilizan cada medio de locomocién, ahi me doy
cuenta de algo [Le] que no todos los alumnos tiene coche, pero bueno vamos a ver mi
planteamiento

[L7] Asi por cada alumno que vaya en coche, hay tres que van a pie, entonces se supone que son los
L8] alumnos que hay, entonces las variables van hacer los alumnos que van en coche y los
alumnos [L9] que van pie, de ahi se plantea la ecuacion que a mas b es igual a doscientos doce
alumnos en la [L10] escuela y la otra condicion es por cada alumnos que va en coche, hay tres que
van a pie, [L11] entonces se resuelve el sistema de ecuaciones dos por dos, y se obtiene que
son cincuenta y tres [L12] estudiantes y ciento cincuenta y nueve estudiantes en coche,

[L13] E: como entiende esta ecuacién de a es igual a tres b

[L14] A: ahhhh se supone que esto era al contrario, claro, porque se supone que son cincuenta y tres
[L15] estudiantes los que van en coche y el triple de cincuenta y tres es ciento cincuenta y nueve, y
hubo en error ahi.

Figura 14. Entrevista del problema 3, maestro A.

Se observa ademas en la figura 14 en L7 como el docente establece una relacion que por cada
estudiante que va en coche hay tres estudiantes que van a pie, esta relacion se representa también
en la figura 13 en la parte superior izquierda cuando pone el uno y al frente pone el tres, caso
concreto que permite ver una correspondencia entre dos cantidades. Seguidamente en esta
misma practica, se plantean dos ecuacion "a + b = 212"y "a = 3b", en la primera establece
una relacidn entre la suma de los estudiantes que van en a pie y en coche y el total de alumnos de
la escuela; en la segunda esta estableciendo una relacién que el triple de alumnos que van a pie
son los que van en coche, esta relacion ostentado por el maestro es aclarada en L14 y L15, al
aceptar que su representacion esta errada puesto que la forma correcta es el triple de los que van

en coche es equivalente de los van a pie

Después de plantear estas dos ecuaciones, el docente emplea procedimientos para encontrar el
valor de las incognitas, a través de un lenguaje simbolico literal aplica la técnica de eliminacion
para resolver el sistema dos por dos de ecuaciones que ha planteado, no antes haciendo

transposicion de términos en la segunda ecuacion, quedando asi —a + 3b = 0, de esta manera
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encuentra el valor de una de las incdgnitas, b igual a 53 y ese valor lo sustituye en una de las

ecuaciones para hallar la segunda incognita, esta es 159.

En suma, en esta practica se plantea de manera simbdlica las relaciones presentadas en el
problema, de manera que se expresan a través de las ecuaciones "a + b = 212"y "a = 3b", las
cuales implican operar con la incégnita, y permite caracterizar esta practica en un nivel tres de
algebrizacion, en estas también se evidencia un proceso de generalizacion del cual resulta
objetos intensivos, lo cuales son operados sintacticamente y hay un desprendimiento ontolégico
de los que son estos objetos, por lo cual se evidencia un proceso de reificacion que caracteriza el
objeto intensivo como unitario. Es importante notar que el docente da su respuesta en un
lenguaje natural y no la verifica con las condiciones del problema de manera semantica, tal como
se observa, en su practica matematica manifestada en su registro escrito, por lo cual, es posible

que el docente no caiga en cuenta del error.

A continuacion se presenta la figura 15, con la actividad matematica desarrollada por el maestro

B, en el problema 3:

e Yt DMlowwod L cocle e
W Ai}JW&mDS‘ GLWAQL{A 6 \é = 3\53,) = K4
LO =% Tﬁ[ %b\ Cor;«,_,a ‘53
\é Y4y =RI2 UM =2t 2 | ”{ . d c,u:af ®
o 21C 159 aluwauwe
ME3IX = 2} e Voo _21“
=53

Figura 15. Resolucién del maestro B, problema 3.

Como puede observarse en esta practica del maestro B, comienza con una representacion
simbolica de las incognitas: x y y, objetos intensivos que materializan las cantidad de los
alumnos que van en coche y la cantidad de los alumnos que van andando. Luego, ostenta dos
ecuaciones, la primera considera que la cantidad de alumnos que van andando es tres veces la

cantidad de alumnos que va en coche, planteando la siguiente expresion y = 3x, la segunda
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Niveles de algebrizacion de las practicas matematicas que realizan algunos maestros

ecuacion x + y = 212 toma en cuenta la condicion dada en el problema, hay 212 alumnos en la

escuela. Asi, plantea un sistema de ecuaciones con dos incognitas y empieza a manipularlas.

En el siguiente cuadro de dialogo se puede apreciar también algunos elementos linglisticos

verbales que dan cuenta de conceptos que utiliza el maestro en sus procedimientos:

[L1] E: Como has realizado este problema?

[L2] B: Cantidad de chicos que van en coche no sé cuénto es entonces equis, y cantidad de chicos
[L3] que van andando no sé cuéanto es entonces ye, pero nos dice que los que van andando es el
[L4] triple de los que van en coche, por eso los que van andando ye es igual a tres veces equis, que
[L5] son los que van en coche y ademaés la cantidad total de los que van en coche y los que van
[L6] andando es doscientos doce, es decir, los chicos andando ye mas los chicos en coche equis es
[L7] doscientos doce, pero ya sabemos gue este ye gque los que van andando es tres veces los que
[L8] Van en coche, entonces nos queda una ecuacion en una sola variable.

Figura 16. Entrevista del problema 3, maestro B

En este registro verbal, en L2 de la Figura 16, se encuentra la expresion “cantidad de chicos que
van en coche no sé cuanto es entonces equis”, que evoca el concepto de incognita como cantidad
desconocida, otro de los conceptos que puede identificarse en la solucion de este docente, es el
de ecuacion, entendida como expresion matematica que permite relacionar cantidades conocidas
y desconocidas; permite encontrar el valor desconocido. Este concepto también es utilizado,
cuando el docente representa las dos condiciones dadas en el problema a través de dos
ecuaciones, que se observan en una representacion simbolica a través de un registro escrito como
se observa en la figura 15, y en la figura 16, en L4 a L6, en el cuadro de dialogo en un lenguaje
natural a través de un registro verbal, luego utiliza un procedimiento para encontrar las
incognitas a través de la técnica de sustitucion, tal proceso se realiza en un plano analitico,

manipulando sintacticamente lo que ha representado.

En la solucién que presenta el maestro B, se observa un proceso de generalizacion cuando se
plantea un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incognitas (objeto intensivo), lo cual,
segun el analisis de las soluciones previstas del problema esta manera de resolverlo implica una
practica en un nivel algebraico consolidado, donde se evidencian objetos intensivos, tales objetos

establecen relaciones entre ellos, se realizan operaciones esto conlleva una complejidad mayor
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donde estas entidades intensivas son vistas como unitarias dando lugar a un proceso de

reificacion.

Por ultimo, estas practicas matemdticas indican un nivel tres de algebrizacion en donde se
representan de manera simbdlica, las cantidades desconocidas y se realizan transformaciones en
la forma simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia, aunque no se resuelven
ecuacion de tipo Ax + B = Cx + D, el hecho de pensar y representar dos incognitas en la
resolucion de este problema y de utilizar la técnica de sustitucion la cual implica una
manipulacion de lo desconocido, se considera como una practica de tercer nivel, lo cual indica

que los niveles no es una cuestion rigida.

A continuacién, se presenta la figura 17, con la actividad matematica del docente C, en el

problema 3:
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Figura 17. Resolucion del maestro C, problema 3.

Inicialmente el docente C, ostenta una representacion grafica en la que expone una de las
condiciones dadas del problema: por cada alumno que va en coche hay tres que van andando, tal
como se observa en la figura 17, en la parte superior izquierda, después representa la cantidad de
alumnos que van en coche con una "x", y la cantidad de estudiantes que van andando como "3x",
luego toma en cuenta otra condicion del problema: que la suma de todos los alumnos es 212, asi

que toma la suma de x y 3x, y la relaciona mediante una igualdad con la cantidad total de
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alumnos. De esa manera plantea la ecuacion que cumple con las condiciones dadas en el
problema y mediante unos procedimientos encuentra la cantidad desconocida, que a continuacion
se presenta el cuadro de dialogo del profesor C, donde se ostenta verbalmente como este docente
ha entendido y realizado el problema, ademas de percibir algunos objetos matematicos primarios
utilizados:

[L1] E: Como lo ha realizado?

[L2] C: intente hacer una diagrama de arbol, entonces sabia que por un coche tres personas iban a
[L3] pie, lo que yo hice fue realizar la ecuacion equis mas tres equis es igual doscientos doce, realice
[L4] la ecuacidn despeje la variable y me dio cincuenta y tres, luego sabia que equis es igual a las
[L5] personas que van en coche y que tres equis es igual a las personas gque van a pie.

[L6] E: Cuando despejaste la variable, como lo hiciste?

[L7] C: pues tu sabes que cuando uno le va a ensefiar a los pelaos ti debes explicarles que si tu pones
[Le] algo al lado derecho también debe ponerlos al lado izquierdo, pues yo no lo puse ahi, pero uno
[L9] sabe, uno intenta hacerlo demasiado rapido, entonces sume equis mas tres equis y me dio cuatro
[L10] equis, luego pues yo sé que si yo divido a ambos lado por cuatro, el cuatro se va volver en uno,
[L11] pero uno no hace eso, entonces de una pase al otro lado el cuatro, entonces dividi doscientos
[L12] doce en cuatro y me dio cincuenta y tres, seria los alumnos que van en coche. Y luego
[L13] multipligue tres por cincuenta y tres que son las personas que van a pie.

Figura 18. Entrevista del problema 3, maestro C.

Ahora bien, como ya se ha mencionado, en esta practica se ostenta en un lenguaje simbdlico dos
datos desconocidos, sin embargo, como se observa en L2 de la Figura 18, también se expresan en
lenguaje natural, uno expresado en términos del otro, relacién que se establece mediante una
igualdad. Ademas se plantea una ecuacion tal como se muestra en la Figura 18 en L3 en un
registro verbal: “equis mas tres equis es igual doscientos doce”, de la forma Ax + C = D, la cual
indica una relacion entre las cantidad total de alumnos y la suma de la cantidad de alumnos que
van en los dos medios de locomocidn, se aplican transformaciones que preservan la equivalencia,
como se indica en L7 a L8 de la figura 18, donde el docente hace un acercamiento de lo que él
entiende como la ley uniforme (procedimiento), pero lo que ostenta en su practica escrita en la

figura 17 es la transposicion de términos.

En la practica que presenta el maestro C, pueden identificarse el uso de incégnitas y de
ecuaciones (conceptos) tales objetos intensivos indican un proceso de generalizacion, en la

solucion dada por el maestro, el reconocimiento de ciertas propiedades y procedimientos sobre
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estos objetos algebraicos permiten caracterizarlos como entidades unitarias, quedan lugar al
proceso de reificacion. La actividad matematica desarrollada por este maestro, intervienen un
lenguaje simbolico- literal, usado para referirse a objetos intensivos, en esta practica se usa una

incdgnita y una ecuacién, caracterizacién propia de un nivel de algebrizacion dos.

En relacién con el problema 4

A continuacion la Figura 19 muestra la solucion del maestro A, dada al problema 4:
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Figura 19. Resolucién del maestro A, problema 4

A partir de los elementos linguisticos en un registro simbdlico de la solucion de este maestro,
podemos identificar algunos procedimientos que ha realizado, como la aplicacion de
transformaciones elementales y de algunas propiedades para encontrar las soluciones, se observa
ademas que no realiza un registro escrito de la respuesta a la pregunta ;Como sabes que esos
valores son correctos?, sin embargo, si hay evidencia de un registro verbal que se presenta a

continuacion en el cuadro de dialogo , donde se aprecia conceptos, procedimientos y argumentos,
de esta practica matematica:
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[L1] E: Como haz encontrado los valores de cada items y como sabes gque son correctos?

[IL2]1 A: Miremos esta treinta seis por b igual a b, cancelo b al otro lado, no perdon ahi factoricé
para [L3] que treinta cinco por b me de cero, necesariamente debe ser cero, teniendo en cuenta que
el [L4] producto entre dos nimeros debe ser cero, en este caso b seria igual a cero.

[L5] En la segunda multiplicamos a por a y utilizamos el mismo procedimiento, me quedaria a al
[L6] cuadrado menos a igual cero, cancelo a este lado (sefiala el lado derecho de la igualdad) haria
[L7] la factorizacion y me doy cuenta que a puede ser cero o0 uno

L8] En este caso (en el tercer items) sumo ¢ con ¢ me da dos c igual c, realizo el mismo
[L9] procedimiento y me doy cuenta que c es cero.

[L10] Ehh luego en la cuarta, b por cero es cero, b es cualquier real.

[L11] Y en la quinta a es cualquier real lo asumi como la propiedad conmutativa.

[L12] Y por Gltimo, en la seis cancelo b en este caso me queda al otro lado » menos b y eso me da
[L13] que b es igual a cinco.

Figura 20. Entrevista del problema 4, maestro A

En la Figura 20, puede identificarse varios objetos matematicos primarios, en L2 puede
observarse como el docente da evidencia de procedimientos como factorizar, el cual usa en
algunos de los items para encontrar el valor pedido. En L3 y en L4, usa la frase “necesariamente
debe ser cero, teniendo en cuenta que el producto entre dos nimeros debe ser cero, en este caso
b seria igual a cero” que indica el teorema del producto nulo®, también se observa el uso de la
propiedad del elemento absorbente de la multiplicacion’, la transposicion de términos y la
simplificacién como procedimiento, los cuales se utiliza para argumentar la solucién de algunas
de las igualdades, también se hace uso de la propiedad conmutativa como se evidencia en L12.
Los conceptos puesto en juego es el de incognita y el de numero generalizado, es decir los

literales pueden tomar un valor especifico o indicar que pueden ser cualquier nimero.

En esta practica se pone énfasis en el uso de las letras, ademas se puede apreciar un proceso de
generalizacion que permite ver los objetos intensivos como entidades unitarias desligadas a la
informacion del contexto. El uso de propiedades y de teoremas se puede considerar como
indicativo del proceso de reificacion, de acuerdo con estas caracterizaciones esta préctica

matematica se relaciona con un nivel tres de algebrizacion.

®El teorema del producto nulo establece que si ab = 0, entoncesyaseaa = 00 b = 0 (0 ambos). Un producto de
factores es cero siy solo si uno o mas de los factores es cero
7 El producto de cualquier nimero a por el cero es igual a cero
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En la siguiente figura 21, se presenta la practica matematica presentado por el maestro B, en la
resolucion del problema 4:
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Figura 21. Resolucién del maestro B, problema 4.

En esta practica matematica el docente realiza tratamientos sintacticos sobre las expresiones
dadas, la nocién de términos semejantes resulta central en el tratamiento dado a cada una de estas
igualdades, en la figura 21 se pone en evidencia argumentos como “si el producto de dos
numeros es cero, entonces uno o ambos son cero”, que evoca el teorema del producto nulo,
asimismo frases como: “el producto de cualquier nimero real por cero es cero” ostentadas en un
registro escrito como se aprecia en la figura 20, indica una propiedad del elemento absorbente de
la multiplicacion, otro de los argumentos en esta practica se encuentra en el enunciado: “por las

propiedades de los nimeros reales y solucion de ecuaciones” que es usado para justificar porque
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es correcto el valor hallado de los literales. Adicional a estos objetos matematicos identificados

encontramos otros ostentados en un registro verbal, como se muestran en la siguiente figura 22:

[L1] E: Como empezaste a resolver la cuarta?

[L2] B: En la primera del literal a, treinta seis b igual a b lo que yo hice aqui fue dejar términos
[L3] semejantes a un lado, hice la transposicidn, treinta seis b menos b igual a cero, he hice la resta
[L4] treinta cinco b iguala a cero, y concluyo que b es cero, porgue el producto de dos nimeros es
[L5] Ccero Si uno O ambos son ceros, entonces aqui hay uno que no es cero, entonces b
necesariamente [L6] tiene que Ser cero,

[L7] En la segunda del literal a, a por a igual a a, hice lo mismo, hice la transposicion de términos
y [L8] luego saque factor comin y aplique la misma propiedad, si el producto de dos nimeros es
cero, [L9] un factor o ambos factores son cero, entonces iguale cada factor a cero, y ahi determine
los [L10] factores de a.

[L11] En la tercera volvi he hice lo mismo.

[L12] En la cuarta por la propiedad.

[L13] En la quinta, ay!! No la resolvi, doce por a igual a a por doce, aqui me estdn dando dos
[L14] expresiones gque son iguales, si yo aplico la propiedad cancelativa, entonces me queda que a
es [L15] igual a, y todo numero real es igual a el mismo, o aqui es cualquier nimero real.

[L16] En la seis dos por b igual a b por cinco, lo mismo hice transposicion, entonces me queda tres
b [L177igual a cero y el producto de dos nimeros son cero si uno 0 ambos son cero.

Figura 22. Entrevista del problema 4, maestro B

En esta figura se identifica algunos procedimientos explicitos como: el de transponer términos
utilizados en los items uno, dos, tres y seis para resolver las ecuaciones, tal como se muestra en
L3y L7, también se aplica factor comun a la ecuacién del items dos para encontrar el valor de la
incégnita y de manera implicita el uso de la propiedad distributiva, se usa la propiedad
cancelativa en el items cinco después de afirmar que la expresién de cada miembro de la
ecuacion son iguales, llegando a la identidad "a = a" que el docente manifiesta en L15 que “todo
namero real es igual a el mismo”. En esta practica matematica desarrollada por este maestro se
observa frecuentemente el uso de propiedades estructurales para justificar o explicar
procedimientos, aspecto que el docente hace ostensivo en su Ultima respuesta como se observa
en la Figura 21. En el item seis aunque se percibe un error en la transcripcion de la ecuacion de
la hoja de problemas a la hoja de trabajo por parte del docente, se despejan la ecuacion asumida

por el docente correctamente.
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En suma, en esta actividad matematica del docente B, hay presencia de objetos algebraicos
intensivos (ecuaciones y propiedades), lo cual indica un proceso de generalizacion, ademas se
encuentra transformaciones y procedimientos aplicados a los objetos intensivos basadas en
propiedades que dejan ver los intensivos como unitarios, indicando un proceso de reificacion, de
acuerdo a los objetos algebraicos que intervienen y emergen en esta practica, se corresponde con

un nivel tres de algebrizacion.

La siguiente figura 23, muestra la solucion presentada por el docente C, al problema 4:
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Figura 23. Resolucién del maestro C, problema 4.

En esta practica matematica expresada por el maestro C, encontramos varios elementos
lingliisticos que usa para argumentar, tales como: “todo numero multiplicado por cero, dara
cero” que indica la propiedad del elemento absorbente de la multiplicacion; “modulo para
multiplicacion” que hace referencia a una propiedad (la existencia del elemento neutro en la
multiplicacion); en el items seis el docente registra que “resuelve la ecuacion”, sin hacer
ostensivo las operaciones y los procedimientos realizados, pero se entiende que hace
transformaciones para hallar el valor desconocido. Ademas se percibe en algunos items que da la

respuesta de los valores que satisfacen la igualdad sin hacer ostensiva una justificacion. Se
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identifican entre los conceptos que intervienen en esta practica el de ecuacion y el uso de la letra

como incognita y como namero generalizado.

Seguidamente en la figura 24, se muestra un cuadro dialogo que nos ayuda a identificar otros

objetos algebraicos que permiten caracterizar la practica realizada por el maestro C:

[L1] E: Como hiciste cada items para hallar el valor que nos diste en tu hoja de trabajo?

[L21 C: En la primera treinta seis por b igual a b,.... Y yo dije pues el cero, treinta seis por cero es
[L3] igual a cero, pues todo nimero multiplicado por cero va a dar cero

[L4] E: Y puede haber otro nimero?

[L5] C: No creo

[L6] E: Y en la segunda sentencia?

[L7] C: También lo mismo, por ejemplo en la tabla de uno, uno por uno, uno

(L8] E: Puede que hallan otros valores?

[L9] C: Menos uno......... , No, no

L] E:
[L11C:
[L121 E:
[L13C:
L4 E:
[L15] C:
[L16] E:
[L171C:
L8 E:
[L19 C:
[L20 E:
[L21 C:
[L221 E:
[L23] C:
[L241 E:
[L25] C:

En la tercera?

Escogi el cero porque cero més cero, cero

Puede hacer otro nimero que satisfaga las condiciones de esa igualdad
No

Porque escogiste el cero?

Pues porque cero mas cero nos da cero

En la cuarta?

Pues como cualquier nimero multiplicado por cero va a dar cero, por eso pongo los reales
como sabes eso?

Pues todo nimero multiplicado por cero va a dar cero

En la quinta?

Utilice el mddulo de la multiplicacién

Puede que haya otro nimero?

Quizas el cero doce por cero, cero y cero por doce, cero

Y otro nimero?

También la conmutativa

[L26] En la seis resolvi la ecuacion dos b igual a b més cinco, resolvi la ecuacion y me dio cinco.
[L271La b que estaba al lado derecho, al lado del cinco la pase a restar al otro lado del dos b, eso
[L2gy medio b igual a cinco

Figura 24. Entrevista del problema 4, maestro C.

Se observan en este cuadro de dialogo como el docente manifiesta argumentos que ya habia

expresado en su registro escrito, a través de los cuales explica y justifica la validez de la solucion

dada en cada items, tal es el caso del items 1, 4 y 5, asi como otros que no habia expresado en la
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figura 23, como en el items cinco cuando se hace explicito que la igualdad hace referencia a la
propiedad conmutativa. Ademas en varios de los items se atendieron a través de ensayo y error
como se aprecia en L2 en el items uno, en el items dos cuando expresa en L7: “También lo
mismo, por ejemplo en la tabla de uno, uno por uno, uno”, en el items tres reemplazando el
numero escogido en la igualdad, sin hacer ostensivo como llega a encontrarlo, estos items el
docente los ha resuelto a través de casos particulares. Y finalmente en el item seis justifican
verbalmente que es a través de la aplicacion de operaciones y propiedades (transposicion de

términos) que encuentra la solucion como se muestra en L26 a L28 de la figura 24.

Se puede apreciar objetos extensivos en esta practica matematica, ya que como se observan en la
figura 23 los items 1, 2 y 3 han sido particularizados, cuando utilizan ensayo y error para
encontrar los valores, lo cual se confirma en la figura 24 a través de la entrevista, sin embargo,
se logra reconocer la presencia de objetos intensivo cuando hace uso de las propiedades, cuando
logra ver la ecuacion como un objetos unitario, y logra aplicar transformaciones, , estos objetos
emergentes de la generalizacion, son visto como ya se ha mencionado como objetos unitarios

que permiten dar lugar a intensivos de orden superior.

Asi que, segln las caracteristicas descritas, el docente C tiene una tendencia a exhibir poco
algebrizada su practica matematica, en tanto, que resuelve la mayoria de los ejercicios para casos

particulares, su practica se relaciona con un nivel 0 de algebrizacion.
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En relacion con el problema 5
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Figura 25. Resolucion del maestro A, problema 5.

En la figura 25 se muestra la préactica matematica del maestro A para resolver el problema 5. En
esta se observa inicialmente como el docente representa elementos lingiisticos en un lenguaje
simbdlico-literal: la edad actual de Jhon y la edad de Bill, a través de dos literales, "a" y "b"
respectivamente, ostenta también en este lenguaje dos ecuaciones, que representan las
condiciones dadas en el problema, para resolver este sistema de ecuaciones dos por dos con dos
incognitas se observa que utiliza la técnica de sustitucion (procedimiento), reemplazando el
literal a de la primera ecuacién por la segundo ecuacidn, y realiza las operaciones multiplicacion,
suma y resta, usando transposicion de términos (procedimiento), para encontrar el valor de las
incégnitas. Seguidamente se presenta en la figura 26 una entrevista que permite ver la

explicacion del maestro en un registro verbal de como ha realizado el problema:
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[L1] E: como entiendes el quinto problema?

[L2] A: Con base en la primera premisa que hace dos hace afios Jhon tenia cinco veces la edad de
[L3] Bill, lo plantee de la forma “hace” como pasado, cierto, hace dos afios hago la resta, a menos
[L4]dos igual a cinco veces la edad de Bill, en este caso pues él tendria quedaria cinco factor de b
[L5] menos dos

[L6] E: Entonces a y b serian la edad actual de Jhon y Bill

71 A: Claro, la a se tomo como la edad de Jhon y la b como la edad de Bill

(L8] E: Entonces la segundo condicion, ahora Jhon es ocho afios mayor que Bill, a es mayor que la
[Lo] edad Bill, listo, encuentre la edad de John, resolvemos la ecuacion nos quedaria reemplazamos
[L10] la edad de a, eso fue lo que yo hice, a es ocho mas b, reemplazamos y tenemos que la edad de
rL11] Bill es cuatro, la verdad no la probre, esto son edades actuales, pero miremos a ver, entonces
[L12] Bill hace dos afios tenia dos y el (Jhon) tenia diez, se me cumple en esta pero no sé en esta,
[L13] ...... también ....... si estaria como correcta esta interpretacion

Figura 26. Entrevista del problema 5, maestro A.

En este registro se puede constatar que ha utilizado el método de sustitucion para encontrar los
valores desconocidos, el docente confirma que ha sustituido una de las incognitas como se puede
observar en L10, el docente también verifica los valores encontrados, reemplazando dichos

valores en las ecuaciones y verificando que las satisfacen, como se afirmaen L11 a L13.

En esta practica intervienen objetos intensivos como el de incognita y ecuacion (conceptos) que
resultan de un proceso de generalizacion, esos objetos son vistos como entidades unitarias, que
se empieza a operar y a manipularlos de manera sintactica, usando procedimientos como el de
sustitucion, lo cual puede caracterizarse como el proceso de reificacion, las ecuaciones son de la
forma AX + B=CX + D, lo cual permite relacionar esta practica con un nivel tres de

algebrizacion.

A continuacion se presenta la actividad matematica desarrollado por el maestro B, el problema 5:
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Figura 27. Resolucion del maestro B, problema

En esta practica matematica inicialmente se observan elementos linguisticos en un lenguaje
simbdlico literal que expresan dos cantidades desconocidas, la edad actual de Bill y la edad
actual de Jhon, respetivamente x y y . Seguidamente el docente representa la edad actual de Bill
tomado en cuentan las condiciones del problema, en virtud que Bill es menor que Jhon, la
representa como la edad de Jhon menos ocho (afios), luego expresa las edades de cada uno de
ellos hace dos afios, mediante un lenguaje simbdlico restando (operacion) dos a cada una de las
edades actuales, pero en la edad de Bill la expresa en términos de la edad de Jhon que
previamente a expuesto. Y después plantea la ecuacidn que representa que Jhon hace dos afios
tenia cinco veces la edad de Bill como se puede observar en la figura 27, y finalmente opera
sobre esta ecuacion aplica operaciones y propiedades: destruye paréntesis, usa el concepto de
términos semejante, realiza transposicion de términos y se ve la aplicacion de la propiedad
distributiva hara llegar al valor buscado. Esto se puede ver en la figura 17 y en un registro verbal

gue se presenta a continuacion en la figura 28:
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[L1] E: Como realizaste el quinto problema?

[L2] B: Nos preguntan por edad actual de Jhon, entonces yo empecé por alli, que equis es la edad
[L3] actual de Jhon, entonces ye es la edad actual de Bill, porque no sabemos cuéles son las edades
[L4] de cada uno, como jhon es ocho afios mayor que Bill actualmente, entonces la edad de Bill es
[Ls] igual a la edad de Jhon que es equis menos ocho, porque Jhon es mayor, ésea que Bill es menor
[L6] en ocho afios, esas son las edades actuales entonces para Jhon equis y para Bill equis més ocho.
[L7] Entonces sus edades hace dos afios eran, la edad de hoy disminuida en dos, entones la edad de
(L8] Jhon es equis menos dos y la edad de Bill, equis menos ocho disminuida en dos, pero Jhon
[L9] tenia cinco veces la edad de Bill, hace dos afios.

[L10] Entonces la edad de Jhon que es equis menos dos seria igual a cinco veces la edad de Bill que
[L11] equis menos ocho menos dos, y 1o que sigue es destruir paréntesis, términos semejantes y
[L12] despejar equis, entonces ahi determinamos la edad actual de Jhon, que es la preguntan qué
[L13] hacen.

Figura 28. Entrevista del problema 5, maestro B

En esta practica se ha trabajado con dos incgnitas y aunque el maestro no hace explicito se
puede ver una método de sustitucion de la incognita "y" por la expresion "x — 8", los cuales son
vistos como objetos intensivos que resultan de un proceso de generalizacion, pero a partir de
procedimientos y propiedades que se aplican estos objetos, en la medida que lo permitan dan
lugar a un proceso de reificacion, por lo tanto esta practica matematica se puede relacionar con

un nivel tres de algebrizacion.

Finalmente se presenta a continuacion en la figura 29, la practica matematica que propuso el

maestro C, para resolver el problema 5:
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Figura 29. Resolucién del maestro C, problema 5.
Aunque el maestro C no encuentra la soluciéon del problema, se pueden identificar algunos
objetos matematicos en su practica, el docente usa un lenguaje alfanumérico para representar los
valores que para él son desconocidos en el problema, reconoce que hay incognitas una la llama x

y la otra la representa en términos de edad de Bill. También se observa una expresion en la cual
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se relacionan las expresiones dadas, Sin embargo, las representaciones de estos términos
linguiisticos no son correctas, ya que el maestro no logra relacionar los datos desconocidos y los
datos numeéricos del problema. A continuacion, en la figura 30, se presenta su discurso de la

préactica manifestada en la figura 29:

[L1] E: Explicanos lo que hiciste?

[L2] C: Hice varios intentos para para hallar la edad de Jhon intente poner dos mas cinco equis, luego
[L3] cinco equis menos dos, luego dos menos cinco equis, pero no logre llegar a una solucién que yo
[L4] quedara satisfecho, entonces lo deje planteado asi.

[L5] E: Y de donde sacas el dos y de donde sacas el cinco?

[Le] C: EIl dos representa hace dos afios, cinco equis es q hace dos afios Jhon tenia cinco veces la
[L7]edad de Bill, equis es la edad de Bill.

(L8] E: Cuando sumas la equis, porgue lo haces.

[Lo] C: Si ahi la sume porque no sabia quemas hacer.

Figura 30. Entrevista del problema 5 maestro C.

En su registro verbal, se evidencia que el docente hace varios intentos para hallar los datos que
desconocen, y encontrar una ecuacion que permita encontrar el valor que le piden, pero presenta
dificultades en la comprensién del problema y no logra resolverlo, por lo tanto no se le adjudica

ningun nivel de algebrizacion.

En relacion con el problema 6

En la Figura 31 se muestra la practica matematica manifestada por el maestro A en la resolucion

del problema 6:
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Figura 31. Resolucién del maestro A, problema 6.

Se observa en esta practica del maestro A, que el registro escrito mediante el cual ha ostentado su
actividad matematica es a través de un exclusivo lenguaje simbolico, se puede apreciar
materializados todos los datos del enunciado, donde inicialmente representa con literales: x,y y
z, los tres nimeros, seguidamente expresa el segundo y el tercer numero en términos de: x y a,
dando lugar al planteamiento de la ecuacion "x + x + a + x +a = S" que cumple con las
condiciones dadas en el problema y también se observa transformaciones aplicadas a esta para
Ilegar a la expresion 4x + 2a = S. A continuacion se muestra la figura 32, donde se presenta un

registro verbal del docente que forma parte de su practica matematica realizada en este problema:
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[L1] E: La sexta, explicanos como la haz realizado?

[L2] A: Sean tres ndmeros cuyas sumas sean ese, supuse que las variables eran equis, ye y zeta,
[L3] entonces equis mas ye mas zeta es nuestra condicion, igual a ese, tales que el segundo supera al
[L4] primero en a, si dije que el primero habia sido equis y si lo supera en a entonces seria equis mas
[L5] a, entonces lo estoy dando en una sola variable y ahora miremos la tercera condicion y que el
[Le] tercero sea la suma de los dos primeros, entonces seria equis mas equis mas a, y todo eso seria
[L7]igual a ese, si resolvemos esta ecuacion me da cuatro equis mas dos a, €so es ese.

[L8] Encuentra los tres nimeros, entonces resolviendo eso me da que el primer nimero es ese menos
[Lo] dos a sobre cuatro, el segundo numero va ser ese valor mas a y el tercer nimero va ser la suma
[L10] de esos dos.

[L11] E: Segun el contexto de este problema que entiendes por los literales ese y a?

[L12] A: En cuanto a si son cantidades variables o fijas, ......... pueden ser variables, sean tres
[L13] nUmeros cuya suma sea ese, estoy manipulando variables, ahh esa fue la segunda pregunta que
[L14] no respondi, permitame solucionar eso ahi que no respondi, y (empieza a operar las respuestas
[L15] que dejo indicadas en términos de s y a), el tercer nimero seria la mitad de ese, describir ahi la
[L16] resta entre ellos dos, si se restan, es el dato fijo menos el doble de lo que puede ser a, pero que
[L17] relacion puedo establecer ahi, yo puedo describir ahi la resta pero que relacion puede describir
[L18] ahi.

[L19] E: Qué diferencia hay entre equis y ese, que caracteristicas tienen?

[L20] A: ese es una constante y esa constante estaria relacionada con el primer valor en la diferencia
[L21] del doble de a sobre cuatro,

[L22] Revisemos esta segunda, supera el segundo en a, a puede ser una constante también, debe ser
[L23] porque le estoy dando valores variables a un resultado fijo, la cantidad constante menos el doble
[L24] de a sobre cuatro, la cuarta parte de esa diferencia.

Figura 32. Entrevista del problema 6, maestro A.

En esta figura se puede identificar elementos lingiiisticos como: “variables” que indica un objeto
intensivo cuando se refiere a equis, ye y zeta; “dato fijo” o “constante” cuando hace referencia a
ese y a. También se observa en L7 como ha operado términos semejantes (concepto), cuando
estd despejando la variables x, pero no hace explicito este procedimiento, operaciones como
suma, resta, multiplicacion y divisién también se evidencia en esta practica, ademas se ve como
x depende de los datos S y a, igual que los nimeros y y z, los cuales en el registro escrito se
pueden simplificar, procedimiento que realiza en el momento de la entrevista y se ostenta en
L15, L22 y L23. El maestro logra reconocer que la cuarta parte de la diferencia de ese menos el

doble de a, describe una relacion.

Esta practica se caracteriza por que permite ver un modelo de todos los problemas que solo se

diferencian por el valor numérico de sus datos, contiene la solucion de todos los problemas de la
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misma naturaleza, permitiendo ver un proceso de generalizacion, y de entidades que dan lugar a

objetos intensivos de orden superior, dejando ver que también hay un proceso de reificacion.

Esta actividad matematica se caracteriza por la intervencion de variables y la operacion con ellas,
por el uso de un lenguaje simbolico-literal, donde sus simbolos se usan de manera analitica, y por

el uso de parametros, lo cual permite relacionarla con un nivel cuatro de algebrizacion.

A continuacién, se presenta la actividad matematica manifestada por el profesor B, para resolver

el problema 6:
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Figura 33. Resolucion del maestro B, problema 6.

En la practica matematica manifestada por este maestro, se observa que ha ostentado cuatro

literales tal como se muestra en la Figura 33, inicialmente cuando plantea la ecuacion x + x +
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x = S, seguido esto vemos como plantea otras dos ecuaciones e interviene otro literal: a, luego
el elemento lingiiistico “reemplazo 2 y 3 en 1” que hace referencia a un procedimiento para
resolver un sistema de ecuaciones, el de sustitucion, donde se observa la manipulacion de
expresiones algebraicas con varias variables y parametros, lo cual viene dado de un trabajo de
modelizacién. Luego vemos que ha ostentado los tres nimeros pedidos en términos de ese y a,

donde se observa que unas cantidades dependen de otras.

Se identifica ademas en la entrevista presentada en la Figura 34, otros objetos algebraicos:

[L1] E: Como realizaste el problema?

[L2] B: Entonces yo no sé cudles son los nimeros, entonces digo gque son equis sub-uno, equis sub-
[L3]dos, Yy equis sub-tres, no indica que sea consecutivos pero me dicen que el segundo nimero es
[L4] igual al primero aumentado en a 'y que el tercero es igual a la suma de los dos anteriores,
[L5] entonces como es la suma de los dos anteriores, entonces seria equis sub-uno més equis sub-
dos [Le] que es equis sub-uno mas a, con lo cual me queda que equis sub-tres es dos veces equis
sub-[L7]uno mas a.

(L8] Luego estas dos expresiones, la dos y la tres la reemplazo en la uno, para que todo quede en
[L9] términos de equis sub-uno, entonces me queda una ecuacion con una sola incégnita equis sub-
[L10] UNO, Y de esa manera obtenemos equis sub-uno, luego como ya conozco equis sub-uno, puedo
[L11] hallar equis sub-dos, aumentandole a, y como ya tengo equis sub-uno y equis sub-dos, sumo
[L12] esos dos para obtener equis sub-tres

[L13] E: En el contexto de este problema como entiendes los literales ese y a?

[L14] B: ese y a son dos valores, donde ese es mayor que a.

[L15] E: Y como se relacionan ese y a, en el primer término.

[L16] B: se relacionan a través de una diferencia

Figura 34. Entrevista del problema 6, maestro B.

Llama la atencidn que en la entrevista no ostenta el hecho de que ese y a, son parametros, pero
cuando en L10 expresa que “ya conozco equis sub-uno” se puede pensar que el maestro
considera a ese y a, como valores conocidos, pero los manipula como si fueran desconocidos que
pueden tomar cualquier valor. Asi que vemos un proceso de modelizacion algebraica donde se
produce una unificacion y reduccion de este tipo de problema, generalizando la solucion de este,
a través de unas expresiones algebraica (objetos intensivos), como se muestra en la figura 33. el
docente también logra reconocer la relacion entre las variables S 'y A que intervienen, como se

aprecia en L16.
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En esta préctica, se pone énfasis en el uso de letras, se representan numeros a través de ellas, los
calculos no pueden efectuarse y el resultado obtenido proporciona los pasos a seguir para
resolver todos los problemas que sélo se diferencian por el valor numérico de los datos (S, a).
Se aprecia un lenguaje simbdlico-literal, se usan simbolos sin referir a la informacion del
contexto, como parametros y variables, lo que permite apreciar un proceso de reificacion, lo que

implica un nivel 4 de algebrizacion.

La figura 35 muestra la solucion realizada por el maestro C para solucionar este problema:

4 X =2
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Figura 35. Resolucion del maestro C, problema 6.

En esta practica matematica se ostentan objetos intensivos tales como: la ecuacion x + ay + z =
S, donde se identifican los cantidades del problema representados en un lenguaje simbdlico,
también x + y = z, donde el docente C expresa un dato en términos de otro, pero en su practica
se observan también objetos extensivos, como los nimeros 2, 4 y 6 que representan los tres
numeros pedidos en el problema. De este modo la solucion expresada por este docente La
solucién expresada por este docente no generaliza la solucidn de este tipo de problemas puesto
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que particularizaa = 2, y x = 2 y los otros valores los encuentra con las condiciones dadas en

el problema.

Sin embargo en la respuesta al item b, trata de establecer una relacion general para estos literales,
diciendo que seran multiplos de dos, condicion que siempre no se van a cumplir como se

evidencia en la entrevista que se presenta a continuacion en la figura 36:

[L1] E: Explicanos como realizaste el sexto problema?

[L2] C: Yo puse tres multiplos de dos, cuatro y seis.... s€ ....... que el segundo supero a......
[L3] bueno, si tomo la equis como dos, la ye como cuatro y la a como dos entonces dos por dos da
[L4] cuatro, entonces esa a supera a ye en dos.

[L5] Y luego sume dos mas cuatro y me da seis, y luego la suma de ellos pues me da doce.

[L6] E: Y como harias para cualquier a y para cualquier ese, hallar la relacion, sino le hubieras dado
[L7] valores particulares, como harias si equis y zeta no fueran maltiplos de dos?

(L8] C: ah pueden ser multiplos tres

Lol E: Explica en el contexto del problema a que se refieren los literales ese y a?

[L10] C: Pues ese es el total de la suma de los tres nimerosy .....laa ...... no se... me ocurre nada
[L11] E: Crees que hay otra manera de resolver la sexta o consideras correcta esta solucion

[L12] C: Correcta como tal si, pero puede que haya otra solucion.

Figura 36. Entrevista del problema 6 maestro C.

Tal como se muestra en L8, cuando dice que también pueden ser multiplos de tres, donde se
observa que trata de resolver el problema para casos particulares. Asi que, intervienen datos
desconocidos, pero el tratamiento que se da al problema es a través de un lenguaje numérico con
objetos extensivos, dando valores particulares a los datos pedidos, por lo tanto su practica se

relaciona con un nivel cero de algebrizacion.

3.3.1. Perspectiva general de los analisis presentados de las practicas de los maestros.

En virtud que el estudio se realizd con tres maestros, se van a referir a cada uno de ellos,
teniendo en cuenta los objetos algebraicos intensivos presentados, las transformaciones aplicadas
a dichos objetos y los tipos de lenguajes usados en las practicas manifestadas en cada uno de los

problemas propuestos, lo cual permite establecer pautas para considerar una practica como mas o
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menos algebraicas y en estos términos se trata de trazar una tendencia de las préacticas

presentadas por cada profesor.

En relacion con el maestro A, en sus practicas manifestadas en cada problema hay una tendencia
a representar en un lenguaje simbdlico literal las condiciones dadas en los problemas propuestos
en un lenguaje natural, este maestro en todas sus practicas ostenta datos desconocidos a través de
este lenguaje, para lo cual hace uso de incognitas, variables o parametros, lo cual permite
también establecer relaciones entre estos datos desconocidos y los conocidos a través de
expresiones como ecuaciones y funciones, estos objetos se distinguen por ser intensivos y

expresar generalidad lo cual permite caracterizar la préctica de este maestro.

Ademas de esto, en sus practicas se puede observar el uso del signo del igual como una relacion
de equivalencia, maneja propiedades y teoremas del conjunto de R, tales como distributiva, la
conmutativa y el elemento absorbente de la multiplicacién y el teorema del producto nulo lo que
le permite a este maestro hacer transformaciones de los objetos intensivos que ostenta. De
acuerdo con esto, una caracteristica que sobresale en estas practicas es el caracter analitico de
ellas, en tanto que operan en el plano de la expresion simbdlico literal, con una ausencia de
significado a la cual refieren esos simbolos que usa, por lo que se puede afirmar que todas sus

practicas tienden a estar algebrizadas, mostrando un nivel de algebrizacion consolidado.

En relacion con el maestro B, en sus practicas se observa un uso exclusivo de un lenguaje
simbdlico literal, para resolver los problemas propuestos, lo cual lleva a ostentar a través de este;
variables, incognitas y parametros para representar lo indeterminado y expresar relaciones entre
estos objetos (intensivos) y los extensivos a través de ecuaciones y funciones que cumplen las
condiciones dadas del problema. Ademas de esto, unas de las caracteristicas de las précticas de
este maestro es el uso propiedades y teoremas propios de R, tales como la distributiva, la
propiedad conmutativa, cancelativa, el elemento absorbente de la multiplicacion y el teorema del
producto nulo, y conceptos como el de términos semejantes, permiten realizar transformaciones a
los objetos anteriormente indicados. Lo que hace que se dote de un caracter analitico sus

practicas donde hay un desprendiendo del contexto al que se refiere los objetos intensivos. En
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general, este maestro al atender cada uno de los problemas propuestos, mostro en su practica el

mayor nivel de algebrizacidn que permitia cada problema al solucionarlos

En relacion con el maestro C, se observo que en sus practicas hay una tendencia por buscar casos
concretos y usar objetos extensivo para encontrar la solucién de los problemas, lo que lo lleva
hacer uso de un lenguaje natural y numérico para resolverlos, donde el método que privilegia es
el de ensayo y error. En pocos casos en sus practicas se logra ver que intervienen simbolos para
referir a objetos intensivos, y alin mas escaso es el uso de objetos como ecuaciones y funciones
que permiten establecer relaciones entre objetos desconocidos y conocidos a partir de las
condiciones dadas en el problema. En general la tendencia que muestra este maestro hacia usar
casos concretos no le permite reconocer y usar propiedades generales de R, sin embargo en
algunos casos este maestro logra reconocer la presencia de ciertas propiedades como: elemento
absorbente de la multiplicacion, existencia del elemento neutro de la multiplicaciéon y la
conmutativa, solo cuando ha resuelto para casos concretos algunos problemas logra reconocerlas,
las practicas de este maestro estan menos algebrizadas segun el analisis de las posible respuestas

presentadas en el apartado 3.1.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones generales de este trabajo, tomando en
consideracion el objetivo trazado para su desarrollo: “Caracterizar el razonamiento algebraico de
algunos maestros de la educacién bésica secundaria y media a partir de los niveles de
algebrizacion propuesto por Godino et al, (2014), manifestado en sus practicas matematicas
cuando resuelven algunos problemas” Para ello, se utilizd algunas herramientas teoricas del
EOS que permitieron identificar objetos algebraicos que se pueden relacionar con un nivel de
algebrizacion. De manera que se resalta la pertinencia de EOS para esta caracterizacion del
razonamiento algebraico segun los niveles de algebrizaciéon y finalmente se presenta algunas
reflexiones sobre las practicas algebraicas de los docentes y su posible impacto en el desarrollo

del razonamiento algebraico de los estudiantes.
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4.1. Conclusiones

En cuanto a las préacticas de los maestros y los rasgos algebraicos que ha manifestado, se puede
concluir que el profesor C, muestra practicas en niveles incipientes o con ausencia de rasgos
algebraicos, y los profesores A y B manifiestan practicas caracterizadas en niveles consolidados
de algebrizacién (3, 4, 5) cabe resaltar que se esperaba que cada profesor manifestara en sus

practicas el mayor nivel de algebrizacién en la medida que cada problema lo permitia.

Acerca de los seis problemas seleccionados, favorecieron dar cuenta del objetivo trazado, en
tanto que a través de ellos el sujeto permitia desplegar practicas que dan elementos (elementos
linglisticos, conceptos, procedimientos y argumentos) que permiten caracterizar el RA que los
profesores pusieron en juego cuando enfrentaron los problemas, dado que las situaciones
problemas permitian una flexibilidad amplia para manifestar practicas mas o menos algebrizadas,
lo que permitio en este trabajo poder identificar los niveles de algebrizacion que se ponian en

juego en las practicas de los maestros.

De acuerdo, al marco tedrico, es posible concluir que los niveles de algebrizacion no es para
encasillar los sujetos ni los problemas, sino para caracterizar el RA manifestado en las practicas
algebraicas, en este sentido no es el sujeto sino que son sus practicas que el despliega que para
un problema A, puede relacionarse con un nivel 2, para otro problema B con nivel 1y para un
problema C con un nivel 5, siendo sus practicas unas mas algebraicas que otras, lo cual da
elementos para promover y desarrollar el RA poco a poco, y no introducirlo como una cuestién
que per se estd dada o como algo determinado. De modo que se apuesta a un desarrollo del
razonamiento algebraico gradual y pese a lo anterior la importancia de promoverlo desde los
primeros grados de escolaridad para avanzar y madurar en este y conforme se madure, el nivel de

la préctica sera cada vez mayor.

Ademas, desde los aspectos teoricos escogidos para realizar este estudio se puede concluir la
pertinencia de las herramientas tedricas que brinda el EOS para la propuesta que caracteriza el
razonamiento algebraico realizada por Aké (2013): niveles de algebrizacidn, puesto que permite
un andlisis detallado y fino de la practica matematica identificando unos objetos matematicos

primarios y procesos, a partir del cual los objetos intensivos, unitarios y ostensivo que evocan a
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proceso de generalizacién, simbolizacion y reificacion que son aspectos considerados centrales
para la actividad algebraica segun la propuesta de Aké, que los toma en consideracion debido al
consenso de las investigacion en didactica del algebra para considerarlos rasgos caracteristicos
del RA. Asimismo consideran el pensamiento funcional y estructural, como la modelacion son
aspectos centrales en esta caracterizacion de RA. Lo cual permiten configurar un panorama
amplio, porque toman en cuenta distintas variables, pero a la vez claramente delimitado porque
fija la atencion en hechos que son centrales que se ponen en juego cuando se razona
algebraicamente al enfrentar distintas situaciones, en este sentido tomar este marco teérico se
considera que es pertinente, pero ademas potente para intentar caracterizar el RA presentado por

unos sujetos cuando enfrentan ciertas situaciones.

4.2. Reflexiones

Una reflexion que se deriva del desarrollo de este trabajo, en tanto que ha mostrado, por un lado
un marco de referencia sobre los rasgos algebraicos que los docentes manifiestan en sus practicas
donde se evidencia carencias formativas en los conocimientos algebraicos, y por otro, presenta
un marco teorico para desarrollar el RA, se propone que este marco se puede usar para la
formacién didactico-matematico de los profesores, ya que la distincion de los niveles de RA,
permite desarrollar sentido algebraico en el docente, el cual permite reconocer rasgos algebraico
de las practicas matematicas de sus estudiantes, sobre los cuales pueden intervenir para aumentar
progresivamente el nivel de algebrizacion de la practica matematica de los alumnos. Este sentido
algebraico, segun Aké (2013), se entiende como la capacidad del sujeto para reconocer y aplicar
propiedades estructurales; reconocer patrones, regularidades y funciones; usar simbolos para
expresar generalizaciones y modelizar situaciones del mundo real o matematicas. Lo anterior se
propone alcanzar mediante espacios de discusion de este modelo que permite desarrollar el

sentido algebraico de los profesores.
En este proceso formativo que permite este marco, la exposicion del maestro a determinados

problemas no solo implica la resolucion de este, sino también exigen al maestro en formacion la

identificacion de objetos algebraicos implicados en sus soluciones, se considera entonces que
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este proceso se consolida con la puesta en comin y discusion de las practicas matematicas y los
conocimientos puestos en juego en ellas. Este proceso propone que una de las competencias que

los maestros deberia tener es el reconocimiento de elementos algebraicos.

Ademaés de permitir un proceso de formacion, este marco de referencia permite dejar claro una
manera de entender este pensamiento y por lo tanto una forma de actuar en el aula de clase que
permite introducirlo e ir promoviéndolo en sus estudiantes, en tanto que el razonamiento
algebraico es una manera de pensar que progresa y va madurando, se precisa entonces que
también aporta a delimitar tareas y actividades las cuales deben de apuntarle a mayores grados
de generalidad y abstraccion, para que efectivamente este vaya madurando.

Puesto que gran responsabilidad del desarrollo y promocion de este razonamiento recae en los
docente, se ve la importancia también de que las practicas matematicas manifestadas por ellos
muestren rasgos algebraicos consolidados, dado que si el profesor no cuenta con elementos
suficiente para enfrentar las actividades, como entonces puede agenciar actividades que aporten a
este razonamiento, de modo que si los docentes son los encargados de promocionar el RA, debe
partir de ellos mismos. De lo contrario va ser dificil que el profesor que carece de conocimientos

pueda aportar al desarrollo de este.

Consideramos que otra reflexion a partir de la caracterizacion del RA de los maestros, en torno
al desarrollo del RA de los estudiantes, es apreciar un proceso formativo que contemple el
desarrollo del RAE, a partir de varias perspectivas y cuya finalidad sea brindar a los maestros
oportunidades para desarrollar competencias de analisis para la identificacion de rasgos

algebraicos en la tareas de la matematica escolar.

A partir de este estudio, surge a modo de recomendacion para los docentes el uso de los niveles
de algebrizacion para identificar una ruta algebraica en el conjunto de tareas propuestas a las
estudiantes, tareas muchas veces tomadas de libro de texto. Segun Martinez (2014) se entiende
como ruta algebraica una secuencia de tareas cuya naturaleza algebraica es atribuida segun los
niveles y que sefiala el proceso gradual de introducir el razonamiento algebraico a través de

tareas. Se hace hincapié que el RA se desarrolla a lo largo del tiempo dada su complejidad.
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En sintesis se han presentado en el primer apartado unas conclusiones en torno a las practicas
algebraicas de los maestros y su caracterizacion segun los niveles de algebrizacion, a la
pertinencia de los problemas y los referentes tedricos para cumplir los objetivos trazados y en el
segundo apartado algunas reflexiones y recomendaciones sobre su formacién, a partir de la
caracterizacion de su razonamiento algebraico, y el aporte de los niveles para promover en su

ensefianza el razonamiento algebraico a los estudiantes.
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ANEXOS

Anexo 1. Hoja de trabajo

UNIVERSIDAD DEL VALLE ) e
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
AREA DE EDUCACION MATEMATICA
Pei Valie - e

Apreciado profesor, en el marco del trabajo de grado Niveles de algebrizacion de las practicas
matematicas de algunos docentes, realizado por la estudiante Cindy Catherine Rueda (cddigo de
estudiante 0936946) del programa académico Licenciatura en Educacion Bésica con énfasis en
Matematicas de la Universidad del Valle, solicitamos muy amablemente su colaboracién en la
resolucion de los siguientes problemas, dado que aporta insumos para los propdsitos del trabajo
en mencion, al reflexionar sobre posibles practicas matematicas que se pueden generar al atender
los problemas propuestos.

PROBLEMAS:

1. Una caja mégica duplica el nimero de monedas que metas en ella, pero después que se usa
cada vez se deben pagar 4 monedas. Juan prob6 e introdujo sus monedas en la cajay,
efectivamente se duplicaron. Pag6 4 monedas y volvi6 a intentarlo. De nuevo se duplicaron,

pero al pagar las 4 monedas se quedo sin dinero. ¢Cuantas monedas tenia Juan al principio?

2. Cuando lanzamos una pelota desde una cierta altura, rebota hasta un quinto de la altura a la
que se lanzo. Si después de tres botes la altura alcanzada es de 6 cm., ¢a qué altura inicial se

lanzé la pelota?
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3. Para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocion. Por cada alumno que se va
en coche hay tres que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela ¢Cuantos alumnos utilizan

cada medio de locomocion?

4.a) ¢Que valores deben tener las letras para que las siguientes igualdades sean verdaderas?

1) 36 Xb=D
2) axa=a
3) c+c=c
4) bx0=0

5 12xa=ax12
6) 2Xb=b+5
b) ¢Como sabes que esos valores son correctos?

5. Hace dos afios John tenia cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 afios mayor que Bill.

Encuentre la edad actual de John

6. Sea tres nUmeros cuya suma sea S, tales que el segundo supera al primero en a y que el tercero

sea la suma de los dos primeros.

a) ¢Encuentra los tres nimeros?
b) ¢Como se relacionan S y a para obtener el primer, segundo y tercer nimero?
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