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INTODUCCION

Es notorio que el manejo del Producto Vectorial o Producto Cruz y todas sus
aplicaciones que se presentan en los diferentes textos, se limitan al espacio R?, La
presente obra “UNA EXTENSION DEL PRODUCTO VECTORIAL AL ESPACIO R"
CON n MAYOR O IGUAL A CUATROQO’ nos presenta una teoria generalizada 6
extendida del Producto Vectorial en R* R®... . R" definiéndose en cada uno de
estos espacios y comprobandose que las propiedades que se cumplen en R®,

también se cumplen en R".

Esta teoria puede verse como un aporte significativo a la geometria, al calculo y a
la fisica, enriqueciendo los conceptos de area y volumen, campo magnético y

movimiento planetario en R", entre otros.

La mayor dificultad que puede presentar ésta teoria para su comprension total,
como las demas teorias relacionadas con el calculo y el algebra vectorial, es la
visualizacion geometrica de aquellos espacios con mas de tres (3) dimensiones;
no obstante, el presente trabajo manifiesta que es posible desarrollar el Producto
Vectorial con dos o mas vectores pertenecientes a R", y hacernos una idea

abstracta de dichos espacios.

En forma indirecta, ésta obra hace una invitacion a seguir estudiando vy
profundizando a cerca del producto cruz y sus aplicaciones, con el fin de que
ademas de enriqguecer nuestros conocimientos, y que estos nos permitan
relacionar de una mejor manera el mundo exterior, generen cambios en el

desarrollo intelectual del hombre y en su formacion matematica.

De ésta forma se expresa una extension del Producto Vectorial, que contiene en
su desarrollo una dialéctica constante en la busqueda de innovaciones en el

campo de las matematicas. En éste sentido se busca que las teorias que se



expresan no se midan solamente teniendo en cuenta sus aplicaciones practicas y
directas a las soluciones de problemas reales, como por ejemplo las famosas
leyes de Maxwell en electromagnetismo (que son muestra clara del producto
escalar y vectorial aplicados a la fisica como solucion de problemas del mundo
real) sino que ademas se mida como un aporte significativo a las ciencias

matematicas, en particular al algebra lineal y a la fisica.



Reseria Historica del Producto Vectorial

A través de la historia, el calculo y la geometria analitica estuvieron intimamente
relacionadas en su desarrollo, es decir, un nuevo descubrimiento en el uno, dio
lugar a un proceso en el otro. El problema de trazar tangentes a las curvas se
resuelve con el desarrollo de la derivada; el del area, conduce a la integral, y las
derivadas parciales se introdujeron para estudiar superficies curvas en el espacio,

también se observa un desarrollo paralelo de la mecanica y la fisica matematica.

En ésta resena historica del desarrollo de las matematicas es innegable el aporte
de Lagrange, con sus métodos analiticos en el estudio de la mecanica; el del
matematico William R. Hamilton, con su teoria de los Cuaterniones como nuevos
métodos que contribuyeron a la comprension del Algebra como de la Fisica; luego
a los esfuerzos de J. W. Gibbes y O. Heaviside que dieron lugar a la llamada
algebra vectorial. Pronto se vio que los vectores eran los instrumentos ideales
para la exposicion y simplificacion de muchas ideas importantes en geometria y

fisica.

Existen tres (3) modos esencialmente distintos para introducir el algebra vectorial:

Geométricamente, Analiticamente y Axiomaticamente.

En la introduccion geométrica, los vectores se representan por segmentos
orientados o flechas; las operaciones algebraicas con vectores, tales como la
adicion, sustraccion y multiplicacion con numeros reales, se definen y estudian por

meétodos geometricos.

En la introduccion analitica, los vectores y las operaciones se expresan mediante
numeros llamados componentes. Las propiedades de las operaciones con

vectores se deducen entonces a partir de las propiedades correspondientes de los



numeros; la descripcion analitica de los vectores surge espontaneamente de la

representacion geometrica, y se introduce en un sistema coordenado.

En el estudio del algebra vectorial desde el punto de vista axiomatico no se intenta
describir la naturaleza de un vector o de las operaciones algebraicas con vectores,
sino mostrar a los vectores y sus operaciones como concepto no definido que

satisfacen ciertos conjuntos axiomaticos, que generan los espacios vectoriales.

Descartes utilizd un par de numeros (a,,a,) para situar un punto en el plano y

una terna de numero (a,, a,, a,)para situar un punto en el espacio. En el siglo

XIX los matematicos A. Cayley y H. G. Grassmann probaron que no era necesario

detenerse en las ternas de numeros, se puede también considerar una cuaterna

de ndmeros (a,,a,,a,,a,) O mas general una n-upla de numeros

(a,,a,,...,a,), para todo “n” mayor ¢ igual a uno (1). Una tal n-upla se llama

PR

punto n-dimencional 6 vector n-dimencional siendo las a,,a,,...,a, las

n

coordenadas 6 componentes del punto vector n-dimencional. El conjunto de todos
los vectores n-dimencional se llama Espacio Vectorial de n-upla, o simplemente n-

espacio.

Como ya se ha observado, el estudio de los vectores se origind con la invencion
de los Cuaterniones de Hamilton y otros desarrollaron los Cuaterniones como
herramienta matematica, para la exploracion del espacio fisico. Pero los
resultados fueron desilucionantes por que vieron que los Cuaterniones eran
demasiados complicados para entenderios con rapidez y explicarlos faciimente.
Los Cuaterniones contienen una parte escalar y otra parte vectorial, y las
dificultades surgian cuando éstas partes se manejaban al mismo tiempo. Los
cientificos se dieron cuenta de que muchos problemas se podian manejar

considerando la parte vectorial por separado y asi comenzo el analisis vectorial.
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Este trabajo se debe principalmente al fisico americano Joseph Willand Gibbes
(1839-1903) quien estudié matematicas y fisica en la Universidad de Yale y recibio

el grado de Doctor en 1863.

En la introduccion a la fisica, un espacio vectorial, se ve como un segmento de
recta dirigido o flecha. Gibbes dio definiciones de igualdad, suma y multiplicacion
de vectores. En particular la parte vectorial de un Cuatemién se escribia como ai +

bj + ck y ésta es la forma en que ahora se describen los vectores en R>,

Gibbes definié el producto escalar, inicialmente sélo para los vectores i, 7, k

1= jj=kk=1
Lj=ji=ilk=ki=kj= k=0

y a esto siguid la definicion mas general. Gibbes aplicd el Producto Escalar en

problemas referentes a la fuerza. Si  F es un vector de fuerza de magnitud |F|

que actua en la direccidon del segmento oP (ver figura # 1) entonces la efectividad

de ésta fuerza al empujar un objeto a lo largo del segmento opP ( es decir a lo

largo del vector UU) esta dada por F U. Si la norma HUH =1, entonces F U es la

componente de F en la direccion de U.

Z
P

F

/0 Pr oyﬁF‘ %
X Figura # 1

La efectividad de F en la direccion de OP es la componente de F en la direccion

deOP (=U) si U=1.
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También el Producto Cruz tiene un significado fisico, suponga que el vector de
fuerza F actua en un punto P en el espacio en la direccion de PO si U es el

vector representado por EJ entonces el momento de fuerza ejercido por F

alrededor del origen es el vector UxF (ver figura # 2).

X Fiqura # 2
Tanto el Producto Escalar como el Producto Cruz entre vectores aparecen

prominentemente en las aplicaciones fisica que involucran el calculo de varias
variables. Estas incluyen las famosas leyes de Maxwell en electromagnetismo. Los
vectores fueron desarrollados por Gibbes entre otras para facilitar el analisis de los

fendmenos fisicos y en ese sentido tuvieron gran éxito.
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Como se manifestd, se da inicialmente la definicion del Producto Vectorial en R®
(ya conocida), posteriormente en forma inductiva, en R* en R%.... en R" y

demostrando en cada caso las propiedades que se cumplen en R>.

Hasta ahora solo se conoce el producto vectorial y sus propiedades en R® como

sigue:
El Producto Vectorial en R3,

Sean V=(V,.V..V,) v ¥ =(V,,%.V,) vectores de R® entonces el producto

vectorialde V' y I denotados por VxV, esta dado de la siguiente manera:

Nota: El Producto Vectorial también se denomina

Producto Cruz o Producto Exterior.

El Producto Vectorial puede escribirse simbodlicamente como el cuasideterminante:

ecial

e] 62 63
Vxvi =V, W, W
Vi Vo Vs

La cual es una notacidn para un determinante de tercer orden, sin embargo
observe que el primer renglon contiene vectores y no numero reales como se
acostumbra en la notacion de determinante. Esta notacion se utilizara para
recordar las formulas de los desarrollos del Producto Vectorial en R®, en R* en

R®,..., en R" y ademas se usaran las propiedades que cumplen los determinantes



13

para demostrar las propiedades del Producto Vectorial en los campos
mencionados.

El Producto Escalar en R®

En algunas propiedades del Producto Vectorial se manifiesta la interrelacion entre
el Producto Vectorial y el Producto Escalar, por lo tanto se hace pertinente definir
éste ultimo asi:

Sean V =(V,,V,,V.,), V., =(V,,V,,V,) vectores de R® entonces el producto

escalar de V1 y V» denotado por V..V, estara dado de la siguiente manera:

Vv=vVV+V..V, +V.V,.

11

El Producto Vectorial en R® cumple las siguientes propiedades:

Dados V, V y ¥ vectores en R®y A un escalar, entonces

) entonces V' y VY son paralelos siy soélo si

(@]
g
%
3
=~
=)
B
w
(@]
-
@
<
(0]
Q
~—
(@]
=
(@]
(0]
n ]
(@]
/\

La demostracion de estas propiedades se omite debido a que se encuentran en

varios textos de calculo y del algebra lineal.
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El Producto Vectorial en R*.

, V.., V) vectores de R*,

Q600 700 A0 0 IO 4

Sean V

2 3

1

VxV xV, estaria dado

entonces el Producto Vectorial de V/, ¥/ y ¥/ denotado por

de la siguiente manera:

v, ¥ W
Vi, Vi ¥

Vi
4

V;4 62 + V;l

Vi

21 Y34 VBV24V31 - v14v21%3 + ‘{4‘/23‘/;1’

El Producto Vectorial V/xV]xV,puede escribirse como :

Siendo

ke, + ke,

ke +

ke +

VxVxV,
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Ejemplo: sea V' =(1,3,52), ¥, =(23,41) y V, =(43,2])

Entonces el Producto Vectorial de estos tres vectores en

R* es
el eZ e3 e4
1 3 5 2

VxvixV=| || =68 +12¢,~ 66, +0¢, = (-612,-60)
4 3 1

El Producto Escalar en R*

Sean I{:(Kviw‘{sv‘{zx)' Vzv:(v V..V,

21> 7222 "23°
producto escalar de V; y V» denotado por V.V, estard dado de la siguiente
manera:

V,,) vectores de R*, entonces el

Nv.=nrv+¥

12

v,

2

El Producto Vectorial en R* cumple las siguientes propiedades:
Dados V, ¥, ¥, U, y U, Vectores en R*y 4 un escalar, entonces.
a) 0xVxV, = Wx0xV, = Yx¥x0 =0

Esta es la propiedad anulativa del Producto Vectorial.

Observe que en cualquier orden que se multiplique por el vector cero (6), el

resultado del Producto Vectorial sera el mismo vector cero (0).
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Demostracion.
g & & g
VX6XV _ ‘{1 ‘{2 ‘{3 ‘{4 =6
! 1o 0 o0 o0
Vi, V., V3 W,

Haciendo el desarrollo del determinante de cuarto orden por la tercera fila que

tiene todas sus componentes ceros, obtendria el vector cero (0) como resultado.

_ & & 4 g & G g & g g &6 6§
VoxK=0%, ¥ W -0 W K[+0¥ ¥, K[-0% ¥ ¥|=(0000)
Vo Vo WVl IV W Wl VY Yy (Y W, W
Ejemplo: sean V =(13,5,2), ¥V, =(0,0,0,0) y ¥ =(4,3,2,1), entonces
el eZ 63 e4
vioxV=|L > 2|06 +0e +0e +0e, =(0,0,0,0)= 0
xV, = =0¢ +0e,+0e,+0¢, =(0,0, =
1 >lo 0 0 o0 g > 3 4
4 3 2 1
b) VaVaV =-VaVxV,
Esta es la propiedad anticonmutativa del Producto vectorial.
Demostracion.
Desarrollando por la tercera fila VxVxV se tiene:
g & G G
6 & g a &6 &
i Vv, W, V . .
L I B 1 | L A A A O Ve L A
) Vi Vi, Vi3 W,
R v, Vi VW, i W W
Vi W Wb,



Siendo C, =(=1)""
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MM‘: En donde ‘MM‘ es el menor de V/,, que se obtiene al

suprimir la fila 7 y la columna ; en VxVxV. k es numero del vector, y h la

componente de cada vector.

Desarrollando ahora por la segunda fila VxVxV/ se tiene:

g & & g
e & g a & ¢
Vi Vi, V, W N .
1280721 741 I 0 1 GV | %S AR I % G D A (O A
Vi W W W
Vv, Vi V, Vi W VY,
Vi Vo VsV
& ¢ g g
+ Vs(_ 1)2+3 ‘{1 Vz V4 + V4(_1)Z+4 v

=-V, 0, + V, 0, - V.0 + V0, (2)
Obsérvese que las expresiones (1) y (2) cumplen (1) = -(2)

Porlo tanto VxVxV =-VxVxV

Ejemplo: sea ¥ =(1,3,5,2), ¥, =(53,78) ¥ ¥ =(2,9,4,3), entonces

el eZ 63 e4
1 3 5 2

WxVixWo=| o L (| =180e—6e +18e —126¢, = (180,-618,-126) ahora
2 9 4 3
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el ez 63 64

5 3 7 8 _
VWY = | s =—180¢ +6e, —18¢, +126¢, s decir que

2 9 4 3

Al multiplicar cualquiera de los tres vectores por un escalar A, y luego hallando el

producto vectorial, el resultado es el Producto Vectorial de los tres vectores por el

escalar 4.
Demostracion.

Veamos que (4 ¥)xVxV, = A(VxVxV,). Las demas igualdades se proponen como

ejercicio.
Desarrollando el siguiente determinante por la segunda fila se tiene:

G & & %
AW, AW, AN AV,
v W BV

S O O

(AN)xVxV = /1‘{1|M21| + }“‘{2|Mzz| + }“‘/23|M23| +4 ‘{4|A424|

= /1(‘{1|M21| + ‘{2|M22| + V23|M23| + ‘{4|Mz4|)
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g ¢ & g
o v

i WV, Vi W,

Vi WV, Wy W
— AWx¥xk)

g e ¢ ¢

3 9 15 6
AW)xVxV= | | =5406 ~18e, + S4e ~378¢, = (540,-18,54,-378)
2 9 4 3

= 3(180,~6,18,-126)

= AW xV;xY)

d) VaVxU, +U,) = VxVaU, + VxVaU,

Esta es la propiedad distributiva del Producto Vectorial.

Demostracion.

Sea U =(U,,U,,U;,U,) y U, =(U,, Uy, Uy, U,,), entonces

U +U,)=U,+U,, U, +Uy,,U; +Uy, U, +U,) asitenemos que

q & G %

Wi W, s V,
VXVx(U, + U, =

Vi Vs Vs Vi



20

Desarrollando este determinante por la ultima fila se tiene:

q & G %

Wi W, s V,
WxV U +U,) =

V. 28 Vs V.

Uy+U, Up,+U, Us+Uy U,+U,

= (Un + U21)|M41| + (U12 +Uy, )|M42|+ (U13 + U23)|M43| + (U14 + U24)|M44|

M42| + U13|M43| + U23|M43| + U14|M44| + Uy, M4|

= U11|M41| +Uy M42| +Uy

M|+ U,

M43| + U14|M44| + U21|M41| + U22|M42| + U23|M43| + U24|A444|

= U11|M41| + Uz

M|+ U,

a &6 & 4 G & 8 &
B TR CO CO 1 A (L CR SR

Vi Vo Vi YV (WM W,V W,

Uy U, U; Uy Uy U, Uy Uy

Ejemplo: Sea ¥ =(13,5,2), V. =(53,7.8), U, =(23,5-1) y U, =(9,48,2),

entonces (U, +U,) =(11,7,13,1) asi tenemos

1 3 2
VXVAU +U)=| L L | =466 —294e, +200e ~36¢, = (~46,-294,200,-36)

T 7 13 1
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—46¢ —294e, +200¢, —36e,

e, —30¢,

—214e, +146

3

5

—6e, —28¢

U,

3

4

1

1

—80¢ +54e

4

1

VaxVxU + VxVx
(—46,-294,200,-36)

—-18¢
Inicialmente se desarrolla el miembro izquierdo, luego el miembro derecho y

Esta propiedad en R*, se denomina cuadruplo producto escalar.

Demostracion.
finalmente se compara.

<

I

—

U, Us U,

Ui

U, U; U,

Ui
(W0 W W5, V(W
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Vb, + UV, VL0,

a
2

‘/23%1U14 M2 V23V34U11 - ‘{

.
2z

VUi +

|

.
2z

- ‘{2 V21V33U14 + ‘{

VaVoU,

4

+V

- ‘{4 V21V32U13 + W, Vzl %3U12 + ‘{4 V22V31U13 Y4 V22V33U11 - ‘{4 ‘/23%1U12

desarrollado componente a

producto escalar  V(V,xV,xU, )

Este es el

componente, ahora

<

I

‘él - ‘1/3%1%2 + ‘1/3%1%2)~(U11U12U13U14)

Desarrollando éste producto escalar componente a componente se tiene:
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Si se compara miembro a miembro el desarrollo de los términos, tanto el de la

derecha como el de la izquierda se puede comprobar que

V(VxVxU,) = ~(KxVxB)U,.
Ejemplo: Sea V' =(1,3,52), ¥ =(53,7.8), V, =(29.43),y U, =(2,3,5-1)

e, & ¢

8
W.(Vx¥xU)) = (13,5,2). 517 (1,3,5,2).(333,23,-162,75) = =558

[N TR N0 RV T 0}

-1

el eZ 63 e4

1 3 5 2
(VxVxV)U, = s 3 7 g (2,3,5-1) = (180,—6,18,—-126).(2,3,5,—1) = 558
2 9 4

Esta propiedad es la denominada ortogonalidad del Producto Vectorial, es decir,

que el producto vectorial es ortogonal a cada uno de los vectores.

Demostraremos que V.(¥xVxV)=0, las demas igualdades se proponen como

ejercicio.
De la propiedad e) se tiene: V.(V,xVxU,) = —(VxVxV)U, asi:

V(VxVxV)=—(VxVxV).¥, Pero (VxVxV) tendra dos vectores iguales, lo que da
un determinante con dos filas iguales, y de ser asi el resultado de éste es cero (0)

yasi (VxVxV))=0y —(VxVxV).V, =0 de manera que:

V(YxVxV;)=0
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Ejemplo: Sea ¥ =(13,5,2), ¥ =(53,7.8) y V =(2,9,4,3), entonces

V(WxVay)=
el eZ 63 e4
1 5 2
=(135.2)] _ 4| =(13,52)(180,-618,-126) =180 ~18+90 - 252 = 0
2 9 4 3

g)sini V,ni V,ni V son el vector 0 entonces por lo menos dos de ellos son

-

paralelos siy sélo si (Wx¥x¥)=0

Anélisis.

Si ninguno de los vectores son cero, (VxV,xV)=0 siy solo si por lo menos dos de

ellos son linealmente dependiente, es decir que el uno es multiplo escalar del otro
y Si esto es asi el angulo que forman estos dos vectores es 0 6 7 radianes, lo cual

dice que los vectores son paralelos entre si.
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EJERCICIOS

Considere los vectores V =(1,23,4), V, =(-2,0,3,0), ¥ =(0,-1,41), U, =(528])),
U, =(-1374)y 0= (0,0,0,0) del espacio R* y el escalar 4 =5. Halle el producto
vectorial VxVxV, y utilice las propiedades vista para calcular los siguientes

productos:

e a) 0x¥xV

e b) VxVxV,

o ©) (AW)xVxY

o d) Vx¥x(U,+U))
o ) V(Vx¥xU)
o ) -(¥x¥x¥)y,
o 9) V(WxVxY)

o h)V(¥xVxY)

o i) V(Wx¥ixh)
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El Producto Vectorial en R".

Cuando se definid el Producto Vectorial en R3, se usaron dos (2) vectores de R3;
cuando se definid en R* se usaron tres (3) de R* por lo tanto, para definir el

Producto Vectorial en R" con (n>3), se usaran (n-1) — vectores de R".
Sean V, =(V,,V,,V,,..,V,) con k=123,...,n, vectores de R", entonces el
Producto Vectorial de los (n-1) - vectores denotado por VxVxVx.xV | se define

de la siguiente manera:

G & & €
U v, Vs I
v Vs Vs V.
WxVixVix.xV, =
‘{n—l)l ‘{n—l}ﬁ ‘{H—])S : : : ‘{n—l)n

El Producto Escalar en R"

Sean V =(V,,V,...V,) V,=(,,V,...,V,) vectores de R", entonces el
producto escalar de V; y V» denotado por V.V, estard dado de la siguiente
manera:

V.V, =V, V, + V..

El Producto Vectorial en R" cumple las siguientes propiedades:

Sean V,V,.,V.,y U, para k=12,.., vectores de R"y 4 un escalar, entonces:
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a) Si 1{=6 para algun /=1,23,..,n-1, es decir que todas las componentes V' del
vector V son cero (0) paratodo ;=1,23,.,n, entonces VxVxVx. xV, =0

Esta es la propiedad anulativa del Producto Vectorial en R".

Observe que si cualquiera de los V = 6, el resultado del Producto Vectorial sera el

mismo vector cero (0).

Demostracion.

Supongamos que el vector V = 0 para algun /=1,23,...,n—1, asi

q & G C
W W, Vs 4
vw Vs v,
WxVixVix . xVx.xV_ = .
1 2 3 ‘{n
‘{n—l)l ‘{n—l)l ‘{n—])3 : : : ‘{n—l)n




q & G C
Wi W, Vi Y.
e W V.
‘{X‘{X‘{X..XBX xV_ = .
0 0 0 0
‘{n—l)l ‘{n—l)l ‘{n—])3 : : : ‘{n—l)n

Resolviendo éste determinante por el vector V/, es decir por la fila /+1, tenemos

28
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¢ & & e,
| W Wi Y.
Vi v, Vs Vi
. = O[V|+ 0|V, | +..+ 0|V | = 0g +0e, +.. +0e, = 0
0 0 0 0
‘{n—l)l ‘{n—l)z ‘{n—l)3 : : : ‘{n—l)n

Ahora bien, si una columna ; tiene todas sus componentes ceros, es decir, si

todos los 1V tienen la misma componente V. =0, ésta expresion también es

Cero(a)

P) WxVox. xV_ xVxV , x. xV, | = -VxVx xVxV _,xV  x. xV,

Esta propiedad puede interpretarse de la siguiente manera:

El intercambio de dos vectores adyacentes cualesquiera del Producto Vectorial,

tiene el efecto de multiplicar el vector resultante por menos uno (-1).

Demostracion.



VxVix. xVx.xV_ = V,

Resolviendo este determinante por la fila que corresponde al vector V' tenemos:

q &
f W,
‘{1 12
‘{H—l)l ‘{14—1)2
‘{n—l)l ‘{n—l)l
_ i+
V=1 M,

Por otro lado

G
Vi
Vi
‘{14—1)3
‘{n—l)S
donde |MI]

G & &

i W W
2 ‘{3

‘{H—l)l ‘{14—1)2 ‘{14—1)3
‘{n—l)l ‘{n—l)l ‘{n—l)S

(n-1n

es el menor de V.

‘{H—l)n

‘{n—l)n

.
[N

30
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G ) & %
1 Y Wi 1n

‘{X%X~X‘{,‘+1) xVx. xV = ‘{H—l)l ‘{14—])2 ‘{1+1)3 e ‘{m)n
4 £ Vs v,

‘{n—l)l ‘{n—lﬂ ‘{H—])S : : : ‘{n—l)n

Analogamente resolviendo éste determinante por la fila que corresponde al vector

V tenemos

g & & €

| W Wi Y.
Viem Vo Vs 0 V=V B(1+1;.1| + Vo B |+t ‘{'n|B\1'+1)n
‘{n—l)l ‘{n—l)z ‘{n—l)3 : : : ‘{n—l)n

Observe ahora que si se elimina el renglon (/+1) y la columna ; se tiene el

mismo|My~ , entonces
B )| = (DM =~ M| =
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lo que significa que

WxVix. xV ,xVixVipyx. . xV,  =-WxVx. xVxV_ xV,  x.xV

c) VxVx. x(AV)x.xV, —A(I{XVQX...XVIX...XV )

(n-1)

Siun vector V del Producto Vectorial se multiplica por un escalar 4, entonces el

Producto Vectorial en general se multiplica por el escalar A

Demostracion:

Sabemos que A V=(AV AV, AV, AV

1

Veamos que

Gl ) & © G ) & €
f W | Y 1 v, Vi Y
i W W V. i Voo VW V.
. =1 .
ﬂ’ ‘/l ﬂ’ ‘{2 ﬂ“ ‘{3 ﬂ’ ‘{n 1 2 ‘{3 in
‘{n—l)l ‘{n—l)z ‘{n—l)3 : : : ‘{n—l)n ‘{n—])l ‘{n—l)2 ‘{n—l)S : : : ‘{n—l)n

Resolviendo el determinante de la izquierda por la fila correspondiente al vector

A V tenemos que
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= M(VxVx. xVx. xV)
d) WxVix. xV, XU +U,+. +U)= (VxVix. xV_ xU)+ (VxVx.xV_,xU,)+

...+(1{x1§x..an_2XUk)

Esta es la propiedad distributiva del Producto Vectorial en R".

Demostracion.

Se restringe la demostracion de ésta propiedad para & =2 debido a su extension,
proponemos su demostracion por induccidn como ejercicio, es decir para todo k=n
mayor que dos.

VxVix.xV, XU +U,) = (WxYx.xV_,xU)+ (VxVx..xV,_,xU,)

se tiene que

(UI + Uz) = (Un +U,, Uy + Uy, +. +,U, + Uzn)

por lo tanto



g & &
| W Vs

WxVx. xV, U+ U,) =
‘{n—l)l ‘{n—2)2 ‘{n—2)3

Uy+U, U,+U, Uz+Uy

Resolviendo por el ultimo renglén correspondiente al vector
U,se tiene

= (Ull + U21)| ‘{n—l)1| +(U12 + Uzz )| ‘{n—l)z

‘{n—l)n
= Un|Viaoan| + U Vi o+ ULV + O V| + U Vo + o+ 0|V,
e & e, g e & €,
‘1/2 ‘{3 1n ‘{1 ‘{2 ‘{3 1n
+
‘{II—Z)Z ‘{n—2)3 ‘{II—Z)IZ ‘{H—Z)l ‘{II—Z)Z ‘{n—2)3 ‘{H—Z)n
U, U U, U, U, Uy U,,

Gl ) & ©

f W, V; n

‘{n—2)1 ‘{IZ—Z)Z ‘{H—Z)S : ‘{n—2)n
U]] + UZI U]2 + U22 U13 + U23 : : Uln + U2n

+o (U, +U,,)

Vv

(n-2)n

Uln + UZn

de la suma de los

34
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e) U.(WxVx.xV, ) =(UxVxVx.xV_,)V, sinesimpary

U.(VxVix. xV_)=—(UxVxVx.xV,_,) V., sines par.

Esta propiedad recibe el nombre de n—ple producto escalar de U y el Producto

Vectorial V xV, x..xV .

Demostracion.
G ) & €,
Vi W, ;s Y,
Vi v, Vs V.,
U (VxVx. xV, )= U,
‘{n—l)l ‘{n—l})l ‘{n—l)3 . . . ‘{n—l)n

= (U, Uy, U (eVi+ eV +.+e V)

En donde V. es el cofactor de ¢, desarrollando este escalar se tiene:

U (VxVx.xV_)=U,V,+U,V,+..+U,V, (escalar izquierdo)

n - en

Se desarrolla ahora el escalar del miembro derecho



36

g & & €,
v, U, U, U,
Vi Y% v, Y,
(U xUxVix xV, )V, =] . . . WV

=(qU,+teU,+. + en‘/en)‘(‘{n—l)h Vs ‘{n—l)n)
Endonde U, es el cofactor de e, desarrollando este escalar se tiene:

(UxVxVix.xV_ )V, = UV, +UsV, 0, +..+ ULV, (€scalar derecho)

el en " (n-Dn

Comparando los escalares de los dos miembros (el derecho con el izquierdo),

usted puede comprobar que

O Vi+UVo+. v OV, =U V0 + UV, +..+ULY, si n es impar y que

1n Ven en " (n-Dn

UnVi+ OV +.. + O, V, = _(Uel‘{n—l)l H UV -+ ULV

1n Ven n

1ya) SiNes par.

llustraremos ésta propiedad con el siguiente ejemplo:

paran=5yn=06.

En R® sean U, =(13,-2,54), V' =(3,0-4,61), ¥ =(-283,0,7), V. =(-984,-21) y

V, =(-4,8,-7,2,0), entonces

6 & & & &

30 -4 6 1

U (VxVxVxV)=(13,-254)]-2 8 3 0 7
-9 8 4 -2 1

—4 8 -7 2 0




=(13,-2,5,4).(~2240,-2216,—-1296,—152,2448)

=-2240-6648+2592-760+9792 = 2736

Ahora
g 6 & & ¢
1 3 -2 5 4
(UxVxVixV)V,=|3 0 -4 6 1[(—48,-7,2,0)
-2 8 3 0 7
-9 8 4 -2 1

= (—48,60,-360,-228,72).(-4.8,~7,2,0)
=192 + 480 + 2520 — 456 + 0 = 2736

En R% sean U =(13,-2541), ¥ =(30-4612),

V,=(-98,4-214), V,=(-48,-7,205) y V. =(1,2,3,4,5,6) entonces

§ & & & & §

30 -4 6 1 2

-2 8 3 7 3

U (VxV;xVxVxV)=(1,3,-2,5,4,1). 08 4 -2 1 4
-4 8 -7 2 0 5

1 2 3 4 5 6

= (1,3,-2,5,4,1).(-9408,-8664,—5336,—156,9960,~1072)

=—9408 — 25992 + 10672 — 780 + 39840 —1072 = 13260

37

v =(-283,0,73),
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Ahora
a & &6 & & &
1 3 -2 5 4 1
3 0 -4 6 1 2
(UxVxVxVxV,)V, = (1,2,3,4,5,6)
’ -2 8 3 0 7 3
-9 8 4 -2 1 4
-4 8 -7 2 0 5

= (3696,5298,2412,1482,-4860,—2736).(1,2,3.4,5,6)
=3696+10596+ 7236 +5928 —24300-16416 = -13260
f) V.(VxVxVx.xV _)=0 paratodo /=123, (n-1)

Es decir, el Producto Vectorial es ortogonal a cada uno de los vectores que lo

integran.
Demostracion.

De la propiedad e) se tiene que

U.(VxVix.xV, )= (UxVxVx.xV, )V, sinesimpary
U.(VxVx. xV_)=—(UxVxVx.xV_)V_ sines par.

De cualquier manera V.(VxVxVx. xV_) =+ (VxVxVx. xV_,)V_ (3)

Pero (VxVxVx.xV_,)=0 porque el vector V esta dos veces.

Luego remplazando en (3) se tiene
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Se ha demostrado que el Producto Punto de V y (VWxVxVx.xV ,) es cero,

entonces Vy (WxV,xV,x..xV _,) son ortogonales.

Otra forma de ver la demostracion de esta propiedad es basandose en la

definicion, sea

q & G ©
f W, Vs I
Vi v, Vs Vi
A=VxVxVix . xV = . : . . | =eC,+6,G, +...+e,C,
‘{n—l)l ‘{n—l})l ‘{n—l)3 . . . ‘{n—l)n

= (G, Gy, G) = A

Donde ¢,,C,....,G, son los cofactores de la primera fila del “determinante”
VA=V, Vo V) (G G, Gy)

=V.G V.G, V6

n 1n

Este producto equivale al desarrollo del determinante
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‘{1 12 ‘{3 ‘/m
f W, V; I
i W Vs V.
‘{1 12 3 in
‘{n—l)l ‘{n—l)l ‘{n—l)S : : : ‘{n—l)n

y este resultado es cero (0) ya que tiene dos filas iguales.

—

g)si V,V,.., V_ son vectores de R" distintos del vector cero (0) entonces por lo

4

menos dos de ellos son paralelos siy sélo si (VxVx.xV_)=0

Analisis.
Si ninguno de los vectores son cero, (WxVx.xV, )=0siy solo si por o menos

dos de ellos son linealmente dependiente, es decir que el uno es multiplo escalar
del otro y si esto es asi el angulo que forman estos dos vectores es 0 6 7

radianes, lo cual dice que los vectores son iguale 6 son paralelos entre si.
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EJERCICIOS
Considere los vectores V =(0,0,0,0,0), VW =(8,2,-1,0,3), ¥ =(1,-1,0,7,-7),
=(-28,63,-5), V,=(8-1450), U =(1,2345) y U =(543,2-1) del

espacio R®> y el escalar A=5 para determinar el Producto Vectorial

VxV xV,xV, y utilice las propiedades vista para calcular los siguientes

productos:
a) 0xV xV xV, b) V. xV xVxV,
¢) (A V) )xV, xV, xV, d) V.V xV,x(U, +U,)
e) V.(V,xV,xV,xU,) fy — (VxV, xV,xV, U,
9) V.(VxV,xV,xV]) h) V,(V xV, xV,xV,)
Considere los vectores V; =(0,0,0,0,0,0), V=(8,2,-1,03,1),
Vv, =(1,-10,7,-72), V, =(-2,8,6,3,-5,3), V. =(8,-14,5,0,4),

V= (-2,-3,-58,7.2), U =(1,23,45-1) y U, =(5,43,2-1-2) del espacio R®
y el escalar A4 =2 para determinar el Producto Vectorial V xV, xV, xV, xV,

y utilice las propiedades vista para calcular los siguientes productos:

a) 0xV xV, xV,xV, b) V. xV xV,xV,xV,
c) (AV)xV, xV,xV, xV, d) VxVxVxV,.(U, +U,)
e) V.(V.xV,xV,xV,xU,) ) —(VxVxV,xV,xV,)U,
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Aplicaciones

El lector se preguntara el motivo por el cual estamos interesados en estudiar
espacios de dimensidon mayor que tres, una respuesta es que muchos problemas
que suponen el estudio de sistemas de un numero grande de ecuaciones, se
analiza con mayor facilidad introduciendo vectores en un n-espacio conveniente y
remplazando todas aquellas ecuaciones por una sola ecuacion vectorial. Otra
ventaja es que podemos tratar de una vez, muchos problemas comunes a las
operaciones de wuna, dos, tres 0 mas dimensiones, esto es, problemas
independientes de la dimensionalidad del espacio. Esto esta de acuerdo con el
espiritu de la moderna matematica que facilita el desarrollo de métodos de amplias
sintesis para atacar distintos problemas de manera simultanea ya que el
formalismo matematico ha cedido el paso a una matematica dinamica y practica,
con incidencia en la vida cotidiana y correlacionada con otras ciencias del saber,

cuya metodologia no esta formalizada sino operante.

En los momentos actuales la representacion geomeétrica que son de gran ayuda
en la ilustracion y visualizacion de conceptos sobre vectores, cuandon =12y 3,
no puede utilizarse cuando n > 3; por ello el estudio del algebra vectorial en
espacios de mas de tres (3) dimensiones debe hacerse totalmente con medios
analiticos cuyo raciocinio axiomatico se a simplificado hoy por hoy debido la
adaptacion y uso de la nuevas tecnologia en las matematicas tales como las
calculadoras graficadoras y los computadores y siendo mas especificos, usando

los software educativos como el Derive. De facil acceso para el estudiante de hoy.

Dada la estrecha relacion entre el Producto Punto ¢ Escalar y el Producto Cruz 6
Vectorial, se presentan algunos ejercicios de aplicacion utilizando principalmente
el triple producto escalar como una de las propiedades que mas expresa la

relacion entre estos productos.
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Ejemplos de n-planos en R? R® y R* determinados por 2, 3, y 4 puntos

respectivamente.

Nota: EI numero de puntos que determina un n-planos
es el mismo de la dimensidén del campo en que

esté.

Observacion:

Aungue hasta aqui no se halla hablado del Producto Vectorial en R?, se ve que es
posible definirlo, y como para R" se necesitan (n-1) vector, para R? se necesita
un vector.

Sea V=(V,V,) unvector de R% Entonces el Producto Vectorial de él, denotado
por xV se define asi:

)

“V::X( e 12): = W8 — 1162:( 127_%)

el
v

1 12

Ejemplo 1.

Dados los puntos R =(2,0) y B =(03). Halle las ecuaciones vectoriales y
cartesiana del 2-plano en R

(Recta)

*X: = (073) - (072) = (_273) = B - R

g 6
-2 3

A= =3¢ +2e¢ =(3,2)

X.A=(-23).032)=(-2).3)+(3).(2) =6+ 6 =0
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Ecuacién vectorial de la recta.
(X-R)A=0 X=(x,x)
(%, %)-(2,0).3,2)=0
(x-2,%)(3,2)=0

3x—-6+2x =0

3x+2x, =6

Ecuacion Simétrica de la recta.

Ejemplo 2.
Dados los puntos P =(2,0,0) , A =(0,3,0) y B =(0,0,4). Halle las ecuaciones
vectoriales y cartesiana del 3-plano en R>,

(Plano).

*XI = (07370) _(27070) = (_27370) = B _R y X2 = (07074) - (27070) = (_27074) = f; - E

el eZ ej
A=xax,=-2 3 ol=el Yoot Yiel? 2o (8)+e o)
1 2 2 0 10 4 2_2 4 j_2 O 1 2 3

A =(12,8,6)

XA =(-23,0).(1286)=-24+24+0=0

Ecuacién vectorial del plano.

(X-A)A=0 X=(x,x.x)
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XA=RA
(%, %.x). (12,8,6) = (2,0,0). (12,8,6)
12x +8x, +6x =24

Ay2 50
2 3 4

)

Ecuacion Simétrica del plano.

Ejemplo 3.

Dados los puntos £ =(2,0,0,0), £ =(0,3,0,0), B=(0,0,40) y P, =(0,0,0,5). Halle

[ g}

las ecuaciones vectoriales y cartesiana del 4-plano en R*.
X =(0,3,0,0)-(2,0,0,0) = (-2,3,00) =P - P
X, =(0,0,4,0)-(2,0,0,0) =(-2,04,00=B-F

X, =(0,0,0,5)—(2,0,0,0) = (-2,0,0,5) = P - P
0 0
A= X xX,xX, = 4 o| =606 +40e +30¢ + 24¢, = (60,4030.24)

XA =(-2,3,0,0). (60,40,30,24) = —120 +120 +0+0 =0

X,.A = (~2,0,4,0). (60,40,30,24) = 120+ 0 +120 +0 =0
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X,.A =(-2,0,0,5). (60,40,30,24) =-120+0+0+120 =0
Ecuacion vectorial del 4-plano en R*,
(X-R)A=0  X=(xx, %, %)
XA=PA

(%, %, %, x). (60,40,30,24) = (2,0,0,0). (60,40,30,24) =120

60x +40x +30x +24x =120

Ecuacioén Simétrica del 4-plano en R*.

Analogamente y en forma general podemos deducir la ecuacion vectorial y

simétrica del n-plano en R" determinados por los puntos P2, B,.,P y los n-1

vector que se obtienen.

Dado
X (X, X X, X)eRT X =(xp%%)€R" i=12,,(n-1)
(X-P)A=0 A=X;XA’2X...XA’(H_1)
X1 =P X = Pn KPPy - - o Xy T Dy
X X X3 1n
X X X3 e X,

(X_ P) (‘XI)(‘XYZX")(‘XEH—I)) =

X1 X2 X3 e Xayn
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A continuacion presentamos ejemplos sencillos de aplicacion en calculos de areas

y volumenes de figuras y cuerpos geométricos.

Ejemplo 4.

Hallar el area del paralelogramo que tiene por lados los vectores que van del

origen a los puntos (3,0) y (0,3) en R

Y X =G0 X, =(03)

(0,3 )

§=X.(xX)=(.0)] | =(.0.03)=9

G
0

(0.0)  (3.0) X
Ejemplo 5.
Hallar el volumen del cubo formado por los vectores que van del origen a los
puntos (3,0,0), (0,3,0), y (0,0,3) en R®.

X, =(3,0,0) X, =(0,3,0) X; =(0,0,3)
z
(0,0,3]
a & 4
V=X.(X,xX;)=(3,0,0)[0 3 0]/=(3,00).(90,0) =27
(310,01

. 0 0 3

23.0)

Y
Ejemplo 6.

Hallar el volumen del 4-plano en R* que esta formado por los vectores que van del
origen a los puntos (2,0,0,0), (0,2,0,0), (0,0,2,0) y (0,0,0,2).
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0
V= X.(X,xX,xX,) = (2,0,0,0). o = (20.00).(80,0,0) =16

oS O O o

La aplicacion del Producto Vectorial en el campo de la fisica se presenta como

sigue:

A nivel atdémico, el movimiento de cargas estda determinado por la fuerza

electromagneética. Si en una region del espacio existen a la vez un campo eléctrico
E 'y un campo magnético B, la fuerza combinada F que actua sobre una

particula con carga ¢ y velocidad Ves F= qE+ q?/’X_BE
Esta fuerza se conoce como fuerza de Lorentez, en honor a H. A. Lorentez (1853-
1928) quien realizé numerosas contribuciones al conocimiento de los fendmenos

electromagnéticos.

Se observa que en el segundo sumando se tiene el Producto vectorial de la

velocidad v por el campo magnético 735 multiplicado por el escalar ¢.

Nuestra inquietud es ahora como podriamos definir la fuerza en éstas condiciones

en el espacio R*.

Hasta el momento no es posible calcular la fuerza magnética en un campo

magnético definido en R*, puesto que para calcular dicha fuerza en R*, ademas de

V'y B requeririamos de un tercer vector que estaria por conseguirse.

Consecuencialmente en el espacio R", ademas de V y B necesitariamos (n-3)-

vectores para hallar la fuerza magnética.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS

Las matematicas son mas interesantes, si se conoce algo sobre su desarrollo
historico, y para estimular el interés en éste sentido se incluye en el presente
trabajo una nota historica sobre el “Producto Vectorial” de Joseph Willand

Gibbes, uno de los matematicos que mayor aporte ha hecho al analisis vectorial.

Cada una de las propiedades del Producto Vectorial en R" (n >4) que aparecen en
el texto contienen una demostracion sencilla al igual que ejemplos y ejercicios
cuya lectura y solucion llevaran al lector a mostrar el grado de aprehension del
tema, ademas es importante que éste haga de la presente obra un proyecto que lo
invite a investigar y a realizar trabajos complementarios que enriquezcan el

conocimiento adquirido.

Algunas propiedades dejan sugerencias utiles al lector, que él manejara
cuidadosamente para comprobar por si mismo su veracidad y no conformarse con
resultados dados con antelacion y asi ejercitar su juicio y demostrar que asimild

los conceptos.

Es indispensable la interpretacion correcta de las aplicaciones del Producto
Vectorial en problemas de areas y de volumenes de figuras y cuerpos
geometricos al igual que en los de la fisica y del algebra lineal que muestran su
relacion con el mundo real. En algunos ejemplos se incluyen graficos que ayudan
a visualizar y a entender su geometria e interpretar mejor dichos problemas. Cabe
anotar que por el contenido del trabajo también hay problemas que contienen el

estudio relacionado con espacios vectoriales abstractos.

Finalmente el presente trabajo incluye un acervo de ejercicios que se pueden
resolver para comprobar la asimilacion parcial o total del tema; es claro lo
laborioso que resulta el desarrollo del Producto Vectorial en un espacio de

dimension mayor 6 igual a cuatro, para tal efecto y para la verificacion de las
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propiedades tratadas se recomienda el uso del software educativo Derive quien
puede resolver o simplificar un determinante de cualquier orden incluso siendo la
primera fila un vector o conformada por variables como es el caso del Producto

Vectorial.
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CONCLUSIONES

La definicién del Producto Vectorial en R®, es extensible a R".

Las propiedades que cumple el Producto Vectorial en R® también se

cumplen en R".

El Producto Vectorial en R" es de gran utilidad en la solucién de problemas

reales del algebra lineal y la fisica.

Los determinantes y sus propiedades son de vital importancia en el

desarrollo del Producto Vectorial en R".

El software educativo Derive es importante ya que facilita los calculos del

Producto Vectorial en R".



