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Introduccion

El estudio del aprendizaje de las matematicas esta en continuo crecimiento, esto
hace que existan cantidades importantes de trabajos sobre diversos temas desarrollandose a
diario, cada uno con un enfoque, una filosofia y unas maneras de ver la educacion
matematica. Este trabajo contribuye estableciendo desde bases tedricas que hablan sobre las
practicas matematicas poniendo la mirada sobre unos autores y apartes de obras
especificas, para posteriormente relacionar los tratamientos en la resolucion de una
situacion matematica de un grupo de estudiantes, esto para analizar y desarrollar
conexiones perceptibles entre estos (autores y estudiantes) que permitan asociar estos
valores sobre un estado de aproximacion al conocimiento matematico especifico. En este

caso algunos asuntos referentes a concepciones de areas y perimetros de curvas.

El trabajo plantea la necesidad de aproximar a los estudiantes acerca de asuntos que
atafien al calculo. Ve potencialidades en las practicas matematicas como una forma para
hacer la aproximacién, pues asume que el analisis de rupturas en los aprendizajes de los
estudiantes implicitos en el curriculo de la educacion media, tienen relaciones con las
rupturas en las practicas matematicas en momentos definitivos en el desarrollo histérico de
la medida del area bajo la curva trabajados por Wallis y Newton. Lo descrito por este

parrafo se vera a profundidad en el apartado Justificacion.

Se analiza los componentes de la practica matematica en los métodos usados por los

estudiantes, en comparacion con las de algunas préacticas que antecedieron a las pretendidas



y estandarizadas en el calculo tal y como es visto hoy; seré la finalizacion de este escrito.
Emergeran potencialidades para el proceso de ensefianza-aprendizaje. Para llegar al punto
se examina unos fragmentos de obras previamente determinadas de los autores Wallis y
Newton, quienes aportan a las matematicas, en especial en la cuestion de hallar cuadraturas,
problemaética en la que se enmarca la situacion que enfrentaran los estudiantes. Como
camino para el andlisis y la determinacion de las conclusiones se utilizan los componentes

de las practicas matematicas propuestas por Kitcher.

La metodologia establecida para realizar el analisis histérico de este trabajo parte de
los componentes de las practicas matematicas, es decir no es un mapeo histérico de la
construccién de un concepto, sino el estudio de un desarrollo en una parte de obras
matematicas con unos criterios preestablecidos y provenientes del analisis de la practica
matematica en componentes (Kitcher, 1984). Una vez evidenciadas los componentes de las
practicas matematicas en cada autor, se construye una situacion o tarea que, en un ambiente
de aprendizaje especifico, posibilite actividad de los estudiantes en un grupo de estudiantes
de altimo grado en educacion media. Esto permite evidenciar la emergencia de elementos
de los componentes en sus practicas matematicas. Para este fin, ademas, se tendran dos
fuentes de informacién: los escritos producidos por los estudiantes y los videos de la

actividad realizada por los mismos.

Este trabajo permitird reconocer que elementos de los componentes, intuitivos de
las préacticas intuitivas y empiricas de los estudiantes, se aproximan o por el contrario
distan, de aquellos presentes en las de los trabajos seleccionados sobre cuadraturas que
antecedieron cronologicamente a los metodos analiticos. Debido a esta forma de comparar,

en futuros estudios este documento puede servir de base para crear nuevas experiencias de



aula, trabajadas desde la aproximacidn, consciente o inconsciente, de los estudiantes a los

procesos historicos, con la finalidad de llevarlo a refinar sus estructuras conceptuales.

Planteamiento del problema

En el proceso de aprendizaje de la transicion algebra-calculo existe una ruptura. Ya desde
los afios noventas en diversas investigaciones se hacen visibles factores que propenden el
bajo nivel de éxito en matematicas de los estudiantes de Gltimos grados de la educacion
media y primeros de la educacién superior. El orden de los contenidos para la ensefianza
del calculo en las escuelas se desarrolla generalmente sobre la idea de los métodos
analiticos, pasando luego por la representacion tabular y terminando por la representacion
gréafica, (Turégano 1995); por otra parte, Griffin (1995) afirma que el reducido grado de
éxito en las matematicas universitarias se debe a la separacion cada vez mas amplia que
tiene lugar entre la comprensién intuitiva de las matematicas por parte de los estudiantes y

los algoritmos que necesitan para aprender en su educacién formal.

Con relacion a lo expresado anteriormente es posible afirmar que los estudiantes
deben asimilar al mismo tiempo fenémenos como el infinito, limites; conceptos y teorias
propias del estudio de la variable; es asi como los contenidos del calculo que se intentan
llevar al aula en grado once, son presentados mayoritariamente mediante algoritmos,
pretendiendo ensefiar conceptos avanzados sin dar tiempo a los estudiantes de reflexionar
sobre los contenidos (area, limite, funcion, perimetro,...), convirtiendo la ensefianza
preliminar de la derivada e integral en asumir algunos métodos establecidos en los libros
del célculo; esa misma idea la expresan autores como Castelblanco (2012) o la profesora
Turégano (1995); esta ultima describe sobre el aprendizaje institucionalizado del célculo lo

siguiente:
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“Existen dificultades de aprendizaje en los estudiantes con esta parte de las
matematicas (calculo) dificultades que han sido constatadas por las recientes
investigaciones y que han conducido a proponer nuevos enfoques en el aprendizaje
del célculo y justificar la necesidades de secuenciar el curriculum atendiendo a la

génesis de la historia de los conceptos” pp. 241.

Algunas dificultades al pasar del algebra al calculo, se perciben en investigaciones en
educacion matematica mas cercanas a nuestros tiempos; una de ellas es Neira (2013);
realizd una investigacion de errores y dificultades que presenta el estudiante al enfrentarse
al célculo; toma como fundamento cinco obstaculos que evidencia Sierpinska (1994) que
pueden resumirse como tropiezos epistemologicos con los limites, la continuidad y el
infinito, ademas de obstaculos en la representatividad simboélica y geométrica de las

funciones.

De las razones que enuncia Neira (2013), para las dificultades del transito del
algebra al célculo, como la separacidon curricular o el poco rigor matematico que se tiene en
la educacion media, existe una que para este trabajo es mas relevante, la poca exploracion
que tienen los estudiantes con respecto a los limites y el infinito, sobre todo entre los

nameros reales.

La investigacion realizada en diferentes paises Suiza, Italia y Colombia, publicada
en 2006, muestra en diferentes contextos que la “estimacion del infinito” es innata al
desarrollo formativo de los grupos poblacionales y su experticia en las matematicas

(D’Amore y otros, 2006); es posible entonces partir desde el sentido del infinito para



realizar exploraciones en el aula, con la seguridad de hallar percepciones y disposiciones de

los estudiantes sobre el infinito.

El problema de la coyuntura al acercamiento del calculo se puede examinar desde
diferentes puntos de vista y herramientas en la didactica. Este estudio asume como enfoque
la practica matematica. Por una parte, la definida por Godino y Batanero (2007) como:
“toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a

otros contextos y problemas”.

Como ya se ha dicho, hay mas formas de estudiar a profundidad el fenémeno didactico del
aprendizaje del célculo, pero las practicas matematicas permiten ver, tanto personal como
institucionalmente, aspectos profundos de lo que se entiende en matematicas, que ligan con
las maneras de ver, entender y trabajar las matematicas. El siguiente diagrama muestra las
relaciones que existen entre los significados personales e institucionales y algunos

elementos esenciales de las practicas matematicas segin Godino y otros (2006):
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Imagen 1. Tipos y significados personales e institucionales en practicas matematicas.

Tomada de Godino y otros (2006).

Por otras parte, practicas matematicas de los matematicos profesionales pueden ser la base

de elementos transformativos en el conocimiento matematico. Asi lo enuncia Kitcher

(1984), en su teoria de la naturaleza del conocimiento matematico; establece cinco

componentes de la practica, Lenguaje, Conjunto de puntos de vista meta-matematicos,

Razonamientos aceptados, Declaraciones aceptadas y Cuestiones aceptadas, el cambio de

alguno de los cinco componentes generan nuevas practicas que se pueden ver implicita o

explicitamente en los métodos al solucionar cualquier enunciado por medio de las

matematicas. Las practicas matematicas se han transformado y han desarrollado las

12
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matematicas a través de la historia; por ejemplo, el conocimiento de la geometria
euclideana no resulta suficiente para dar soluciones a algunos problemas matematicos y

algunas concepciones y practicas matematicas debieron transformarse.

Para atacar la coyuntura del proceso formativo en los estudiantes, en cuanto a la
asimilacion de los asuntos del célculo, se toma una tematica concreta: la cuadratura. En
primera instancia debido al constructo, como tal, de los distintos métodos de las
cuadraturas, comprende conceptos como limite e infinito, es posible examinar formas de
intuir e interpretar el proceso de asimilacion de estos asuntos del calculo por parte de los
estudiantes, ademas de permitir maneras de ver entre las practicas matematicas que
aparecieron en la historia antes de que existiera el calculo con los métodos analiticos que se
ensefian hoy dia en la escuela y las formas y modos de actuar, practicas matematicas de los

estudiantes que se aproximan al aprendizaje del célculo.

Ahora bien, al realizar el recorrido historico de soluciones a problemas asociados a
las cuadraturas, se encuentra que durante los siglos XVI1 y XVIII, se daba solucion a
dichos problemas utilizando métodos distintos a los analiticos; por ejemplo, algunos lemas
en Los Principios Matematicos de Newton y la aritmética de los infinitos de Wallis,
proporcionan elementos que permiten llevar a cabo procedimientos matematicos
susceptibles a la intuicién y exploracién numérica, procesos que se pretende ver desde el

enfoque de las practicas matematicas en los estudiantes.

Conforme a lo mencionado anteriormente, esta investigacion se plantea un conjunto
de acciones y modos que permiten recoger y examinar métodos iniciales utilizados por los

estudiantes antes de entrar en contacto con los metodos analiticos, elaborados por Newton y



Wallis en el proceso de ensefianza-aprendizaje; para ello se propone a un grupo de
estudiantes, en un aula de educacién media, una situacion que puede ser enmarcada en el
area problémica de las cuadraturas. Se trata de allegar elementos hacia el hallazgo de una

respuesta para la pregunta:

¢ Qué es posible ver en las practicas matematicas de los estudiantes con respecto al
tratamiento de cuadraturas, tomando como referencia algunas practicas matematicas en
métodos de Wallis y Newton para mirar posibles transformaciones del conocimiento

matematico en busca de la mejora en el transito &lgebra-célculo?

Justificacion
Inicialmente se plantea la hipdtesis de que algunos elementos de las practicas
matematicas histéricamente establecidas podrian verse reflejadas en los procesos que
ejecutan los aprendices sobre algunos contenidos que los aproximan al calculo; si es asi, los
estudiantes tienen maneras de hacer matematicas semejantes en algunos elementos a los

autores que antecedieron los procesos analiticos para las cuadraturas.

El proposito de este trabajo es establecer una manera de relacionar el hacer empirico
(Kitcher 1984) de un grupo de estudiantes en sus practicas matematicas con las practicas
matematicas de Wallis y Newton. Los estudiantes de una cohorte de grado 11 del colegio
José Max Ledn conformaron el grupo seleccionado; ellos acometen una situacion referente

a las cuadraturas.

El proceso de construccion histérica de las matematicas permite evidenciar la
existencia de conceptos que evolucionan por medio de las practicas matematicas. Algunos

de estos conceptos son proximidad e infinito, hoy estrechamente ligados al calculo.

14
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En los trabajos de Arquimedes se evidencia desarrollo de la cuadratura, segun lo
muestra Boyer (1986). Una de las maneras que el antiguo griego desarroll6 para hacer
cuadraturas fue el método de exahucidn, el ejemplo mas replicado es con el problema de
hallar el area o el perimetro de circulo; con poligonos regulares inscritos y circunscritos se
acota por arriba y por abajo el circulo aproximéndose a su &rea aumentando la cantidad de
lados de los poligonos; entre més lados tengan dichos poligonos se puede afirmar que sus

areas son mas cercanas al area del circulo.

El método de exahucion en su concepcion filosofica fue transformado en los siglos
siguientes al XV, cuando se acepto6 por los matematicos de la época la posibilidad de
descomposicion de formas geométricas con una dimensién mayor en otra menor, esto se
deja ver en la “Geometria de los indivisibles” de Cavalieri; aunque las maneras de hacer
matematicas por Cavalieri son dificiles de asimilar (Andersen 1982) la idea de los
indivisibles (todas las lineas “omnilineas” ocupan el espacio de cualquier area
bidimensional, idea que la lleva también al concebir el volumen como ocupado por todas
los planos contenidos en él) fue aprovechada por matematicos que le sucedieron. Las
practicas matematicas de Wallis y Newton utilizan la idea de los indivisibles; con ella
desarrollaron teoremas y métodos para abordar la cuadratura, antes de que existiesen los

métodos analiticos actualmente estandarizados, como se vera a continuacion.

Wallis en Arithmetica infinitorum (1655) pasa a proporcionar fundamentos
matematicos numéricos de los indivisibles, trabajados principalmente como sucesiones
aritméticas. Esas cuadraturas ofrecen una nueva perspectiva de los conceptos clasicos de

medida en el area. La elaboracién de la cuadratura de Wallis aclara las penumbras de los
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principios en el pensamiento de Cavalieri, ademas de aritmetizar los procesos que anclan el

concepto del area bajo la curva.

Newton retoma el trabajo de Wallis en el invierno de 1664. Durante dicha época se
dedica a analizar el trabajo de los indivisibles, encontrando herramientas suficientes para
hallar integrales definidas de gran cantidad de curvas, al generalizar los patrones que le
proveian el metodo de los indivisibles; ademas en sus lemas I, 111y IV de la seccion 1 y el
lema V de la seccion 3 en los principios matematicos de la filosofia natural (1687), utiliza
métodos numéricos para hallar ordenadas de curvas, logrando asi completar lo necesario

para hallar integrales definidas utilizando geometria y aritmética.

La teoria de la practica matematica (Kitcher 1984) comprende el actuar sobre
cualquier concepto en matematicas; establece cinco componentes que la conforman; un
lenguaje, un conjunto de declaraciones aceptadas, un conjunto de razonamientos aceptados,
un conjunto de preguntas seleccionadas como importantes y un conjunto de puntos de vista
metamatematicos. Los procesos de trasformacion en algunos o todos los componentes de la
practica matematica de dos obras historica seleccionadas importantes en el trabajo de la
evolucion en cuadraturas y la matemética en si, estarian sirviendo como herramienta de
andlisis en la proximidad o distanciamiento entre las practicas historicas tomadas y las

elaboradas por los estudiantes.

Alsina (2009) mira en la educacién matematica realista (EMR) una teoria basica
concentrada en el qué y como ensefiar matematicas. Freudenthal fue el precursor de la
corriente tedrica de la EMR. Aungue para ella se establecen seis principios fundamentales,

se rescata para este apartado el principio de realidad. El acercamiento de los estudiantes al



aprendizaje se debe realizar en un principio sobre situaciones reales, ya sean en concreto o

en la mente de los estudiantes. Sobre el principio de realidad se dice que:

“El contexto de los problemas que se presentan a los alumnos puede ser el mundo
real, pero esto no es necesariamente siempre asi. Es necesario que progresivamente
se desprendan de la vida cotidiana para adquirir un caracter mas general, 0 sea, para

transformarse en modelos matematicos” (Alsina 2009).

Este principio permite el uso de la impresora de impacto en la formulacion de las tareas
para cualquier estudiante de la educacion media en Bogota o sus alrededores, ya que esta
hace parte de su cotidianidad. El estudiante tiene la posibilidad de actuar y reflexionar en

un campo a la vez perceptual e imaginable para él.

Dicho principio es consistente con la postura socioepistemoldgica. En cuanto al
problema educativo, el aprendizaje acerca de los objetos matematicos debe recaer sobre la
significacion compartida mediante el uso culturalmente situado. Cantoral, Reyes y Montiel
(2014) afirman que la postura socioepistemoldgica del aprendizaje de las matematicas
contradice la costumbre de enfocar la evaluacion sobre definiciones y deducciones en el

aula de matematicas.

Los artefactos que hoy en dia incorporan ideas matematicas. Una impresora de
impacto usa lineas una junto a la otra, que llevan a ocupar espacios en una figura que puede
ser limitadas por curvas o rectas, al menos desde nuestra percepcion Optica se ve asi; esta
manera de ocupar espacios fue pensada por Wallis y Newton para hallar las medidas de

areas delimitadas por curvas, ejecutando procesos que parten de las medidas de las “lineas”

17
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para determinar las medida de las superficies cuyo borde est& dado por curvas; a estos

procesos se les llama cuadraturas.

Desde el punto de vista curricular, hay que decir que el tipo de contenidos que se
pone en juego desde este trabajo investigativo, hace parte del previsto para el grado 11,
donde se culmina la educacion media en Colombia. La mayoria de curriculos basados en
los estadios de pensamiento Piagetianos, entiende que los conocimientos abstractos
complejos son asimilables por la mayoria de los humanos con interacciones sociales y
culturales, en edades posteriores a los 14 afios. EI Ministerio de Educacion Nacional parece
compartir esa manera de ver el aprendizaje para hacer el curriculo. Desde 2006 en los
estandares basicos de competencia trata de regular que los estudiantes en la educacion
media desarrollen habilidades que perfectamente pueden ser alineadas al aprendizaje del
calculo, aunque segun estudios y evoluciones una gran cantidad de las instituciones

educativas del pais no lo asimilan de esa manera ().

Objetivos

El presente trabajo da cuenta de los siguientes objetivos:

Objetivo general

Usar y hallar elementos de la practica matematica escolar actual y hallar elementos de la
practica matematica de Newton y Wallis en relacion con la cuadratura para ver el transito

entre métodos algebraicos y métodos analiticos del calculo escolar.

Objetivos especificos

e Determinar practicas matematicas respecto a las maneras de hallar medida de las

cuadraturas, en particular Newton y Wallis.



e Disefiar una tarea en el marco de las cuadraturas, disponiendo en ella elementos que

permitan mirar practicas matematicas de los estudiantes.

o Disponer elementos del ambiente que permitan aprendizaje y expresion de lo
aprendido.
e ldentificar, en las maneras de conseguir las medidas de una cuadratura, enfocadas

de las practicas matematicas preconcebidas por los estudiantes.
Marco de referencia

Para establecer el Marco de referencia primero se hizo una revision de los trabajos que le
dieron vida al célculo tal y como lo conocemos hoy en dia, esto se hizo con ayuda del texto
de puesto que su trabajo lo que recopila es la informacion relevante del siglo XVI1y XVII
en cuanto a los aportes a las matematicas que permitieron y antecedieron al calculo y la
teoria de conjuntos, mostrandose una secuencia de hechos historicos no presentes en la

matematica escolar como se ha identificado en apartados anteriores.

Se considera como posibilidad de trabajo sobre las préacticas matematicas percibidas
entre el siglo XVIy XVII, dos autores, Wallis y Newton, pues existe una relacion directa
entre sus trabajos (Grattan-Guinness, 1984); por otra parte, cada uno hace aportes que
permitieron la construccién conceptual del calculo y de esta manera llegar a los métodos

analiticos que hoy en dia se ensefian en las aulas.

La idea de practica mateméatica como metodologia de analisis historico hace parte
de la estructura de este trabajo, es decir los componentes que propone Kitcher para el

estudio de las practicas van a posar su mirada sobre obras de Wallis y Newton, extractos
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que van a ser desintegrados posteriormente, actuando en este texto como categorias para

estudiar las practicas.

Este marco de referencia se ordena por aparicion cronoldgica segun el afio de
publicacién de las obras sometidas a estudio: el primero Series y sucesiones de Wallis y
Luego Cuadraturas de Newton. Finalmente se pone en contexto las practicas matematicas

de Kitcher.

Series y sucesiones de Wallis

En cuanto a Arithmetica infinitorum, de Wallis (1655), es una obra mucho mas legible,
puesto que el lenguaje es mas cercano a la escritura matematica actual; sin embargo, se
estudian sus ideas acudiendo a traducciones. John Wallis estudid lo hecho por Cavalieri,
pero con una mirada mucho méas numérica; es decir, enfoca las razones entre indivisibles, el
calculo de las areas a traves del andlisis de series hechas para cada caso tomado, desde
figuras rectilineas hasta curvilineas o, incluso, figuras no usuales; cada lema es una caso
particular de indivisibles, se busca entonces la serie aritmética que al sumarse corresponda

con el area de una figura, como la delimitada por una curva parabélica.

Para probar mediante el método de induccion la suma de las areas de “todas las
lineas”, idea que toma de Cavalieri, Wallis usa proposiciones para cada caso de relaciones,
en una dimension, dos dimensiones y tres dimensiones; ademas, diferencia entre el tipo de
figuras a relacionar. En este apartado se toma las proposiciones para una y dos

dimensiones; la tarea propuesta a los estudiantes se limita en esas medidas.

Las proposiciones seleccionadas para este trabajo son las siguientes:

Paran = 1, es decir una sola dimension.



Proposicion 2.
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“Si se toma una serie o sucesion, de cantidades en proporcidn aritmética (o como

la secuencia de nimeros naturales) continuamente creciente, empezando

desde un punto 0, ya sea finita o infinita en nimero (no habré ninguna

razon para distinguir), habra una serie o sucesion del mismo nimero en

igualdad de condiciones a la mas grande, en relacion de 1 a 2.

Es decir, si el primer término, es 0, el segundo 1 (de otro modo algun tipo de

ajuste debe ser aplicado), y el Gltimo es [, la suma seré de HTll (en este

caso el niamero de términos sera [ + 1). O (poniendo m para el numero de

términos, cualquiera que sea él %ml.” (Wallis, 1656 trad.).

Para esta primera proposicién, enuncia una propiedad de las series numéricas, donde su

resultado siempre es %. En la proposicion 1, enmarca un ejemplo numeérico de la expresion

anterior.
0+1 1
1+1 2

0+1+24+3=6

1
3+3+3+3=12 2

04+14+2+3+4+5=15 _1
5+5+5+5+5+5=30 2

0+1+2=3 1

2+2+2=6 2
0+1+2+3+4=10 1

44+4+4+4+4=20 2
0+14+2+3+44+54+6=21 1

6+6+6+6+6+6+6=42 2

Imagen 2. Series de la Proposicién 1, aplicables a la Proposicion 2. (Wallis 1656)

Proposicion 3.

“Por lo tanto, un triangulo sobre un paralelogramo (en una base igual y de la misma

altura) esté en relacion de 1 a 2.
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El triangulo consta, por asi decirlo, de un nimero infinito de lineas paralelas en
proporcion aritmética, partiendo de un punto, de los que el mas largo es la base
(como se demostré en las Proposiciones 1y 2 de nuestro libro en las seccion de
conicas); y el paralelogramo formado por el mismo namero de lineas iguales a la
base (como se desprende). Por lo tanto la primera a la tltima es como de 1 a 2 (de
lo que ha pasado antes)”. (Wallis, 1656, trad.).

La proposicion 3 de Wallis considera triangulos no usuales. La primera subdivision de su
manera de ver los procesos de las cuadraturas, Wallis determina posible expresar siempre

en razon de 1 a 2, sin importar que los bordes del triangulo sean lineas rectas o no.

b 2L LE L DLl L ]

———— i S -

—— e . . . B

- - ———

e R el e . . i -....-j

B

-

B

Imagen 3. La vista de posibles triangulos cumpliendo las caracteristicas de las series de la
Proposicion 2 (Wallis, 1656).

Proposicion 4. De la misma manera, una parabola piramidal o conoide (ya sea
derecho o inclinado), a un prisma o cilindro (en una base igual e igual de altura) esta
en relacion 1 a 2. Para una pirdmide o una conica parabdlica, por asi decirlo, de un

numero infinito de planos en proporcidn aritmética, procedentes de un punto, de los
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cuales el més grande es base, y el prisma o cilindro del mismo nimero de plano es
igual a la base (como estéa claro). Por lo tanto, la primera es a la segunda como 1 a

2, por la Proposicion 2. (Wallis, 1656, trad.).

A L A i
o/ .0 __\a
O P (o)
of. D \o \
o D \o
O D \o D

Imagen 4. Representacion de una parabola cumpliendo la proposicion 4 (Wallis 1656).

En la Proposicion 4, en la aplicabilidad de la parabola segun las proposiciones anteriores,
dado que es posible segmentar la parabola o cénica en pequefios tridngulo, sin importar que

sea curvado o no.
Paran = 2.

Proposicion 20. “Si se ha propuesto una serie o sucesion, de las cantidades que son
como los cuadrados de proporciones aritméticas (0 como una secuencia de nimeros
cuadrados) continuamente creciente, comenzando desde un punto 0, su relacion a
una serie del mismo numero en igualdad de condiciones a la mayor sera superior a
un tercio; y el exceso sera la proporcidn de uno a seis veces el nUmero de términos
después de 0; o de la raiz cuadrada del primer término después de 0, a seis veces el

cuadrado de la original a la més grande.
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Es decir (si por el primer término después de 0 se pone 1, y para el dltimo [),

[+1 [+1
lZ

2
3 +6ll

O (que indica el nimero de términos de m, y el ultimo de 1),

m
1>+

lZ
3 6m—6

Desprende de las proposiciones anteriores.

Dado que, por otra parte, como el numero de términos aumenta, el exceso de mas de
un tercio continuamente se reduce, de tal manera que al fin se convierte en menos
de cualquier cantidad asignable (como es claro); si uno continla hasta el infinito, se

desvanecerd por completo.” (Wallis, 1656 trad.).

0+1=1_3_1 1 0+1+4=5 1 1
1+1=2 6 3 ' 6 4+4+4=12 3 12
0+1+4+9=14 7 1 1
9+r9+9+9=36 18 3 18
0+1+4+9+16=30 3 9 1 1
16+16+16+16+16=80 8 24 31721
0+1+4+9+16+25=55 11 1 1
25 +25+25+25+25+25=150 30 3 ' 30
0+1+4+9+16+25+36=091 13 1

1
36 +36+36+36+36+36+36=252 36 3 36
Imagen 5. Se muestran las series de la Proposicion 19 que se aplican en la Proposicién 20.

Legado de Wallis. Un gran aporte de Wallis fue alejarse del método establecido por
Cavalieri, y establecer un formalismo para las sumas infinitas a través del método de
interpolacion, ademaés de incluir en sus practicas metodos inductivos, que posteriormente
fueron llamados inductivos incompletos, dando asi una rigurosidad al tratamiento de sus

Series 0 sucesiones numéricas.



Cuadratura de Newton

Los principios matematicos de la filosofia natural, es una de las obras emblematicas de la
construccion del conocimiento matematico, siendo una obra tan importante como extensa.
Para la idea que en este apartado se quiere trabajar, se pondran en estudio solo algunos
fragmentos de la obra, que tiene relacién directa con la cuadratura de una parabola; esta
situacion guarda cierta similaridad estructural con la que se plantea en la tarea a los

estudiantes.

Newton toma patrones encontrados en las series trabajadas por Wallis y las
generaliza, pero le agrega un detalle particular e importante, la posibilidad de encontrar
cualquier ordenada de la figura, esto lo hace con el Lema V y VI de los principios
matematicos; es decir, es capaz de delimitar, mediante métodos numéricos, la figura en
cualquiera de sus lineas y saber su medida para, asi, tener certeza de la relacién entre las
magnitudes. Sin embargo, en la Seccion 1 del Libro Primero, Newton plantea un conjunto de
lemas en los que facilmente podemos apreciar nociones cercanas a lo que hoy conocemos

como integral definida para una parabola; se observa en el Lema II:

Lema 11, Seccion 1, Libro Primero. Si en una figura AacE comprendida entre las
rectas Aa, AE, y la curva acE se inscriben varios paralelogramos Ab, Be, Cd, etc.
construidos sobre bases iguales AB, BC, CD, etc. y con lados Bb, Ce, Dd paralelos
al lado Aa de la figura; y se completan los paralelogramos aKbl, bLcm, cMdn, etc.,
si se disminuye la anchura de estos paralelogramos y se aumenta infinitamente el
namero de ellos: digo que las razones Gltimas que se dan entre la figura inscrita
AKbLcMdD, la circunscrita AalbmcndoE vy la curvilinea AabcdE son razones de

igualdad.
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A BF €C D E

Imagen 6. Representacion dada por Newton (1687) para explicar el Lema 11 de la Seccién
1.

Acompariando el anterior Lema I, se encuentran los Lemas I, 1l y IV, que refuerzan la
misma idea de ocupacion de espacios en el area bajo una curva, por medio de rectangulos

con bases iguales.

El Lema Il pone especial énfasis en el trabajo sobre el limite de los rectangulos de la
misma base, para ser iguales a la curvatura mostrada. “las razones ltimas son también
razones iguales, pues de no ser asi habria algun tipo de espacios entre ellos, esto haria que
no fuesen las razones iguales” (Newton 1687). Esta apreciacion indica para cualquiera sea
la anchura de los rectangulos habra una suma de esos rectangulos que es igual a la de la
superficie delimitada por una curva. En el Lema III describe Newton el Colorario I “De
aqui que la suma ultima de paralelogramos evanescentes coincide en todo punto con la

figura curvilinea”.



Al final de esta seccion, en un Escolio, Newton se permitia a si mismo especular,
discute como se debe entender "cantidades evanescentes” y “cantidades nacientes”, en el
que podemos visualizar un concepto de limite, que es central para todos los desarrollos

anteriores. En dicho Escolio se sintetiza la idea de limite de esta forma:

Escolio, Seccion 1, Libro Primero ... Por tanto, en lo que sigue, cuantas veces
considere cantidades como si constaran de particulas, o cuantas veces tome
pequefias curvas por lineas rectas, no quiero entender nunca que se trata de
indivisibles, sino de divisibles evanescentes, ni tampoco de sumas o razones de
partes determinadas, sino de los limites de las sumas y de las razones ... Pudiera

objetarse que no hay proporcién ultima alguna entre cantidades evanescentes, ya

que antes de que desaparezcan no son ultimas y, después de desaparecidas, no puede

darse ninguna ... ha de entenderse por razon Ultima de cantidades evanescentes la
razon de cantidades, no antes de que desaparezcan, ni despues de desaparecidas,
sino aquélla con la que desaparecen ... y semejante en la razon del limite de todas

las cantidades nacientes y evanescentes. Y dado que tal limite es cierto y definido,

el problema de determinarlo es puramente geomeétrico... Las razones Gltimas con las

que tales cantidades desaparecen en realidad no son razones de cantidades ultimas,
sino limites a los que tienden a acercarse siempre las razones de cantidades
continuamente decrecientes, limites a los que pueden acercarse mas que una
diferencia dada, pero nunca traspasarlo. Ni tampoco alcanzarlo antes de que las

cantidades disminuyan in infinitum...Newton (1687).

Newton, ademas, trabaja en otra parte de su obra, un Lema para encontrar cualquier

ordenada de una curva a partir de una recta de referencia de dicha curva, el Lema IV del
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libro 111 encuentra distancias desde una recta definida dada hasta cualquier punto de una

curva cualquiera:

Lema V, libro I11. Determine una linea curva de indole parabdlica, que pase por

cualquier nimero dado de puntos.

Sea A, B, C, D, F, etc., y abatanse desde ellos sobre cualquier linea HN, de posicion

dada, otras tantas perpendiculares AH, Bl, CK, DL, EM, FN, etc.

Caso 1. Si HI, IK, KL, etc., intervalos de los puntos H, I, K, L, M, N, etc., son
iguales, tomense b, 2b, 3b, 4b, 5b, etc., primeras diferencias de las perpendiculares
AH, BI, CK, etc., c, 2c, 3c, 4c, etc., sus segundas diferencias, y d, 2d,3d, etc., las
terceras, de forma que AH-BI sea =b, BI-CK=2b, CK-DL=3b, DL-EM=4b, EM-
FN=5Db, etc.; entonces b-2b=c, 2b-3b=2c, 3b-4b=3c, 4b-5b=4c, etc., asi hasta la
ultima diferencia, que aqui es f . Después tras levantar cualquier perpendicular RS,
que puede considerarse como ordenada de la curva que se busca, supéngase, con el
fin de determinar la longitud de la ordenada, que los intervalos HI, IK, KL, LM etc.,
son unidades, sean AH=a, -HS=p, %2 p por -1S=q, 1/3q por +SK=r, ¥ r por +SL=s,
1/5s por +SM=t, procediendo de esta forma hasta ME, penultima perpendicular, y
prefijando signos negativos ante los términos HS, IS, etc., Situados en el lado del
punto S hacia A, y signos positivos hacia los términos SK, SL, etc., situados al otro
lado del punto S hacia A; observando os signos, RS serd =a+bp+cqg+dr+es+ft+etc.

Newton (1687).
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LEMA Y

Determingr una lineg cwrvda de indole pargholica gue pase por
crualgwer numero dadn de puntos

B o

Imagen 7. El enunciado y la imagen que acomparia el Lema V del Libro 111 de Newton

(1687).

Existe un Caso 2 del mismo Lema, la idea sigue siendo la misma, hallar diferencias
buscando razones de cambio, para de esta forma, encontrar el punto de la ordenada en

cualquier punto de la curva.

Legado de Newton. El trabajo de Newton en los fragmentos seleccionados genera nuevas
perspectivas del trabajo que se puede realizar con y acerca de una curva parabdlica; no solo
conseguir su area, sino también encontrar sus ordenadas a partir de procesos aritméticos.
Seguramente, en otros trabajos, Newton profundiza y perfecciona conceptos del célculo;

pero, esta indagacion se remitira a los ya expuestos.

Las practicas matematicas de Kitcher

La teoria de las practicas matematicas Kitcher (1984) puede jugar el papel de propuesta
metodoldgica para entender las transformaciones del conocimiento matematico. Considera

el conocimiento matematico desde la epistemologia y la interpretacién de las practicas
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matematicas como la herramienta que permite ver procesos racionales de cambio y

desarrollo del conocimiento matematico.

En cinco componentes se encuentran consignadas las practicas matematicas: Un
lenguaje, un conjunto de declaraciones aceptadas, un conjunto de razonamientos aceptados,
un conjunto de cuestiones seleccionadas como importantes y un conjunto de puntos de vista
metamatematicas (incluidas las normas para la prueba y la definicion y las afirmaciones
sobre el alcance y la estructura de las matematicas). Como una notacion conveniente, voy a
utilizar la expresion "<L, M, Q, R, S>" como un simbolo para una practica matematica
arbitraria (donde L es el lenguaje de la practica, M el conjunto de puntos de vista
metamatematicas, Q la conjunto de preguntas aceptadas, R el conjunto de razonamientos

aceptados, y S el conjunto de declaraciones aceptadas).

El problema de explicar el crecimiento del conocimiento matematico se convierte
en el de la comprension de lo que hace que una transicién de una practica <L, M, Q, R, S>
hacia una practica inmediatamente posterior <L ', M', Q ', R', S "> sea una transicién
racional. La modificacion en cualquiera de los componentes de la practica matematica

genera una manera diferente de ver el conocimiento matematico.

En relacién con una préctica mateméatica como un quintuple de este tipo, se selecciona
aquellas caracteristicas de la actividad matematica que parecen sufrir un cambio

significativo. Kitcher dice que:

“Evidentemente, es posible que pueda haber elegido méas componentes de lo que
necesito o por el contrario, otras caracteristicas de la actividad matemaética necesitan

ser incluidas si queremos obtener una comprension adecuada del cambio



matematico. Si he cometido un error en la anterior direccion entonces deberiamos
encontrarnos con que es posible entender los cambios en algin subconjunto de los
componentes sin apelar a los componentes que no pertenecen a este subgrupo.”

Kitcher (1984) (trad.)

La aceptacion de estas componentes se debe reflejar en la posibilidad de reconstruir ciertos
tipos de cambios matematicos. En el apartado de metodologia se adopta la teoria de las
practicas matematicas de Kitcher para identificar las posibles transiciones de conocimiento
matematico de dos matematicos y de un grupo de estudiantes; en todos los casos, ellos

realizando actividades sobre las cuadraturas.

Metodologia

El eje metodoldgico del trabajo es el estudio de los componentes de practicas matematicas.
Kitcher (1984) explica las practicas matematicas desde cinco componentes: Lenguaje,
Conjunto de declaraciones aceptadas, Conjunto de razonamientos aceptados, Conjunto de

preguntas seleccionadas como importantes, y Conjunto de puntos de vista meta-matematicos.

La metodologia esta dispuesta en cinco fases. La primera tratara del estudio de
aspectos histdricos relacionados con las cuadraturas de Wallis y Newton, mostrado en el
apartado del Marco de Referencia; estos cumplen con los cinco componen puestos por
Kitcher. La segunda encuentra elementos en la constitucion historica de los tratamientos de
la cuadratura, que pueden ser tomados para generar una tarea que permita ver los
componentes de la practica matematica de un grupo de estudiantes seleccionados. La tercera
se dedica a la gestion y realizacion de la actividad realizada para los estudiantes al resolver

la situacion propuesta en la tarea. En la cuarta se desglosa los elementos de evidencia,
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fotografias y videos que se recopilan en la ejecucion en los componentes Kitcher. Finalmente,
la ultima fase da cuenta de la comparacion de los resultados en los componentes de las
practicas matematicas del seleccionado, a saber el grupo de estudiantes de grado 11 del

colegio José Max Leon con los estudiados en los trabajos de Wallis y Newton.

Fase 1. Analisis de los componentes de las practicas matematicas en los autores:

En esta fase se hace un estudio de los componentes de las practicas matematicas de Newton
y Wallis cuando abordaron la problematica de las cuadraturas, se examinan,
particularmente, los Lemas y Proposiciones de Newton y Wallis; dichas componentes son
interpretadas segun Kitcher y tal como estan descritas en este documento en el apartado

Marco de Referencia.

El texto sobre la naturaleza del conocimiento matematico (Kitcher 1984) desarrolla una
manera de comprender la evolucion de las matematicas. A partir de l6gica inductiva, el
comprende las “practicas matematicas” mediante un conjunto de componentes que
considera razonables para examinar y entender las transformaciones del conocimiento

matematico; las define asi:

1. Lenguaje: Consiste en una fusion de una sintaxis y una semantica que incluye un
conjunto de potenciales de referencia. EI cambio de un lenguaje hacia otro permite
percibir el hilo comun que corre a través de nuestras soluciones a problemas viejos;
esto aumenta nuestra comprension de por qué esas soluciones elaboradas.

2. Conjunto de puntos de vista meta-matematicos: Son afirmaciones acerca de
cdémo los objetivos finales del matematico se quieren lograr. Estos puntos de vista

son tipicamente justificados por la reflexion sobre las formas en que las
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matematicas anteriores han tenido éxito. El trabajo previo ha contado algunos de
ellos como fundamentales, algunos como independientes entre si; las
demostraciones siempre se han presentado de una manera particular. Implicitamente
generalizando en el trabajo previo, una practica matematica puede adoptar ciertos
puntos de vista meta-matematicos que luego entran en conflicto con una propuesta
de sistematizacion, a esto ultimo se le puede denominar como miopia
metamatematica.

Se establece que el conjunto de puntos de vista meta-matemaéticos debe incluir como
minimo los siguientes aspectos:

l. Las normas para la prueba.

. El alcance de las matematicas.

I1l.  El orden de disciplinas matematicas.

Conjunto de cuestiones aceptadas como importantes: El conjunto de preguntas
aceptadas en una practica matematica consiste en preguntas, formuladas en el
lenguaje de la practica, que se consideran adecuadas segun las disposiciones
dictadas por los puntos de vista metamatematicos, y que se pueden respondes a
partir de unos principios basicos y unos razonamientos establecidos por el
realizador de la préactica matematica.

Conjunto de razonamientos aceptados: Son las secuencias de instrucciones que
se cuentan como pruebas. Tales secuencias comenzaran a partir de las declaraciones
identificadas como los primeros principios y procederan de acuerdo con los canones

aceptados de la inferencia correcta. Tanto los criterios de los primeros principios y
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de inferencia correcta son fijados por el fondo de los puntos de vistas meta
matematicos.

5. Conjunto de declaraciones aceptadas: simplemente el conjunto de oraciones,
formulado en el lenguaje matematico de la época, a la que un lector omnivoro y
alerta de los actuales textos, revistas y documentos de investigacion consentiria. Es
posible un analisis mas detallado de este componente mediante la aplicacion de dos
distinciones familiares en filosofia de la ciencia. En primer lugar, podriamos
discriminar entre las declaraciones aceptadas, como se acaba caracterizado,
teniendo en cuenta los grados de credibilidad, que nuestro lector imaginado que
daria por ellos. segundo lugar, podriamos permitir varios tipos de asentimiento.
Recientes filosofia de la ciencia ha encontrado que es Util para distinguir los casos
en que un cientifico respalda una hipdtesis como verdadera de casos en los que la
hipotesis se adopta como base de investigaciones. Tal vez una distincion similar
puede resultar atil en la comprension de algunos episodios de la historia de
matematicas. (Kitcher 1984. Trad.)

Analisis de las préacticas tomadas en la historia. Para el andlisis se construyen dos tablas
en las cuales se categorizan las practicas matematicas en los métodos de Newton y Wallis,
usando los cinco componentes de la practica matematica (Kitcher 1984). Primero se
presentan los componentes de la practica de Wallis (Tabla 1.), posteriormente los de
Newton (Tabla 2.), teniendo en cuenta que se pone, cada caso, la mirada sélo en los

extractos de las obras que se muestran en el apartado Marco de Referencia.

Tabla 1.
Relacion entre los componentes de la practica matemdtica y “Arithmetica infinitorum”
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Cinco componentes de la
préactica matematica
segun Kitcher

Desarrollo de series para las cuadraturas de John Wallis

“Arithmetic infinitorum”

Lenguaje

El uso de abreviaciones para las incognitas es uno de los
factores fundamentales en sus obras.

Simbologia del infinito en un espacio limitado

Hace claridad sobre a qué se refiere con cada letra usa como
magnitud.

Conjunto de puntos de
vista meta-matematicos

Primero consta de definiciones tomadas como verdades
absolutas, nociones que no necesitan un trabajo
demostrativo.

Los corolarios que son aclaraciones o ampliaciones directas
de definiciones y proposiciones.

Las proposiciones que son demostraciones directas a partir
de las definiciones o de proposiciones desde la ldgica
inductiva.

Nota: En sus trabajos se presenta el infinito como una cantidad o
procesos tan préximos como se quiera, desde dicha nocion,
fundamenta sus demostraciones inductivas.

Conjunto de
razonamientos aceptados

El problema de la cuadratura de una curva se reduce a
calcular la razén entre los segmentos de lineas contenidos en
la figura delimitada por la curva y los segmentos
correspondientes con un rectangulo.

La obtencion de series numéricas a partir de las relaciones le
garantizan una manera de obtener un area lo suficiente mente
exacta, dependiendo las pretensiones del ejecutante del
método.

Existen figuras idénticas en areas aunque sus formas no lo
sean.

Existen relaciones previsibles en figuras delimitadas por una
pardbola a partir de una ecuacion general.

Conjunto de cuestiones
aceptadas como
importantes

¢Como establecer la cuadratura del circulo o parabolas a
partir de sumas infinitas?

¢(Qué tipo de ecuaciones pueden representar las
generalidades del comportamiento de los segmentos o
superficies dentro de una parabola?

Conjunto declaraciones
aceptadas

Asume la infinidad de puntos delimitados con un principio y
un fin.
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Nota:

Una serie determina puede determinar el comportamiento de
una superficie o un segmento dado.

Las cantidades se pueden escribir como series aritméticas.
En procesos infinitos las diferencias entre el calculo y el area
real se desvanecen.

Wallis sin embargo declara que este procedimiento es

altamente heterodoxo para la época, pero puede verificarse mediante
el bien conocido métodos de figuras inscritas y circunscritas.

Comprende el trabajo elaborado por Wallis que se asume como relevante, en el desarrollo de

series aritmeéticas para lograr cuadraturas, relacionado con el trabajo de la préctica

matematica de Kitcher. (Autoria propia)

Tabla 2.

Relacion entre los componentes de la practica matematica y “Philosophie Natutalis

Principia Mathematica”

Cinco componentes de
la préactica matematica
segun Kitcher

Aportes en las cuadraturas de Isaac Newton “Philosophiae

naturalis principia mathematica”

Lenguaje

Newton utilizdé descripciones de tipo geométrico, aunque
Newton ya habia efectuado escrituras méas algebraicas, no
publico nada con ese tipo de escritura.

Las explicaciones las realiza en forma retérica, y luego lo
relaciona con algun tipo de escritura analitica.

Todo lo describe a partir de puntos los cuales nombra con
letras mayusculas y minudsculas indiferentemente.

Nombra las curvas con tres puntos que hacen parte de la curva.
Los paralelogramos con solo dos o cuatro en el caso que
puedan ser confundidos y los segmentos con dos puntos
Realiza las operaciones usando los puntos que ha determinado
para nombrar las magnitudes geométricas involucradas y
simbolizacion operativa.

Conjunto de puntos de
vista meta-matematicos

Desde el punto de vista netamente matematico solo le interesa
en las secciones describir el movimiento de los cuerpos, asi
que la matematica que desarrolla va entorno a ello.

Identifica la verdad desde un razonamiento inductivo,
establece Lemas que le permitan ir construyendo nuevos
métodos para describir los movimientos de los cuerpos.
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Conjunto de
razonamientos
aceptados

La estructura tiene el siguiente orden: las definiciones, leyes,
proposiciones (todas las anteriores son dirigidas hacia la
fisica) luego siguen los lemas, los cuales si son propios de la
matematica en su mayoria.

Un enunciado o hipotesis, establece el principio a desarrollar,
una afirmacion sobre figuras geométricas que puede utilizar
para el estudio fisico.

Los corolarios son claridades o pequefios aportes hechos a
partir de los lemas, se pone al final del lema, no es necesario
describirlos ya que parecen ser muy evidentes

Los escolios que son ampliaciones o explicaciones mas
puntuales de los lemas.

Conjunto de cuestiones
aceptadas como
importantes

¢Qué de las cuadraturas pueden usarse para modelar el
movimiento del cuerpo en dos dimensiones?

¢Como medir areas bajo las curvas?

¢Como calcular cualquier punto en una curva?

Conjunto declaraciones
aceptadas

La existencia de series numéricas y geomeétricas.
Representaciones geométricas para dar validez a procesos
aritméticos previamente definidos con una expresion
algebraica.

El infinito cuando se describe las razones ultimas, se pude ver
como las infinitas particiones, o con bases que limitan con lo
infinitamente pequefio.

Comprende el trabajo elaborado por Newton que se asume como relevante, en el desarrollo

de cuadraturas y ordenadas de las curvas, relacionado con el trabajo de la préactica

matematica de Kitcher. (Autoria propia)

Lo descrito en las dos anteriores tablas se usara en el espacio comparativo al final de este

apartado.
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Fase I1. Configuracion de un Instrumento de disefio de tareas:

En esta fase se genera un instrumento de disefio de tareas orientadas para estimular que los
estudiantes participen desde dindamicas que, por una parte les permitan desarrollar actividad

matematica y, por otra parte permitan ver sus practicas empiricas sobre cuadraturas.

Malaspina (2013) Establece dos tipos de problemas matematicos escolares, por
variacion de uno ya establecido y por elaboracién; de este ultimo es el que se configura en

el proceso de esta investigacion; tiene las siguientes caracteristicas:

La informacion: datos cuantitativos o relacionales que se dan en el problema.

El requerimiento: lo que se pide que se encuentre, examine o concluya, que puede ser

cuantitativo o cualitativo, incluyendo graficos y demostraciones.

El contexto: puede ser propiamente matematico o extra matematico.

El entorno matematico: los conceptos matematicos que intervienen o pueden intervenir

para resolver el problema.

El proceso segun el cual se construye un nuevo problema, se da a partir de una
situacién dada, o configurada por el autor, el contexto se origina en tal situacion, la
informacidn es obtenida por seleccion o modificacion de la informacidn que se percibe en
la situacion; el requerimiento es una consecuencia de relaciones ldgicas y matematicas
establecidas o encontradas entre los elementos de la informacion, especificada o implicita
en el enunciado dentro de un cierto entorno matematico y partiendo de un requerimiento
especifico (matematico o didactico); la creacion debe ser acorde a un contexto e

informacidn adecuada. En este parrafo se parafrasea a Malaspina (2015, pag. 13).



Con la premisa de crear un instrumento adecuado para disefiar la tarea que permita
recolectar buenos datos para analizar los componentes de las practicas matematicas con

respecto a las cuadraturas, se propuso para al grupo de estudiantes lo siguiente:

Como resultado de los criterios inmersos en la construccion del instrumento de
disefio se configurd una tarea que evoca el desempefio de una impresora de impacto real, el
modelo EPSON DFX-9000, desde su ficha técnica se toma las medidas y el grosor de
interlineado en 0,059mm, la operatividad de las impresoras de impacto esta en unas agujas
que cruzan el papel de tal forma que trazan una linea sobre el mismo, y se levanta cuando
no es necesario realizar un trazo, la explicacion de su funcionamiento es tomada del
Instituto Tecnoldgico Argentino (ITA, 2007); esta evocacion contribuye a crear un
escenario apropiado para el estudio de la situacién problema en cuanto posibilita componer

un area bajo la curva a partir de lineas o mejor, de rectangulos muy delgados.

La situacion, tarea, utiliza un contexto de estudio universitario, por la proximidad de
los estudiantes a esta nueva forma de escolaridad. Otros aspectos incluidos en el disefio de
la situacion se focalizan sobre la utilidad social de las cuadraturas; por ello se escoge una
obra arquitectonica real, del observatorio Oceanogréafico de Valencia, una de las obras de
Félix Candela, la cual incluye entre sus figuras parabolas. En total, estas elecciones
pretenden focalizar al grupo de estudiantes en la pertinencia e interés tanto de la situacion
como del estudio de las cuadraturas. Estas ideas para el disefio de la situacion son mas
bellamente expresadas, en sus explicaciones de la Educacion Matematica Realista, por

Freudenthal:
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“Enfocar el contexto como un ruido, susceptible de perturbar la claridad del
mensaje matematico, es un error; el contexto por si mismo constituye el mensaje,

siendo las matematicas un medio para decodificarlo” (1973)

El hecho de la existencia de las agujas que trazan delgadas lineas para ocupar un
area debe llevar al estudiante a realizar acciones sobre las mismas, de esta manera el

mensaje del contexto es vinculado con lo que se quiere involucrar en las tareas propuestas.

Mediante las cuestiones planteadas en cuatro items de la tarea se busca disponer
niveles de profundidad que posibiliten un acercamiento a la cuadratura. El item (a) que
corresponde a la pregunta: ¢ Cuantas lineas se necesitan para llenar el rectdngulo que se
pude imprimir (4cm x 9cm)? busca que el estudiante interprete los trazos producidos por la
impresora (rectangulos muy delgados), como lineas capaces de ocupar la superficie de un
rectangulo, de esta manera los estudiantes toman contacto con una idea importante para su
acercamiento a la cuadratura; al mismo tiempo, este contacto hace posible interpretar por
parte del observador algunas nociones de los estudiantes sobre el recubrimiento de areas, e
interpretar, ademas, por parte del investigador algunos razonamientos aceptados por los

aprendices.

El item (b): La impresora se detuvo cuando ha realizado la impresion hasta la
figura delimitada por los puntos KIHJ (Figura 1) ¢ Cuéntas lineas habia usado hasta ese
momento? Compuesto de un pequefio enunciado y una pregunta, se sugiere que los
estudiantes, realicen el mismo trabajo que en el anterior punto, diferenciandolo en hallar el
area para una parte de una parabola, sin embargo es posible que no se asocie con una parte
de la parabola, sino que se tome como un trapecio, esto dependera de las observaciones que

haga el estudiante sobre la misma figura.



El item (c) esta compuesto por dos preguntas: ¢ Todas miden lo mismo de largo?
¢, Cuénto mide cada linea? Esta relacionado con el item anterior; la intencion es que el
estudiante busque formas de calcular ordenadas, este item permitird generar mas
informacion sobre las practicas matematicas de los estudiantes cuando pongan en juego las
nociones propias del &rea bajo la curva, sin conocer un método analitico estdndar para

dicho fin.

En el item (d) se dirige a la consolidacion del trabajo previo por medio de las
nociones mostradas por los estudiantes en los items anteriores; la pregunta formulada es:
¢Alcanza la tinta para imprimir todo el vitral (Figura 2)? Se pretende que el estudiante
busque el area bajo una curva determinada, la parabola, para ello el estudiante realiza un
proceso mas profundo sobre sus practicas matematicas, en ultima instancia lo que se busca

es indagar que tan cerca esté el estudiante a las practicas matematicas de Newton y Wallis.
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IMPRESORA DE IMPACTO

A un grupo de estudiantes de arquitectura se les pide estudiar el disefo del
observatorio Oceanografico de Valencia, una de las obras de Felix Candela. Para
realizar el estudio uno de los esiudiantes decide descomponer la estructura
comenzando por los vitrales.

e

Fara analizar lo mejor posible, el estudiante piensa imprimir en alta calidad los
vitrales de la estructura. FPara esto, cuenta con una impresora de impacto que
realizd lineas horizontales de 0,00059cm de grosor sobre el papel, en su mejor
calidad. Si la impresora solo cuenta con la cantidad de finta para imprimir un
rectangulo de 4cm x 9cm vy falta el dltimo vitral por imprimir.

Teniendo en cuenta la informacion suministrada respondan:

a. ¢Cuantas lineas se necesitan para llenar el rectangulo que se pude imprimir
(dcm x Scm)?

b. La impresora se detuvoe cuando ha realizado la impresion hasta la figura
delimitada por los puntos KIHJ (Figura 1) ;Cuantas lineas habia usado hasta
ese momento?

c. ¢Todas miden lo mismo de largo? ¢ Cuanto mide cada linea?

d. ;Alcanza latinta para imprimir todo el vitral (Figura 2)7?

Tengan en cuenta las siguientes especificaciones de la grafica de la Figura 1
y Figura 2.

+ La cuadricula mostrada s una representacion es de 1cmx1cm.
+ Las medidas de los segmentos indicados estan aproximados a dos cifras
decimales.

Imagen 9. Hoja de enunciacion de la situacion.
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Imagen 10. Ayuda visual entre los materiales utilizados en la puesta en accion.

Las anteriores Imagen 9 y 10, son tomadas del instrumento aplicado al grupo de estudiantes
del colegio José Max Ledn, en ella se ponen elementos reales de la tecnologia, al utilizar
una impresora de impacto como acercamiento a las lineas ocupando el area bajo una

parébola, que pueden ser directamente relacionadas con las practicas matematicas de

Newton y Wallis.

Al final, como parte del disefio de la situacion (tarea) aparecen las Figuras 1y 2;
estas ademas de servir como representacion grafica de la situacion, brinda informacién
relevante y necesaria para solucionar las preguntas; se muestra el tamafio de la imagen a
imprimir, esta se encuentra dentro de una cuadricula de 1cmx1cm, ademas de las medidas

de las lineas horizontales espaciadas por un interlineado aparecen redondeadas a centésimas

de centimetro.



Fase I11. Puesta en accién en el aula:

La tarea disefiada se puso en accion considerando elementos de la teoria de Situaciones
Didacticas de Guy Brousseau (1986) ya que posee formulaciones pertinentes para este
trabajo, buscando que los estudiantes generen un actuar evidenciable y favorable para
establecer relaciones entre las practicas matematicas de Newton y Wallis con las practicas

de los estudiantes segun se evidencie durante su propia actividad..

La teoria de situaciones didacticas ve que la construccion del conocimiento se
genera desde dos aspectos posibles, uno que comprende los pre-saberes y otro mas ligado a

las capacidades adaptativas del estudiante al medio; de esta manera lo describe Brousseau:

“Hemos llamado “situacion” a un modelo de interaccidon de un sujeto con cierto
medio que determina a un conocimiento dado como el recurso del que dispone el
sujeto para alcanzar o conservar en este medio un estado favorable. Algunas de
estas “situaciones” requieren de la adquisicion anterior de todos los conocimientos
y esquemas necesarios, pero hay otras que ofrecen una posibilidad al sujeto para

construir por si mismo un conocimiento nuevo en un proceso “genético”. (1999)

La situacion didactica es construida intencionalmente con el fin de construir conocimientos
en los estudiantes. Una situacién es definida como un conjunto de relaciones establecidas
implicita y/o explicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que
comprende eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado por
el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber

constituido o en vias de constitucion (Brousseau 1986).
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La perspectiva de disefiar situaciones que ofrecieran al alumno la posibilidad de
construir el conocimiento dio lugar a la necesidad de otorgar un papel central (dentro de la
organizacion de la ensefianza) a la existencia de momentos de aprendizaje, concebidos
como momentos en los cuales los alumnos se encuentran solos frente a la resolucién de un
problema, sin que el maestro intervenga en cuestiones relativas al saber. El reconocimiento
de la necesidad de esos momentos de aprendizaje dio lugar a la nocion de situacion a-

didactica (o fase a-didactica dentro de una situacion didactica). La fase a-didactica es:

“El término de situacion a-didactica designa toda situacién que, por una parte no
puede ser dominada de manera conveniente sin la puesta en practica de los
conocimientos o del saber que se pretende y que, por la otra, sanciona las decisiones
que toma el alumno (buenas o malas) sin intervencion del maestro en lo

concerniente al saber que se pone en juego.” (Brousseau 1986)

En relacion con las implicaciones de la obra realizada por Brousseau en este trabajo de
investigacion, muestra a la fase de situacion a-didactica como el momento del investigador

para poner la mirada.

La puesta en accion de la tarea requirio los estudiantes de los grados 11-A 'y 11-B,
con edades entre los 15 y los 18 afios, todos ellos con un estatus socio-cultural del nivel
mayor o igual a 4; tuvo lugar en el Colegio Campestre José Max Ledn, una institucion
educativa de calendario B, ubicado en el sector rural de Cota Cundinamarca. Fue realizada
el dia viernes 16 de diciembre del 2016, en bloques de dos horas para cada grupo de
trabajo. La clase se organizo en grupos de 3 0 4 personas, conformados de forma autbnoma
por parte de los estudiantes. Durante la gestion de la evolucion de la accion se consideraron

tres momentos:
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Momento 1: Conformacion de grupos de trabajo y entrega de material, en esta fase
se entrega la hoja de enunciacion de la situacion, se realiza lectura rapida de la situacion y

de las preguntas, se hacen aclaraciones sobre el mismo solo si es necesario.

Momento 2: Actividad de los estudiantes en relacion con la situacion y registro de la
informacidn, en formato fotogréafico y audiovisual, del proceso; también el profesor hace
preguntas a los estudiantes, en busca de enfocar la situacion hacia el problema de las

cuadraturas.

Momento 3: Se recogen elementos producidos por los grupos de estudiantes
mediante su actividad y se pide a los estudiantes que realicen alguna apreciacion extra

sobre el desarrollo de su actividad; asi se da por terminada la sesion.

Fase V. Seleccién de informacion:

La seleccion de la informacidn recae sobre la recolectada desde dos fuentes el material
escrito por los estudiantes asi como las fotografias y grabaciones en video. Esta ultima

posibilita tener en cuenta la comunicacion verbal y gestual de los estudiantes.

Las técnicas de investigacion cualitativa deben proveer garantia de objetividad asi
lo afirma Munarriz (1992), para ello se toma en cuenta méas de una fuente de informacion a
estudiar. Para esta investigacion se tienen videos, fotografias y los materiales escritos
producidos por los grupos de estudiantes. Por otra parte, el investigador debe buscar
herramientas de andlisis que garanticen menos influencia de sus propias pretensiones pero

también poder mirar mas alla de lo que para €l es evidente.

Una técnica que se usa para corroborar la objetividad es el analisis es la frecuencia

de sucesos, Munarriz dice sobre esto lo siguiente:



“Un suceso ocurrido en el aula, por considerarlo contrario a nuestras
presuposiciones, puede llevarnos a afirmaciones que no se corresponden con los
datos. EI examen sobre la frecuencia y momentos en que tienen lugar los hechos o
las conductas analizadas puede ayudarnos en la evidencia o no de las afirmaciones”

(1992).

Para el analisis de la frecuencia de sucesos se usa el programa ELAN 5.4, programa de
descarga libre, en el software se examinan los videos recolectados, este estudio se evidencia

en la deconstruccidon de las practicas matematicas en el grupo de estudiantes.

Fase V Comparacion y analisis de los componentes de las practicas matematicas de los

estudiantes:

La ultima fase usa la informacidn recolectada para dar paso al analisis comparativo de las
practicas matematicas de Wallis y Newton ya descritas en el apartado de Marco de

referencia, con lo elaborado por los estudiantes.

Deconstruccion de las “practicas matematicas” de los estudiantes del José Max Leon
El trabajo sobre el analisis comparativo va mas alla de los resultados de los estudiantes, ya
que se estd mirando a partir de los componentes de las practicas matematicas, del tipo de
elementos que han logrado establecer respecto a las tareas que pueden ser resueltas a partir
de métodos no necesariamente analiticos. El andlisis recae sobre las practicas matematicas
y no sobre los errores o dificultades de los estudiantes y se intenta generalizar el tipo de
practicas matematicas de los estudiantes; es decir, se intenta establecer grupos de practicas

similares.
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Para la comparacion entre las précticas de los estudiantes con practicas de Wallis y
Newton, se analiza las evidencias fotograficas y audiovisuales asi como los materiales
producidos en el desarrollo de la situacion por parte de los estudiantes; una vez establecidos
los elementos de los componentes se genera unas tablas de para cada grupo de estudiantes.

Entonces se agrupa a los estudiantes segun el tipo de respuestas dadas a la situacion.

Los grupos de estudiantes se componen para el analisis de este trabajo en tres
grupos mas grandes, por sus caracteristicas comunes a resaltar con respecto a la solucion
dada en el planteamiento. En el Grupo 1 se encuentran los estudiantes que realizan un
especial énfasis en la longitud de las lineas, esto desde la posibilidad de la ocupacion de
espacios, o la refinacién de procesos que determinen las longitudes. EI Grupo 2 se ubica los
trabajos que tienen como principal método para la ocupacion de espacios la utilizacién de
figuras como rectangulos, trapecios, tridngulos y semicirculos. En el Grupo 3 se clasifica a

los métodos que incluyen en la solucion de la situacién a las funciones.

Grupo 1:

Este es el grupo mayoritario de estudiantes; us6 métodos de recubrimiento de areas a partir
de pequerios trapecios, o que potencialmente irian en camino hacia esa idea de reducir el
tamafo de los trapecios o rectangulos hasta asemejarlos a las lineas. En este grupo se

ubican los subgrupos 1-1, 1-2 y 1-3.

Iniciando se analiza el grupo que se nombrara como Grupo 1-1, en este caso se
toma como evidencia del trabajo fotografias y los videos mientras se realiza la sustentacion
oral de la solucion que dan los estudiantes, dicho proceso ocurriran con todos los grupos

analizados. Los videos se podran ver en el apartado de anexos, por medio de los enlaces.



Para la frecuencia de sucesos, los tiempos de los sucesos y el hallazgo de evidencias
de los componentes de las précticas los datos se procesaron con el programa ELAN 5.4.
Parte de los resultados se presentan mediante imagenes provenientes directamente del

software aludido. .
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Fotografia 1. Parte del material escrito generado por estudiantes del Grupo 1-1 sobre la
hoja de enunciacion durante la fase de puesta en marcha.
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Fotografia 2. Segunda parte del desarrollo del Grupo 1-1.

Lo que se ve en las Fotografias 1y 2, y en las grabaciones de video, es la busqueda del
Grupo 1-1 de hacer lo que llaman ellos, “fragmentos mas pequefios” para buscar la altura
de cada uno de los trapecios, mientras que el ancho fue determinado por “promedios de los
rangos” de las lineas horizontales, comparando el lado mayor con el lado menor para sacar
un promedio, en su préctica no afirman tacitamente poder hacer trapecios mas pequefios,
pero potencialmente se dirigen a ese tipo de interpretacién, pues en sus representaciones
muestran trapecios cada vez mas pequefios en la busqueda de rangos cada vez mas

pequefios en las longitudes de las lineas.

El analisis se centra en los items c. y d, pues en estas preguntas el problema de las
cuadraturas se hace explicito; sobre todo en la pregunta ¢cémo hallar el area de la

parabola de la Figura 2?

Los resultados encontrados mediante el ELAN para el Grupo 1-1 se muestran de la

siguiente forma:



Estadisticas

Zomentarios |/Cc-mentarios Il rLineas rTipoIingii'lstico rPanicipante rAnotador rLanguage

Variables estadisticas
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Linea Mumero de .| Duracion mi...|Duracion ma..| Promedio d_.|Duracion me. | Duracion tot_| Porcentaje d..|  Latencia
Razonamie... |4 232 10 64 5745 5.01 2298 5.622 13.63
Metamatem... |1 £.05 £.05 6.05 6.05 6.05 1.48 27.19
Lenguaje 4 1.53 51 2.9575 2.6 11.83 2.804 13.63
Cuestiones |2 232 707 4.695 4.695 9.39 2.297 13.63
Declaracion... |2 2.32 2.44 2.38 2.38 4.76 1.164 13.63

Imagen 11. Estadisticas generales del Grupo 1-1.

En las estadisticas generales que muestra ELAN se determina una existencia mayoritaria de

comentarios pertenecientes a los componentes de conjunto de razonamientos aceptados

(CRA) y a lenguaje, cada uno presenta 4; el componente con mayor duracion es el CRA

con 5.6% de la duracion del video. Los comentarios especificos para cada componente son:

.omentarios rCOmenlanus I I’Lineas h\po\ing'u'\slicu rParliCipanle I’Anolador r’Language |

Estadisticas

Lineas

Selecciona linea: H

Mostrar s6lo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacidn

Variables estadisticas

Anotacién & Ocurren..| Freque...| Promedi... Propor..|Laten:
E| promedio de |as alturas se buscan para igualar lo ancho de los rectangulos y sdlo buscarlo ancho de cada uno 1 0.0024... [3.77 0.009.. [19.17¢
Se pueden hacer partes de partes ya hechas 1 0.0024... (232 0.005... [13.63
Se realizan promedios de |as lineas harizontales que se muestran en lafigura o en los anchos, para buscar los promedios de los rectangulos mas pequecos que los contienen en un rango. |2 0.0048.. 8445  |0.041. (3523

Imagen 12. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupol-

1.

Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen

12 son:

1. Se pueden hacer partes de partes ya hechas.

2. El promedio de las alturas se buscan para igualar lo ancho de los rectangulos

y sélo buscar lo ancho de cada uno.



3. Se realizan promedios de las lineas horizontales que se muestran en la figura

0 en los anchos, para buscar los promedios de los rectangulos méas pequefios que los

contienen en un rango. (2 veces)

Estadisticas

Comentarios rComentariosII |/L'|neas rTipolingnistico rPanicipante rnnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: ‘Iletmmtﬂn&tims | v|

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacidon

Variables estadisticas

Anotacidn
Los dibujos sirven como base para mostrar la veracidad de un proceso aritmético

Ccurren..|Freque..|Prome...| Proporc..| Latencia
1 0.0024_|6.05 0.0148.. |27.19

Imagen 13. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupol-1.

El comentario de Conjunto de puntos de vista meta-matematicos, Imagen 13 es: Los
dibujos sirven como base para mostrar la veracidad de un proceso aritmético.

Estadisticas

Comentarios r{:omentarios 1l rL'lneas rTipoIingij'lstico rPanicipante |/Anotador rLanguage
Lineas

Selecciona linea: ‘Lenguaje ‘v|

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrencias|Frequencial Promedio | Proporcidn. | Latencia
Cada fragmento lo dividimos en cuatro espacios 1 0.002446.. |2 32 0.0056756...|13.63
Rango: espacio posible de |la medida de |a linea de acho y del area. |2 0.004892.. 2205 0.0107886...|150.8
Se hallan el promedio entre distancias 1 0.002446..|51 0.0124766... | 1617

Imagen 14. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupol-1.
Los comentarios de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 14 son:

1. Cada fragmento lo dividimos en 4 espacios.

2. Rango: espacio posible de la medida de la linea de ancho y del area.
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3.

Se hallan promedios de distancias.

Estadisticas
Comentarios |/Comentarios 1l |/ Lineas |/ Tipo lingiistico |/ Participante rAnotador rLanguage
Lineas

|v‘

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Selecciona linea: ‘Cuesﬁmes

Mostrar solo las lineas madre

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anatacian Ocurrencias Frequencial Promedio .| Proporcid...| Latencia
& Cdmao hallar la medida de |las diferentes “Lineas” dentro de la curva? |1 0.002446. . |2.32 0.005675.. [13.63
& Camo hallar la medida posible de los pequefios rectangulos 1 0.002446... |7.07 0.017296... [52.62

Imagen 15. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como
importantes.

Los comentarios de Conjunto de cuestiones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen 15
son:

1.

(Como hallar las medidas de las diferentes “lineas” dentro de la curva?
2.

¢ Como hallar la medida posible de los pequefios rectangulos?
Grupo 1-1.

Estadisticas
Comentarios rComentarios Il rLineas rTipoIingii'lstico rPanicipante rnnotador rLanguage
Lineas

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Selecciona linea: |De::lnm::iune5

Mostrar sdlo las lineas madre

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacion
Cualgquier espacio se pude dividir y volver a hacerlo

1
La suma de los rangos de area logran serigual ala de la parabola |1

Ccurrencias| Frequencia

0.002446..

Promedio d..

232
0.002446... |2.44

Proporcid. ..
0.005675. ..

Latenciz
1363

0.005969... [59.33
Imagen 16. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 1-1.




Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen

16 son:

1. Cualquier espacio se pude dividir y volver a hacerlo.

2. Lasuma de los rangos de area logran ser igual a la pardbola.

En el Grupo 1-2 se encuentran métodos o ideas parecidas a las del Grupo 1-1 en su
aproximacion a la situacion propuesta, es por ello que se ubican asociados en una misma
practica; sin embargo, este grupo tiene una explicacion oral mas fluida sobre las ideas
empleadas en cada item, aunque confunden algunos términos. El enlace del video

correspondiente est4 en el Anexo como Grupo 1-2.
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Fotografia 3. Parte del material escrito generado por estudiantes del Grupo 1-2 sobre la
hoja de enunciacion durante la fase de puesta en marcha.

Sobre las respuestas dadas por este grupo es bueno resaltar lo hecho en los itemsa. y b.;
ven en las lineas de la impresora la posibilidad de hallar areas, ya que tienen un grosor asi
este sea minimo, por otra parte en él item c. ponen como punto de partida hallar promedios

entre una linea mayor y una menor dadas en las figuras de la tarea; toman como ejemplo la



linea de 6cm y la de 5,65cm, dicen que todas las lineas tienen una anchura diferente, sin

embargo solo dicen hallar unas cuantas, bajo el método de promedios.

En el item d. se alejan un poco la idea expuesta en el item c., deciden hallar el area

de la figura por medio de trapecios y un semicirculo “en la punta”, este proceder lo haria

S7

perteneciente al Grupo 2, pero por sus aportes en los items anteriores se les ha ubicado en el

Grupo 1.

En el estudio realizado desde el ELAN se encuentran las siguientes estadisticas

generales:

Estadisticas

Comentarios rComentarios I H’L'meas rTipoIingHistico rParticipante rAnotador rLanguage

Variables estadisticas

Linea Mumero de co... |Duracidn minima Duracion maxi... | Promedio de d...| Duracidn media | Duracidn total ...|Porcentaje de d.. Laten
Razonamiento |3 722 10.28 3 BEEEGT 91 26.6 23.009 24 285
Metamatematic...|1 10.28 10.28 10.28 10.28 10.28 5.892 10241
Cuestiones 1 343 343 343 343 343 2 967 47 515
Declaraciones |3 306 10.28 6.086667 402 18.26 15.795 16.19
Lenguaje 2 218 722 4705 4705 9.41 814 17.945

Imagen 17. Estadisticas generales del Grupo 1-2.

Las estadisticas muestran que CRA y Conjunto de declaraciones aceptadas (CDA) son los

componentes que mas se repiten con 3 comentarios cada uno; el de mayor duracion es

CRA, con un 23% del tiempo de los comentarios.



Estadisticas

Comentarios rCOmentarios Il rL'meas rTipo lingiiistico r Participante rAnotador r Language
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Lineas

Selecciona linea: =

Mostrar sélo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor gue 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion

Ocurr...| ... Prome...|Propo..|Laten...
Hallar el areas de las lineas para dividir en el area total del rectangulo y asi hallar la cantidad de lineas en el rectangulo |1 ..|91 0.078.. (24 285
La suma del area otras figuras son equivalentes al drea de la pardbola, entonces basta con hallar cada parte y juntarlas |1 ..|10.28  [0.088..[102.41
Se hallan promedios de las lineas mostradas que el proceso se pude repetir 1 .. |7T.22 0.062._ |77.54
Imagen 18. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupol-2
Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen
18 son:
1. Hallar el &rea de las lineas para dividir el area del rectangulo y asi hallar la
cantidad de lineas en el rectangulo.
2. Lasuma de areas de otras figuras son equivalentes al &rea de la parabola,
entonces basta con hallar cada parte y juntarlas.
3. Se hallan promedios de las lineas mostradas que se pueden repetir [los
promedios de las longitudes obtenidas].
Estadisticas
Comentarios | Comentarios |l | Lineas | Tipo lingiiistico | Participante | Anotador | Language
Lineas
Selecciona linea:  [Metamatematicos =
Mostrar sdlo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas
Anotacidn Ocurre..| Frequ...|Prome. |Propo..| Laten..|
Se asume desde |a intuicidn la veracidad de los procesos matematicos, se usa la grafica como herramienta demostrativa. |1 0.008.. (1028 |0.088..|102.41

Imagen 19. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupol-2.



El comentario de Puntos de vista meta-matematicos, en la Imagen 19 es: Se asume desde la

institucion la verdad de los procesos matematicos, se usa la grafica como herramienta
demostrativa.

Estadisticas
Comentarios rCOmentanosll rL'meas rTipolingliistico rParlicipante rAnotador rLanguage
Lineas

Selecciona linea: Lenguaje =
Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrencias Frequencia Promedio de dura..| Proporcidn de ti... Latencia
Lineas con dreas. 1 0.00865014488... [2.19 0.01894381730...[17.945
Usan lenguaje para hallar un promedio, pero no lo nombran como tal |1 0.00865014488... [7.22 0.06245404610... (77 .54
Imagen 20. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupol-2.

Los comentarios de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 20 son:

1. Lineas con areas.

2. Usan lenguaje para hallar promedio pero no lo nombran como tal.

Estadisticas
Comentarios |’C0menla|‘ios ] rLineas rTipolingnistico rPanicipante rAnotador rLanguage
Lineas

Selecciona linea:

Cuestiones =
Mostrar sélo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracién del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacidn
;Cuantas lineas se necesitan para ocupar el espacio?

Qcurrencias

Frequencia
0.0086501448899...

Promedio de duraci...|Proporcidn de tiempo
3.43

0.02966999697244 ... |47 515
Imagen 21. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como

Latencia

importantes. Grupo 1-2.

El comentario de Conjunto de declaraciones aceptadas, en la Imagen 21 es: ¢Cuantas lineas
se necesitan para ocupar el espacio?



Estadisticas

Comentarios rComentarios ] |’L’|neas rTipoIingiiistico rPanicipante rAnotador rLanguage
Lineas
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Selecciona linea: Declaraciones =

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrencias Frequencia |Promedio de dura...| Proporcidn ... Latencia
Con el drea de las lineas se pude completar el drea del rectangulo 1 0.008650144... |4.02 0.03477358... [25.46
La parabola se puede completar con otras figuras como semicirculos y trapecios |1 0.008650144 .. |10.28
Se acepta la existencia de dreas en las "lineas”

1 0.008650144... |3.96

0.08892348.. [102.41

Imagen 22. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 1-2.

Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen

22 son:
1. Con el area de las lineas se puede completar el area de los rectangulos.
2. Las parabolas se pueden completar con otras figuras como semicirculos y
trapecios.
3.

Se acepta la existencia del area en las lineas.

En el caso del caso del Grupo 1-2 hubo un especial enfoque en la cantidad de lineas que se
precisan para completar los espacios que se les pedian, las estudiantes hicieron un gran

esfuerzo en especificar el proceso de la cantidad de lineas en el rectangulo o la parabola.

En el siguiente grupo, se evidenciara el uso de algunos principios trigonométricos,

para hallar algunas medidas, que en son ineficientes hacia el problema, dado a que no lo

conectan con el resto de las ideas que quieren llevar a cabo, sin embargo hay algunos

apartes por rescatar, este fue denominado como Grupo 1-3.

0.03425457...|16.19



Como primera medida para hallar la cantidad de lineas que se necesitaban no usaron
la linea como area, en este caso tomd el rumbo de ser solo un espacio unidimensional, sin
embardo en el item c. hacen un aporte muy valioso, al igual que los anteriores grupos dicen
encontrar la longitud de la linea por promedios, que para hallar el largo van “a ir
dividiendo, ir dividiendo...y asi para encontrar todas las lineas”, esta afirmacion le da a este
grupo una aproximacién mas cercana a los limites con respecto a los grupos anteriores, el
hecho relevante aca es vision de la repeticion de una accion dicho tacitamente para

encontrar todos los valores de las longitudes.
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Fotografia 4. Desarrollos del Grupo 1-3, para conseguir resolver las situaciones.

En el estudio realizado desde el ELAN se encuentran las siguientes estadisticas generales:

Estadisticas
Comentarios rCunentariosl |T Lineas r Tipo lingiistico |/ Participante rAnutmlor r Language
Variables estadisticas
Linea Mimera de c.._|Duracion min..| Duracidn ma.._|Promedio de | Duracidén me.|Duracion tota. | Porcentaje d... Latencia

Meta-matem... |4 3.401 48 603 22 584 16.166 90.336 70.61 6.466
Lenguaje i) 2 667 6.733 4188834 3.5 25133 19.645 8.4
Razonamient...|4 102 35.667 18283501 15.633 77134 60.291 8.333
Cuestiones 3 11.401 18.801 15.156333 14 267 45 469 35.54 £.999
Declaraciones |4 5.201 124 8.65025 8.5 34 601 27.046 5.133

Imagen 23. Estadisticas generales del Grupo 1-3.
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Los datos que arroja ELAN muestran que hay 6 comentarios a destacar en el componente la
categoria de lenguaje, los porcentajes de tiempo en los que se puede evidenciar alguna de
los componentes resalta a puntos de vista meta-matematicos y al CRA, en el que los
porcentajes del tiempo de la grabacion dedicados a estos fueron de 70,6% y 60,3%
respectivamente. Este fue un grupo que alcanzé a desarrollar con cierta profundidad la

tarea.

Las estadisticas por componente fueron:

Estadisticas

—omentarios rCOmentariosII rLineas |”Tip0|ingl’|’|stico rParticipante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: |Ra10namientos aceptados |V|

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion Ocu..|Frequ..| Prom..|Proporci. | Latencia
Comoao lafigura no es un rectangulo entonces la porcidn que se quita en la altura tambien se le guita en lo ancho 1 0.007_.|19.067 |0.14903...|106.532
Las lineas hacen la figura con anchuras iguales, entonces basta con dividir para saber cuantas lineas se necesitan |1 0.007..]12.2 |0.09536...]8.333
1
1

Se debe restar el fridngulo gue no pertenece a la figura, entonces se debe hallar el |ado faltante del trangule 0.007...|35.667 |0.27878...|35.533
Sila figura fuese un rectdngulo todas la lineas de ancho medirian igual 0.007..|110.2 |0.07972..|94 466

Imagen 24. Comentarios pertenecientes a Conjunto de razonamientos aceptados. Grupol-3.

Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen

12 son:

1. Como lafigura no es un rectangulo entonces la porcidn que se quita también
se le quita a lo ancho.

2. Las lineas hacen la figura con anchuras iguales, entonces basta con dividir
para saber cuantas lineas se necesitan.

3. Sedebe restar el triangulo que no pertenece a la figura, entonces se debe

hallar el lado faltante del triangulo.



4. Silafigura fuese un rectdngulo todas las lineas de ancho medirian igual.

Estadisticas

‘omentarios | Comentarios Il | Lineas | Tipo lingiistico | Participante | Anofador | Language
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Lineas

Selecciona linea: |Meta-matemético |v|

Mostrar sélo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracién del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn

0...| Freque...| Promed..| Pro...| Late..
El teorema es una verdad matematica 2 |0.0156... |8.7 0.13../45.0
Si existe relacidn entre |a operacion aritmética y una correspondiente representacidn geométrica entonces es matematicamente correcto |2 |0.0156... [36.468 |0.57..|6.466

Imagen 25. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupol-3.

Los comentarios de Puntos de vista meta-matematicos, en el mismo orden de la Imagen 25

son:

1. Elteorema es una verdad matematica (2 veces).

2. Si existe relacion entre la operacién y una correspondiente representacion

geométrica entonces es matematicamente correcto (2 veces).

Estadisticas

Comentarios rCOmentarios I rLineas rTipo lingiiistico rPanicipante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: |Lenguaie |v|

Mostrar sélo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion

Ocurrencias | Frequencia |Promedio de d..| Proporcidn ... Latencia
Ancho=altura 1 0.00781640... |3.467 0.02709948...|91.066
Anchor de la linea 1 0.00781640... |3.266 0.02552838... |84
Hipotenusa total, refiriendose a la suma de hipotenusas formadas en la figura |1 0.00781640... |5.466 0.04272448.. |40.6
Largo=base 1 0.00781640... |3.534 0.02762318...|97.165
Pedacito=Segmento 2 0.01563281... |47 0.07347423...|61.133

Imagen 26. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupol-3.

Los comentarios de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 26 son:

1. Ancho=altura.



2. Ancho de la linea.

3. Hipotenusa total, refiriéndose a la suma de hipotenusas formadas en la

figura.

4. Largo=base.

5. Pedacito=segmento (2 veces).

Estadisticas

‘omentarios | Comentariosll | Lineas | Tipo lingiiistico | Participante | Anotador | Language
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Lineas

Selecciona linea: |Cue5ﬁone5

|v|

Mostrar sdlo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn

Ocurrencias

Frequencia

Promedio de durac...

Proporcidn de tiempo

Latencia

;Cuantas lineas hay en el rectangulo?

=y

0.00781640820410... [11.401

0.08911486993496748 (6.999

&Cuanto mide lo largo de la linea?

="y

0.00781640820410... [19.801

0.15477269884942468 (105.264

:Como se calcula el area de la figura?

="y

0.00781640820410... [14.267

0.11151669584792395 |33.333

Imagen 27. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como

importantes. Grupo 1-3.

Los comentarios de Conjunto de cuestiones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen 27

son:

1. ¢Cuantas lineas hay en el rectangulo?

2. ¢Cuéanto mide lo largo de la linea?

3. ¢Como se calcula el area de una figura?



Estadisticas

‘omentarios | Comentarios Il | Lineas | Tipolinguistico | Participante | Anotador | Language
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Lineas

Selecciona linea: |Dedaracione5 | - |

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor gue 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrenci.. | Frequen..|Promedio .| Propor.. |Latencig
Es necesario tener los lados de un trangulo para hallar el drea 1 0.00781...|9.267 0.0724...|34 266
Es posible hallar el area de una figura menor, a partir de sacarle a una mayor una menor dentro de ella |1 0.00781..|7.733 0.0604.. 482989
La divisidn me indica cuantas lineas caben en el espacion determinado. 1 0.00781..[12.4 0.0969...|6.133
Todas las "hipotenusas” son iguales 1 0.00781...|5.201 0.0406.. |74.888

Imagen 28. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 1-3.
Los comentarios de Conjunto de aceptados, en el mismo orden de la Imagen 28 son:

1. Es necesario tener el lado de un triangulo para hallar el area.

2. Es posible hallar el &rea de una figura menor, a partir de sacarle a una mayor
una menor dentro de ella.

3. Ladivision me indica cuantas lineas caben en un espacio determinado.

4. Todas las “hipotenusas” son iguales.

Una de las formas interesantes que usoé el Grupo 1-3 fue la aproximacién a medidas por
medio de teoremas trigonométricos, en ello se puede decir que de alguna manera existe una
vision de tangente a la parabola, mostrando un método distinto para alcanzar la medida de
la curva.

La tabla condensa los resultados del analisis realizado para los tres subgrupos
anteriormente presentados, permitiendo una vision de los componentes de las practicas

matematicas de manera andloga a como se hizo con las practicas de Wallis y Newton.

Tabla 3.
Relacion entre los componentes de la practica matematica y el trabajo analizado por el
determinado Grupo 1
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Cinco componentes
de la préctica
matematica segun
Kitcher

Aportes en las cuadraturas del “Grupo 1”

Lenguaje

El nombrar los segmentos fue diversificado, se usaron términos
como “pedacito” para este fin.

“Rango” fue una palabra usada para decir un intervalo posible de
medida tanto de area como de longitud del ancho.

El término promedio como la suma de dos términos al dividirlo
entre 2.

Al momento de la sustentacion oral, el lenguaje matematico se
hace mucho mas lejano, sin embargo la mayoria tienen especial
cuidado con diferenciar el ancho y el alto, utilizan con
regularidad una expresion de partes.

De diferentes maneras los estudiantes dicen tener la posibilidad
de repetir un mismos proceso “muchas veces”

Las representaciones graficas sirven como apoyo para
determinar un proceso.

Conjunto de puntos
de vista meta-
matematicos

Para argumentar la idea de sus desarrollos, los estudiantes se
sustentan primero en la accion que van a realizar, para
posteriormente realizar operaciones, por ejemplo, en primera
instancia ven la figura como un elemento proporcional en su
decrecimiento de la figura de abajo hacia arriba, asi que utilizan
promedios para hallar la longitud de una linea que se encuentra
en la mitad de otros dos.

No se utiliza elementos de validacion en cuanto la confirmacion
de esta primera intuicion.

Los teoremas son verdades matematicas que pueden servir de
método intermedio para una finalidad distinta al original.

Conjunto de
razonamientos
aceptados

Si las lineas marcan un espacio sobre la figura dada, entonces es
posible completar la figura con lineas adentro.

El proceso de division o promedios de las longitudes se puede
repetir, entonces entre mas repeticiones se hagan mas préximo
es al resultado real

Conjunto de
preguntas
seleccionadas como
importantes

¢Como puedo ocupar el espacio de una parabola?
¢ COmo se puede determinar areas rectangulares mas pequefias?
¢Como calcular cualquier punto en una curva?
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e Reconocen que la anchura de la pardbola decrece de forma
proporcional.

e Las areas mas pequefias pueden ocupar areas méas grandes, es la
generalidad de las declaraciones aceptadas.

Conjunto ) :
declaraciones e A una coleccion de lineas aunque sean diferentes todas, se es
aceptadas posible asignar un valor dentro de un “rango”.

Aceptan que la parabola decrece de forma proporcional.
Las lineas tangentes a la parabola se aproximas cuanto se quiera
en su longitud

Comprende el trabajo desarrollado por el Grupo 1. Evidencia de la relevancia, del anlisis
del trabajo matematico para este grupo de estudiantes mediante los componentes de la

practica matematica de Kitcher.

Grupo 2:
En este grupo los estudiantes decidieron tomar la via de rellenar areas a partir de otras que
ya conocen como lo son trapecios, semicircunferencias, rectangulos y triangulos, algunos

con métodos mas refinados que otros.
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Fotografia 5. Primera parte del desarrollo elaborado por el grupo Grupo 2-1.
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Fotografia 6. Segunda parte del trabajo elaborado por el Grupo 2-1.

En el Grupo 2-1, se evidencia su trabajo en las Fotografias 5 y 6, en la primera se muestra
el desarrollo del item c. principalmente, en este se muestran desarrollos muy parecidos a los
establecidos por el Grupo 1, en general se realizan particiones buscando la longitud

intermedia tomando “rangos” de lineas, entre los lugares no delimitados de la guia.

Por otra parte la razon principal por la que este trabajo aparece en el Grupo 2 es por

el detalle que se establece en el item d. Pues ademas de ocupar espacios por medio de



trapecios con notacién de sumatoria, sin embargo hay una contrariedad en la parte superior
de la parabola, entonces decidieron tomar un ultimo trapecio y una semicircunferencia, la
primera fue tomada como interna y la segunda como externa, al terminar tomaron el
promedio de las dos y lo sumaron al resto de trapecios, esa informacién esta consignada en
la Fotografia 6; ademaés utiliza términos como area bajo la curva y completar el &rea de la

parébola.

En el estudio realizado desde el ELAN se para el Grupo 2-1 se encuentran las siguientes

estadisticas generales:

Estadisticas

_omentarios rComentariosII rL'meas rTipoIingiiistico rPanicipante rAnotador rLanguage
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Variables estadisticas

Linea Mimera de c...| Duracién min.. | Duracidn max..| Promedio de .| Duracidn me..|Duracidn total .| Porcentaje de.. Latencia
Meamatemati...|1 6.58 6.58 6.58 6.58 6.58 4 861 12.38
Lenguaje 4 279 4.63 36 3.49 14.4 10.857 12.94
Razonamiento |5 398 6.81 532 5.36 26.6 20.055 174
Cuestiones 3 277 5.82 4613334 5.25 13.84 10.435 11.79
Declaraciones |4 3.01 489 382 3.64 15.28 11.521 15375

Imagen 29. Estadisticas generales del Grupo 2-1.

Los datos que arroja ELAN muestran que hay 5 comentarios a destacar en la categoria de
CRA, asimismo 4 en conjunto de declaraciones aceptadas y lenguaje, los porcentajes de
tiempo en los que se puede evidenciar algunas de los componentes sobresale el CRA, en el
que los porcentajes en el tiempo de la grabacion fue de 20%, este fue un grupo que alcanzé
a desarrollar con cierta profundidad la tarea, alcanzando a explicar algunos procesos con

precision.

Las estadisticas por componente fueron:
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Estadisticas

Comentarios rCOmentanosII |’L’|neﬂs I’Tipo lingiiistico ’/Panicipanle rAnotﬂdor rLanguage |

Lineas

Selecciona linea: H

Mostrar sélo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurre..|Freque..| Prome...| Proporci...| Latenci:
La parabola se puede componer por Areas mas pequefias en figuras como trapecios, semicirculos y rectngulos. 0.0075... |6.43 004848 [100.675
Las lineas intermedias se pueden estimar en un intervalo con el promedio de 13 ya existentes, encontrando la de la mitad 0.0075... 4.0 0.03015... [54.41
Las lineas tienen anchura, entonces basta con dividir la achura de las lineas con el espacio, para determinar la cantidad que se necesita 0.0075..(3.9 0.02940.. (174
Para aproximar mejor &l area se puede tomar una figura inscrita y circunscrita para hallar su promedio 0.0075.. 6.91 0.05209... (113.1
Repetir el poceso por medio de las lineas intermedias entonces se arman grupos de lineas 0.0075..|5.36 0.04041.. |63.905

JEry) pury pure) pury pury

Imagen 30. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupo 2-

1.
Los comentarios de la Imagen 30 son:

1. Laparébola se pueden componer por areas mas pequefias en figuras como
trapecios, semicirculos y rectangulos.

2. Las lineas intermedias se pueden estimar en un intervalo con el promedio de
la ya existente, encontrando la mitad.

3. Las lineas tienen anchura, entonces basta con dividir la anchura de las lineas
con espacio, para determinar la cantidad necesaria.

4. Para aproximar mejor el area se puede tomar una figura inscrita y
circunscrita para hallar el promedio.

5. Repetir el proceso por medio de las lineas intermedias entonces se arman

grupos de lineas.
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Estadisticas

Comentarios rComentaﬁos Il |/L'|neas |/Tipolingij'|stico |/Participante rhnotador rLanguage
Lineas

Selecciona linea: |Hetamatemético |v‘

Maostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracidn del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacidn

Ccurrencias Frequenc..
Hay validez desde una generalidad algebraica |1

Promedio...

Proporcid...
0.00753... |6.58

Latencia
0.049610... (12 38

Imagen 31. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupo 2-1.

El comentario de Puntos de vista meta-matematicos, en la Imagen 31 es: Hay validez desde
la generalidad algebraica.

Estadisticas

“omentarios | Comentarios |l | Lineas | Tipolinglistico | Participante | Anotador | Language
Lineas

Selecciona linea: |Lenguaje |v ‘

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurren..| Frequen..| Promedi...| Proporci..| Latenci:
Entre "x" que es el ancho de la linea horizontal 2 0.01507... [3.71 0.05584 . (1294
Los limites de la figura los sefiala "de aca hasta aca™ [1 0.00753... |31 0.02337...|32.39
Sacar el area bajo 1a curva de esta parabola 1 0.00753...|3.88 0.02925... |926

Imagen 32. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupo2-1.

Los comentarios de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 32 son:

1. Entre “x” que es el ancho de la linea horizontal.

2. Los limites de la figura los sefala “de aca hasta aca”



3. Sacar el area bajo la curva de esta parabola.

Estadisticas
Comentarios rComentarios Il rLineaa rTipoIingijistico |/Participante rhnotador rLanguage
Lineas
Selecciona linea: |{:ueﬁlinnes |v|

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ccurre...| Freque...| Prome... | Proporc..| Latenci:
¢ Cuantas lineas se necesitan para ocupar el espacio? 1 0.0075... (277 0.0208... |11.79
i Como encontrar el area mas proxima a la parabola? 1 0.0075... [5.82 0.0438.. |108.69
i Qe metodo me permite estimar el largo de las lineas? |1 0.0075... [6.25 0.0395... |61.64

Imagen 33. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como

importantes. Grupo 2-1.

Los comentarios de Conjunto de cuestiones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen 33

son:
1. ¢Cuéntas lineas se necesitan para ocupar un espacio?
2. ¢Como encontrar el area mas proxima a la parabola?

3. ¢Que método me permite estimar el largo de las lineas?
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Estadisticas

Comentarnios rComentarios ] rLineas rTipolinguislico rPanicipante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: ‘Dednmciunes ‘V|

Mostrar s6lo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrenc..| Frequen..]Promedio..| Proporcid..| Latencia
El area de una figura esta entre la que se encuentra por dentro y la de afuera |1 0.00753...|499 0037622 | 11272
Existe una superficie medible bajo la curva 1 0.00753..|3.88 0.029253._ |92 6
Las lineas tienen anchura 1 0.00753...|13.4 0.025634...(15.375
Todas las lineas no miden lo mismo 1 0.00753...|13.01 0.022694...(52.91

Imagen 34. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 2-1.

El Grupo 2-1 destaca por unos nuevos elementos en el lenguaje, utiliza una escritura mas

algebraica, se usan términos como “x” y simbolos como la sumatoria.
Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen
34 son:

1. El area de una figura esté entre la que se encuentra por dentro y la que se

encuentra por fuera.

2. Existe una superficie medible bajo la curva.
3. Las lineas tienen anchura.

4. Todas las lineas no miden lo mismo.



Fotografia 7. Orden de los trapecios que ocupan la parabola por el Grupo 2-2.




La Fotografia 7 se muestra elaboraciones del Grupo 2-2. Aparecen desarrollos parecidos a
los del Grupo 2-1. En una primera instancia en el item c. dicen implementar “rangos de
lineas”; es decir, agrupan lineas de anchuras semejantes. Dentro de las representaciones
hechas, asumen una cantidad importante de lineas horizontales, tienden a simular la
interpretacion de la existencia de muchas mas lineas que las que demarcan como “rangos de

lineas”.

En el item d. los estudiantes hacen suma de trapecios, con el aporte que nombran
cada uno de los trapecios en orden ascendente con respecto la orientacion de la hoja,
evidenciandolos entre la Figura 2, este le brinda una mejora de orden con respecto al Grupo
2-1, sin embargo no consideran el margen de error que hay entre las figuras, sino la asumen
como una figura que debe ser lo suficiente cercana como para obtener una aproximacion

valida.
Al examinar el ELAN para el Grupo 2-2 se encuentran las siguientes estadisticas generales:

Estadisticas

Comentarios |’Comentariosll |fL'|neas rTipolinguistico |’Participante rhnotadc-r rLanguage
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Variables estadisticas

Linea MNimera de..|Duracidn m..| Duracian ... | Promedio d...| Duracion m..| Duracion tot..| Porcentaje d...|  Latencia
Metamatematica|1 6.92 6.92 6.92 6.92 6.92 7134 80.94
Lenguaje 1 4.42 4.42 4.42 4.42 4.42 4 557 5571
Razonamiento |3 445 8.09 6.723333 7.63 2017 20,794 38.95
Declaraciones |2 234 475 3.545 3.545 7.09 7.309 746
Cuestiones 2 362 559 4 605 4.605 9.21 9.495 12.09

Imagen 35. Estadisticas generales del Grupo 2-2.

Los datos que se obtienen en el ELAN muestran que hay 3 comentarios a destacar en la
categoria de CRA, asimismo 2 en conjunto de declaraciones aceptadas y conjunto de

cuestiones aceptadas como importantes, los porcentajes de tiempo en los que se puede
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evidenciar algunas de los componentes sobresale el CRA, en el que los porcentajes en el
tiempo de la grabacion fue de 20%, este grupo escribe de manera abreviada las iteraciones

de los procesos que dan intervalos mas pequefios.
Las estadisticas por componente fueron:

Estadisticas

“omentarios |’C0mentarios Il |/L'|neas rTipolingHistico rPanicipante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: H

Mostrar sélo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion Ocurr..|Freq..| Pro... Prop..|Late...
Como se varia el drea del rectingulo con respecto al trapecio, entonces la cantidad de lineas que lo ocupa es diferente. 1 0.01../8.09 |0.08...|38.95
La punta de |a parabola no se pude asemejar a a un trapecio por su forma 1 0.01..[7.63 |0.07..|84.03
Se puede realizar particiones medias entre dos llineas y volver a repetir el proceso, para hallar la medida de |as longitudes intermedias. |1 0.01..[4.45 |0.04..|61.69

Imagen 36. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupo 2-

2.

Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen

36 son:

1. Como se varia el area del rectangulo con respecto al trapecio, entonces la

cantidad de lineas que lo ocupa es diferente.

2. Lapunta de la pardbola no se puede asemejar a un trapecio por su forma.
3. Se puede realizar particiones medias entre dos lineas y volver a repetir el

proceso, para hallar la medida de las longitudes intermedias.



Estadisticas
_omentarios rComentariosII rL'lneas |/Tipolingii'|stico |/Participante |/nnotador |/Language
Lineas
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Selecciona linea:  |Metamatematica =
Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion

Ocurrencias

La relacion entre las ecuaciones y las aparentes representaciones hacen valido el proceso.

1

Frequenc..| Promedio ...

Proporcid...

0.01030... |6.92

Latenciz

Imagen 37. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupo 2-2.

0.071340... |80.94

El comentario de Puntos de vista meta-matematicos, en la Imagen 37 es: La relacion entre

las ecuaciones y las aparentes representaciones hacen valido el proceso.

Estadisticas
Comentarios | Comentarios Il | Lineas | Tipo lingiiistico | Participante | Anotador | Language
Lineas

Selecciona linea: =

Mostrar sdlo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1
Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrencias Frequencia Promedio de dur..| Proporcion de tie... Latencia
El rango como un estimado del promedio lo horizontal |1 0.01030938463... |4.42 0.0455674800771...|55.71
Imagen 38. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupo2-2.

El comentario de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 38 es:

1. Elrango como un estimado promedio lo horizontal.
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Estadisticas
Comentarios rCOmentanos Il rLineas rTipolingnistico |/ Participante rAnotador rLanguage
Lineas

Mostrar solo las lineas madre

Selecciona linea:

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor gque 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion
&Cuantas lineas se necesitan para rellenar el rectangulo?

Ocurrencias
;Como se puede completar 1a pardbola por medio de trapecios?

Frequencia |Promedio ded..,
1 0.01030935846... [3.62
1

0.0103093846... [5.59

Proporcion de fi... Latenci
003731997237 ... |[12.09

0.05762946009... |82.09
Imagen 39. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como

importantes. Grupo 2-2.

Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en la Imagen 39 son:

1. ¢Cuantas lineas se necesitan para rellenar el rectangulo?

2. ¢Como se puede complementar la parabola por medio de trapecios?

Estadisticas
Comentarios rCOmentarios ] |/L'|neas rTipolingii'lstico |/ Participante rAnotador rLanguage
Lineas

soncconsines[Docaacions ||

Mostrar s6lo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracién del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion Ccurrencias Frequencia Promedio de d...|Proporcidn de tiempo Latencia
Lalineatiene area 1 0.01030938463.. |2.34 0.02412396004082...|7 46
Se asumen las partes de la pardbola como un trapecio |1 0.01030938463... |4.75 0.04896957700594...|126.8

Imagen 40. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 2-2.

Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen
40 son:

1. Lalinea tiene area.

2. Se asumen las partes de la pardbola como un trapecio.
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El Grupo 2-2, utiliza una base procedimental de los trapecios, en cuanto las areas que se
puede estimar en el desarrollo del recubrimiento del &rea, sin embargo existe un
reconocimiento a figuras que pueden ser mejor para completar la pardbola, sobre todo

cuando llegan a la parte superior de la parabola.

El dltimo de esta parte Grupo 2-3 parece tener el desarrollo incompleto en cuanto a

completar la parabola con cuadrados y triangulos.



82

Fotografia 9. Grupo 2-3, realiza un recubrimiento de areas por cuadrados y triangulos.

En la Fotografia 9, el grupo muestra una nueva faceta de recubrimiento, En la explicacion
de su trabajo, se muestra en el item a. reconocen la linea como forma de llenar un area,
mientras que en el item d. aprovechan la cuadricula para encontrar de forma mas rapida a

un nimero aproximado del area.
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Al estudiar el ELAN para el Grupo 2-3 se encuentran las siguientes estadisticas generales:

Estadisticas

Comentarios rComentarios Il |‘]”L'|nea5 rTipoIingnistim rPanicipante |/Anotador rLanguage

Variables estadisticas

Linea [Mdmero d...| Duracidn ...| Duracidn ... |Promedio .| Duracidn ... | Duracion t.| Porcentaj...| Latencia
Cuestiones |2 3.54 4.92 4 23 4 23 3.46 9415 28.125
[Metamate... [1 3.24 3.24 3.24 3.24 324 3.606 42 42
Declaraci... |2 274 3.54 314 314 6.28 G.939 3.33
Lenguaje |[1 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 2.894 42 74
Razonami...[3 2.6 50 3923333 417 1177 13.099 522

Imagen 41. Estadisticas generales del Grupo 2-3.

Los datos que se obtienen en el ELAN muestran que hay 3 comentarios a destacar en la
categoria de CRA, asimismo 2 en conjunto de declaraciones aceptadas y conjunto de
cuestiones aceptadas como importantes, los porcentajes de tiempo en los que se puede
evidenciar algunas de los componentes sobresale el CRA, en el que los porcentajes en el

tiempo de la grabacion fue de 13%.

Las estadisticas por componente fueron:

Estadisticas

Comentarios |/Comentarios ] |/L'|neas rTipoIingijistico rPanicipante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: =

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor gue 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion Ocurr..| Frequ..| Prom...| Propor...| Latenciz
Para saber cuantas lineas hay en el rectangulo, el area del rectangulo en se divide el area de las lineas |1 0.011...|5.0 0.0556...|5.22
Se aprovecha la cuadricula para completar el area de |a parabola L 0011|417 0.0464..|83.03
Se multiplica por 2 1a ecuacidn al encontrar dos figuras iguales 1 0.011.. |26 0.0289...|4274

Imagen 42. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupo 2-

3.
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Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen

42 son:

1. Para saber cuéntas lineas hay en el rectangulo, el area del rectangulo se

divide el area de las lineas.

2. Se aprovecha la cuadricula para completar el area de la parabola.

3. Se multiplica por 2 la ecuacion al encontrar dos figuras iguales.

Estadisticas

Comentarios rCOmentanos Il rLineas rTipolingii'lstico |/ Participante rAnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: | Metamatematico =

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrenc.. | Frequen.. | Promedi. |Proporcid..| Latencia

La utilizacién de |as graficas y ecuaciones relacionadas garantizan verdades matematicas|1 0.01112... |3.24 0.036057...[42.42
Imagen 43. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupo 2-3.
El comentario de Conjunto de puntos de vista meta-matematicos, Imagen 43 es: La
utilizacion de las gréficas y ecuaciones relacionadas garantizan verdades matematicas.

Estadisticas

Comentarios | Comentarios |l | Lineas | Tipolinglistico | Participante | Anotador | Language

Lineas

Selecciona linea: |Lengluaie |V|

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracién del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anatacidn Ocurrencias Frequencia Promedio de dur.| Proporcién de tiempo Latencia

Ecuacion: base por alturas dividido dos

3

0.0111289173789...

2.6 0.028935185185185...42.74

Imagen 44. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupo 2-3.
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El comentario de Conjunto de puntos de vista del lenguaje, Imagen 44 es: Ecuacion: base
por altura dividido dos.

Estadisticas
Comentarios |/Comentarios Il rLineas |/Tipo lingilistico |/ Participante rAnotador |/Language
Lineas

Selecciona linea: |C|m£hunes

M
Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacian Ccurrencias Frequencia Promedio de dur...| Proporcian de tiem... Latencia
&Como completar el drea de la parabola? |1 0.011128917378... (482 0.0547542735042 . |81.105
&Como medir la seccidn de la parabola? 1 0.011128917378... |3.54 0.0393963675213... (28125
Imagen 45. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como
importantes. Grupo 2-3.

Los comentarios de Conjunto de cuestiones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen 45
son:

1. ¢Cdémo completar el &rea de la parabola?

2. ¢Como medir la seccion de la parébola?

Estadisticas
Comentarios rComentariosII rLineas rTipoIingii'lstico rPanicipante rAnotador rLanguage
Lineas

Seecciona nes:[Dacaracones |~
Mostrar sdlo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacidn Ocurrencias | Frequencia | Promedio d..|Proporcién .| Latencia
La seccion de la parabola se puede igualar a dos tridngulos y un rectangulo |1 0.01112891._.|3.54
Las lineas tienen area 1

0.0393963... [28.125
0.01112891..|12.74 0.0304932
Imagen 46. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 2-3.

8.33
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Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen

46 son:

1. Laseccion de la pardbola se puede igualar a dos triangulos y un rectangulo.

2. Las lineas tiene area.

La tabla 4 condensa las generalidades del Grupo 2 sobre los componentes de las practicas

matematicas.

Tabla 4.

Relacion entre los componentes de la practica matematica y el trabajo estudiado del Grupo

2 de estudiantes.

Cinco componentes
de la préactica
matematica seguin

Grupo 2

Kitcher
Usan ecuaciones para generalizar procesos de areas con
triangulos, rectangulos y trapecios.
La sumatoria aparece en la escritura del Grupo 2-2
) La escritura de la “x” como representacion de las diferentes
Lenguaje anchuras, esto en el Grupo 2-2.

Al momento de la sustentacion oral, el lenguaje matematico se
ve un en términos como intervalos, areas bajo las curvas y la
unién de todas las areas.

Conjunto de puntos
de vista meta-
matematicos

Para argumentar la idea de sus desarrollos, los estudiantes se
sustentan primero en la accion que van a realizar, para
posteriormente realizar operaciones, por ejemplo, lo primero que
realizan los grupos es definir que el método para conseguir el
area suministrada serd conformado por cuadrilateros y
triangulos, luego de eso hallan el &rea de cada parte.

Se utiliza la aproximacién por menor y mayor, entendiendo que
el valor pretendido se encuentra entre estos valores mayores y
menores.

Conjunto de
razonamientos
aceptados

Admiten las lineas como éareas, por tanto es posible ser
comparado con otras areas.
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Reconocen que la anchura de la parabola decrece si se mira de
abajo hacia arriba y pude ser aproximado partiéndolo en
trapecios principalmente.

Conciben los trapecios, rectdngulos y semicirculos como
maneras de ocupar espacios en la superficie de la parabola.

Conjunto de

¢Como puedo ocupar el espacio de una parabola?
¢Como acomodar triangulos, semicirculos y cuadrilateros para

preguntas
seleccionadas como ocupar el espacio de una parabola?
importantes ¢Como calcular cualquier punto en una curva?
Las areas de figuras geométricas sin curvas pueden ocupar el
Conjunto area bajo la curva de una parabola
declaraciones No aceptan el infinito actual como concepto dentro del problema.
aceptadas Admiten un rango de longitud de linea como representante de

muchas otras lineas.

Comprende el trabajo elaborado por el Grupo 2. Evidencia de la relevancia, del analisis del

trabajo matematico para este grupo de estudiantes mediante los componentes de la practica

matematica de Kitcher.

Grupo 3:

Este esta conformado por una muestra, este grupo utiliza la funcién como marco de analisis

en la situacion, cuando se les pregunta que si todas las lineas miden los mismo, se

respondio a la pregunta con la afirmacion “depende de cada punto de la funcion”, ya que

ellos determinaron darle vuelta a la hoja y tomar como punto de origen en un plano

cartesiano la punta de la parabola, este proceso se puede ver mas claramente en el video del

desarrollo del grupo. Con el proceso anterior el grupo determina que la figura del vitral

equivale a la funcion f(x)=x?, relacionando lo largo de cada linea con los puntos de una

funcion.

Para lograr determinar la funcion f(x)=x? los estudiantes decidieron tomar la guia

que les ofrecia la hoja en su parte entera, o como ellos lo denominan con “niimeros




exactos”, y al comprobar estos puntos con la de la funcion efectivamente se relaciona con
valores de la funcidén ya mencionada, mientras que los valores de longitud de cada linea
depende del comportamiento de la pareja ordenada “x”y “y” en cada punto. Por otra parte
se afirma también que los valores de la curva son aproximados de llegarse a relacionar con

triangulos.

En el item d. para hallar el area de una curva toman rectangulos y tridngulos dentro
de la parabola, para posteriormente unirlos, dejando de lado el trabajo hecho en términos de

funciones.
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Fotografia 12. Evidencia de la escritura de funcion. Grupo 3.

Al examinar los datos obtenidos con el ELAN para el Grupo 3, se encuentran las siguientes

estadisticas generales:
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Estadisticas

Comentarios rComentarios Il H'L'meas I’Tipolingiﬂstico rPanicipante rAnotador rLanguage

Variables estadisticas

Linea Mumero de .| Duracion mi._.| Duracion m...| Promedio d._.|Duracion me..| Duracidn tot.| Porcentaje d..|  Latencia
Razonamie... |5 0.02 6.01 358 4.04 17.9 7.998 74.49
Metamatem... |1 3.04 3.04 3.04 3.04 3.04 1.358 116.155
Declaracion... |3 3.04 404 343 321 1029 4 588 74.49
Lenguaje G 0.99 3.04 1.655 1.54 9.93 4,437 28.21
Cuestiones |1 5.15 515 515 515 515 2.301 57.14

Imagen 47. Estadisticas generales del Grupo 3.

Los datos que se obtienen en el ELAN muestra la mayor cantidad de datos relevantes
recolectados con respeto a los otros grupos, hay 6 comentarios en la categoria Lenguaje y 5
de CRA, asimismo 3 en Conjunto de declaraciones aceptadas. Los porcentajes de tiempo en
los que se puede evidenciar algunas de los componentes sobresale el dedicado al CRA, el

porcentaje de tiempo de la grabacién fue de 8%.

Las estadisticas por componente fueron:

Estadisticas

Comentarios | Comentarios |l | Lineas | Tipolinguistico | Participante | Anotador | Language

Lineas
Selecciona linea: ﬂ
Maostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor gue 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn c..|Frequen.| Pro.. |Propo.. | Laten..
0.00445.|0.02 [8.936.. [1025..

O
1
El &rea a imprimir incluye la cuadricula, entonces no alcanza la tinta 1 |0.00446.|497 |0.022. |155.16
1
1
1

La parabola se puede expresar en forma de funcidn, entonces se puede determinar la longitud de cada linea 0.00446. (404 |0.018.. |[74.49
Para hallar la medida de la Iinea hay que doblar el valor de y para cada punto de la funcidn 0.00446. (286 |0.012.. 10841
Si se le davuelta a la pardbola se forma una funcién cuadratica, con punto de origen del plano cartesiano en el vertice 0.00446..[6.01 [0.026... [96.515

Imagen 48. Comentarios pertenecientes al Conjunto de razonamientos aceptados. Grupo 3.

Los comentarios de Conjunto de razonamientos aceptados, en el mismo orden de la Imagen

48 son:

1. Eléreaincluye la cuadricula, entonces no alcanza la tinta.



2. La parabola se puede expresar en forma de funcion, entonces se puede

determinar la longitud de cada linea.

3. Para hallar la medida de la linea hay que doblar el valor de y para cada punto

de la funcién.

4. Si se le da la vuelta a la parabola se forma una funcién cuadratica, con punto

de origen del plano cartesiano del vértice.

Estadisticas

Comentarios | Comentarios Il | Lineas | Tipo linguistico | Participante | Anotador | Language
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Lineas

Selecciona linea: | Metamatematico =

Mostrar sélo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn

Ocurr...

Frequ...

Prome...

Propo...

Laten...

Las verdades matematicas se pueden establecer con la comprobacién de algunos valores para una generalidad

1

0.004...

3.04

0.013...

116.1...

Imagen 49. Comentarios pertenecientes a Puntos de vista meta-matematicos. Grupo 3.

El comentario de Puntos de vista meta-matematicos, en la Imagen 49 es: Las verdades

matematicas se pueden establecer con la comprobacién de algunos valores para una

generalidad.
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Estadisticas

Comentarios | Comentarios Il | Lineas | Tipolingilistico | Participante | Anotador | Language

Lineas

Selecciona linea: ﬂ

Mostrar solo las lineas madre

Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion
Variables estadisticas

Anotacion Ocurrencias Frequencia Promedio de dur...|Proporcion de tiempo Latencia

Como y=1 1 0.004468175420... |0.89 0.00442349366636...|108.81
Escritura de notacidn cientifica 1 0.004468175420... 177 0.00790867049440..|28.21
Esto es una funcidn 1 0.004468175420... |1.57 0.00701503541029...|75.78
Nimeros exactos refiriendose a los nimeros enteros [1 0.004468175420... |3.04 0.01358325327852..|1116.155
Reflejo sobre el eje y 1 0.004468175420... |1.05 0.00469158419159.../109.96
f(x)=x"2 1 0.004468175420... |1.51 0.006746944588505...|101.035

Imagen 50. Comentarios pertenecientes a Lenguaje. Grupo 3.

Los comentarios de Lenguaje, en el mismo orden de la Imagen 50 son:

=

Como y=1.

2. Escritura de notacion cientifica.

3. Esto es una funcion.

4. Nuameros exactos refiriéndose a los nimeros enteros.
5. Reflejo sobre el gje y.

6. f(X)=x"2

Estadisticas

Comentarios | Comentarios |l | Lineas | Tipo lingiiistico | Participante | Anotador | Language
Lineas

Selecciona linea: |Cun£t||mes | - |

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracion del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacion Ocurrencias | Freguencia | Promedio de duracion | Proporcidn de tiempo Latencia
;Cuanto mide cada linea de largo? |1 0.0044681... [5.15 0.023011103415920... |57.14
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Imagen 51. Comentarios pertenecientes al Conjunto de cuestiones aceptadas como
importantes. El comentario de Conjunto de declaraciones aceptadas, en la Imagen 51 es:

¢Cuénto mide cada linea de largo?

Estadisticas

Comentarios rComentarios 1l rL'meas rTipoIingijistico |’Participante rnnotador rLanguage

Lineas

Selecciona linea: ‘Dednmciones ‘V‘

Mostrar solo las lineas madre
Contar los comentarios contiguos con el mismo valor que 1

Usar la duracidn del media como periodo de observacion

Variables estadisticas

Anotacidn Ocurren..| Frequen..| Promedi...| Proporcid...| Latencia
Dependiendo de los puntos de la funcidn va a cambiar la longitud de las lineas |1 0.00446_ 1321 0.014342 |83 525
El procesos con las coordenadas de la funcidn se puede repetir sucesivamente |1 0.00446._|3.04 0.013583...|116.155
La parabola es una funcidn 1 0.00446_ |4 04 0.018051..|74.49

Imagen 52. Comentarios pertenecientes al Conjunto de declaraciones aceptadas. Grupo 3.

Los comentarios de Conjunto de declaraciones aceptadas, en el mismo orden de la Imagen

52 son:
1. Dependiendo de los puntos de la funcién va a cambiar la longitud de las
lineas.
2. El proceso con las coordenadas de funcién se puede repetir sucesivamente.
3. Laparabola es una funcion.
Tabla 5.
Relacidon entre los componentes de la practica matematica y el trabajo desarrollado por el
Grupo 3.
Cinco componentes de
la practica matematica Grupo 3

segun Kitcher

La funcion f(x)=x>.

Parejas ordenadas “x, y”.

Términos como “cada punto” reconociendo la existencia de
multiples posibilidades de coordenadas.

Lenguaje
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Utilizan operaciones aritméticas, a pesar que Yya tienen
ecuaciones algebraicas.

Conjunto de puntos de
vista meta-matematicos

Buscan formas de expresar generalidades antes de mostrar
particularidades, es por ello que se entiende la busqueda
primera de la funcion y luego los valores de este.
Comprueban su hipotesis inicial, es decir realizan la
comprobacion numeérica para querer demostrar la veracidad de
su razonamiento

Conjunto de
razonamientos
aceptados

La parabola se pude poner en un plano cartesiano, entonces se
puede expresar en forma de funcion

Lo largo de cada linea dependera de los puntos de la funcion,
esto quiere decir que depende de la relacion entre X y v,
entonces se pueden determinar puntos diferentes, y a partir de
alli establecer las medidas de cada linea.

Aceptan que las figuras rectangulares y triangulares pueden
formar el &rea de una curva de una manera aproximada.

La parabola es simétrica, por lo tanto tiene un lugar donde se
refleja.

Conjunto de preguntas
seleccionadas como
importantes

¢Como se puede determinar el valor de cada punto?
¢Como se relacionan los puntos de la funcién con la longitud
de la linea?

Conjunto declaraciones
aceptadas

Se acepta la funcién como modelador de una curva.

Cada valor de la funcion es diferente y las lineas contenidas
en la funcion también lo son.

Los rectdngulos y triangulos pueden ocupar un éarea
aproximada a una figura delimitada por una curva.

Comprende el trabajo elaborado por Grupo 3. Evidencia de la relevancia, del analisis del

trabajo matematico para este grupo de estudiantes mediante los componentes de la practica

matematica de Kitcher.

Conclusiones

En del desarrollo realizado en los anteriores apartados, encontramos en el analisis de la

practica matematica junto a sus componentes como metodologia de estudio en las maneras




de proceder en un grupo de estudiante con relacion a las practicas de Wallis y Newton

respecto a las formas de medida de la cuadratura, se puede concluir lo siguiente:

Los componentes de las practicas matematicas como modo de analisis del actuar de
un grupo de estudiantes de educacion media se han revelado fructiferos; sobre todo los
componentes Lenguaje, Conjunto de razonamientos aceptados y Conjunto de declaraciones
aceptadas. La reflexion sobre la utilidad de los componentes no se hace sobre las practicas
de Wallis y Newton, pues Kitcher las propuso para entender la transformacion del
conocimiento matematico en los autores que han contribuido a la evolucion de las

matematicas.

El lenguaje es un componente de las practicas matematicas que permite ver
relaciones entre las practicas de Wallis y Newton con respecto a la de los estudiantes del
José Max Ledn. Wallis tiene un lenguaje en sus series que busca primero un desarrollo
aritmético, luego muestra una expresion que generaliza ese trabajo aritmético, se podria
decir que usa una escritura algebraica; Newton, por su parte, explica primero los
razonamientos que hace, muy al estilo de los antiguos griegos y la retorica, posteriormente
escribe una expresion algebraica que le permite condensar lo expuesto. Los estudiantes no
muestran en general una estructura definida, donde separen el tratamiento de la escritura
aritmética con la algebraica, posiblemente se deba a dos factores al tiempo posible de
ejecucidn del proceso y a no definir pautas para la escritura de los desarrollos en sus

métodos.

Es comdn que en el lenguaje que usan los estudiantes para referir los objetos
matematicos halla expresiones similares relacionadas tanto con expresiones del lenguaje

cotidiano como provenientes del lenguaje matematico escolar; con frecuencia en los videos
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se oyen términos como “rango” para referirse a un intervalo o “pedacito” equivalente al

ancho de la linea.

En los videos no aparece el infinito explicitamente; sin embargo, los estudiantes si
realizan afirmaciones como “este procesos se repite sucesivamente”, “esto se puede hacer
muchas veces” o “aqui se pude seguir haciendo esto otra vez” coincidiendo con los
hallazgos de D’ Amore et al. (2005); en los fragmentos de las obras que se toman, Wallis
asume que sus series pueden ser finitas o infinitas y llegar al mismo valor; aunque Newton,
sin embargo, no lo hace de manera explicita en los apartes seleccionados. Wallis habla de
infinito y Newton llama “razones tltimas” a objetos matematicos que podriamos concebir
como provenientes del uso del infinito actual, pues se refiere a que el cociente entre dos

magnitudes se puede hacer tan pequefio como se quiera, 0 como a lo que él se refiere a

cantidades evanescentes.

En el conjunto de razonamientos aceptados existe una diferencia importante entre
los autores (Wallis y Newton) y los estudiantes en cuanto al problema de las cuadraturas.
La técnica que usaron los estudiantes siempre fue el recubrimiento de la parabola con otras
figuras (semicirculos, trapecios, rectangulos, cuadrados o triangulos), no se penso en las
lineas y su relacion con la figura delimitada por una curva como lo muestran Wallis y
Newton. El hallar la longitud de las lineas esta sesgado en términos de crecimiento y
decrecimiento, ya que sélo se percibe una forma de encontrar las longitudes por parte de los
estudiantes en general, para ellos es familiar el uso de las relaciones proporcionales y no se
tiene en cuenta en casi todos los casos otras relaciones; hay dos grupos que no hallaban las
longitudes de la lineas usando proporciones, fueron el Grupo 1-3 que usa elementos

trigonométricos y el Grupo 3 que define una funcién cuadratica.

96



97

Para el Conjunto de declaraciones aceptadas es importante evaluar la situacion
aplicada, pues es desde alli donde los estudiantes asimilan o no la informacion. En el
contexto de la situacion que se presenta en el aula, la linea de la impresora tiene un grosor,
esto hacia que los estudiantes no valoren las lineas como semirrectas de una dimension, por
tanto no es posible verificar si los estudiantes aceptan que por medio de solo lineas sin
anchura se pueda hallar el area bajo la curva de la pardbola o como se pueda relacionar,
ademas no se enfatiza en la precision, asi que los métodos de aproximacién con otras

figuras se hace més viable.

En el aspecto favorable de la situacion aplicada con respecto a al declaraciones
aceptadas esta el hecho del grosor de las lineas, ya que al ser tan delgadas y tener que
buscar longitud de cada una los lleva a pensar en estrategias con pensamiento de
continuidad para encontrarlas, cabe resaltar que solo hubo un grupo que escogié una
funcion para tatar el problema de las longitudes, y uno con una aproximacion tangente, los
demas se fueron por la via de la proporcionalidad, sin embargo estos ultimos aclaran que
establecer un espacio de posibilidades, no la longitud exacta, se entiende que aceptan la

existencia de mecanismos mas precisos.

En los componentes de las practicas matematicas Conjunto de puntos de vista
metamatematicos y Conjunto de cuestiones aceptadas no resultan muy utiles en términos
comparativos entre autores que hacen matematicas y estudiantes. El proposito de Wallis y
Newton es la aceptacion de una comunidad cientifica que avalen sus trabajos sobre
preguntas que ellos mismos se han hecho, para ello establecen una estructura lo
suficientemente solida para evitar ser refutados en sus razonamientos; las pretensiones de

los estudiantes van en términos del trabajo matematico a justificar sus acciones con



herramientas que se le han brindado, sobre preguntas que se le inducen, al menos es el caso
de este trabajo. Sin embargo, los estudiantes son capaces de hacerse preguntas sobre lo que
se esta poniendo en juego; por ejemplo, la pregunta de cbmo medir la pardbola no se
muestra explicita en la situacion de este tipo de preguntas se podria hacer otro trabajo de
investigacion, teniendo en cuenta las préacticas matematicas para la transformacion del

conocimiento matematico hacia el entendimiento del célculo.

Kitcher dijo que sus practicas matematicas podrian cambiar de componentes, es
viable considerar que para el proposito educativo y en especial el que refiere a la transicién
algebra-célculo los componentes que podrian mantenerse son Lenguaje, Conjunto de
razonamientos aceptados, Conjunto de declaraciones aceptadas y Conjunto de cuestiones
aceptadas como importantes. El aventurarse a agregar una nueva componente y validarla
debera ser una investigacion futura, pero dado los aportes de Freudenthal no parece

descabellado pensar en una componente de representacion que difiera al lenguaje.

En cuanto a la situacidn, es pensada por el hecho puntual de inferir la necesidad de
ocupar el area bajo una curva, al usar la ventana de la obra de Félix Candela se asegura
mantener un contexto realista; por otra parte la impresora ademas de otorgar un elemento

como las lineas delimita un poco las posibilidades de accion tomada por los estudiantes.

El reconocimiento de las posibilidades en la situacién de parte de los estudiantes en
un inicio se toma en cuenta, ya que utilizan la linea horizontales para el primer rectangulo,
en la primer tarea, pero en la mayoria se deja de lado al desarrollar las otras tareas, pues la
manera de ocupar el area bajo la curva es siempre por medio de rectangulos, trapecios,

semicirculos o triangulos. El ambiente de aprendizaje en el cual el docente no intervenia en
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la ejecucion, permitio que entre los estudiantes indagaran en sus conocimientos empiricos,

en este escenario el uso de las lineas no prevalecio.

AnNexos

En este apartado se presentan los enlaces de los videos puestos en estudio, con la

participacion de los estudiantes de grado 11 del colegio José Max Leon, los cuales estan

separados por los grupos descritos en el apartado de metodologia. S6lo se accede a los

videos desde sus enlaces sin ningln contenido de edicion.

Tabla 6.

Enlaces de los videos abordados en este trabajo.

Grupos Enlace de los videos por sub-grupos
Grupo 1-1: https://www.dropbox.com/s/jkpmqt5rzOubnny/Grup0%201-1.mp4?di=0
Grupo | Grupo 1-2: https://drive.google.com/open?id=0B5PbCgID9mzITThfROIIMVZmN3M
1 Grupo 1-3:
https://drive.google.com/open?id=0B5PbCglDImMzIYUxTUOdNCE1ETKU
Grupo 2-1:
Grupo https://www.dropbox.com/s/barcnu36etqodz7/GRUP0%202-1.AVI1?dI=0
5 Grupo 2-2: https://www.dropbox.com/s/mo3hmvg59z9stOw/Grupo%202-2.AVI1?dI=0
Grupo 2-3:
https://drive.google.com/open?id=0B5PbCglDIMzIWm02UXBwVV8yVOk
Grgpo Grupo 3: https://www.dropbox.com/s/Imbv8f3r69zIuh8/GRUPO%203.AV1?dI=0
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