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RESUMEN

En este trabajo de grado se presentan los niveles de algebrizacién en que se encuentran las
practicas mateméticas de un grupo de estudiantes de noveno grado de la Educacién Basica de la
Institucién Educativa Nucleo Técnico Agropecuario, de Corinto (Cauca). Para ello se les propuso
al grupo de estudiantes cuatro situaciones problema, las cuales podian ser resueltas por
estrategias mas o menos algebrizadas. El marco de referencia conceptual adoptado en este
trabajo de grado para el anélisis de los datos recolectados se presenta desde la perspectiva del
Enfoque Ontosemidtico (EOS), en particular lo referido al anélisis de la emergencia de objetos y
procesos matematicos, la caracterizacion del Razonamiento Algebraico, y los Niveles de

Algebrizacion.

El trabajo permiti6 concluir entre otras cosas que la mayoria de los estudiantes tienden a utilizar
los algoritmos de las operaciones basicas en sus practicas mateméticas haciendo uso de
cantidades extensivas (que dentro de la perspectiva del EOS, se refiere a cantidades concretas),
en algunos casos se reconocen intensivos (es decir, cantidades generales) que representan con
incognitas pero no son capaces de operar con ellas. Ademas las pricticas mateméticas de este

grupo de estudiantes se moviliza entre un nivel O y 1 de algebrizacion.

Palabras claves: Niveles de algebrizacion, Objetos y procesos Matematicos, Razonamiento

Algebraico, Practicas matemaéticas, Enfoque Ontosemiético.



INTRODUCCION

El razonamiento algebraico (RA) en los ultimos afos ha sido un tema de gran interés para
investigadores en el campo de la Educaciéon Matemaética tales como Castro (2008); Aké (2013);
Kaput (2000); Godino & Font (2003); Radford (2000) y Kieran (2007), y una de las cuestiones
mas relevantes que se han mencionado es la necesidad de estudiar los conocimientos que ponen
en juego los estudiantes al resolver problemas matematicos, no solo para identificar las

dificultades, sino para desarrollar este modo de razonar desde los primeros afios de escolaridad.

Si bien es necesario identificar las dificultades que presentan los estudiantes en algebra escolar,
también es importante potenciar el razonamiento algebraico desde los primeros afios de
escolaridad. Segin Godino, Aké, Castro y Wilhelmi (2012), el desarrollo del RA se logra de
forma progresiva, gradual y sistémica en el cual se van adquiriendo mayores niveles de
generalidad que conlleva a la consolidacion de un lenguaje alfanumérico, es por ello que no debe

relegarse solo a secundaria sino que debe promoverse en todos los niveles educativos.

Aunque no hay un consenso de lo que se entiende por razonamiento algebraico, algunos
investigadores como Kieran (2007), Radford (2003) y Kaput (2000), han propuesto una
caracterizacion del RA, los cuales coinciden en que las caracteristicas principales de este son la
generalizacion, el uso del lenguaje alfanumérico y el calculo analitico, en el cual los objetos
algebraicos van adquiriendo un significado diferente en tanto se avance en los procesos de

generalizacion y simbolizacion.



Teniendo en consideracidn los rasgos caracteristicos del RA es necesario analizar en qué medida
desde una préictica matematica se cumplen estas caracteristicas, es por ello que el Enfoque
Ontosemiotico (EOS) proporciona elementos para analizar desde una practica matematica los
niveles de razonamiento algebraico que van adquiriendo los estudiantes conforme van avanzando

en su proceso de formacion y que les permite hacer abstracciones cada vez mas generales.

En este sentido, esta propuesta de trabajo de grado se centra en las practicas matematicas que los
estudiantes de grado noveno de la Instituciéon Educativa Nucleo Técnico agropecuario emplean
al resolver problemas matematicos que impliquen ecuaciones lineales con una incognita real, es
por ello que el objetivo central de este trabajo es caracterizar el razonamiento algebraico de
estudiantes de grado noveno de la Educacion Basica, de acuerdo a los niveles de algebrizacion
propuestos por Godino et al. (2012), que se manifiesten en sus practicas matematicas al

solucionar estos problemas.

Para abordar el problema de investigacion en este trabajo se presenta la problematica en la cual
se muestran las dificultades que presentan los estudiantes al resolver problemas que implican
ecuaciones lineales, cuestion que hace preguntarse sobre la importancia de analizar las practicas
matematicas de los estudiantes y clasificarlas en los distintos niveles de algebrizacién de acuerdo
a su grado de escolaridad, lo cual permitird generar conclusiones y proponer algunas reflexiones
sobre la importancia de desarrollar el RA en la escuela. Luego se exponen los objetivos
generales y especificos que se esperan alcanzar y que orientan este trabajo, asi como la

justificacion que da cuenta de la importancia de la realizacion de este.

Posteriormente se presenta el marco de referencia conceptual donde se exponen los referentes
que permiten orientar el analisis de las practicas mateméticas de los estudiantes y que toma en

consideracion tres perspectivas: el enfoque ontosemidtico (EOS), en el cual se hara énfasis en los
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objetos y procesos mateméticos y cOmo estos emergen en las practicas matematicas. Luego, se
tomaran referentes que permitan hacer una caracterizacion del Razonamiento Algebraico para
dejar claro lo que se entiende por este; y por ultimo los Niveles de Algebrizacion propuestos por
Godino et al. (2012), en el cual se presentan cuatro niveles que de acuerdo con las caracteristicas
propias de estos permite hacer una clasificacion de las practicas de los estudiantes y a su vez

hacer una reflexion sobre el razonamiento algebraico que se muestran en estas.



CAPITULO I: ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION

En el presente capitulo se expone el problema que se abordé en este trabajo de grado, asi como
los objetivos generales y especificos que direccionan su elaboracién, ademds se presentan la
justificacion que expone los argumentos sobre la importancia de abordar esta problemética y la

metodologia para realizar el trabajo propuesto.

1.1 Problematica de estudio

En las dltimas décadas se han realizado diversas investigaciones en el campo de la Educaciéon
Matematica donde ademas de estudiar los problemas que surgen en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, también se presentan propuestas para mitigar en gran medida los
problemas que se presentan en esta. Sin embargo atin queda mucho por realizar, tal como afirma
Socas (2011), las dificultades y los errores en el aprendizaje de las Matematicas han sido y son
hoy un foco de estudio e investigacion en Educacion Matemética, en el que a pesar de su
antigiledad, de los resultados obtenidos y de los esquemas tedricos utilizados para interpretar

esos resultados, hay cuestiones importantes ain no resueltas.

Algunas investigaciones realizadas por autores como Paralea, (1999), Kieran & Filloy, (1989),
Castro, (2012); Gallardo & Rojano, (1988), y Moreno & Castellanos, (1997), se han centrado en
el estudio del algebra escolar, donde se ha puesto de manifiesto las dificultades y errores que
presentan los estudiantes cuando resuelven problemas algebraicos. Estas dificultades son
causadas en algunas ocasiones por una serie de errores que muestran los estudiantes, los cuales
Socas (2011), analiza desde tres ejes, no disjuntos, que permiten estudiar el origen del error.
Desde esta perspectiva se sitian los errores que cometen los estudiantes en relacidén con tres
origenes distintos: obstaculo (cognitivos, didacticos y epistemoldgicos), ausencia de sentido

(semiotico, estructural y autdbnomo) y actitudes afectivas (emociones, actitudes y creencias).
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A continuacion se presentaran algunas dificultades y errores que presentan los estudiantes en el
aprendizaje del algebra escolar, las cuales se organizan en cuatro categorias en las cuales se
abordan estas dificultades y errores y una quinta donde se hacen algunas consideraciones del
razonamiento algebraico que develan problemas en el razonamiento en la escuela y que es una
causa de los errores que cometen los estudiantes al llegar a la secundaria, estas categorias son:
dificultades y errores relacionados con la resolucion de ecuaciones; dificultades y errores en el
uso de las letras; dificultades y errores en la transicion de la aritmética al algebra, dificultades y
errores asociadas a la resolucion de problemas; y por ultimo algunas consideraciones sobre el

razonamiento algebraico.

1.1.1 Dificultades y errores relacionados con la resolucion de ecuaciones
Moreno & castellano (1997), dentro de su investigacion muestran algunos errores frecuentes que

presentan los estudiantes al resolver ecuaciones lineales, entre ellos se resaltan los siguientes:

* Un ndmero que multiplica a la incégnita en uno de los lados de la ecuacion se pasa a
restar al lado opuesto de la igualdad. Esto se podria atribuir a que no diferencian el
inverso aditivo del inverso multiplicativo y a la falta de conocimiento de la propiedad
uniforme del signo igual, tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

(1) 3x+1=0

2) x=-1-3
Al resolver la ecuacion (1) los estudiantes no hacen una distincién entre el inverso aditivo
y multiplicativo, en este caso, deben hacer uso del inverso multiplicativo y conocer la
propiedad uniforme que indica que se pueden realizar las mismas operaciones a ambos

lados de la igualdad y se conserva la equivalencia.
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* (Cambian el signo en un miembro de la ecuacion sin hacer la misma modificacién en el

otro.

—3x+4=2

En esta ecuacidn los estudiantes toman la expresion —3x y la convierten en 3x cambiando el
signo de forma arbitraria hacer la modificacién en el otro miembro de la igualdad para que se
conserve la equidad, es decir, no realizan las mismas operaciones a ambos lados de la

igualdad para que no se pierda la relacion entre las expresiones.

* No realizan la transposicion de términos (sumandos o factores) en el orden correcto
5x
5 +2=3

5 +2=9

En esta ecuacion, los estudiantes no transponen las cantidades en el orden correcto, primero los
sumandos y luego los factores, en este caso primero realizan la transposicion del factor 3, cuando

en primera instancia deben trasladar el sumando 2.

Lo errores mencionados se deben también como manifiesta Castro (2012), a que algunos
estudiantes que no tienen en cuenta la equivalencia, transforman las expresiones o ecuaciones
arbitrariamente, esto genera una dificultad en su aprendizaje, dado que en la solucién de
ecuaciones y al hacer transformaciones de las expresiones, estas han de seguir las normas
establecidas por el algebra, de tal forma que se obtengan expresiones equivalentes y no se

modifique la solucidn.
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Otros estudios como los realizados por Kieran & Filloy, (1989), Kieran, (1992) se han centrado
en la comprension de los estudiantes, en la estructura de las ecuaciones y la resolucién de estas, y
encontraron que los estudiantes tienen dificultad en tratar expresiones con muchos términos
como una sola unidad y no perciben la estructura superficial, por ello estos autores muestran el
siguiente ejemplo, donde 4(2r + 1) + 7 = 35, tiene la misma estructura de 4x + 7 = 35,
debido a que 2r + 1 que estd en la primera ecuacién puede ser vista como x, en la segunda

ecuacion, teniendo asi la misma estructura.

Teniendo en cuanta lo anterior, manifiesta:

Los estudiantes deben comprender que los objetos con los que estin operando son expresiones
algebraicas y no solamente nimeros; ademds que las operaciones que se realizan son las de
simplificacion, factorizacion, racionalizacién del denominador, resolucién o diferenciacién de

ecuaciones, etc., y no sumas, restas, multiplicaciones o divisiones. (p.3)

Lo anterior genera muchas confusiones en los estudiantes impidiendo que resuelvan de forma

adecuada los problemas propuestos.

1.1.2 Dificultades y errores en el uso de las letras
Otra de las dificultades se debe a la falta de interpretacion de las expresiones algebraicas, donde
segin Kieran & Filloy (1989) la mayoria de los estudiantes tratan las letras en expresiones y
ecuaciones como incéognitas especificas mas que como nimeros generalizados o variables. Por
ejemplo consideran que [ + m+n =10+ p + n nunca es verdad, debido a que ven la letra m
como una incdgnita o valor especifico mas que como una variable que puede tener el mismo

valor de p.
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Paralea (1999) afirma, que muchas de las dificultades son debidas a la significacién que poseen
las letras, por ejemplo “3[0” es comprendida a menudo como tres objetos, en vez de 3 veces el
nimero de ese objeto. Un acercamiento a la comprensién de estas afirmaciones es animar
constantemente a comprobar por sustitucion el trabajo que se realice asi como a ‘“pensar con

letras™.

Escalante & Cuesta (2012) dentro de su investigacidon también mostraron que los estudiantes no
comprenden el sistema de signos del algebra, es decir, tienen dificultades para seleccionar las

cantidades a representar (con letras) y para hacer una relacion funcional entre ambas variables.

Por su parte Kiichemann (citado por Ursini, 1994), identific6 seis maneras de interpretar los

simbolos literales, estos son los siguientes:

Como letra evaluada (letra que se le asignan numeros), letra como objeto (abreviatura para
designar un objeto), como incdgnita especifica (letra que representa un nuimero particular
desconocido), como nimero generalizado (letra que es capaz de asumir nimeros distintos), y

como variable (letra que tiene un rango de valores no especificado).

Sin embargo segin Ursini (1994) los estudiantes presentan dificultades para hacer estas
distinciones, ademds menciona investigaciones como las realizadas por Kiichemann, (1980) y
Booth, (1984) en las cuales se muestra la dificultad que muestran los estudiantes para trabajar
con variables como nimero generalizado y que estos tienden a interpretarla como una incégnita

especifica, como un objeto e incluso la ignoran.

1.1.3 Dificultades y errores en la transicion de la aritmética al algebra
En aritmética, la concatenaciéon denota adicidn (37 significa 30 + 7; 26 significa 20 + 6), sin

embargo en el algebra la concatenacidn significa multiplicaciéon (4b significa 4xb) esto hace
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segtin Kieran & Filloy (1988) que al extender la generalizacion sobre lo que era correcto en la

aritmética conlleve a que los estudiantes malinterpreten el sentido de los términos algebraicos.

Una investigacidon realizada por Gallardo & Rojano (1988), pone de manifiesto que los
estudiantes presentan dificultades en el aprendizaje de las ecuaciones ya que no encuentran
diferencias entre las ecuaciones aritméticas donde hay una sola ocurrencia de la incognita, es
decir, la incgnita se encuentra solo en un miembro de la igualdad y son de la forma ax = b, x +
a=b,aXx(x+tb)=c, (x+a)xb=c, (donde a,b, c € Z"); y las ecuaciones no aritméticas
o algebraicas donde se requiere la operacion de la incognita debido a que existe una relacion
entre dos expresiones algebraicas, como por ejemplo AX + B = CX * D, esta dificultad se debe,
fundamentalmente, a no darse cuenta en general el cambio de representacion entre la aritmética

y el algebra, permaneciendo atin en el campo puramente aritmético.

En esta investigacion también se manifiesta que en aritmética el signo de igualdad se usa
fundamentalmente para relacionar un problema con su respuesta numérica, es decir, como una
relacidn entre un proceso y el resultado de su ejecucion. En dlgebra, el signo de igualdad tiene un
caracter dual: como operador (caricter asimétrico de la igualdad), como equivalencia o relaciéon
(caracter simétrico de la igualdad). La no comprension de estas diferencias causa dificultades en
la resolucién de ecuaciones ya que usualmente se enfatiza en la nocién de operador y no en la

de equivalencia.

Ademas Kieran & Filloy (1989) mencionan que el hecho de que los estudiantes conciban el
signo igual como un mero separador entre la secuencia de operaciones y el resultado, les lleva a
violar las propiedades simétrica y transitiva de la igualdad; esto se debe a que en los primeros
aflos de escolaridad, el signo igual se usa mas para anunciar un resultado que para expresar una

relacidn simétrica y transitiva: el signo es unidireccional.
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Lo mencionado en esta categoria es lo que Rojano & Gallardo (1988) denominan una ruptura o
corte didéctico, esto es, el obstaculo que se presenta en el limite del pensamiento aritmético y el
pensamiento algebraico, estos conocimientos son tales que para dar paso al algebraico es
necesario romper con conceptos y habitos del aritmético, pero que a su vez, se requiere de
extender las nociones y acciones asignadas a los objetos aritméticos a un nuevo universo de
objetos que incluye a los algebraicos. Se refieren especificamente a los objetos o elementos
constitutivos de las ecuaciones, es decir, los coeficientes (inicialmente de naturaleza aritmética),

las incognitas (de naturaleza algebraica) y los signos +, —, = (de naturaleza dual).

1.1.4 Dificultades y errores en la resolucion de problemas
Gran cantidad de las dificultades ligadas al lenguaje del algebra, surge en la resolucion de
problemas al hacer cambios de expresiones verbales a algébricas o viceversa, como apunta
Castro (2012), aparecen dificultades en la formulacién de ecuaciones algebraicas cuando la
informacién se presenta con palabras. La investigacién que ha realizado, estd centrada en
estudiar la manera de hacer traducciones entre los lenguajes simbdlico y verbal por estudiantes
de educacidon secundaria. Se ha manifestado que utilizando las mismas expresiones, los
estudiantes cometen mdés errores al realizar la traduccién de enunciados verbales a su

representacion simbodlica que cuando se hace desde el simbdlico al verbal.

En una investigacion realizada por Rodriguez, Molina, Cafiadas & Castro (2015) muestra que
cuando se presenta un problema mediante un enunciado verbal y es necesaria su traduccion a
simbolismo algebraico para su resolucién, los estudiantes ponen resistencia al uso del

simbolismo algebraico y prefieren utilizar estrategias y representaciones de tipo aritmético.

Ademas manifiestan que en esa traduccidn los estudiantes proponen diversidad de traducciones;

el nimero de cantidades contenidas en el enunciado verbal no coincide con el ndmero de
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simbolos diferentes utilizados; tienden a utilizar mas letras del minimo necesario, una de las
cuales corresponde a la incOgnita del enunciado; y existe una cierta preferencia por la eleccion de

las cantidades que deben ser designadas con una letra.

Asi como los estudiantes presentan dificultades al realizar traducciones del lenguaje natural al
simbolismo algebraico, también las tienen en sentido contrario, es decir, del simbolismo
algebraico al lenguaje natural, Rodriguez et al. (2015), Muestra que en las ecuaciones de primer
grado, los errores identificados se deben a la traduccién incorrecta de la notacién matematica, a
la asignacién de valores no realistas, a las incognitas de los problemas inventados, al cambio de
la estructura de la ecuacién en el problema, al uso de simbolismo algebraico en el enunciado del

problema y a que establecen de forma incorrecta una relacién parte-todo.

En la investigacion hecha por estos autores, se plantea una clasificaciéon de los errores en los
procesos de traduccion donde presentan los siguientes: Los errores segiin la completitud del
enunciado: hacen referencia a la falta o sobra de algin simbolo o palabra para que expresion,
simbolica o verbal, dada por el estudiante pueda ser considerada correcta; los errores derivados
de la aritmética: son los que provienen del uso incorrecto o falta de interpretacion de los signos
u operaciones; los errores derivados de las caracteristicas propias del simbolismo algebraico:

son especificos y asociados al uso del sistema de representacion simbdlico.

Por su parte, Puig (1998) manifiesta que en la resolucién de problemas que impliquen ecuaciones
se presentan tres dificultades, estas son: dificultades para analizar el enunciado, determinar las
cantidades que hay que considerar para resolver el problema y las relaciones entre ellas;
dificultades en la traduccion y dificultades al escribir la ecuacion, el error que puede cometerse

aqui es igualar dos expresiones que no representen la misma cantidad.
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Segtn los resultados presentados por las pruebas TIMSS (2007), los estudiantes de Colombia
presentan un bajo nivel académico en matematicas, lo cual indica que tienen dificultades en
dominio de contenido (nimeros, algebra, geometria, datos y probabilidad), y en dominios
cognitivos que implican razonar, conocer y aplicar, por ello es importante analizar las practicas

matematicas de los estudiantes.

Godino, Batanero y Font (2007), presentan un enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica en el cual definen como practica matematica a toda actuaciéon o
expresion realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la

solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas.

1.1.5 Razonamiento algebraico en la escuela
En los ultimos afios el razonamiento algebraico (RA) ha sido un tema de gran interés para
investigadores en el campo de la Educaciéon Matematica tales como Castro (2008); Aké (2013);
Kaput (2000); Godino & Font (2003); y Radford (2000). En muchas de estas investigaciones se
ha manifestado la importancia de potenciar este razonamiento desde los primeros afios de

escolaridad.

Debido a las dificultades en el aprendizaje del &4lgebra que han reportado diversas
investigaciones en Educacion Matemética como las mencionadas anteriormente, se han hecho
propuestas como el Early Algebra' y la pre-lgebra®, aunque ambas tiene como objetivo principal
desarrollar el RA desde los primeros afios de escolaridad tienen concepciones epistemoldgicas

distintas, tal como se presenta en Socas (2007).

'La Early 4lgebra propone incorporar a las aulas de Educacién Primaria actividades dirigidas a la observaciéon de patrones,
relaciones y propiedades matematicas para de este modo desarrollar competencias propias del Algebra.
2 La pre-algebra se encarga de mitigar las dificultades que se presentan al iniciar el 4dlgebra.
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Aunque no hay una definicién concreta de lo que se entiende por razonamiento algebraico
autores como Kieran (2007); Carraher y Schliemann (2007), Radford (2003), entre otros han
hecho una caracterizacién de este y coinciden en que involucra rasgos de generalizacidn
deliberada y expresiones de generalidad, es decir, que el razonamiento algebraico tiene como

rasgo fundamental la generalizacion y el uso de simbolos para expresar ideas matematicas.

Como ya se habia mencionado, los estudiantes presentan grandes dificultades y errores al
resolver problemas algebraicos y més ain cuando estos implican ecuaciones, gran parte de esto
se debe segun a que no se potencia el razonamiento algebraico (RA) desde los primeros afios de
escolaridad, lo cual genera que los estudiantes al llegar a secundaria se encuentren con un

lenguaje alfanumérico de forma inmediata sin la previa consolidacion de este.

Asi pues, el RA se da de manera gradual, sistematica y progresiva donde cada vez mas se van
alcanzando mayores niveles de generalidad que segliin Godino, Aké, Castro y Wilhelmi (2012) es
un rasgo caracteristico de este razonamiento, ademds se va construyendo poco a poco un

lenguaje alfanumérico para expresar los conocimientos que los estudiantes van adquiriendo.

Para potenciar el RA en los primeros afios de escolaridad es importante que el docente de
matematicas esté atento a los nuevos aportes en Educacién Mateméticas que le permita
comprender la importancia de proponer problemas matematicos, tal como la generalizacion de
patrones, de tal forma que les permita a los estudiantes ir avanzando en sus grados de

generalizacion.

Por otra parte los docentes deben estar en la capacidad de identificar como los estudiantes van

adquiriendo cada vez mas los niveles de generalidad y tener herramientas para analizar el
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razonamiento de sus estudiantes conforme a las pricticas matematicas que estos manifiesten y

asi tomar postura frente a las dificultades y errores que estos manifiesten.

Ahora bien, teniendo en cuenta lo anterior, cabe resaltar que en los primeros afios de escolaridad
se pueden expresar generalidades diferentes a la alfanumérica que son muy importantes tales
como la gestual, el lenguaje ordinario y grafico, y que a lo largo de la vida escolar se va
construyendo otras maneras de representar estas generalidades hasta llegar a expresar ideas

matematicas a través de un lenguaje alfanumérico.

Asi pues, pese a la importancia de desarrollar el razonamiento algebraico en los primeros afios
de escolaridad, investigaciones como Radford (2000); Kieran (2007); Socas (2007); Castro
(2014), manifiestan que este se sigue relegando a secundaria en donde se ensefia de forma
tradicional, es decir, se siguen ensefiando objetos algebraicos y unas reglas para resolver una
serie de ejercicios sin hacer reflexiones en torno a ellos y que los estudiantes no vean el algebra

como algo abstracto y aislado de los contextos de la vida diaria.

Todo lo anterior hace que los estudiantes no desarrollen el pensamiento algebraico como se
esperaria al culminar su etapa escolar, pues los conocimientos que adquieren se limitan a

resolver algoritmos.

Por lo cual el interés de este trabajo de grado es indagar sobre:

,Qué razonamiento algebraico manifiestan los estudiantes de grado noveno de la
Institucion Educativa Nicleo Técnico Agropecuario, cuando solucionan problemas que

involucren ecuaciones lineales con una incognita real?
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1.2 Justificacion
Este trabajo presenta un anélisis acerca de las practicas matemaéticas, tal como se muestra en el
enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccidon matematica, presentado por Godino,
Batanero & Font (2007), estas practicas seran analizadas a través de unos problemas propuestos
a los estudiantes que implican ecuaciones lineales con una incégnita real. Se toman las
ecuaciones porque abordan un concepto importante en el algebra escolar puesto que permite
mostrar la relacién de equivalencia entre expresiones de fendmenos distintos, y a través de este
se pueden observar los distintos niveles de razonamiento algebraico que despliegan los
estudiantes de grado noveno de la institucion Nucleo Técnico Agropecuario al realizar dichas

practicas.

Ademéas se toman las ecuaciones lineales como objeto mateméatico para seleccionar los
problemas que los estudiantes deben resolver dado que es un concepto esencial en el aprendizaje
de las matematicas, ya que permiten el cambio de un campo aritmético a uno algebraico,
cuestion que segun Rojano & Gallardo (1988), genera una ruptura o corte didactico, puesto que
es necesario en las ecuaciones algebraicas realizar operaciones con la incognita para asi
determinar su valor, cuestién que no sucede en las ecuaciones aritméticas, dicha ruptura ocasiona
problemas en la comprension de los estudiantes, por ello se considera necesario estudiar las

ecuaciones lineales.

Teniendo en cuenta que diversas investigaciones como las presentadas por Kieran & Filloy
(1989); Castro (2012); Gallardo & Rojano (1988); y Paralea (1999), muestran algunas
dificultades en el aprendizaje del algebra escolar, se considera necesario analizar el RA de los
estudiantes para determinar el nivel de algebrizacién y en caso de no estar en un nivel adecuado

de acuerdo al grado de escolaridad, hacer reflexiones que incentiven a los docentes a promover el
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desarrollo del RA desde los primeros afios de escolaridad para que se puedan mitigar en gran

medida las dificultades que se presentan en secundaria.

Por otra parte, las situaciones problema permiten generar procesos de modelacién y a su vez
crear modelos matematicos como lo son las ecuaciones lineales con una incOgnita real, las
cuales permiten no solo resolver problemas en matemaéticas, sino también en otras areas del
conocimiento y de la vida real, todo esto ayuda a consolidar competencias en los estudiantes que

los ayuden a resolver diversas situaciones que impliquen la utilizacidon de ecuaciones.

En este sentido el trabajo propuesto, presenta un andlisis acerca de las practicas de los
estudiantes para determinar los objetos que emergen en estas y los niveles de algebrizacion que
los estudiantes poseen. El concepto de ecuaciones lineales con una incognita real, se toma para
la seleccion de los problemas que seran implementados en estudiantes de grado noveno de la
Educacién Basica, ya que en este grado de escolaridad los estudiantes ya han abordado en gran
medida este concepto en el aula de clases y han trabajado cuestiones algebraicas que les ayudara

a resolver los problemas matematicos propuestos.

En sintesis, este trabajo es pertinente porque permitird a los docentes en ejercicio tener un
modelo para identificar a través de las practicas matemaéticas los niveles de algebrizacién de los
estudiantes, y a su vez hacer una reflexion mas profunda de los conocimientos que ponen en
juego sus estudiantes al enfrentarse a un problema algebraico propuesto en el aula, que le
ayudard a observar las generalidades alcanzadas por los estudiantes. Ademas a los docentes en
formacion, les serd de gran ayuda puesto que muestra algunas herramientas para analizar las
practicas matematicas e identificar los distintos niveles en los que se pueden clasificar las
practicas matematicas y comprender la importancia de potenciar el razonamiento algebraico en
sus estudiantes.
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1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo general
Caracterizar el razonamiento algebraico de estudiantes de grado noveno de la Institucidon
Educativa Nucleo Técnico Agropecuario, de acuerdo a los niveles de algebrizacion que se
manifiesten en sus practicas matematicas al solucionar problemas que involucren ecuaciones con

una incognita real.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Identificar los objetos y procesos matematicos emergentes en las practicas matematicas
que manifiestan los estudiantes al resolver los problemas propuestos.

2. Identificar los niveles de algebrizacion de la actividad matemética que manifiestan los
estudiantes al resolver los problemas propuestos.

3. Generar algunas conclusiones entorno al razonamiento algebraico de los estudiantes
objeto de estudio y proponer algunas reflexiones en relacion al desarrollo del

razonamiento algebraico en la escuela.
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1.4 Metodologia

La metodologia utilizada serd una investigacion cualitativa de tipo descriptivo, segiin Tamayo
(2003), 1a investigacion descriptiva comprende la descripcion, registro, andlisis e interpretacion
de la naturaleza actual, y la composicién o procesos de los fenémenos. Este enfoque se realiza
sobre codmo una persona o grupo de personas funciona en el presente, trabaja sobre realidades y
su caracteristica fundamental es la de presentar una interpretacion correcta.

Teniendo en cuenta lo anterior a continuacién se muestra cuatro etapas en las cuales se
desarrollard este trabajo:

Primera etapa

Establecer la problematica, los objetivos y la justificacion que orienta este trabajo de grado y que

permiten su realizacion.

Segunda etapa

Definir el marco de referencia conceptual que orienta este trabajo y que se presenta desde tres
perspectivas: El enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS)
propuesto por Godino et al. (2007), del cual se hara énfasis en los objetos mateméaticos y como
estos emergen en las pricticas matematicas; La caracterizacion del razonamiento algebraico
(RA), donde se expone que se entiende por este y la importancia de ser desarrollado y potenciado
desde los primeros anos de escolaridad, asi como la naturaleza de este razonamiento desde el
EOS; y por ultimo los 4 niveles de algebrizacion que permitirdn hacer el analisis de las practicas

matematicas que realizarin los estudiantes objeto de estudio.
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Tercera etapa

Implementar en la Institucién Educativa Nicleo Técnico Agropecuario del municipio de Corinto
(Cauca), una prueba que contiene cuatro problemas algebraicos, se seleccionara aleatoriamente
uno de los tres cursos de grado noveno que hay en la institucién para asi observar sus practicas

matematicas. La descripcion de la poblacion escogida se presentara en el siguiente capitulo.

Para obtener los datos que permita hacer un anélisis de los niveles de algebrizacidn, se plantearan
cuatro problemas, los cuales pueden resolverse desde un nivel O hasta un nivel 3. Estos
problemas seran seleccionados teniendo en cuanta como tema central las ecuaciones lineales,
puesto que en este grado de escolaridad los estudiantes han tenido una formacion algebraica que
les permitiria realizar estos problemas, ademas los problemas seran seleccionados de algunas
investigaciones que se han realizado al respecto tales como Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi

(2014), Castro (2008), y Godino, Aké, Whilelmi, Neto, Etchegaray & Lasa (2015).

Cuarta Etapa

Realizar el respectivo anélisis. Se pretende analizar las practicas mateméticas que los estudiantes
despliegan al realizar las tareas propuestas, de las cuales se obtendrdn los resultados que

permitan analizar los distintos niveles de algebrizacion que los estudiantes presenten.

Posteriormente se haran reflexiones respecto al resultado obtenido que orienten a los docentes en
ejercicio y docentes en formacion a analizar con méas detalle las practicas de sus estudiantes y a
comprender la importancia de potenciar este razonamiento no solo en educacién secundaria sino

a través de todos los grados de escolaridad de los estudiantes.
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CAPITULO II: MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL

En este apartado se presentan los referentes conceptuales que permitirdn analizar las practicas
matematicas desarrolladas por estudiantes de grado noveno, como es el propoésito central de este
trabajo; para ello se toma en consideracion tres perspectivas: en primer lugar el Enfoque
Ontosemiotico (EOS), del cual se hard énfasis en los objetos matematicos y como estos emergen
en las practicas matematicas. Posteriormente se tomaran referentes que permitan hacer una
caracterizacion del Razonamiento Algebraico (RA) para dejar claro lo que se entiende por este; y
por ultimo los Niveles de Algebrizacion propuestos por Aké (2013), Godino, Aké, Gonzato &
Whilelmi (2013) para determinar conforme a las practicas de los estudiantes en qué nivel

algebraico estin. Estas perspectivas se presentan a continuacion:

2.1 Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la instruccién matematica

El EOS es un marco tedrico sobre el conocimiento y la instruccion matematica propuesto
principalmente por Godino, Batanero y Font, con el objetivo de comparar y articular diversas
aproximaciones teoricas usadas en Didactica de las Matematicas (DM) desde un punto de vista
unificado, y que permita superar los problemas que se presentan en los diversos paradigmas que
tradicionalmente han sido el punto de referencia inmediato para la DM, como lo manifiesta

Godino, Batanero & Font (2007); Godino (2012).

Como se muestra en Godino et al. (2007), Este enfoque se ha ido consolidando durante varios
afios, en los que se han rastreado tres momentos o etapas como se muestra a continuacién: en la
primera etapa (1993-1998) se desarrollaron y precisaron las nociones de significado institucional
y personal de un objeto matemaético (entendidos en términos de sistemas de practicas en las que
el objeto es determinante para la realizacidon del problema matematico propuesto) y su relacion

con la nocién de comprension. En la segunda etapa (1998) se progresé en el desarrollo de una
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ontologia y una semioética especifica que estudia los procesos de interpretacion de los sistemas de
signos matematicos puestos en juego en la interaccion didactica; y en la dltima etapa se centro el
interés en los modelos tedricos propuestos en DM sobre la instruccion y conocimiento
matematico que pueden ayudar a confrontar y articular distintos enfoques de investigacion sobre

la ensefianza y el aprendizaje y progresar hacia un modelo unificado de estas.

Actualmente el EOS se configura a partir de cinco categorias de andlisis las cuales estan
compuestas de una serie de nociones tedricas que permiten estudiar el nivel de los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas, estas categorias son: los sistemas de préctica, la
configuraciéon de objetos y procesos matematicos, la configuracién didactica, la dimension
normativa y la idoneidad didactica. Para la elaboracidon de este trabajo se hard énfasis en el
segundo tipo de anélisis, dado que, de acuerdo con el proposito central de este trabajo se hace
necesario observar los objetos y procesos mateméticos emergentes en las pricticas matematicas

para hacer una caracterizacion del razonamiento algebraico de los estudiantes.

1.4.1 Configuracion de los objetos y procesos matematicos
Segiin Godino (2002), un objeto o entidad matematica® es todo aquello que puede ser
indicado, sefalarse o a lo cual puede hacerse referencia cuando hacemos, comunicamos o
aprendemos matematicas; estos emergen en las practicas matematicas* que se entienden como
toda accién o expresion realizada por alguien para resolver una situacion problema’, comunicar
la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas; analizar como estos

surgen implica considerar como minimo, dos niveles de objetos que nacen de la actividad

3 Los objetos matematicos aqui no son entendidos como usualmente se concibe en Educacién Matematica, es decir,
como un ente abstracto que es reconocido como tal en tanto se le atribuyen unas propiedades, en el EOS se
considera como emergentes en las practicas matemaéticas.

4 Se usara negrilla para resaltar las nociones teéricas empleadas en esta categoria de anélisis.

5> Las situaciones problemas son entendidas como cualquier situacion donde esté en juego un objeto matemaético;
realizar una suma por ejemplo desde el EOS es una situacién problema.
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matematica segin Godino, Batanero y Font (2007) estos son: un primer nivel donde estan
aquellas entidades que se pueden observar en un texto matematico (problemas, definiciones,
proposiciones, etc.), y en un segundo nivel una tipologia de objetos que emerge de las distintas

maneras de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior.

En el primer nivel se presentan las configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de las
practicas matematicas y a su vez estas son necesarias para la interpretacion de los resultados
obtenidos al dar respuesta a un situacion problema, puesto que para ello se hace uso de lenguajes
verbales y simboélicos, esto con el fin de elaborar argumentos donde se puedan observar
conceptos, procedimientos y proposiciones que ayuden a determinar qué tan satisfactorios son
estos resultados. Debido a lo anterior se propone una tipologia de objetos matematicos

primarios:

- Elementos lingiiisticos: son los términos, expresiones, graficos, etc. En sus diversos
registros (escrito, oral, gestual).

- Situaciones-problemas: son las tareas, ejercicios, aplicaciones en otras areas del
conocimiento.

- Conceptos-definicion: introducidos mediante definiciones o descripciones.

- Proposiciones: enunciados sobre conceptos.

- Procedimiento: algoritmos, técnicas de calculo, operaciones.

- Argumentos: enunciados utilizados para validar los procedimientos, conceptos y

proposiciones empleados en la practica matematica.

Ahora bien, el segundo nivel da cuenta de los atributos contextuales de los objetos mateméaticos
emergentes, aqui se manifiesta que el lenguaje utilizado en el nivel anterior permite dar fuerza a

los significados de los objetos y establecer su naturaleza funcional, es por ello que de acuerdo al
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lenguaje en el que participan pueden considerarse unas facetas o dimensiones duales que se

presentan a continuacion:

- Personal / institucional: los objetos que emergen en una institucién (conjunto de
personas que hacen parte de una practica matematica), se denominan objetos
institucionales, y si surgen de forma personal son llamados objetos personales; es decir,
que la cognicién personal es el resultado del pensamiento y accién del sujeto individual
ante una clase de problemas; y la cognicion institucional o grupal, es el resultado del
didlogo y convenios que establecen los sujetos que forman parte de la grupo de practicas.

- Ostensivo / no ostensivo: lo ostensivo hace referencia a los objetos matematicos que son
perceptibles a través de un sistema de representacion por ejemplo, verbal, grafico, etc., y
los no ostensivos son aquellos objetos que son pensados pero no se exteriorizan. Un
ejemplo que ilustra esto es la representacion interna o mental que un sujeto tenga de la
recta (objeto no ostensivo) y el registro de representacion sea grafico, tabular o algebraico
que este usa para expresarlo, como se muestra: y = mx + b (objeto ostensivo).

- Expresion / contenido: se muestra la estrecha relacion entre el significante y el
significado de un objeto, es decir, entre lo que se puede ver (signo) y lo que este signo
significa, de acuerdo con unos acuerdos y criterios establecidos por una comunidad. Por
ejemplo el signo X, en un contexto aritmético hace referencia a un producto, pero algebra
hace alusion a una incognita.

- Extensivo / intensivo (ejemplar-tipo): establece la relacién entre lo particular (ejemplo)
y lo general (tipo) de un objeto matematico en determinada situacién. Por ejemplo la

ecuacion 2x + 3 = 5 es de caracter extensivo puesto que es un caso particular de todas
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las ecuaciones que tienen la estructura ax + b = ¢ que en su representacion general son
de carécter intensivo.

- Unitario - sistémico: lo unitario son los objetos que han sido consolidados a través de un
conjunto de otros objetos y ese conjunto es necesario para consolidar un objeto se
denominan sistémico. Por ejemplo al estudiar la adicién y sustraccién en los dltimos
niveles de la educacion primaria se considera el sistema de numeracién decimal como
algo conocido, es decir, como unitario, pero en los primeros niveles es necesario

ensefarlo de forma sistémica o por etapas para su comprension final.

La emergencia de los objetos matematicos primarios y sus atributos contextuales en las practicas

matematicas se dan a través de ciertos procesos los cuales se presentan a continuacion:

Para la resolucién de problemas matemaiticos es necesario implementar unas practicas
matematicas las cuales permiten la emergencia de los objetos primarios (lenguajes,
proposiciones, procedimientos, argumentos y conceptos), pero esto ocurre a través de los
procesos de comunicacidn, enunciacion, algoritmizacién, y definicion respectivamente. Por

ejemplo los argumentos emergen en las practicas en tanto se hace un proceso de argumentacion.

Asi mismo, a estos objetos que emergen se le atribuyen determinados atributos contextuales por
medio de unas dualidades a saber: expresion/contenido, personal/ institucional, ostensivo/ no
ostensivo, unitario/ sistémico y ejemplar/ tipo, también se generan a través de unos procesos mas
generales, estos son: representacion/significacién, personalizacidn/institucionalizacion,

idealizacion/materializacidn, reificacion/descomposicion y particularizacion/generalizacion.

La siguiente figura ilustra la emergencia de los objetos matemaéticos a través de los diferentes

Procesos.
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Figura 1. Configuracién de objetos y procesos. (Tomado de Godino, Batanero y Font p.10)

Esta figura muestra que al resolver un problema matematico se despliegan unas practicas
matematicas en las cuales emergen los objetos matematicos primarios tales como: conceptos,
lenguajes, proposiciones, procedimientos y argumentos, estos se hacen explicitos a través de los
procesos de definicién, comunicacidn, enunciacién, algoritmizacién y argumentacion,
respectivamente. Estos objetos primarios emergentes requieren ser dotados de ciertos atributos
contextuales para dar fuerza a los significados de los objetos y establecer su naturaleza funcional,

pero esto se logra conforme a procesos mas generales, como se muestra a continuacion:

- Los procesos de personalizacion e institucionalizacion dan paso a la dualidad
personal/institucional.
- La materializacion e idealizacion, genera lo ostensivo/no ostensivo, es decir, cuando los

estudiantes piensan en un procedimiento para dar solucién a un problema, estan haciendo
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un proceso de idealizacion, pero cuando lo exteriorizan a través un algoritmo realizan un
proceso de materializacion de este.

- La reificacion y la descomposicion dan lugar a lo unitario/sistémico, cuando se hace
necesario descomponer un objeto para ser estudiado se genera un atributo sistémico, en
tanto no se descomponga el objeto es reificado, es de atributo unitario.

- La particularizacion y la generalizacién, generan el ejemplar/tipo; por ejemplo cuando se
escribe la ecuacion 3x — 4 = 2x, se esta haciendo una particularizaciéon de todas las
ecuaciones que tienen la forma ax + b = cx, la cual es su generalizacion.

- La representacion y significacién dan paso a la expresion/contenido, es decir a la

representacion de un objeto y a lo que este signifique.

Todos estos procesos y objetos primarios permiten la consolidaciéon de un objeto matematico a

través de las practicas matematicas que se desarrollen de forma personal o en una institucion.

1.4.2 Analisis Epistémico/Cognitivo desde la perspectiva del EOS
En el EOS ademas de las categorias de andlisis ya planteadas, también presenta dos categorias
de andlisis que se articulan con algunas propuestas como lo son los objetos matematicos
primarios que sirven de base para hacer un andlisis epistémico/cognitivo de las précticas
matematicas que realizan los estudiantes al resolver un problema matematico. Dicho esto Rivas,
Godino y Konic (2009) definen lo que se entiende por anélisis epistémico y cognitivo; el analisis
epistémico consiste en identificar y poner en correspondencia los objetos matematicos con su
significado al resolver un problema matemético. Por su parte el analisis cognitivo consiste en
estudiar las respuestas dadas por los estudiantes tomando en cuenta los resultados del analisis

epistémico.
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1.5 Caracterizacion del razonamiento algebraico (RA)
El razonamiento algebraico en los ultimos afios ha sido un tema de gran interés para
investigadores en el campo de la Educacion Matemaética tales como Castro (2008); Aké (2013);
Kaput (2000); Godino & Font (2003); Radford (2000) y Kieran (2007), donde resaltan la gran
importancia de desarrollar este razonamiento en los estudiantes desde los primeros afos de

escolaridad y no solo en secundaria como suele hacerse.

Godino, Castro, Aké y Wilhelmi (2012), manifiestan que usualmente el algebra es entendida
como el lenguaje simbdlico y este se restringe a la resolucidon de problemas y el estudio de
polinomios, que se introducen de forma inmediata en secundaria sin dar continuidad a los temas
tratados en primaria como lo son la aritmética, la geometria y la medida, esto hace que los
estudiantes en secundaria presenten una serie de dificultades puesto que en los primeros afios de

escolaridad no se potencia el RA tal como afirma Kieran en (2007).

Debe entenderse que el desarrollo del RA es el resultado de un proceso de maduraciéon de
caracter mas general, es decir, que no se restringe a la manipulacidon de simbolos alfanuméricos,
sino que se genera a lo largo del tiempo y es de cardcter gradual, sistematico y progresivo, es
alli donde radica la importancia de ser potenciado desde los primeros afios de formacion
educativa. Esto ha llevado a que diferentes investigadores como Davis (1985) y Vergnaud

(1988), apoyen la inclusion del algebra desde una edad temprana.

Debido a esto, se han hecho propuestas para desarrollar el RA desde los primeros afios de
escolaridad tales como la pre-dlgebra y la Early algebra, de las cuales Aké (2013) hace una
distincion entre dos enfoques: la primera trata se enfoca en mitigar las dificultades de los sujetos

al iniciar el 4lgebra, y la segunda se encarga de introducir el algebra desde una edad temprana.
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Es por ello que el NCTM (2000), propone incluir en el disefio curricular de las instituciones
educativas un bloque tematico sobre 4lgebra para la educacion infantil y primaria, en el cual se
establecen cuatro estandares de contenido algebraico. Ahora bien, aunque no hay una definicion
concertada por la comunidad académica de lo que se entiende por RA, algunos autores han

intentado definicion de este, entre las cuales estan las siguientes:

Kieran (2007) menciona que:

El razonamiento algebraico puede interpretarse como una aproximacién cuantitativa a las
situaciones que hacen hincapié en los aspectos generales de relaciones con herramientas que no
son necesariamente literal-simbodlico, pero que en ultima instancia, puede ser utilizado como
apoyo cognitivo de creacion y para sostener el discurso tradicional de la escuela en el dlgebra

(p.275).

Por su parte Carraher y Schliemann (2007) mencionan que el RA es un proceso psicologico que
involucra la resolucién de problemas que son expresados mateméiticamente de forma sencilla

usando una notacion algebraica.

Asi mismo, Kaput y Lins (citado por Aké, 2013) establecen las que consideran son las

caracteristicas claves del RA, estas son:

1. Involucra actos de generalizacion deliberada y expresiones de generalidad.
2. Involucra un razonamiento basado en las formas de generalizaciones sintacticamente-

estructuradas, incluyendo acciones sinticticas y semanticamente guiadas.

Diversos autores coinciden en que la generalizacion es un rasgo esencial en el RA, es por ello

que Radford (2003), estudia los tipos de generalizacion de patrones numéricos-geométricos de
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estudiantes de secundaria y logra identificar dos tipos de generalizacién pre algebraica®. Ademas
menciona que en los primeros niveles algebraicos hay otra forma de expresar generalidades tales
como la gestual, ordinaria y grafica hasta llegar a un lenguaje algebraico donde el pensamiento

algebraico se expresa en un lenguaje alfanumérico.

Asi pues, se logra establecer una diferencia entre el pensamiento aritmético y el algebraico, dado
que en el algebraico existen mayores niveles de abstraccion y se requiere de un calculo analitico,
es decir, hacer un andlisis de las variables que estdn presentes en el problema propuesto, qué

significado tienen y como estas se relacionan para dar solucidn al problema matematico.

De acuerdo a lo anterior Aké (2013), coincide en la introduccion del algebra temprana y recoge
todas las aproximaciones a la caracterizacion del RA y sus rasgos particulares, ademas considera
que la naturaleza de este asume tres supuestos bdsicos a saber: el papel esencial de la
generalizacion, el uso del lenguaje alfanumérico y el cdlculo analitico, en el cual los objetos
algebraicos van adquiriendo un significado diferente en tanto se avance en los procesos de
generalizaciéon y simbolizacion. Dicho esto considera como rasgos esenciales del RA, la

generalizacion y los medios para expresar las situaciones de generalizacion e indeterminacion.

Ademas, plantea que el EOS, proporciona herramientas que permiten distinguir qué objetos
matematicos tienen una naturaleza algebraica y en qué medida pueden ser introducidos en la
escuela elemental. Esta es la caracterizacion que permitird analizar la naturaleza de los objetos

que pueden emerger en las practicas de los estudiantes que es de gran importancia para la

® Estas son la generalizacion factual, que hace alusion a la generalizacion de acciones que permanecen ligadas a un

nivel concreto, y en la generalizacién contextual se generalizan acciones numéricas y objetos de forma abstracta.
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realizacion de este trabajo, asi como la naturaleza del RA desde el EOS tal como se presenta a

continuacion.

1.5.1 Naturaleza del razonamiento algebraico desde la perspectiva del EOS
Puesto que no se ha llegado a un consenso para determinar las caracteristicas esenciales del
razonamiento algebraico, Aké (2013), considera que es necesario elaborar un modelo
comprensivo que articule coherentemente el curriculo matemaético escolar en los distintos niveles
educativos, y que facilite el disefio de actividades instruccionales que beneficien el surgimiento y
consolidacion del RA. Es por ello que considera que el EOS un modelo tedrico que sirve de base
para analizar la actividad matematica en general y los tipos de objetos y procesos que surgen en

las practicas matemaéticas.

Ademas se considera que las practicas matematicas que surgen en el aula pueden ser “mas o
menos algebraicas” de acuerdo al grado de escolaridad en el que se encuentre el sujeto y en la
medida en que este incluya caracteristicas propias de su nivel educativo. Por tanto no se puede

hablar de problemas algebraicos sino de métodos o soluciones algebraicas.

Como ya se habia mencionado en el apartado anterior, el EOS presenta herramientas para
esclarecer la naturaleza de la practica algebraica y a su vez para analizar las configuraciones

matematicas de objetos y procesos.

En los objetos algebraicos prototipicos, los objetos primarios propuestos por el EOS sirven de
base para la consolidacion de los objetos algebraicos, es decir, que estos deberan ser expresados
en un lenguaje alfanumérico para ser considerado como objeto algebraico, sin desconocer que
hay otros niveles que se consolidan de forma progresiva y que van avanzando de acuerdo a los

grados de generalidad. De esta forma los objetos primarios algebraicos son:
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Relaciones binarias: estas son de equivalencia o de orden y tienen las propiedades de ser
reflexiva, transitiva, simétrica o asimétrica; es necesario hacer uso de estas relaciones
para definir nuevos conceptos matematicos.

Operaciones y sus propiedades: estas son realizadas sobre los elementos de un conjunto
de objetos, aqui el calculo algebraico tiene como caracteristica la aplicacién de
propiedades matematicas, (asociativa, distributiva, etc.).

Funciones: implica considerar las operaciones y sus propiedades, asi como contemplar las
distintas representaciones de una funcion (tabular, grafica, algebraica).

Estructuras, sus tipos y propiedades: son las caracteristicas del algebra de mayor grado de

complejidad o abstracta (anillos, grupos, espacio vectorial, etc.)

En los procesos algebraicos prototipicos se toma en consideracion los procesos que dan lugar a

los objetos primarios (personal/ institucional, intensivo/extensivo, sistémico/unitario, etc.,) aqui

se toma como centrales solo tres de esos, puesto que poseen rasgos caracteristicos del RA

conforme a la literatura en didactica del dlgebra, estos son:

Intensivo/extensivo y sus procesos de generalizacidn y particularizacién, que de acuerdo
como se anotd arriba es considerado uno de los rasgos mas importantes del RA y que
permiten determinar los niveles de algebrizacion.

Unitario/sistémico y sus procesos de descomposicion y reificacion.

Ostensivo/no ostensivo y sus procesos de idealizaciéon y materializacidn, puesto que
permiten la simbolizacidn, los gestos, la expresion en lenguaje natural, etc. que es parte
determinante del RA ya que hace que los objetos matematicos sean asequibles y se

puedan hacer reflexiones frente a ellos.
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De los atributos contextuales presentados anteriormente, se toma como central lo intensivo
puesto que es un rasgo fundamental del RA y deja ver el modelo de algebrizacion que da lugar a
los niveles de algebrizacion, este modelo es propuesto por Aké (2013) y se presenta a

continuacion:

Este modelo se basa en la interpretacion de la practica matematica, que es el resultado de un
proceso de generalizacion del cual se obtienen objetos intensivos, este viene a ser la regla que
genera la clase, asi, esta regla pasa a ser algo nuevo, diferente de los elementos que la constituye
como una entidad unitaria que emerge en el sistema a través de un proceso de generalizacion.
Esta nueva entidad unitaria debe ser hecha ostensiva a través de un proceso de materializacion
por medio de un nombre, gesto, icono o simbolo, para que haga parte de otras pricticas, procesos
y operaciones. Este objeto unitario luego pasa a ser una nueva entidad intensiva, por lo que tiene
lugar un proceso de representacidon que acompafla a la generalizacién y materializacion. Por
ultimo, el simbolo se desprende de los referentes a los que representa, para convertirse en un
objeto sobre el cual se realizan opciones. Estos simbolos-objetos forman conjuntos con los cuales
se definen operaciones, propiedades y estructuras, sobre los cuales se opera de forma sintactica,

analitica o formal.

De esta forma se generan los procesos y objetos matematicos que sirven de base para establecer
los niveles de algebrizacién, estos objetos y procesos dan lugar a diferentes tipos de

configuraciones, tal como se presenta a continuacion:

Los objetos y procesos algebraicos dan lugar a diferentes tipos de configuraciones algebraicas de
acuerdo a las tareas propuestas, puesto que estas pueden ser enfocadas a pasar de un sistema de

representacion a otro, poner en juego los objetos algebraicos prototipicos, a generar objetos
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intensivos, o simplemente a la aplicacion de estos objetos. Teniendo en cuenta esto se presentan

las siguientes configuraciones:

- Configuracion intencional: es aqui donde se reconocen los objetos intensivos aunque no
se es capaz de operar y relacionar estos objetos.

- Configuracion relacional: en este punto se es capaz de relacionar objetos de forma
intensiva a través de propiedades.

- Configuracion operacional: se utiliza las letras para representar incognitas, las relaciones
son establecidas a través de una ecuacion y se hacen operaciones haciendo uso de las
definiciones y propiedades de la aritmética. Se incluye ademés pasar de un lenguaje
natural a uno algebraico.

- Configuracion funcional: el lenguaje es aritmético y con base al establecimiento de
relaciones se construyen reglas generales.

- Configuracion estructural: intervienen como objetos centrales las propiedades

estructurales de las operaciones.

Lo mencionado anteriormente permite determinar la naturaleza del razonamiento algebraico
y da pie para establecer los niveles de algebrizacién que presenta un sujeto y que puede ser
analizada en una practica matemética tomando en consideracion los grados de generalidad

que estos muestren al resolver dichos problemas.

1.6 Niveles de Algebrizacion
Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014), proponen las caracteristicas que deben tener las

practicas matematicas para resolver una tarea, y esto permite determinar los niveles de
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algebrizacion en que estas se ubican, estos niveles estan establecidos entre un nivel 0 (ausencia
de razonamiento algebraico) y un tercer nivel (nivel consolidado de algebrizacion) que se

identifican en la actividad matematica y que se puede considerar propiamente algebraica.

Asi pues, los niveles se le asignan a la actividad matematica y no a las tareas, es decir,
dependiendo de la manera en cdmo se resuelven los problemas, una practica matematica puede
clasificarse en un nivel u otro. Entonces es necesario identificar en la actividad matemaética
caracteristicas que permitan clasificarlas como aritméticas o algebraicas, es decir, aspectos que

permitan establecer los niveles de algebrizacion, estos criterios son:

- Generalizacion: generacion o inferencia de intensivos.

- Unitarizacion: Reconocimiento explicito de intensivos como entidades unitarias.

- Formalizacién y ostension: nombramiento mediante expresiones simbolico-literales.

- Transformacion: utilizacién de objetos intensivos en procesos de cdlculo y en nuevas

generalizaciones.

A continuacidn se presentan los niveles de algebrizacion propuestos por Aké, Godino, Gonzato y
Wilhelmi, que permitirdn hacer el analisis de las practicas matematicas de los estudiantes de
grado noveno. Puesto que cada nivel presenta unas caracteristicas propias es posible contrastar
dichas caracteristicas con las practicas desarrolladas por los estudiantes que permitird ubicarlas
en uno de estos niveles de razonamiento algebraico, que es uno de los objetivos de este trabajo.
Ademas se ilustra mediante la exposicion de una practica matematica como una misma actividad

puede ser resuelta en diferentes niveles de algebrizacion.

Nivel cero: ausencia de Razonamiento Algebraico

40



Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante los lenguajes natural,
numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos o literales que refieren a un valor
desconocido, pero dicho valor se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos
particulares. En tareas de generalizacion, el reconocimiento de la relacién de un término con el
siguiente, no implica la determinacién de una regla que generaliza la relacién de casos

particulares. (Aké, 2013, p.118)

Aqui se realizan operaciones sobre datos particulares (extensivos), se manipulan nimeros sin
reconocer propiedades de las operaciones para obtener un resultado. Se tomara el siguiente

ejemplo para analizar los distintos niveles de algebrizacion.

Ejemplo 1: secuencia de arboles

Completa la secuencia de los arboles, hasta la décima posicidn, indicando el ndmero de

tridangulos negros que hay en cada arbol. ;Cuéantos tridngulos tendra la figura de la posicidén

100?
//A\\ A"//A:‘ ‘A)L
B < - g
L@ - .

Figura 2. Ejemplo para ilustrar los niveles de algebrizacion segun las practicas matematicas. Tomado de

Godino, Aké & Gonzato (p. 11)

Si para dar solucion a esta actividad el sujeto debe ir contando los tridngulos negros y hacer los
dibujos posteriores para llegar al resultado final, esta practica indicaria un nivel cero de
algebrizacion, puesto que solo se opera con los datos conocidos de forma extensiva, sin
establecer relaciones o generalidades entre ellos. Este nivel no es de caricter algebraico y las

précticas que los estudiantes realizan son meramente aritmética.
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Nivel 1: nivel incipiente de algebrizacion

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita mediante
lenguajes natural, numérico, icénico o gestual. Se aplican relaciones y propiedades de las
operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados con simbolos y letras pero sin
operar con dichos objetos. En tareas funcionales se reconoce la generalidad aunque expresada en

un lenguaje diferente al simbdlico-literal. (Aké, 2013, p.119).

En este nivel los estudiantes no operan sobre los datos sino que hacen uso de las propiedades de
las operaciones y logran establecer relaciones entre los datos que presenta el problema y que

permita llegar a una solucién adecuada.

Retomando el ejemplo 1, supongamos que un estudiante plantea la siguiente solucidn: se observa
que en las figuras exceptuando la base y la punta hay 4 tridngulos de forma horizontal en el
centro, para saber cuantos tridngulos hay en determinada posicidn, esta debo restarle la unidad, la
multiplico por 4 (nimero de tridangulos de forma horizontal en las posiciones centrales) y luego

le sumo 3 (el nimero de tridngulos que forman la base y la punta del 4rbol).

Esta practica matematica para atender al problema propuesto da cuenta un nivel 1 de
algebrizacion puesto que, el estudiante en su actividad matematica logra reconocer y expresar la
regla general del problema en un lenguaje natural, ademas no realiza operaciones sobre los

objetos particulares sino a través de las propiedades.

Nivel 2: nivel intermedio de algebrizacion
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En este nivel intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbolico-literal
para referir a los intensivos reconocidos aunque ligados a la informacién del contexto espacial
temporal. En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En las tareas
funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener formas

canonicas de expresion. (Aké, 2013, p.121)

Si en la actividad matematica que el estudiante realiza para dar solucion al problema del ejemplo
1, este enuncia una relacidon entre la posicidon y el nimero de tridngulos utilizando un lenguaje
simbdlico-literal a saber 4(n — 1) + 3, esta practica estaria en un nivel 2 de algebrizacion,
puesto que no opera las variables pero logra establecer una expresion en donde asignandole valor

a la posicion se podria determinar el nimero de tridngulos que el arbol tendria en esa posicion.

Nivel 3: nivel consolidado de algebrizacion

Aqui, se generan objetos intensivos representados de manera simbolica-literal y se opera con
ellos; se realizan transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando la
equivalencia. Se realizan tratamientos con las incognitas para resolver ecuaciones de tipo Ax *
B = Cx £ D, y la formulacién simbolica descontextualizada de reglas canonicas de expresion de

funciones y patrones. (Aké, 2013, p.123)

En este nivel se espera que los estudiantes sean capaces de reconocer los intensivos presentes en
los objetos mateméticos que hacen parte de una tarea y que sean capaces de establecer reglas

generales a través del calculo analitico.

Siguiendo con la linea del ejemplo, en un nivel 3 de algebrizacion el estudiante es capaz de
operar con las variables y hacer un tratamiento analitico de la funcién f(n) =4(n—1) + 3,

para obtener asi la expresion candnica equivalente f(n) = 4n — 1.
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Los niveles mencionados anteriormente son esenciales para determinar el grado de algebrizacion
de las actividades matematicas de los estudiantes que seran objeto de estudio y asi caracterizar el
razonamiento algebraico que ellos manifiesten al resolver los problemas matematicos que se les

propongan.

A continuacidon se presenta en la tabla 1 una sintesis de las caracteristicas esenciales que
permiten ubicar una practica matematica en determinado nivel. Esta tabla permite clasificar una
practica matematica de acuerdo a los objetos matematicos que emergen, al tratamiento que se

realiza con los objetos y al lenguaje empleado para expresar las ideas matemaéticas.
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Nivel 0 1 2 3
Tipos de objetos | Se realizan | Intervienen objetos | Intervienen Intervienen
calculos  sobre | intensivos y estos son | indeterminadas o | indeterminadas o
objetos reconocidos. variables. variables.
particulares

(extensivos) para

Se ponen en juego

obtener un | incognitas y el uso de

resultado. simbolos  ([], _....)
etc., para representar

Intervienen un valor desconocido.

datos

desconocidos.

Lenguaje Aritmético, Natural, numérico, | Simbdlico-literal, Simbdlico-literal,
expresado de | icénico, gestual; | usados para referir a los | los simbolos se
forma  natural, | pueden intervenir | intensivos reconocidos, | usan de manera
numérico simbolos que refieren | ligados a la informacién | analitica sin
icénico y|a los intensivos | del contexto espacial y | referir a la
gestual. reconocidos. temporal. informacién  del

contexto.
Transformaciones | Operacional con | No se realizan | En las tareas | En la  tareas
objetos operaciones explicitas | estructurales las | estructurales las
extensivos. con el valor | ecuaciones son de la | ecuaciones son de
desconocido. forma Ax + B = C. la forma Ax+
En las tareas B=CxxD.

funcionales, se calcula
con objetos extensivos
y en las estructurales,
se aplican relaciones y
propiedades de las

operaciones.

En las tareas
funcionales, se reconoce
la generalidad pero no
se opera con las
variables para obtener
formas candnicas de

expresion.

Se opera con las
indeterminadas o

variables.

Tabla 1. Objetos, lenguajes y trasformaciones de acuerdo a los niveles de algebrizacion.
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En esta tabla, tipos los objetos hacen relacion a los objetos mateméaticos que emergen en la
practica y el grado de generalidad que estos poseen, es decir, manifiestan qué tan intensivo es un
objeto de acuerdo al nivel de algebrizacion, si surgen variables, incognitas o alglin simbolo para
representar un valor desconocido. El lenguaje hace referencia a las formas de expresion de las
practicas, es decir, si al hacer ostensiva una practica se hace por medio de un lenguaje numérico,
icOnico, gestual o simbolico literal. Y por dltimo las transformaciones que dan cuenta de las
operaciones que se realizan ya sea con objetos extensivos (particulares) o intensivos (generales),

el uso de propiedades o la estructura de las ecuaciones que construyan los estudiantes.

Por otra parte, aunque en la investigacion realizada por Godino et al. (2015) Se ha identificado
otros tres niveles de algebrizacidn, nivel 4, 5 y 6 que imponen niveles mas amplios, no obstante,
el nivel 4 y 5 se encarga de estudiar pardmetros, por ello se entrevistd al docente encargado de
orientar el curso de matematicas a los estudiantes de la Institucion y se le pregunto, si los
estudiantes ya habian trabajado pardmetros e indicé que no, por tanto s6lo se escogieron los

cuatro primeros niveles, del nivel cero al tres.
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CAPITULO III: ANALISIS EPISTEMICO Y COGNITIVO DE LOS PROBLEMAS

PROPUESTOS

3.1 Analisis Epistémico de los problemas propuestos

En este apartado se presenta el andlisis epistémico como se entiende desde la perspectiva del

EOS tal como se mencion6 en el marco de referencia conceptual, ademas se plantearan las

posibles soluciones que pueden tener de acuerdo a los niveles de algebrizacion.

Problema 1: (Balanza algebraica), ;/cuéantos tornillos hay que poner en la tercera balanza (figura

2) para que quede equilibrada?’

I BB EERER]
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Tipos de objetos Significado

ELEMENTOS LINGUISTICOS

Se presenta la imagen que muestra el

equilibrio que tienen tres balanzas que

contienen tornillos, destornilladores y llaves.

Imagen ilustrativa de la situacion.

(Cuantos tornillos hay que poner en la tercera

balanza para que quede equilibrada?

Formula la pregunta y determina la incégnita

que se debe encontrar.

CONCEPTOS

Division

Fraccionamiento del todo en partes.

" Tomado de Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi (2014), p. 209
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Ecuacién

Ecuacion matemética que relaciona dos

nameros.

Igualdad

Expresion matematica que relaciona nimeros.

PROPIEDADES

Equivalencia de ecuaciones

Establece que las operaciones elementales no

alteran la ecuacion.

PROCEDIMIENTOS

Despeje de variable en una ecuacion lineal

Permite encontrar el peso equivalente entre

destornilladores y tornillos.

ARGUMENTOS

Dado que tres destornilladores equivalen a 6
tornillos (3d = 6t) entonces un destornillador

pesa dos tornillos.

Relacién entre el nimero de destornilladores

equivalentes en tornillos.

Puesto que en la primera balanza se muestra
que una pieza, un destornillador y una llave
equivalen a 14 tornillos, entonces como en la
tercera balanza en relacion con la primera
hace falta un destornillador hay que restarle a
14 la cantidad equivalentes a un tornillo en
este caso 2, por tanto en la tercera balanza se
necesitan 12 tornillos para preservar el

equilibrio.

Se relaciona el valor encontrado en la primera
balanza con las cantidades de la tercera

balanza.

Tabla 2. Anilisis epistémico de la tarea 1
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Problema 2: cuando lanzamos una pelota desde una cierta altura, rebota hasta un quinto de la

altura a la que se lanz6. Si después de tres botes la altura alcanzada es de 6 cm., ja qué altura

inicial se lanz6 la pelota? 1) Resuelve el problema; 2) Explica la solucion utilizando alguna

representacion grafica; 3) Explica la solucion usando notacion algebraica.

8

Tipos de objetos

Significado

ELEMENTOS LINGUISTICOS

Desde cierta altura se lanza una pelota

Plantea la condicién inicial del problema y a
la vez, indica que la altura inicial desde la
cual se lanzé la pelota por primera vez, es un

valor desconocido.

Rebota hasta un quinto de la altura a la que se

lanzé

Establece la relaciéon numérica entre la altura

desde la que cae y la altura a la cual rebota

Si después de tres rebotes

Indica el nimero de veces que la pelota
rebota, y por tanto el nimero de veces que se
debe considerar la relaciéon numérica entre la

altura desde la cual cae y la altura del rebote

La altura alcanzada es 6 cm.

Plantea el valor numérico de la dltima altura

alcanzada en el tercer rebote.

(A qué altura inicial se lanz6 la pelota?

Formula la pregunta y se determina Ia

incognita que se debe encontrar.

CONCEPTOS

Fraccién

Modo de expresar una parte de un todo

8 El analisis epistémico de este problema fue retomado de Castro (2008), p. 50
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dividido en partes iguales.

Incognita-variable

Letra que se le asigna a un valor desconocido,

para luego hallar su valor.

Ecuacién

Expresion  matematica que  relaciona
cantidades conocidas y desconocidas y que
permite calcular el valor de la cantidad

desconocida.

Multiplicacién

Operacion aritmética; dados dos nimeros uno
racional y el otro entero (multiplicando,
multiplicador) la multiplicacién de dichos
numeros consiste en obtener un tercero

(producto).

Igualdad

Expresion matematica que relaciona dos

nameros

PROPIEDADES

Dada una cantidad que es el resultado de una
reduccién (a/b) de un nimero desconocido,

podemos conocer el nimero.

La suma de las partes da el total.

Equivalencia de ecuaciones.

Establece que las operaciones “elementales”

no alteran la solucion de la ecuacion.

PROCEDIMIENTOS

Hallar la fraccién de una cantidad.

Calcular la altura a la cual rebotara la pelota o

dada la altura a la cual rebota, encontrar la
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altura desde donde se lanzé.

Despeje de variable en ecuacion

Lineal.

Permite encontrar la incégnita al operar sobre

los nimeros.

Multiplicar el valor 6 por 5 X 5 X 5

Procedimiento  numérico que  permite

encontrar la altura inicial a partir de la dltima

altura, después de tres rebotes.

ARGUMENTOS

Si 6 es la quinta parte de una cantidad
desconocida, entonces podemos encontrar la

cantidad desconocida.

Relacion entre el antecedente y el

consecuente de la fraccion, interpretada como

operador.

Si x es la altura inicial desconocida y cada
vez que la pelota rebota, la altura se reduce en

un quinto, y si rebota tres veces, entonces la

altura final alcanzada sera i <§ G x))

Se relaciona la altura desconocida con el
procedimiento que la transforma al reducir la
altura cada vez en un quinto de la altura

previa.

Si la altura final alcanzada es de 6 cm. y la
altura final corresponde a la expresion

algebraica del rengléon anterior, entonces

., 1(1/1
tenemos la relacion: - (E (E x)) =6

Se vinculan dos cantidades, que de acuerdo

con el enunciado del problema, son iguales.

Tabla 3. Anélisis Epistémico de la tarea 2
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Problema 3: hay seis asientos entre sillas y butacos. Las sillas tienen cuatro patas y los butacos

tienen tres. En total hay 20 patas. ;Cudntas sillas y cudntos butacos hay?’

Tipos de objetos

Significado

ELEMENTOS LINGUISTICOS

Hay seis asientos entre sillas y butacos

Indica una primera condicién que establece

que en total hay seis asientos.

Las sillas tienen cuatro patas y los butacos

tienen tres y en total son 20 patas.

Se establece una relacion entre el nimero de
patas de las sillas y de los butacos que

sumadas son 20

(Cuantas sillas y cuantos butacos hay?

Formula la pregunta y determina las

incognitas que se deben encontrar.

CONCEPTOS

Adicién Operacion matematica que consiste en afiadir
una cantidad a otra para obtener un resultado.

Ecuacion Expresion ~ matemdtica que  relaciona
cantidades conocidas y desconocidas y que
permite encontrar el valor de la cantidad
desconocida.

Igualdad Expresion matemética que relaciona dos
nimeros.

PROPIEDADES

9 Este problema fue adaptado de Godino, Aké, Gonzato & Wilhemi (2014), p. 200
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Dada una ecuacion planteada se pueden
transponer los términos sin alterar el resultado

de la ecuacion.

Propiedad uniforme de la ecuacion.

PROCEDIMIENTOS

Constituir la ecuacién lineal entre el total de

sillas y butacos (ecuacion 1).

Permite establecer la relacion entre las sillas y

los butacos.

Despeje de variable en una ecuacion lineal.

Permite encontrar la incégnita al operar con

numeros.

Construir la ecuacién lineal entre el total de

patas entre butacos y butacos (ecuacion 2).

Establecer la relacion entre la cantidad de
patas que en conjunto suman los butacos y

butacos.

Reemplazar una ecuacion en otra.

Una vez hallada una de las incdgnitas se

puede reemplazar en la ecuaciébn para

encontrar la otra.

Despeje de variables en una ecuacion lineal.

Permite encontrar la incégnita al operar con

nameros.

ARGUMENTOS

Si el total de sillas y butacos es 6, entonces se

puede encontrar una cantidad desconocida.

Relacion entre el nimero de sillas y butacos

en total.

Si el total de patas entre sillas y butacos es 20
se puede establecer una ecuacidn general para

encontrar la solucidn.

Relacion entre el nimero de patas que forman

en conjunto sillas y butacos.

Al reemplazar en la ecuacién general la

Se vinculan las dos relaciones establecidas en
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cantidad encontrada para dar solucién a la

tarea planteada.

el enunciado del problema.

Tabla 4. Anilisis Epistémico de la tarea 3

Problema 4: para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocién. Por cada

alumno que va encoche hay 3 que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela, ;Cuéantos

alumnos utilizan cada medio de locomocién?'®

Tipos de objetos

Significado

ELEMENTOS LINGUISTICOS

Por cada alumno que va en coche hay tres que

van andando

Establece la primera condicion del problema
y da pautas para establecer una proporcion

entre las cantidades.

Hay 212 alumnos en la escuela

Permite establecer una relacion entre la
cantidad total de estudiantes y la proporcion
entre los estudiantes que van andando o en

coche.

(Cuantos alumnos utilizan cada medio de

locomocion?

Indica las incégnitas que hay que hallar.

CONCEPTOS

Proporcion

Ecuacion

Expresion =~ matemdtica que  relaciona

cantidades conocidas y desconocidas y que

permite calcular el valor de la cantidad

10 Tomado de Godino, Aké. Wilhelmi, Neto, Etchegaray & Lasa (2015), p 121.
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desconocida.

PROPIEDADES

Sustitucion de variables.

Dadas dos incdgnitas una vez se encuentre el
valor de una puede reemplazarse en la

ecuacion para hallar el valor de la otra.

PROCEDIMIENTOS

Establecer una ecuacion

Establecer la relacidon entre la cantidad de
alumnos que van andando y los que van en

coche con la cantidad total de alumnos.

Despeje de variables en ecuaciones lineales

Permite encontrar la incégnita al operar sobre

los numeros.

Restar la cantidad dada con el valor

encontrado

Permite encontrar la cantidad de alumnos que

utilizan cada medio de locomocion.

ARGUMENTOS

Dado que por cada alumno que va en coche 3
van andando y que el total de alumnos es 212,

se puede establecer que x + 3x = 212

La ecuacion permite establecer una relacion
entre la cantidad de alumnos que van en
coche y andando con la cantidad total de

alumnos.

Despejando la ecuacidon se puede encontrar
que la cantidad de alumnos que van en coche

son 53.

La solucion de la ecuacién permite encontrar
una cantidad desconocida que ayudard a

encontrar la que falta.
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Restar el valor encontrado (53) a la cantidad | Permite encontrar el total de personas que
total de alumnos (212). usan cada medio de locomocién, es decir, 53

van en coche y 159 andando.

Tabla 5. Anilisis Epistémico de la tarea 4

El andlisis epistémico de estos problemas permiten identificar los objetos mateméaticos que
pueden surgir dentro de una practica matematica al resolverlos, ademds es de gran importancia
puesto que dichos objetos saldran a flote cuando los estudiantes realicen sus practicas
matematicas que es lo que nos permitira realizar el anélisis cognitivo y asi determinar el nivel de

razonamiento de sus practicas.

3.1.2 Posibles rutas de solucion de los problemas propuestos

A continuacién se muestran las posibles soluciones que puede tener cada uno de los problemas
propuestos y con forme a estas se determina el nivel de algebrizacién de esa practica matemética
de acuerdo a los objetos matematicos que emergen, el lenguaje y el tratamiento que se realiza,

que permitiran los grados de generalidad presentes.

Problema 1: (Balanza algebraica): ;jcuantos tornillos hay que poner en la tercera balanza

(figura 2) para que quede equilibrada?
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Soluciones

Solucion 1: La segunda balanza indica que 3 destornilladores pesan igual que 6 tornillos; luego 1
destornillador pesa igual que 2 tornillos. En la primera balanza, hay 14 tornillos en el plato de la
derecha; si quitamos el destornillador habrd que quitar 2 tornillos para que se mantenga el
equilibrio. Luego en la tercera balanza hay que poner; 12 (tornillos). Esta practica corresponde a
un nivel 1 de algebrizacidn puesto que se aplican relaciones, para encontrar la respuesta se debe
establecer una relacion entre los destornilladores y los tornillos de la segunda balanza, lo cual
permite determinar que cada destornillador equivale a dos tornillos, luego, esta informacién debe
ser relacionada con la primera balanza para encontrar que si se resta lo que equivale a un
destornillador en esta balanza se obtiene la cantidad necesaria en la tercera balanza, que es lo que
permite encontrar la respuesta correcta. Todo anterior se hace en un lenguaje natural y numérico,

ademads, se operan con objetos extensivos, es decir, con datos conocidos.

Solucion 2: Puesto que 3d=6t (3 destornilladores = 6 tornillos); dividiendo entre 3 ambos
miembros, d=2t. Ademads, en la primera balanza p+d+l=14t (pieza, destornillador, llave=14
tornillos). Entonces, si se quita el destornillador del platillo izquierdo el equilibrio se mantiene si
quitamos un peso equivalente, o sea 2 tornillos. Por tanto en la tercera balanza hay que poner 12
tornillos. Dado que en esta prictica se plantean las ecuaciones en un lenguaje algebraico, es
decir, se usan los simbolos de forma analitica y se realizan operaciones con las variables o

cantidades desconocidas, esta practica esta en un nivel 3 de algebrizacion.
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Problema 2: cuando lanzamos una pelota desde una cierta altura, rebota hasta un quinto de la
altura a la que se lanz6. Si después de tres botes la altura alcanzada es de 6 cm., ;a qué altura
inicial se lanz6 la pelota? 1) Resuelve el problema; 2) Explica la solucién utilizando alguna

representacion grafica; 3) Explica la solucion usando notacion algebraica.

Soluciones

Solucion I: Se sabe que la altura a la cual rebota la pelota es un quinto de la altura a la cual fue
soltada, como 6 es la ultima altura, entonces la altura previa es 6 X 5 y la altura previa en el
segundo rebote es: 6 X 5 X 5, finalmente la altura inicial es: 6 X 5 X 5 X 5 cm. Esta practica
muestra un nivel 0 de algebrizacion puesto que siempre se opera con datos extensivos y

conocidos.

Solucion 2: Sea x la altura desconocida, como en cada rebote la altura a la que rebota es un

. e . , .1
quinto de la altura inicial, entonces la altura del primer rebote sera (E) X ; por tanto en dos

P , 1(1/1
rebotes mas, la altura alcanzada sera: E(E (E x)); y como 6 cm corresponden a la altura del

1

P ., 1(1 P
altimo rebote, entonces tenemos la relacién: E(E (gx)> = 6 ; de donde el valor buscado sera:

x = 5X5X5 X6 cm. Aqui se muestra un nivel 1, puesto que se hace uso de propiedades para
dar respuesta al problema planteado, ademas se opera con datos conocidos y el lenguaje

empleado es numérico aunque interviene una variable para representar una cantidad reconocida.

Problema 3: Hay seis asientos entre sillas y butacos. Las sillas tienen cuatro patas y los

butacos tienen tres. En total hay 20 patas. ;Cuantas sillas y cuintos butacos hay?
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Soluciones

Solucion 1: Supongamos que hay el mismo nimero de sillas y de butacos: 3+3+3+4+4+4. Como
el resultado sobrepasa el total de 20 patas, excediéndose en 1 pata, se cambia una silla (de 4
patas) por un butaco (de 3 patas). Finalmente se obtienen 4 butacos y 2 sillas: 3+3+3+3+4+4,
teniendo un total de 20 patas. Esta practica pertenece a un nivel 0, puesto que se opera con
objetos extensivos, es decir, con datos concretos y explicitos expresados en un lenguaje natural y

numérico.

Solucion 2: Teniendo en cuenta que el nimero de asientos es 6 y que cada silla aporta 4 patas y

cada butaco 3, entonces se puede construir una tabla con todos los casos posibles.

Numeros 1 (2|3 |4 |5 |6
Patasdesillas (4 (8 [12]16|20 |24
Patas de |3 |6 |9 |[12]15]|18
butacos

Luego, tiene que haber 2 sillas y 4 butacos, ya que entonces hay 6 asientos en total (2+4=6) y el
nimero total de patas es 20 (8+12=20). Esta practica matemética estd en un nivel 1 puesto que
usa un lenguaje natural y numérico, se operan con objetos extensivos, es decir, las cantidades
dadas en el problema, se establecen relaciones entre el nimero de patas de las sillas y la de los
butacos y se realiza una tabla para determinar cudl de las combinaciones concuerda con el

ndmero total de asientos.

Solucion 3: Sea B el niimero de butacos y S el nimero de sillas. Como el total de butacos y sillas
deben sumar 6, entonces B + S = 6. Por otro lado, se debe tener un total de 20 patas entre los

butacos y las sillas, esto es 3B + 4S = 20. Como de B + S = 6, se obtiene que B = 6 — S; por
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tanto 3(6 —S) + 4S = 20, donde 18 + S = 20, obteniéndose finalmente que S=2. Si S=2,
entonces B=4. Se deben tener 4 taburetes y 2 sillas para tener una total de 20 patas. Puesto que se
hace uso de un lenguaje simbolico-literal, los simbolos o variables se operan de manera analitica
utilizando reglas para obtener la solucion, ademés se reconocen y se hace uso se extensivos de

mayor generalidad, por ello esta practica pertenece a un nivel 3.

Problema 4: para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocién. Por cada
alumno que va en coche hay 3 que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela, ;Cuéantos

alumnos utilizan cada medio de locomocién?

Soluciones

Solucion 1: Si de cada 3 alumnos que van andando hay 1 que va en coche, de cada 4 alumnos en
total (3+1) hay 1 que va andando (la cuarta parte), por lo tanto de cada 200 alumnos, 50 irian en
coche (la cuarta parte); de cada 12 alumnos 3 irian en coche. Por tanto, 53 alumnos irian en
coche. La solucioén seria 53 alumnos van en coche mientras que el triple de 53, es decir, 159 van
andando. Dado a que se operan con objetos extensivos esta practica corresponde a un nivel O de

algebrizacion.

Solucion 2: Por cada 4 alumnos hay 3 que van andando. Podemos plantear la siguiente

proporcion:

4 (Alumnos)--------- > 3 van andando

212 (Alumnos en la escuela) --------- > x van andando
x=3%212/4
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Una vez que obtenemos el nimero de alumnos los que van andando a clase x= (159), solo queda
restar al ndmero total de alumnos, los que van andando, para obtener los que acuden al colegio

en coche.

212 — 159 = 53 Alumnos van en coche.

En esta practica aunque se reconocen las cantidades desconocidas y se hacen explicitas, no se
realizan operaciones con ella aunque si se hace uso de propiedades, por ello esta practica se

puede clasificar en un nivel 1 de algebrizacion.

Solucion 3:

Sea X= cantidad de alumnos que van en coche, la cantidad total de estudiantes es igual a la suma

de la cantidad de estudiantes que va en coche (x) y la cantidad de estudiantes que van andando

(3x).
212 = x + 3x
212
212 = 4x; sz; x =53

53 Alumnos van en coche y 212 — 53 = 159 van andando

En esta solucién muestra un nivel 2 de algebrizacion, puesto que se hace uso de variables, se
utiliza un lenguaje simbdlico literal para referirse a los intensivos reconocidos, y ademas no se

operan con las variables.

Solucion 4:

Sean x= Alumnos que van en coche y  y= Alumnos que van andando, la suma de ambos es

igual a la cantidad total de estudiante que hay en la escuela, tal como se muestra a continuacion:
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X +y = 212;

Ahora bien, como por cada estudiante que va en coche 3 van andando, se establece una relacion

1-3.

X + 3x = 212;Donde y = 3x

4x = 212; x = 212/4 = 53, asi pues al resolver la ecuaciéon tenemos que 53 alumnos van

en coche, y para saber cuantos van andando debemos restar 212 — 53 = 159.

Aqui se muestra un nivel 3 de algebrizacion, puesto que se emplea un lenguaje simbdlico literal
y se hace uso de variables para representar las cantidades desconocidas, se opera con ellas si

hacer alusion al contexto, es decir, la transformacion se realiza a través de un calculo analitico.

3.2 Descripcion de la poblacion
A continuacion, se presentan las caracteristicas generales del colegio donde fueron
implementados los problemas matematicos y las caracteristicas generales de los estudiantes que

presentaron dicha prueba.

La Instituciéon Educativa Nicleo Técnico Agropecuario , es una institucién que ofrece Escuela
primaria, secundaria y media, est4 ubicada en el municipio de Corinto (Cauca), se caracteriza por
encaminar a sus estudiantes en el manejo de la tierra, la cria de animales y el manejo de residuos
reciclables. La muestra seleccionada para realizar este trabajo de grado la constituyen 23
estudiantes de grado 9-1 de la Educacion Basica que fue elegida al azar entre los tres grupos de
grado noveno que hay en la institucion, las edades de los estudiantes estain comprendidas entre
los 13 y 15 anos. Para la recolecciéon de la informacion se presentd una prueba escrita en una

sesion de dos horas.
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3.3 Analisis cognitivo de las situaciones propuestas

En este apartado se presenta el andlisis cognitivo de las practicas desplegadas por los estudiantes

al dar solucién a las situaciones propuestas, lo cual al final podra dar cuenta del nivel de

algebrizacion de las practicas desarrolladas, para el andlisis de estas situaciones se crearan

diversas categorias de andlisis que surguran de acuerdo a las practicas comunes desplegadas por

los estudiantes.

3.3.1 Analisis de la situacion 1

A continuacidn, se presentan en la tabla 6, cuatro categorias que fueron construidas acuerdo a las

practicas comunes realizadas por los estudiantes y que dejan ver los procesos, el lenguaje y las

transformaciones de éstas en términos generales.

CATEGORIAS

DESCRIPCION DE LA PRACTICA

NUMERO DE

ESTUDIANTES

PORCENTAJE

Estudiantes que encuentran relacion
entre la cantidad de destornilladores y
tornillos, y usan esta relacién con las
otras balanzas para encontrar la

respuesta correcta.

11

48%

Estudiantes que encuentran una relacion
entre la cantidad los destornilladores vy,
llegando a la respuesta correcta, pero
adjudican pesos especificos a las tuercas

y la llaves.

22%
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Estudiantes que encuentran la relacion
entre destornilladores y tornillos de la
3 segunda balanza, pero no relacionan 2 8%
esta informacién con las otras balanzas
la relacion de las otras balanzas, por ello
no pueden llegar a la respuesta correcta

del problema.

Estudiantes que no encuentran ninguna

relacion entre los tornillos y los 5 22%
4 destornilladores y por ende con ninguna
balanza.

Tabla 6. Categorias de acuerdo a las practicas comunes de los estudiantes en la situacién 1

De acuerdo con la tabla 6, 11 de los 23 estudiantes (48%), que hacen parte de la categoria 1
lograron establecer correctamente la relacion entre la segunda balanza y las demés balanzas, lo

cual les permiti6 llegar a la respuesta correcta.

Estos estudiantes lograron establecer la relacion entre los destornilladores y los tornillos de la
segunda balanza , lo cual les permiti6 encontrar que cada destornillador pesa dos tornillos, es
decir, identifican la primera relacién de equivalencia que se presenta en la balanza, la cual es
fundamental para resolver acertadamente la situacion propuesta, luego, teniendo en cuenta que
cada destornillador equivale a dos tornillos, restaron esa cantidad a la primera balanza lo que les
permite concluir que a los 14 tornillos primera balanza se deben restar los dos tornillos (14 —
2 = 12), para asi encontrar la respuesta correcta que son 12 tornillos. En la figura 3 se muestra

una de las précticas desplegadas por los estudiantes de esta categoria.
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Figura 3. Ejemplo de una practica de la categoria 1.

En la figura 3, se muestra que este estudiante logra establecer la primera relacion de equivalencia
entre la cantidad de tornillos y destornilladores, posteriormente lo relaciona con la primera

balanza para realizar una resta que le permitié encontrar la respuesta correcta.

Ahora bien, en las pricticas desplegadas por estos estudiantes se pueden identificar objetos
primarios que emergen al dar solucién a la situacion propuesta, entre estos objetos estan las
definiciones o conceptos aritméticos de resta y division que en algunos casos es de caricter

ostensivo cuando el estudiante dice “hice una resta y una division” (véase figura 4).
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Figura 4. Ejemplo de la practica matematica de un estudiante

En la figura 4 se muestra de forma ostensiva el uso de la division y la resta, cuando el estudiante
dice “hice una resta y una division”, estd haciendo explicito las operaciones que realiza, lo cual

permite identificar estos objetos. Dentro de las practicas de esta categoria emergen también otros
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objetos tales como las propiedades que permiten establecer las relaciones de equivalencia, y los

argumentos para justificar los procedimientos que conllevaron a la solucion de la tarea.

Dado que, los estudiantes al desplegar sus practicas lo hacen en un lenguaje natural y numérico,

expresan la relacidon de equivalencia, los conceptos de resta y division, realizan operaciones con

objetos extensivos, esta practica se ubica en un nivel 1 de algebrizacion.

Ahora bien, de acuerdo con la tabla 6, el 22% (5 estudiantes) de la categoria 2, muestran las

mismas relaciones con los 11 de la categoria anterior, lograron establecer las relaciones entre las

balanzas y los mismos objetos, sin embargo, difieren en que a las llaves y tuercas le asignan

valores especificos que son errados puesto que las balanzas no proporcionan informacién

suficiente para hacer estas afirmaciones. Tal como se ilustra a modo de ejemplo en la figura 5.
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Figura 5. Préctica del estudiante donde se asignan valores especificos a las llaves y tuercas.

Notese como en la préactica de la figura 5 el estudiante infiere que tanto la llave como la tuerca

pesan 6 lo cual no puede afirmarlo puesto que la informacién proporcionada en las balanzas no

es suficiente para hacer tal sentencia.
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Un segundo ejemplo muestra como un estudiante también adjudica valores a las llaves y las

tuercas, pero lo hace de forma distinta (véase figura 6).
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Figura 6. Practica donde el estudiante asigna valores especificos a las llaves y tuercas.

En la figura 6, se muestra la prictica desarrollada por un estudiante en la cual hace explicito que
la llave pesa 10 y la tuerca pesa 2 igual que un destornillador. Las practicas muestran que la llave
y la tuerca tienen pesos distintos, sin embargo, ambas informaciones son incorrectas, pero como

esas cantidades no intervienen para encontrar la solucidén encuentran la respuesta correcta.

Estas practicas también se ubican en un nivel 1 de algebrizacién dado que aparecen los
conceptos de resta y division, el lenguaje empleado es natural y numérico, ademas, se realizan

operaciones con objetos intensivos a través del uso de propiedades.

Por su parte, el 8% de los estudiantes que hacen parte de la categoria 3 sélo logran identificar la
relacidon que hay entre los tornillos y destornilladores de la segunda balanza que equivale a 2, sin
embargo no logran relacionar esta informacién con las otras balanzas, es por ello que no
establecen la relacion con la primera balanza que les permitiria encontrar la respuesta correcta.

Tal como se muestra a modo de ejemplo en la figura 7.
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Figura 7. Practicas de estudiantes de la categoria 3.

En la figura 7, se muestra que este estudiante logra encontrar que cada destornillador pesa dos
tornillos y lo hace de forma extensiva, pero no es capaz de relacionar esta informacion
encontrada con las demdas balanzas, puesto que a los 14 tornillos de la balanza 1, le resta la
cantidad de tornillos de la segunda balanza que en realidad son 6 y no 5 como el manifiesta, es

por ello que obtiene como resultado 9.

En estas précticas los objetos primarios que emergen son las propiedades de la relacién de
equivalencia, el concepto de division que les permite encontrar cuantos tornillos pesa cada

destornillador y los argumentos para justificar las respuestas dadas por ellos.

En la dltima categoria esta el 22% de los estudiantes los cuales no logran establecer ninguna
relacidn entre las balanzas, por ello no llegan a la respuesta correcta. Aunque las respuestas son
incorrectas en estas practicas emergen los conceptos de suma y division, ademés utilizan un

lenguaje natural y numérico. A continuacion se ilustra un ejemplo de estas practicas.
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Figura 8. Estudiantes que no establecen ninguna relacidn entre las balanzas.

Notese que en la figura 8, el estudiante no reconoce a relaciéon fundamental de la segunda
balanza, tampoco lo hace con las demds terminan y terminan haciendo afirmaciones poco

razonables que no se logran interpretar.
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En sintesis, en la situacién 1 los estudiantes logran identificar objetos matematicos como lo son

los conceptos de suma, resta y division que fueron empleados para determinar la cantidad de

tornillos que debian poner en la tercera balanza de tal forma que esta quedara equilibrada, a su

vez utilizaron procedimientos aritméticos utilizando objetos extensivos que se presentan en el

problema. Ademads, el lenguaje empleado en general es natural, se logran establecer relaciones

entre la cantidad el peso de los tornillos y los destornilladores para poder equilibrar la balanza.

En las practicas matematicas desplegadas por los estudiantes predomina nivel 1 de algebrizacion.

3.3.2 Analisis de la situacion 2

En la siguiente tabla se presentaran las practicas desarrolladas por los estudiantes para dar

solucion a la situacidn 2, estas estan clasificadas en 4 categorias.

CATEGORIAS | DESCRIPCION DE LA PRACTICA | NUMERO DE | PORCENTAJE
ESTUDIANTES

1 Estudiantes que multiplican la cantidad 8 35%
de rebotes de la pelota por la altura final
que esta alcanza.

2 Estudiantes que multiplican la altura 7 31%
final alcanzada por la pelota (6) por 5.

3 Estudiantes que a la altura final 6 26%
alcanzada por la pelota le suman % y al
resultado otro % y a esto otro %

4 Estudiantes que solo realizaron una 1 4%
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representacion grafica de la situacion

pero de forma errada.

5 Estudiantes que no realizan la situacién 1 4%

planteada.

Tabla 7. Practicas de los estudiantes en la tarea 2.

El 35% de los estudiantes estiman que la altura inicial de la cual se lanz6 la pelota es 18 cm,
hacen esta informacion teniendo en cuenta que la altura final es de 6 cm y son 3 rebotes entonces

se disminuyen 6 cm en cada rebote. A modo de ejemplo de esta prictica se presentard figura 9.

Figura 9. Practica de un estudiante de la categoria 2

Véase como el estudiante asume que cada vez que la pelota rebota disminuye la altura 6

centimetros como si esta disminucion fuera igual en cada rebote, estos estudiantes no se tienen
en cuenta la informacién suministrada en la tarea que indica la pelota rebota hasta % de la altura
inicial.

Esto deja ver que los estudiantes centran la atencion en dos cantidades extensivas, la altura final
alcanzada por la pelota y la cantidad de rebotes para dar una respuesta. Es importante notar que

en algunos casos se hace ostensivo el procedimiento de la multiplicacién (ver figura 10) y otros

lo enuncian en lenguaje natural en una suma iterada sumando el ultimo rebote tres veces. Todos
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. . . . ., Lo . 1
los estudiantes intentan ilustrar la situacion con una grafica solo en un caso se hace ostensivo s

pero no se toma en cuenta al resolver la situacion propuesta, tal como se ilustra en el siguiente

ejemplo.
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Figura 10. Estudiante que representa la incognita con una variable.

Este caso también llamd la atencidén puesto que es el Unico que hace uso de una letra para

representar la cantidad desconocida, es decir, utiliza un simbolo para referirse a un intensivo

reconocido y permite ver que el estudiante reconoce el valor desconocido y lo representa

mediante una incognita.

Aunque este estudiante usa esta letra para representar la altura inicial, no opera con ella para

encontrar la respuesta, solo toma en consideracion los datos conocidos pero no logra establecer

la relacion de estos con el intensivo.

Otro 31% (7 de 23 estudiantes), para hallar sus repuestas lo que manifiestan en sus practicas es

una multiplicacion entre la altura final alcanzada por la pelota (6) por 5 dado que, al parecer

. . 1 . . .
confunden el término S con la quinta parte lo cual les dio como resultado 30, tal como se aprecia

en la figura 11.
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Figura 11. Estudiante que multiplica la altura final alcanzada por cinco

La confusién entre la quinta parte con cinco, se hace ostensiva en la multiplicacién y en otros
casos en lenguaje natural tal como se aprecia en la figura 11. Ademaés llama la atencion la grafica
de este estudiante puesto que, no ilustra de forma correcta la situacion donde se muestra que cada

vez que rebota la pelota la altura disminuye pero las dibuja a la misma altura.

Como se puede ver tanto los estudiantes de la categoria anterior como los de esta trabajan con
datos explicitos y centran su atencién en dos cantidades extensivas, en este caso la altura final

alcanzada y la quinta parte que confunden con cinco.

e ) . . 1
Por otra parte el 6 de las 23 practicas matematicas dejan ver que a la altura final le suman s de

forma iterada tantas veces como rebota la pelota, tal como se aprecia en la figura 12.
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Figura 12. Estudiante que a la altura final le suma dos veces un quinto.
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La préictica manifestada en la figura 12 que se ha tomado para ilustrar esta categoria, puesto
que, indica que a la altura final se le debe sumar % de forma iterada tres veces que es la cantidad
de rebotes; las operaciones fueron realizadas de manera ostensiva para indicar porque a su juicio
21 es la altura inicial.

Ademas llama la atencidn que en todas las practicas el procedimiento de sumar las cantidades lo
hacen de forma errada dado que cuando suman 6 + 5i obtienen como resultado 11. También se
puede observar que todos hacen un uso errado del signo igual como operador.

Por otra parte, al hacer ostensivo el procedimiento y al explicarlo en lenguaje natural no hay una
correspondencia entre lo explicado en este lenguaje y en el numérico, puesto que en el natural

o 1 ‘.
indican que hay que sumas dos veces cyen el numérico lo suman tres veces. Nuevamente los

. ., . 1
estudiantes centran la atencién en dos cantidades, en este caso en 6 y en =

Uno de los 23 estudiantes solo realiza la grifica que considera que representa la situacion

planteada, tal como se muestra a manera de ejemplo en la figura 13.
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Figura 13. Representacion grafica de la situacion 2 realizada por un estudiante.

El estudiante que realiza la practica de la figura 13, reconoce que hay por lo menos tres rebotes,
ademads, se nota por la grafica que no comprende que 6 cm es la altura final alcanzada por la

pelota y no la inicial, por lo que muestra la grafica tampoco comprende que con cada rebote la
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altura disminuye puesto que ha dibujado las curvas a la misma altura. Notese ademds que en

todas las categorias el nimero 6 es tomado en consideracion para intentar dar una respuesta.

De acuerdo a los aspectos anteriores las practicas desplegadas por los estudiantes en la situacion
2, se pudo notar que hay un uso de cantidades extensivas, hay presencia de un lenguaje natural
con algunos procedimientos aritméticos aunque ninguno llega a la respuesta correcta, es por ello
que estas practicas se ubican en un nivel 0 de algebrizacién excepto el estudiante que solo

realizé la gréafica y el que no dio respuesta a la situacion.

Después de realizar el andlisis de las practicas matematicas desarrolladas por los estudiantes de
en la situacién 2, se pudo concluir que los estudiantes no lograron establecer las relaciones
implicitas en el problema entre la altura final de la pelota y la altura que se reduce en un quinto
después de cada rebote. Ademas hacen uso de cantidades extensivas, es decir, operan con
cantidades concretas, hacen uso de objetos matematicos como la suma y la multiplicacién. Con
respecto a las representaciones graficas de la situacion se puede observar que no hay una
correspondencia entre la informacién presentada en la situacion y las graficas manifestadas en
las précticas. Puesto que ninguno de los 23 estudiantes llega a una respuesta correcta el nivel

general de algebrizacion de la practica es 0.

3.3.3 Analisis de la situacién 3
En la tabla 8 se describen las practicas desarrolladas por los estudiantes para dar respuesta a

situacién 3.
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CATEGORIAS | DESCRIPCION DE LA PRACTICA NUMERO DE PORCENTAIJE

ESTUDIANTES

1 Estudiantes que parten de que la 23 100%
cantidad de sillas y butacos son 2 y 4
respectivamente, sin  dejar  ver
explicitamente  de  donde  se
obtuvieron estas cantidades de sillas y

butacos

Tabla 8. Practica de estudiantes de la situacion 3.

Todos los alumnos objeto de estudio, manifestaron en sus practicas que la respuesta correcta es 4
butacos y 2 sillas, pero no dejan ver los procedimientos empleados para dar cuenta de como
llegan a estas respuestas, pues en sus practicas s0lo dejan ver que verifican estas cantidades
esperando obtener con ellas las 20 patas indicadas en el problema. En otras palabras las practicas
dejan ver la verificacion méas que los procedimientos para dar respuesta a la situacidn propuesta.
En la Figura 14, se muestra una practica en la que probablemente los estudiantes resolvieron las

la situacion 3 por medio de tanteo como se muestra a continuacion.
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Figura 14. Estudiante en la que se asume una resolucion por tanteo
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Ahora bien, en la Figura 14, se muestra una préctica desarrollada por un estudiante en la que deja
notar que probablemente la situacion fue resuelta por medio de tanteo, se infiere esto porque
cuando el alumno hace explicitas las palabras “fui calculando”, podria estar indicando que hizo
varios intentos con cantidades concretas y ostensivas hasta que le coincidiera con las 20 patas, es

decir, a ensayo y error hasta llegar a una respuesta valida.

Por otra parte, uno de los estudiantes para verificar las cantidades asume que el valor total de las
patas de los butacos es 12 y de las sillas es 8, que en conjunto forman la cantidad total de patas

(20). Tal como se muestra en la Figura 15.
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Figura 15. Practica de un estudiante de la situacién 3

Dado que las practicas s6lo muestran la verificaciéon de cantidades y no dejan ver como se
obtuvieron estos valores, no se le puede asignar un nivel de algebrizaciéon. Dentro de las
practicas los estudiantes utilizaron diversas representaciones icOnicas para mostrar de alguna
manera cOmo realizaron las practicas matematicas, pero dichas representaciones no reflejaban las

practicas realizadas.

En sintesis, los estudiantes solo recurren a la verificacion de cantidades concretas, lo cual no deja
ver los objetos matemdticos que permitan asignar un nivel de algebrizaciéon a las practicas

empleadas para la resolucidn de la tarea propuesta.
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3.3.4 Analisis de la situacion 4

A continuacidn se presentan las practicas matematicas realizadas por los estudiantes para dar

respuesta a la situacion 4. Véase la siguiente Tabla.

CATEGORIA

DESCRIPCION DE LA PRACTICA

NUMERO DE

ESTUDIANTES

PORCENTAIJE

Estudiantes que logran establecer la
razon entre las cantidad de estudiantes
que van en a pie y la cantidad de
estudiantes que van en coche, es decir,
establecen la relacibon 3 a 1,

respectivamente.

4

17%

Estudiantes que suman uno a uno la
cantidad de alumnos que van en coche y
la cantidad de alumnos que van andando
hasta llegar a la cantidad total de

alumnos que hay en la escuela (212).

31%

Estudiantes que para realizar el ejercicio
platearon una regla de tres simple pero
establecen la relacién proporcional entre

las magnitudes de forma errada.

9%

Estudiantes que ofrecen una respuesta
correcta a la situacién propuesta, pero

no indican o hacen ostensivos los

13%
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procedimientos realizados.

5 Estudiantes que no logran establecer 7 31%
ninguna relacion entre la cantidad de
alumnos que van andando y los que van
en coche, y terminan operando
(mediante  sumas, multiplicaciones,
divisiones o combinaciones de estas)
arbitrariamente las cantidades expuestas

en el problema.

Tabla 9. Practica de los estudiantes en la situacion 4

En 4 de las 23 (el 17%) practicas desarrolladas por los estudiantes, se logra evidenciar que
establecen una relacidon proporcional entre la cantidad de alumnos que van en coche y los que
van andando, es decir, logran reconocer que hay una relacién de uno a tres, tal como se ilustra a

modo de ejemplo en la Figura 16.
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Figura 16. Estudiante de la categoria 1, en la situacion 4.

En la Figura 16, se puede observar que el estudiante logra reconocer la relacién proporcional
entre la cantidad de alumnos que van en coche y los que van andando, esto se puede determinar
porque logra establecer que si por cada alumno que va en coche hay tres que van a pie, entonces

por cada 10 que van en coche hay 30 que van a pie.
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Los objetos matematicos emergentes son el concepto de relacion de cantidades puesto que logran

comprender que por cada estudiante que va a pie 3 van en coche, es decir, que hay una relaciéon
de 1 — 3; se emplea un lenguaje natural para argumentar la respuesta la respuesta dada. La

practica realizada es de nivel 1, puesto que intervienen objetos intensivos que permiten
establecer generalidades, ademas logran reconocer la relacion entre las dos magnitudes puestas

en consideracion, es decir, se reconoce una regla general, que se consideran en el problema,

ademas, se realizan operaciones con objetos extensivos.

Por otra parte, el 31% de los estudiantes (7 de 23 estudiantes), manifestaron procedimientos

algoritmicos haciendo uso de una suma para dar respuesta a la situacioén propuesta. En la Figura

17 se ilustra un ejemplo de ello.
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Figura 17 Préactica de un estudiante en la situacion 4.

En la Figura 17, se muestra de forma ostensiva el procedimiento empleado por estos estudiantes
para atender el problema, en este caso se usa algoritmo de suma empleado para encontrar la
solucioén, manifestando una suma iterada de unos, que representan la cantidad de alumnos que
van en coche por cada cuatro, y de tres que representan la cantidad de alumnos que van a pie por

cada cuatro alumnos.

Dentro de las practicas de estos estudiantes se identificaron objetos primarios al dar solucién a la
tarea propuesta, los objetos emergentes son: el concepto de suma, puesto que a través de la
adicion logran llegar a la solucidn; procedimientos como lo son las técnicas de cdlculo, en las
cuales sumaron las misma cantidad de unos y de tres hasta llegar a la cantidad total de alumnos
que hay en la escuela (212); y argumentos en los cuales hacen ostensivo en lenguaje aritmético

las operaciones realizadas para dar respuesta a la tarea propuesta.

Notese que el estudiante coloca 1 en frente del 3 para mantener la regla de cantidades y asi saber
cuando detenerse hasta que la suma de unos y de tres, de 212 que es la cantidad alumnos totales

que hay en la escuela.

Ahora bien, dado que estas pricticas estdn en un lenguaje natural y numérico en las cuales
intervienen objetos intensivos que son las cantidades a encontrar, se realizan operaciones con
objetos particulares (extensivos) y no se realizan operaciones explicitas con el valor

desconocido, esta practica se ubica en un nivel 1 de algebrizacion.

Por otra parte, en dos de las practicas matemadticas (el 9% de los estudiantes) los estudiantes
indican que realizaron una regla de tres simple, pero la ostentan de forma errada puesto que al

plantearla evidencian dos incognitas, ademas, la relacién x — 3 no es correcta, porque el 3 es la
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cantidad de alumnos que van andando y sélo debe relacionarse con los cuatro estudiantes, es
decir, que de cada 4 estudiantes 3 van andando. A continuacién, en la Figura 18 se muestra un

ejemplo ilustrativo de ello.
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Figura 18. Practica de un estudiante para dar respuesta a la tarea 4

En la Figura 18, se observa que el estudiante para dar respuesta a la tarea 4 indica de forma
ostensiva que la operacion realizada fue una regla de tres simple, como ya se menciond fue

planteada de forma incorrecta.

El estudiante dispone de cantidades extensivas 1 — 3, para mantener la relacién de cantidad y
determinar la cantidad total, es decir, que por cada 1 que va en coche 3 van a pie, esto muestra
que de alguna manera se establece implicitamente la relacién pero lo hacen de forma explicita.
Ademas no establecen el orden de magnitudes, es decir, colocan los 212 con la incégnita que
desean encontrar, parece ser que quieren encontrar la cantidad de alumnos que van a pie pero no
la relacionan con la cantidad total de estudiantes, lo cual indica que no saben establecer la regla

de tres que desean realizar.

Notese que el estudiante hace uso de una incdgnita para indicar los valores desconocidos lo cual
muestra cierto grado de generalidad. Asi pues, puesto que en esta la practica intervienen

variables para representar valores desconocidos, el lenguaje empleado es natural y simbolico;
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pero no se establecen relaciones adecuadas, ni se muestra un procedimiento concreto que permita

justificar la respuesta, por ello a esta practica no se le adjudica ningin nivel de algebrizacion.

El 13% (3 de 23 estudiantes) de los estudiantes realizaron la situacién plateada, puesto que no
lograron reconocer las relaciones entre las cantidades y s6lo operaron con los datos conocidos
que el problema le suministraba, de forma arbitraria, consideraron dividir la cantidad total de
estudiantes que hay en la escuela (212) y la cantidad de alumnos que van andando. Véase a modo

de ejemplo la Figura 19.
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Figura 19. Practica de un estudiante en la tarea 4.

En la practica presentada en la figura 19, se observa que el estudiante divide la cantidad total de
estudiantes que hay en la escuela (212) y la cantidad de estudiantes que van andando (3), nétese
como el estudiante opera con las cantidades ostensivas del problema, pero dichas operaciones se
hacen de forma arbitraria sin establecer ninguna relacion correcta de acuerdo con las

condiciones del problema que se establece entre la cantidad.

De acuerdo a los aspectos anteriores la practicas desplegada por el 31% de los estudiantes en la
tarea 4, se pudo observar que hay un uso de cantidades extensivas, hay presencia de un lenguaje
natural con algunos procedimientos aritméticos como la division, aunque ninguno llega a la
respuesta correcta, es por ello que estas practicas no se les puede adjudicar ningin nivel de
algebrizacion.
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Pese a que la respuesta es correcta no se le puede adjudicar un nivel de algebrizacion, el hecho
de que centre la atencidn en cantidades extensivas hace pensar que se ubique en un nivel 0 de

algebrizacion porque operan cantidades concretas, pero lo hacen de forma arbitraria e incorrecta.

A modo de conclusion, después de realizar el andlisis de la situacidn 4 se puede decir que son
muy pocos los estudiantes que logran reconocer la relaciéon proporcional inmersa en el problema
entre la cantidad de estudiantes que van a pie y los que van en coche y que resolver
acertadamente la situaciéon. Ademads surgen objetos mateméaticos como el concepto de suma y la
relacién de cantidades que manifiestan de forma ostensiva, en algunos casos utilizan
procedimientos como lo son las técnicas de calculos y los algoritmos de suma y divisién; en
general se presenta un lenguaje natural y numérico, asi pues de forma general se puede decir que
el nivel de algebrizaciéon que prevalece en las practicas desarrolladas por los estudiantes es de

nivel 1.

3.4 Algunas conclusiones de la implementacion
A partir de la implementacion de las tareas propuestas aplicada a los estudiantes de grado noveno
de educacidn basica de la Institucion Educativa Nucleo Técnico Agropecuario, se puede concluir

que:

* En algunos casos se hizo falta realizar entrevistas a los estudiantes para comprender de
forma clara el procedimiento realizado para dar respuesta a la tarea realizada, puesto que
aunque lo hacen correctamente no son tan claros los procedimientos realizados.

* Estar mas pendiente de las respuestas proporcionadas por los estudiantes para ir
preguntando por qué utilizaban el procedimiento empleado por ellos y si era el adecuado

para dar respuesta a la tarea planteada.
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CAPITULO 4: CONCLUSIONES Y REFLEXIONES EN TORNO AL RAZONAMIENTO
ALGEBRAICO EN LA ESCUELA
En este capitulo se presentan las conclusiones generales y las reflexiones en torno al

razonamiento algebraico que manifestaron los estudiantes objeto de investigacion.

4.1 Conclusiones generales

Con relacion al primer objetivo de este trabajo se puede concluir que:

En las practicas matematicas desarrolladas por los estudiantes se presenta una tendencia a
trabajar con un lenguaje natural y a utilizar el sistema numérico para resolver las situaciones

propuestas, hacen uso del sistema numérico mas que el simbdlico algebraico.

Los objetos mateméticos que prevalecieron en las practicas matematicas desplegadas por los
estudiantes fueron los conceptos de suma, resta, multiplicacion, divisién, relacion de
equivalencia y proporcion, es decir, que fue posible concluir que los estudiantes tienden a utilizar
procedimientos algoritmicos orientados a las operaciones basicas y en ocasiones estas

operaciones alargaban las respuestas.

En su mayoria, los estudiantes utilizaron procedimientos como el tanteo, el ensayo y error, las
operaciones bésicas y la relacién de cantidades para encontrar las respuestas correctas y probar
los resultados obtenidos. Es notorio el uso del lenguaje natural para resolver las situaciones
propuestas, ademads, se alejaba de lo simboélico-algebraico y era mas de caricter numérico y
prevalecia el uso de la aritmética operando con los objetos extensivos de primer nivel (cantidades

numéricas conocidas) mediante las operaciones bésicas.

Ahora bien, con respecto a los procesos matematicos emergentes en las practicas matematicas se

puede evidenciar el proceso de algoritmizacion con las operaciones bésicas, se trabajan con
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objetos extensivos a través de un proceso de particularizacion, es decir, muestran una gran
tendencia a operar con cantidades conocidas. Los procedimientos son de caricter ostensivo

materializando las operaciones realizadas.

Respecto al segundo objetivo especifico que hace referencia a identificar los niveles de
algebrizacién de la actividad mateméatica que manifiestan los estudiantes al resolver los

problemas propuestos se puede concluir que:

Tomando en consideracion los resultados obtenidos en el primer objetivo, dado que, en las
practicas matemdticas los estudiantes presenta mayor inclinacion a operar con objetos
extensivos, lenguaje utilizado es en su totalidad natural y numérico; y transformaciones
empleadas por los estudiantes se ubican en su gran mayoria en lo aritmético. posible afirmar que
las précticas de los estudiantes en su mayoria estin en un nivel 0y 1 de algebrizacion, en pocos

casos se muestran aspectos de nivel 2.

Respecto al tercer objetivo se concluye que:

De acuerdo a la experiencia que tienen los estudiantes trabajando en algebra y al grado de
escolaridad en el que se encuentran, se esperaria que pudieran desplegar sus practicas
matematicas en un lenguaje simbdlico-algebraico, sin embargo, no lo hacen, operan solo con
objetos extensivos, lo cual deja ver que el razonamiento algebraico es precario en este grupo de
estudiantes, por lo cual es necesario que realicen tareas a los estudiantes para que les permitan
avanzar en conceptos que requieran ser algebraicos (ecuacidn, funcidn) con situaciones que

quizas no necesariamente pueda resolverse aritméticamente.

Ahora bien, una reflexiéon que se deriva del trabajo realizado es, que necesario que los docentes

en ejercicio sean mas conscientes de la importancia de potenciar el RA desde los primeros afios
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de escolaridad, y no dejarlo relegado a secundaria., ya que hay otras formas de potenciar este
razonamiento desde los primeros afios de escolaridad por medio de tareas que promuevan las
relaciones cualitativas y cuantitativas; el estudio de patrones y cambios donde cada vez mas se

lleguen a abstracciones mas complejas.

Ademas, es indispensable que los docentes se sigan formado académicamente para conocer mas
las nuevas investigaciones en Educacién Matematicas que les proporcionen herramientas, para
crear estrategias y disefiar actividades que permitan ir desarrollando el RA en los estudiantes
desde los primeros afios de escolaridad, y que favorezcan en gran medida la consolidacién de un
nivel adecuado de algebrizacidn en los estudiantes des, donde cada vez se realicen abstracciones

de mayor generalidad y la construccion de un lenguaje simbolico literal.

Ahora bien, este trabajo estd orientado a caracterizar los niveles de algebrizacion de un gupo de
estudiantes de grado noveno de la Educacién Bésica, en la cual se muestra que el nivel de
algebrizacidén es precario, seria interesante indagar por qué los estudiantes no alcanzan los
niveles 2 y 3, lo cual permitiria hacer un anilisis de las posibles dificultades y errores que

originan ausencia de razonamiento algebraico.
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5 ANEXOS

Universidad del Valle
Instituto de Educacién y Pedagogia
Area de educacion Matematica

Universidad
del Valle

RAZONAMIENTO ALGEBRAICO DE UN GRUPO DE ESTUDIANTES DE GRADO

NOVENO DE LA INSTITUCION EDUCATIVA NUCLEO TECNICO AGROPECUARIO

Nombre: Grado: Fecha:

Se les pide amablemente el favor, resuelvan los siguientes problemas matematicos de forma

ordenada y escribiendo cada paso que realizan para dar solucidn a ellos.
EJERCICIOS

Problema 1: (Balanza algebraica), ;cuantos tornillos hay que poner en la tercera balanza para

que quede equilibrada?

IBERBEERI
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Problema 2: Cuando lanzamos una pelota desde una cierta altura, rebota hasta un quinto de la
altura a la que se lanz6. Si después de tres botes la altura alcanzada es de 6 cm., ja qué altura
inicial se lanzé la pelota? 1) Resuelve el problema; 2) Explica la solucién utilizando alguna

representacion grafica; 3) Explica la solucidn usando notacion algebraica.

Problema 3: Hay seis asientos entre sillas y butacos. Las sillas tienen cuatro patas y los butacos

tienen tres. En total hay 20 patas. ;Cuantas sillas y cuantos butacos hay?

Problema 4: Para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocién. Por cada
alumno que va encoche hay 3 que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela, ;Cuéntos

alumnos utilizan cada medio de locomocién?
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