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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS LINEALES
1. INTRODUCCION

En esta sistematizacion se presenta un conjunto de exploraciones de diferentes
transformaciones geométricas lineales a través de la interaccion y exploracion de éstas en el
programa de geometria dinamica Geogebra utilizando elementos de la educacion matematica
realista de Hans Freudenthal.

Bajo la Educacion Matematica Realista (EMR) se reconocen y descubren caracteristicas
comunes para dar con la solucion de un problema que estén conectadas con la realidad, esa
capacidad de resolver un problema Freudenthal lo llama matematizacion, y lo establece en
diferentes niveles: situacional, referencial, general y formal.

En el transcurso de la sistematizacion se desmenuzan las fases de la matematizacion a través
de las exploraciones, descubrimientos y relaciones de las transformaciones geométricas lineales
con la funcion lineal.

En las primeras tres transformaciones lineales se identifica la matriz de transformacion
aplicada a distintas figuras geométricas, generando un nuevo poligono, identificando el efecto
que genera la matriz a este. Se proponen y generan distintos deslizadores dentro de la matriz para
acentuar y visualizar los cambios y efectos que producen en los poligonos generados.

En la exploracion con la cuarta y quinta transformacion, y gracias a la actividad y
manipulacion con el programa de geometria dindmica (Geogebra) se visualiza y se descubren
conexiones entre estas transformaciones y la funcion lineal y la representacion de la funcion
lineal y=x.

En la sexta transformacion se explora y se identifica el signo que presenta el determinante de
la matriz de transformacion de acuerdo a los diferentes valores que toman los deslizadores. Se da

una mayor relevancia cuando el determinante es igual a cero porque produce un efecto al
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poligono generado, donde se visualiza mucho mas la relacion entre la transformacion y funcion
lineal. Por medio de la matematizacion se aplica la fase de generalizacion sobre lo que conlleva
tener una matriz de transformacion cuando su determinante es igual a cero.

Producto de la sistematizacion, de la exploracion y busqueda de elementos y caracteristicas
presentes en las transformaciones lineales, pero en muchas ocasiones ocultas, se identifica y
reconoce la proporcionalidad que existe en la expresion del determinante ad — bc = 0, el cual se
conecta y relaciona con la proporcionalidad de la pendiente de la funcion lineal y=mx.

Gracias a las exploraciones con las transformaciones lineales se resalta y manifiesta las
propiedades y cualidades que tiene una funcion lineal, que trasciende mucho mas alla de una
definicion y una representacion algebraica

Este proceso de sistematizacion es una invitacion para encontrar nuevos elementos que
permitan dar una mirada diferente e innovadora el cual resalta cualidades que pueden no
encontrarse a simple vista sino por medio de una busqueda e inquietud por hallar cosas nuevas en

el mundo de las matematicas y su ensefanza.
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2. Justificacion

En el proyecto de Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas, de la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas se desarrollo el espacio de formacion electivo, en
el cual se estudiaron diferentes topicos y temas que involucraron transformaciones y tipos de
funciones desde un punto de vista algebraico.

Justamente fue este topico el mas llamo la atencion, al analizar que una funcion lineal
trasciende de la idea de una ecuacion de primer grado, cuya representacion y notacion es una
linea recta que pasa por el origen, sino que es un conjunto de transformaciones que tienen la

capacidad de conservar la adicion y la multiplicacion por escalar.

El motivo para realizar este proyecto es ahondar y profundizar el concepto de funcién lineal a
través de la exploracion de las transformaciones geométricas lineales, identificando la relacion y
conexion que existe entre éstas transformaciones y la funcion lineal. La intencion es reconocer
las caracteristicas de la funcion lineal, que trasciende mas alld de su notacion algebraica
tradicional y su representacion como una linea recta; ademas se pretende ampliar y entender el
concepto de linealidad, como elemento digno de ser resignificado en la formacion de profesores

y el uso de la geometria para observarla desde otra Optica.

Al aplicar a diferentes objetos geométricos una transformacion lineal, se pretende con ayuda
de Geogebra, determinar los cambios y efectos desde una perspectiva geométrica (expansion,
contraccion, simetria) que tienen en algunos poligonos; asi como identificar el cambio y

conservacion en la estructura de la ecuacion lineal y la ecuacion de una transformacion lineal.
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3. Objetivos
3.1 Objetivo General
Sistematizar un proceso de matematizacion de las trasformaciones geométricas lineales desde
el estudio de la matriz asociada a ésta, manifestando las relaciones entre las representaciones de

la matriz y la transformacion.

3.2 Objetivos especificos

Ahondar y profundizar mas sobre las transformaciones geométricas lineales, y sus
aplicaciones a diferentes objetos y figuras geométricas.

= Utilizar la teoria de Freudenthal sobre educacion matematica realista como una forma
para resignificar y sistematizar la matematizacion del concepto y el significado de
funcidn lineal.

= Realizar un documento que reporte el desarrollo, el proceso, fases y los avances de la
sistematizacion.

= Hacer uso de geogebra como una herramienta que permita evidenciar, reflejar y
visualizar los cambios y nuevos significados que permiten dar las transformaciones

geométricas lineales al concepto e idea de funcion lineal.
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4. Marco Tedrico
4.1 Educacion Matematica Realista

El proceso de sistematizacion de las transformaciones geométricas lineales se ha realizado
bajo las ideas de la educacion matematica realista con el fin de tener un registro detallado sobre
los descubrimientos y hallazgos que se van presentando con las exploraciones de las
transformaciones lineales dentro del software de geometria dinamica (Geogebra).

Estos hallazgos van permitir reconocer conexiones y relaciones las cuales se especificaran
mas adelante, entre las transformaciones lineales y el concepto de funcion lineal. Los hallazgos
registrados en el proceso de sistematizacion estan conectados y bajo las caracteristicas y niveles
de esta teoria de educacion matematica.

La educacion matematica realista es una corriente didactica nacida a comienzo de la década
de los 70 con el propdsito de dar un enfoque diferente a la ensefianza de las matematicas, de tal
manera que estén conectadas con la realidad, y los estudiantes puedan aprender matematicas
mediante el desarrollo y la aplicacion de conceptos matematicos dentro de los problemas
cotidianos y de la vida diaria. Esta teoria reconoce como fundador a Hans Freudenthal (1905-
1990), matematico y educador aleméan que desarrollo investigaciones en Holanda.

En la Educacién Matematica Realista (EMR) el uso de contextos no implica que estos no
estan necesariamente restringidos a situaciones del mundo real, incluso el mundo formal de las
matematicas pueden ser adecuados contextos para plantear y proponer una situacién o problema
para los estudiantes.

De hecho, la capacidad y actividad para plantear y resolver un problema, de manera que se

pueda organizar y relacionar contextos reales con las matematicas es lo que Freudenthal
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denomind matematizacion, que es la base de la EMR, una propuesta diferente para la ensefianza

de las matematicas en la escuela.

Para Freudenthal (1987) citado en Bressan (2016) para hacer un proceso de matematizacion es
necesario:

= Reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,
algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axiomaticos;

= Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e¢ isomorfismo;

= Ejemplificar ideas generales;

= Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales que se puedan
esquematizar, simbolizar y tener algoritmos; y

= Reflexionar acerca de la actividad de matematizacion.

El autor también enfatiza que a los estudiantes se les debe ofrecer un ambiente de aprendizaje
en el cual puedan construir conocimiento matematico. Para el autor las matematicas se aprenden
mejor al hacerlas, Freudenthal no pretende limitar la matematizacion a una actividad de bajo
nivel, el retomo el trabajo de Treffers donde propone dos formas de matematizacion en un
contexto educativo

e La de matematizacion horizontal, que consiste en convertir un problema contextual en un
problema matematico: basandose en la intuicion, el sentido comun, la aproximacion
empirica, la observacion, la experimentacion inductiva

e [a de matematizacion vertical: ya dentro de la matematica misma, que conlleva

estrategias de reflexion, esquematizacion, generalizacion, prueba, simbolizacion y rigor
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(limitando interpretaciones y validez), con el objetivo de lograr mayores niveles de
formalizacion matematica.

En este proceso de matematizacion progresiva, la EMR reconoce que los estudiantes pasan
por diferentes niveles de comprension. Freudenthal (1987) establece que son: situacional,
referencial, general y formal; estos niveles ligados al uso de estrategias, modelos y lenguajes de
distinta categoria cognitiva, sin constituir una jerarquia estrictamente ordenada. Bressan, Perez,
Gallego y Zolkower (2016) retoman las ideas de Freudenthal y definen los niveles:

I.  En el nivel situacional, el conocimiento de la situacion y las estrategias es utilizado en
el contexto de la situaciéon misma apoyandose en los conocimientos informales, el
sentido comun y la experiencia.

II.  En el nivel referencial aparecen los modelos graficos, materiales o rotacionales y las
descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el problema, pero
siempre referidos a la situacion particular.

III.  Elnivel general se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion de
lo aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una focalizacién matematica sobre
las estrategias, que supera la referencia al contexto.

Estos niveles no son continuos ni se requieren uno para acceder al otro, se puede presentar un
salto o adelanto por parte de los estudiantes.

Para Freudenthal (1991) matematizar verticalmente significa “moverse en el mundo de los
simbolos, hacer atajos y descubrir conexiones entre conceptos y estrategias, y hacer uso de esos

hallazgos”.
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Para la EMR los estudiantes pasan por diferentes niveles de matematizacion, desde
vislumbrar soluciones informales conectadas al contexto, hasta alcanzar algin nivel de
esquematizacion y comprension de principios generales.
4.2 Transformaciones Lineales

Las transformaciones lineales son aquellas funciones que respetan la suma vectorial y el
producto por escalar. A cada transformacion se asocia una matriz donde es posible visualizar
elementos para el trabajo y abordaje de la funcion lineal en matematicas y su ensefianza en el
aula. Se parte desde reconocer las diferentes transformaciones geométricas lineales que se
pueden representar en el plano cartesiano con ayuda de una matriz, aplicadas a diferentes objetos
geométricos

Una funcion T: R™ - R™ es una transformacion lineal si se cumple:

Paratodo X,Y € R™, f(X+Y) = f(X) + f(Y);

Paratodo X € R"y a e R, f(aX) = af (X).

La notacion T: R™ — R™ indica que el dominio de T es R" y el codominio es R™. Para
cualquier elemento x que € a R™, el vector T(x) en R™ es la imagen de x bajo la accion de T.
El conjunto de todas las imagenes T(x) es el rango de T.

4.2.1 Matriz Asociada a la Transformacion

Sea T:R™ — R™ una transformacion lineal. Existe una inica matriz A tal que

T(X) = Ax para toda x en R"

Para la transformacion T, la matriz A sera:

a1 Q12 - -+ Qin
A= <a21 azz - - - a2n>

Am1  Amz- - - Amn
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Que tiene m filas y n columnas, Siendo X = (xy, X5, ..., X,,) se puede escribir como vector

columna y se denota:

X1
X=|*
xn

Entonces se define el producto de la matriz A por la columna X como el valor de T (x),
colocado como columna. Ecuacion que se escribe:
T(X)=AX

Esta asociacion ( a cada transformacion lineal de una matriz) es biunivoca pues

reciprocamente, si A es una matriz de orden m x n

all a12 TR aln
A= : : :
Am1 Q2. .. Qmn

Entonces A define una transformacion lineal T, asi:

Ty: R® > R™
Definida por:
a1 x1+ apxt+... .+ agpx,
Ay1X1 + QypXot+ ...+  AynX

Am1X1 Am2X2 AmnXn
La matriz A,,,,, denota la familia la familia de todas las matrices de orden m x n con
componentes reales.
Esta asociacion como lo dice Isaacs y Sabogal (2009) da una interpretacion al problema de
hallar todas las soluciones a un sistema de ecuaciones lineales, en donde resolver un sistema de
ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incognitas es encontrar todos los X € R™ tales que:

T(X) =B
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Donde T:R™ — R™ es una transformacion lineal cuya matriz es la matriz del sistema y B es
un vector columna de R™ formado por los términos constantes de las ecuaciones. En términos de
matrices, si A es la matriz de T, resolver el sistema es resolver la ecuacion matricial:

AX =B

Para el caso particular de transformaciones en el plano en si mismo, es util e interesante,
interpretar el efecto geométrico de la transformacion, es decir, describir que les hace la
transformacion a determinados objetos en el plano.

5. Inicio de Matematizacion

La estructura de este trabajo esta cobijado bajo la teoria de Educaciéon Matemadtica Realista
que propone Hans Freudenthal, se realiza una matematizacién en donde se presentara
descubrimientos y reflexiones sobre la idea y el concepto de funcion lineal a partir de la
exploracion en el software de geometria dindmica (Geogebra) de algunas transformaciones
geométricas lineales.

Esta matematizacion estd conformada en niveles, éstos niveles permiten conocer los
momentos que tiene el proceso de matematizar, el cual evidencia el avance y desarrollo que se va
presentando en la exploracion con el software.

5.1 Nivel Situacional

El contexto del que parte este trabajo es mi experiencia como estudiante de educacion basica
y media, incluyendo algunos semestres dentro de la universidad. En la universidad he tenido la
idea y el concepto de funcidn lineal como una funcion que representa una linea recta que pasa
por el origen, sin embargo, he tenido espacios de reflexion y cuestionamiento frente a este

concepto e idea.
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Esta situacion retine dos elementos: primero, remover la idea que ha perdurado en diferentes
niveles de la formacion académica (Media y superior) sobre la representacion de un concepto
matematico; en este caso de la funcidn lineal. Segundo, usar el conocimiento formal de la
matematica, particularmente el de las transformaciones lineales, para proveer un significado y
representacion diferente de la funcidn lineal.

Como se habia dicho anteriormente, hay dos formas de matematizacion, para el desarrollo de
este trabajo, se ha elegido la matematizacion vertical porque plantea organizar y relacionar
conocimientos desde la matematica misma, al igual que esta sistematizacion. Una de las
reflexiones con las que se inicia esta matematizacion vertical surgen de preguntas como: ;Es
posible encontrar una funcidon que sea una funcion lineal y su representacion no sea una linea
recta que pase por el origen? ;Es posible que una funcidn lineal se represente como una funcion
a trozos, como la grafica de una funcion parte entera? ;Qué significa que una funcién sea lineal?

Si una funcion no se representa como una linea recta entonces ¢no se considera una funcion
de primer grado con una pendiente?, se usa una linea recta como una representacion, sucesion o
secuencia de puntos que tiene un orden en particular. Incluso algunos criticos de cine en sus
comentarios dicen que una pelicula es buena porque el guion y la historia de los personajes no es
lineal. Es decir que (lo lineal tendra que ver con un orden, en una secuencia que primero tenga
que pasar esto y luego aquello?

Las ideas y cuestionamientos sobre el significado de funcién lineal la encontré en el mismo
mundo formal de las matematicas gracias a algunos temas vistos en la universidad como la
conservacion y preservacion de la suma y la multiplicacion, estos hicieron que comenzara a

indagar sobre nuevos elementos que conforman una funcidon de primer grado.
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Se busca elementos diferentes que permitan dar nuevas ideas y significado de la funcion lineal
pero no a través de conceptos ya conocidos, repetitivos y cldsicos que se encuentran en diferentes
libros de texto.

5.2 Nivel Referencial

En este nivel se encuentran algunos esquemas, representaciones y conceptos que hacen parte
de la matematica como disciplina, como es el concepto de transformacion lineal; con el proposito
de explorar, descubrir y reflexionar a partir de ella propiedades y cualidades que presenta la
funcidn lineal, y que no se encuentran e identifican a primera vista, y que en muchos casos se
desconocen.

Se toman definiciones y conceptos del algebra lineal para el desarrollo de esta
sistematizacion, para ello se consultan algunas fuentes de informacion como Grossman (1998) e
Isaacs y Sabogal (2009) que son libros de algebra lineal, en donde se toma la definicion de
transformacion lineal, al igual que su representacion y notacion.

Se toma la definicion de transformacién lineal:
Una funcion T: R™ - R™ es una transformacion lineal si se cumple:
a) Paratodo X,Y € R™, f(X+Y) =f(X) + f(V);

b) Paratodo X € R"y a e R, f(aX) = af (X).

Los conocimientos previos sobre matrices al iniciar este proceso de sistematizacion fueron
muy escasos, para ello debo recurrir a diferentes libros de algebra lineales, luego establecer e

identificar la matriz asociada a la transformacion.
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5.3 Inicio de Sistematizacion y Exploracion en Geogebra

Aqui inicia una parte de la matematizacion muy importante porque empieza el proceso de
sistematizacion donde se hace el registro de hallazgos y descubrimientos al explorar a través del
software (geogebra) algunas transformaciones geométricas lineales, aplicadas a algunos
poligonos.

En la sistematizacion estan elementos de la matematizacion vertical tales como la reflexion y
esquematizacion, en la exploracion con las transformaciones lineales. También se encuentran las
diferentes matrices asociadas a la transformacion, en el cual se reconozcan las caracteristicas y
propiedades de cada transformacion lineal y el efecto que tiene al momento de aplicarlas a
algunas figuras geométricas.

Para el desarrollo de la sistematizacion se hace uso del software de Geometria Dindmica
llamada Geogebra, en él se realiza la exploracion para hallar y encontrar elementos nuevos
dentro de la sistematizacion.

Una de las primeras actividades fue identificar la matriz que esté relacionada con las

diferentes transformaciones.
L(E D6 =0)
2 (0 26)=G13)
- (¢ D6)=(555)
Para establecer la matriz de la transformacién 1, se utiliza la definicion de multiplicacion

entre la matriz y un vector, estableciéndose una igualdad entre los términos

ax+by =y
cx+dy =x
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Una vez planteada esta dos ecuaciones, se determina los valores de a, b, ¢ y d para que se

cumpla las igualdades, y se reconoce que los valores deben ser,a =0,b =1,c=1yd =0

De esta manera se tiene la matriz ((1) é) que corresponde a la matriz 1. Para establecer la
matriz de la transformacion 2 se utiliza el mismo procedimiento
ax+by=x+y
cx+dy=x—y

Los valores para que se cumpla la igualdad sona =1,b=1,c=1,d = -1

Con lo que se obtiene la matriz G _1 1) Para la transformacion 3 se realiza de forma similar

a la transformacion 1y 2
ax+by=x-—y

cxt+dy=—-x+y
Generando la matriz (_1 1 _11)

Una de las primeras acciones que se realizo fue insertar las matrices de transformacion y

aplicarlas a diferentes poligonos, por ejemplo, para ingresar la matriz <(1) é) en el software

primero, se inserta en la bandeja de entrada entre doble paréntesis y separado por una coma los

valores de la matriz, como se presenta en la figura 1.

Entrada: | {{0,1},{1,00}

Figura 1. Bandeja de Entrada para Insertar Matriz.
Fuente: Elaboracion propia

Al oprimir enter, la matriz se presenta en la parte superior izquierda del software en vista
algebraica, ahora se construye el cuadrado ABCD, que es el poligono al que se desea aplicar la

matriz de transformacion, como se observa en la figura 2.
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o GeoGebra (2)

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

[&] AL B O Ol N =] 4

» Vista Algebraica X [ » vista Grafica
Cuadrilatero B
® poligonot =4
Lista
7 \
. 01
- matrizl = s
L 10 J

Punto A

® A=(54) 4
® B=(52)
® c=(7,2)
® D=(7,4 3 a ]
egmento

Figura 2. Matriz 1 de Transformacion
Fuente: Elaboracion Propia

Ahora para aplicar la matriz a un objeto, (en este caso un cuadrado), se escribe nuevamente
en la bandeja de entrada el comando, el cual tiene como datos de entrada a la matriz y el objeto

al que se desea aplicar, ver la figura 3.

Entrada: AplicaMatriz[ <Matriz>, <Objeto> ||

Figura 3. Bandeja de Entrada para Aplicar Matriz

Fuente: Elaboracion Propia

Para distinguir el objeto al que se aplica la matriz, se debe escribir entre paréntesis y

separados por una coma los puntos que conforman el poligono, como se evidencia en la figura 4.

Entrada:|AplicaMatriz[ matriz1, Poligono[ <Lista de Puntos> ] ]|

Figura 4. Bandeja de Entrada para Aplicar Matriz a Poligono
Fuente: Elaboracion Propia
Al oprimir enter se genera el poligono 2 establecido como la aplicacion de la matriz 1 al

poligono {A, B, C, D} como se aprecia en la figura 5.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DEER S ERNER
X

» Vista Algebraica » Vista Grafica

drilétero poligono2 1, Poligonal(A. B. C. D}

Figura 5. Poligono Generado al Aplicar Matriz 1
Fuente: Elaboracion Propia

Una de las exploraciones que se va a realizar es con las transformaciones aplicadas a
diferentes objetos o figuras geométricas, ésta permitira visualizar la simetria de las figuras con
respecto al plano cartesiano. Considero importante explorar y manipularlas porque se puede
reconocer ¢ intuir algunas particularidades que presentan los objetos al aplicarles la matriz y
desplazarlas en el plano R?.

Como el escenario en donde se va a explorar las transformaciones lineales insertadas a figuras
geométricas son del plano cartesiano, bajo el uso de coordenadas cartesianas, creo que el trabajar
con las siguientes transformaciones propiciara y ayudara a identificar cualidades y caracteristicas
que existen al explorar y trabajar en R? como la simetria con respecto al origen, al eje x, al eje y,
y a la recta y=x.

Transformaciones a explorar

b 2G)=C) 2 )6)=(55)

2 J6)=(5) (¢ D6)=(52))
9 D6 =) 1 D6)=Cod cons)
2 26)=-)
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5.4 Nivel General
La exploracion inicia en el nivel referencial donde se toman conceptos y esquemas
matematicos presentados anteriormente como la definicion de transformacién lineal y la matriz
asociada a la transformacion, pero se hace un transito hacia el nivel general porque se dan
reflexiones, descubrimientos y estrategias del nivel anterior.

5.4.1 Exploracion Transformacion 1

X
Se presenta el tridngulo ABC y la matriz asociada a la transformacion (Ccl b) ( ) = (y )

que es ((1) (1)) a continuacion se inserta en la bandeja de entrada y se aplica al triangulo ABC

generando el triangulo A’, B’, C". Al manipular el triangulo original se puede evidenciar que éste
tiene con el triangulo A’, B’, C" una conservacion de la distancia o simetria con respecto a la
recta y = x. Es decir que siempre que mueva el triangulo ABC sobre el plano cartesiano, los dos
triangulos se van a mover y van a tener la misma distancia uno del otro con respecto a la recta. Si
se acerca uno de los vértices del triangulo ABC hacia la recta, por ejemplo cuando el vértice A se
acerca a larecta y = x, el otro vértice A" también se acerca de manera que al llegar a la recta se

sobreponen uno del otro, como se evidencia en la figura 6.
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Lista
matriz2 = [r 01 "|
L1 o0 000
Mimero
Poligono B
Punto
® A={1161.16,1158.92) 1500 /
® A'=(1158.92,1161.16) |
® B-(564.23, 1692.65) {
® B =(1692.65, 564.23) f

Recta / _ TN
B iy=x 1000 ..'/ \_\
™,

Segmento | \
® a'=800.75 c

® b'=800.75 1 N
® c'=800.75 00 y e
B f=800.75 o

Triangulo

B t1=277645.65

-1500 -1000 -500 500 1000 1500 2000 2500

Figura 6. Simetria de los Triangulos con Respeto a la Recta.
Fuente: Elaboracion propia

Si se alejan los vértices y los tridngulos, la distancia entre ellos se mantiene teniendo siempre
con referencia la recta.

La manipulacién en geogebra permite visualizar lo que sucede si se desplaza el tridngulo
ABC hacia el origen (se desplaza simultdineamente también hacia el origen el tridngulo A'B'C"),

al mover, estirar y alargar el tridngulo ABC también lo hace el tridngulo A'B’C’, tal como se

evidencia en la figura 7.
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‘ I/\:j @ é‘ N« ii 4%.

» Vista Grafica

1500
1000

SO0

-3000 -2500 -2000 -1500 -1000 -500

-1000

-1500

-2000

Figura 7. Triangulos acercandose al origen
Fuente: Elaboracion Propia

5.4.2 Exploracion Transformacion 2

Ahora con la transformacion (Ccl Z) (;C,) = (—yX)

0 (1)) al cuadrado DEGF generando el cuadrado

Es aplicada la matriz de transformacion (

E'D’F’'G’. Los dos cuadrados son semejantes y tienen la misma area. Cada vértice del cuadrado
original tiene la misma ordenada, pero las abscisas tienen diferente signo, esto genera un reflejo
entre los dos cuadrados sobre el eje y.

Al dejar el cuadrado original sobre el eje x, en el primer cuadrante del plano cartesiano y
desplazando cada vez mas lejos del origen, el cuadrado E'D'F’'G’ se desplaza sobre el segundo
cuadrante alejandose también del origen. Si se alarga o estira el cuadrado DEGF también lo hace

el otro cuadrado, como se observa en la figura 8.
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¥ Vista Algebraica ] | » vista Grafica
- Cuadrilatero
@ c1=4
Lista
matriizl = [ "1 0
Lo
. Poligono
@ poligonol =4
Punto
~@ D=(-31,0)
@ E=(1.1,0)
- Segmento 4
@ f=2

Figura 8. Cuadrado DEFG Alejandose del origen

Fuente: Elaboracion Propia.

Al ser aplicados la matriz de transformacion a los poligonos se ha utilizado las
representaciones y notacion de las transformaciones lineal que hacen parte del nivel referencial
de matematizacion, pero al identificar que los dos cuadrados conservan la misma distancia con
respecto al eje de las ordenadas, esto es una propiedad que no se puede visualizar sino se explora
con el software de geometria, a simple vista es mas dificil identificar la simetria entre los dos
cuadrados con respecto al eje y.

Si se acerca el cuadrado DEFG que se desplaza sobre el eje de las abscisas hacia el origen, el
cuadrado D'E'F'G’ (cuadrado azul) también se acerca a ese punto, hasta que se sobreponen uno

sobre otro, como se ilustra en la figura 9.
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-~ Cuadrilitero
@ cl1=4
- Lista
matrizl = | -10 ]
\ o1/
Paoligonao
@ poligonol =4
Punto
@ D=(-1.35,0.02)
i@ E=1(0.65,0.02)
Segmento b
@ f=2

Figura 9. Cuadrado DEFG y D'E'F’'G” Sobreponiéndose

Fuente: Elaboracion propia

5.4.3 Exploracion Transformacion 3

b

d) (X) _ (—xy) se aplica la matriz relacionada con

Ahora tomando la transformacion (Ccl y

0 _01) al pentdgono HILJK. El resultado de aplicar esta matriz ha

esta transformacion (1
generado el pentdgono H'I'L’J’K’, en donde los dos pentdgonos conservan la misma distancia
con respecto al eje x. Aqui inicia un abordaje diferente a las dos primeras transformaciones; se
establece un deslizador el cual evidencie y visualice, los cambios, modificaciones y novedades
que se presentan en el pentdgono generado, lo que implica avanzar hacia el nivel general, cuando

el deslizador toma diferentes valores.

Consecuente con lo anterior, se ha remplazado el valor de 1 de la matriz de transformacion

por k que es el nombre del deslizador y que va tomar valores dentro del intervalo [0,7]. Asi se
tiene la matriz (]5 _0 1) que al tener £ diferentes valores permite visualizar los cambios que en

el pentagono generado por la transformacion. Aqui empieza la exploracion para una

generalizacion, dentro del nivel general de matematizacién. Como se evidencia en la figura 10,
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cuando el deslizador k

pentagono original.

Lista
. o_ (05 0

matriz2 = L 0 —1)
Numero

@ k=05

Poligeno
poligono1 = 34035.32 |
Ey=x

=2957.35 150
=6525.28
=3262.64 o
100
H
Segmento

a'=26217 50
b'=241.63
c'=142.35
'=32

poligono2
® poligono3
® poligonoa
Punto
Recta

22

= 0.5 el pentagono se ha contraido y mucho mas pequefio que el

' =51.7 -100 -50 o 50 100 180 200 250 300 350 400 450 500

-280.36

=32

=517

1=54.38

-@ p=6158
Tridngulo ~100

- 1=17017.66

P Y

Figura 10. Pentagono H'I'L’J’K" Contraido

Fuente: Elaboracion Propia

@50

Si0 < k <1 el pentdgono H'T'LJ'’K” tiene menor area que el pentagono HILJK. Cada vez

que el valor del deslizador se acerca a cero, el pentagono H'I'L'J'K” se estira, cuando k se

acerca a 1, el area del pentdgono H'I'L’J'’K" se aproxima al area del pentagono HILJK, como se

observa en la figura 11. Cuando el valor de k=1 los dos pentdgonos tienen la misma area.

Lista k

- {07 0
mateiz2 = ( gy )
Numero
® k=07
Poligono K
poligono1 = 34035.32
poligono2 = 2957.35 L J
@ poligono3 = 6865.38
--@ poligono4 = 4805.77
Punto
Recta
By=x
Segmento H
=268.12
' = 254.66

=197.31 200 o0 o 100 200 300 20 500
-4053
=52.57
-280.36 |
=40.53 / \
g'=5257
j=5438 ] \
@ p=6317 \ /
Tridngulo N
t1=23824.73 o

Figura 11. Pentagono HILJK y HT'L'J'’K”

cmman o

Fuente: Elaboracion Propia
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Hecha la exploracion en este intervalo y teniendo en cuenta las evidencias de las ilustraciones,

se concluye que la variable k£ de la matriz de transformacion en el intervalo descrito, permite

contraer y minimizar el poligono generado, en comparacion con el poligono original, es decir

que al tener esta matriz, transformara cualquier poligono, sin importar su tamafio o numero de

lados, en otro poligono con menor area.

Ahora cuando la variable esta 1 < k < 7 el pentagono generado se estira, se expande y se

desplaza, como se aprecia en la figura 12. Ademds aumenta también su area de acuerdo al valor

que tenga el deslizador, por ejemplo si el deslizador k = 3, el 4rea del pentdgono generado es

tres veces el area del pentdgono original.

- Lista

Lol matriz2 =

Nimero
L@ k=3
Poligono
i~ poligonot =
poligono2 =
i@ poligono3 -
i@ poligonod =
Punto
Recta
E iy=x
Segmenta
-0 a'=428.81
b’ =542.45
€ =837.19
@ =153.55
e'=77.43
=280.36
£=153.55
9'-77.43
j=5438
L@ p=6643
Triangulo

(3
Lo

34035.32
2957.35
752395
22571.84

1 =102105.97

0

1)

100

100

Figura 12. Pentagono Generado Estirado y Expandido

Fuente: Elaboracion Propia

<00 500 a00

De acuerdo con lo anterior, si la variable cambia el area del pentdgono también cambia, la

longitud de los lados y la apotema. Se concluye que el efecto que genera el deslizador dentro de

la matriz y en el intervalo sefialado es alargar, contraer y dilatar el poligono generado en

contraste con el poligono original.
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A continuacion, se hacen reflexiones sobre la estrategia realizada con el deslizador, elementos

, . . . 1
que hacen parte ain del nivel general. La matriz de transformacion paso de expresarse ( 0 )

0o -1
a(g jﬁ)

Se ha generado un cambio en los valores de la primera columna de la matriz, pero no en la
transformacion como tal, la transformacion se mantiene, pero el valor de a de la matriz ha
cambiado. Esto quiere decir que los valores a y d en esta matriz de transformacion pueden
modificarse, siempre y cuando se respete su estructura. esto pasé al establecer la variable & en la
primera columna de la matriz, que es multiplicar a por el deslizador 4.

k0 (X _ [(kx

(0 —1) (y) B (—y)

En la matematica formal una transformacion lineal esta conectada con una matriz, como las
propiedades de las matrices también satisfacen las propiedades que tiene la transformacion
lineal, es posible relacionar plenamente una transformacion lineal con una matriz.

La matriz de transformacion permite realizar un cambio o “efecto” a diferentes figuras,
poligonos, valores y vectores al que se desee aplicar la matriz. Se establece otra notacion de la
transformacion y su matriz correspondiente, como una funcion T de coordenadas cartesianas y
rectangulares definida como T (x,y) = (x, —y) que actlia sobre cualquier valor del plano
cartesiano.

Si se expresa la transformacion como la funcion T aplicada al par ordenado (3,5)
T(3,5) = (3,-5)

Si se aplica la matriz de transformacion al mismo par ordenado (3,5)

3(1) + (0)5
(g) ((1) —01) - (3(0) ++(—1)5) - (—35)
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Al utilizar las dos notaciones, tanto la notacion de la transformacion como la funciéon T de la
pareja ordenada y el “aplicar” la matriz de transformacion a ésta se obtuvo el resultado de (3,-5).

La primera notacion enfatiza mostrar la transformacién como una aplicacion de una funcion
T a la pareja ordenada (3,5) al que se le asigna la pareja (3, —5), la segunda muestra la
transformacion en una notacidon matricial al que se llega al mismo resultado.

Es decir que se pueda utilizar cualquiera de las dos notaciones para hablar de transformacion
lineal, en el caso de la funcidon T es importante conocer cuales son las condiciones y
caracteristicas para que esta funcion obtenga el mismo resultado que se hizo con la matriz de
transformacion aplicada al par ordenado (3,5).

5.4.4 Exploracion Transformacion 4

Se propone la siguiente transformacion (CCL Z) (;C,) = (:;)

0 . .
0 - 1) al aplicar la matriz al

En geogebra, la matriz asociada a esta transformacion es (
rectdingulo ABCD se genera el rectdngulo A'B’C’D’ congruente, con la misma éarea y simétrico
con respecto al origen. Con el objetivo de visualizar e identificar los cambios que genera en el
poligono, al proponer diferentes valores diferentes a -1 en la primera columna de la matriz, se
establece el deslizador g que toma valores entre [—6, 6] para visualizar y analizar el efecto que
tiene el deslizador en la matriz de transformacion.

A partir de este momento, la exploracion en geogebra ha pasado del nivel referencial al
general, porque se conoce lo que genera el deslizador dentro de la matriz, también porque se

realiza una generalizacion ampliando diferentes valores dentro del intervalo, que no se visualiza

a primera vista, es a través del abordaje con el software que se puede visualizar.
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En la figura 13 se observa que, cuando g = —3. El rectangulo A’'B’C’'D’ es mayor en area,
expandiéndose la base, manteniendo su altura, y el area es tres veces el area del rectangulo
original. Si el deslizador esta entre —6 < g < —1 el rectangulo generado es mayor, asi como su
area, cuando g = —1 el rectangulo generado es congruente y tiene la misma area que el

rectangulo original.

c®®o
& 5

uuuuu

®00e 00000

Figura 13. Rectangulo Generado mayor en longitud.

Fuente: Elaboracion Propia

Si se multiplica el valor del area del poligono original por el valor del deslizador g se obtiene
el area del poligono generado. Esto modifica la variable en la matriz de transformacion, es decir,
que el efecto que tiene deslizador g es cambiar la longitud de la base B'C” del rectangulo
A’B’C’D’ obteniendo un rectangulo mayor en area que el rectangulo ABCD, pero la longitud de
la altura A'B’ del rectdngulo A'B’C’D’ se mantiene, siempre y cuando el valor del deslizador g

este entre -6 y -1.
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Cuando el deslizador es —1 < g < 0 el rectangulo generado es mas pequefio que el

rectangulo original, por ende su drea es mas pequeia y el ancho es mucho mas corto, como se

evidencia en la figura 14.

A LA B@l ][ ~=] 4]

» Vista Algebraica
Cuadrilatera
® ci=8
@ c2=24
Lista
" {03
trizl =
matriz [

Nimero

Figura 14. Rectangulo generado menor en longitud

Fuente: Elaboracion Propia

0\

-1

I | » vista Grafica

Cuando el deslizador se aproxima a cero, el rectdngulo va desapareciendo; al momento de

tomar el deslizador g = 0 el rectangulo generado desaparece, manteniendo solo la longitud de la

altura, como se aprecia en la figura 15.

Cuadrildtero
® c1=
® c2=0
Lista
trizl = |
matriz (o

Nimero

0

-1

4

Figura 15. Segmento igual a la altura del rectangulo original

Fuente: Elaboracion Propia
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Ahora en geogebra, se establece otro deslizador 4, y define la variable 4 en la posicion 2,2 de
. (—g9 O . . , L .
la matriz ( 0 - h)' Antes de aplicar la matriz a un poligono, se podré intuir que el deslizador

h, va a generar un cambio sobre la otra altura del poligono.

Como la matriz inicial de transformacion ya esta insertada en el programa, al aplicar esta
matriz ahora al cuadrado ABCD, no cambia la forma de la figura generandose el cuadrado
A'B’C’'D’. El deslizador / toma valores entre [—7, 7] donde se observan los dos cuadrados son
iguales y tienen la misma érea, siempre y cuando el valor de los deslizadores g y h es igual a 1,
tal como se aprecia en la figura 16.

Al cambiar y modificar el deslizador 4 la altura aumenta, se desplaza verticalmente, convirtiendo
el cuadrado en un rectangulo. Esto ocurre cuando —7 < h < —1 y también cuando 1 < h < 7,
como se ilustra en la figura 17.

Esta matriz de transformacion permite convertir un cuadrado en un rectdngulo, en las
exploraciones de las transformaciones 1,2 y 3 al aplicar la matriz de transformacion, el poligono
generado conserva y mantiene la forma con respecto al poligono original.

Gracias a los deslizadores se visualiza los cambios y modificaciones de los poligonos
generados por el efecto de la matriz, al tomar valores diferentes a 1, esta estrategia y abordaje
con los deslizadores, permite visualizar los cambios en la base y la altura del cuadrado y del
rectangulo respectivamente. Existen diferentes valores que pueden tomar los deslizadores gy /
en la posicion 1,1 y 2,2 en la matriz de transformacion cuyo efecto se mantiene sobre el
poligono, que es el de cambiar y modificar la base y la altura del poligono generado al aplicar la

matriz de transformacion.
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El proceso de generalizacion hace parte del nivel general de matematizacion y trasciende del
nivel referencial porque permite identificar en cuales valores del deslizador g aumenta,
disminuye o se mantiene igual, la longitud de la base del rectangulo A’'B’C'D’ con respecto a la

longitud de la base del rectangulo ABCD.

- Cuadrilatero
“-@ c1=100 N ol
. Lista a0

-1 0 e
0 -1

. / h=1

id”;i’: i

@ h=1 ;

~ Poligone B &

+-@ poligono1 =100
Punto

L@ A=(20,-20)

i N

matrizl = |
\

@ =10

Figura 16. Cuadrado ABCD Congruente al Cuadrado A'B'C’'D’

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 17. Rectangulo A'B'C'D’

Fuente: Elaboracion Propia
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Cuando —1 < h < 1. la altura del rectdngulo es menor que la altura del cuadrado original. Si
cambia la altura del rectangulo, también cambia el valor de area del rectangulo A'B'C'D’ es
menor que el area del cuadrado ABCD, lo anterior se muestra en la figura 18, en donde se

muestra que el area del cuadrado es igual a 100 y del rectangulo es igual a 50.

Vista Algebraica x| | » Vista Grafica

Cuggrilatag
'".
LisTd 30 g=1
! '

matrizl = [ ~1 0

) L 0 05/ h=-08
Numim 20 @

uritd
® A=(20,20)
® A'=(20,10)
-~ @ B={10,-20)
-~ @ B'={-10,-10) -80 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 ] 10 20 30 40 50

Segmento

Figura 18. Area del Rectangulo A’B’C'D” Mitad del Area del Cuadrado ABCD

Fuente: Elaboracion Propia

Cuando la altura del rectangulo A’'B’C'D’ es mas grande que la altura del cuadrado ABCD,
su area también aumenta y es mayor que el area del cuadrado ABCD, el valor del area del
rectangulo generado serd el valor del deslizador 4 multiplicado por el valor del area del
cuadrado. Es decir que si por ejemplo el area del cuadrado es 400, y el valor de h = 3, el area del
rectangulo es igual a 1200.

Cuando los deslizadores tienen el mismo valor, los dos poligonos son dos cuadrados
semejantes, no son congruentes y no tienen la misma éarea, excepto cuando los dos deslizadores

toman los valores de -1 y 1.
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En la exploracién de esta matriz de transformacion se realiza una descripcion del efecto de los
dos deslizadores sobre el poligono generado, la descripcion de lo que genera el aplicar la matriz
con dos deslizadores ha sucedido cuando g # h, ahora se hace una exploracion y descripcion del
efecto de los deslizadores cuando g = h en el intervalo propuesto, €l establecer y distinguir el
efecto que tienen éstos en el poligono generado también hace parte del nivel general de lo
propuesto por Freudenthal.

Cuando los deslizadores tienen el valor de -2.5, los dos cuadrados son diferentes, el cuadrado
generado A'B’C’D’ tiene mayor area que el cuadrado ABCD, como se aprecia en la figura 19,
los dos cuadrados son diferentes, porque los valores de cada uno de los deslizadores multiplican
a cada punto del cuadrado ABCD cuyo resultado generan los puntos del cuadrado A'B'C'D’".

Si los deslizadores tienen el mismo valor dentro del intervalo, excepto 1 y -1, el cuadrado
A’B’C’'D’ que surge al aplicar la matriz de transformacion al cuadrado ABCD es diferente, tiene

mayor o menor area que el cuadrado original.
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Figura 19. Cuadrado A’'B'C’'D’” Mayor que el Cuadrado ABCD

Fuente: Elaboracion Propia
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Se concluye que el efecto que tiene esta matriz en el poligono, es generar otro poligono
congruente y simétrico con respecto al origen, ademas el efecto que realizan los dos deslizadores
dentro de la matriz es aumentar y disminuir la base y altura del cuadrado, asi como los lados de
cualquier figura geométrica al que se quiera aplicar.
5.4.5 Exploracion Transformacion 5

x+y)

Ahora se analizara la transformacion (CCL b) (x) = (—x +y

d/\y

1) y se aplica al triangulo ABC generando el

La matriz asociada a la transformacion es ( 1 1

triangulo A’B’C’, el cudl es semejante con el tridngulo inicial. Aqui se hace una importante
exploracion, reflexion y descubrimiento sobre el efecto de la matriz, todas éstas hacen parte del
nivel general y formal de la matematizacion.

Al desplazar y mover uno de los vértices del tridangulo ABC hacia la derecha sobre el eje x, el
triangulo A’'B’C’ se desplaza diagonalmente con respecto al eje cartesiano, alejandose cada vez

mas del origen, como se puede apreciar en la figura 20.

Figura 20. Movimiento del Tridngulo A'B"'C’

Fuente: Elaboracion Propia
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Cada vez que se aleja cualquier vértice del triangulo ABC (azul) que se mueve sobre el eje x
positivo o negativo, se encuentra con el tridngulo generado A'B’C’ (rojo) en algin punto, el
unico momento donde los triangulos encuentran es cuando el triangulo ABC se dirige y se

aproxime al origen, es decir en el punto (0,0) como se evidencia en la figura 21.

=

g

1w

= aw e = w  owm wm e @ W me wm m =
E 350 2 250 2 150 50 o 1 150

g

2

]

\

\
—

g

y

Figura 21. Desplazamiento del Tridngulo Azul Hacia el Origen

Fuente: Elaboracion Propia

En las exploraciones de las transformaciones anteriores se presentaba la situacion en donde al
acercar el poligono original hacia el punto donde se interceptan el eje de las abscisas y las
ordenadas (origen), el poligono generado por la matriz también se desplaza hacia ese punto.

Si uno de los vértices del tridangulo ABC se desplaza ahora sobre el eje positivo de las
ordenadas con direccion hacia el origen, el tridngulo A’B’C” hace un movimiento diagonal hacia
la derecha, como se aprecia en la figura 22. Si el vértice se desplaza sobre el eje negativo de las
ordenadas el tridngulo A'B'C” se mueve diagonalmente desde el cuarto cuadrante del plano

cartesiano hasta el segundo cuadrante.
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[

Figura 22. Desplazamiento del Tridngulo A'B'C’

Fuente: Elaboracion Propia

Teniendo en cuenta que, al explorar la incidencia de esta matriz de transformacion sobre el
triangulo ABC, surgen algunas preguntas que son resueltas mas adelante en la exploracion de
esta matriz, tales como: ;Por qué cuando el tridngulo ABC o alguno de sus vértices se dirigen y
desplazan hacia el origen, aparece y se visualiza también el tridangulo A'B'C” en ese mismo
punto? ;Serd que importa que suceda o no, en una transformacion lineal?

Estas preguntas son importantes porque proporciona elementos que caracterizan a las
matrices y transformaciones, y su repuesta son muy importantes para este trabajo.

Cuando se afirma que uno de los vértices del triangulo ABC se encuentra sobre el eje x y se
desplaza sobre el mismo, (ver figura 20) el vértice y punto B del tridngulo ABC tiene como
coordenada B= (60,0) que se muestra en la parte superior izquierda de la vista algebraica en
geogebra. Si el punto B se mueve sobre el eje de las abscisas, el valor de la ordenada del vértice

B del tridangulo ABC siempre sera igual a cero.
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Si no se habia mencionado antes la palabra ni el nimero cero en las otras matrices de
transformacion, no significa que tengan poca importancia, al contrario, el cero tiene una
trascendencia e importancia dentro de las transformaciones lineales, la cual se destacara en esta
etapa del trabajo.

Cuando se examind esta transformacion, como se observa en la figura 19, el vértice A se
encuentra sobre el eje de las abscisas, tiene como coordenada (60,0) y el vértice A" que surge de
haber aplicado la matriz de transformacion al triangulo ABC, tiene como coordenada (60,-60).

Es decir que la matriz transforma la coordenada (60,0) en la coordenada (60, —60). Entonces
con la exploracion hecha en geogebra se identifica y se descubre que el efecto que tiene la matriz
en la coordenada (60,0) donde el cero es el segundo componente es generar otra coordenada cuya
abscisa es la misma pero su ordenada es el inverso aditivo de la abscisa.

Se representa el efecto de la matriz como la aplicacion de una funcion que incide en la pareja
ordenada, como se habia mencionado anteriormente. Se puede expresar el efecto que realiza la
matriz de transformacion en la coordenada (60,0) con una notacidon de una funcién T, expresada
como: T(60,0) = (60, —60)

Estas ideas y reflexiones surgen a partir de la exploracion en geogebra sobre las
representaciones, modelos y esquemas de las transformaciones lineales y que hacen parte del
nivel referencial de matematizacion, donde estas ideas y descubrimientos no se logran visualizar
a simple vista, que estan presentes, pero no se pueden reconocer ni identificar sin la interaccion
con el programa. Es por medio de esta exploracion donde al proponer esta estrategia de abordaje
de identificar y reconocer el efecto que genera la matriz de transformacion en un vértice del

poligono, en este caso un triangulo que se encuentra en algin punto del eje de las abscisas.
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Igualmente dar una notacion a través del uso de coordenadas cartesianas el cual registra el
mismo efecto que tiene la matriz, es decir que se ha establecido dos registros, tanto el matricial
con una matriz de 2x2 como el propuesto con coordenadas cartesianas. Por eso estos
descubrimientos de la exploracion hacen parte del nivel referencial pasando al nivel general de
matematizacion.

Al tomar cualquier punto a que pertenezca al eje de las abscisas, el punto a tiene como
coordenada (a, 0), donde aplicandole la matriz de transformacion surge otra coordenada
teniendo nuevamente a a como abcisa y su inverso aditivo - a como ordenada

T(a,0) = (a,—a)

Se identifica que el efecto que tiene esta matriz de transformacidn en su notacion matricial y
como arreglo de columnas y de filas de 2x2 es el mismo si se denota como una funcién T en R?,
el efecto de esta matriz sucede siempre y cuando la ordenada sea igual a 0. Es una importante
distinguir en la transformacion, lo que sucede cuando ésta hace efecto en una coordenada
cartesianadonde b # 0,y b = 0.

T(a,0)=(a+0,0—-a)=(a, —a)

Explorando y moviendo los tridngulos en el programa geogebra, se visualiza y descubre
nuevas ideas muy importantes que recogen los abordajes, las exploraciones anteriores, que
enlaza el nivel referencial con el general y formal de la sistematizacion, que muestra una
conexion entre los abordajes y las exploraciones hechas hasta ahora, a través de las matrices
aplicadas a los poligonos con la representacion con la notacion grafica mas usual de la funcion

lineal.



37

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS LINEALES

Si se toma ahora no uno, sino dos vértices del triangulo ABC sobre alguno de los ejes del
plano cartesiano, primero sobre el eje X, si el vértice A y B se desplazan sobre el eje de las
abscisa, el triangulo A’B’C’ realiza también un desplazamiento, para tener una visualizacion
diferente y mas detallada del efecto y el moviendo del triangulo generado A’'B'C” se propone
activar el rastro del desplazamiento del vértice A" y B’, el cual esta registrado en la figura 23 y
24 al mover el triangulo ABC sobre el eje x.

Lo que se observa es que los vértices A" y B” del tridngulo A'B’C” hacen el trazado de una
linea recta que pasa por el origen. Cuando se habia dicho anteriormente que al desplazar uno de
los vértices del triangulo ABC (azul) hacia la izquierda o derecha sobre el eje x, (ver figura 20 y
21) el trizngulo A'B’C’ (r0jo) se desplaza diagonalmente desde el cuarto cuadrante del plano
cartesiano, pasando por el origen hasta el segundo cuadrante.

Gracias a la activacion del rastro del movimiento del tridangulo A’'B’C” se pude visualizar lo
que en verdad sucede con este triangulo, el tridangulo A'B’C” esta haciendo el trazado y recorrido

de larecta y = —x, como se observa en la figura 23 y 24.

Figura 23. Inicio del Trazado de la recta por el Tridngulo A'B’'C’

Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 24. Trazado de la Recta Hecha por el Triangulo A’'B’'C’

Fuente: Elaboracion Propia

Al desplazar ahora los dos vértices del tridngulo ABC sobre el eje y, el tridngulo A'B'C’
realiza el trazo de la grafica y = x, como se observa en la figura 25, el desplazamiento que tiene
el tridngulo por todo el eje positivo y negativo de las ordenadas no solo genera el movimiento del
triangulo A’B’C’ desde el tercer al primer cuadrante del plano cartesiano, sino que el tridngulo
A’B’C’ describe el trazado de la funcion identidad, el cual representa la grafica de la funcion

lineal.
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Figura 25. Trazado de la recta y = x Hecha por el Tridngulo A'B'C’

Fuente: Elaboracion Propia

Al hacer la exploracion con las transformaciones y los tridngulos, moviéndolos de un lado a
otro sin activar ningun rastro de alguno de sus vértices, si se afirma que ahi se presenta una
funcion lineal, cualquier persona podria dudar o cuestionar esa afirmacion porque en ningin
momento observa la representacion y definicion tradicional de este concepto matematico, como
una linea recta que pasa por el origen. Sin embargo, se ha descubierto que, si estd presente la
linea recta, y esta oculta y no se visualiza inmediatamente.

5.4.6 Exploracion Transformacion 6

Ahora se analizara la matriz (Z Z) (;) = (_xx__}’y)

_1— 1) la cual se aplica al tridngulo HIJ

La matriz asociada a la transformacion es (

generando el triangulo semejante H'1'J". Como se habia dicho en el anélisis de la matriz anterior,
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si se desplaza uno o dos de los vértices del triangulo original sobre el eje de las abscisas, el
triangulo generado realiza el trazo de una linea recta que pasa por el origen.
Con el triangulo HIJ y el tridngulo H'T'J” sucede de la misma manera, al mover el tridngulo
HIJ sobre el eje x, el tridngulo H'I'J" realizar el trazado de la linea recta y = —x, ahora si se
desplaza el triangulo HIJ sobre el eje de las ordenadas, el tridangulo H'I'J" realiza la

representacion de la linea recta y = x, como se aprecia en la figura 26.

7

Figura 26. Trazado del Tridangulo A'B'C” de la Recta de la Funcion Identidad
Fuente: Elaboracion Propia

Se proponen dos deslizadores p y w para evidenciar mucho mas lo que sucede con los dos
triangulos. Los deslizadores estan en el intervalo (—6,6). Si se deja el deslizadorenw = 1 y el
deslizadorp 1 < p < 6, el tridngulo H'I'J" tiene mayor area que el tridngulo HIJ.

Cuando p=1 y w=1, el triangulo H'T'J" es equilatero, sip # 1 yw # 1, el tridngulo H'T'J" es

escaleno, como se muestra en la figura 27.
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Figura 27. Triangulo Equilatero H'I'J” se Convierte en Escaleno
Fuente: Sanchez F. A., 2018

Ahora cuando el deslizador —1 < p < 1 el lado H'J" del triangulo H'T'J" cambia de tamafio y
disminuye su longitud, cada vez que el valor del deslizador p disminuye y se aproxima a —1,
como se observa en la figura 28. Se presenta la relacion entre el efecto que tiene en el tridngulo
generado al tomar diferentes valores dentro del intervalo, ademas de establecer en €l una
generalizacion que pertenece al nivel general de sistematizacion porque a través de los dos
deslizadores se identifica las modificaciones y cambios que realiza la matriz de transformacion

en el triangulo H'T'J".
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Figura 28. Cambio de la Longitud del Triangulo H'T'J”
Fuente: Elaboracion Propia
Cuando el deslizador p = —1, el tridngulo H'I'J" se transforma en un segmento de linea recta,

como se muestra en la figura 29, la conversion del tridngulo a un segmento hace parte también de

la exploracion e interaccion en geogebra, que en muy pocas ocasiones, documentos y libros se

contempla o se aborda este topico en el algebra, porque solo es posible visualizar esto por medio

del software de geometria dinamica.

w=1

p=

@L

200

oo =400 =300

-200 =100 o

=100
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Figura 29. Conversion del Triangulo H'T'J en un Segmento de Linea Recta

Fuente: Elaboracion Propia
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Para que el tridngulo se haya convertido en un segmento, tiene que haber unas condiciones o
caracteristicas especiales dentro de la matriz. El descubrir e identificar las condiciones para que
esto suceda, hace parte también del nivel general de sistematizacion porque se establece una
conexion y una relacion entre la exploracion hechas de las transformaciones lineales y la funcion
lineal, al hacer las exploraciones se generd una visualizacion de una linea recta que pasa por el
origen, que es precisamente una representacion de una funcion lineal, més adelante se abordara
esas condiciones de la matriz.

Igual sucede al mover el deslizador p dentro del intervalo, el trisngulo H'I'J” se desplaza
verticalmente y la ubicacion de las ordenadas de los vértices cambian y toman diferentes valores,
mientras que las abscisas conservan el mismo valor. Como se muestra en la figura 30, el
deslizador tomap = —1.7 y p = 1.4 los vértices H', I y ] cambian de valor las ordenadas,
cambiando la forma del triangulo, mientras que el valor de las abscisas de los vértices son

iguales.

w=1

p=-1.7 150

Figura 30. Cambio de las ordenadas de los Vértices del Triangulo H'T'J”

Fuente: Elaboracion Propia
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Lo anterior da elementos para afirmar que la matriz de transformacion junto con los
deslizadores modifican los tres lados del triangulo H'1'J", pero teniendo en cuenta que el
deslizador p hace que existan multiples valores en las ordenadas, manteniendo siempre el valor
de las abscisas, mientras que al utilizar y mover el deslizador w ocurre lo opuesto; el tridangulo
cambia de tamafio manteniendo el mismo valor para las ordenadas y teniendo diversos valores
para las abscisas.

5.4.7 Exploracion Transformacion 7

o . (a b\(0\ _ (cos® —senb
Se analizara la matriz (c d) (y)_(senH cosH)

cos —sen@

send  cosd ) la cual se aplica al triangulo ABC, el cual

La matriz de transformacion es (

genera el tridngulo A’B’C’ que es congruente con el tridngulo ABC, para visualizar el efecto de
la matriz se define el deslizador 8 que es un angulo que esta entre 0 a 180°, la figura 31
evidencia lo que sucede con el triangulo A’'B'C’ si el angulo 8 > 0, el efecto de la
transformacion es una rotacion, cuando el deslizador 8 = 10° y 8 = 46°. El tridngulo generado
va rotando en sentido contrario al de las manecillas del reloj, hasta hacer el recorrido completo
de la rotacion, en la figura 32, se ve cuando 8 = 134° y 8 = 220°, hasta que finalmente el

triangulo generado quede sobrepuesto al triangulo original.
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Figura 31. Rotacion del Triangulo A’'B'C” si

Fuente: Elaboracion Propia

a=134"

o

A

0<6<90°

Figura 32: Rotacion del Triangulo A'B'C’" s1 90° < 8 < 360°

Fuente: Elaboracion Propia

Es importante resaltar que existen diferentes tipos de transformaciones lineales, en esta

sistematizacion se hace énfasis en transformaciones registradas en las coordenadas rectangulares

y en el plano cartesiano, sin desmeritar las otras representaciones. En esta Gltima matriz se

explord una matriz diferente a las vistas anteriormente.
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5.5 Determinante de la matriz en la sistematizacion

a1 ap
a1 4y

Sea 4 = ( ) una matriz de 2 x 2. Entonces se define

Determinante de A=a,1a,, — a12a24

El cual se denota por det A.

De acuerdo a lo dicho anteriormente, esta sistematizacion quiere identificar cuales son las
condiciones y requisitos que debe presentar una matriz de transformacion, para que convierta
cualquier poligono o figura generada en una linea recta. Para eso se presenta esta transformacion:
(¢ D6)=G+y)

c d/\y x+ty

Al aplicar la matriz de transformacion (i _11) al trisangulo ABC generando el tridngulo

semejante A'B’C’. Se pretende visualizar lo que sucede con el determinante de la matriz al igual

que con el tridngulo generado A'B’C’, para eso se proponen el deslizador a, el cual se ubicara en

la fila uno y en la columna uno; y el deslizador b el cual se ubicara en la fila dos y en la columna

dos, obteniendo la matriz de transformacion (a ) los dos deslizadores toman valores del

1 b

intervalo [—10,10].
. (2 -1 .
Cuando a = 2y b = —2, se genera la matriz ( 1 — 2) en donde el tridngulo generado se ha

expandido y es mayor que el tridngulo ABC, como se muestra en la figura 33. El determinante de
la matriz es (2)(—2) — (—=1)(1) = —4 + 1 = —3, es decir que el determinante es menor que

cero. Al examinar el determinante, el efecto de la matriz se mantiene y no cambia
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> Vista Algebraica X [ » Vista Grafica
Lista
a=2 o
matrizl ! ! -
Nimero B'
L 8
@ a=2 L
L@ b=2 . !
Poligono :

poligono = 3.23

Punto
@ A=(242,.098)
@ A= (5.82,4.38)
@ B=(512,138)
©® B'=(11627.88)
Segmento
@ a'=7.50
@ b'=287
- =677
® =273
Trigngulo
® 11-968

Figura 33. Triangulo A'B’C’ de Mayor Longitud que el Triangulo ABC

Fuente: Elaboracion Propia

Ahorasia =2y b = —1 se tiene la matriz (i :D el trisngulo A'B’C’ se ha contraido mas

que el tridngulo generado de la matriz anterior, como se evidencia en la figura 34. El

determinante de la matriz es (2)(—1) — (1)(—-1) = —1

o
I

i

i@ poligonot =3.08

Punto 8 B
@ A=(242,0.34)
i@ A'=(5.18,276)

@ B=(5.06,-0.72) 5
‘@ B'=(10.84,578)
Segmento
i@ a'=565 a
@ b=128
i@ =642
. ,'52'57 a
&
Figura 34. Triangulo A'B’C’ alargado
Fuente: Elaboracion Propia
. (2 -1 s e
Ahora cuando a = 2 y b = 0.5 se tiene la matriz 1 0.5/ el tridngulo A'B'C’ se ha

transformado en un segmento de linea recta, como se observa en la figura 35. El determinante de



48

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS LINEALES
la matriz es (2)(—0.5) — (—1)(1) = —1 4+ 1 = 0. Si se mantiene el valor del deslizador a = 2

y si el deslizador b > 0.5 el determinante de la matriz es mayor que cero.

Lista

. (2 -1 a=2
matrizl = L 1 —05 | . O .
MNimero
@ a=2
- ® b=205 —i ' :
c=0
Paoligono
@ poligono1 =229
Punto
@ A=(239,0.97)
@ A'=(576,2.88)
i@ B=(4.68,1.25)
@ B'=(10.61,5.3)
Segmento
@ a'=438 4
@ b'=1.04
@ C'=542
@ f=23
Tridngulo
- =0

Figura 35. Transformacion del Triangulo A'B’C” en un Segmento de Linea Recta

Fuente: Elaboracion Propia

5.6 Signo del Determinante
Como parte del trabajo realizado en la exploracion de las matrices, es importante distinguir y
reconocer dentro de la matriz, el determinante. Al igual reconocer el efecto de la matriz de
transformacion en el poligono generado cuando el determinante es igual, menor y mayor que
cero. Cuando el signo del determinante es mayor que cero los lados A’C" y C'B” del tridngulo
A’B’C’” aumentan su longitud y a la vez el tridngulo se aleja y desplaza, como se muestra en la
figura 36. Esto ocurre si el deslizadora =1y b > 1y sus valores van aumentando y

cambiando cada vez mas.
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Figura 36. Aumento de la Longitud del Tridngulo A'B'C’

Fuente: Elaboracion Propia

Se visualiza que el valor de las abscisas de las coordenadas de los puntos A" y B se
mantienen igual. Cuando el valor del determinante es 101 el valor del deslizador a = —10,b =
—10 y es el maximo valor que puede tomar el determinante en el intervalo [—10,10], al igual es
el mayor tamafo que puede tener el tridangulo generado, como se observa en la figura 37, el

poligono generado se ha invertido y expandido con respecto al triangulo original ABC.
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Determinante 101

-120 100 =0 -80 40 -0 20 120 120

Figura 37. Triangulo A’'B’C’ de Mayor Longitud al Tridngulo ABC

Fuente: Elaboracion Propia

Si los valores de los dos deslizadores son iguales, el determinante es mayor que cero.
También cuando a = 0 y b = 0 o viceversa, el determinante es positivo y siempre tendra el
valor de 1. Es decir que, para que el determinante de esta matriz sea igual a 1, es necesario que
uno de los dos deslizadores sea igual a cero, sin importar que valor tenga el otro deslizador.

Para que el determinante sea menor que cero, los valores de los deslizadores a y b deben ser
opuestos, es decir deben tener signos diferentes. Si el determinante ad — bc > 0 se debe cumplir
que ad > bc y si el determinante ad — bc < 0 entonces ad < bc.

5.7 Determinante Cero

Anteriormente se ha identificado las condiciones para que el signo del determinante sea
mayor o menor que cero. Ahora se desea conocer las caracteristicas que debe tener la matriz de
transformacion para que el determinante sea igual a cero. La razon por la que se desea conocer,
es porque existe una relacion estrecha entre la matriz de transformacion cuando su determinante

es cero, con la representacion algebraica de la ecuacion de la funcion lineal.
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Esta relacion estd enmarcada dentro del nivel general y formal de matematizacion porque
son elementos nuevos que surgen como producto de la estrategia de exploracion de las

transformaciones lineales en el programa Geogebra.

b

b k . .
d) ( ) = ( Xty ) cuya matriz de transformacion es

Se tiene la transformacioén (a
c y —x —Yyh

) donde k y & son dos variables que se encuentran en el intervalo [—10,10], se desea

(5

conocer la relacion entre las variables, lo que implica examinar detenidamente los distintos

valores de k y h para que el determinante sea igual a cero.

2 1
Cuando k = 2y h = —0.5 se obtiene la matriz <_1 _1/2> el determinante es 2(_1/2) —

1(—1) = —1+ 1 = 0. En la figura 38 se muestra como el cuadrado D'E’G'F" se transforma en
el segmento de recta E'G’. Se puede tener cualquier poligono o figura de n-lados al aplicar la
matriz de transformacion, y el determinante sea siempre igual a cero, la figura generada se

transforma en una linea recta que pasa por el origen.

ia Algebraica 5 | » VistaGrafica
E

®: @

Figura 38. Conversion del Cuadrado D'E'G’F” en un Segmento de Linea Recta

Fuente: Elaboracion Propia



TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS LINEALES

En esta matriz existen distintos valores de los deslizadores dentro del intervalo en los que el

determinante es cero. Como se evidencia en la figura 39,sik =10y h = 1/ 10 ¢l cuadrado

10 1
nuevamente se convierte en un segmento, con la matriz < 1 1 / >, cuyo determinante es
110

10(-1/) - WD =-1+1=0.

Figura 39. Valores de los Deslizadores para que el Determinante Sea Igual a 0.

Fuente: Elaboracion Propia

Al establecer casos particulares, es importante conocer la condicion general de los

deslizadores en esta matriz de transformacion para que el determinante sea cero.

Retomando la matriz de transformacion (—kl —1h)’ si se sabe que el determinante debe ser

cero, entonces: (k)(—h) — (1)(—1) = 0, que equivale a decir que: (k)(—h) = —1. Significa

52

que para que esta matriz , el determinante sea igual a cero, el producto entre los deslizadores k' y

h debe serigual a -1, 0 que k = 1/h
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Lo anterior hace parte del nivel general de sistematizacioén porque, a partir de casos
particulares, se identifica para que valores de los deslizadores el determinante es cero, luego se
plantea la generalizacion y se identifica las condiciones que debe cumplir para cualquier valor &
y h.

Ahora, que pasa con cualquier matriz de transformacién en R?, el cual tiene la estructura
2

Como se habia afirmado anteriormente para que una matriz de transformacién aplicada en
algin poligono convierta al poligono generado en una linea recta, el determinante ad — bc = 0
implica que ad = bc. Esta igualdad genera la proporcion entre a, b y ¢, d, expresandose como:

c , a b

a
b d° ¢ d

Para identificar si el determinante de una matriz de transformacion de 2x2, es cero, el
producto entre ad debe ser multiplo de b y ¢ , ademas el producto entre bc debe ser multiplo de
ayb.

Esta misma proporcioén que se presenta cuando el determinante es cero, existe en la pendiente
de la ecuacion de la funcion lineal y = mx donde m, se expresa como el cociente entre las
diferencia entre las abscisas y ordenadas. Toda transformacion lineal T tiene la estructura T =
A(X) siendo A4 la matriz de transformacion y X un vector columna, esta misma estructura se
presenta en la ecuacion y = mx.

Para identificar la relacion y el vinculo que existe entre la matriz de la transformacion cuando
el determinante es cero, y la pendiente m de la ecuacion lineal y = mx, se toman las coordenadas
de los puntos D y E que son dos vértices del cuadrado DGEF, al aplicarle la matriz de

transformacion a esos puntos, se generan los puntos D" y E’. Si las coordenadas son: D= (-4,6) y

E= (-4,4) entonces al aplicarles la misma matriz de transformacion
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2 1 \,p [ @EHEOO N\
(-1 _1/2>(6): (41 + () -(455)= (%)

Y
@)=+ 1L®®

2 1 _ — —
(-1 _1/2> (=\cneas @) (22)=()

Con las coordenadas de los puntos D = (—2,1) y E” = (—4,2) se halla la pendiente entre
estas dos parejas coordenadas:
ne ()~

—4 —(-2) 2

Est4 pendiente es igual a la pendiente de la recta f con ecuacion x + 2y = 0 que pasa por los

puntos D"y E” que son puntos del segmento al que ha convertido la matriz, como se evidencia en

la figura 40.

D@ 0000 IO TO0=
&g i 3

Figura 40. Recta f que Pasa por los Puntos del Segmento E'G’

Fuente: Elaboracion Propia
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2 1
Interactuando con los elementos y valores de la matriz ( 1 -1 / ) se encuentra que
B 2

haciendo una razén entre dos de los elementos de la matriz, _1/ 7 +1y _1/ o tienen la misma

pendiente de la recta x + 2y = 0.
Entonces de manera general. La ecuacion de la recta, que pasa por el segmento, se puede

expresar Como:

La relacion entre la pendiente de la recta y la matriz de transformacion es, que a partir de la
matriz de trasformacion cuyo determinante sea igual a cero, se puede hallar la pendiente de la
recta que pasa por el segmento, sin necesidad de conocer y utilizar los valores de las abscisas y
ordenadas, igualmente para todos los pares ordenados de R? por los que se mueva y desplace el
poligono original.

Por medio de la sistematizacion se establece una estrategia de abordaje diferente con respecto
a la pendiente de la recta que pasa por el origen, y se presenta una representacion de la funcioén

lineal a través del uso de la matriz de transformacion.
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6. Conclusiones Generales

El desarrollo de la sistematizacion permiti6 identificar algunas cualidades y caracteristicas
que tienen las matrices de transformacion. Algunas matrices no afectan la estructura y la forma
del poligono generado con respecto al poligono original, porque a través del software de
geometria se logré mover, desplazar la figura original y visualizar que se podia sobreponer una
sobre la otra.

Al aplicar la matriz de transformacion a un cuadrado, y teniendo en cuenta la variacion de los
deslizadores, se visualiz6 como se transform6 en un rectangulo, pero fue debido a que dentro de
la matriz se propuso dos deslizadores, los cuales cambiaban las dimensiones, tanto la base y la
altura del poligono, mientras que, al haber un solo deslizador en la matriz, la figura generada se

conservaba, e iba cambiando de tamafio, o haciéndose mas grande o mas pequeio.

Las matrices de transformacion (Ccl Z) (;) = (3: ) y (Ccl Z) (;) = (—yx) al que se aplico a

algunas figuras geométricas, la figura que emerge es congruente, ademas las dos figuras

conservan la misma distancia con respecto a la recta y = x y con respecto al eje de las ordenadas

X X
respectivamente. En la tercer matriz de transformacion (? Z) (y) = (_y) también el poligono

generado es congruente al original, pero con la aparicion del primer deslizador, la figura no se
mantiene congruente con respecto a la original, salvo cuando toma el valor de 1. A pesar que el
pentagono generado se dilate y se contrae, éste aiin es simétrico al pentagono original con

respecto al eje de las abscisas.

Con la propuesta de los dos deslizadores dentro de la cuarta matriz (a b) (x) = (—x) se
c d/\y =y’
identifico que, si los deslizadores tienen diferente valor, la figura generada es un rectangulo, por

ende, no es igual al cuadrado.
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El rectangulo vario de tamafo al manipular un deslizador, cuando los dos deslizadores tienen
el mismo valor, el poligono generado ya no es un rectangulo sino es un cuadrado con mayor area

que el original.

En la quinta (Ccl Z) (;C,) = (_xx++yy) y sexta matriz (? Z) (;) = (_xx__yy), los tridngulos

generados al aplicar las matrices respectivas, no son congruentes, pero si son semejantes a los
triangulos originales, gracias al arrastre y la activacion del rastro del desplazamiento de los
triangulos sobre el eje de las abscisas y las ordenadas se halla una conexion entre la
transformacion lineal y la representacion tradicional de la funcion lineal. Sin duda es un hallazgo
importante dentro de la sistematizacion porque se visualiza lo que sucede si la matriz de
transformacion tiene efecto en alguna pareja ordenada donde alguna de sus compones es igual a
cero, ya que la union de todos esos puntos donde la matriz hace efecto, forman la representacion
de la funcién lineal y =x o0y = —x.

El identificar y encontrar las condiciones para que el poligono generado se convierta en un
segmento o linea recta, valora y resalta la importancia que una matriz tenga el determinante igual
a cero, ya que se reconoce una caracteristica fundamental como es la proporcion entre los
elementos de la matriz, proporcion que también existe en el cociente de las ordenadas y abscisas
en la representacion usual de la pendiente m en la expresion y=mx, ademas, permite conocer la
pendiente de la linea recta que pasa por el segmento, sin necesidad de conocer los demas
vectores que interactiian con la matriz de transformacién, y porque practicamente no se
menciona en ningln libro de texto. Al contrario, se da mas crédito al determinante que es

diferente de cero por que cumple otras propiedades diferentes.
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Con las transformaciones lineales se realiz6 un registro de los avances y descubrimientos que
se tenian, se reconocio el vinculo entre las matrices, por medio de sus propiedades con las
transformaciones lineales, y luego identificar la matriz asociada a la transformacion. Igualmente
reconocer la funcion lineal, como una funcion que cumple con las mismas propiedades y
caracteristicas de una trasformacion lineal.

Bajo la teoria de Freudental y su propuesta de educacion matematica realista se dio forma a la
idea de cambiar y dar una mirada més profunda sobre la funcion lineal, por medio de los niveles
de la matematizacion vertical en donde se tomo representaciones, definiciones y conceptos de la
matematica formal, que constituyen el nivel referencial en aras de encontrar y descubrir
caracteristicas particulares, conexiones y descubrimientos sobre ellos, y asi pasar al nivel general
y dar elementos para actuar con los conocimientos formales y convencionales.

A través del programa Geogebra se visualizo e identifico las caracteristicas, las similitudes, y
las diferencias entre cada una de las matrices de transformacion. El uso de este programa de
geometria dindmica permitié descubrir cualidades que estan ocultas y no se pueden ver a primera
vista con el solo uso de regla y compas. El poder mover, arrastrar y desplazar las figuras
geométricas permite una mirada diferente y mas detallada de las transformaciones lineales.

Como profesor en formacion este trabajo no solo enriquecié mis conocimientos sobre topicos
que no habia abordado antes, sino que me permitié también ahondar y profundizar sobre un tema
tan importante como es la funcion lineal, conocer sus caracteristicas y cualidades. Al igual que
su importancia y valor dentro de la matematica, pienso que la labor de un profesor es buscar
estrategias diferentes y no tradicionales, de diferentes conceptos, y este trabajo es una invitacion
para que se pueda abordar la ensefianza de la funcion lineal de una manera distinta mas amplia y

reflexiva.
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