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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La Licenciatura en Educacién Bdsica con Enfasis en Matemdticas (LEBEM) tiene como propésito
formar profesores de Matematicas; esto bajo un ambiente de resolucién de problemas. En esta
formacion, la LEBEM reconoce una dificultad que cominmente se presenta en contextos de
ensefianza de matematicas: la poca articulacion entre la obra matemadtica y la matemaética escolar.
Esto genera que los estudiantes no comprendan la relevancia de los objetos matematicos

desarrollados en clase, motivo por el cual se crea un vacio en la justificacion del aprendizaje.

La socioepistemologia, es una teoria que evoca la dificultad antes mencionada y despliega un
constructo tedrico, llamado resignificacion, que se desarrolla solo en la medida en que se presenten
escenarios de practica social. El escenario y el constructo tedrico logran articular la obra y la
matematica escolar por medio de un proceso denominado resignificacion progresiva. La resolucion
de problemas como caracteristica principal de la LEBEM no es un elemento ajeno a la teoria

socioepistemoldgica.

El presente documento tiene como propdsito exponer elementos de la teoria socioepistemoldgica
y de los elementos de la resolucién de problemas para construir un puente tedrico que permita
enlazar el ambiente de resolucion de problemas con la teoria y generar herramientas que permitan
una investigacion de las resignificaciones de un concepto matemdtico para estudiantes para

profesor en un ambiente de resolucion de problemas.

El concepto matemadtico que se analiza en este trabajo de grado es la integral, que vista desde la

modelacién del movimiento se involucra en el espacio de formaciéon de Matematica del




Movimiento III de LEBEM. El desarrollo tedrico de este concepto representa la tltima herramienta

necesaria para realizar el posterior proceso de andlisis.

Este documento se estructura en seis secciones. La primera, de planteamiento del problema,
presenta un marco general de la LEBEM como proyecto curricular susceptible de ser investigado
desde la teoria socioepistemoldgica, particularmente en el espacio de formaciéon de matemética del

movimiento III y su relacién con el concepto de integral.

La segunda, de marco tedrico, elementos tedricos involucrados en el desarrollo de la investigacion,
que permiten construir una relacion entre la resolucion de problemas y la préctica social. Esto con
el fin de realizar una investigacioén del ambiente de resolucién de problemas desde una postura

socioepistemoldgica.

La tercera, de disefio metodolégico, despliega la manera mas pertinente de abordar la problematica

previamente expuesta, los instrumentos de recoleccion de datos y las formas de analisis.

La cuarta es referente al andlisis realizado a partir de la recoleccién de datos. En la quinta se
exponen los resultados del andlisis y a nivel general de la investigacion. Por dltimo se realiza una
conclusion general del trabajo realizado, desde el planteamiento del problema hasta los resultados

obtenidos.




CAPITULO 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se presentan los antecedentes tedricos que permiten identificar y resaltar una
problemadtica en el drea de la educacion. Aquella, apunta principalmente a responder una pregunta
que surge luego de reconocer las intenciones y herramientas de una comunidad educativa
especifica. Posterior a esto, se plantean objetivos con el fin de generar un recorrido investigativo

que concluya en responder a la pregunta planteada.

2.1  Problema de investigacion

La Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matematicas (LEBEM) es un programa de
pregrado que ofrece la universidad Distrital Francisco José de Caldas, la cual se propone formar

profesionales en Educacién Matemadtica que se desempefien como profesores en esa drea.

Segin la misiéon de la LEBEM, el profesional egresado de este proyecto es comprometido con la
construccion y produccién del conocimiento en la pedagogia como disciplina fundante, en los
saberes disciplinares y de referencia, y con el estudio, transformacion e innovacion de las practicas

educativas y pedagdgicas.

El plan de estudio del programa propone cuatro nucleos problémico/tematico de formacion de
profesores, Lopez (1995) (Citado en el documento de acreditacion previa de la Licenciatura en

113

Educacion Baésica con Enfasis en Mateméticas, 1999) define un nicleo problémico como, “el
conjunto de conocimientos afines que posibiliten definir lineas de investigacion en torno al objeto

de transformacion, estrategias metodoldgicas que garanticen la relacion teoria-prictica y

actividades de participacion comunitaria” (P4dg. 54). Considerando es concepto como organizador




del curriculo, se definen los cuatro niicleos problémico/temético, los cuales son: pensamiento
matemadtico avanzado, matemadticas escolares, formaciéon practica docente y contextos
profesionales. El presente trabajo pretende aportar conocimiento sobre el eje de formacion de

pensamiento mateméatico avanzado.

Los espacios de formacion en cada nucleo se desarrollan bajo un ambiente de resolucion de
problemas, por lo que este enfoque de formacién guia los procedimientos de planeacién, gestion

y evaluacioén de los procesos de formacion.

Es entonces vélido preguntarse qué es la resolucion de problemas y qué implicaciones trae formar
profesores bajo este enfoque. Responder esto no es tarea facil; el término problemas y mds aun la
expresion resolucion de problemas son definidas desde diferentes corrientes y su significado varia
considerablemente. Es por tanto coherente entender que dentro del proyecto LEBEM exista
diferencias en la forma como se considera la resolucién de problemas y sus implicaciones en el

desarrollo de procesos de formacidn.
(Vilanova et al., 2009) Consideran tres principales interpretaciones de la resolucion de problemas.

1. La resolucién de problemas como medio para un fin. En esta, la resolucion de problemas
es un contexto, en el cual como sefiala (Vilanova et al., 2009, pag. 3) “los problemas son
utilizados como vehiculos al servicio de otros objetivos curriculares”. La resolucion de
problemas toma principalmente cinco roles, como justificacion para ensefiar matematicas,
para proveer especial motivacion a ciertos temas, como actividad recreativa, como medio
para desarrollar nuevas habilidades y como practica. Como mencionan (Vilanova, et al.,
2009, pag. 3) “la resolucion de problemas no es vista como una meta en si misma, sino
como facilitador del logro de otros objetivos y tiene una interpretaciéon minima: resolver

las tareas que han sido propuestas”.




2. Laresolucién de problemas como habilidad. Al desarrollar un curriculo de matematicas se
consideran varias habilidades dentro de las cuales se entiende la capacidad de resolver
problemas como una habilidad de nivel superior. Esto significa que la resolucién de
problemas juega un papel de medio para un fin. En palabras de (Vilanova et al., 2009, pag.
3) “los problemas son vistos como una habilidad en si misma, las concepciones
pedagégicas y epistemoldgicas que subyacen son precisamente las mismas que las
sefaladas en la interpretacién anterior: las técnicas de resoluciéon de problemas son
ensefiadas como un contenido, con problemas de préctica relacionados, para que las
técnicas puedan ser dominadas”.

3. Resolucion de problemas como hacer matematicas. Esta interpretacion estd principalmente
influenciada por Polya quien usa el término heuristica para explicar el hacer matematicas.
(Vilanova et al., 2009, pag. 3) consideran que “Para Polya, la pedagogia y la epistemologia
de la matemdtica estdn estrechamente relacionadas y considera que los estudiantes tienen
que adquirir el sentido de la matemdtica como una actividad; es decir, sus experiencias con

la matemdtica deben ser consistentes con la forma en que la matemadtica es hecha”.

En cualquiera de estas tres interpretaciones se reconocen tres dificultades a las que se enfrentan
los profesores cuando se ensefian por resolucion de problemas (Vilanova et al., 2009, pag. 9)

seflalan:

1. Matematicamente, porque los docentes deben poder percibir las implicaciones de las
diferentes aproximaciones que realizan los alumnos, darse cuenta si pueden ser fructiferas

0 no, y qué podrian hacer en lugar de eso.




2. Pedagdgicamente, porque el docente debe decidir cudndo intervenir, qué sugerencias
ayudardn a los estudiantes, sin impedir que la resolucion siga quedando en sus manos, y

realizar esto para cada alumno o grupo de alumnos de la clase.

3. Personalmente, porque el docente estard a menudo en la posicion (inusual e incomoda
para muchos profesores) de no saber. Trabajar bien sin saber todas las respuestas, requiere

experiencia, confianza y autoestima.

Los profesores encargados de los espacios de formacion del nicleo problémico de pensamiento
matematico avanzado en la LEBEM, deben sobreponerse a estas dificultades y ayudar a los
estudiantes para profesor a construir conocimientos. En este nticleo el proyecto curricular incluye
varios espacios de formacion entre los cuales se encuentran problemas del continuo, extensiones

numéricas, matematica del movimiento I, II y Il y validez y modelos.

El presente documento centra su atencion en el espacio de formaciéon de matemdtica del
movimiento III, porque en ese espacio el concepto de integral aparece como objeto de estudio y es

precisamente éste el que resulta de interés para este trabajo de grado.

El proyecto curricular propone en el syllabus (2016-3) de esta asignatura realizar un estudio del

movimiento como fendmeno variacional, para ello se construyen y aplican los ejes tematicos de:

Sumas de Riemann.

» Integrales de funciones.

= Otras aplicaciones de la integral.
* Técnicas de integracion.

» Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.




Esto con la intencion de cumplir con los propésitos de formacién, que segin el Syllabus (2016-3

pag. 2) son:

1. Establecer estrategias especificas y generales para la resoluciéon de problemas del
movimiento asociados al proceso inverso a la derivacion como herramientas utiles para la
solucion de otros problemas, de modo que el concepto surja en medio de un contexto y no

quede como un concepto abstracto del cdlculo.

2. Construir el concepto de integral a partir de la resolucion de problemas del movimiento

para contextualizarlo en situaciones especifica.

3. Establecer representaciones, procesos, estrategias, técnicas y tecnologias ttiles para la
resolucion de problemas del movimiento enlazados con los conceptos de razon de cambio

y la integral.

4. Emplear razonamiento inverso como mecanismo para determinar soluciones de
problemas en los que interviene la integral y validar conjeturas sobre propiedades de este

objeto matematico.

El proyecto curricular justifica la pertinencia de esta asignatura realizando especial énfasis en la
posibilidad de relacionar las descripciones cuantitativas del drea de curvas con fendmenos de

cambios, syllabus (2016-3 pag. 1)

Como consecuencia, se originaron descripciones cuantitativas del drea de curvas, que
pueden ser interpretadas como fendmenos de cambio si se concibe un punto mévil que

cambia de direccion continuamente generando tales curvas.

Esto claramente desemboca a la idea de la integral como elemento fundamental y principal en el

estudio del movimiento, Syllabus (2016-3 pag. 1)




Los estudios y métodos de Newton llevaron a calcular la evolucion de los sistemas de
movimiento a partir de unas condiciones iniciales. Adicionalmente, Leibniz estudié
sumas y diferencias infinitas de niimeros en un contexto discreto y luego las extrapold
a contextos continuos. Asi, al considerar la variable x, la diferencia para valores
sucesivos es dx, una cantidad despreciable o infinitesimal y la suma de tales diferencias
la denota como f dx, para obtener la variable completa x. De esta forma, Leibniz

obtiene la nocién de diferencial e integral como procesos inversos e interrelacionados.

El estudio de la integral vista desde la perspectiva del movimiento es la idea fundamental de la
asignatura y esta prioridad enlaza de manera perfecta con las consideraciones de los estdndares
basicos de competencias (EBC). Los cuales, consideran la integral como un elemento mateméatico
relevante en el aprendizaje, y por ende, proponen una introduccion al cdlculo infinitesimal, en el
ultimo ciclo se hace especial énfasis en el concepto de derivada y técnicas de aproximacion en

procesos infinitos numéricos.

Es ademds muy comin encontrar en programas universitarios cursos en los cuales se estudia el
concepto de derivada y antiderivada, particularmente programas estrechamente relacionados con

las matematicas.

Es por eso que construir un conocimiento sobre el tema es importante, pero no es tarea sencilla
entender claramente los elementos que componen la integral, y la integral en si. Como menciona
Hitt (2003) (Citado en Cabaiias, 2011, pag. 27), “el célculo implica una gran cantidad de subtemas
que estan intimamente relacionados, y el manejo deficiente de algunos subconceptos impide un
desarrollo profundo de los conceptos que le son propios, como son, funciones, limite, continuidad,
derivada e integral”. Por esta razén para desarrollar un aprendizaje del cédlculo es necesario

comprender todos los elementos que encierra.




En la ensefianza del cédlculo surgen varias dificultades para entender el concepto de integral

definida, (Cabanas, 2011, pag. 6), sefiala varias de ellas:

Problemas para establecer un nexo entre el concepto de drea y el de integral definida

* Los procesos limites

= El hecho de entender por qué la integral no siempre representa al area

= Comprender por qué cuando se ha partido del supuesto explicito de que f(x) no es
negativa en el intervalo (a,b) a fin de precisar matematicamente la nocién de integral
definida ( es decir, que ninguna parte de la gréafica de la curva se encuentra por debajo
del eje de las x“s), algunos valores de ciertas funciones son tomados negativos.

= Entender por qué, cuando la integral es cero, jesta se siga interpretando como area!

Teniendo en cuenta de estas dificultades también se encuentran complejidades en la comprension
de nociones como limite y funcién, lo que desemboca en una problemadtica, en respuesta a estas
dificultades la educacién matematica ha estudiado los motivos y los posibles procesos de solucion.
No obstante, se considera que la actividad del estudiante no es la inica implicada. (Cabafias, 2011,

pag. 6), expresa:

Reconocimos que esta problemadtica no se limitaba —ni se limita— a la actividad del
estudiante, pues también involucra al propio saber matematico y el papel del profesor, a las
practicas que se desarrollan en el aula, asi como al contexto social, histdrico y cultural en
que estdn inmersos los actores del sistema didéctico. Por tanto, entendimos que no era

suficiente identificar y caracterizar nociones o estrategias en los estudiantes.

Se considera que uno de los principales obstadculos que se involucran en el aprendizaje del célculo,
radica en la poca relaciéon que los estudiantes encuentran entre el uso y el aprendizaje de sus

elementos. Por esta razon, crear una articulacion entre la obra matemadtica y las matemadticas




escolares representa un paso significativo para la construccién de cualquier conocimiento

matematico.

El proceso que permite lograr lo mencionado anteriormente es la resignificacion, a partir de dar un
nuevo significado a los elementos que componen un concepto matemdtico. Para trabajar con este
proceso es prudente considerar una definicion sobre el mismo, los autores del presente documento

comparten el concepto que atribuyen (Cordero & Morales, 2014, pag. 323)

...l1a resignificacion es la construcciéon del conocimiento mismo en la organizacién
normado por lo institucional; es decir, es el uso del conocimiento en una situacidén
especifica donde se debate entre su funcionamiento y forma acorde con lo que organizan
los participantes. La resignificacion estd articulada con los aspectos funcionales y del uso

del conocimiento en cuestion.

Al poner en juego la resignificacion es prudente considerar una teoria desde la cual esta
fundamentada, esta teoria es la socioepistemologia. Desde alli se expone los procesos de
resignificacion, la socioepistemologia asegura que se logra resignificar siempre que sea posible
atribuir usos. (Cordero & Flores, 2007) Proponen dos categorias que surgen al relacionar un
elemento del cdlculo con el uso social del mismo, la categoria de la resignificacion y la categoria

de la justificacion funcional.

La resignificacion. Esta categoria muestra la funcion de la préctica social y el desarrollo

del uso del conocimiento en situaciones especificas.

La justificacion funcional. Esta categoria se refiere a que los mecanismos de desarrollo del

uso del conocimiento en la situacién especifica son funcionales como contra parte de una
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justificacidn razonada, es decir, lo que norma la justificacion no es una proposicion légica

sino aquello que le es de utilidad a lo humano. (pag. 10)

De estas categorias se puede comprender que la idea de resignificacion y justificacion funcional
es opuesta a la creencia que las matemdticas son la comprensiéon del concepto formal. Los
conceptos matemadticos compuestos por elementos susceptibles de ser resignificados, permiten un

proceso de resignificacion que genera la construccién de conocimientos matematicos.

Al ser la construccion de conocimientos uno de los objetivos en el eje de pensamiento matematico,
y en particular, de las asignaturas de matemadticas del movimiento pertenecientes al nucleo
problematico/tematico de pensamiento matemdtico avanzado de la LEBEM, es posible hacer la

pregunta:

= ;Cudles son las resignificaciones al concepto de integral que se produce en un proceso de

formacion de profesores en un ambiente de resolucion de problemas?

2.2 Objetivos

Objetivo General:

* Analizar el proceso de resignificacion de la integral en un ambiente mediado por la

resolucion de problemas para la formacion de profesores de matematicas.

Objetivos Especificos:

= Reconocer contextos de la integral empleados para la formacién de estudiantes para
profesor en ambientes mediados por resoluciéon de problemas.
» Identificar la resignificacién de la integral en estudiantes para profesor en un ambiente

mediado por resolucién de problemas.
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» Caracterizar la progresion de resignificaciones del concepto de integral que estudiantes
para profesor alcanzan en una formacién mediada por un ambiente de resolucién de

problemas.

2.3 Justificacion

Esta problemadtica se aborda con un trabajo de cardcter investigativo y se desarrolla dentro de un
contexto de formacion de profesores. Es claro que, todo estudio que busque responder a esta
problemadtica es de interés para profesores y formadores de profesores, como lo expresa (Cabaiias,

2011, pag. 30)

Es de interés tanto para profesores de matematicas como para los investigadores de
nuestra disciplina aquellas investigaciones que pongan de relieve las complejidades
que tienen lugar en el salén de clases en el momento de introducir conceptos
matematicos; al poner en prictica las recomendaciones de un nuevo curriculo, o bien;

al poner a prueba determinadas hipdtesis.

Para el caso de LEBEM, es de especial interés en esta comunidad el andlisis de los procesos de
resignificacion progresiva en el ambiente de resolucion de problemas en los espacios de formacion
que desarrolla. Si bien el significado de los objetos y la construccion del conocimiento es posible
de estudiar desde otras teorias de la Educacion Matematica, este trabajo es uno de los primeros en
abordar la problemadtica desde la Socioepistemologia, por lo que constituye un referente importante

para andlisis de los procesos de formacién de profesores de LEBEM.

Ademds de esto, investigaciones realizadas por (Cordero Osorio, 2005) concluyen que la

matematica escolar no tiene marcos de referencia para que la matematica sufra una resignificacion,
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esto constituye un problema en la educaciéon matemaética que deja en evidencia la poca coherencia

entre la matematica escolar y la obra matematica.

El proceso de resignificacion por su parte logra realizar la coherencia que (Cordero Osorio, 2005)
seflala como necesaria para generar un aprendizaje. No obstante, este proceso no siempre es
evidente, puede suceder que se genere el proceso de resignificaciéon y ninguno de los implicados
se dé cuenta de esto, sino, que centran su atencion en el producto generado. Por eso no solo es
importante entender el proceso de resignificacidn, sino, reconocer los criterios bajo los cuales es
posible identificar diferentes resignificaciones que ocurren en el desarrollo de la construccion de

conocimientos matematicos.

Este documento pretende aportar un estudio de los elementos involucrados en la construccion del
concepto de integral, desde la capacidad de categorizarlos segun la teoria socioepistemoldgica que
define categorias para los procesos de resignificacion. Este aporte enfocado desde un ambiente de
resoluciéon de problemas (el cual caracteriza al proyecto curricular LEBEM) enriquece la
capacidad de generar condiciones para permitir procesos de resignificacion y de esta manera

generar la construccién del conocimiento.

La poblacion que serd analizada corresponde a un grupo de estudiantes que se encuentra en el
espacio de formacién matematicas del movimiento III, en un ambiente de resolucion de problemas,
que permiten perfectamente el desarrollo de las categorias de la resignificacion; dentro de esta
institucion el autoandlisis significa un punto fundamental en el crecimiento académico e
investigativo, como institucién y como sociedad académica, por lo tanto la realizacién y
socializacion del presente trabajo investigativo tiene relevancia para la comunidad académica, para

los profesores, investigadores y estudiantes en general y especialmente para LEBEM.




CAPITULO 3

MARCO TEORICO

En este capitulo se encuentran los elementos tedricos que se usan a lo largo de la investigacion,
entre ellos, la teoria socioepistemoldgica y sus principios fundamentales, el constructo teérico de
resignificacion y sus categorias, el escenario de practica social. También se hace mencion a
algunos elementos de la resolucién de problemas y se concibe la formacién de profesores como

una practica social y por lo tanto susceptible de ser investigada desde la teoria socioepistemoldgica.

El profesor de matemadticas tiene una tarea general: enseflar matemadticas. Para ello, hace uso de
elementos que le permitan concretar esta tarea; tanto elementos diddcticos como metodoldgicos
que deben complementarse y generar en sus estudiantes la capacidad de construir un conocimiento

matematico.

Para llevar a cabo esta tarea el profesor puede guiar su labor con teorias que exponen formas de
lograr crear en los estudiantes la oportunidad de construir conocimientos; este documento busca

indagar particularmente sobre un proceso que se genera a partir de la teoria socioepistemoldgica.

Desde un enfoque socioepistemoldgico se logra considerar la complejidad que existe en la

naturaleza del saber, en palabras de (Cantoral, Reyes, & Montiel, 2014, pig. 9):

La Socioepistemologia se caracteriza por ser una teoria contextualizada, relativista,
pragmadtica y funcional que toma en cuenta la complejidad de la naturaleza del saber y su
funcionamiento cognitivo, didéctico, epistemoldgico y social en la vida de los seres
humanos mostrando los procesos de adaptabilidad, empiricamente comprobables, que nos

permiten alcanzar algun grado de satisfaccion en nuestros actos de conocer. Al develar la
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relacion entre saber y vida cotidiana, la Socioepistemologia responde a las preguntas: ;qué
es conocer?, ;qué hacemos cuando construimos y usamos al conocimiento?, ;cOmo

construimos nuestros sistemas conceptuales?

Dada esta complejidad la teoria socioepistemoldgica propone una red nodal formada por cuatro
principios fundamentales, entre los cuales se considera la resignificacion progresiva; a partir de
ella es necesario definir e identificar unas categorias con las cuales es posible construir esquemas

de resignificacién que permiten resolver la pregunta planteada en la problematizacion.

En este orden de ideas se considera pertinente exponer las caracteristicas e implicaciones de la
teoria socioepistemoldgica y a partir de esta desplegar los elementos que ayudardn a crear un

camino tedrico entre los procesos de resignificacion y el ambiente de resolucion de problemas.

3.1  Socioepistemologia

La socioepistemoldgica es un enfoque tedrico que articula la experiencia humana y la ensefianza
institucional. Como lo menciona (Cantoral et al., 2014, pag. 8) “modela la construccion social del
conocimiento matematico y su difusién institucional, esto es, modeliza las dindmicas del saber o

<conocimiento puesto en uso>".

Para lograr articular esto, la teorfa introduce las nociones de uso y adquisicion por aprendizaje, de
modo que la socioepistemologia no le interesa solo el aprendizaje o el contenido matemaético, sino

el estudio del conocimiento puesto en uso.

Es importante aclarar que en esta teoria se tiene en consideracion todo tipo de forma de adquisicion
de saber, ya sea por tradicion oral, practicas técnicas u otra fuente de informacion, ya que todo
esto corresponde a la experiencia humana que es parte importante de la articulacion para llegar a

la construccién del conocimiento desde el conocimiento puesto en uso.
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(Cantoral et al., 2014) Definen cuatro principios fundamentales, aclarando que no son una
secuencia lineal, sino una red nodal: El principio normativo de la prictica social, el principio de la
racionalidad contextualizada, el principio del relativismo epistemolégico y el principio de la

resignificacion progresiva o de la apropiacion situada.

3.1.1 El principio normativo de la prdctica social

(Cantoral et al., 2014, pag. 10) consideran que para articular la construccién social del
conocimiento, es decir, la construccion del saber, se articulan los siguientes principios
uno detrds de otro: se pasa de la accion, directa del sujeto (individual, colectivo o
histérico) ante el medio en tres acepciones: material (entorno), organizacional
(contexto), social (normativo), esto se organiza como una actividad humana situada
socioculturalmente, para perfilar una practica (iteraciéon deliberada del sujeto y
regulada por el contexto); dicha préctica cae bajo la regulaciéon de una practica de
referencia que es la expresion material e ideoldgica de un paradigma (ideoldgico,
disciplinar y cultural), la que a la vez es normada mediante cuatro funciones por la

practica social (normativa, identitaria, pragmadtica y discursiva—reflexiva.
3.1.2 El principio de la racionalidad contextualizada

El momento y lugar en donde se encuentre el sujeto a la hora de racionalizar sobre una experiencia
determinan los principios normativos de razonamiento. Por tal motivo, este principio hace especial
énfasis en la idea de que la socioepistemologia es un proceso sociocultural, donde las conductas y

conclusiones siempre estdn influenciadas por la sociedad en la cual se habita.
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3.1.3 El principio del relativismo epistemoldgico

Este principio sostiene que no existe una unica verdad universal, sino que existen verdades
subjetivas y relativas. En los temas referentes a la humanidad se comprende dos posiciones
contrarias: el objetivismo y el relativismo. Donde el sentido de verdad en el objetivismo es
independiente del sujeto individual y del sujeto colectivo, mientras que el sentido de verdad en el

relativismo estd ligado a quien lo experimente y donde lo haga.

Es bien conocido que a través de la historia de la humanidad se han encontrado diferentes puntos
de vista y opiniones sobre los mismos hechos, pero el principio del relativismo epistemoldégico
hace una extension de esta realidad y concluye que no solo son opiniones diversas, sino, que estas

opiniones son también verdaderas para cada persona.

Esta conclusion realiza una transformacion en el contexto educativo y cultural, como mencionan

(Cantoral et al., 2014, pag. 11):

Especificamente esto es importante en los asuntos educativos y culturales, pues para
un alumno que no entiende por qué estd mal, se precisa primero entender por qué él o
ella se considera que estd bien. El cambio de mirada, desde el error al obstaculo fue un

salto de la Matematica Educativa.

Entonces se entiende que la socioepistemologia es una teoria contraria al absolutismo
epistemoldgico, el cual entiende una tnica verdad universal, ya que en la socioepistemologia se

aceptan varios saberes como verdaderos, (Cantoral et al., 2014, pag. 111):

Como sefialamos anteriormente aceptamos el saber popular, el saber técnico y el saber

culto, todos en su conjunto caracterizan la sabiduria humana, por lo que es vélido
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analizar las précticas de comunidades distintas y buscar en todas ellas sus valores

epistémicos de verdad.
3.1.4 El principio la resignificacion progresiva

Las acciones que realiza un individuo sobre un objeto crean en €l conocimientos con base a la
experiencia. En ese orden de ideas, el conocimiento que se construye estard influenciado por el
contexto, a partir de estas acciones se crean ademds unos significados sobre deferentes objetos.
Con el posterior uso de los objetos previamente significados se logra personalizar y significar de
nuevo dichos objetos, a este proceso la teoria socioepistemologica le denomina “resignificacion

progresiva”. (Cantoral et al., 2014, padg. 103) Aseguran que:

Este mecanismo de produccién de significados, no aisla al individuo del medio, sino
que le da una forma de establecer lazos de interaccion, pues al momento de ponerlos
en uso se precisa ademds del usuario, de las herramientas, los argumentos, los
discursos, los entornos socioculturales que permitirdn la emergencia del saber, un saber

que por su naturaleza es compartido, es un emergente de un proceso social.

El saber que se construye a partir de ahi, es a su vez el conocimiento de base que servird para
realizar nuevamente un proceso de significacion y resignificacion. (Cantoral et al., 2014, pag. 103)
Aseguran que esto mismo ocurre con los constructos tedricos de una teoria, los cuales viven

procesos de resignificacion progresiva:

En sintesis, la teoria Socioepistemoldgica sostiene que las practicas sociales son los
cimientos de la construccion del conocimiento (normatividad de las practicas sociales),

y que el contexto influye sensiblemente en el tipo de racionalidad con la cual un
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individuo o grupo construye conocimiento en tanto lo signifique y ponga en uso

(racionalidad contextualizada).

3.2  Resignificacion

Para (Cabaifias, 2011, pag. 69) la resignificacion es definida como:

La resignificacion es un constructo tedrico que la socioepistemologia ha incorporado
con el propésito de formular explicaciones acerca de la construcciéon social del
conocimiento; donde la practica social deviene en funcién normativa de las acciones
que llevan a cabo determinados grupos humanos en el uso de dicho conocimiento, con

intenciones especificas.

(Cabaiias, 2011, pag. 69) Comparte la nocién de resignificacion de Cordero (2008), con la cual el

presente documento piensa abordar las problemadticas expuestas:

La resignificacion es interpretada como la construccion del conocimiento en la
organizacion de lo humano, normado por lo institucional, que se manifiesta en el
uso del conocimiento dentro de una situacion especifica. [...] La resignificacion se
manifiesta no solo en el uso del conocimiento, sino también en su desarrollo, que
norma la prictica social; ambas se oponen al desarrollo conceptual del

conocimiento.

Es posible analizar los procesos de resignificacion en un ambiente de aprendizaje, el cual pasa por

dos momentos. (Cabafias, 2011, pag. 68)

La resignificacién se estable en dos momentos, a nivel teérico y a nivel de una

experiencia de aula. En ambos, emergen roles del profesor: 1) en la concepcién de la
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experiencia, en ella se halla inmersa la situacién de aprendizaje, y; 2) durante la gestion
que hace en la construccién de conocimiento matematico con los estudiantes, la que se

instituye por medio de una relacién funcional, con fines de aprendizaje.

Adicionalmente, (Cabafias & Cantoral , 2012, pag. 1033) determinan que existen tres categorias
que norman los procesos de resignificacion: contextos, procedimientos y usos. Al respecto sefialan

que:

Entendemos por contextos a los entornos situacionales en los que se considera un
hecho, y a los procedimientos como las formas de organizacién de una situacion
(Cordero, 2003). La connotacién que se le da a la nocidn uso en esta investigacion es
en el sentido de Cabanas (2011a, 2011b), quien la caracteriza desde la teoria
pragmatica, como las formas en que es empleada o adoptada determinada nocion en

un contexto especifico.
3.2.1 Contextos

Para la teoria socioepistemoldgica la categoria de contextos tiene dos significados desde los cuales
es posible generar una accién de resignificacion progresiva de un concepto, uno de ellos se refiere
a los entornos situacionales, y el segundo las razones o circunstancias por las cuales se generd

dicha situacion, en palabras de (Cabafias, 2011, pag. 66):

La nocién contextos se concibe en este trabajo como: a) el entorno en que se
presenta determinada situacién y; b) las circunstancias en que se da o se presenta
determinado hecho o situaciéon. Pueden ser materiales, temporales, sociales,
institucionales o culturales, mismos que se analizan desde un punto de vista

didactico.
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3.2.2 Usos

El uso de un conocimiento matematico o también llamada la aplicacidn, constituye de alguna
manera la justificacion para la ensefianza y aprendizaje del conocimiento matematico, ya que, si

un conocimiento no tiene aplicacion, pierde importancia.

Pero es vélido preguntarse ;Qué se entiende por uso de un elemento matematico? Y en particular

(qué se entiende por el uso de la integral?

Desde Cabaiias se interpreta que el uso de la integral es la manera como el conocimiento es puesto

en practica dentro de un determinado contexto. En palabras de (Cabaiias, 2011, pag. 75)

La nocién uso se adopta en el sentido de Cantoral (2009a; 2010b), quien la caracteriza
desde el pragmatismo tedrico, como las formas en que es empleada o adoptada

determinada nocién en un contexto especifico.

De esto se interpreta una dependencia, el uso de una nocién matematica estd completamente ligado
al contexto en donde se aplicard. Por esto, es importante primero entender el contexto en cual esta
emergiendo el concepto y posterior a esto, analizar los usos que pueden surgir de la nocién en el

determinado contexto.

Los usos también se ven reflejados a partir de cada procedimiento que se realiza, a modo de
ejemplo se puede exponer a (Cabaiias, 2011, pdg, 436) quien en una reflexion sobre las tres

categorias reconoce diferentes usos en determinados procedimientos en un contexto.

Los usos del drea que pusieron en juego en las transformaciones analiticas por medio de
sus argumentos, fueron: las medicion, comparacion, estimacion y representacion del drea.
El contexto: las funciones polindmicas continuas y positivas, un intervalo cerrado y la

particion del intervalo. Los procedimientos se sustentaron en: a) métodos de aproximacion
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por exceso y por defecto, b) sumas de Riemann, y: c) métodos y técnicas de integracion
principalmente. Se observé una tendencia por describir la definicion de la integral definida

mediante la “resta”.

Lo anterior corresponde a un andlisis sobre el concepto de integral a partir de la conservacion del

area. Claramente exponen las tres categorias a partir de un desarrollo realizado por los estudiantes.

De acuerdo a las categorias y aspectos que propone la autora se ha involucrado el rol del profesor
normado por la resoluciéon de problemas como ente guiador de la construccion del conocimiento

matematico y, por ende, de la resignificacion de sus conceptos.

Si bien la resignificacion toma en consideracion los conocimientos primitivos de los estudiantes y
les asigna un nuevo significado; la resolucion de problemas permite a los estudiantes hacer obvia

esta consideracion.

3.2.3 Procedimientos

Cordero (2003) deja en evidencia una forma de reconocer resignificaciones al concepto de integral
desde un proceso de acumulacién, generando dos tipos de elementos, por un lado los contextos y
procedimientos y por el otro los usos. Esto muestra la estrecha relacién entre los procedimientos

y los contextos.

Los estudios posteriores de Cordero lograron enriquecer a la categoria de procedimientos con una
definicién, (Cordero, 2005, pag. 271) Define los Procedimientos como: “las formas de

organizacion de las situaciones”

Basado en la definicion y ejemplos expuestos anteriormente, los autores de este trabajo de grado
interpretan y reescriben la definicién de la siguiente manera: el procedimiento es la forma como

se desarrolla el uso de cierta nocién en un contexto especifico.
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Estas categorias de la resignificacion propias de la socioepistemologia se desarrollan y evidencian

con un escenario que la teoria denomina prdctica social. (Cabaias, 2011, pag. 68)

En la resignificacion de conceptos matemadticos, la prictica social es fundamental,
dado que es por medio de ella que se formulan epistemologias del conocimiento con

la intencion de hacer posible la construccion de conocimiento matematico.

33 Practica social

La practica social es uno de los elementos claves en la teoria socioepistemoldgica, involucrando a
los estudiantes, al medio y a la cultura; proponiendo como protagonistas acciones que involucren

la interaccién y la comunicacion. (Cabaiias, 2011, pag. 68):

La cognicion en esta teoria, es entonces entendida como la capacidad de “hacer
emerger”’ el significado a partir de realimentaciones sucesivas entre el humano y su
medio ambiente préximo, tanto fisico como cultural, a partir de una interaccién
“dialéctica” entre protagonistas. Esta interaccion, es socialmente normada y en tal

sentido, la practica es de hecho, inevitablemente, una practica social.

De esta manera la prictica social permite el desarrollo de la construccién del conocimiento,
generando como resultado una convencién matemdtica que descentraliza la atencién hacia los
conceptos matematicos, para atender a los mecanismos constructivos de conocimiento. Dicho en

palabras de (Arrieta, Buendia, Ferrari, Martinez, & Sudrez, 2004, pag. 420)

La atencién debe ser puesta en los mecanismos constructivos y no en los conceptos
matematicos en si. De esta manera la pregunta basica, ;qué es lo que permite
construir conocimiento?, adquiere aqui un marco de referencia especifico y la

respuesta apunta hacia la conformacién de un escenario centrado en una préctica




social de integracion sistémica de conocimientos matemadticos; en donde la

convencién matemadtica seria un consecuencia particular de tal practica.

La convencion matematica posibilita la integracion sistémica de conocimientos mediante el simple
hecho de significar, para (Arrieta et al., 2004, pag. 420) esto se puede resumir como “el proceso
mediante el cual un significado es convenido para posibilitar la construccion de cuerpos unificados
y coherentes de conocimiento matemdatico (es decir para la integracion sistémica de

conocimientos).”

Al descentralizar los conceptos matemdticos para enfatizar en la construccién del conocimiento,

no implica pasar por alto los conceptos, sino, generar en ellos un mejor status epistemoldgico.

Con esto la préctica social logra exponer las causas reales del desarrollo social del conocimiento.
Sobre la convencién matemadtica para (Arrieta et al., 2004, pag. 420) la convencién matemadtica
“...permite sefialar que la atencidn debe ser puesta en los mecanismos constructivos y no en los

conceptos matematicos en si’.

Se han expuesto y explicado varios elementos de la socioepistemologia, para llegar a caracterizar
el constructo tedrico que es la resignificacion; es este elemento de la teoria el que se pone
principalmente en juego para desarrollar investigaciones en un ambiente de resoluciéon de

problemas.

No obstante, para que esto tenga coherencia es necesario generar un puente tedrico que permita
que un elemento que no pertenece a la teoria socioepistemoldgica, como lo es la resolucion de
problemas en la formacion de profesores de matemadticas, pueda ser estudiado desde la teoria y
generar resultados de investigacion. Para construir este puente tedrico es importante exponer los

elementos y caracteristicas del ambiente de resolucioén de problemas, contrastarlos con la teoria
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socioepistemoldgica y justificar la relaciéon que permite desembocar en el presente documento de

investigacion.

En la siguiente seccidn, se presentan algunos elementos tedricos sobre la resolucion de problemas
con el objetivo de comprenderla como una préctica social y como tal, ser objeto de estudio desde

la socioepistemologia.

3.4  Resolucion de problemas

Resolver problemas ha sido visto como parte importante del desarrollo matematico, Ministerio de

Educacion Nacional (MEN, 1998, pag. 58) asegura que:

En diferentes propuestas curriculares recientes se afirma que la resolucién de
problemas debe ser eje central del curriculo de matematicas, y como tal, debe ser
un objetivo primario de la ensefianza y parte integral de la actividad matematica.
Pero esto no significa que se constituya en un tépico aparte del curriculo, debera
permearlo en su totalidad y proveer un contexto en el cual los conceptos y

herramientas sean aprendidos.

La resolucion debe permitir que sea aprendida la matemdtica escolar, sus conceptos Yy
herramientas. Segun los lineamientos es posible lograrlo, y por eso se considera la resolucién de

problemas como un buen eje central de los curriculos matematicos.

Los estudiantes que aprenden matemadticas con esta actividad lo pueden hacer desde cualquiera de
sus propuestas, ya que la resolucion de problemas es una actividad que es entendida y explicada

por varios investigadores y cuyos puntos de vista son distintos.

Las tres interpretaciones que el presente documento considera son las propuestas por (Vilanova et

al., 2009) la resolucion de problemas como contexto, como habilidad y como hacer matematicas.
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De las tres interpretaciones el hacer matemadticas es el que se asemeja mds a la resolucién de

problemas como habilidad, y en esta interpretacion interviene la vision de Polya y Schoenfeld.

Aunque se entiende que la resolucion de problemas tiene interpretaciones muy diversas existen
unos aspectos a los cuales todas convergen y son mencionados por (Vilanova et al., 2009), los
cinco aspectos a valorar en la resolucidn de problemas son: el conocimiento de base, las estrategias
de resolucién de problemas, los aspectos metacognitivos, los aspectos afectivos y el sistema de

creencias, y la comunidad de préctica.

3.4.1 Conocimiento de base:

En este primer aspecto se hacen evidentes las herramientas con las que el sujeto se enfrenta al
problema, entre las cuales se pueden encontrar conocimientos intuitivos, procesos algoritmicos y
conocimientos en lenguaje matematico, no obstante, estos conocimientos e informacion puede ser

incorrecta, pero no dejan de ser las concepciones previas al planteamiento del problema.

3.4.2 Las estrategias de resolucion de problemas:

Schoenfeld considera que este aspecto corresponde a la parte heuristica de la resolucién, donde
Polya aporta cuatro pasos, que involucran la comprension del problema, disefio de un plan,

ejecucion del plan disefiado y validar la solucidn.

Los aspectos metacognitivos:

Se considera que en algin momento en la actividad de la resolucion de problemas se realiza un
monitoreo de lo realizado, posterior a esto se concluye lo que progreso intelectual se ha efectuado

y con respecto a esto se modifican algunas conductas.
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3.4.3 Los sistemas de creencias:

Es un aspecto que se desarrolla de una forma muy individual, donde se encuentra involucrada la
forma como el individuo cree que conceptualiza y actia frente a las matematicas y los problemas.
Esto puede considerar un dilema en la articulacion entre la parte afectiva y cognitiva de las

matematicas, (Vilanova et al., 2009, pag. 6) aseguran que:

Thomson (1992) resefié los estudios que documentan cémo los docentes difieren
ampliamente en sus creencias sobre la naturaleza y el sentido de la matematica, asi
como en su vision sobre cudles son los objetivos mds importantes de los programas
escolares de matematica, el rol de los docentes y los estudiantes en las clases de
matematica, los materiales de aprendizaje mas apropiados, los procedimientos de

evaluacidn, etc.
3.4.4 La comunidad de prdctica:

La sociedad en la cual el sujeto se encuentra inmerso, asi como sus experiencias, logran crear en
él creencias acerca de las matematicas, en donde el papel de la comunidad y las creencias de cada
una de las personas que la conforman juegan un papel importante. Por esta razon las matematicas

deben ser una actividad social, como menciona (Vilanova et al., 2009, pag. 7)

Las lecciones que los alumnos aprenden acerca de la matemdtica en el aula son
principalmente culturales y se extienden mds alld del espectro de los conceptos y
procedimientos matemdticos que se ensefian: lo que se piensa que la matemdtica es,
determinard los entornos matematicos que se creardn y aun la clase de comprension

matematica que se desarrollara.
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Vale la pena preguntarse sobre la pertinencia de involucrar la resolucion de problemas en la

formacion de profesores, es decir, ;es por medio de la resolucion de problemas que los estudiantes
b

para profesor (EPP) construyen el conocimiento necesario para formarse como profesores de

matematicas?

3.4.5 Resolucion de problemas y formacion de profesores

Es claro que la formacion de profesores de matematicas implica varios aspectos, a nivel general la
capacidad de comprender elementos de las matemadticas y dominar herramientas y procesos
didécticos, por tal motivo el proceso de su formacion debe estar ligado a desarrollar en especial

estos dos aspectos. (Guirado, Mazzitelli, & Maturano, 2013, pag. 822) Mencionan que:

En la formacién inicial de docentes en Ciencias confluyen aspectos que tienen que
ver tanto con la disciplina especifica como con la Didictica, siendo ambos de suma
importancia y de influencia mutua. Asi, en esta etapa de la formacion inicial los
docentes formadores proponen a los estudiantes actividades o tareas en las que
interaccionan estos dos aspectos. Entre €stas podemos destacar la resolucién de
problemas que conjuga la formacion disciplinar y didéctica ya que, por un lado le
permite al futuro docente el desarrollo de los procedimientos propios del quehacer
cientifico y al mismo tiempo, constituye un recurso didictico que influye en su

proceso de formacién actual y en su futuro desempeiio profesional.

Como ya se ha mencionado en este documento, la resolucién de problemas representa una columna
vertebral en el aprendizaje de las matemadticas, y esto es reconocido por los entes educativos del
pais, y los profesores de matemadticas no son ajenos a esta realidad, es ademas cierto que la tarea
de resolver problemas es algo que se da de manera transversal en un dambito de matemadticas,

Charnay (1994) (Citado en Pifieiro, Pinto, & Diaz, 2015, pag. 12) menciona que:
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La resolucién de problemas es una actividad inherente al ser humano; es una
actividad transversal de la matematica; forma parte de la actividad cientifica; es una
actividad de socializacién y significacién que permite entender la matematica con

su propia légica.

Por tal motivo la implementacion de la resolucion de problemas en la formacion de docentes tiene
su importancia en el andlisis que se hace de su aplicacion, al ser los estudiantes para profesor los
resolutores de un problema pueden responder a un auto-andlisis que se genera y que (Pifieiro, 2015,

pag. 48) caracteriza:

Sobre las conductas de resolutores exitosos, se encuentran conocimientos referidos
a caracterizar o explicar qué hacen estos estudiantes; encontrando: fluidez en
célculos, andlisis cuidadoso en términos matemadticos, uso eficiente y eficaz de
estrategias, uso de la metacognicion (saber qué hacer y por qué se hace), planificar,
actuar, buscar soluciones y no entramparse al no conseguir lo que se busca, y

capacidad para comunicar su pensamiento.

Frente a este andlisis se puede crear un conocimiento en el estudiante para profesor que responde
a preguntas: ;Como debe acompaiiar el profesor el proceso? De igual manera se logra entender la
importancia de las representaciones en el proceso de la resolucién de problemas, pues se entiende
por representaciones, una forma de pensar e interpretar del estudiante, asi lo menciona (Pifieiro,

2015, pag. 49)

El uso de representaciones indica una forma de pensar del estudiante, y se debe exponer al
resto; dar oportunidades para representar problemas; fomentar la comunicacion y escuchar

sus formas de representar; conocer las diferentes maneras de representar de los estudiantes.
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Todas estas implicaciones en la resolucion de problemas toman relevancia para el estudiante para
profesor cuando él mismo es participe de las accion de resolver problemas, en este orden de ideas
se justifica este eje vertical no solo para la ensefianza escolar de las matemadticas sino para la

formacion de docentes de matematicas.

A pesar de que estos son aspectos a los cuales todas las interpretaciones de resolucion de problemas
convergen, y de la justificacion que se ha planteado frente a la pertinencia de involucrar la
resolucién de problemas para la formacion de EPP, siguen siendo elementos alejados del contexto
en donde se desarrolla la investigacion, es por ello prudente apreciar la interpretacion y el
desarrollo que la licenciatura en educacién bdsica con énfasis en mateméticas (LEBEM) le asocia

a la resolucion de problemas, y las justificaciones para desarrollar este ambiente.
3.4.6 Resolucion de problemas en la LEBEM

En (LEBEM, 2010) como proyecto curricular anuncia la resolucién de problemas como un
ambiente en donde los estudiantes para profesor (EPP) se forman. No obstante, la formacion del
EPP de la LEBEM se considera en el desarrollo de cuatro ejes problémico/temdticos. Para cada

uno de estos ejes la concepcidn de resolucion de problemas tiene sus propias caracteristicas.

3.4.6.1 Resolucion de problemas en el niicleo problémico: La prdctica en el aula de clase.

En este nicleo problémico se proponen las asignaturas de: investigacion en el aula I, IT y III,
practica intermedia I, II, II, IV y V, y préctica intensiva. En ellas la concepcién de resolucion de
problemas es la comprension de los problemas que emergen en todos los tiempos de la accién del

profesor. Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Mateméticas (LEBEM, 2010, pag. 14)
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En cuanto a la resolucién de problemas, ésta se concibe como una forma de
intervencion, que implica comprender los problemas que se presentan antes, durante

y después de la accion del profesor en el aula.

3.4.6.2 Resolucion de problemas en el niicleo problémico: Contextos profesionales

En este eje se proponen la asignaturas de: profesion docente, ambientes y mediaciones I, II, Il y
IV, educacion cultura y politica, problemas sociales y culturales en el ambiente escolar, politicas
educativas y PEI, ética docente y competencias comunicativas. En el desarrollo de las asignaturas,
la resolucion de problemas se concibe como una estrategia metodoldgica que complementa la

vision de resolucion de problemas en el aula. (LEBEM, 2010, pag. 36)

La resolucion de problemas en el eje de contextos se orienta a resolver aquellos que son
propios de la labor docente en el contexto escolar, complementando la vision de resolucion

de problemas en el aula.

3.4.6.3 Resolucion de problemas en el niicleo problémico: Diddctica de las matemdticas

Segin el (LEBEM, 2010, pag. 58), este eje estd enmarcado en el eje problémico de pensamiento
matematico escolar y avanzado, permitiendo responder a la pregunta ; Qué conocimiento didactico
debe saber un profesor de matematicas? El papel que juega la resolucién de problemas logra ser

expuesto a manera de caracteristicas:
Emergen algunas concepciones sobre la resolucion de problemas

Se declara, en el contexto de la resoluciéon de problemas, estar apartado de la clase

tradicional, en el sentido de que:

= Los estudiantes no estan vacios.
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* Podemos iniciar discusiones desde un problema.
= Se considera relevantes las ideas que traen y construyen los estudiantes
a partir de las discusiones.

» Lasideas que se discuten posibilitan reconstruir conceptos.

3.4.6.4 Resolucion de problemas en el niicleo problémico: Matemdticas escolares/pensamiento

matemdtico avanzado

La LEBEM reconoce que busca formar profesores investigadores en su propia préctica, en
concordancia con esto, el proyecto expone consideraciones respecto a la concepcion de la
resolucion de problemas para la comunidad que integra la LEBEM, aclarando que dichas
consideraciones no deben ser asumidas como conclusiones finales, sino, como aportes en la
intencién de asumir la resolucién de problemas como una actividad importante en el aula.

(LEBEM, 2010, pag. 21) Expone estas consideraciones:

Se parte por compartir que la resolucion de problemas es un medio para aprender
matematicas y por ende, un generador de conocimientos y un instrumento que

propicia la participacion-interaccion de los estudiantes entre ellos y con el profesor.

]...] més aun si se tiene en cuenta que en dicho proceso (resolucion de problemas)
interesa —entre otros— que el estudiante dé cuenta de un dominio de las diferentes
formas de representacion de un objeto matematico, su interaccidn con otros objetos,

sus propiedades, su naturaleza, etc.

En los parrafos anteriores se expone la concepcion que tiene la LEBEM frente a la resolucion de
problemas, con estas concepciones es posible nombrar caracteristicas y propdsitos de dicho

ambiente dentro de la comunidad LEBEM, y a partir de alli realizar un anélisis de la resolucién de




problemas para definir este ambiente como un elemento que no es ajeno a la teoria de la
socioepistemologia. Teniendo en cuenta que la teoria socioepistemoldgica considera la practica
social como su principal escenario, la relaciéon que se pueda crear entre ella y la resolucién de

problemas permitird construir el puente teérico al cual se ha hecho referencia.

3.4.7 Resolucion de problemas como prdctica social.

La préctica social es caracterizada dentro de la teorfa socioepistemoldgica como un escenario,

mientras que la resolucion de problemas se concibe en la LEBEM como un ambiente. La aplicacion

de estos elementos tiene unos propdsitos en el contexto en donde se desarrollan.

Tabla 1: paralelo entre la resolucion de problemas y la prdctica social (fuente: creacion propia).

AMBIENTE DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS

ESCENARIO DE PRACTICA SOCIAL

La resolucién de problemas es un medio para
para aprender matemadticas y por ende, un
generador de conocimientos y un instrumento
que propicia la participacion-interacciéon de

los estudiantes entre ellos y con el profesor.

(LEBEM, 2010, pag. 21)

Entendido como la capacidad de “hacer

emerger’ el significado a partir de
realimentaciones sucesivas entre el humano y
su medio ambiente préximo, tanto fisico como
cultural, a partir de una interaccion “dialéctica”

entre protagonistas. (Cabafias, 2011, pag. 68)

[...] mds auin si se tiene en cuenta que en dicho
proceso (resolucion de problemas) interesa —
entre otros— que el estudiante dé cuenta de un
diferentes formas de

dominio de las

representacion de un objeto matemdtico, su

La atencion debe ser puesta en los mecanismos

constructivos 'y no en los conceptos

matematicos en si. De esta manera la pregunta
basica, ;qué es lo que permite construir

conocimiento?, adquiere aqui un marco de
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interaccidn con otros objetos, sus propiedades, | referencia especifico y la respuesta apunta hacia
su naturaleza, etc. (LEBEM, 2010, pag. 21) la conformacién de un escenario centrado en
una préctica social de integracion sistémica de
conocimientos matematicos. (Arrieta et al.,

2004, pag. 420)

El ambiente y el escenario en cuestién comparten una estrecha relacion, entre los cuales se pueden

destacar principalmente dos:

Relacioén 1: tanto el ambiente como el escenario permiten que se genere y/o emerja significados y
conocimientos por medio de la interaccion entre los protagonistas (estudiantes, profesores, medios

y contextos).

Relacion 2: tanto el ambiente como el escenario descentralizan el concepto matemadtico para
interesarse en los mecanismos constructivos como la representacion de un objeto matemético en

la interaccidn con otros objetos.

Estas dos relaciones permiten que se reconozcan caracteristicas de un elemento en el otro, dicho
esto es posible afirmar que el ambiente de resolucion de problemas que se considera en la LEBEM
tiene las caracteristicas necesarias para entenderse como un escenario de practica social segin la
socioepistemologia. Lo anterior genera la construccion del puente tedrico que valida la posibilidad
de analizar las resignificaciones (constructo tedrico de la socioepistemologia) del concepto de
integral (involucrado en un espacio de formacion de la LEBEM) en un ambiente de resolucion de

problemas (ambiente caracteristico de la LEBEM).




3.4.8 Resignificacion y resolucion de problemas.

La resignificacion es un elemento de la teoria socioepistemoldgica, segtn la cual se desarrolla a
partir de las practicas sociales. Anteriormente se argumentd la posibilidad de entender la
resolucion de problemas como una practica social dadas sus caracteristicas y sus propdsitos. De
esta manera, es vdlido afirmar que la resignificaciéon es un constructo teérico normado por la

resolucién de problemas. (Cabaiias, 2011, pag. 14):

Una nocién fundamental en la construccion de conocimiento matematico desde la
teoria Socioepistemologia es la de practica social, que cumple el cardcter de funcién
normativa. Es asi que la resignificacion de la integral definida, estuvo normada por

una préctica social.

La resignificacion solo es posible dentro de un escenario de prictica social (resolucién de
problemas en este caso particular), el cual no centra su atencién en las acciones de los
protagonistas, sino, en el motor impulsador de estas acciones, en palabras de (Cantoral et al., 2014,

pdg. 100)

La préctica social no es lo que hace en si el individuo o grupo (la prictica ejecutada),
sino lo que les hace hacer lo que hacen, digamos que norma su accionar (la
orientacién de la practica). Con este esquema se explican los procesos de

construccion y difusion del conocimiento matematico basado en précticas sociales.

Es imposible separar la resignificacion de la teoria socioepistemoldgica, ya que los elementos de
la socioepistemologia logran dar una definicién a la resignificaciéon. Cordero (2005) (Citado en

Cabaiias, 2011, pag. 67)
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Un interés de la Socioepistemologia es modificar el centro del discurso matematico
escolar, pasar de los objetos a las practicas, a fin de que el saber en juego se
manifieste como un saber funcional centrado en practicas. Con lo anterior, se desea
romper con la “centraciéon” de los conceptos que normalmente se evidencia en el
discurso matemdtico escolar y crear otro tipo de discurso que ofrezca marcos o
practicas de referencia donde se construya el conocimiento matemdtico en la

organizacion del grupo humano normado por lo institucional.

La resolucién de problemas es sinénimo de cambio; este ambiente reemplazé a la denominada
ensefianza tradicional, que consistia en una clase magistral, donde se exponian los elementos
relevantes y los estudiantes solo eran observadores. Pero actualmente la apuesta pedagdgica

consiste en que el estudiante construya su propio conocimiento, (Mufioz, 2015, pag. 26)

No obstante, las teorias actuales apuestan por que sea el estudiante quien construya
sus propias estructuras de conocimiento, basdndose en las que previamente posee,

mientras que la labor del profesor debe consistir fundamentalmente en orientar.

Es evidente que en la resolucion de problemas se hace uso de un conocimiento base, y que a partir
de este se logra resolver el problema, pero en ese proceso se crean nuevos conocimientos, que a
su vez serdn base para posteriormente generar otros, a esta actividad se le denomina
resignificacion, que desde la teoria socioepistemoldgica es un proceso que se genera al darle un

uso util al conocimiento.

Desde la teoria socioepistemoldgica esta relacion de resolucion de problemas y resignificacion se
da siempre y cuando se cree un problema con dos caracteristicas: que sea complejo y que el

individuo no logre relacionar inicialmente el problema con un algoritmo. (Muiioz, 2015, pag. 27):




Primero, se estd frente a un problema matemadtico cuando la relacién individuo-
tarea representa dificultad o desafio para el individuo al momento de intentar
resolverla y, segundo, cuando no existe un esquema, proceso, algoritmo o cédlculo

preestablecido, que dirija al individuo inmediatamente a la solucidn.

De esta manera se relacionan tres elementos en el aprendizaje de matematicas, todo esto para el
caso particular de la Licenciatura en Educacién Bdsica con Enfasis en Matemdticas (LEBEM) y
en particular para la asignatura de matematica del movimiento III; la resolucion de problemas, la

teoria socioepistemoldgica y la resignificacion.

El espacio de formacion, matematica del movimiento III, considera la integral como principal
concepto matemadtico a desarrollar a través problemas del movimiento, es por ello relevante

mencionar la construccidn de este concepto en una mirada historica.

3.5  Concepto de Integral

Las primeras aproximaciones a la nocién de integral se encuentran en los trabajos de Leibniz,
quien desarrolla ejercicios con diferencia de progresiones numéricas finitas, esto lo logra a partir
de sucesiones dadas y considerando la sucesion de sus diferencias, Leibniz amplia su trabajo y
realiza el procedimiento con muchos conjuntos numéricos finitos y llega a varias conclusiones
importantes. Con ello, logra generalizar la diferencia de algunas sucesiones, esto no fue un
descubrimiento nuevo pero involucrar y considerar estas conclusiones desemboca mds adelante en

la idea propia de los diferenciales del calculo. (Grijalva, 2007, pag. 82)
Leibniz parti6 de una sucesion dada
A,B,C,D,E

Y considerd la sucesion de diferencias
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L,M,N, O
En la cual L=B-A,M = C-B, y asi sucesivamente.
Entonces L+M+N+O = (B-A)+(C-B)+(D-C)+(E-D) = E-A

De aqui que la suma de las diferencias consecutivas es igual a la diferencia del
primero y ultimo términos de la sucesion original. A manera de ejemplo, observo
que la suma de los primeros n niimeros naturales impares puede obtenerse a partir

de la siguiente consideracion: si tomamos la sucesion de los primeros cuadrados
0,1,4,9,16,...,n2

Obtenemos que la sucesion de diferencias es precisamente la de los primeros n

naturales impares.
1,357, ..,2n—-1

En estos resultados aparecen pues, de forma relacionada, las diferencias entre
términos de las sucesiones y la suma de las diferencias como la diferencia del dltimo
y primer término de la sucesion original. Estos resultados se convertirdn después,
en su principio fundamental del célculo (y a la postre en el teorema fundamental del
célculo). Asi mismos, notemos que las nociones de diferencias y las sumas son
extendidas a segundas, terceras, etc., diferencias y sumas. Esta extension jugara
también un papel importante en la construccion del cdlculo diferencial e integral de

Leibniz.

Posterior a esto Leibniz involucra una notacion para representar el primer y el ultimo término de
una sucesion y determina que la suma de toda la sucesion es en realidad la diferencia entre el

primer y segundo término. Con esto, mds adelante en sus trabajos realizados sobre la geometria
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aplicando los mismos desarrollos, se empieza a crear el cdlculo infinitesimal, antes de que ocurra,
Leibniz menciona que resolvié unos problemas que fueron planteados por Christian Huygens, de

los cuales podemos rescatar el de encontrar la suma de la serie:

il i
17376 10 E==)

A partir de las conclusiones sobre su propio trabajo lleva su desarrollo al campo de la geometria
apoyado en un descubrimiento que se genera a partir del estudio de un trabajo presentado por
Pascal. Se trata del método usado por Pascal para encontrar el drea de la superficie de una esfera
o partes de ella, el cual consiste en usar el teorema de Arquimedes para representar un sélido como
la rotacién de una figura plana equivalente, de alli construye un teorema general, (Grijalva

Monteverde, 2007, pag. 89) cita a Leibniz (S.F.)

Porciones de una linea recta normal a una curva, interceptadas entre la curva y un
eje, cuando son tomadas en orden y aplicadas en dngulos rectos al eje, conducen a

una figura equivalente al momento de la curva alrededor del eje.

La figura usada por Pascal es un tridngulo que es a su vez la figura geométrica plana en la cual

Leibniz se fija y que llama “tridngulo caracteristico”
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llustracion 1: representacion del tridngulo caracteristico,

Fuente: Fuente Grijalva Monteverde, 2007, pdg. 91

Leibniz asegura que pueden construirse infinitos tridngulos semejantes al tridngulo caracteristico,
esto pararealizar procesos de rectificacion de curvas. Afirma que las curvas son poligonos infinitos
angulares y que si la tarea es hallar el drea rodeada por una curva basta con hacer los mismos
procedimientos que se realizan con poligonos con algunas modificaciones. Esto lo explica en su

segundo libro partiendo de una figura que podria ser mas familiar para cualquier estudiante del

calculo.
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Hlustracion 2: representacion de poligonos infinitos angulares

Fuente Grijalva Monteverde, 2007, pdg. 95

Leibniz (S.F.) (Citado en Grijalva, 2007, pag. 95) Cita a “sea CC una linea, de la cual su eje es AB,
y sean BC ordenadas perpendiculares a este eje, éstas llamadas mediante Y, y sea AB la abscisa

cortada a lo largo de este eje, siendo llamado X”

Leibniz toma entonces las diferencias de las abscisas y de las ordenadas y argumenta que son
infinitamente pequefias y las bautiza como by y bx. Entonces la distancia entre dos puntos sobre
AB crea una “recta” con el comportamiento CC que es a su vez un lado del poligono angular, esta
“recta” se convierte en la tangente de una diferencia CC mds pequefia que la anterior. Finalmente

Leibniz concluye que encontrar la diferencia entre series es encontrar la diferencia entre tangentes.

Este aporte de Leibniz tiene una relevancia que ha perdurado hasta la actualidad asi como lo afirma

(Grijalva, 2007, pag. 96)

41




En conclusion, Leibniz logré resolver los problemas de las cuadraturas y de las tangentes; adicional

a esto desarroll6 un método analitico para la manipulacién de objetos mateméticos de diferencial.

No es posible dejar atrds los aportes de Newton quien se dedicé a intentar realizar la cuadratura
del circulo, para ello tom6 como base los trabajos realizados por Wallis. De esto surge el teorema
binomial que lleva su nombre y que es publicado por primera vez en un libro de Wallis
reconociendo la autorfa de Newton; no obstante, el fisico reconocia que su forma de razonar por
analogia carecia de rigurosidad, por ese motivo comprobd de varias maneras la validez de sus

procesos, pronto logro realizar un procedimiento con el cual podria cuadrar una curva, esto lo

Con lo expuesto hasta aqui tenemos elementos suficientes para mostrar como es
que las practicas desarrolladas por Leibniz en su andlisis de sucesiones y las series
numéricas fueron extrapoladas a un nuevo contexto y con ello generd la

construccion de su propuesta de cdlculo infinitesimal.

Por esa razén, aun cuando en un principio se referia a los elementos del calculo
mediante el lenguaje ordinario o en prosa, la introduccién de su notacion, es vigente

hasta la actualidad, obedece a su concepcién de diferencias y sumas.

Una vez concebidos los diferenciales como lo hace y la consecuente concepcion de
las figuras como poligonos infinito angulares, su extrapolacién consiste en
atribuirle a los diferenciales propiedades similares a las diferencias de las series
infinitas, en las cuales los términos decrecen continuamente hacia el 0. La
extrapolacién condujo entonces a nuevos problemas, algunos de caracter filoséfico

y otros de cardcter practico.

explicaba en tres pasos, (Martin, 2008, pag. 54):

4




m+n

ax n

1. El drea bajo la curva de ecuacién y = ax™/™ es —

2. Silaecuacién y = y(x) de la curva estd dada por un ndmero finito de términos
yl +y2 +y3 + -, el drea bajo la cura y es igual a la suma del drea de todos
los términos y1, y2, y3...

3. Si la curva tiene una forma mdas complicada entonces debe desarrollarse la
ecuacién de la curva en una serie del tipo Y akx™ donde rk es un niimero

racional, y aplicar las reglas 1 y 2.

y= x—x2

Y

A B 0

llustracion 3: representacion de la tercera parte del drea de la semicircunferencia.

Fuente (Martin, 2008, pdg. 22)

Newton considera que puede escribir cualquier expresion analitica con la sumatoria expuesta en
el paso 3, y se puede crear una serie gracias al punto 1. De esta manera la imagen que se observa
corresponde a un semicirculo donde el area de la region ACO es la tercera parte del semicirculo,

en palabras de (Martin, 2008, pag. 22)
... por lo que su drea es la tercera parte de la del semicirculo. Es decir % como BC=

?, el area del tridngulo BOC es g, por otra parte, la integral calculada en (22) es el

area de la region ACB por tanto:
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De esto Newton obtiene una serie infinita que converge, y que ademds es la expresion de la

1/4 V3w
—x))2gx + — = —
.[0 (x—x2) X+32 n

cuadratura del circulo.

Leibniz, Euler y Newton enriquecieron y ampliaron las posibilidades de aplicar cdlculo diferencial,

posterior a estos autores Cauchy y Riemann logran avanzar en el rigor del cédlculo, usan los

elementos desarrollados por sus antecesores y a partir de ellos desarrolla su obra del célculo.

En sintesis el trabajo histérico del calculo segin (Grijalva, 2007, pag. 193) puede explicarse de la

siguiente manera (entendiendo que una sintesis asi de resumida no encierra todos los elementos

relevantes del estudio)

Como hemos visto. Leibniz desarrollé un cdlculo analitico cuyos objetivos
primarios eran de naturaliza geométrica y sus resultados se referian
fundamentalmente a objetos geométricos. Hablaba de segmentos de longitud
“inasignable” infinitamente pequefios y por otra parte, cantidades infinitamente

grandes, como en el caso de las sumas de segmentos de areas.

Por su parte Euler estableci6 el cdlculo para variables generalizadas, fueran o no de
cardcter geométrico, basandose en el concepto de funcién. Continué con los
planteamientos de Leibniz, considerando que los diferenciales o cantidades
infinitamente pequefias eran “realmente 0 y aceptando también la existencia de

cantidades infinitamente grandes.

Asimismo, en los trabajos de Newton y sus seguidores, quienes desarrollaron el

calculo con base en las nociones de fluxiones y fluentes (conocido como “calculo
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fluxional”), en el cual también se involucra a las cantidades infinitamente pequefias

o0 “evanescentes”, asi como ‘“‘razones primeras” y “razones ultimas” para establecer

f(x+h)—f(x)

el valor de lo que, en notacion moderna escribimos como cuando h es

una cantidad “evanescente”. Este cociente fue desarrollado en muchos casos por
medio del binomio de Newton. (x + h)", tratado no sé6lo para nimeros naturales,
sino también para enteros negativos y ndmeros fraccionarios precisamente por

Newton.
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CAPITULO 4

DISENO METODOLOGICO

En este capitulo se exponen los elementos metodolégicos implementados en el presente trabajo de
grado. Con estos elementos se espera dar solucién a los objetivos planteados y asi los
investigadores definan una teoria pertinente que aporte a la construccién de saberes dentro de la
comunidad educativa de la Licenciatura en Educacién Basica con Enfasis en Matematicas

(LEBEM).

4.1  Enfoque de la investigacion: Cualitativo.

Esta investigacion se realiza a través de la recoleccion y andlisis de datos no numéricos, pues al
realizar un trabajo que requiere de una intervencion activa entre los participantes, se debe tener
una recoleccion de datos que sustente lo que cada estudiante vaya dando a conocer y de esta manera

analizar los procesos de resignificacion que se generan durante el transcurso de la formacion.

Por esta razon la naturaleza de la investigacion es de enfoque cualitativo, el cual estd definido
como un método que “utiliza la recoleccién de datos sin medicion numérica para descubrir o afinar
preguntas de investigacion en el proceso de interpretacion” (Herndndez, Fernandez, & Baptista,

2010, pag. 7).

4.2  Diseio de la investigacion: Teoria Fundamentada

La investigacion que se presenta en el documento pertenece a la teoria empiricamente
fundamentada, la cual tiene como objetivo segin Hirschman y Thompson (1997) (Citado en

P4aramo Morales, s.f.) ““...adaptar los resultados precedentes al resultado del estudio en cuestion,
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mds que sean las pre-concepciones basadas en la literatura existente las que influyen en la

interpretacion de los datos”.

La investigacion cuenta con la participacion de dos investigadores, siguiendo la linea de la teoria
empiricamente fundamentada, ya que para realizar este tipo de investigacion se necesita mds de
un investigador, porque las producciones muchas veces suelen ser subjetivas y por tal razén es de
importancia la interaccién de minimo dos investigadores. De acuerdo a la teoria fundamentada los
investigadores tienen como objetivo debatir en un espacio de andlisis y dar resultados que puedan

aportar a la investigacion.

4.3 Técnicas de recoleccion de informacion

Sudabby (2006) (Citado en Paramo Morales, s.f.) afirma que “la realidad empirica es vista como
una interpretaciéon en curso de significaciones producidas por los individuos insertos en un
proyecto comun de observacion”. Por esta razon a través de la observacion e interpretacion de los
investigadores sobre las significaciones generadas en los individuos analizados, es posible

evidenciar el proceso de resignificacion de los mismos.

Con ayuda de la observacion los investigadores logran identificar el proceso evolutivo de las
concepciones de los estudiantes, porque si fuera una recoleccion parcial algunos fragmentos de la
construccion de dichas concepciones no estarian plasmados en la recoleccidn, por lo que se
perderian datos fundamentales en la construccion de la teoria a través de la interpretacion de los

datos por parte de los investigadores.

4.4 Instrumentos de recoleccion de informacion

En el caso de esta investigacion, los instrumentos de recoleccion son la bitdcora (VER ANEXO,

Formato de Bitacora) y la entrevista (VER ANEXO ESTRUCTURA DE LA INVESTIGACION
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(Estudiantes) y ESTRUCTURA DE LA INVESTIGACION (Docente)). En la primera se anotan
los sucesos relevantes dentro de la sesién, como las intervenciones del docente, el surgimiento de
una nueva idea por parte de uno de los integrantes, los momentos de interaccion en el grupo sobre
una idea, entre otras; estas sesiones fueron registradas en audio y video a lo largo de seis sesiones

de clase.

La entrevista se empled con el fin de indagar sobre los significados del concepto de integral con
que los estudiantes iniciaban la resolucion del problema en el espacio de formacion. Esta entrevista
se realizé antes y después de comenzar del proceso y finalizar el abordaje respectivamente. Las
preguntas son abiertas para que los estudiantes reflexionen sobre la pregunta y en dado caso, hablen
entre ellos para dar una respuesta, siendo una estrategia adecuada para conocer los conocimientos
base del grupo a investigar. Esta entrevista se aplicé al inicio del problema fundamental y al

finalizar nuestra intervencion de recoleccién de datos.

4.5  Participantes

Por otra parte, la muestra para esta investigacion fue de cuatro jovenes, quienes son estudiantes
para profesor con edades que oscilan entre los 22 y los 26 afios de edad y estdn culminando la

carrera de Licenciatura en Educacidon Basica con Enfasis en Matematicas.

4.6 Técnica de muestreo

La seleccion de participantes se realiz6 con la técnica “participantes voluntarios”. Ellos, aceptan
ser grabados a lo largo de las seis sesiones, siendo acorde al enfoque metodoldgico elegido para
realizar la instigacion ya que nos propone que ‘“‘este tipo de muestras se usa en estudios
experimentales de laboratorio, pero también en investigaciones cualitativa” (Hernéndez et al.,

2010, pag. 397).
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Como se mencionaba anteriormente, esta investigacion se realiza a un grupo de cuatro estudiantes
de la Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matematicas de la Universidad Distrital
dentro del espacio de formacién de Movimiento III y que estdn cursando los ultimos espacios de

formacion la carrera, es decir, estdn a portas de la culminacién de su pregrado.

Ahora bien, cabe aclarar que el espacio de formacién en donde se realizé este trabajo de grado, es
un espacio en donde se establece el estudio de la integral en el contexto de los problemas del
movimiento como pilar principal de acuerdo al syllabus, por tanto, la comunidad educativa viene
limitada en cuanto al concepto a trabajar y por este motivo los estudiantes buscan la manera de

relacionar la integral desde el primer problema que el docente les propone.

4.7  Fases de la investigacion

La accién tomada en la investigacion se dirigi6 teniendo en cuenta las fases de la teoria
fundamentada, que segtin Glaser y Anselm (1967), consta de tres fases, (1) La codificacion abierta

de los datos o informacidn, (2) La codificacion axial de la informacion y (3) Codificacion selectiva.

4.7.1 La codificacién abierta de los datos o informacion

(13

En esta fase se busca organizar los datos de manera que “...el investigador revisa todos los
segmentos del material para analizar y genera —por comparacion constante— categorias
iniciales de significado” (Hernandez et al., 2010, pag. 494). De esta manera, el investigador reduce

los datos recolectados, a través de los videos, y los categoriza eliminando la redundancia y

seleccionando los datos que aporten a la investigacidn, es decir realiza un proceso de codificacion.

4.7.2 La codificacion axial de la informacion

En esta parte del proceso lo que se realiza es identificar la categoria principal dentro de las

categorias codificadas de manera abierta, y a partir de esta se busca realizar una relacion con las
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demds categorias. Al respeto, (Herndndez et al., 2010, pdgs. 494-495), sefialan que “La
codificacion axial concluye con el esbozo de un diagrama o modelo llamado “paradigma
codificado que muestra las relaciones entre todos los elementos (condiciones causales, categoria

clave, condiciones intervinientes, etcétera)”

4.7.3 Codificacion selectiva

Una vez que se revisa el esquema generado y se analiza la relacion entre la categoria principal y
las categorias que la apoyan surgirdn hipétesis que serdn las que se utilicen en la investigacion,
“De esta comparacion también surgen hipotesis (propuestas teoricas) que establecen las
relaciones entre categorias o temas. Asi, se obtiene el sentido de entendimiento.” (Herndndez et
al., 2010, pag. 496) Es decir, en esta codificacion se busca formar los elementos del marco tedrico

y clarificar la historia que tiene el lector con respecto al fenémeno en estudio.
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CAPITULO 5

ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se presentan los andlisis realizados por los autores de este trabajo de grado, bajo
la guia del diseiio metodoldgico y las categorias de andlisis previamente presentadas. Se expone
las ideas iniciales que tienen los estudiantes frente al concepto de integral y la evolucién de las
mismas al pasar de seis sesiones de clase, esto presentado en tablas denominadas “esquemas de
resignificaciéon”.

El andlisis de la informacion sobre la resignificacion del concepto de integral en un ambiente de
resolucién de problemas para la formacién de profesores de matemadticas, empled tres categorias
de andlisis propuestas en el marco tedérico: el contexto, el uso y el procedimiento. Adicional a esto,
se generd un andlisis presentado a modo de paralelo entre los resultados de una misma entrevista
semiestructurada, planteada a los mismos protagonistas al inicio y final del planteamiento del

problema.

5.1 Significado inicial de Integral

Para poder establecer las resignificaciones del concepto de Integral, fue necesario hacer un
reconocimiento del significado al iniciar el proceso. Para ello, se planteé la entrevista
“SIGNIFICADOS DE LA INTEGRAL” con la que se busca identificar los contextos, usos y

procedimientos con los que los estudiantes asocian al concepto de integral.

A la pregunta: ;con qué concepto relaciona el problema del recubrimiento de dreas? Los
estudiantes responden que la integral es “entendida como el drea recubierta por demds figuras, en

este caso las circunferencias que estdn recubriendo un cuadro”. A pesar de que el profesor en
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ningin momento especificé el concepto involucrado en la resolucién del problema, los estudiantes
saben que en la asignatura ese es el concepto que se involucra con los problemas propuestos,

aunque no tienen claro cémo aparece.

A pesar que los estudiantes expresan que el concepto asociado es la integral, cuando se les pregunta
(qué saben sobre el concepto? ;Cémo lo pueden utilizar? los estudiantes no responden con
seguridad; luego de un tiempo, uno de ellos afirma que: “encontrando la sumatoria de cada una de
las circunferencias independientemente de las sumatorias, pero primero hay que encontrar la
regularidad de las tres circunferencias para ahi si implementar una idea de integral”. Puede notarse
que los estudiantes ya tienen un camino trazado para la posible solucién y lo que buscan al final
de este proceso es poder encontrar la manera de aplicar una técnica de integracion que les permita

llegar a la respuesta.

De lo anterior, el significado inicial de integral en los estudiantes se asocia con el contexto del
recubrimiento de figuras planas. Un primer uso que se reconoce son las sumas infinitas de dreas y
el procedimiento que les permite llegar a esta sumatoria es identificar la suma de cada conjunto

de circunferencias.

A la pregunta ;qué saben de la integral?, uno de ellos da una respuesta muy comun afirmando que
es “el drea bajo la curva”. Otro compafiero interviene para aclarar que su funcién es “calcular el
area debajo de una curva”. Asi se entiende que los estudiantes reconocen el uso de la integral desde

el significado asignado con frecuencia en los libros de texto, como el drea de una curva.

A partir de esta respuesta se busca que los estudiantes expresen otros usos que le asignan a la

integral. A pesar de ello, afirman que no recuerdan otro uso que tenga este objeto matematico.
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En cuanto a los contextos uno de ellos la relaciona con la probabilidad. Afirma que “también tiene
que ver con probabilidad... la curva esa de Gauss... distribuciones normales y no me acuerdo
mads”. Lo anterior indica que los estudiantes identifican otros contextos de la integral, pero a pesar

de identificarlos siguen relaciondndola visualmente como ‘el drea bajo la curva”.

De acuerdo a esto se encuentra que los estudiantes inician este proceso reconociendo el contexto
del recubrimiento de figuras planas. Un uso: sumas infinitas de dreas. Un procedimiento que es

el de hallar las regularidades en cada conjunto de circunferencias.

5.2 Resignificaciones progresivas del concepto de integral

Como es habitual en las asignaturas del eje problémico pensamiento matemadtico avanzado en la
licenciatura en educacion bdsica con énfasis en matematicas (LEBEM), se plantea una situacién
fundamental, con la cual, se pretende generar un ambiente de resolucién de problemas y con ello
construir conocimientos sobre los elementos involucrados en dicha situacidn; para proponer la
situacion fundamental el profesor debe tener en cuenta, entre otras cosas, los conceptos
matematicos que el syllabus de la asignatura indique deben ser desarrollados. Para la asignatura
matematica del movimiento III, se plantea como propdsito construir el concepto de integral a partir

de la resolucion de problemas del movimiento.

En este orden de ideas, el profesor a cargo de la asignatura plantea una situacion fundamental,

expuesta a continuacion:

Dado un tridngulo isésceles con dos de sus lados iguales a 1 unidad, recubrirlo con cuadrados
mediante el método de exhaucion. Luego de trabajar en este problema, el profesor plantea una

nueva situacién-problema con las mismas caracteristicas de la primera, cambiando las figuras
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geométricas involucradas y reuniendo a los estudiantes en grupos de trabajo de tal forma que a

cada grupo le corresponda una combinacién de figuras distinta.
Primera sesion

Es importante aclarar que la primera sesion en la que los investigadores empezaron a recolectar
datos corresponde a la segunda sesion de la asignatura, en ella los estudiantes (organizados por
grupos de trabajo) tienen la tarea de exponer lo realizado para llegar a la solucion del problema
planteado al finalizar la clase anterior, el cual corresponde a la situacion fundamental expuesta

anteriormente.

Tres son los grupos encargados de realizar las exposiciones. Se evidencia los diferentes métodos
usados para resolver un mismo problema, el cual permite que compartan el contexto:

recubrimiento de figuras planas.

El primer grupo dibuja el tridngulo isésceles en el tablero y dentro dibuja un cuadrado; se considera
que de forma implicita el estudiante estd comparando las dreas, el simple hecho de reconocer una
figura mas pequefia que otra genera una accién de comparar. En este momento se evidencid que
la nocién de area se emplea para comparar y constituye el uso del area como instrumento de

comparacion.

El cuadrado que construyen dentro del tridngulo tiene ciertas condiciones. Esto lo sefiala el grupo
expositor cuando afirma que: “construimos el cuadrado de mayor darea [posible]”, haciendo

referencia a que construyen el cuadrado mds grande posible dentro del tridngulo. Aseguran que el

cuadrado tiene por lados la tercera parte de la base del tridngulo (la base del tridngulo mide v2)

, 2 ) , 2
dando asi un resultado de g obteniendo como area del cuadrado 5 Pretenden extender este

procedimiento en los tridngulos que resultan al construir el cuadrado.
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Llustracion 4: representacion grdfica de un abordaje del problema realizado por el primer grupo de estudiantes.

Sobre los cuadrados que construyen a los lados del cuadrado inicial indican que: “pensabamos que
eran la mitad del cuadrado grande, pero hicimos la construccién en geogebra y nos dimos cuenta

que era un cuarto”.

Sobre esta confesion cabe resaltar que los estudiantes reconocen dos tipos de procedimientos. En
un primer momento estimaron que los segundos cuadrados eran la mitad del primero y en un
segundo momento con el d&nimo de comprobar la informacién, midieron las dreas con una
herramienta tecnoldgica y se dieron cuenta que en realidad correspondia a una cuarta parte. Esto
significa que utilizaron procedimientos de estimacion y medicion para comparar dreas de figuras

planas.

Al generar las comparaciones correspondientes afirman que: “este proceso se repite y por tal
motivo pueden calcular las dreas de los siguientes cuadrados y de los siguientes y de los
siguientes...” y que no solo pueden saberlo sino que ademds pueden sumar las dreas de la cantidad
infinita de cuadrados, para hacer esto utilizan otro procedimiento, la suma de areas, y la
representan por medio de una sumatoria. Con esto afirman haber encontrado una forma de describir

el recubrimiento del tridngulo por medio de cuadrados.
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En la siguiente tabla se exponen los componentes de la primera resignificacion del concepto de

integral que se identifica en los estudiantes y se evidencia en lo anteriormente dicho.

Tabla 2: Resignificacion mediante la comparacion de dreas generada de procedimientos de estimacion, medicion y suma.

Recubrimiento de figuras planas Contexto
Area Nocion
Area como instrumento de comparacioén Uso
Estimacién Medicién Suma de dreas procedimientos

El segundo grupo en exponer presenta un abordaje distinto. Particularmente, no involucran la
estimacion y la mayoria de los procesos lo hacen aritméticamente y con precision: la estrategia de
solucion tiene tres fases: la primera es encontrar los cuadrados a los lados del cuadrado inicial: la
segunda es construir los cuadrados sobre el cuadrado inicial teniendo siempre un tridngulo
semejante al triangulo inicial: la tercera es construir los cuadrados a partir de los tridngulos
laterales que se forman al realizar la segunda fase, de manera que se cubren todas las posibles

formas de construir cuadrados en el tridngulo.

56




en rojo la segunda fase

enverde la tercera fase

Hlustracion 5: representacion de la construccion de las tres fases que permitieron elaborar los cuadrados. Realizada por los
autores del documento.

De lo anterior se infiere que el grupo introduce el uso del d&rea como instrumento de comparacion,
en el que realizan el cdlculo del drea de las figuras, lo que corresponde a los procedimientos de

medicidn, representan los comportamientos de las sumas de las dreas en cada una de las tres fases

por medio de expresiones algebraicas.
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Hlustracion 6: expresion algebraica de la primera fase de construccion
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llustracion 7: expresion algebraica de la segunda fase de construccion

llustracion 8: expresion algebraica de la tercera fase de construccion

En total obtienen tres expresiones algebraicas a modo de sucesiones.

1) 2m+ (ﬁ)2
) (2

3 2 (em)

Al realizar estas expresiones de sumatorias e identificar la convergencia, logran realizar otro
procedimiento que permite comparar las dreas, que denominaremos suma infinita de 4reas. Esto
deja de ser visual y se convierte en una expresion algebraica que determina un conjunto infinito

de figuras con las cuales se rellana la figura inicial (triangulo isésceles-rectangulo). En este orden
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de ideas, el segundo grupo mantiene la misma estructura de categorizacién del primer grupo, salvo

por el procedimiento de estimacidn.

Tabla 3: Resignificacion mediante la comparacion de dreas generada de procedimientos de medicion y suma.

Recubrimiento de figuras planas Contexto
Area Nocion
Area como instrumento de comparacioén Uso
Medicién Suma de areas procedimientos

Al terminar las intervenciones, el profesor le propone a cada grupo el mismo problema de
recubrimiento, pero cambia las figuras geométricas dadas y la figura con la que se debe rellanar.
Para el caso del grupo observado, le correspondié el problema de recubrir un cuadrado con

circulos.

De la primera discusién en el grupo, los estudiantes concluyen que deben construir el circulo de
mayor drea posible que quede inscrito en el cuadrado, dado que los lados del cuadrado miden 1
unidad, entonces el didmetro del circulo médximo medird lo mismo y por ende el radio del circulo
es 0,5 unidades. Es importante aclarar que en este momento el problema sigue pidiendo lo mismo

que el problema anterior: recubrimiento de figuras planas, siendo este el contexto.
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Los estudiantes intentan buscar la manera de generalizar procedimientos para llegar a una
expresion que les indique la suma del drea de las infinitas figuras que recubren a la figura inicial.
Consideran que al poner el primer circulo quedan cuatro espacios iguales en los cuales crean cuatro
tridngulos congruentes y construyen el circulo maximo en cada uno de ellos. Estos dos avances los

realizan con la ayuda de la tangente y poligonos circunscritos.

>

llustracion 9: representacion del uso de la tangente para la construccion de circulos.

Fuente: propia

En la ilustracion 9 se traza una tangente al circulo inicial que ademads es perpendicular a una de las
diagonales del cuadrado, esta tangente interseca a dos lados del cuadrado, las intersecciones junto
con el vértice del cuadrado son los vértices de un tridngulo. . El siguiente paso que realizan es la
creacion de circulos dentro de los tridngulos, a esta construccion se le denomina circulo inscrito

en un tridngulo o tridngulo circunscrito.
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llustracion 10: representacion del uso de bisectrices para la construccion de circulos mdximos.

Fuente: propia

Todo triangulo es circunscrito, para hallar el centro de la circunferencia inscrita en €l basta con

bisecar los dngulos, siendo el centro de la circunferencia la interseccion entre la bisectrices.

Aunque el grupo no lo menciona, estas construcciones consideran la idea implicita de comparacion
de dreas al reconocer figuras mds pequefias que otras, es por tanto, esta accion de construir figuras

un procedimiento: construccién de figuras planas con condiciones dadas.
5.2.1  Segunda Sesion

En la segunda sesion el grupo de estudiantes hace un recuento de lo que discutieron en la clase
anterior, para recubrir el cuadrado de lado 1 unidad con circulos, deben construir el circulo maximo
que puede inscribirse en €1, el cual corresponde a un circulo cuyo radio es 0.5 unidades y por lo
tanto el didmetro es congruente a la longitud del lado del cuadrado. De lo anterior, los
investigadores notan que el contexto es el mismo: recubrimiento de figuras planas. Un uso que

se vincula es: el drea como instrumento de comparacion, a partir de esta solucién el grupo

61




concluye que deben construir circulos en los espacios vacios que resultan siendo iguales en cada

esquina y con cada circulo que se trazaba.

Estos espacios estaban delimitados por un circulo y dos rectas y en los espacios laterales por dos
circulos y una recta, lo que representa una condicién en la construccion. Lo anterior se constituye
en un procedimiento que ayuda a desarrollar el uso ya mencionado: el procedimiento de construir
una figura con condiciones dadas. Si se logra construir estas figuras se estaria realizando la tarea
de recubrir figuras planas y se estaria usando el drea de estas figuras como instrumento de

comparacion.

Hlustracion 11: representacion de la construccion de circulos cuyos centros estdn sobre la diagonal de un cuadrado.

En lailustracion 11 se observa la representacion geométrica que realizan los estudiantes con ayuda
del software Geogebra, en el cual trazan una diagonal del cuadrado y determinan que en esa

diagonal se encontraran los centros de los infinitos circulos.
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Hlustracion 12: representacion del procedimiento para construir los infinitos circulos sobre la diagonal del cuadrado.

Ademds, en este contexto se observa el procedimiento de la estimacion para establecer las
relaciones entre los radios como se observa en la ilustracion 12, en donde el estudiante propone
que la razén entre los radios consecutivos es de 1/6, pero observa que es una razén

inconmensurable, ya que la parte sobrante es irracional.

A partir de ésta, aparece el segundo procedimiento que es el de la medicion para encontrar la
longitud de los radios, ya que los estudiantes con estas medidas aseguran que pueden obtener la
sumatoria de las dreas de los circulos que se ubican sobre la diagonal del cuadrado, como se

muestra en la ilustracion 12.

Otro procedimiento que se encuentra en este abordaje es el cdlculo, porque para encontrar la
generalidad hacen uso de variables para determinar la posible medida de los radios consecutivos,

de esta manera:
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llustracion 13: representacion algebraica de los radios consecutivos de los circulos cuyos radios se encuentran sobre la
diagonal del cuadrado. .

_ r(W2-1) = r(v2-1)>?
2 = VZ+1 3 = (1+\/2_)2

Y con ayuda del software Wolfram Alpha encontraron el cuarto radio, cuando se conoce la suma

de los radios, es decir:

llustracion 14: representacion de la suma de los radios.

Procedieron a copiarla en el software pidiendo que despejara r4 obtuvieron el siguiente termino

con el cual hicieron la sucesién estableciéndola asi.

llustracion 15: sucesion que expresa los radios de los circulos que estdn sobre la diagonal.

De esta manera estaban representados los radios de las circunferencias que se ubican sobre la

diagonal.

Al continuar, el problema los lleva a pensar en el recubrimiento de figuras, sin embargo, lo reducen
a una manera de graficar un circulo tangente a dos circulos y una recta, siendo este el contexto

donde se desarrolla la actividad.
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En este caso el drea es nuevamente la nocidon que se evidencia, por lo que el uso representado en
este momento es el de drea visto como un instrumento de comparacion, puesto que los estudiantes
estan analizando una manera de inscribir un circulo maximo de tal manera que sea tangente a dos

circulos que estan sobre la diagonal y uno de los lados del cuadrado.

Para este problema, los estudiantes realizan acciones de estimacidn con el propdsito de hacer una
relacion de radios, con el radio del tercer circulo como incégnita y de esta manera hacer un sistema

de ecuaciones.

Hlustracion 16: representacion de la construccion de un circulo tangente a una recta 'y dos circulos

Como se ve en la ilustracion 16, este proceso de estimacion no les permite encontrar algo que
puedan usar para el desarrollo del problema, por tal razon piden la intervencion del docente, quien
haciendo uso de lo que pensaban los estudiantes y ciertas preguntas, los lleva a pensar en que este

problema ya ha sido tratado en la historia visto como el Noveno problema de Apolonio.

Se involucra la idea de inscribir el circulo, basados en el método del Noveno problema de
Apolonio. Para esto, el docente les propone hacer uso de Internet y buscar una explicacion de la

construccion y de esta manera analizar la relacion de los radios de los circulos.
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5.2.2 Tercera Sesion

En esta sesidn los estudiantes encontraron una manera de construir el radio de un tercer circulo a
partir de dos circulos dados, haciendo uso del teorema de las circunferencias tangenciales, esto

con el fin de seguir recubriendo el cuadrado con circulos, con ello, generalizar la medida de las

areas de los circulos que se van construyendo, y a partir de eso construir la sumatoria que les
permite encontrar el drea total de la suma de las dreas de los circulos.

4

o
#
[TE|

Hlustracion 17: representacion del teorema de las circunferencias tangenciales.
Por tal razén, al contexto de recubrimiento de figuras planas, se encuentra estrechamente vinculada
la nocidn de area. A partir de esta nocidn se reconoce que €l uso que se presenta en esta sesion es
el drea vista como un instrumento de comparacion, ya que, los estudiantes buscan crear el tercer

circulo a partir de establecer la relacion entre los radios, y asi encontrar la regularidad que existe

en la construccidn de las circulos tangentes a dos circulos y un segmento.

El proceso que usaron los estudiantes para la construccion del circulo tangente a dos circulos y un
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segmento, fue la relacion entre radios de circulos tangenciales planteado por Descartes.



Especificamente, los estudiantes encontraron la serie de radios de circulos con las cuales se cubre

el cuadrado, y la expresaron algebraicamente como se observa en la ilustracién 18.
Los estudiantes encontraron que estos radios tienen una regularidad con los dos radios anteriores,
y la expresan como:

1 _1 .1
Jrs VroVn

Especificamente, los estudiantes encontraron la serie de radios de circulos con las cuales se cubre

el cuadrado, y la expresaron algebraicamente como se observa en la siguiente ilustracion.
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llustracion 18: expresiones algebraicas, de los circulos
tangentes a dos circulos y una recta.

27, 27,

T

T (Z+m) 20447

[A partir de la igualdad establecida donde
13 representa el radio de la circunferencia
que querian hallar, 7, la circunferencia que
es tangente a la circunferencia mdxima y a
uno de los segmentos del cuadrado.]

T'Z

r3 = ——
T (1+V2r2)2

[Concluyendo con la representacion del

tercer radio a partir del radio inicia -1- y el

segundo radio, que ya estaban dados.]

L
r, = 7'3 _ (1+1/2T2)2
u = =
(1 + \/ 27‘3 2 21y 2
(1 + (1+‘[2T2)2

[De igual manera representaron el cuarto
radio buscando relaciones entre los radios
dados como los son el maximo y el

segundo radio.]

27'2

+ =
(1+7)

1
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[Y a partir de esta relacién encontraron que
el cuarto radio estaba representado por la

siguiente igualdad.]

/7

p=14+—"2

(1+25)

Sin embargo lo que los estudiantes querian hallar no era unicamente la sucesion de radios de los
circulos con las cuales se cubre el cuadrado, sino la suma del area de los circulos cuyo radio es
cada término de la sucesioén. Con lo anterior, en esta sesion se observa que el procedimiento usado
fue: procesos algebraicos, que le permitieron solucionar esta expresion en forma general a partir

de las regularidades.

De esta forma encontrar que la forma general de los radios se comportaba asi:

p)

T WnRk—2) V2 + 1)2

Tk

5.2.3 Cuarta sesion

En esta sesion los estudiantes deben socializar su abordaje y posible solucién al problema
planteado. A todos los grupos de estudiantes se les pidi6 recubrir una figura plana con otra, pero
cada grupo tuvo una combinacion distinta de figuras planas. El primer grupo de estudiantes en

exponer fue el observado en esta investigacion.

El grupo de estudiantes tuvo como tarea recubrir un cuadrado de 1 unidad de lado con circulos,
para ello los estudiantes explicaron su proceso. La primera parte consiste en una representacion
geométrica donde se evidencia la construccion del primer circulo como ya se habia explicado en

paginas anteriores; para construir el segundo circulo trazaron una tangente al primero que pasara
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por un punto de interseccién formado por la diagonal del cuadrado y el primer circulo. Obteniendo
como resultado un tridngulo, y a partir de éste bisecar dos de sus dngulos para encontrar el incentro

y trazar a partir de alli el circulo (ver la siguiente ilustracion).

Hlustracion 19: representacion de la construccion de un circulo tangente a dos rectas y un circulo, desde la presentacion del
grupo expositor.

Con este proceso, el grupo soluciond un problema que habia surgido en la sesién uno y dos, donde
por la intencién de desarrollar el uso del drea como instrumento de comparacidn, se evidenci6 la
necesidad de involucrar un procedimiento llamado construccion de figuras planas dadas unas
condiciones. Este procedimiento sufre una transformacion dada la dificultad de su tarea (para los
involucrados), mediante la pregunta que se realizan los estudiantes ;Cémo construir una figura

plana con esas condiciones dadas? El procedimiento mencionado transforma su naturaleza en
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contexto, esto se genera a partir de la dificultad para realizar dicho procedimiento, y desembocar

en una pregunta. ;Cémo construir un circulo tangente a dos rectas y un circulo?

Al proponer este problema el grupo comprende, admite y relaciona un nuevo contexto asociado a
la integral, que es el contexto de la construccion de figuras planas dadas unas condiciones. Esto
no implica que el contexto general de todo el problema desaparezca, sino que estos problemas
auxiliares involucran nuevos contextos que a su vez se vinculan con el concepto de integral y el

contexto del recubrimiento de figuras.

En este nuevo contexto, los estudiantes tuvieron que reconocer y usar esas propiedades para lograr
la construccion de figuras, vinculado al nuevo contexto, surge el uso de propiedades de las figuras
planas para la construccion de otras, en la cual, para lograr construir este nuevo circulo el grupo
debid reconocer propiedades como la tangente de una circunferencia y el incentro de un tridngulo
cualquiera. A su vez, los procedimientos que hicieron posible desarrollar el uso, fueron: el
procedimiento de bisecar dngulos y el procedimiento de trazar tangentes a una curva por un

punto.

Este nuevo contexto es de vital importancia, aparece en dos momentos con naturalezas distintas:
en un primer momento su naturaleza es de procedimiento, el cual busca desarrollar el uso del drea
como instrumento de comparacién en un contexto de recubrimiento de figuras planas; y en un
segundo momento se transforma en un contexto con sus respectivos usos y procedimientos. Cabe
aclarar que este nuevo contexto no es un elemento ajeno al contexto original (recubrimiento de
figuras planas), por el contrario, es un elemento inmerso en él que debe ser desarrollado, no
obstante, este desarrollo implica un proceso infinito de construccién de figuras, por lo que el
contexto de construccion de figuras planas con condiciones dadas estd involucrado en los infinitos

pasos, con sus correspondientes usos y procedimientos.
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Tabla 4: representacion de la evolucion de un procedimiento a contexto, involucrando dos esquemas de resignificacion, uno
inmerso en otro.

Recubrimiento de figuras planas Contexto
Area Nocion

Area como instrumento de comparacion Uso

Contexto Construccion de figuras | Procedimientos
planas

Nocion Propiedades de figuras
planas

Uso Propiedades de figuras
planas como base para

la construccidon de
otras figuras planas.

Procedimientos Bisecar Trazar

angulos |tangentes a
CUrvas por
un punto
dado.

En azul el esquema de resignificacion inicial, en naranja el elemento con dos naturalezas:
procedimiento y contexto. En gris los elementos que conforman el nuevo esquema de
resignificacion a partir de la transformacion del procedimiento. Todos los elementos grises se

despliegan del elemento naranja que a su vez surge del desarrollo del esquema azul.

Tabla 5: Resignificacion mediante el uso de propiedades de figuras planas para la construccion de otras, generado por medio de
procedimientos de biseccion de dngulos y rectas tangentes a curvas.

Construccion de figuras planas con condiciones dadas Contexto

Propiedades de figuras planas nocién

Propiedades de figuras planas como base para la construccion de | uso

otras figuras planas.
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Bisecar dngulos Trazar tangentes a curvas por un | procedimientos

punto dado.

La edificacion del anterior esquema de resignificacion surge a partir de la necesidad de construir
circulos con condiciones dadas, dichas condiciones corresponden a la construccién de un circulo
tangente a dos rectas y un circulo, lo cual posibilita la creacién de todos los infinitos circulos cuyo
centro se ubica sobre la diagonal del cuadrado. Sin embargo, estos no son los tnicos circulos que
se necesitan para recubrir en su totalidad al cuadrado, es necesario construir circulos que llenen

los espacios vacios que surgen en la construccion de los circulos ya descritos.

Hlustracion 20: representacion de la construccion de circulos tangentes a dos circulos y una recta.

En la parte izquierda de la ilustracién 20, el circulo que se construye bajo la condicion de ser
tangente a dos rectas y un circulo, a la derecha el circulo que se construyen bajo la condicién de

ser tangente a una recta y dos circulos (circulo delimitado con color verde).

La construccion de este circulo verde es un procedimiento en el contexto de recubrimiento de
figuras planas, que desarrolla el uso del drea como instrumento de comparacion. No obstante,

sucede lo mismo que el procedimiento anterior, se convierte en una pregunta que es entendida
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como el nuevo contexto, el contexto de construccion de figuras planas con condiciones dadas,
cambian las condiciones respecto al contexto anterior; en este caso los estudiantes se preguntan:

(,como construir un circulo tangente a dos circulos y una recta?

Los estudiantes hacen una documentacion sobre el problema, considerando fuentes como internet
y algunos libros de matematicas, y reconocen que ese es uno de los diez problemas de Apolonio.

Especificamente el que propone:

Dados tres objetos que cada uno de ellos puede ser un punto, una recta o una
circunferencia, dibujar una circunferencia que sea tangente a cada uno de los tres

elementos dados. (Ortega, 2004, pag. 67)

En este tratado sobre tangentes, se encuentra un problema referente a la construccion de un circulo
tangente a dos circulos y una recta, especificamente el problema niimero nueve. A partir de la
explicacion de Apolonio y la interpretacion de otros autores, los estudiantes logran realizar la

construccion geométrica de esta circunferencia.

Tabla 6: Resignificacion mediante el uso de propiedades de figuras planas para la construccion de otras, generado por medio de
procedimientos de biseccion de dngulos y rectas tangentes a curvas.

Construccion de figuras planas con condiciones dadas. Contexto

Propiedades de figuras planas. Nocién

Propiedades de las figuras planas en la aplicacion de teoremas | Uso

para la construccion de otras figuras planas.

Bisecciéon  de | Trazo de tangentes a circulos. procedimientos

angulos
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Alcanzado este desarrollo, el grupo de estudiantes se pregunt6: ;qué relacién tienen los circulos
que se van construyendo a partir de circulos anteriores? para ello, centran su atencién en el radio

de estos.

Hlustracion 21: representacion de la generalizacion de los radios de los circulos ubicados sobre la diagonal.

El calculo de la diagonal del cuadrado se realiza con el teorema de Pitdgoras y obtienen la medida

. . . 2 . .
de la mitad de la diagonal que es igual que % Por esto, los estudiantes trazan una relacion de

igualdad, al expresar la diferencia de la diagonal y el radio del primer circulo y escribiendo la
misma diferencia de una forma distinta, de esta manera logran despejar 1. Lo que se concluye al
final es una expresion que puede indicar el radio de cualquier circulo solo con saber el orden en

que es construido y reemplazédndolo por la variable n.

Posterior a esto, los estudiantes desarrollan otra forma de expresar los radios que se crean por

medio de ecuaciones de distancia, haciendo uso de un teorema de Descartes.
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Hlustracion 22: representacion de la distancia entre los centros de dos circulos consecutivos.

En la ilustracion 22 se observa que los estudiantes a partir del radio de los primeros dos circulos,
determinan de forma general la distancia entre dos centros de circulos cualquiera, y sabiendo las
coordenadas del centro de cada una de los circulos, encuentran las coordenadas del centro de la

siguiente.
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Hlustracion 23: representacion del cdlculo de la distancia de los radios de los circulos 3 y 4.

El proceso de la construccion de circulos es infinito y aunque el cdlculo que se estaba haciendo
era correcto, no se encontré ninguna regularidad para lograr llegar a una expresion que permitiera
encontrar el radio de cualquier circulo sin necesidad de conocer el radio del circulo anterior; por

esta razon, ese proceso se descarto.

El propésito de los estudiantes es bastante claro, al inicio, el contexto y los usos concluyen como
resultado, entre otras, la necesidad de usar un procedimiento de suma de dreas. No obstante, las
dreas que pretenden sumar corresponden a dreas de circulos, los estudiantes se realizan una
pregunta con el fin de continuar con la solucién del problema. ;Como sumar el drea de infinitos
circulos? Con esta pregunta el procedimiento mencionado se transforma en un contexto. El
surgimiento de este nuevo contexto: suma infinita de dreas de circulos, implica el desarrollo de
un nuevo esquema de resignificacion, que se vincula al contexto de integral en recubrimiento de

figuras.
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Es claro que dentro de este contexto se involucra la nocién de drea, y como es respecto a los
circulos, también se menciona la nocién de longitud (como elemento que mide el radio), por tal
motivo se encuentran los usos: expresion de drea como elemento de la sumatoria, y longitud del

radio como herramienta para expresar el drea.

Los intentos por expresar el comportamiento de los radios hacen parte de los procedimientos,
entre los que ya se han mencionado se encuentra la ecuacion de distancia entre puntos para

relacionar radios, y sucesion numérica para representar el radio.

Ninguno de los dos procedimientos ha logrado tener total éxito frente al problema que se plantea
dentro del problema global: sumar una cantidad infinita, y tampoco se desarrolla ninguno de los
usos, por tal motivo el grupo propone una nueva manera de expresar la razon entre los radios y por

ende entre las areas.

Hlustracion 24: representacion del teorema de las circunferencias tangenciales; usadas como elemento de relacion de distancias.
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Dada la construccién de los primeros tres circulos trazaron tres tridngulos y los relacionaron entre

si, reescribiendo ciertas distancias con la suma o resta de otras dos distancias.

Hlustracion 25: relaciones construidas a partir de las distancias de los tridngulos construidos.

El radio de cada circunferencia se nombr6: al radio de la circunferencia mayor se le llamé C; al
radio de la circunferencia mediana se le llamd; A y al radio de la circunferencia mas pequefia se le

llamé B.
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Hlustracion 26: representacion de la relacion de distancias entre centros de circulos y longitud de catetos de tridngulos.

El grupo explica cada una de las relaciones obtenidas por medio de la visualizacion y los célculos
algebraicos, donde la altura de un tridngulo se puede expresar por medio de una operacion entre

las medidas de los otros dos tridngulos o los radios de las circunferencias.

Luego de tener estas expresiones el grupo explica que realizd procesos algebraicos que le
permitieron llegar a una generalidad de tal forma que podian representar el radio (y por lo tanto el

area) de cualquier circulo respecto a las primeros dos construidos.
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Hlustracion 27: representacion de las longitudes de los radios mediante procesos algebraicos.

Todo esto para llegar a la sumatoria que determina la suma del drea de los infinitos circulos

construidos con la condicién dada de ser tangente a dos circulos y una recta.

Hlustracion 28: sumatoria de las dreas de los infinitos circulos.
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Con esto, el grupo concluye su exposicion, argumentando que estos dos procesos de construir
circulos en orden diagonal y las de orden lateral, unas tangentes a dos rectas y un circulo y otras
tangentes a dos circulos y una recta se realizan no solo en la parte inferior izquierda del espacio

del cuadrado sino que en cada una de las otras tres partes, ya que el proceso es simétrico.

Lo anterior permite sugerir un nuevo esquema de resignificacion asociado a la integral.

Tabla 7: resignificacion generada a partir del uso de drea como elemento de sumatoria y la longitud como herramienta para
expresar el drea, todo esto por medio de ecuaciones de distancia y sucesiones numeéricas.

Suma infinita de areas de circunferencias Contexto

Area Longitud Nociones

Expresion del drea como | Longitud del radio como | Usos

elemento de la sumatoria herramienta para expresar el drea

Ecuacién de distancia entre | Sucesion numérica para | procedimientos

puntos para relacionar radios representar radios

5.2.4 Quinta sesion

En esta sesion expone otro de los grupos de estudiantes, quienes tuvieron la tarea de recubrir un
tridngulo equildtero de lado 1 unidad usando circulos, inicialmente la tarea estd involucrada en el
mismo contexto en donde se desarroll6 el primero problema grupal, el contexto de recubrimiento

de figuras planas.

En este orden de ideas los estudiantes explican la metodologia con la cual resolvieron la tarea

planteada, segun ellos siguieron el siguiente camino:
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Representacion Expresiones Problemas

geomeétrica algebraicas de Apolonio

llustracion 29: representacion de la metodologia empleada por los estudiantes para resolver el problema planteado.

Es evidente que lograron hacer una construccién geométrica donde se representa la forma como

construyeron los circulos dentro del tridngulo.

Hlustracion 30: construccion de un circulo inscrito en un tridngulo equildtero.

A la hora de construir el circulo se observa que el grupo de estudiantes usé propiedades del
tridngulo equildtero, se trazan las mediatrices de cada uno de los segmentos del tridngulo para
encontrar su baricentro que resulta ser el centro del circulo inscrito y su radio es un tercio de la

altura del tridngulo equildtero.

Esta dltima afirmacién es la que mencionan en la exposiciéon porque serd punto clave para
continuar con el abordaje del problema. El grupo expositor menciona que: “nos dimos cuenta que

el radio del circulo era un tercio del tridngulo que tenemos”




Se observa que existen dos elementos importantes en la resolucion del problema, un elemento que
estd de manera implicita y otro que estd de manera explicita, los elementos a los cuales se hace

alusion son dos conceptos, uno es el concepto de drea y el otro el concepto de longitud.

El 4rea se involucra de la misma manera como se ha involucrado a lo largo del desarrollo de las
actividades de la clase, donde no mencionan la palabra drea salvo al finalizar el desarrollo, pero la

nocion estd presente en el simple hecho de recubrir una figura con otra.

La longitud, por otro lado, si estd involucrada de manera explicita en el desarrollo, los estudiantes
mencionan en varias ocasiones la palabra “radio”, toman en consideracion el radio de cada uno de

los circulos que van construyendo, y parten de esos radios para construir una generalidad.

Por tal motivo estas nociones ayudan a desarrollar unos usos dentro del contexto de recubrimiento
de figuras planas, uso del drea como herramienta de comparacion y uso de longitud como

herramienta para la generalizacion.

Dada la medida del lado del tridngulo equilatero fue posible encontrar la medida de la altura y con
ello la medida del radio del circulo més grande construido dentro del tridngulo, el grupo lo expresé
como la deferencia de la altura del tridngulo con la parte no tomada como el radio; de esta manera,

podian partir la altura en tres partes iguales.

riz;({)“‘():. -.:; — 3 = G

-— .

llustracion 31: representacion algebraica para determinar la longitud del radio de un circulo inscrito en un tridngulo.
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Con esta expresion se da inicio al trato algebraico en el que nombran 7; al radio del primer circulo,

de esta manera r; = - A partir de este primer circulo se construyen otros tridngulos equiléteros,

tales que cada uno de sus lados son tangentes a la circunferencia y paralelos a otro lado del

tridngulo.

o

: a <

Hustracion 32: construccion de tridngulos equildteros en los espacios vacios generados por la construccion de los circulos
inscrito en el tridngulo equildtero inicial.

El tridngulo inicial estd en color rojo, y en las esquinas se observan los nuevos tridngulos que se
forman siendo estos dltimos también equildteros y su altura es la tercera parte de la altura del
tridngulo inicial, por tal motivo el radio del circulo que se forma en los tridngulos pequefios es
también la tercera parte del radio del circulo inicial. Estas aclaraciones le sirven al grupo para que

por medio del procedimiento: construccion de una sucesion de longitudes tal que la razén entre
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dos términos sucesivos estdn a una misma razén; logren aproximarse a la generalizacion de las

longitudes de los radios. La escriben como:

Hlustracion 33: procedimiento para generalizar las longitudes de los radios.

En la imagen se observa como a partir del radio del primer circulo determinan el siguiente y logran
construir una expresion algebraica que determine el radio de cualquier circulo dada su posicién de

construccion.

llustracion 34: expresion de la generalizacion de las longitudes de los radios.

Como ya es posible encontrar el radio de 7, entonces también es posible encontrar el drea del

circulo de subindice n.

8

Hlustracion 35: proceso de la elaboracion de la expresion que determina el drea de un circulo dado su posicion de construccion.

A continuacién el grupo de estudiantes reemplaza el radio por la expresion que lo determina y

completa asi la expresion del drea de cualquier circulo dado su posicién de construccion. Esta
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conclusién representa un nuevo esquema de resignificacion respecto al desarrollo realizado por el

grupo de estudiantes anterior.

El dltimo paso fue realizar el procedimiento de la suma de una cantidad infinita. Con esto, es
posible encontrar el drea total de todas las circunferencias que se construyeron sobre los segmentos

que bisecaron los dngulos del tridngulo equilatero inicial.

Tabla 8: resignificacion generada a partir del uso del drea y la longitud como herramientas de comparacion y generalizacion,
desarrolladas por la suma de dreas y la construccion de sucesiones.

Recubrimiento de figuras planas Contextos

Area Longitud Nociones

Area como herramienta de | Longitud como herramienta de | Usos

comparacion

generalizacion

Suma infinita de dreas mediante
la convergencia de la serie

geométrica

Construccion de una sucesion
de longitudes con una misma
términos

razon entre dos

consecutivos

Procedimientos

5.3  Analisis segunda entrevista.

Esta entrevista tiene como fin identificar la evolucion del significado de integral expresado por los
estudiantes, dicha evolucion se identifica a partir del andlisis de la percepcién que tiene los
estudiantes respecto a las categorias (contextos, usos y procedimientos) de resignificacién de la

integral; durante el proceso de solucidn de una situacion fundamental.
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Esta entrevista se realizé con el mismo instrumento de recoleccion de informacién para la primera
entrevista, de modo que los datos puedan ser comparables con los recolectados en la primera y con
ello, evidenciar el cambio en el significado expresado por los estudiantes sobre concepto de

integral.

Al finalizar la situaciéon fundamental los estudiantes se refieren a la integral con frases como “la
integral se nota en los procesos infinitos de sumas y construcciones”, a partir de esta respuesta se

evidencia que los protagonistas ubican a la integral en contextos de procesos infinitos.

Los investigadores indagan en los estudiantes respecto a los usos, contextos y procedimientos de
la integral. A lo que responden asegurando que la integral es usada para “determinar el resultado
de una suma infinita” y “representar el resultado de recubrir completamente figuras con otras

figuras”.

Estas ideas surgen a partir de lo experimentado en el problema, por tal razén los estudiantes
aseguran que todo lo que responden esta involucrado en el desarrollo de la solucion del problema

planteado.

Los estudiantes reconocen haber buscado inicialmente alguna expresion que pudieran integrar para
llegar a la solucion “crefamos que era un problema tipico de optimizacién, como si lo unico
necesario fuera encontrar la expresion correcta y aplicarle el boleo de la integral”. Sin embargo,
con el paso del tiempo notaron que el problema planteado no permitia desarrollar el proceso que
habian considerado, “la cosa es que el problema lo lleva a uno a pensar de manera mds primitiva

en la integral, como a salirse de la idea de aplicar el algoritmo y llegar a la solucién”.

Los investigadores cuestionan a los estudiantes respecto a las expectativas que tenian frente a la

asignatura y en particular al desarrollo de la situacion fundamental propuesta; ellos advierten no

88




haber esperado los resultados, “pensé que ibamos a utilizar todos los métodos de integracion, pero

si se pone a pensar, eso se aprende mirando videos por YouTube”.

Es evidente que surgen para los estudiantes contextos, procedimientos y usos en los cuales se

involucra la integral.

Comparando los dos resultados de las entrevistas se puede asegurar que:

Luego de la resolucion del problema, los estudiantes tienen una vision mas amplia respecto
a los usos que le atribuyen a la integral, adicionando usos como: determinar el resultado de
una suma infinita y representar el resultado de recubrir completamente figuras con otras
figuras, y soslayando el uso que generalmente se atribuye a este término: es usada para
hallar el drea bajo la curva.

Los estudiantes descentralizan la intencidon de la asignatura de los conceptos matematicas
puramente algoritmicas y se concentran en el significado de las cosas, esto es evidente en
el poco interés que se aprecia a la hora de explicar que no se trabajaron métodos
algoritmicos para integrar.

Los estudiantes eliminan de su discurso la frase drea bajo la curva, e involucran otras

frases como sumas y construcciones infinitas.
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CAPITULO 6

RESULTADOS

En este capitulo se mencionan los resultados obtenidos de la recoleccion de datos, las diferentes
resignificaciones construidas por los estudiantes y una breve descripcion de ellas. Adicional a esto,

se exponen los cambios entre cada uno de los esquemas de resignificacion.

El profesor a cargo de la asignatura matematica del movimiento III plantea en las primeras sesiones
de clase una situaciéon fundamental, en ella, los estudiantes desarrollan estrategias con las cuales
pretenden resolver el problema planteado. Durante la resolucién se reconocen algunos aspectos
importantes vistos como elementos separados que por su naturaleza pueden ser categorizados bajo

unas categorias de andlisis propuestas desde la resignificacion.

Al constructo de la categorizacién de los elementos en contextos, usos y procedimientos se le ha
denominado esquemas de resignificacion, estos esquemas buscan organizar los elementos que
permiten el surgimiento de la resignificacién de un concepto matemadtico, para este caso en

particular, la resignificacion del concepto de integral.

A continuacion, se presentan los esquemas de resignificacion observados en el desarrollo de los

problemas planteados a estudiantes para profesor en un ambiente de resolucion de problemas.

Tabla 9 Resultados de resignificaciones identificadas

Resignificacion Descripcion
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Resignificacion mediante la
comparacion de dreas generada de
procedimientos de estimacion,
medicion y suma.

Este esquema de resignificacién se construye
cuando en el proceso de recubrir figuras planas
con otras, se involucra la idea implicita de
comparacion de dreas, convirtiéndose la
estimacidn, la medicién y la suma de dreas como
los procedimientos que permiten la comparacién

mencionada anteriormente.

Resignificacion mediante la
comparacion de dreas generada de
procedimientos de medicion y
suma

Este esquema de resignificacién se construye
cuando en el proceso de recubrir figuras planas
con otras, se involucra la idea implicita de
comparacion de dreas, convirtiéndose la medicion
y la suma de dreas como los procedimientos que
mencionada

permiten la comparacion

anteriormente

Resignificacion mediante el uso de
propiedades de figuras planas para
la construccion de otras, generado
por medio de procedimientos de
biseccion de dngulos y rectas
tangentes a curvas

Este esquema de resignificacion se construye a
partir de la necesidad de construir circulos con
condiciones dadas, usando las propiedades de las
figuras como elementos para la construccion de
dichas figuras, por medio de procedimientos de
biseccion del dngulo y el trazo de tangentes a
curvas por un punto dado.

Resignificacion generada a partir
del uso de drea como elemento de
sumatoria y la longitud como
herramienta para expresar el drea,
todo esto por medio de ecuaciones
de distancia y sucesiones
numéricas

Este esquema de resignificacion se construye con
la intencién de sumar una cantidad infinita,
usando el drea y la longitud del radio como
elemento de sumatoria y herramienta para
expresar el drea, respectivamente. Dichos usos se
logran mediante dos procedimientos: ecuacion de
distancia entre puntos para relacionar radios y
sucesiones numéricas para representar radios.
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Resignificacion generada a partir | Este esquema de resignificacion se construye con
del uso del drea y la longitud como | la intension de recubrir figuras planas con otras
herramientas de comparacion 'y | figuras planas, haciendo uso del drea como
generalizacion, desarrolladas por | instrumento de comparacion desarrollado con el
la suma de dreas y la construccion | procedimiento de Suma de una cantidad infinita
de sucesiones mediante la convergencia de la serie geométrica y
la longitud como elemento de generalizacion
desarrollado con la construccién de una sucesion
de longitudes con una misma razén entre dos
términos consecutivos.

Los anteriores esquemas de resignificacion representan las resignificaciones del concepto de
integral en un ambiente de resolucién de problemas con estudiantes para profesor. Lo anterior es
de notable relevancia, pues con ello no solo se articulan los elementos involucrados en la integral,

sino, que ademds se responde a la pregunta problémica planteada inicialmente.

Los cambios que surgen en cada uno de los esquemas significan el desarrollo de la resignificacion
de la integral. El primer cambio es muy sutil, se consideran los mismos contextos, los mismos
usos, pero se entiende uno de los procedimientos como “poco relevante” para la solucién del

problema e implicitamente para la nocién de integral.

El segundo cambio es bastante significativo, en €l se transforma el contexto inmediato, es decir,
un procedimiento del esquema de resignificacion se convierte en el contexto de un esquema de
resignificacion inmerso en el primero. Esto genera que el nuevo contexto se desarrolle por medio
de usos distintos y procedimientos distintos, todo esto en busca del desarrollo del primer esquema
de resignificacion. De lo anterior se puede concluir que la profundizacion de usos y procedimientos

permite generar resignificaciones del concepto de integral.

El siguiente cambio se condiciona a la manera en que es percibido el contexto, primero como las

propiedades que permiten la construccién de una figura, y segundo la manera de sumar las dreas
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de dichas figuras construidas. Esto representa la importancia de la interpretacion para los procesos

de resignificacion del concepto de integral.

El ultimo cambio genera la posibilidad de interpretar la suma de dreas como instrumento para
realizar la accion de recubrimiento, esto es, llegar al génesis de los esquemas de resignificacion
con un desarrollo profundo de cada categoria. Se exponen de manera mds detallada los usos y
procedimiento en el mismo proceso que dio inicio a la creacion de los esquemas. La resignificacion

debe permitir reescribir las categorias luego de profundizar en ellas.

Lo anterior responde a resultados del constructo de esquemas de resignificacion, exponiendo la
progresion de la resignificacion del concepto de integral en la formacion de profesores mediado
por un ambiente de resolucion de problemas. A pesar que estos esquemas significan un resultado
importante y casi central respecto a la investigacion, es también relevante resaltar y mencionar

otros resultados obtenidos.

El andlisis de la informacién recolectada pone en evidencia una herramienta de la
socioepistemologia llamada convencién matemdtica, con ella es posible descentralizar el concepto
matematico para centrarse en el escenario donde este es usado. Esta herramienta no se menciona
de manera explicita en el andlisis, pero es indudable que en los procesos involucrados tanto en el

planteamiento como en la solucién del problema se recurre a ella.

El concepto de integral no se desarrolla de manera directa, en cambio, el profesor propone
situaciones en donde su uso estd implicito. Esto ocurre con el recubrimiento de figuras y posterior
a esto con todos los procedimientos identificados en el andlisis: suma de una cantidad infinita,

construccion de figuras planas, comparacion de dreas, entre otras.




Esta realidad implica que se descubran las causas reales del desarrollo social del conocimiento,
ubicando a los conceptos en un mejor estatus epistemoldgico. El andlisis deja en evidencia la
evolucion del concepto de integral que adquirieron los estudiantes observados, todo esto mediado
por un ambiente de resoluciéon de problemas que permitié la aplicacion de la herramienta

convencion matematica.

Por dltimo, se demostré y explicé la forma como un elemento involucrado en el concepto de
integral puede evolucionar de procedimiento a contexto, y de esta manera generar nuevos usos y

procedimientos.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

En este capitulo se adelantan las conclusiones del trabajo de grado realizado, se expone la respuesta
a la pregunta propuesta en el planteamiento del problema, y se identifica la realizacién o no de los

objetivos planteados.

Al inicio del documento se presentd una pregunta como resultado del planteamiento de un
problema, en respuesta a ello se propuso unos objetivos con los cuales se pretendia abordar la
pregunta. Para desarrollar esto se diseiié una metodologia que involucra elementos de recoleccion

y andlisis de datos.

La pregunta planteada fue: ;Cudles son las resignificaciones al concepto de integral que se

produce en un proceso de formacién de profesores en un ambiente de resolucion de problemas?

En respuesta a esta pregunta se construyeron los esquemas de resignificacion, realizados a partir
del analisis de los datos obtenidos en la observacion de unos estudiantes del curso movimiento III
de la LEBEM. En ellos, se categorizan elementos relacionados con la integral, con el fin de

explicar por medio del desarrollo de cada una de las categorias la evolucién de dicho concepto.
En total se obtienen 5 esquemas de resignificacion:

= Resignificacion mediante la comparacién de dreas generada de procedimientos de
estimacién, medicién y suma.
= Resignificacion mediante la comparacién de dreas generada de procedimientos de

medicién y suma
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= Resignificacion mediante el uso de propiedades de figuras planas para la construccion de
otras, generado por medio de procedimientos de biseccion de dngulos y rectas tangentes a
curvas.

» Resignificacion generada a partir del uso de drea como elemento de sumatoria y la longitud
como herramienta para expresar el drea, todo esto por medio de ecuaciones de distancia y
sucesiones numéricas.

= Resignificacion generada a partir del uso del area y la longitud como herramientas de
comparacion y generalizacion, desarrolladas por la suma de areas y la construccion de

sucesiones.

El cumplimiento de los objetivos es clave para lograr resolver la pregunta expuesta en el
planteamiento del problema, los objetivos especificos deben poder ayudar a desarrollar el
objetivo general. El objetivo general al que se hace referencia es: Analizar el proceso de
resignificacion de la integral en un ambiente mediado por la resolucién de problemas para la

formacion de profesores de matematicas.

Con los datos recolectados fue posible realizar un anélisis guiado por las categorias de la
resignificacion: contextos, usos y procedimientos. Con ello, se realizaron apuntes Yy
observaciones respecto a los procesos que permiten que el concepto de integral sufra una

resignificacion en un ambiente mediado por la resolucién de problemas.

Los objetivos especificos propuestos en el presente documento buscan en su desarrollo, aportar

al cumplimiento del objetivo general. Son tres los objetivos especificos

Primer objetivo especifico: Reconocer contextos de la integral empleados para la formacién de
estudiantes para profesor en ambientes mediados por resolucién de problemas. Los contextos de

la integral se reconocieron gracias a un andlisis realizado a los resultados obtenidos de la
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observacion de la solucién de un problema propuestos a estudiantes del espacio de formacién

matematica del movimiento III, en la LEBEM.

Estos contextos han sido expuestos de varias maneras, de forma mads sintetizada en los esquemas

de resignificacion, en donde se comprenden tres contextos:

* Contexto de recubrimiento de figuras planas.
* Contexto de construccion de figuras planas con condiciones dadas.

=  Contexto de suma infinita de areas de circunferencias

Segundo objetivo especifico: Identificar la resignificacién de la integral en estudiantes para
profesor en un ambiente mediado por resolucién de problemas. En este documento se logra realizar
un paralelo entre la nocion de la integral que tienen los estudiantes al inicio de la sesidn con la

nocion que construyen al finalizar esta.

Con ello, se logra identificar que existe un cambio respecto al concepto de la integral y los usos y
contextos en donde se emplea. No obstante, el solo hecho de identificar esta resignificacion global

no permite dar cuenta de todas las resignificaciones que ocurren en el proceso.

Tercer objetivo especifico: Caracterizar la progresion de resignificaciones del concepto de integral
que estudiantes para profesor alcanzan en una formacién mediada por un ambiente de resolucién
de problemas. Con la construccion de los esquemas de resignificacién fue posible reconocer y

caracterizar los elementos que permiten que ocurra una resignificacion del concepto de integral.

Esto se expone en los resultados del presente documento, en ellos se menciona la progresion de

las resignificaciones que ocurren en un ambiente mediado por la resoluciéon de problemas.
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ANEXO 1
ENTREVISTA A ESTUDIANTES

Para realizar la investigacion se propone una entrevista semiestructurada que serd en su totalidad
documentada en video; la cual contiene elementos que buscan indagar sobre el abordaje de un

problema que involucra el concepto de integral.

Por tal motivo la entrevista debe dar cuenta de los abordajes realizados por los estudiantes. Para
esto se utilizard los niveles de abordaje propuestos por Mason, Burton y Stacy (1982), en donde

se explica que para realizar un buen abordaje se debe contestar estas tres preguntas:

= ;Quéesloque se?
= ;Qué es lo que quiero?

= ;Qué es lo que puedo hacer?

A raiz de estas preguntas se plantean otras para indagar en profundidad los elementos del abordaje

que surgen a medida que se desarrollan estrategias para la solucion del problema.

- (Qué es lo que sabe del problema?
o (Qué sabe de la derivada?
o (Qué sabe de la integral?
= Usos, contextos y procesos
- (Como se ve lo mencionado anteriormente en el problema?
- (Qué espera obtener con la resolucion del problema?
o (Cudles son las estrategias que piensa utilizar?
= ;Qué cree que puede utilizar?

- (Qué es lo que estdn haciendo y como lo van a hacer?
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Las anteriores preguntas tienen caracteristicas distintas (guion, vifieta sin sombrear y vifieta
sombreada) en donde las preguntas principales son las numeradas con el guion, las preguntas
numeradas con la vifieta sin sombrear son emergentes de las preguntas principales y las numeradas

con la vifieta sombreada son preguntas emergentes.

Se aclara que las preguntas se hardn en la primera y ultima sesidn para realizar un andlisis en la
evolucion de las respuestas. Del mismo modo se pedird a los estudiantes que piensen en voz alta

para que los procesos meta-cognitivos puedan ser estudiados.
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