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1 INTRODUCCION

Con el paso del tiempo, algunos autores han presentado distintas formas de construir el nimero
entero. Algunos ejemplos se pueden encontrar en las propuestas de ensefianza y modelos
concretos de Arcavi y Bruckheimer (1981) citados en Cid (2003) entre otros. En el proceso de
construccion de este contenido matematico aparecen sistematicamente errores que llegan a ser
preocupacién para el docente, ya que hacen parte del aprendizaje de los estudiantes y la
superacién han de ser un objetivo de ensefianza. Estos errores se pueden presentar como un
esguema cognitivo inadecuado, y pueden venir de diferentes procedencias como lo son la falta
determinada del conocimiento, bases solidas de fundamentacién, algunos asociados a la
practica, otros asociados al despiste. En el aprendizaje de las matematicas, las respuestas
incorrectas de los estudiantes son consideradas por parte de quienes los educan como sefiales
de serias deficiencias, e incluso fracaso en el logro de los objetivos propuestos, aunque son a
evidencia del aprendizaje y la resignificacion del conocimiento de los estudiantes.

Como se mencion0 anteriormente, se tomara como contenido matematico el nimero entero,
enfocando la mirada hacia las diferentes interpretaciones del signo “-”, pues en este confluyen
diferentes significados que en la escuela suele ser reducido a uno solo: la resta. Asi, la
resignificacion del conocimiento algebraico y aritmético del nimero entero traerd consigo
errores, obstaculos y dificultades asociadas al tratamiento de este signo. Este trabajo estara
enfocado en esos errores, obstaculos y dificultades que se presentan estudiantes para profesor
de matematicas, de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Distrital Francisco José

de Caldas, al comprender las diferentes interpretaciones del signo “-”.

[I32)

En primer lugar, se realiza un estudio exhaustivo sobre la historia y evolucion del signo
seguido de esto, se encuentran diferentes significados que adquiere “-” el algebra y aquellos

que adquieren los estudiantes con este signo. Finalmente se enfatiza en las definiciones de



errores, dificultades y obstaculos, identificando porqué surgen y hacia cudles interpretaciones

recaen. Una vez realizado este recorrido se encontrara el andlisis, resultados y conclusiones.

1.1 Planteamiento del problema

Desde nuestra experiencia, y en el momento de iniciar un trabajo de grado, hemos identificado
que el paso del numero natural al nUmero entero causa dificultades en estudiantes de educacion
béasica y en futuros profesores. A su vez, evidenciamos que la aparicion del signo “-” como
negatividad para dotar de significado a los nimeros enteros y nimeros negativos, conlleva una
ampliacién de significados en el estudio aritmético y algebraico del conjunto de los enteros, de
modo que los significados como negatividad, resta y opuesto aditivo se ocultan en una misma

palabra: “menos”.

Esta problematica se extiende a la formacion de los futuros profesores, especialmente de tercer
semestre del proyecto curricular LEMA de la Universidad Distrital Francisco Jose de Caldas,
en el espacio de formacion de Problemas de la Divisibilidad. En este se realiza, entre otras
cosas, la resignificacion del algebra en Z desde una visién como estructura algebraica y ya no
como un lenguaje, por lo que las propiedades definen el comportamiento de los objetos y es
necesario diferenciar las propiedades de nimeros negativos, de la resta y los opuestos. Con

(Y34

ello, surge la necesidad de adentrarse en la polisemia del signo para comprender el
tratamiento algebraico de cada una de estas interpretaciones, lo que constituye una fuente de
errores, obstaculos y dificultades en los estudiantes al resolver problemas de demostracion,

lectura e interpretacion de expresiones algebraicas.

La polisemia del signo “-” ha sido objeto de estudio Pujol, Bibiloni & Deulofeu (2010), quienes
en un estudio cualitativo aplican y evalian una propuesta de ensefianza de los nimeros enteros

en estudiantes de educacion media. Sin embargo, no se encuentra un estudio sobre la



comprension de los diferentes significados de signo “-” en estudiantes de educacion superior o

estudiantes para profesor de matematicas, lo que justifica el estudio.

Ahora bien, en la evolucion histérica de los niUmeros negativos se identifican momentos de
ruptura, como lo indican Schubring, (1998, p.3), citado en Gallardo y Bazurto (2010) “los
nimeros negativos en tanto concepto matematico legitimo no ha evolucionado de manera
continua, sino que ha cambiado de cultura en cultura poniendo incluso, en evidencia rupturas
y retrocesos.” De manera, las rupturas que histéricamente de observan, aparecen con frecuencia

en el aprendizaje a manera de dificultades.

Las dificultades, obstaculos y dificultades en el aprendizaje de los nimeros enteros y los

negativos ha sido objeto de estudio de diferentes investigaciones. Gallardo y Bazurto (2010),

Aponte, Rivera (2017) e Iriarte, Jimeno & Vargas-Machuca (1991). Los primeros, en su
investigacion sobre la transicion de la aritmética al algebra en estudiantes de secundaria,
analizan la construccién de los nimeros negativos, e indican que los estudiantes se enfrentan
con ecuaciones y problemas que tienen nimeros negativos como coeficientes en constantes o

soluciones no logran expresar y representar lo que sucede.

Aponte, Rivera (2017) identifican errores y obstaculos en el aprendizaje del nimero entero
desde la aplicacion de un objeto virtual de aprendizaje a estudiantes de grado octavo en

Colombia.

Las investigaciones sobre obstaculos, errores y dificultades encontradas se han aplicado con
estudiantes de educacion basica y media, pero no en educacion superior. Pareciera que estos se
superan con el paso a la educacion superior, pero la experiencia parece indicar que no es asi.
Los aprendizajes sobre numeros enteros y negativos en la escuela llegan a la educacion

superior, particularmente a la formacion de profesores. Como se ha indicado, una fuente de



errores, obstaculos y dificultades lo constituye la polisemia del signo “-”, lo que sugiere la

siguiente pregunta de investigacion.

Pregunta de investigacion

¢ Cudles errores, dificultades y obstaculos son provocados por la polisemia del signo “-” en

algebra de los nimeros enteros en la formacion inicial de profesores de matematicas?

1.2 Objetivos

Para dar respuesta a la anterior pregunta de investigacion, se proponen los siguientes objetivos.

Objetivo General:

e Caracterizar errores, dificultades y obstaculos provocados por la polisemia del signo
“-” en la resignificacion del algebra de los nimeros enteros de estudiantes para

profesor en la resolucion de problemas por demostrar y en tareas de lectura e

interpretacion de expresiones algebraicas.

Obijetivos especificos:

e Reconocer errores, dificultades y obstaculos documentados en literatura

¢ 9

especializada provocados por la polisemia del signo

(132

e |dentificar obstaculos, errores y dificultades asociadas a la polisemia del signo
en estudiantes para profesor de matematicas de la Licenciatura en Matemaéticas de

la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

e Clasificar los obstaculos, errores y dificultades asociadas a la polisemia del signo

en la resolucion de problemas por demostrar y en tareas de lectura e

interpretacion de expresiones algebraicas.



1.3 Justificacion

El proposito de esta investigacion recae en la importancia dentro de la comunidad de
aprendizaje enfocada a la ensefianza de las ciencias exactas, fundamentalmente las
matematicas, a partir de nuestra experiencia y al momento de iniciar el trabajo de grado, se
evidencia la problematica del nimero natural al nimero entero. Sin embargo, en nuestra
busqueda de documentos, nos damos cuenta de que en la actualidad carecen de documentacion
respecto a la negatividad, nimero entero, entre otros. Es por ello que nace la idea de realizar
un trabajo de grado que aporte a su vez a la comunidad LEBEM-LEMA, ya que también se
presenta esta problematica.

Las investigaciones que fundamentan el siguiente documento parten de la teoria de Quiroz
Betancur (2018). En su tesis respecto al surgimiento de la negatividad desde la antigtiedad. En
este estudio documental de tratados de matematicas antiguas concluyen, entre otras cosas que,
el lenguaje natural del que emerge el lenguaje matematico ha permitido el nacimiento de la
negatividad en matematicas, hasta que, en la segunda mitad del siglo XX, con el surgimiento
del &lgebra abstracta se da cabida a los numeros enteros con concepto matematico, en la parte
de la ensefianza Vilchez, Rico y Ruiz (2017) realizan un estudio exploratorio, cualitativo y
descriptivo llevado a cabo con estudiantes de 2° de ESO de un Instituto de Educacion
Secundaria de la ciudad de Granada. En este estudio se aplica un cuestionario semantico con
respuestas abiertas, el cual busca el analisis del contenido de las respuestas dadas por los
estudiantes respecto a las concepciones relativas a los nimeros positivos y negativos.
Respecto a la categoria obstéaculos, dificultades y errores Aponte, Rivera (2017) indican que el
namero entero representa una gran dificultad en la mayoria de los estudiantes, a su vez, esto
provoca algunos errores y obstaculos en el aprendizaje del nimero entero. Disefiaron y

aplicaron un objeto virtual de aprendizaje (OVA) donde se realizan ciertas actividades para



superar las dificultades errores y obstaculos que se pueden presentar en la ensefianza de los
numeros enteros.

Con base a lo anterior y a la necesitan que emerge de los procesos que realizan los estudiantes,
y a partir de ello, los obstaculos, errores y dificultades que de alli resultan, se desarrollara un
trabajo el cual permita evidenciar esos elementos y conceptualizarlos. Ademas de que es
importante que se realicen este tipo estudios mas practicos y epistemoldgicos respecto a la
naturaleza del nimero entero y su relacidn al contexto, ya que si no se ensefia desde su origen;
en la educacion media, esta problematica se puede extender hasta la educacion superior. Del
mismo modo Yy a través la practica docente se deben planear nuevas estrategias de aprendizaje
en el aula para ensefiar el algebra de los nimeros enteros para una mejor comprension y evitar

que se sigan generando problematicas.



2 MARCO TEORICO

Las referencias que se presentan a continuacion estan divididas en tres partes. En primer lugar,
se dara a conocer la historia y evolucion de los nimeros enteros partiendo desde la idea de
negatividad hasta su formalizacién. En segundo lugar, se muestran los significados de los
conceptos de nimeros positivos y negativos, haciendo énfasis en los significados de nimero
entero asociados a una fenomenologia y a sus diferentes representaciones. En tercer lugar, se

(1A

exponen las diferentes interpretaciones del signo y se ponen en manifiesto algunas
propuestas de ensefianza de los nimeros enteros, modelos y su desarrollo. Por altimo, se
conceptualizan los términos obstaculo, error y dificultad y se particularizan a aquellos

asociados a la comprensién de los nimeros enteros.

2.1 Referente histérico de los nimeros enteros

En esta seccion se presentan nociones respecto a los nimeros enteros negativos desarrollados
en la cultura de India, Chinay Grecia, con el fin de presentar una introduccién de los nimeros
enteros. El primer caso esta asociado a la cultura india debido a que Brahmagupta y otros
matematicos idearon una forma de comprender los nimeros negativos; luego se encuentra el
segundo caso el cual esta asociado a la cultura China y su proceso en el concepto de la
negatividad, En el tercer caso se explica la cultura Griega visto desde la retérica. Por Gltimo,
se expone el caso del continente europeo donde se encuentra la incorporacion de los conceptos

de nimeros negativos.

2.1.1 Interpretaciones de los nUmeros negativos: Fortunas y deudas en el caso de la India

Segun Thapar (2001) citado en Quiroz (2018) mencionan que, en el inicio, India estaba
constituida por el sistema del Feudalismo como organizacion social conformada por: el rey, los

caballeros, la nobleza, la iglesia y por altimo los vasallos. Estas relaciones de poder se forjaron



a partir del siglo VII haciendo que los pobladores en general tuviesen la necesidad de

conocimientos matematicos enfocados en la comercializacién.

En la India, Brahmagupta citado en Quiroz (2018) es conocido como uno de los primeros
matematicos en utilizar cantidades negativas para la representacion de deudas y asi generar
condiciones para operar estas cantidades. Este matematico desarrollé sus teorias sobre la
geometria, aritmética y el algebra, donde uno de sus contenidos de mayor importancia esta
dedicado al algebra y presenta reglas para realizar operaciones en nimeros negativos, positivos

y Cero.

Brahmagupta, citado en Quiroz (2018) se presenta unas reglas para operar las cantidades de la

siguiente manera:

— Lasuma de dos pertenencias es una pertenencia.

— Lasuma de dos deudas es una deuda.

— Lasuma del cero y una deuda es una deuda.

- Lasuma de una pertenencia y el cero es una pertenencia,

— El producto de dos pertenencias o dos deudas es una pertenencia,

— El resultado del producto de una pertenencia por una deuda representa una pérdida
(esta regla se aplicaba también para la division)

— El cuadrado de una pertenencia o una deuda es una pertenencia.

— La pertenencia tiene dos raices: una constituye una ganancia y la otra una deuda

— Laraiz de una pérdida no existe, ya que tal no puede ser un cuadrado.

Estas reglas permitieron describir en lenguaje natural la relacion de nimeros enteros negativos
con asuntos comerciales. Por ejemplo: Una deuda representa una pérdida, la suma de dos

deudas es una deuda. Esto es la suma de dos niUmeros negativos es un numero negativo.



Por otro lado, los hindues concibieron los nimeros enteros negativos de manera empirica.
Como ya se menciond anteriormente, esta nocién esta relacionada con el comercio y su sistema

social (Como las deudas y las ganancias).

Finalmente, en el contexto de la India Brahmagupta fue el Gnico que introdujo reglas para su
comprension de los nimeros enteros como se explicaron anteriormente, se especula que fue
necesario poseer otros conocimientos matematicos para asi comprender mejor los nimeros
enteros negativos en esta civilizacién. A continuacion, se hace referencia al tratamiento de los

nimeros negativos o cantidades negativas en la cultura china

2.1.2 Cultura China: Varillas negras

La civilizacion China se destac6 por sus grandes aportes a las matematicas como:
demostraciones, calculo de aproximaciones a m, resolucion de ecuaciones, la nocion de
negatividad, entre otros. Boyer (1968) citado en Quiroz (2018) indica que la idea de niUmeros
negativos no causa dificultad para la cultura china, debido a que ellos calculaban con dos
conjuntos de barras: El primer conjunto de color rojo para calcular los nimeros positivos y el

segundo conjunto de color negro para calcular los nimeros negativos. (p. 223)

Esta representacién con conjuntos de barras o varillas fue un método para simbolizar la
numeracién posicional implementada y utilizada por los administradores, quienes llevaban
siempre su colecciédn de varillas de bambu, de marfil entre otros, las cuales le permitian ejecutar
los célculos. Sin embargo, existian formas diferentes de representar los nimeros negativos y
positivos: una es la forma convencional representada por colores y la otra tradicional en la que

se afiadia una diagonal a todos los nUmeros negativos.



Forma convencional

Niimeros positivos Nimeros negativos

DI 2)II 3N 4 S) Il =D -2) i =3) -4l - 5)

Forma tradicional

Nimeros positivos Niimeros negativos

D1I2)I 3)MW 45 il -1 -2) 0N -3) [N -4) it 5) (it~

llustracion 1 Representacion nimeros positivos y negativos en la cultura china de forma convencional y tradicional.

Fuente: Quiroz, L (2018)

En la cultura china se encontr6é un método llamado “Fui Zhang” donde se presenta un sistema

de numeracion chino en el que se expresan de manera vertical y horizontal para calcular el

sistema decimal a través de palillos rectos del mismo tamafio en una superficie de la siguiente

manera:

-
(N

w
I~
W
™
~
(s3]
(K]

Expresan unidades,

centenas y decenas | || ||| ”” ””l T Tl_ —lTl— T"T

de millar.

Expresan decenas y
unidades de millar. |=— = —

1 L L

Il
Il
11|

11—

Ilustracion 2 Representacion de unidades, decenas y centenas en la cultura china.

Fuente: Gallardo A (2010)

Teniendo en cuenta la ilustracion 2, se observa que en la primera fila se encuentran las unidades

decenas y centenas de manera vertical y en la segunda fila se expresan las unidades de mil de

manera horizontal como forma de representacion. Es importante mencionar que en este método

no se tenia en cuenta el valor 0, por ende, fue reemplazado por un espacio vacio como se

muestra el siguiente ejemplo:
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S

TIT

llustracion 3 Ejemplo de representacion del nimero cero en la cultura china.

Fuente: Gallardo, Basurto (2010)

El espacio ___ entre el 6 y 8 equivale a un “vacio”, correspondiente a una posible

representacion del cero.

Por otro lado, existe otro método denominado “Fang Cheng” el cual describe la representacion
de célculos por tabulacion para la resolucion de problemas como un ajuste entre columnas para
realizar las operaciones dependiendo el problema a trabajar. Este ajuste se ordena de derecha a

izquierda y de arriba a abajo. Con el fin de facilitar las operaciones entre los simbolos

NUMEricos.

anq doq aq1 Cosal
Seccion ano Ay aq2 Cosa 2
superior : : : .
L ] [ ] [ ] ®
8 Qn . Qin_| cosan
Seccion
inferior bn bg b*. Shi
|

llustracion 4 Ajuste de los nimeros entre columnas.

Fuente: Gallardo, Basurto (2010)

En cada columna se presenta de manera implicita la funcién del signo igual, ya que como se

menciond anteriormente estos simbolos numéricos se operan entre si. Para el desarrollo de este


https://www.redalyc.org/pdf/335/33558827002.pdf

método se da por medio de la eliminacion sucesiva de numeros por medio de sustracciones

entre las diferentes columnas.

El método tiene como proposito principal realizar sustracciones repetidamente los nimeros de
una columna de los nimeros de otra columna con el fin de cancelar el nimero de la posicién
superior. Es decir, obtener ceros en las posiciones superiores a una diagonal del ajuste
numérico. Con lo anterior, la adicién y la sustraccion de esos numeros que ocupan las

correspondientes posiciones en diferentes columnas existen dos reglas:

1) Regla de sustraccion “Cuando los nombres son el mismo efectuar la sustraccion,

Cuando los nombres son diferentes efectuar la suma”.

2) Regla de Adicién: “Cuando los nombres son diferentes efectuar la sustraccion;

cuando los nombres son el mismo, efectuar la suma”

Por ultimo los nimeros “barra” se vinculan en la literatura de educacion matematica como
herramienta para la ensefianza de los nimeros enteros, ya que inicialmente se representaban las
cantidades positivas y negativas con colores, 0 un nimero positivo, negativo o nulo recibia otra
denominacion y en ciertos casos planteaban algunas reglas para operar las cantidades.Con esto
se finaliza el apartado de los nimeros negativos en la civilizacion chinay se procede a describir

el surgimiento de los nimeros negativos positivos en Grecia.

2.1.3 Nameros negativos y positivos en Grecia

El conocimiento brindado por esta cultura radica sobre ideas de astronomia, fisica, medicina,
politica, geometria y aritmética. EI conocimiento matematico fue uno de los mas estudiados
por esta cultura, centrando su atencién en la rama de la geometria. A lo largo de la historia se
han reconocido ilustres matematicos, pero el objetivo de este proyecto se centra en el la historia

y evolucion de los nimeros enteros negativos y se centra la atencion en Diofanto y Parménides.



Diofanto de Alejandria fue uno de los matematicos méas importantes de Grecia en el Siglo 111
por sus contribuciones a la resolucion de problemas asociados a ecuaciones, sistemas de
ecuaciones y algebra. Cabe recalcar que el tratamiento de los nimeros negativos se aprecia en
la resolucion de ecuaciones, como en el siguiente ejemplo: en la ecuacion 4x + 20 =4 se

obtiene un resultado negativo.

4x +20 =14

4x =4 —20

4x = —16

Ahora bien, Diaz (2015) citado en Quiroz (2018) menciona que Diofanto argumentd
“sustraccion por sustraccion da como resultado una adicion.” El argumento anterior se
presenta como una idea intuitiva. Esto no quiere decir que Diofanto aceptara la idea de nimeros
negativos, dado que la regla de los signos interviene en el procedimiento expuesto como algo
transitorio, y su proposito es llegar a un resultado “aceptable”, no podia ser otro que un numero

positivo.

Con esto se puede argumentar que en Grecia no aceptaban los nimeros enteros negativos como
respuesta a problemas algebraicos. Sin embargo, Lizcano (1993) citado en Quiroz (2018)
presenta una version sobre la concepcion de negatividad vista desde la oposicion ser/no ser
desarrollada por uno de los filésofos mas destacados de la época, es decir, esta nocion de

negatividad surge desde una forma no matematica, esta nocion esta asociada al fildsofo



Parménides, quien a partir de la oposicién anterior (ser/no ser) constituye el modo de pensar

griego.

Parménides, citado por Lizcano, (1993) desde su filosofia expuso que desde las creencias y el
determinismo entre el ser y el no ser, dicho de otro modo, desde una version numeéricos, si los
nimeros enteros positivos presenta ese camino de fe y fiar, lo demas (nUmeros enteros

negativos) no existe, no puede ser, ni se podria pensar.

El yin — Wu (-) El yang (+)
o —~
e ) -~
No ser Ser- Determinacién positiva
del ser
Vv

Imposibilidad de transito
llustracion 5 Representacion de los nimeros enteros en China y Grecia.

Fuente: Quiroz (2018)
De esta manera la cultura griega elimina todo aquello que se sume al lado opuesto derecho de
la barra, es decir todo lo que no esta en el lado positivo. A su vez, se genera el rechazo de los
nameros negativos. Con esto se finaliza el apartado historico del surgimiento de la negatividad

en India, Chinay Grecia. Y se continta con la historia de la negatividad en Europa.

2.1.4 Europa entre los siglos XVIy XVIII

Los numeros negativos aparecieron en Europa debido a Fibonacci, quién en el siglo XIllI,
abordaba un problema financiero el cual lo obligd a que la solucién a este fuera negativa. Sin

embargo, rechazo esta concepcidn negativa.



Los nimeros enteros negativos fueron utilizados en varios procedimientos algebraicos sin tener
la concepcion de nimero, sino como cantidades que daban una solucion valida. Se utilizaban
para dar solucion a algunas ecuaciones, pero estos numeros no eran considerados como
solucion. En este periodo de tiempo, se evidencia que no era posible concebir las cantidades
negativas, por lo que los denominaban como numeros inexistentes o falsos, de tal modo que no
era posible encontrar cantidades inferiores al nimero cero. A continuacion, se expone un caso
mas concreto en Europa entre los siglos XVIIlI & XIX donde la negatividad era concebida y

representada a través de fendmenos fisicos y situaciones contables.

2.1.5 Europa entre los siglos XVIII & XIX (Caso de Espafa)

(Rico, Mazz, 2007) realizan una revision de textos escolares espafioles en este periodo y
encuentran que los nimeros negativos eran representados en fendmenos fisicos, situaciones

contables, situaciones temporales o cronoldgicas, y contextos matematicos.

— Los fendmenos fisicos localizados corresponden a desplazamientos, deformaciones,
fuerzas resultantes, temperaturas y capacidades.

— Los fendmenos contables mostraban ejemplos de deuda.

— Los fendmenos temporales, al igual que en el caso de la temperatura, permiten fijar un
punto de referencia, a partir del cual los avances son positivos y los retrocesos son
negativos.

— Los fendmenos matematicos se ponen en juego la estructura algebraica que procede de
la ecuacion a + x = b, y se obtienen las implicaciones de dar valor numérico a su

solucion en el casoenque b < a.



En Europa surgieron un par de afios para que se aceptara la negatividad, sin embargo, fueron
representados en los contextos como los fenémenos mencionados anteriormente por ende desde

esta época los autores plantean introduccion de los nimeros negativos de diversas formas.

2.2 Significados de los conceptos de nimeros positivos y negativos

Lizcano (1993) citado en Vilchez (2017). Menciona que una idea intuitiva de los nimeros
enteros genera dificultades en el aprendizaje, por lo cual se requiere una serie de estrategias
para su ensefianza. Aun cuando los estudiantes hayan sido instruidos sobre nimeros negativos,
esto no garantiza que los defina, los representen y los usen de manera coherente, que los
entiendan y utilicen. En pocas palabras, la instruccion no garantiza un aprendizaje significativo

0 conceptual.

Con la ensefianza tradicional de los nimeros enteros es esperables la aparicion de obstaculos,
junto a otros que son propios de la evolucion del objeto mismo; esto ademas de los errores y
las dificultades en tareas poco rutinarias. No obstante, estos obstaculos, errores y dificultades
son susceptibles de enfrentarse y tratarse para superarse, aunque tal actividad, propia de la
resignificacion del conocimiento matematico escolar, no se logra con facilidad. De tal manera
se busca dar significados a los nimeros que sean apropiados para la conceptualizacion de los

ndmeros enteros.

Los conceptos matematicos escolares se caracterizan por su gran variedad de significados, ya
sea por complejidad matematica o por la diversidad de comprensiones que logran los

estudiantes en su paso por la escuela y la vida diaria.

La génesis y desarrollo de lo que aprende y entiende un estudiante no se limita a lo que
transmite el profesor ni tampoco a los contenidos de los libros de texto; trasfondo hay un trabajo

de reflexion personal, la incorporacion de un lenguaje especifico, la adaptacion e integracion



de nuevos conocimientos y esto relacionarlos con los ya adquiridos. El estudiante incorpora

sus propias apreciaciones y aporta nuevos significados.

2.2.1 Significados que adquieren los estudiantes sobre un objeto matematico

En este apartado se pone en manifiesto la preocupacion de determinar qué y qué tipo de
significados son entendidos y utilizados por los estudiantes cuando tienen que implementar
conceptos matematicos en situaciones inusuales. especificamente, al significado del concepto
de matematicas conocido por los estudiantes, el concepto de nimeros enteros en este caso; no
es de interés determinar el desempefio de este concepto si no resaltar que para que los
estudiantes aumenten sus significados es necesarios dotarlos de instrucciones previas donde
estas instrucciones se articulen con los nuevos conceptos tanto de modo individual como
grupal, estos nuevos significados vienen dotados de nuevos lenguajes, nuevas maneras de
describirlos, de referirlos, de desarrollarlos, etc. Con lo anterior se da una breve
conceptualizacion del término “significado y se pone en evidencia las concepciones que
emergen al momento que los estudiantes comprenden el concepto de ndmeros positivos y
negativos. se considera que el significado de un concepto matematico se constituye desde tres

componentes tomado de Miguel Vilchez Marin (2017):

— Referencia: consiste en la estructura formal en que el concepto se ubica, sus elementos,
las relaciones y propiedades, las cuales permiten valorar la veracidad o falsedad de
aquellos enunciados.

- Los sistemas de representacién: refiere a los aspectos sintacticos determinado por
signos, formas y reglas usuales de expresion y transformacién de las representaciones.

- Sentidos y modos de uso: consisten en los elementos semanticos, dados por el contexto
que emplean, las situaciones en las que aparecen, los fendmenos que estan en su origen

y sus aplicaciones.



Con lo anterior se establece el proceso que establecen los estudiantes como base para las
posibles interpretaciones que logran construir desde su proceso escolar. Dicho esto, se procede

a identificar los significados que aparece en el nimero entero.

2.2.2  Significados del nimero entero:

Para este apartado Maz y Rico (2005) presentan una categorizacion acerca de los fenébmenos y
los tipos de sistemas de representacion utilizados para presentar los nimeros negativos en libros
de texto de matematicas publicados en Espafia. Estos autores justifican la introduccién de los
numeros negativos desde diversas perspectivas, que van desde la interpretacion de situaciones
concretas tales como desplazamientos, hasta la ampliacién formal de la sustraccion, pasando
por interpretaciones operativas y explicaciones retoricas propias de la aritmética. Las
situaciones que utilizan para ejemplificar y caracterizar las cantidades negativas se encuentran

en cuatro grupos:

— Fendmenos Fisicos: Recurren con frecuencia a fendmenos que se dan en la naturaleza
y son explicados mediante leyes fisicas. Estas situaciones estan asociadas a
desplazamientos, deformaciones, fuerzas, capacidad o temperaturas.

— Situaciones contables: Estas situaciones estan relacionadas con el manejo de capitales
mediante la relacion de debe-haber o de deudas y ganancias, esto permite ilustrar
cantidades negativas desde la idea “una cantidad menor que la nada”.

— Situaciones temporales o cronoldgicas: Se refieren a la comparacion de un periodo o
época a una fecha determinada.

— Fendmenos o contextos matematicos: Recurre a los objetos del mundo matematico para
ilustrar los negativos de esta categoria se presentan cinco de ellos: i) comparaciones de
orden. ii) operaciones aritméticas. iii) operaciones algebraicas. iv) secuencias

numéricas. v) posiciones o desplazamientos geométricos



Por otro lado, Gallardo y otros (2010) citados en Vilchez organizan contextos y modos de uso

que se atribuyen a los nimeros negativos.

NuUmero sustractivo: la nocion de nimero se subordina a la de la magnitud. En una resta
de cantidades a — b, siempre b sera menor que a donde a, b son nimeros naturales, es
decir que el signo menos solo tiene un caracter binario a nivel de la operacién
sustraccion.

NUmero signado: Namero natural al que se le designa con un signo mas o menos. Surge
asi la dualidad del signo: binario (signo de la operacion de adicion o sustraccion) y
unario (signo asociado al numero natural).

Numero Relativo: Se concibe la idea de opuestas, en situaciones discretas, asi como la
idea de simetria en situaciones continuas.

Numero aislado: Se acepta un nimero negativo como resultado de una operacion o

solucion de un problema o ecuacion.

Teniendo en cuenta lo anterior, también existen sistemas de representacion de los numeros

enteros, dado que los conceptos se muestran mediante distintos tipos de simbolos, graficos o

signos y cada uno de ellos constituyen una representacion del concepto Castro y Castro (1997)

citado en Mazz y Rico (2007) sus representaciones son:

Verbal: son todas aquellas expresiones o términos que refieren a alguna modalidad de
nimero entero. Los dos términos principales utilizados para comunicar acerca de los
nimeros enteros de positivos y negativos. Este modo de representacion recurre a dar
explicaciones sobre los nimeros negativos mediante descripciones verbales con una
alta carga retorica.

Numeérica: se utilizan combinaciones de nimeros y signos para dar idea y explicar las

cantidades negativas. Todos los autores utilizan notaciones numéricas para presentarlas.



— Simbdlica: son aquellas notaciones, signos y reglas que hacen referencia a los niUmeros
enteros (+ 0 -).

- Grafica: son aquellas representaciones que denote como un esquema o dibujo los
nimeros enteros, como lo es en el caso de la recta numérica. los ejes cartesianos
(coordenadas enteras), el color (nUmeros rojos para resaltar los nimeros negativos).

— Algebraica: estas representaciones combinan los nimeros con los signos y las letras; se
utilizan las ecuaciones como recurso para mostrar cOmo surgen y se operan las

cantidades negativas.

En los primeros afios de escolaridad, se les ensefia a los estudiantes la nocion de suma, la cual
esta relacionada con la accién de afiadir y se representa con el signo +, del mismo modo se
ensefa la nocion de resta la accion de quitar y se representa con el signo -. La accion de quitar,
la operacion de restar y el signo - toman una profunda vinculacion entre si, debido a que el
estudiante al escuchar una situacion problema asociado a alguna de las representaciones
directamente lo relacionan con la accion de restar o quitar. Esto genera una posible
interpretacion “general” de este signo, por ende, en el siguiente apartado se pretenden trabajar
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y exponer todas las posibles interpretaciones de

2.3 Interpretaciones del signo “-”

Este apartado presenta algunas nociones respecto a las interpretaciones que se le asignan al
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signo “-”.

2.3.1 Primera interpretacion: Negatividad

En el surgimiento de la negatividad matematica, los nimeros negativos eran representados con
colores distintos, como la accion de “deber” o en otros casos no eran concebidos ni se tenia

como una posibilidad de los nimeros. Afios mas adelante se establece que este mismo signo



pasa a ser una denotacion de los nUmeros negativos. Estas interpretaciones se exponen en el

apartado historico en las culturas China, Gracia E India

2.3.2 Segunda interpretacion: Operacion “resta”

El aprendizaje de la suma y la resta comienza en la etapa infantil de una manera informal a
través de situaciones cotidianas, a lo largo de la escolaridad y a medida que se introducen los
sistemas numéricos, en ocasiones los nifios se apoyan en las “palabras clave” como (mas,

menos, afladir, quitar...) y con esas palabras resuelven el problema con una suma o una resta.

Ejemplo:

Miguel tenia 8 caramelos, se comio algunos y ahora tiene 3, ;cuantos se comio?

8-3=5

Con frecuencia, los estudiantes que cometen errores al efectuar operaciones simples con restas.
Las respuestas erroneas son debidas a malas aplicaciones de las reglas, a veces los alumnos
inventan reglas falsas que las pueden llevar a resultados correctos o incorrectos, segun sean los
signos de los numeros, es por ello, que les resulta complicado modificarlas generando una serie

de dificultades:

Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos:

— Hay una nueva notacion para los numeros positivos: +2 = 2.

- El signo menos tiene dos significados distintos, como signo del nimero y como
operacion de resta.

- Aparece una mayor complejidad sintactica: paréntesis y signos.

- Se dan nuevas reglas para las operaciones.



Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico:

— Los nimeros negativos tienen menos usos que los nimeros positivos. Por ejemplo,
con los numeros negativos no podemos establecer el cardinal de un conjunto.

— Se identifican las operaciones de suma y resta.

-~ Hay un cambio en el efecto de las operaciones: sumar (multiplicar) no siempre es

aumentar, restar (dividir) no siempre es disminuir.

Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza:

- Laensefianza basada sélo en las reglas que rigen la operatoria puede causar
problemas a muchos estudiantes que necesitan situaciones concretas en las que
apoyarse.

— No se conecta con el conocimiento previo de los estudiantes sobre los nimeros

positivos.

Este concepto de resta como “quitar” se sigue utilizando en los problemas con numeros

negativos, como se evidencia en la siguiente situacion:

(-3)- (-9 =1

(13

En el ejemplo anterior el estudiante ignora el signo “-”” que acompafia al nimero cuatro y solo
presente el signo que antecede el termino (—4) el cual hace referencia a la operacion resta,
pese a que la resta estd implicita el estudiante no interpreta el trasfondo de la situacion, sino

que solo tiene presente el signo menos.

Teniendo en cuenta lo anterior, se presenta el caso mas extenso en donde los nimeros estan
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acompafiados por el signo



Segtn Cid (2002) citado en Pujol (2011) “Los estudiantes al enfrentarse (+70) — (—10) =
+70 , su resultado es positivo, debido a que si se tienen 70 pesetas y se perdona la deuda de
10 pesetas se obtiene como resultado las mismas 70 pesetas”, debido a que el estudiante asocia
“-” con la accion de deber (operacion resta). Este razonamiento es valido desde un punto de
vista de sentido comun, porque los estudiantes gran parte de su escolaridad estan familiarizados

con este tipo de ejercicios.

2.3.3 Tercera interpretacion: NUmero entero

Para entender la interpretacion del nimero entero Gonzélez., M (1995) expresa que el punto
central de los nimeros se encuentra en el nimero cero, debido a que posee una la propiedad de
“extensible en el sentido positivo y en el sentido negativo, puesto que se considera que el cero
tiene dos caras, una estara denotada por £, que es la base de la extension hacia la parte positiva

de 0 y la segunda denotada por a, que marca la posibilidad de disminucion de 0.”

Cid (2002) citado en Pujol (2011) menciona que para llegar a la construccion del nimero entero
es necesario hacer uso del método deductivo para asi relacionar a los estudiantes con el
contexto, ya que no conciben la idea de que antes del nimero 0 existen mas nimeros y que
estos sean negativos. Teniendo en cuenta lo anterior se presenta el siguiente ejemplo (el cual
estd asociado a una situacion de ascensores) que muestra en su medida el razonamiento del

método.



3 Tercer piso

2 i -~ Segundo piso

1 : —— Primer piso

0 — — Planta baja

? T — Primer subterraneo
?? Segundo sublerraneo

llustracién 6 Una introduccion hibrida de los nimeros enteros
Fuente: Pujol, Matos, Piquet (2011)
Si se encuentra un estudiante en el segundo piso y desea subir un piso mas, se encontrara en el

tercer piso, esta afirmacion se representa como: 2+1=3.

Otro ejemplo es que el estudiante se encuentre ubicado en el primer subterraneo y desea subir

un piso mas, lo anterior se puede expresar por? +1 = 0.

Con la expresién los estudiantes no se encuentran familiarizados porque no existe ningin
numero que al ser operado con otro dé como resultado el cero o la nada, ya que su aprendizaje
esta ligado a los nimeros naturales. En los ejemplos mostrados anteriormente, se evidencia una
relacion entre los pisos, debido a que estan expresados de forma ascendente, porque desde un

piso determinado se suma o se agregan determinados pisos que se desean subir.

Este suceso se interpreta como: Un nimero al ser sumado, se expresa como si se estuviera

restando, es decir que desde esta afirmacion se da un primer acercamiento a la expresion (-1).

Si estamos en el segundo subterraneo y se desea subir tres pisos estaremos en el primer piso,

lo anterior se expresa como:

“?243 =1



De la misma forma que si estamos en el primer piso y se desea bajar tres pisos mas, lo anterior

Se expresa como.

1-3 =7

Con las expresiones anteriores se interpretan que los estudiantes al analizar estos ejercicios

encuentran el valor conocido:

743 =1
?7+3—-3=1-3
?7=1-3

7= -2

En el ejemplo mostrado, se tiene en cuenta que, si un namero al cumplir con estas relaciones
pareciera que se suma, en realidad se estan restando dos. Con los ejemplos presentados
anteriormente y el analisis realizado concluimos la tercera interpretacion que se da en la escuela

¢

del signo “-” y seguimos con una ultima interpretacion.

2.3.4 Cuarta interpretacion: Opuesto aditivo

El opuesto de un namero es el nimero que al ser sumado con primero da como resultado el
maodulo de la suma (el 0 en este caso). Cada nimero entero tiene su opuesto. EI opuesto de un

numero tiene el mismo valor absoluto, pero signo contrario. El opuesto del nimero 0 es 0.

Segun Cid (2002) citado en Pujol (2011) “El estudio de la epistemologia de los nimeros
negativos hace un énfasis en el seno del algebra, ya que su aceptacion se dificulté por la
matematica clasica de interpretar objetos algebraicos como objetos de la aritmética elemental”
Seguido de esto se encuentran operaciones como “ =5 + 7 “o “—5 — 77, donde su respuesta

se obtiene al realizar la operacion resta “-”. Ahora si se considera “-5”, el signo “-” puede



interpretarse como el opuesto aditivo de 5 0 como el negativo de 5. Lo cierto es que en el caso
de —(—5), el primer signo “-” representa el opuesto aditivo de -5, y no se puede expresar como

el negativo del negativo, sino como el opuesto aditivo de un nimero negativo.

La introduccion abordada desde un punto de vista hibrido, nos permite visualizar los resultados
obtenido a través del ejemplo del ascensor, debido a que si tenemos en cuenta los valores
presentados en la recta numérica y en los demas modelos, podemos aceptar facilmente que el
efecto que posee la resta en los numero naturales satisface el modelo del ascensor, por lo que
sisetiene “— 5 — 7 = —12” el camino logico indica que podemos aplicar la ley de signos, por
medio de los cuales los signos iguales se suman, asi como los signos diferentes se restan, del
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modo que el estudiante aplica la misma suma, pero al final sabemos que el signo “-” representa

la accién de restar

Finalmente, la polisemia del signo “-”” muestra los diferentes significados de este signo, debido
a que como se evidencio en este apartado, fue posible interpretarlo a partir de un modelo
hibrido, sus posibles interpretaciones desde un método descriptivo representaciones como la
resta, la ley de signos, y el inverso de un nimero positivo. Sin embargo, a través de los afios
varios autores describen una idea o propuesta de ensefianza para trabajar los nimeros enteros.

Uno de ellos se presenta a continuacion.

2.4 Propuestas de ensefianza de los nUmeros enteros

Segun Arcavi y Bruckheimer (1981) citados en Cid (2003) realizan una clasificacion de algunas
propuestas de introduccion de la multiplicacion de los numeros enteros en la escuela. Estas

clasificaciones son:

Introduccién memoristica: Se basa en presentar las reglas de las operaciones con nimeros

enteros con el fin de memorizarlas.



Introduccidn inductiva: Se basa en el descubrimiento y generalizacion de regularidades, por

ejemplo:

Tabla 1.Ejemplo de una introduccion inductiva

5-3=2 4x3=12
5-2=3 4%x2=8
5-1=4 4x1=4
5-0=5 4%x0=0

Fuente: Elaboracion Propia

Sabemos que en la parte izquierda aumenta de a 1, y en la parte derecha aumenta de a 4.

Del mismo modo se introducen los nimeros negativos de la siguiente manera:

Tabla 2. Ejemplo de los niUmeros negativos

5—(-1) = 6 4x(-1) = —4
5—(=2) =7 4x(-2) = —8
5 — (-3) = 8 4x(=3) = —12

Fuente: Elaboracion Propia

Teniendo en cuenta la tabla 2, nuevamente en la parte izquierda aumenta de a 1, en la parte
derecha aumenta de a 4, y la regularidad permite inducir unas reglas o comportamiento del

signo de los factores en la multiplicacion de dos nimeros enteros.

Introduccién Deductiva: Se basa en afiadir a los nimeros naturales los simétricos de la suma,
definiendo sus operaciones entre los nimeros, como por ejemplo las propiedades asociativa,

conmutativa, distributiva, existencia de inverso aditivo, etc.



Introduccidn constructiva: Consiste en construir los nimeros enteros como un conjunto de

pares ordenados con una relacion de equivalencia.

Los elementos mencionados anteriormente estaban enfocados a una breve introduccion de la
multiplicacion de los nimeros enteros en la escuela. Por otro lado, existen algunas propuestas
de ensefianza de los nUmeros negativos que me permiten relacionar este nimero con el contexto

actual, como se presenta a continuacion.

Cid (2003) establecié modelos de neutralizacién o modelos de desplazamiento de la ensefianza

de los nimeros enteros.

En los modelos de neutralizacidn se consideran cantidades de magnitud. Cuando dos cantidades
son iguales en el valor absoluto, pero de sentidos opuestos, es aqui donde se neutralizan entre
si. Algunos ejemplos de modelos de neutralizacion son: Las deudas, acciones de afadir, quitar,

reunir o separar.

Un modelo de desplazamiento de los nimeros enteros indica desplazamientos o posiciones de
uno a otro lado de la posicion origen. Algunos ejemplos de modelos de desplazamiento
podemos son: el termdmetro, el ascensor, las escaleras que se suben y bajan, las posiciones y
desplazamientos sobre la recta real. Llegados a este punto procedemos a dar por concluido el

apartado de propuestas y métodos de ensefianza en estudiantes de nimeros enteros.

2.5 Obstaculos, errores y dificultades.

En el proceso de construccion de un conocimiento matematico surgen sisteméaticamente errores
los cuales son un mecanismo de aprendizaje basado en el ensayo y la repeticion, por lo que
para el docente debido a que influyen en el aprendizaje de los estudiantes para la adquisicién

de los diferentes contenidos matematicos; es tambien importante mencionar que hacemos



referencia a los posibles errores asi como dificultades, las cuales son el resultado de las

dificultades de los estudiantes al ensefiarles contenido relacionado con las matematicas

Existen investigaciones que indagan por estas dificultades, obstaculos y errores de manera
general, para asi reconocer problematicas que se estan cometiendo y al mismo tiempo a realizar

acciones que corrijan este proceso.

Socas Robayna (1997) en su tesis doctoral cuenta de manera general sobre las dificultades,

obstaculos y errores en el aprendizaje de las matematicas.

2.5.1 Dificultad:

Siguiendo los enunciados del autor, la palabra dificultad hace referencia al problema que surge

cuando una persona intenta lograr algo, por lo tanto, una dificultad se entiende como un

inconveniente o barrera para superar 0 conseguir un determinado objetivo. Las dificultades
que se presentan en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas son de naturaleza
diferente y se pueden abordar desde distintas perspectivas. Estas pueden ser agrupadas en cinco

grandes categorias: (Socas Robayna, 1997)

— Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos de las matematicas.

— Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.

- Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje
de las matematicas.

— Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los estudiantes.

- Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas.



2.5.2 Obstéaculo:

Es un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento. No se trata de una falta de
conocimiento, sino de algo que se conoce positivamente, es decir un conocimiento en
construccion, que es valido en un cierto momento o circunstancia, pero invalido en otras. Ahora
bien, un obstaculo se manifiesta por los errores que no son debidos al azar, son errores que

aparecen repetitivamente, son reconocibles, se percibe cuando van a parecer y persisten.

2.5.3 Error:

Los errores a menudo son el resultado de concepciones inadecuadas acerca de aspectos
fundamentados en las matematicas. Se pueden presentar cuando el estudiante utiliza
procedimientos imperfectos y posee concepciones inadecuadas que no son reconocidas por el

docente.

Teniendo en cuenta, las definiciones de dificultad, obstaculo y error se procede a realizar un

esquema que permite reconocer las diferencias entre ellas.

Tabla 3 Diferencia entre dificultad, error y obstaculo

DIFICULTAD

ERROR

OBSTACULO

Puede ocurrir que el alumno
no tenga los conocimientos
necesarios

precisos para

poder aprender el nuevo
contenido y, por lo tanto, la
distancia entre el nuevo
contenido y lo que sabe el
alumno no es la adecuada.

(Villalobos, 2011)

En ocasiones el error no se

produce por falta de
conocimiento, sino porque el
alumno usa un conocimiento
gue es valido en algunas
circunstancias, pero no en
otras en las cuales se aplica

indebidamente.

Las dificultades se presentan como

puerta de oportunidad para

reflexionar  sobre las  metas
alcanzadas y decidir que pasos
tomar para la adquisicion de nuevo

conocimiento.

Una fuente de dificultades de

Socas (1997) sefiala que el

Es aquel conocimiento que ha sido




aprendizaje de los
estudiantes de primaria hay
gue buscarlas en el hecho de
que algunos alumnos ain no
han

superado la etapa

preoperatoria 'y realizan
operaciones concretas, o bien
que aquellos que todavia
estan en la

etapa de las operaciones
Concretas realicen

operaciones formales.

error es la presencia de un
esquema cognitivo
inadecuado en el alumno y no
solamente una consecuencia
de una falta especifica de

conocimiento.

en general satisfactorio durante un
tiempo para la resolucién de ciertos
problemas especificos y que por esta
razon se fija en la mente de los
estudiantes, pero que
posteriormente este conocimiento
resulta inadecuado vy dificil de
adaptarse cuando el estudiante se

enfrenta con nuevos problemas.

Las dificultades se presentan
por los siguientes motivos
Dificultades  relacionadas

con los contenidos

matematicos.
Dificultades relacionadas
con el desarrollo psicol6gico
de los alumnos.
Dificultades relacionadas
con la falta de dominio de los

contenidos matematicos.

Algunas falencias que se
presentan son los siguientes

puntos a tener en cuenta

Datos mal utilizados: Errores
gue se producen por alguna
discrepancia entre los datos y
el tratamiento que le da el
alumno; esto puede
presentarse porque afiaden
datos extrafios; se olvida algln
dato  necesario para la
solucion; se contesta a algo
gue no es necesario o se hace
una lectura incorrecta de la

situacion.

Interpretacion incorrecta del
lenguaje: Son errores se deben
a una traduccidn incorrecta de
hechos matematicos descritos
en un lenguaje simbdlico

distinto.

Algunos obstaculos estan asociados

hacia:

La tendencia a confiar en engafiosas

experiencias intuitivas.

La tendencia a generalizar, esto
puede ocultar la particularidad de la

situacion.

El lenguaje natural.

Esto relacionandose a la propuesta
del Autor Guy Brousseau quien
desde la didactica los clasifica de
origen ontogénico, 0 psicogénico,
de origen didactico y de origen

epistemoldgico.




Inferencias no vélidas
I6gicamente: Estos errores se
deben a fallas en el
razonamiento y no se debe al

contenido especifico.

Falta de verificacion en la
solucion. Se presenta cuando
se realiza todo el
procedimiento completo,
excepto el resultado final del

problema planteado.

Errores técnicos: En esta
categoria se incluyen los
errores de calculo, al tomar de
una tabla en la manipulacion
de simbolos algebraicos vy
otros derivados de la ejecucion
de algoritmos. (Villalobos,
2011)

Fuente: Elaboracion Propia
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Sin embargo, permite que se logre realizar un acercamiento sobre la polisemia del signo “-”,
ya que desde la antigtiedad se implementd el término de negatividad, y fue evolucionando en
el transcurso de los afios. Con estas interpretaciones se logran identificar dificultades, errores
y obstaculos que se presenta a lo largo del aprendizaje de los nimeros enteros dentro de la

ensefianza de ciencias exactas a nivel de secundaria y media académica



3 MARCO METODOLOGICO

Este trabajo de grado es un estudio en el paradigma de investigacion cualitativo, ya que la
pregunta de investigacion sugiere un objeto que se observa y describe desde la realidad que
vive un grupo de personas durante su aprendizaje y no tiene el objetivo de medir los fendémenos
estudiados con el fin de ser analizados; en este caso, reconocer los tipos y caracteristicas de las
dificultades, errores y obstaculos en los estudiantes para profesor de matematicas durante la
resignificacion del signo ““-”.

A su vez, el trabajo se desarrolla desde el enfoque descriptivo porque el interés principal es
rastrear, sin juzgar, las diversas descripciones que subyacen a las acciones, las interacciones y
la realidad, de modo que se profundiza en la comprensién del objeto de estudio.

Por otro lado, el trabajo es de tipo exploratorio, ya que estos se realizan cuando el objetivo es
examinar un tema o problema de investigacion poco estudiado, del cual se tienen muchas dudas
0 no se ha abordado antes. En la revision de literatura realizado se identifican trabajos sobre el
aprendizaje o la ensefianza del algebra en estudiantes de educacion basica y en algunos casos
la universitaria, pero ninguno aborda la polisemia de los simbolos algebraicos, especialmente

el de “-” en estudiantes para profesor de matematicas.

3.1 Poblacién

La poblacion de estudio son los estudiantes de tercer semestre del espacio de formacion
Problemas de la Divisibilidad del proyecto curricular de Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas del periodo académico 2021-1 en modalidad
virtual, pues alli uno de sus objetivos es generar diversas experiencias que potencien y
posibiliten un tratamiento estructural al concepto de entero, ubicandolo como objeto
matematico que posee propiedades especificas. Asi, la resignificacion del papel de las

propiedades de las operaciones en el estudio del conjunto de los numeros enteros, asi como el



tratamiento simbolico del algebra de ese conjunto numérico, se hace imperativo. Siendo
conscientes de que los estudiantes asistentes al espacio de formacién ya tiene una formacion
previa en simbolismo algebraico y el estudio de los nUmeros enteros, son una poblacién en la
que la resignificacién de estos asuntos aparece de manera natural para avanzar en la
problematizacion y estudio de los problemas de la division en Z; mas concretamente, la
resignificacion signo “-”, propio del algebra de Z, impone un ambiente de resignificacion que
deja expuestos errores, obstaculos y dificultades de los estudiantes para profesor al tratar este

signo.

3.2 Fuentes de informacion

La informacion recolectada sobre la resignificacion, obstaculos errores y dificultades de los
estudiantes se obtiene de grabaciones de Google Meet de cuatro sesiones de la clase del espacio
de formacion de problemas de la divisibilidad. Se analizaron las producciones grupales de tres
equipos de estudiantes, que consistieron de demostraciones y lectura o escritura de expresiones

algebraicas en el conjunto de los nimeros enteros.

3.3 Técnicas de recoleccion de informacion

Recolectar los datos implica elaborar un plan detallado de procedimientos que nos conduzcan

a reunir datos con un proposito especifico. Para esto se presentan las siguientes caracteristicas:

— ¢Cudles son las fuentes de las que se obtendran los datos? La informacion ser& proporcionada

por estudiantes y profesores en el que se encuentran grabaciones de clases, producciones de
los estudiantes a los problemas y tareas propuestas por el profesor en trabajos y parciales.

— ¢En ddnde se localizan las fuentes? En los estudiantes de tercer semestre que pertenecen al

espacio de formacion Problemas de la Divisibilidad del proyecto curricular de Licenciatura

en Matematicas de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.



- ¢De qué forma vamos a prepararlos para que puedan analizarse y respondamos al
planteamiento del problema? Se emplea una técnica de categorizacion, la cual busca reducir
la informacion para expresarla y describirla de manera conceptual, mediante un estudio de
caso a partir de la informacion de las grabaciones de trabajo colaborativo de algunos grupos
de estudiantes, se desea realizar un analisis profundo y detallado de los errores, obstaculos y

dificultades que emergen durante el trabajo colaborativo.

3.4  Fases de investigacion

Este trabajo se desarrolla en cuatro fases. La primera esta enfocada al disefio del marco tedrico,
en donde se buscan documentos relacionados a la historia de la negatividad, polisemia del signo
“-”_ significado de los nimeros enteros, ensefianza y aprendizaje de los nimeros enteros y
finalmente errores, obstaculos y dificultades. En la segunda fase se realiza un disefio
metodoldgico para resolver la pregunta de investigacion, destacando fuentes de informacién,
técnicas, métodos e instrumentos de recoleccion de informacidn, categorias de anélisis previas
y método de analisis de la informacion. En la tercera fase, se realiza un andlisis de la
informacion recolectada, especificamente grabaciones de clase, trabajos y parciales de los
estudiantes del espacio de formacion de Problemas de la divisibilidad. La cuarta fase esta

enfocada a la obtencion de resultados y conclusion de la investigacion, asi como de la

finalizacion del informe de trabajo de grado.



4 ANALISIS DE LA INFORMACION

Se analizaron, entre otras cosas, cuatro sesiones de clase. La primera sesion de clase tiene por

¢

objetivo identificar las diferentes interpretaciones que dan los estudiantes al signo en el
algebra y la aritmética de los nimeros enteros. Por esto, el profesor inicia con la pregunta:
En la expresion -2 ¢ Qué viene a su cabeza cuando la ve?; En qué situaciones
aparece? ;Qué interpretacion le da al signo “-"?
Los estudiantes exponen sus respuestas en el chat de la clase y es una de las principales fuentes
de informacion. Luego, le profesor busca que los estudiantes identifiquen similitudes y
diferencias en las respuestas, a la vez que los estudiantes amplien verbalmente sus respuestas.
En la segunda parte de la sesion se realiza el mismo tratamiento, pero con la siguiente pregunta:
En la expresion -x ¢Qué viene a su cabeza cuando la ve? ¢ En qué situaciones

aparece? ;Qué interpretacion le da al signo “—"?

El tratamiento de las respuestas a esta pregunta sigue el mismo esquema de la anterior.

En la segunda sesion de clase se realiza un analisis de las interpretaciones de los estudiantes,
pero en esta ocasion el docente discute la validez de las interpretaciones expresadas por los
estudiantes. En la discusion, vuelven a aparecer ideas, afirmaciones o respuestas a preguntas
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que exponen obstaculos, errores y dificultades por la polisemia de signo “-”, por lo que

constituyen una fuerte de abundante informacion.

En la tercera sesion de clase se retoman las nociones encontradas en las sesiones de clase
anteriores y se enfatiza en dos conceptos asociados a la interpretacion del signo “-: opuesto
aditivo y negatividad y se realiza una formalizacion de estas dos interpretaciones, identificando

y asignado las propiedades algebraicas de cada una.



La cuarta sesion de clase tiene el objetivo de formalizar la interpretacion de “-”” como resta,
asi como estudiar y aplicar sus propiedades en la demostracion de proposiciones sobre las
operaciones en Z.

Como segundo lugar del analisis se tuvieron en cuenta trabajos grupales conformados por tres
estudiantes del espacio de formacion, el cual consistia en demostrar la validez de un conjunto
de identidades algebraicas de Z. En el desarrollo de los trabajos los estudiantes resolvian los
ejercicios con ayuda de las propiedades del algebra de los nimeros enteros que fueron
socializadas en el transcurso de las sesiones de clase.

Por Gltimo, se analizaron unas sesiones de tutorias desarrolladas en clase con el objetivo de que
el grupo presentaran el trabajo elaborado e identificar la forma en que los estudiantes explicaba
su trabajo a través del lenguaje natural. Al momento de realizar un proceso de reflexion para
analizar la informacion presentada respecto a los errores, obstaculos y dificultades identificadas
en las sesiones de clase, se procede a organizar la informacion segun la interpretacion del signo
“-” identificada en las respuestas de los estudiantes.

El andlisis de estas cuatro sesiones de clase permitié identificar obstaculos, errores y
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dificultades que presentan los estudiantes al tratar el signo en el algebra de Z en tareas de
demostracion de propiedades y tratamiento algebraico de expresiones algebraicas. Los
resultados se organizan y presentan segln la interpretacion de “-” y luego se relacionan entre

si. En el siguiente esquema se presentan los obstaculos, errores y dificultades identificados, y

en esa misma estructura se conceptualizan y evidencian en lo que sigue de esta seccion.



Interpretaciones del signo ©- *

Interpretacion 1: *-" Como Inierpretacion 2: “-” Coma Inferpretacion 3: “-” Como
negatividad pertenencia del confunto mibmeras aperdcion resia
erteros
Dificultades: |
i - Dificultades:
1) Asociada a la complejidad de los Dificultades: | )
objetos de las matematicas. 1)Generalizacién de nimero entero. 1) Asociada a lz complejidad de los
objetos de las matematicas.
Obstéculos: Obsticulos:
.. L Ohbstacules:
1)Negativo siempre a la izquierda. 1) Siempre niimero entero. s i
2)51empre negativo. lempre resta.
2)Si tivo.
3)Imposicion de 1o formal. }Siempre negativo
Ermrores:
— 1)[gnorancia del signo. r—
o 2)Omisién del Contexto o
1)Omisién del contexto. 3) Uso de propiedades fitera del 1)lgnorancia del signo.
contexto. 2)0misicn del contexto.
4) Definicién de resta como
estrategia incorrecta.

llustracion 7 mapa de categorias de resultados
Elaboracion propia

El grafico anterior es el mapa de categorias que se encontraran a lo largo de la lectura del
analisis de las diferentes evidencias, el cual esta expone los obstaculos, errores y dificultades
identificadas por cada interpretacion encontrada sobre el signo “-”.

En una primera rama se encuentra la interpretacion del signo “-” como negatividad en ella se
describe una dificultad, tres obstaculos y un error.
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En la segunda rama encontramos la interpretacion del signo “-” como condicion de pertenencia
al conjunto de los nimeros enteros, aqui se describen dos dificultades, un obstaculo y cinco
errores.

Y por ultimo se encuentra la interpretacion del signo “-”” como operacion resta en el cual emerge
una dificultad, dos obstaculos y dos errores.

Las interpretaciones mencionadas anteriormente se evidencian desde diferentes fuentes

analizadas: las diferentes producciones de los estudiantes y grabaciones de clase. A



continuacion, se encuentran cada una de las interpretaciones del cuadro, descritas

detalladamente con sus respectivas dificultades, obstaculos y errores encontradas.

4.1 Primera interpretacion: “-” como negatividad

Basados en el gréafico la primera interpretacion consiste en relacionar el signo “-” con
negatividad, es decir que se realiza la diferencia entre los nimeros positivos y ndmeros
negativos. Esta interpretacion puede observarse en las siguientes respuestas de los estudiantes
a la pregunta:

¢ Qué entiende, o que se le viene a la cabeza cuando ve -2?

4.1.1 Dificultades

La primera dificultad encontrada en la interpretacion de “-” como negatividad se encuentra en
la siguiente interpretacion:

“La expresion -2 significa con el simbolo "-" un nimero negativo, esto quiere decir dos
negativos, pero cuando se trata de la interpretacion pues cuando esta esté simbolo en la parte
de la izquierda junto a un namero, esto para mi significa nUmero negativo, pero cuando el
simbolo "-" esta a la derecha significa resta”

[T3A]

En esta respuesta se aprecia que el estudiante concibe correctamente que al lado izquierdo
de un nimero positivo representa negatividad, pero considera que puesto a la derecha significa
resta, sin tener en cuenta sus condiciones, propiedades, etc. El estudiante asemeja la posicion
del signo con una operacion bésica, lo cual no es valido ya que cuando se presenta la expresion
2- pierde su significado, la expresion no tiene sentido o interpretacion algebraica o aritmética.
Por lo anterior, se logra identificar una dificultad asociada a la complejidad de los objetos de
las matematicas donde interviene la comunicacion de los objetos matematicos principalmente

de forma escrita. Esta dificultad se presenta a través de los signos matematicos y con ayuda del

lenguaje natural se intenta explicar cada interpretacion o pensamiento. Hace referencia al



lenguaje de los signos ya que son fuente de confusion en los estudiantes debido a sus diversos
significados, a sus reglas formales en las distintas operaciones. Esta dificultad recae en la
respuesta del estudiante debido a que esta ignorando las caracteristicas principales para que el
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signo “-” actlie como resta; como operacion binaria.
A su vez se identifica esta misma dificultad en otra interpretacion:

“-2 un nimero negativo por el signo menos (-), nUmero que se puede hacer participé de una

resta”

En esta respuesta se aprecia que el estudiante concibe por separado el signo “-” y el nimero 2,
pues sustenta que cuando ve el signo “-” acompafiando una expresion de una vez lo asemeja a
la negatividad, y esté la ve asociada a la recta numérica. En esta acotacion se identifica el uso
de la palabra “menos”, que en el contexto de la resta es valida, pero invalida para esta
interpretacion, y sigue generalizando que todo numero acompafiado de “-” refiere a menos,
donde esta palabra tiene otro significado. Es valido decir “menos dos” en el contexto de la resta
y en el de la negatividad seria el negativo de dos.
Esta dificultad se asocia a la complejidad de los objetos matematicos debido a que esta
dificultad esta relacionada a la comprension y comunicacion de estos objetos de forma escrita

y se realiza a traves de los signos matematicos. Es decir que se genera un conflicto ya que se

rompe una regla gramatical en donde no siempre el signo “-” me asocia negatividad.

4.1.2 Obstaculos

Para esta primera interpretacion se encuentra el obstaculo “negativo siempre a la izquierda”.
En el cual se evidencian las siguientes interpretaciones:

“Para mi en el conjunto Z, -2 describe un nimero que por la rayita interpreto que este nimero
es negativo, y el valor absoluto me indica la posicion del numero”.

¢ 9

Puede apreciarse que el estudiante asigna a la el nimero negativo, pero ademads asocia la

negatividad con la posicion del nimero en la recta numérica, pues como tradicionalmente se le



presenta los numeros negativos van a un lado respecto del cero y los nimeros positivos al lado
opuesto de ello. Esta interpretacion es valida siempre y cuando se emplee la recta numérica
como representacion de los niUmeros enteros, y es claro que la direccién de la recta ha de ser
siempre la mismay en no seria aceptado un cambio en la ubicacion de los numeros. Esto genera
un obstaculo denominado “negativos siempre a la izquierda” pues se asume que en la recta
numérica los numeros positivos estan a la derecha del origen y los negativos a la izquierda. Sin
embargo, cuando se le presentan los nimeros negativos desde un plano cartesiano ya no es
valido por qué existen niUmeros negativos que estan ordenados verticalmente. Tampoco se
aceptaria que, en una vista de la recta desde otro punto, los nimeros negativos se ubicaran a la
derecha.

Este obstaculo se identifica en la respuesta de otro estudiante, quien afirma

“Cuando veo esta expresion me imagino un plano cartesiano € interpreto el -2 como el
opuesto de 2, es decir, el negativo de 2.”

I3RS

En esta afirmacion se evidencia que el estudiante interpreta el signo como algo opuesto
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donde asigna al signo “-”” el nimero negativo, pero ademas asocia la negatividad con la posicion
del nimero en la recta numérica, pues como tradicionalmente se le presenta los nimeros
negativos van a un lado respecto del cero y los nimeros positivos al lado opuesto de ello. Esta
afirmacion es valida siempre y cuando se emplee la recta numérica como representacion de los
nlmeros enteros. Esto genera un obstaculo denominado ‘“nregativo siempre a la izquierda”
pues se asume que en la recta numérica los nUmeros positivos estan a la derecha del origen y
los negativos a la izquierda. Sin embargo, cuando se le presentan los nimeros negativos desde
un plano cartesiano ya no es valido por qué existen nimeros negativos que estan ordenados
verticalmente.

El segundo obstaculo, basados en la ilustracion 7 pertenece a “siempre negativo”. En este se

evidencian las siguientes interpretaciones:



“Al ver esta expresion, la rayita la interpreto como un negativo, en este caso hace que el dos

’

se convierta en un numero negativo’

9 (13

Esta interpretacion de se asocia a un obstaculo denominado “-” siempre negativo, el cual

(1A

nace cuando el estudiante generaliza el uso de como negatividad para todos los casos. Si

¢

bien “-” como negativo es valida cuando el nimero que acompaia es un entero positivo como

el en caso de—2,—3,.—4, no en todos los casos esta interpretacion es valida; En la
expresion —(—2), —(—3). la primera “ — ” no representa negatividad sino por el contrario hace
que el nimero sea positivo.

Otra interpretacion asociada a este mismo obstaculo recae cuando los estudiantes mencionan:

En la expresion -x ¢Qué viene a su cabeza cuando la ve? ¢En qué situaciones aparece? ¢Qué

“

interpretacion le da al signo
A lo que un estudiante responde “Xx puede ser un nimero cualquiera, pero con la "rayita" ya

lo interpreto como un numero cualquiera NEGATIVO”

€ 9 ““

Esta interpretacion de se asocia a un obstaculo denominado “-” siempre negativo. El cual

(132

nace cuando el estudiante generaliza para todos los casos el uso de como negatividad. Si
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bien “-” como negativo es valida cuando el nimero que acompaifia es un Z positivo como el en

caso de-2, -3, -4, no en todos los casos esta interpretacion es valida; En la expresion -(-2), -(-

6 9

3). la primera no representa negatividad, sino por el contrario hace que el nimero sea

positivo.
Por otro lado, se encuentra:

“como el menos dos no tenia ningun contexto lo asocie a la negatividad”

¢ 9 &«

Esta interpretacion de “-” se asocia a un obstaculo denominado siempre negativo. El cual
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nace cuando el estudiante generaliza para todos los casos el uso de “-” como negatividad. A su

vez el estudiante esta ignorando las caracteristicas principales de la operacion resta. Y asocia
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cualquier nimero que esté acompanado de “-” como “menos”.



Por ultimo, se describe el tercer obstaculo relacionado a “imposicion de lo formal” en las
siguientes interpretaciones:

“Cuando veo la expresion -x o interpreto como un nimero negativo desconocido. O, en el
plano cartesiano como uno de sus ejes (los ejes horizontales se representan con la x y con la -
X, pero desde el cero hacia la derecha esta la x y los nimeros positivos y desde el cero hacia
la izquierda esta la -x y los nimeros negativos).”

Se observa que hay una falsa generalizacion de la interpretacion de “-”” como negativo del caso
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aritmético al caso algebraico, de modo que todo aquello que lleve la es un indicador de
negatividad. Pero ademas es un obstaculo imposicion de lo formal provocado por la generalidad
que se mencionod, pues en este caso X es cualquier nimero entero y “-” puede representar -2 0
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-(-2). En el primer caso “-” representa negatividad, pero en el segundo no .
Otra interpretacion que pertenece a este obstaculo es:
“La interpretacion que le doy al signo es la de ser la que le asigne un valor (positivo o
negativo) al término expresado, en este caso seria el negativo de x, y puede aparecer
en situaciones en las que estemos operando o trabajando sobre una expresion
algebraica.”
“Por la expresion -2, entiendo que es una "transformacion” realizada a una medida o punto
de referencia "inicial™, al signo "-", lo entiendo como un indicador de que el nimero que lo
acomparia es un numero negativo.”.
El estudiante agrega una nueva palabra la cual es asociada a una transformacién; esta es
entendida como el signo, también tiene una interpretacion en su aplicacién, ya no como una
posicion, sino como un movimiento respecto de una posicion, de modo que, si solo hay dos

sentidos desde el punto inicial, uno serd positivo y el otro es negativo; es decir que el

movimiento es asociado a la transformacion.



De lo anterior se identifica que en primera instancia se identifica el signo “-” como operacion
resta, pero presenta confusion al relacionarlo con el contexto de la negatividad, por ende, se
asocia al obstaculo imposicion de lo formal, ya que en la ensefianza tradicional de los
numeros enteros se concibe la “-” como negatividad y esta permite clasificar los numeros
enteros en dos conjuntos: los positivos y los negativos. Asi el estudiante concibe solo una
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interpretacion de la “-” que no siempre es valida.

4.1.3 Errores

Ahora una vez identificados los obstaculos y dificultades, se procede a identificar el error
recurrente en esta interpretacion, que fue denominado “emisién del contexto”, el cual ocurre
y persiste cuando el estudiante hace uso de un lenguaje especifico en contextos no validos para
referirse a ““-”. Este error es evidenciado en las siguientes respuestas de los estudiantes:
Cuando pienso en el signo “-”, pienso en una sustraccion o resta y en los numeros negativos,
se pueden ver en situaciones como restar 3 - 4, otra es para decir que un nimero es negativo
por ejemplo que el niUmero -2 es un nimero negativo, o para diferenciar un nimero positivo
de un negativo. Por esto, la expresion -2 la interpreto como un niimero negativo.” De esto se
identifica el siguiente error el cual es asociado a la “omision del contexto”. El estudiante
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interpreta el signo como un diferenciador de nlimeros positivos y negativos sin tener en
cuenta las condiciones de los mismos y de la operacion resta.
Otro error manifestado se evidencia en la siguiente respuesta de un estudiante:

“como el menos dos no tenia ningun contexto lo asocie a la negatividad”
Debido a la falta de contexto el estudiante asume en primera instancia este simbolo representa
un namero negativo, pero sin lograr dar una respuesta mas detallada. Seguramente este hecho

se remonta a su experiencia educativa pues a lo Unico que hace alusion es que hay algo que es

negativo.



En lo anterior se asocia al error “omision del contexto”. Este error recae cuando el estudiante
hace uso de un lenguaje especifico en contextos no validos, es decir en los casos anteriores se
ha logrado evidenciar que la mayoria de los estudiantes cuando ven expresiones del tipo “-x”
lo leen en primera instancia como “menos x”, y lo asocian incorrectamente al contexto de la
operacion resta, pues la palabra “menos” hace alusion a esta operacion, dejando de lado el

contexto de la negatividad.

4.1.4 Obstaculos, errores y dificultades relacionados en la interpretacion de “-” como
negatividad.

En este apartado el objetivo es relacionar de manera general los obstaculos, errores y
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dificultades en la primera interpretacion del signo “-” como negatividad.

Para esto, la primera relacion que se encuentra aparece en la siguiente interpretacion:
“Cuando veo la expresion -x lo interpreto como un nimero negativo desconocido. O, en el
plano cartesiano como uno de sus ejes (los ejes horizontales se representan con la x y con la
-X, pero desde el cero hacia la derecha esta la x y los nimeros positivos y desde el cero hacia
la izquierda esta la -x y los numeros negativos).”

Como se menciond anteriormente, observamos que una falsa generalizacion de la
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interpretacion de como negativo del caso aritmético al caso algebraico, de modo que todo
aquello que lleve la “-” es un indicador de negatividad. Pero ademas es un obstaculo imposicion
de lo formal , pues en este caso x es cualquier nimero entero y “-”” puede representar —2 0 —
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(=2). En el primer caso representa negatividad, pero en el segundo no .En esta misma

interpretacion se encuentra un error asociado a la “-” como punto en la recta debido a que los
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estudiantes manifestaban que cualquier nimero acompaiado por “-” esta ubicado a la izquierda
de 0, pero si nos vamos al plano cartesiano nos damos cuenta de que en el eje y los niUmeros
negativos no estan a lado izquierdo del cero sino debajo del cero.

La segunda relacion identificada se describe en la siguiente interpretacion:



“-2 un nimero negativo por el signo menos (-), nUmero que se puede hacer participé de una
resta”
En primer lugar, como se menciono en el primer apartado de dificultades, la interpretacién
pertenece a la dificultad de complejidad de los objetos matematicos debido a que esta dificultad
esta relacionada a la comprension y comunicacion de estos objetos de forma escrita y se realiza
a través de los signos matematicos. Es decir que se genera un conflicto, ya que se rompe una
regla gramatical en donde no siempre el signo “-” me asocia negatividad. A su vez se genera
un error asociado a la “omision del contexto”, pues este error recae cuando el estudiante hace
uso de un lenguaje especifico en contextos no validos, en este caso se evidencia que los
estudiantes cuando ven expresiones del tipo “-2”” lo leen en primera instancia como “menos 2”
donde hacen caso omiso del contexto de la operacion resta, pues la palabra “menos” hace
alusion a esta operacion, dejando de lado el contexto de la negatividad.
También se genera un obstéaculo es de tipo imposicién de lo formal como obstaculo, ya que en
tanto en la ensenanza tradicional de los nimeros enteros se concibe la “-” como negatividad
y esta permite clasificar los niUmeros enteros en dos conjuntos: Los positivos y los negativos
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de modo que es el descriptor del negativo y pocas veces se ha reflexionado sobre otras
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interpretaciones que pueda traer la “-” en el mismo contexto formal. Asi, el estudiante queda
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con solo una interpretacion de la “-” que no siempre es valida.

4.2 Segunda interpretacion: “-” como pertenencia del conjunto niimeros enteros

I3

Para esta segunda interpretacion el estudiante tiende a relacionar el signo “-” con la pertenencia
a un conjunto numeérico, siendo mas explicitos al conjunto de los nimeros enteros, desde esta

analogia se evidencian obstaculos, dificultades y errores:

4.2.1 Dificultades:

Las dificultades encontradas en la segunda interpretacion aparecen en la respuesta:



lo primero que se me viene a la cabeza fue que el conjunto Z estd formado por dos

subgrupos positivos y negativos y que la manera de identificar los negativos de los

positivos es con esta rayita
La dificultad es “generalizacion de niumero entero” en esta interpretacion recae en la falta de
conceptos en la vida escolar, ya que no se socializa este tipo de informacién cuando se
introduce un conjunto numérico. En la escuela se parte desde la idea de que la recta numérica
tiene nimeros antes del cero a los cuales los asocian a nimeros negativos, pero no se enfatiza
en su necesidad o surgimiento de este conjunto numérico, es desde este momento el estudiante
va generando “vacios” de informacion convirtiendo esto en una dificultad y posiblemente en
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un obstaculo porque asocia todo nimero que esté acompanado de “-”” a un nimero entero, aun
cuando puede ser un elemento de cualquier conjunto numeérico, el cual deberia indicarse en la
expresion; no obstante, no es comun en el 4lgebra escolar indicar el conjunto al cual pertenecen

los elementos que se indican en la expresion algebraica.

4.2.2 Obstaculos:
El obstaculo encontrado “-” “siempre numero entero” de la segunda interpretacion se
evidencia en la siguiente respuesta
Aquella condicion a un numero (negativo, opuesto) que lo puede hacer pertenecer a Z
y que este nimero es un elemento incognito (cualquiera) en Z, valga la redundancia
(caso -x)
Puede apreciarse que el estudiante interpreta un nimero negativo como el opuesto, y al ser
numero negativo lo asocia directamente al conjunto de los Z, ya que estos estan compuestos
por numeros positivos, negativos y cero.
Sin embargo, se presenta un obstaculo de tipo - siempre niimero entero debido a que cuando
el estudiante afirma que cualquier nimero que esté acompaiiado de “-” pertenece al conjunto

de los numeros enteros, lo cual genera que la afirmacién sea falsa puesto a que hay nimeros
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racionales e irracionales que estan acompafados del signo “-”. Este obstaculo se evidencia con
frecuencia dado a que los estudiantes al observar el signo “-” acompafiado de cualquier nimero
lo asemejan a la pertenencia del conjunto de los nimeros enteros, ya que desde el proceso
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escolar se enfatiza que el reconocimiento de estos niimeros es mediante el signo “-”.

4.2.3 Errores:
El primer error se encuentra en la “ignorancia del signo”, y se describe en la siguiente
interpretacion:

“Cuando observo el -2, se me viene a la cabeza los enteros negativos, es decir, la extension
de los naturales, este signo "-" convierte al nimero en un negativo. Puesto sin un contexto
me representa la situacion de pérdida de cantidades enteras. Situacion: al perder o tener una
deuda de cantidades enteras como: lapices, canicas, frutas (naranja, manzana, peras). Ej.
Lore me ha pagado 2 manzanas, pero me debia 8 manzanas, por lo tanto, me debe 6
manzanas (tienen que ser verde, si no cuenta)”

En esta interpretacion aparece el error frecuente en la interpretacion de nimeros enteros y es la
relacionada a la ignorancia del signo esto refiere a que el estudiante olvida por completo el

signo y comprende como entero todo aquel nimero que solo esté acompaiiado del signo “-”.
En esta misma interpretacion se presentan los trabajos realizados por los estudiantes.

El segundo error aparece cuando hay “omision del Contexto”: Este error recae cuando el
estudiante hace uso de un lenguaje especifico en contextos no validos. La siguiente imagen fue
tomada de una tutoria, donde los estudiantes leer la  expresidn
aa + ab + (—ab) + (—(bb)) dicen “a por a, mas ab, mas menos, factor de ab [...]” en el
cual identificamos el error “omision del contexto ”, en tanto verbalizan de manera incorrecta y
desconocen el concepto de resta y de opuesto. Por eso siempre lo asocian a “menos”.

El tercer error consiste en “uso de propiedades fuera del contexto”: Este error aparece en la

siguiente imagen , ya que al momento de realizar demostraciones algebraicas con los numeros



enteros, los estudiantes implementan la propiedad asociativa para eliminar algunos signos
presentes en la demostracion, con el fin de reducir la expresion y llegar a la hipotesis planteada,
omitiendo que esta propiedad es utilizada para relacionar tres términos en parejas distintas y
en la evidencia solo se observa dos términos a y b . Este error se denomina como “uso de
propiedades fuera de un contexto”. Este tipo de error se presenta cuando el estudiante omite el
contexto de la demostracion y busca reducir expresiones por medio de las diferentes
propiedades de los numeros enteros de manera errores. En la siguiente imagen también recaen
en el tercer error de “uso de propiedades fuera de un contexto” para lograr continuar con su
demostracion y argumentacion; pues en este caso, los estudiantes la omiten implementando las
propiedades de la resta debido a que solo centran su atencion en la operacion suma de tal
manera que su argumentacion resulta siendo insuficiente debido al contexto que se esta

aplicando.

Trabajos

Abora, por la propiedad asoctativa Se La sama tenw

N A

Despads, por L propéedad de existenca ded inverso adtivo tememos gue, o (-~ ob) = 0,0 sen

Continuamos con el cuarto error “definicion de resta”. A continuacion, se evidencia el error
“definicion de resta como estrategia incorrecta ”, el cual se presenta cuando el estudiante sigue
la practica escolar de reducir los opuestos a resta para eliminarlos y mejor tratarlos como resta.
No obstante, la expresion a demostrar no tiene restas, sino que todas son sumas de expresiones
u opuestos de expresiones. En este caso, este error se aprecia en la siguiente imagen, en la que
todas las expresiones con opuestos los reduce a restas, que, si bien no es un error algebraico,

como debe llevar la expresion solo a sumas nuevamente, y hacer algunas conmutaciones de



sumandos, no los puede hacer pues la resta no es conmutativa y requiere volver a ponerlos

como suma.

Trabajos

Del miseno modo, por of teorema 5 de s propiedades del iaverso aditivo, tenemos que o - 5) (a%), asimssymo

ht-h) (AS) por ende,
(D) (A IS I8 ) (=15 (A (=1

En concordancia con lo anterior, por b definicidn de resta podemos aflrmar que, o « (- (ab) = aa - ob, ded miamo modo
et que, Aa * (- (Ad) = s - AS e dexir.

AN oA (M)~ abs o M

En continuacion, por ks propiedad conmutativa de ka multiplicacson podemon decir gue

alb+(-¢c)h=~ad=a(-¢)

De acoerdo al teorema § de L poopuadad de los opaenton aditivos, e dice que

af=¢) e gl a ~(02), por 1o cual se pocde decar que

edra(=c)~ab=(or)

ab = o) " a8 - ac

4.2.4 Obstaculos, errores y dificultades relacionados en la interpretacién de “-” como

pertenencia del conjunto nimeros enteros
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Las relaciones encontradas en la segunda interpretacion del signo como pertenencia del

conjunto de los nUmeros aparece en la interpretacion:
Aquella condicion a un numero (negativo, opuesto) que lo puede hacer pertenecer a Zy que
este nimero es un elemento incognito (cualquiera) en Z, valga la redundancia (caso -x)

ITaS2l

En primer, se presenta un obstaculo de tipo siempre numero enter0 debido a que cuando
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el estudiante afirma que cualquier nimero que esté acompafiado de pertenece al conjunto
de los nimeros enteros, lo cual genera que la afirmacion sea falsa puesto a que hay nimeros

racionales e irracionales que estan acompariados del signo “-”. A su vez, este tipo de obstaculo



da paso a cometer un error frecuente en la interpretacion de numeros enteros y es la relacionada

a la ignorancia del signo esto refiere a que el estudiante olvida por completo el signo y
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comprende como nimero entero todo aquel nimero que solo esté acompanado del signo

La segunda relacion encontrada aparece en el siguiente trabajo elaborado por los estudiantes.

Trabajos

En continuacién decimos que, por la propiedad conmutativa de la multiplicacion, tenemos que
(a4 (= B)a = (a+(=B)Nb = dla+ (- b))+ Na+(-5)

Nuevamente, por la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma, nos permitird realizar la

“distribucion” del factor multiplicador entre los sumandos, de la siguiente manera
afa+ (= b))+ Mat (- b)) = (aa) + (e~ b)) + (ba) + (X~ b))

Del mismo modo, por ¢l teorema 5 de las propiedades del inverso aditivo, tenemos que af- 6) = (ab), asimismo,
b - (= Bb) =~ (bh) por ende,

(@) = (al(— 5)) + (ba) + (N - b)) = (aa) + (— (ad)) = (ba) + (— (bb))

Ahora, por la propiedad asociativa de la multiplicacion tenemos que
XL
(@ a) = (~(ab)) * (5" a)* (- (bb)) = (aa) * (~ (ab)) * (ha) * (- (b))

En concordancia con lo anterior, por la definicion de resta podemos alirmar que, aa + (- (ab) = aa ~ ab, del mismo modo

enque, ba+ (- (bd) = ba - bb, es decir,
Como se menciono anteriormente, se presenta un error de tipo “uso de propiedades fuera de
un contexto”. Debido a que omite el contexto de la demostracidn y busca reducir expresiones
por medio de las diferentes propiedades de los nimeros enteros de manera errores, Por ejemplo:
“usamos la propiedad asociativa para eliminar los puntos (multiplicacion),algunos paréntesis
y llegar a la siguiente conjetura” Por lo anterior, se logra identificar la dificultad ya
mencionada anteriormente es la asociada a la complejidad de los objetos de las matematicas
la cual hace referencia al lenguaje de los signos ya que son fuente de confusion en los
estudiantes debido a sus diversos significados, a sus reglas formales en las distintas

operaciones.



4.3 Tercera interpretacion: “-” como operacion resta

Esta interpretacion consiste en relacionar la “-” como ¢jecutor de la operacion resta, es decir
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que asocian el signo “-” a la operacion resta sin tener en cuenta la naturaleza de la misma.

Para esta interpretacion se tomaron en cuenta los ejercicios de lectura en clase.

4.3.1 Dificultades
La primera dificultad emerge de una intervencion en clase, en un ejercicio de lectura. Donde
un estudiante menciona que:

“Si esta a la derecha esta interpretacion se basa en la operacion resta”

[T3A]

En esta respuesta se aprecia que el estudiante concibe correctamente que “-” al lado izquierdo
de un nimero positivo representa negatividad, pero considera que puesto a la derecha significa
resta, sin tener en cuenta sus condiciones, propiedades, etc. El estudiante asemeja la posicion
del signo con una operacién basica, siguiendo con este punto de vista no es valido ya que
cuando se presenta la expresién 2- pierde su significado; la expresién no tiene sentido o
interpretacion algebraica o aritmética. Esta dificultad asociada a la complejidad de los objetos
de las matematicas se presenta a través de los signos matematicos y con ayuda del lenguaje
natural se intenta explicar cada interpretacion o pensamiento. Hace referencia al lenguaje de

los signos, ya que son fuente de confusion en los estudiantes debido a sus diversos significados,

a sus reglas formales en las distintas operaciones.

4.3.2 Obstaculos
El primer obstaculo de esta interpretacion es “siempre resta”. La primera respuesta para esta
interpretacion es:

“Lo interpreto como sustraer 2 unidades a cualquier numero”.
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Esta interpretacion del signo “-” se asocia al obstaculo denominado “-” siempre resta debido
a que interpreta la expresion -2 como la sustraccion de algo, cabe recalcar que para ejecutar
una resta es necesario tener dos elementos ya que es una operacion binaria.

Este mismo obstaculo se evidencia en la siguiente intervencion:
“cuando el simbolo "-" estd a la derecha significa resta”

Teniendo en cuenta lo anterior, el estudiante omite las condiciones béasicas para que esta
interpretacion sea valida; dicho de otro modo, se necesita de dos elementos puesto que en una
resta de cantidades a — b, siempre b serd menor que a donde a, b son nimeros naturales, es
decir que el signo “menos” “-” solo tiene un cardcter de operacion binaria a nivel de la
operacion.

El segundo obstaculo encontrado en la tercera interpretacion se denomina “siempre negativo”
y se identifica en la siguiente intervencion:

“el simbolo ™" tiene como significado segun lo visto para expresar menos”

e

Inicialmente el estudiante tiende a resignificar el signo y asociar cualquier expresion que

posea este signo a la palabra “menos”. Dado que desde su proceso educativo se enseila que la

resta es asociada a palabras como “fenia” “quitar” “menos” “sustraendo” “deuda’ entre
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otros. Por este aprendizaje los estudiantes asocian con la operacidon resta obviando
elementos y caracteristicas basica de la operacion.

Es aqui donde aparece un obstaculo denominado “siempre negativo”. Puesto que el estudiante
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generaliza el uso de como negatividad para todos los casos. Si bien como negativo es
valida cuando el nUmero que acompafia es un entero positivo como el en caso de—2,—3,.—4,
no en todos los casos esta interpretacion es valida; En la expresion —(—2), —(—3). la primera

“—"no representa negatividad sino por el contrario hace que el nimero sea positivo.



4.3.3 Errores
En el primer error aparece “ignorar el signo”, pues como se menciond en apartados anteriores
el signo pierde su validez si se lee o se interpreta de manera erronea. Esto se evidencia en la
siguiente respuesta a un ejercicio de lectura donde el docente les pedia que interpretaran las
expresiones —(—2)

Expresion Interpretacion en lenguaje natural

—(-2) Menos, Menos dos

Debido a la falta de contexto el estudiante asume en primera instancia este simbolo representa
un namero negativo, pero sin lograr dar una respuesta mas detallada. Seguramente este hecho
se remonta a su experiencia educativa pues a lo Unico que hace alusion es que hay algo que es
negativo. Y este error consiste en ignorancia del signo esto refiere a que el estudiante olvida
por completo el signo y comprende como entero todo aquel nimero que solo esté acompafiado
del signo “-”.

El segundo error “Omision del contexto” también se deriva de un ejercicio de lectura con

estudiantes de las siguientes expresiones.

Expresion Interpretacion en lenguaje natural
-2 Menos dos
-3 Menos tres

El error consiste en el uso inadecuado de los simbolos y términos matematicos, generalmente
se presenta en la practica verbal de los estudiantes ya que tienden a referir que cualquier
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expresion que posea el signo “-” es “menos”.

Este mismo error ocurre en una intervencion de otro estudiante, en el que menciona:



ITs . . <6 . . r .
Lo interpreto como un menos es decir menos 2" “me imagine una recta numérica donde

menos 2 es menor que cero y a su vez estd a la izquierda de la recta”
En lo anterior se asocia al error “omision del contexto”. Este error recae cuando el estudiante
hace uso de un lenguaje especifico en contextos no validos, es decir en los casos anteriores se
ha logrado evidenciar que la mayoria de los estudiantes cuando ven expresiones del tipo “-2”
lo leen en primera instancia como “menos 2”, y lo asocian incorrectamente al contexto de la
operacion resta, pues la palabra “menos” hace alusion a esta operacion, dejando de lado el
contexto de la negatividad. A su vez relaciona los nimeros con la recta numérica, pero si nos
vamos al plano cartesiano nos damos cuenta de que en el eje y 1os nUmeros negativos no estan
a lado izquierdo del cero sino debajo del cero.
Otra interpretacion es cuando:

“en caso que tenga un contexto, lo interpreto como la sustraccion de un numero entero

desconocido a otro numero entero.”

En esta interpretacion se evidencia la persistencia del error “omision del contexto” debido a
que igual que en las interpretaciones anteriores el estudiante aun cae en el error de relacionar e
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interpretar el —2 como un nimero negativo ya que para ellos el signo “-” es una resta.

4.3.4 Obstaculos, errores y dificultades relacionados en la interpretacion de “-” como

pertenencia del conjunto nimeros enteros.

Para esta interpretacion, la primera relacion encontrada fue donde los estudiantes tienden a
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resignificar el signo y asociar cualquier expresion que posea este signo a la palabra

“menos”. Dado que desde su proceso educativo se ensefia que la resta es asociada a palabras
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como “tenia”, “quitar”, “menos”, “sustraendo”, “deuda”, entre otros; por este aprendizaje, los
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estudiantes asocian con la operacion resta obviando elementos y caracteristicas basica de

la operacion. Es aqui donde aparece un obstaculo denominado “siempre negativo”. Puesto que



el estudiante generaliza el uso de “-” como negatividad para todos los casos. A su vez se
relaciona con el error “ignorar el signo”, pues como se menciono en apartados anteriores el

signo pierde su validez si se lee o se interpreta de manera errénea



5 CONCLUSIONES

A partir de estos resultados obtenidos se identifican tres interpretaciones de “-” en los
estudiantes: “-” Como negatividad, “-” como condicion de pertenencia al conjunto de
nlmeros enteros y “-” como operacion resta.

Cada interpretacion del signo “-” trae consigo obstaculos, errores y dificultades, en parte por
no considerar el contexto de uso del signo “-” 0 por asumir solo una interpretacion, sin
conciencia de las diferentes interpretaciones que tiene.

En la interpretacion de “-” como negatividad encontramos que los estudiantes al ver la
expresion —2 se encuentran dificultades asociadas a asociada a la complejidad de los objetos
de las matematicas Esta dificultad se presenta a través de los signos matematicos y con ayuda
del lenguaje natural se intenta explicar cada interpretacion o pensamiento. Hace referencia al
lenguaje de los signos, ya gque son fuente de confusion en los estudiantes debido a sus diversos
significados, a sus reglas formales en las distintas operaciones.

En segundo lugar, obstaculos relacionados a “negativos siempre a la izquierda” debido a que
relacionan y afirman que los numeros positivos estan al lado derecho del cero y los negativos
al otro. Sin embargo, la afirmacién cambia de contexto en un plano cartesiano, puesto a que
existen nimeros positivos y negativos que no estan a la derecha y a la izquierda del cero, sino
arriba o abajo; ademas, no hay ningun error al cambiar esta posicién, siempre y cuando se
razone con los objetos y sus relaciones. A su vez, hablar de negativos o negatividad también
genera otro obstaculo denominado “-” siempre negativo, puesto a que los estudiantes
generalizan la idea de “-” como negatividad para todos los casos. Si bien en el caso de un
numero positivo acompafiado de un signo esta idea es valida, pero en otro contexto como
—(—3) ya no es valido.

Los errores asociados a la primera interpretacion son relacionados a “omision del contexto”.

Debido a que el error persiste en lenguaje natural al momento de leer expresiones de tipo —2



0 —x lorelacionan con la palabra “menos”, de modo que omiten la naturaleza de la operacion
resta, debido a que como hemos mencionado a lo largo del documento, para realizar una resta
se necesitan dos elementos, a su vez existen errores en el contexto de la recta numérica debido
a que los estudiantes manifestaban que cualquier elemento o nimero que posea en signo “-”
esta a la izquierda del cero.

Una de las relaciones encontradas en esta primera interpretacion emerge cuando existe una
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falsa generalizacién de la interpretacion de como negativo del caso aritmético al caso
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algebraico, de modo que todo aquello que lleve la es un indicador de negatividad. Pero

ademas es un obstaculo imposicion de lo formal , pues en este caso x es cualquier numero
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entero y puede representar —2 0 — (—2). En el primer caso representa negatividad,
pero en el segundo no .En esta misma interpretacion se encuentra un error asociado a la “-”
como punto en la recta debido a que los estudiantes manifestaban que cualquier nimero
acompanado por “-” esta ubicado a la izquierda de 0, pero si nos vamos al plano cartesiano nos
damos cuenta de que en el eje y los nUmeros negativos no estan a lado izquierdo del cero sino
debajo del cero.

En la segunda interpretaciones interpretacion “-” como condicion de pertenencia al conjunto
de numeros enteros. Evidenciamos que existen dificultades de tipo generalizacion de nimero
entero” en esta interpretacion recae en la falta de conceptos en la vida escolar, ya que no se
socializa este tipo de informacién cuando se introduce un conjunto numérico. En la escuela se
parte desde la idea de que la recta numérica tiene nimeros antes del cero a los cuales los asocian
a nameros negativos, pero no se enfatiza en su necesidad o surgimiento de este conjunto
numérico, es desde este momento el estudiante va generando ‘“‘vacios” de informacion
convirtiendo esto en una dificultad y posiblemente en un obstaculo porque asocia todo niumero
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que esté acompanado de “-” a un nimero entero.



Obstaculos de tipo “-” siempre numero entero, ya que los estudiantes condicionan a que

¢ 9

cualquier elemento o nimero que esté acompafiado de “-” pertenece al conjunto de los nlimeros

enteros, lo cual es falsa puesto a que existen numeros racionales que también estan
acompafiados del signo “-”.

Se identificaron cuatro errores en el tratamiento del signo “-”: El primero “ignorancia del
signo”, en el cual el estudiante olvida el signo “-” y comprende como entero todo aquel nimero
que lo acompafia por este signo. En el segundo caso aparece “omision del Contexto”, en el cual
el estudiante hace uso de un lenguaje especifico en contextos no validos.EIl tercer error se
manifiesta cuando hace “uso de propiedades fuera de un contexto” y se evidencia cuando el
estudiante empieza a implementar las propiedades de las operaciones para poder simplificar
expresiones, es decir aplica las propiedades con el fin de eliminar paréntesis, sin tener en cuenta
que estas afectan tanto al nimero como al signo que lo acompafia. En el cuarto lugar esta
“definicion de resta como estrategia incorrecta ”. Este error se presenta cuando el estudiante
es limitado frente a los argumentos se ve “obligado” a hacer omision del uso de esta debido a
que la resta carece de propiedades y se tiene a implementar las propiedades de la suma como
si fuesen de la resta. Este tipo de error se presenta cuando se implementa la definicion de resta
para expresar sumas con los opuestos como restas. Este tipo de error es asociado mas a la
practica matematica.

La interpretacion “-” como condicion de pertenencia al conjunto de nimeros enteros emergen
del obstaculo de tipo “-” siempre numero entero debido a que cuando el estudiante afirma que
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cualquier nimero que esté¢ acompafiado de pertenece al conjunto de los nlimeros enteros,
lo cual genera que la afirmacion sea falsa, puesto a que hay nimeros racionales e irracionales
que estan acompanados del signo “-”. A su vez, este tipo de obstaculo da paso a cometer un

error frecuente en la interpretacion de nimeros enteros y es la relacionada a la ignorancia del



signo esto refiere a que el estudiante olvida por completo el signo y comprende como nimero
entero todo aquel nimero que solo esté acompariado del signo “-”

La dificultad asociada a la complejidad de los objetos de las matematicas es comuan en las
diferentes interpretaciones. Esta dificultad consiste en la intervencion de la comunicacion de
los objetos matematicos principalmente de forma escrita.

La mayoria de los estudiantes resignifican el signo “-” y asociar cualquier expresion que posea
este signo a la palabra “menos”. Es aqui donde aparece un obstaculo denominado “siempre
negativo”. Puesto que el estudiante generaliza el uso de “-” como negatividad para todos los
casos. A su vez se relaciona con el error “ignorar el signo”, pues como se menciond en
apartados anteriores el signo pierde su validez si se lee 0 se interpreta de manera errénea.
Ademas, obliga a expresar todo opuesto aditivo como resta, como una estrategia para eliminar
esta interpretacion y poderla tratar como operacion, aunque el estudiante se vea obligado a caer

en errores de argumentacion por la falta de propiedades que cumple la resta.
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