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1. Introduccion.

El grupo de investigacion Matemaéticas Escolares U.D-Mescud, ha investigado la
ensefianza y el aprendizaje de los objetos matematicos que tienen versiones aritméticas,
geométricas y algebraicas; estas investigaciones apoyan, tanto la concepcién, como el
desarrollo de un espacio de formacién constitutivo de la malla curricular de la Licenciatura en
matematicas que se llama Transicidn aritmética-algebra (Pretexto, 1996; Mescud, 2011). Al
describir estas investigaciones se pone en evidencia que sus instrumentos y hallazgos han
permitido al grupo adoptar una epistemologia de los objetos matematicos, pero estas teorias
locales emergentes no han sido exhaustivamente contrastadas y consolidadas entre ellas. Por
tanto, este informe de trabajo de grado, en modalidad investigacion-innovacion como co-
investigadores en el grupo Mescud, muestra algunos resultados obtenidos de un anélisis
documental de la trayectoria de los términos “refinamiento” y “universo numérico” usados por
el grupo Mescud para estudiar esquemas de los estudiantes cuando se ven enfrentados a
situaciones que involucran el tratamiento con nimeros y que son apoyados en un experimento
de ensefianza (EE) en un ambiente de aprendizaje (AA) realizado en el semestre 2019-3, en
donde las practicas argumentativas y la resolucion de problemas son eje central.

Palabras clave: Refinamiento, Universo numérico, Experimentos de ensefianza,
Argumentacion, Formacion de profesores de matematicas.
2. Objetivos de la investigacion.

El presente documento muestra algunos resultados de la investigacion titulada Factores
que apoyan o limitan la ampliacion del universo numérico en futuros profesores en la
licenciatura en matematica de la Universidad Distrital, dirigida por el grupo Mescud con una

metodologia basada en los experimentos de ensefianza y que tiene como objetivo general:



Caracterizar la incidencia de la gestion del debate matematico por parte del profesor de

matematicas cuando éste ocurre en un AA cuyo dispositivo didactico es la resolucion

de problemas en trabajo colaborativo, dirigido a promover re-conceptualizacion del
campo conceptual multiplicativo y, particularmente, al refinamiento de los universos

numeéricos de los estudiantes. (Mescud, 2019, p.11)

El abordaje de este objetivo general planted de entrada dos problematicas al grupo
investigador. La primera, Caracterizacion de actividades de gestién de caréacter general y
especifico y su incidencia en el aprendizaje de estudiantes para profesor (Romero, 2022), y la
segunda, sistematizar las ideas conceptuales adquiridas por el profesor Jaime Humberto
Romero Cruz, a lo largo de su carrera como investigador, en relacion con el debate matematico
y su incidencia en lo que €l denomina el “refinamiento del universo numérico”. Esta Ultima
problematica es la que se desarrolla en el presente informe.

2.1 Objetivos especificos de investigacion para la pasantia.

Discusiones precedentes al interior del grupo Mescud enfocadas en la necesidad de
disponer de una memoria historica de algunos constructos usados en los discursos y las
practicas de los profesores-investigadores mas una revision documental preliminar
evidenciaron la falta de sistematizacion y conceptualizacion en el uso del término refinamiento
del universo numérico y la posible baja frecuencia de uso de este término y de investigacion
sobre este constructo en la comunidad de educadores matematicos. La situacion se
problematiza y se justifica como una necesidad de indagacién en el marco de la investigacion
en curso. En consecuencia, la pasantia de la que aqui damos cuenta asume los siguientes
objetivos especificos:

1. Usar el método Experimentos de Ensefianza para caracterizar el disefio del
Ambiente de Aprendizaje en tanto herramienta para el refinamiento de los

universos numéricos.



2. Caracterizar y precisar los conceptos Universo numérico y Refinamiento del
universo numeérico.

3. Derivar el refinamiento acaecido en pequefios grupos y en el gran grupo del
debate matematico y documentarlo.

4. Acudiendo a la integracion y explicitacién de esquemas (Vergnaud, 1990),
constatar el refinamiento de los universos numéricos de los estudiantes
participantes en el Ambiente de Aprendizaje.

3. Cronograma de actividades de la pasantia.

Para desarrollar los objetivos se realizaron una secuencia de actividades en orden
cronoldgico y dirigidas por dos metodologias, una basada en experimentos de ensefianza y la
otra documental. Con la metodologia basada en experimentos de ensefianza el grupo Mescud
disefid un ambiente de aprendizaje para la sistematizacion, constitucion y sedimentacion del
constructo “refinamiento del universo numeérico” que se pueden observar en la fase 1, 2,y 4
de la tabla 1. La metodologia documental nos permitié rastrear los usos y cambios que han
tenido los términos “universo numérico” y “refinamiento” construidos por el grupo Mescud

desde el afio 1996, es decir, la fase 2 de la tabla 1.



Tabla 1.

Cronograma de actividades para alcanzar los objetivos especificos de la pasantia.

Semanas
# Fases Actividades . . 1 111 Productos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 > 3 45 6 7
Toma de audio . L
. y Base de datos para la investigacion.
video
1 Experimentacion  Transcripciones Base de datos oportuna para el documento final.
Primer informe Informe parcial.
Estudio Construir biblioteca y dominar algunas de las
documental investigaciones realizadas por el grupo Mescud
Caracterizacion Entrevistas a los Dominio de los elementos tedricos construidos en
del disefio del integrantes del las investigaciones realizadas por por el grupo
2 espacio de grupo Mescud Mescud.
formacion Transcripciones Base de datos oportuna para el documento final.
Segundo Informe Informe parcial.
Semanas
# Fases Actividades Productos
11 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3
8 9 0 1 2 3 45 6 7 8 9 0 1 2 3 4
Construccion Estudio de los
- casos Ubicacion y delineamiento de 4 casos
teodrica de los
3 HErminos paradigmaticos paradigmaticos

refinamiento y
universo numeérico

en la historia
Construccién del
marco teorico

Marco teérico



Analisis
retrospectivo de
los datos

Elaboracion de
productos

Tercer informe

Seminarios

Depuracion de
los datos

Contrastes
tedricos con los
datos

Cuarto informe

Elaboracién de
articulo

Informe final

Informe parcial

Cronograma y planeaciones de las sesiones

Documento que contiene un analisis descriptivo de
los datos

Documento que contiene un analisis tedrico de los
datos

Informe parcial
Certificado de envio a una revista

Informe final

Nota. Fuente: propia.



3.1 Metodologia basada en experimentos de ensefianza.

Esta metodologia es pertinente por varios motivos: 1- “Se hace para testar y generar
hip6tesis, durante el experimento, en general o durante cada uno de los episodios, siendo en
ocasiones necesario abandonar o reformular hipétesis a la luz de los datos.” (Molina et al.,
2011, p.5). En este caso, el experimento de ensefianza se usé para validar una de las hipétesis
iniciales de la investigacion que consiste en afirmar que los esquemas de los estudiantes
(Vergnaud, 1990) al resolver situaciones que involucran el tratamiento con nimeros pueden
ser refinados. 2- Porque permite construir elementos tedricos como resultado de la
investigacion, en este caso particular, justificar conceptualmente los términos “refinamiento”
y “universo numérico". 3- Da validez a los modelos empiricos encontrados y posibilidad de
contraste con hallazgos en las investigaciones del grupo Mescud. 4- Es flexible y, por tanto,
modificay pone a prueba los disefios e hipotesis iniciales. Con estas motivaciones se constituyd
un ambiente de aprendizaje, segun las fases de preparacion y revision; experimentacion y
analisis retrospectivo, solicitadas en los experimentos de ensefianza. Estas fases se describen a
continuacion.

3.1.1 Preparacion y revision: Contexto y Disefio del espacio de formacion.

El disefio del espacio de formacion Transicion aritmética-algebra fue realizado por el
profesor Jaime Humberto Romero Cruz y nuestro papel como coinvestigadores consistié en
identificar algunos elementos del disefio como lo son los problemas, las formas de trabajo, los
objetivos y los contenidos a partir de entrevistas estructuradas y semi estructuradas, apoyadas
en lecturas de documentos tedricos con la intencion de dar a conocer una posible herramienta
de disefio que estimula el refinamiento de los universos numéricos de los estudiantes, y que
puede ser puesta a prueba en investigaciones futuras.

El experimento de ensefianza (EE) tuvo como objeto el espacio de formacion de

Transicion aritmética-algebra, durante el periodo académico 2019-111; espacio que contd con



36 estudiantes de entre 18 y 20 afios en licenciatura en matematicas de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas. Este espacio de formacion esta ubicado en el tercer semestre, segun
el trayecto curricular sugerido en la malla curricular. Transicion aritmética-algebra hace parte
de un conjunto de espacios de formacion, vinculado al ndcleo de matematicas escolares, que
tiene como intencidn tanto estimular refinamiento de conceptos y de concepciones, asi como,
la resignificacion de las matematicas escolares! en tanto actividad humana sistematizada en un
cierto tipo especifico de préctica.

Para lograr refinar y resignificar las matematicas escolares como practica, el profesor
titular considera que los disefios de los espacios de formacion del nacleo matematicas escolares
deben estar orientados por tres vertientes interrelacionadas entre si: 1-Constitucion de redes de
objetos matematicos, 2-Reflexion acerca de los objetos matematicos emergentes y 3- Reflexion
acerca de la préactica en la que los objetos emergen. A continuacion, se mostrara como el disefio
del espacio de formacion Transicion aritmética-algebra debe proponer y examinar

elaboraciones en cada una de las tres vertientes anteriormente mencionadas. Ver figura 1.

1 “Los conocimientos mateméticos con los que llegan los estudiantes a la universidad y que fueron
adquiridos en la escuela” Nucleo de matematicas escolares.
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Figural

Mapa conceptual elaborado por el profesor Jaime Humberto Romero Cruz para explicar el disefio del curso de transicion aritmética-algebra
como espacio de formacion del nlcleo problematico/tematico Matematicas escolares.

Propésitos de formacién

Resignificar y refinar las matematicas escolares, como practica

[r itucion de redes de objetos icos (ver, Godino et al. zmz)}— — ["reflexion acerca de los objetos matematicos emergentes | e ~= reflexién acerca de la prctica en la que emergen esos objetos |

partiendo de -_A_Vgarticndo de tematizando

problematizacian de situaciones procesos de comunicacién procesos de empatia (medios usados |

(modos realizados |
que motive el uso de centraldos en expresados mediante

tablecignd: lecien
- sou) estableciendo /tstab ecier do\
lenguaje matematico argumentos narraciones conceptuadas trabajo colaborativo participacion en el debate [mcums "53‘,05] propositos de qu caracteristicas de la realizacion circunstancias de la realizacion
matematico v de las acciones efectuadas | L
r ™ = =
GEEEEn | ( )

de las acciones efectuadas |

" mediante
\ nceria de accesibilidad EIRE ‘/u,i(erencimdn\A //airerencianda\
— =
procedimientos |_ta resolucién de las sntuacnoncs/pmblcmasj [ atencién | | escucha | | habla | | escritura [

posibilidad | necesidad posibilidad necesidad

—a
condiciones de [ condiciones de ] [condicioncs de 1 l l condiciones de ]

- — — — —— —focalizando _—

uso y apropiacién de los

1
condiciones locales,
intermedias y globales

|

J

recursos disponibles

i y
\ (concemualizamén] [evaborac:én de proposiciones [ de ]
elaboracién de sentido
| de las situciones |
= B . DT e G O

—_— —— —

—

jcolaborando para

Incorporarnos de manera conjunta en 'nuestra CP' de profesores de matematicas

Nota. Fuente propia.



3.1.1.1 Vertiente Uno: Constitucion de redes de objetos matematicos.

El espacio de formacion esté dirigido a resignificar la actividad matemética orientada a
constituir redes de objetos matematicos (Godino et al., 2007) que tienen versiones aritméticas,
algebraicas y geométricas. De la inmensa cantidad de estos objetos, adquiridos en la escuela,
el espacio de formacion busca resignificar aquellos que tienen las ideas que los estudiantes
ponen en juego en relacién con problemas que requieren modos de existencia (geométricos,
aritméticos, y algebraicos) de proporcion y proporcionalidad. Este proceso de resignificacion
implica promover una estructura emotiva (Tall, 2013) para la actividad matematica centrada
en la resolucion de problemas en comunidades de practica, que se vinculen a la
reconceptualizacion (Mescud, 2011) de la proporcion y la proporcionalidad.

La resolucion de problemas en comunidades de practica junto con la argumentacion
son pilares para promover la estructura emotiva pretendida (Wenger, 2001; Plantin, 2011).
Aprender con otros implica exponerse a la critica; incorporar de manera critica las palabras y
haceres de otros (atender de manera consciente y voluntaria, desempefiar distintos roles durante
la participacion en el grupo de trabajo, comprometerse); reconocer y transformar los medios
(residuos escolares, (Polo et al., 2016), mnemanicos, mecanicos, rutinarios, etc.), los modos de
argumentar (sobregeneralizaciones, inferencias incorrectas, analogias no estructuradas, etc.) y
los propositos de la argumentacion (vencer, invalidar, imponer, etc.) cuando se elaboran,
expresan y estructuran ideas matematicas.

Este modo de promover la estructura emotiva posibilita que los estudiantes pasen por
distintos niveles de matematizacién o, dicho de otra manera, transiten por los tres mundos de
actividad matematica (Tall et al., 2012), en donde el vinculo realizado entre la percepcién, el
lenguaje, la simbolizacién, la repeticion y la formalizacion, condiciona el tipo de matemaética
que los estudiantes usan al resolver problemas y que pueden ser objeto de refinamiento. Es

decir, en el espacio de formacion los universos numéricos refinados implican relaciones entre

12



estos sistemas de registros de representacion de proporcion y proporcionalidad y mundos
matematicos, en direccion de una constitucion del continuo con caracteristicas tematizadas por
Zalamea (2000).

Para ello, se disefian tareas con el objetivo de promover la emergencia de esos modos,
medios y propositos para la argumentacion y, también, su refinamiento. La lista siguiente
refiere el &mbito especifico de las tareas propuestas, y que por medio de la fase 3 fueron
encontradas como tareas validadas en informes precedentes de investigacion, como Mescud
(2011), que permiten experiencias de medicion de objetos fisicos, conciencia de la inexactitud
de las medidas y reconocimiento de la necesidad de aproximacion en el acercamiento a:

o Las bases de magnitud como una clase particular de estructuras recursivas.

o Relacionar las bases de magnitud con las bases de numeracion, conmensurabilidad e
inconmensurabilidad entre magnitudes.

e La problemética de los numeros con coma.

e La problematica de la eleccion de una unidad que normalice toda razén.

o Estructuras recursivas, infinitas, con siguiente y punto de acumulacion.

Ademas de responder a la lista anterior, las tareas se organizan en tres paquetes. El
primer grupo de tareas corresponde al abordaje de los Elementos, libro I, de Euclides,
combinando la resolucion de problemas y los grafos proposicionales para promover el
razonamiento deductivo y el tratamiento de magnitudes. El segundo grupo, lo conforma un
conjunto de tareas que abordan estructuras recursivas con siguiente y punto de acumulacion,
en algunas de esas tareas, el disefio trabaja las clases de magnitud y numeracion como una clase
particular de las estructuras recursivas en donde se relacionan la conmensurabilidad e
inconmensurabilidad entre unidades. El tercer grupo de tareas, lo integran actividades en torno

a la densidad de los reales y la problematica de los niUmeros con coma. Ademas, es necesario

13



aclarar que las evidencias presentadas hacen parte del segundo grupo de tareas, porque fue

donde ocurrid el registro de datos. Las tareas son:

14

1.

2.

Dado un rectangulo AB, hallar otro rectangulo igual.
Dados el rectangulo AB y RQ un lado del rectangulo RA, halle el rectdngulo RA igual
al rectangulo AB
Analizar cudl de los problemas es mas restrictivo
Dado un rectangulo AB, construir otro rectangulo igual al él; tal que uno de sus lados
sea la semisuma de dos lados perpendiculares del rectangulo AB. ;Cual es el sentido
matematico de este procedimiento?
Con el rectangulo construido en 4. Realice el procedimiento, asi obtendra otro
rectangulo. Si continda este proceso, ademas de obtener rectangulos iguales ¢Qué otra
caracteristica observa en ellos?
a. Realice el 4 y 5 solo mediante construcciones geométricas (uso de software de
geometria dindmica)
b. Realice 4 y 5 solo mediante configuraciones aritméticas (uso de hoja de
electronica)
c. ¢Queé significa ser mas cuadrado? ;Que significa que los lados son cada vez mas
iguales?
d. ¢Desde el punto de vista numérico que obtiene este proceso?
e. ¢Estos procesos son infinitos? ¢ Siempre?
f.  ¢Qué tipo de matematizacion es la pedida?
Hacer la matematizacion de la siguiente situacion: Con el lado menor de una hoja
tamafo carta medir el lado mayor.
Hacer la matematizacion de la siguiente situacion: Medir con el lado AB la diagonal

del cuadrado AA.



8. ¢Qué cambia y qué se mantiene si en la matematizacion anterior se pide medir la
diagonal con el siguiente sistema de partes de AB
Q2 = {AB,> AB,; AB,> AB,— AB,—~AB,—AB, ..., AB},
de tal manera que ninguno de los elementos de 2 se usa mas de una vez?
9. Realizar el taller refinando la comprension de sistemas posicionales de numeracion:
a. Recuperacion de la unidad
b. Conexiones y densidades
i.  Contestar individualmente
ii.  Discutir cada solucion
iii.  Engrupo, presentar un informe describiendo:
e Laestructura del cuestionario Recuperacion de la unidad
e Qué tipo de error y a qué tipo de concepto creen que se debe este error
e ElI modo en el que detectaron los errores

e El modo en el que realizaron las correcciones

3.1.1.2 Vertiente Dos: Reflexidn acerca de los objetos matematicos emergentes.

“Las matematicas son actividad humana condensada que puede ser dirigida hacia
modos especificos de constitucion reflexiva del mundo. En estos modos especificos cobran
especial relevancia los de produccion de conocimiento matematico” (Romero, s.f., p.1). Por
tanto, en la formacion de educadores en matematicas es necesario generar experiencias dentro
de una comunidad de practica (Wenger, 2010), en la que toma especial relevancia la naturaleza
social del aprendizaje. Segun Romero (2020) debe centrarse en 3 tdpicos, si se acepta la teoria
de Wenger (2010):

1. Régimen de competencia: como producto histérico de evolucion de la

cosificacion de la préactica (Practica de matematizacion).
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2. Reégimen de responsabilidad: como producto histérico personal de la evolucion
de la identidad en la préctica.

3. Concrecidn historica de una comunidad de préctica: como una estructura social,
dinamica e informal generada por sus participantes.

En nuestro caso, la relacion entre estos tres topicos es garante de existencia, durabilidad
y regenerabilidad de comunidades productoras de matematicas (Kitcher, 1984). Para asi,
profundizar en los discursos pedagogicos de los estudiantes. Estos discursos, en tanto
narraciones conceptuales, muestran obstaculos, errores, dificultades en los diferentes procesos
de la resolucidn de situaciones problema de la vertiente uno y de aspectos intra-interpersonales
en el proceso de objetivacion (Saenz-Ludlow & Zellweger, 2016).
3.1.1.3 Vertiente tres: Reflexion acerca de la practica en la que los objetos emergen.

Al ser un espacio de formacion de didactica, es necesario que los estudiantes generen
conciencia de los diferentes elementos que intervienen en su proceso de aprendizaje como las
representaciones, los recursos, las formas y caracteristicas de trabajo, porque ser consciente de
esos elementos es generar estructura matematica, segun un enfoque didactico (Freudenthal,
2002). Como insumo, Romero (2019), el profesor-investugador del EE, elaboro un escrito para
los estudiantes del espacio de formacion de Transicion aritmética-algebra del semestre 2019-
I11, que les sirvio para realizar metacognicion y reflexion acerca de la practica en que los objetos
emergen. Esa metacognicion y reflexidon se desarrollé en la tarea de construccion de un
documento Q con las siguientes caracteristicas:

Es altamente probable que Q deba mostrar uno o mas de los distintos niveles de

elaboracion de objetos matematicos y de comprensién que el resolvente ha constituido

para si. [..] Ha de recuperar los distintos modos y medios con los que desplegd y

sistematizé su actividad para exhibir una matematizacion [..]. En particular, ha de

acudir a los artefactos en los que fue dejando el registro de la evolucion de su actividad,

16



para describirla y para analizarla; pero también, ha de recurrir a instrumentos

conceptuales. En nuestro caso, vamos a acudir a las ideas acerca de la matematizacion

como préctica, la ontologia de objetos matematicos (Godino et al, 2007) y a los niveles

de comprension (Bressan, 2017).

[..] Los niveles de comprension conforman una jerarquia, no un orden estricto, de

aprendizaje y reinvencion de matematicas (Freudenthal, 1973; 1978; 2002). En relacion

con el aprendizaje, dan testimonio de la constitucion de objetos mentales como
producto de la actividad de los aprendices al tratar de resolver la situacion planteada
incluyéndola como un elemento de una clase de situaciones (Freudenthal, 2002). Por lo
tanto, el aprendiz genera, para el tratamiento que €l hace de la situacion, el sentimiento
de estar tratando no solo la situacion particular sino, ademas, una clase de situaciones,
que esta bien representada por la situacion tratada. En relacion con la reinvencion de

las matematicas, los niveles dan testimonio de la constitucion de redes de objetos y

estructuras matematicas por parte del aprendiz; a la vez, la constitucion de las

estructuras matematicas da cuenta de la restructuracion del objeto mental del aprendiz

(Freudenthal, 2002). (Romero, 2019, pp.1-2)

3.1.2 Experimentacion.

En la fase de experimentacion se encontraban en el aula el investigador titular (profesor
del espacio de formacion), los 36 estudiantes y dos co-investigadores que grabaron un total de
doce sesiones de clase, con 3 camaras de audio y video, una camara grabando al grupo en
general y dos cdmaras grabando a dos grupos de estudiantes, dando como resultado un total de
40 horas de grabacion. De forma paralela, los co-investigadores realizaron un diario de campo
identificando las dificultades de los estudiantes en la resolucion de los problemas propuestos
que seria discutida con los investigadores para reformular el disefio o hipotesis de

investigacion.
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3.1.3 Anélisis retrospectivo.

Después de la recoleccion de la informacion, se hizo la transcripcion de cada una de las
entrevistas y de los videos de clase, usando la simbologia de Silverman (2008), dado que esta
simbologia permite representar en texto las intervenciones de los estudiantes que dan cuenta
no solo de las concepciones de los objetos matematicos, como esquemas, sino, ademas, de
gestos y emociones, que estan ligados al aprendizaje.

Una vez creada la base de datos, estos se depuraron. Empezando por un andlisis
descriptivo que nos permitio seleccionar un primer conjunto de datos posibles que respondieron
al sentido numeérico de los estudiantes y a conocimientos de residuo escolar, y que era
observables en el trabajo con bases de numeracion y bases de magnitud. Seguido a esto, junto
con los investigadores del grupo Mescud, se seleccionaron los fragmentos de videos desde la
teoria de Analisis de aprendizaje microgenético desde Parnafes y Disessa (2013) que tiene
caracteristicas como: 1) ser metodo para construir o mejorar teoria existentes sobre el
aprendizaje 2) mostrar en diferentes momentos del proceso de ensefianza-aprendizaje la
existencia del universo numérico y su refinamiento, y 3) al ser un método de investigacion
cualitativa se busca descubrir y no demostrar, por tanto, se tuvo la mirada abierta a cualquier
tipo de detalle que influenciara, por ejemplo, gesto, tonos de voz y el contexto que sirviera para
explicar lo que estaba sucediendo en los fragmentos de video seleccionados. Y, por ultimo, se
estudiaron los resultados obtenidos reconociendo hallazgos, limitaciones y futuras
investigaciones.
3.2 Metodologia Documental
3.2.1 Momento 1 (Revisién histdrica de casos similares a la trayectoria del refinamiento
Y Universo numerico).

Este primer momento documenta casos de dificultades, dudas y rectificaciones sufridas

por investigadores e investigaciones famosas en la historia de las ciencias o de las profesiones.
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Esta documentacion evidencia que en la investigacion es normal abandonar ideas, refutarlas,
reformularlas, retomarlas y volver a empezar cuando asi se requiera, para llegar a conclusiones
solidas y expresarlas de modo comprensible y eficaz. Algunos ejemplos son:

Gottlob Frege realizd aportes en geometria, la légica y la filosofia de las matematicas
en tres principales obras: Begriffsschrift, Grundlagen y Grundgesetze. Que fueron resultado de
intentar demostrar que la aritmética es una rama de la l6gica y que esta desvinculada de
razonamientos intuitivos. En esa trayectoria, Frege trabajé sobre analisis del lenguaje para
constituir una sintaxis o sistema linguistico en matematicas basada en fundamentos como
sentido y referencia. Ademas, desarrolld0 una teoria de cuantificadores para eliminar la
ambigledad del lenguaje comun en proposiciones y pensamiento deductivo. Luego de su
primer documento recibid bastantes criticas entre ellas la hecha por Schroder en 1880 que
argumentd que Begriffsschrift tenia poca “originalidad”, por lo que Frege entr6 a la etapa del
Trienio (1880-1883) estructurando las definiciones usadas sobre funcién y argumento, y
renové la conceptografia en diferentes documentos, que pueden ser observados en Bertran
(2015), hasta escribir su obra Grundgesetze.

Carl Friedrich Gauss en 1799, en su tesis doctoral abordo la demostracion del teorema
fundamental del algebra y critico las demostraciones de sus antecesores, sin embargo, “los
intentos de demostracion hechos por los matematicos como D'Alembert, Euler y Laplace,
fueron un gran aporte para las demostraciones formales hechas por Gauss” (Lucero, 2017, p_ ).
Gauss no quedo satisfecho con su primera demostracion pues esta se basaba en aspectos
geométricos no generalizables casi intuitivos y el poco conocimiento de los nimeros complejos
los cuales habia criticado a sus antecesores. La segunda demostracion fue presentada en 1815
caracterizada por ser fuertemente algebraica, la tercera demostracion en 1816 y actualmente es
conocida como el teorema de la integral de Cauchy. En 1821 Bolzano y Cauchy mostraron

avances sobre la continuidad, asi en 1847, por medio de las construcciones y definiciones ya
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aceptadas por los matematicos, Gauss después de 50 afios generaliz6 la primera demostracion
formal para coeficientes complejos para el TFA (Lucero, 2017).

Ludwig Wittgenstein: Estudio la falta de compresion de la Idgica en el lenguaje. En ese
estudio profundizé en la filosofia tradicional y las ciencias que emplean el uso de
proposiciones. Mostrando que las soluciones tradicionales eran incorrectas porque empleaban
de forma errénea el simbolismo y el lenguaje. Logrando aportes en psicologia, epistemologia
y filosofia tradicional. En su carrera se pueden encontrar dos momentos importantes 1) el
primer Wittgenstein de la obra el tractatus escrito en 1921 quien considera que el lenguaje es
una representacion del mundo, el mundo estd constituido por hechos, y los hechos son
relaciones entre los objetos. 2) el segundo Wittgenstein de la obra investigaciones filosoficas
de 1953 quien se apropia de ideas de Pierce, James y Ramsey para incluir en su trabajo la
naturaleza pragmatica, es decir, incluir la “universalidad” del lenguaje.

Charles Sanders Peirce retomo el problema de la interpretacion de la realidad propuesto
por Immanuel Kant. Por medio de una teoria basada en signos y categorias pudo desarrollar
una propuesta de semiosis que ha servido en diferentes disciplinas. La obra peirceana empezé
a ser publicada por la universidad de Harvard afios despues de su muerte, que sintetizo sus
escritos en ocho volumenes conocidos como The Collected Papers of Charles Sanders Peirce.
Tuvo varios cambios a lo largo de su carrera 1) al principio pensaba que la l6gica era una rama
de la semidtica, pero luego considerd que la logica era realmente semioética; 2) en 1905
denomind pragmaticismo a su idea de pragmatica, diferente a la de su colega Willian James.
El pragmaticismo intenta determinar la funcion del significado de los signos y no solo los
conocimientos intelectuales, aceptando dos cosas: la existencia del objeto como una
concepcidn que una mente lleva a efecto, y la idea de un consenso intersubjetivo (Horta, 2019).

Asi, es posible afirmar que a lo largo de la historia dentro de una practica de

investigacion el desarrollo del conocimiento pasa por diferentes etapas en su constitucion y/o
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construccion, para desarrollar teorias que implican aspectos historicos, personales y
académicos de ese momento. Por tanto, el tiempo que conlleva el tratamiento de las
dificultades, dudas y rectificaciones estara expresado en corto, mediano o largo plazo
dependiendo de los alcances de los proyectos que se quieran plasmar y de los factores sociales.
3.2.2 Momento 2 (Revision historica de los documentos donde se usa el refinamiento y
universo NUMErico).

En este apartado se mostrara como los términos refinamiento y universo numérico son
usados en diferentes disciplinas socioldgicas y cientificas sin aparente carga conceptual, y para
ello primero indagamos el nimero de casos encontrados registrados en la historia por medio

de la herramienta ngrams de google dispuesta en la pagina https://books.google.com/ngrams.

Lo que muestra el eje y es esto: de todos los bigramas contenidos en nuestra muestra
de libros escritos en inglés y publicados en los Estados Unidos, ¢qué porcentaje de ellos
son las palabras buscadas? y de todos los unigramas, ¢qué porcentaje de ellos son la
palabra buscada? (Google books, 2022)

En la figura 2. Se muestra el diagrama del término refinamiento y refinar, en €l
podemos concluir que desde 1800 el término “refinamiento” ha presentado una variacion,
aungque con picos constantes, creciente hasta 1968 y que después de 1968 ha decrecido su
uso. Por su parte, el término “refinar” present6 un pico en 1801 y después decrece hasta
1811, después de eso ha presentado una variacion creciente leve, pero siempre menor al

término refinamiento.

Figura 2

Diagrama de los términos refinamiento y refinar encontrado en google books 1800-2019
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Nota. Fuente Propia.

En la figura 3. Se muestra el diagrama del término universo numerico y universo
de numeros, en él podemos concluir que el término universo numérico no se usaba
practicamente nada antes de 1967 y que despues de 1967 se ha usado por la comunidad
cientifica con mayor fuerza, sin embargo, sigue siendo minima. Por su parte, el término
universo de nimeros no fue usado hasta 1916 y presento un pico en 1943, después de eso
se dejo de usar entre 1949 y 1968 y de ahi en adelante ha presentado variaciones, pero

con un aumento constante.

Figura 3

Diagrama de los términos universo numerico y universo de nimeros encontrado en google
books

@, universo numérico, universo de nimeros b4

©]

1800-2019 ~  Spanish(2019) +  Caselnsensitive  Smoothing =

Nota. Fuente Propia.

22



En la figura 4. Se muestra el diagrama de la basqueda del término refinamiento
en su traduccion al inglés (refine o refinement), en él podemos encontrar que el uso
“refine” presenta un intervalo decreciente 1800 a 1900 y que después de 1900 se han
presentado variaciones crecientes y decrecientes, pero con una mayor tendencia de
aumento. Por su parte, “refinement” se ha usado por la comunidad, de forma aparente,

con la misma frecuencia en la historia.

Figura 4

Diagrama de los términos refine y refinement encontrados en google books.

Q. refineefinement X

1800-2019 ~  English(2019) *  Caselnsensitive  Smoothing =

Nota. Fuente Propia.

En la figura 5. Se muestra el diagrama de la busqueda del término universo
numérico en su traduccion al inglés (universe of numbers o numeric universe), en él
podemos concluir que el término universe of numbers no se usaba practicamente nada
antes de 1916 y que después de 1916 se ha usado por la comunidad cientifica con mayor
fuerza, sin embargo sigue siendo minima. Por su parte, el término numeric universe no
fue usado sino hasta 1936 y, de ahi en adelante, ha presentado variaciones crecientes y
decrecientes, pero con una tendencia al aumento.

Figura s
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Diagrama de los términos numerical universe y universe of numbers encontrado en google

books
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Nota. Fuente Propia.

Por medio de las gréaficas obtenidas en google books, se presenta a continuacion
una tabla que compila los porcentajes maximos y afios en los que estuvieron mas
presentes los términos “refinar, refinamiento, universo numérico y universo de nimeros”

en espafiol e inglés:

Tabla 2

Valores maximos de los términos Refinar, Refinamiento, Universo numérico y
Universo de nimeros en espafiol e inglés.

. . . Universo Universo de
Refinar Refinamiento . .
numerico numeros
(2005, (1943,
» (1936, (1968,
Espafiol 0.0001007713%)  0.0002936764%) 8/('3000001868 (?/('3000001880
2009 (1968
, (2004, (18086, (2009, '
Inglés 0.0002945982%)  0.0002055925%) 52?000000578 85?000001387

Nota. Fuente: Datos encontrados en los diagramas de google books. Fuente propia.

A partir de los datos obtenidos, podemos concluir que en los libros en espariol hay

un uso mayor de los términos “universo numérico, universo de nimeros y refinamiento”
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que en los libros en inglés. Por otra parte, el término refinar se usa con mayor frecuencia
en los libros en inglés.

Ademas, si se comparan con el uso de términos como: conceptualizar (1998,
0.000088) reconceptualizar (2001, 0.000013%) potenciar (2008, 0.00058%) evolucionar
(2013, 0.00032%) transformar (2004, 0.0013%) modificar (2007, 0.00209%) se logra
evidenciar que refinar y refinamiento son usados con menor frecuencia, asimismo, los
valores méaximos encontrados de los términos de refinamiento y universo numérico se
dieron hace varios afios en comparacion a los otros términos ya mencionados. Lo mismo
ocurre si se comparan los resultados obtenidos para universo numérico con conjuntos
numéricos (2017, 0.00000148%). Asi es posible concluir que el uso de refinamiento y
universo numeérico tiene menor frecuencia que otros términos en los libros de estados
unidos.

Por su parte, en los libros de google books, Google Scholar, ResearchGate y varios
textos de educacion matematica editorializados por Springer es posible encontrar algunos
documentos que usan los términos refinamiento o universo numérico. En Educacion
matematica y Educacion en ciencias es posible encontrar el término refinamiento usado
segun distintos enfoques. Por ejemplo, con un enfoque cognitivo, Steffe (1994) afirma:

The counting scheme [...] that undergoes continuous development and refinement

as children progresses and is not limited to counting by ones. Its elaboration to

include composite units (e.i., units whose numerosity is greater than one) is crucial

in learning multiplication and division. (p. 7).

Sepulveda y Santos (2006) utilizan ese término, para referir un posible resultado, en

relacion con los cambios o transformaciones de los modelos iniciales que exhiben los

estudiantes cuando resuelven problemas, encontrando frases como; “permitid refinar y

robustecer sus acercamientos iniciales y, eventualmente, utilizar distintos caminos de solucion
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de los problemas “(p.1389) “oportunidad de expresar y refinar sus acercamientos iniciales a los
problemas” (p.1390); “;de qué manera los modelos iniciales de solucion de los problemas se
robustecieron o refinaron, como resultado de la participacion de los estudiantes?” (p.1391).
Otro documento encontrado, que tiene un enfoque instruccional, es el de Ashkenazi y Weaver
(2007), ellos afirman que:

[...] La ensefianza debe ayudar a los alumnos a reflexionar sobre sus planteamientos

actuales, a encontrar nuevos contextos productivos para los conocimientos existentes y

a refinar partes de sus conocimientos con fines cientificos especificos. El refinamiento

implica la diferenciacion de los contextos en los que los elementos del conocimiento

son aplicables y, ayudar a los alumnos a utilizar la terminologia cientifica adecuada

para distinguir estos contextos. (p. 187).

Por otra parte, el término universo numérico aparece en solo tres entradas segun
consultas en Google Scholar, ResearchGate y la revision de varios textos de educacion
matematica editorializados por Springer. Lurduy et al. (2006) lo usan para describir la
pertenencia de una solucién a un conjunto numeérico; aqui, el término universo numeérico refiere
un concepto estrictamente matematico. Desde nuestro punto de vista, Recalde (2004) lo usa
mientras describe una evolucion historica de constitucion y uso de distintos agregados de tipos
de numeros, que segun Recalde constituyen el concepto de nimero para los antiguos:

Durante el periodo que va de Euclides a Cantor se dan cambios conceptuales que permiten

extender cada vez mas el universo de los nimeros aunque de una manera informal. Las

transformaciones se dan no sélo atendiendo a la operatividad, sino también a la representacién
geométrica. En este sentido es significativo el aporte de Descartes al definir, en su Geometria,

la multiplicacién, la division y la raiz cuadrada de segmentos. (p. 52).

También se encontrd que el Ministerio de Educacion Nacional usa el concepto de

universo numérico en un Gnico momento, para mencionar aspectos importantes en el desarrollo

del pensamiento numérico, especificamente: “Otro aspecto fundamental seria la comprension
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de los distintos significados y aplicaciones de las operaciones en diversos universos numericos,
por la comprension de su modelacion, sus propiedades, sus relaciones, su efecto y la relacién
entre las diferentes operaciones” (MEN, 1998, p. 17); aqui, universo numérico parece referir
un concepto matematico.

La tercera entrada proviene del estudio sobre los saberes previos de jévenes y adultos.
Marifio (1997) estudia cémo las personas con diferentes experiencias configuran saberes
previos y estrategias de solucion propios, que no dependen de espacios de formacion
intencionales, ya sean formales o informales. En esta investigacion Marifio afirma que “El
universo numerico en el que se mueve con pericia un pequefio campesino no es el mismo que
el de un mediano comerciante” (p.1); aqui, universo numérico parece referir un concepto
sociocognitivo.

3.2.3 Momento 3 (Indagacién tedrica de los documentos producidos por el grupo
Mescud).

Dicho lo anterior, a modo de contraste, se expondra un recorrido cronolégico por las
investigaciones del grupo Mescud, construido desde el analisis documental y entrevistas a los
integrantes del grupo, en relacion a la epistemologia de los objetos matematicos. Es decir, a
partir de una revision de documentos producidos por el Grupo se observan y extraen los
cambios que han tenido ciertos términos hasta convertirse en “universo numérico” y
“refinamiento”, ademas de estudiar elementos tedricos que los sustentan como herramienta
necesaria para caracterizar las concepciones de los estudiantes cuando se enfrentan a
situaciones que involucran el tratamiento de nimeros. Para empezar a rastrear los documentos
oportunos, se hizo una primera entrevista al profesor Jaime Humberto Romero Cruz
encontrando que el universo numeérico:

Jaime: [...] Surgi6 en la primera investigacion que hicimos cuando nosotros no éramos

el grupo Mescud, si no cuando éramos el grupo Pretexto, eso hace muchos afios, 96.
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[...] y surgi6 debido a varias cuestiones que nosotros vimos en esa investigacion. Esa
investigacion fue hecha en un curso de cada uno de tres Colegios del distrito, entonces
examinamos, cerca de 100 chinos y 3 profesores.

Jaime: [...] Entonces empezamos a ver que los estudiantes del colegio contaban, para

su trabajo de matematicas, relativamente solo con algunos nimeros naturales y con

algunas herramientas para manejar esos nimeros naturales.

Asi mismo, esas herramientas con que cuentan los estudiantes sobre los nimeros
naturales fueron observadas, de la misma forma, con el tratamiento de nimeros racionales y
reales en investigaciones posteriores. Lo que llevé a pensar:

Jaime: Entonces uno no puede decir, ellos tienen un conjunto numérico, porque no es
una estructura formalizada. Entonces, ¢cémo decir que tienen algo que puede estar
vuelto pedazos desde el punto de vista conceptual, sin decir que son sélo errores, sino
que también son posibilidades de trabajo? Entonces, algo asi que empezamos a decir
como que no tienen el conjunto de los numeros reales, porque ese tipo de objetos ellos
no los, ni los distinguen ni nada de eso, pero tampoco son completamente ignorantes
del todo y los usan de algunas maneras, y a veces bien y otras muchas veces mal. [...]
¢como hablamos de eso que tienen? Entonces, para nosotros fue claro que no estamos
hablando de que tienen una estructura matematica en el sentido de que los matematicos
hablan de estructura [...] Pero que hay algiin conocimiento y alguna experticia con la
gue se manejan algunos nUmeros.

También en dicha entrevista se afirmé que el universo numérico no habia sido descrito
de forma consistente en las investigaciones, porque no se habian encontrado los referentes
tedricos apropiados para describirlo. En adicién a esto, en las investigaciones de Pretexto
(1996) vy Rojas et al. (1999) se encontrd el uso del término universo numérico desde aquellos

universos a los que recurren los estudiantes para resolver cierto tipo de situaciones, de manera
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consciente o inconsciente.

Por su parte, en esa revision de los documentos también se encontraron algunos
indicios, que fueron confirmados por algunos integrantes de Mescud, sobre la evolucién
conceptual que ha tenido el término refinamiento en documentos como: Pretexto (1996); Rojas
et al. (1999); Lurduy y Romero (1999); Mescud (2002); Rojas y Romero (2006); Bonilla et al.
(2010); Mescud (2011); Bonilla et al. (2015) y Leon et al. (2017). Encontrando que:

Lurduy y Romero (1999) consideran que el desarrollo cognitivo y la constitucion de
conocimiento estan ligados a la resolucion de problemas, segun la teoria de los campos
conceptuales (Vergnaud, 1990); entonces, cuando una o Vvarios estudiantes enfrentan
situaciones problematicas, aparecen filiaciones y rupturas con sus saberes previos. De forma
paralela, Pretexto (1996) y Rojas et al. (1999) manifiestan que en el contexto de aula los
estudiantes enfrentados a situaciones nuevas producen interpretaciones de algunos elementos
novedosos de la situacidn; que estas interpretaciones, similares a trozos de informacion,
dejadas a su libre constitucion, regulada Unicamente por el éxito o por el fracaso segun la
valoracion escolar recibida, conduce al estudiante a integrar paulatinamente esos trozos
progresivos (Rojas et al. 1999). Es decir, el conocimiento personal generado en contexto de
aula es adaptacion operativa, evoluciona de forma mas o menos simultdnea con las
interpretaciones del escolar, que van acercandose a la estructura de conocimiento promovida
por las valoraciones de éxito escolar.

En documentos posteriores, Mescud (2002); Rojas y Romero (2006) y Bonilla et al.
(2010) contintian afirmando que el conocimiento se construye o reconstruye a partir del
conocimiento anterior. Mescud (2011) sigui6 trabajando con objetos matematicos que tienen
versiones aritméticas, geométricas y algebraicas; para ello, es necesario estudiar las

transformaciones que deben hacer los escolares para tratar con estos objetos en tanto objetos
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de aprendizaje y las que deben hacer los estudiantes para profesor en tanto objetos de
aprendizaje y de ensefianza. También estudia las implicaciones didacticas y cognitivas para
tratar en el aula la multiplicacion como cambio de unidad; analiza los resultados obtenidos en
pruebas externas (PISA, OCDE), los modelos intuitivos que configuran el actuar de los
estudiantes y los aspectos historicos que condicionaron el objeto matematico. Con estos
estudios y analisis disefia actividades que sirven para reconceptualizar, potenciar y modificar
los esquemas multiplicativos de los jovenes escolares, a través de un acercamiento a sistemas
posicionales de numeracién, la teoria de la proporcionalidad, la convergencia de series, la
propiedad de densidad de los nimeros racionales y relaciones de caracter l6gico y matematico
que vinculan los primeros cuatro items de acercamiento, antes aludidos, junto con la
comunicacion en matematicas.

Por su parte, Bonilla et al. (2015) y Leon et al. (2017) introducen las comunidades de
practica (Wenger, 2001) como necesidad en el disefio de ambientes de aprendizaje que
promuevan la resignificacion o la reconceptualizacion, en tanto modos, para elaborar
conocimiento matematico y concepciones acerca de los objetos matematicos. Mescud ha
mantenido una postura frente a la naturaleza de los objetos matematicos como requerimiento
didactico, segun la cual es posible afirmar que el conocimiento posee un caracter operatorio,
los conocimientos son el resultado de filiaciones y rupturas con conocimientos previos de un
sujeto, y que es necesario introducir la comunidad de practica en los ambientes de aprendizaje
y, ademas, que estas caracteristicas estan relacionadas con el refinamiento.

4. Marco teorico.

En la bdsqueda de los documentos que hablan de refinamiento y universo se pudo
encontrar que para el grupo de investigacion Mescud surge la necesidad de caracterizar los
términos universo numeérico, refinamiento y refinamiento del universo numérico. Debido a que,

en la comunidad de educadores de matematicas son usados sin carga tedrica aparente. Pero que
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el grupo ha mostrado que sirven, o se adecuan bastante bien, para caracterizar las acciones,
junto con su refinamiento, de los estudiantes al resolver situaciones que involucren el
tratamiento con nimeros, aunque el grupo Mescud las haya referido en investigaciones con
otras terminologias como conceptualizar, reconceptualizar, construir, reconstruir, potenciar,
evolucionar, filiar, transformar y modificar. Es por eso que a continuacion se presenta un marco
tedrico construido a partir de las investigaciones previas de Mescud y de las entrevistas
realizadas a los integrantes del grupo para caracterizar: “universo numérico”, “refinamiento” y
“refinamiento del universo numérico”.

4.1 Universo Numeérico.

En las matematicas del siglo XX se construyeron los nimeros naturales, enteros,
racionales y reales acudiendo a una axiomatizacion rigurosa, evidenciable en los trabajos de
Dedekind, Cantor, Peano y Hilbert. Estos sientan bases para la disposicion hacia las estructuras
algebraicas (campos, anillos, grupos, etc.) como conjuntos numeéricos con operaciones y
relaciones, que cumplen ciertas propiedades. En este nivel de formalizacion “se puede
sobrevivir muy bien haciendo matematica sin adoptar una ontologia explicita, esto es, una
teoria sobre la naturaleza de los objetos matematicos” (Radford, 2004, p.6). Pero este nivel no
es el de partida para los aprendices (Tall et al., 2012). asi que, para la educacion matematica
importa indagar y adoptar una teoria de los objetos matematicos y, como parte esencial de esta
indagacion, profundizar en las maneras en gque los objetos sirven para representar, organizar e
interpretar la realidad; es decir, hay que profundizar en los procesos de constitucion de tal
ontologia y, muy probable, también examinar su semantica y semiotica. En el presente
documento se decidié tomar la semidtica de Peirce como instrumento para indagar esta
ontologia.

Charles Sanders Peirce [1839-1914] construy6 su semidtica apoyandose en tres ramas

segun West (2015): la fenomenologia (S,0,1); la ontologia, que también puede denominarse
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como sus categorias de primeridad, segundidad y terceridad; y por ultimo, el pragmaticismo.
La fenomenologia establece que la interpretacion del signo, como fendmeno, se encuentra en
una relacién triadica entre signo (S), objeto (O) e interpretante (I). Dado que para Peirce el
signo puede ser cualquier imagen, concepto, icono, simbolo, sefial, relacion, expresion,
entonces, no es posible distinguir a priori entre signos y no signos, pero tal distincion es posible
en una relacion semidtica.

Aunque, el autor dio diferentes definiciones del signo a lo largo de su vida, decidimos
tomar una definicion frecuentemente usada, también citada por Darin (2016):

Un Signo, o Representamen, es un Primero que esta en tal relacion triadica genuina con

un Segundo, llamado su Objeto, que es capaz de determinar un Tercero, llamado su

Interpretante, de modo que éste asume la misma relacion triadica con su Objeto en la

que él mismo [el signo] se encuentra con el mismo Objeto. La relacion triadica es

genuina, es decir, (sus tres miembros se relacionan entre si de tal forma que no puede

reducirse a ningun complexus de relaciones diadicas (Peirce, 1931). (p.55)

Dado que cualquier cosa puede ser un signo, el representamen es un signo, al igual que
el objeto y el interpretante, para evitar confusiones se distinguen dependiendo de las funciones
gue asuman en la relacion triadica en un contexto especifico; para ello, los denominaremos
signo-vehiculo, signo-objeto, signo-interpretante y SIGNO a la relacion triadica (Saenz-
Ludlow y Zellweger, 2016). La funcion del signo-vehiculo es representar un signo-objeto y
puede ocurrir que el signo-vehiculo represente de forma veridica (signo genuino) o no (signo
degenerado) a un signo-objeto especifico, en un proceso semiético dado. En adicion a esto,
existen diferentes niveles de representacion de un signo-objeto, que estan vinculadas a sus
categorias ontoldgicas primeridad, cualisigno; segundidad, sinsigno; y terceridad, legisigno
(Gorlée, 1992).

El signo-objeto es lo que esta siendo representado por el signo-vehiculo; y para definirlo
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es necesario recurrir a la maxima pragmatica, o pragmaticismo. Segun la cual, la comprension
del signo-objeto vincula las concepciones que de este conforma cada persona, ya sea de manera
intrasubjetiva o intersubjetiva; es decir, para el pragmaticismo, la comprension del signo objeto
no se puede definir sin tener en cuenta las experiencias individuales y colectivas. La méxima
pragmatica fue planteada por Peirce como un método:
Parece, pues, que la regla para alcanzar el tercer grado de claridad de aprehensién es la
siguiente: Considerar qué efectos, que podrian tener una importancia practica,
concebimos que tiene el objeto de nuestra concepcion. Entonces, nuestra concepcion

de estos efectos es el conjunto de nuestra concepcion del objeto (Garcia 2014, p.173).

En un signo-vehiculo quedan representados algunos aspectos del objeto real, pero no
es posible que los represente en su totalidad, y alcanzar la comprensién del objeto real implica
el estudio ilimitado de todos los efectos practicos en toda experiencia actual y posible, por
tanto, su estudio conlleva una cadena infinita de SIGNOS. Cuando una persona utiliza un signo-
vehiculo para representar algunos aspectos del objeto real, queda codificada su interpretacion
del objeto real y se le denomina objeto-inmediato. Cuando un intérprete decodifica, por medio
del signo-vehiculo generando un signo-interpretante, se crean en la mente de dicho intérprete
algunas ideas sobre el objeto real a eso se le denomina signo-dindmico. También el signo-
objeto se relaciona con el signo-vehiculo por medio de diferentes niveles de complejidad,
ligados a sus categorias ontologicas: icono, indice y simbolo (Saenz-Ludlow & Zellweger,
2016; Gorlée, 1992).

Aun cuando el concepto de signo-interpretante no requiere mente o0 accion humana, en
los ambientes de aprendizaje como el aqui considerado, los interpretantes son constructos
mentales personales o esquemas sociales de uso desde los que las personas interpretan. Para

Peirce, es tan importante que el objeto se interprete como que se le represente; es decir, “nada
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es un signo a menos que sea interpretado como signo” (Peirce, 1902, citado por Gorlée, 1992).
El signo-interpretante es un mediador entre el signo-vehiculo y el signo-objeto, convirtiéndose,
en muchas ocasiones, en un signo-vehiculo mas desarrollado. Al igual que el signo-vehiculo,
el signo-interpretante y el signo-objeto tienen tres diferentes modos de existencia: primeridad,
icono; segundidad, indice; y terceridad simbolo (Darin, 2016).

La clasificacion de los signos puede resumirse en la siguiente tabla, pero es necesario
aclarar que para Peirce las categorias de primeridad, segundidad y terceridad se relacionan de
forma ordinal; dicho de otra forma, no puede existir segundidad sin primeridad, y tampoco

puede existir terceridad sin segundidad y primeridad (Darin, 2016):

Tabla 3

Clasificacion de los Signos

SIGNO Primeridad Segundidad  Terceridad

Sinsigno Legisigno

Signo-Vehiculo  Cualisigno “Token” “Tipo”

Imagen
Signo-Objeto fcono Diagrama  Indice Simbolo
Metafora
Signo- Posibilidad Hecho Razon
Interpretante Rhema Decisigno  Argumento

Nota. Fuente: Extraida de Pereira (2017).

Una vez descrita de forma general la clasificacion de los signos en la teoria de Peirce,
se procede a explicar su importancia para este documento y su relacién con el disefio. Para ello,
es necesario decir que permite estudiar las diferentes formas de razonamiento “en términos de
una interpretacion pragmatica de signos” (Darin, 2016, p.54) vinculadas a las experiencias de

cada individuo, que se dan dentro de una comunidad. De manera particular, el curso Transicion
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aritmética-algebra ha mostrado que los estudiantes traen del colegio y de sus experiencias en
cursos anteriores diferentes tipos de esquemas (Coba et al., 2013; Romero et al., 2014; Saavedra
et al., 2015) que se reflejan cuando los estudiantes interpretan una situacion problema y utilizan
nameros, procedimientos, proposiciones, definiciones, conceptos, formas representacionales y
argumentos. Cada uno de estos elementos puede ser signo-vehiculo, signo-objeto o signo-
interpretante dependiendo de la funcién semidtica que desempefie.

Son signos-vehiculos cuando se le manifiestan al estudiante mediante personas o
recursos. Pero pueden ser, también, signos-interpretantes cuando son resultados de un proceso
de aprendizaje, que sirven para evidenciar las concepciones conformadas por los sujetos acerca
de los objetos reales. Esto sucede por ejemplo, en las explicaciones expresadas por un grupo
de estudiantes a una situacion problema, a través de narraciones conceptuales; en las
expresiones plasmadas en un documento escrito por los estudiantes, como producto de una
vivencia; en el cuaderno resolutor; o en una participacion grupal sobre un tema de discusion.

En el curso Transicion aritmética-algebra los signos-vehiculos son representaciones de
algunos signos-objetos como: aritmetizacion del continuo, proporcion, proporcionalidad y
estructuras recursivas. Que no son interpretados de forma consistente, segun un punto de vista
matematico, en la mayoria de casos; por tanto, no se convierten en signos genuinos para el
signo-objeto de estudio. Otros ejemplos son la problematica de la eleccion de una unidad
normalizadora de una o de toda coleccion de razones y la problematica de los numeros con
coma.

Debido a que el universo numérico de una persona se manifiesta en sus habitos, cuando
interpreta signos-vehiculos en los problemas que involucran el tratamiento con nimeros y a
que los habitos, esquemas, la pueden conducir a acciones que considera correctas y adecuadas
a las situaciones, segin sus experiencias previas, aunque para la comunidad matematica

comporten razonamientos o procedimientos no validos, entonces la didactica se enfrenta a la
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disyuntiva de considerar estos interpretantes y habitos como errores a eliminar o como signos-
vehiculos de oportunidades de refinamiento hacia signos genuinos y, mas ain, argumentos, que
son signos de terceridad sostenidos en leyes. Entonces, la opcion del refinamiento esta
vinculada a la constitucion de un marco tedrico y a una configuracion epistémica similar a la
de los conceptos cristalinos (Tall et al., 2012).

4.2 Refinamiento.

El término refinamiento, en este documento, esta expuesto desde tres ideas que se encuentran
en constante relacion:

1. Los seres humanos cuentan con matematicas encuerpadas (set-befores) que se
desarrollan, a lo largo de la vida, con diferentes grados de complejidad (met-befores)
(Tall et al. 2012);

2. Este desarrollo ocurre de forma continla recogiendo el conocimiento previo y las
experiencias individuales que se dan dentro de una comunidad, para ser consolidadas
en conocimientos mejor desarrollados (pragmaticismo) Peirce y aceptados por una
comunidad. Por lo que en el aula existen procesos semidticos y, por tanto, de
argumentaciones (Saenz-Ludlow y Zellweger 2016);

3. Y que es necesario reconocer gue ser continuo no es sinénimo de linealidad, es decir,
en los procesos de aprendizaje ocurren retrocesos y en muchas ocasiones el proceso es
lento, pero es normal y natural (Parnafes y Disessa, 2013)

Para autores como Tall et al. (2012) las pruebas entendidas como argumentaciones que
sostienen la correccion de procedimientos o la verdad de las aseveraciones o la plausibilidad
de las explicaciones o conjeturas son centrales, incluso definitivas, dentro de la actividad
matematica; tal vez por el caracter de generalidad que los matematicos imprimen a sus objetos
de trabajo, incluyendo los basicos de uso mas comun y distribuido. Esta centralidad permite

tomarlas como indices de refinamiento de actividad matematica segun Tall y Mejia-Ramos
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(2012) “partiendo de la percepcion primitiva, hacia concepciones mas refinadas, descripciones
y luego hacia definiciones utilizadas para hacer inferencias, construyendo un marco deductivo
coherente, caracteristico de la Geometria Euclidiana” (p. 138).

4.2.1 Las matematicas ‘encuerpadas’ de David Tall.

En este apartado, expondremos la transformacion de la actividad matematica como un
proceso de refinamiento, acudiendo a relacionar las ideas de Tall et al. (2012), Tall y Mejia
Ramos (2012) y Tall (2014) con las matematizaciones segun Freudenthal (2002). Con esta
intencién acudiremos a investigaciones del cerebro, ciencia cognitiva, semiética y
argumentacion. Ademas, consolidaremos un instrumento didactico que servira para examinar
el discurso pedagdgico de los estudiantes en el aula.
4.2.1.1 Argumentacion y narraciones conceptuales.

Aunque el refinamiento tiene elementos de individualidad, como los procesos
cognitivos, gran parte del trabajo se da en comunidad, tal como solicita Horta (2017)
"considerar la nocion de realidad y verdad (desde Peirce) como una concepcion mental,
resultado de la manera de conocer el mundo mediante el “sentido comun critico”; es decir, por
medio del conocimiento aceptado dentro de una comunidad” p. (137). Transportar estas ideas
al aula genera vivencias en trabajo colaborativo, en el que los estudiantes discuten, contrastan
y consolidan conocimiento en relacién con los objetivos del curso, de forma eficaz, y en
algunos casos, eficiente; considerar la comunidad implica el “transito desde la filosofia de la
conciencia, centrada en estructuras subjetivas necesarias para el conocimiento de los objetos,
a una filosofia del lenguaje donde la primacia se sitGa en las practicas de los seres capaces de

lenguaje y accion” (Habermas et al., 2008, p.18).

Tall et al. (2012) establecen unas definiciones de prueba en un marco mas general que

"mostrar", "justificar", "explicar", “argumentar”, pero dado que el espacio de formacion
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Transicion aritmética-algebra fue disefiado desde los procesos de argumentacion y el debate,
nuestras definiciones estaran centradas en el trabajo de Toulmin et al. (1984). Este establece
que existen dos sentidos de argumentacion, el primero desde la autorreflexion del sujeto y el
segundo, que se tomaré en este documento, desde escenarios de confrontacién en donde se
discuten posturas y razonamientos entre dos 0 mas personas (Gonzalez, 2015). Los argumentos
se estructuran segun varios tipos de razonamiento: Analogia; generalizacion; signo (indice,
sintomas; analisis, en un sentido 16gico); causalidad (hipotesis que deben someterse a testeos:
abduccion); autoridad; clasificacién (conjuntos, silogismos oposiciones (contradiccion,
contraejemplo, refutaciones), grado (usa escalas establecidas, provenientes del uso comun de
las ciencias y las matematicas) y casos posibles o particulares (Toulmin et al., 1984).

4.2.1.2 Ciencia cognitiva e investigaciones del cerebro.

Las diferentes maneras de realizar pruebas en matematicas estan condicionadas al
desarrollo cognitivo alcanzado por los estudiantes, existen varias teorias cognitivas en
educacion matematica, por ejemplo, Van Hiele (1986) muestra que la evolucion que tienen los
estudiantes en el estudio de geometria escolar, o geometria euclidea, va desde los niveles
intuitivos y perceptuales hasta las estructuras deductivas. Por su parte, Bressan et al. (2016) y
Romero (2019), desde el campo de estudio de la educacién matematica realista, reconocen que
los estudiantes pasan por diferentes niveles de compresion de un problema desde las relaciones

que se pueden realizar dentro de la situacion hasta las estructuras formales.

Para Vergnaud (1990) el conocimiento racional es operatorio o0 no es tal conocimiento,
y adquiere sentido cuando se intenta resolver una situacion o problema. Se consideran dos
clases de situaciones: en la primera, el sujeto puede resolver la situacion de forma inmediata y
usa un esguema Unico; y en la segunda clase de situaciones, el sujeto se ve obligado a usar

diferentes esquemas que compiten, se acomodan, cambian y fusionan para generar un nuevo

38



esquema mas general que los anteriormente constituidos por el sujeto.

Clements (1999) ha mostrado que los bebés cuentan con habilidades matematicas de
conteo muy parecidas a las de los animales; Pérez-Echeverria y Scheuer (2005) muestran que
el sentido de nimero esta anclado a nuestra naturaleza bioldgica; Cruz et al. (2016) muestran
evidencias de que infantes entre 0 y 2 afios tienen ciertas habilidades aritméticas (de suma y
resta) relacionadas con la naturaleza humana y que, ademas, cuentan con un desarrollo

progresivo a lo largo de su vida.

Los hallazgos antedichos son apoyados por investigaciones sobre la corteza parietal.
Estas evidencian zonas cerebrales especificas para distinguir cantidad y realizar operaciones
matematicas (Harvey et al., 2013; Dehaene, 2019). También, Tall et al. (2012) dan cuenta de
ello:
El pensamiento humano es una mezcla de procesos perceptivos globales que nos
permiten "ver" los conceptos como una gestalt (Hoffmann, 1998) y operaciones
secuenciales que podemos aprender a realizar como procedimientos matematicos. El
cerebro funciona mediante el paso de informacion entre las neuronas, cuyas conexiones
se excitan a un nivel superior cuando estan activas. El uso repetido refuerza las
conexiones quimicamente, de modo que es mas probable que reaccionen en el futuro y

construyan estructuras de conocimiento sofisticadas. (p.17)

Las investigaciones anteriormente descritas nos permiten considerar que los seres
humanos estdn preconfigurados con habilidades matematicas (embodiment), que
posteriormente evolucionan por medio de la funcién adaptativa del conocimiento, cuando se

enfrentan a diferentes tipos de situaciones. Entonces, podemos afirmar que la experiencia de
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una persona con situaciones matematicas o matematizables son fuente de constitucion y cambio
de esquemas; por lo tanto, de constitucion, reestructuracion y explicitacion de conceptos y
argumentaciones matematicas. Cuestiones que también reconocen Tall y Mejia-Ramos (2012)
“A medida que se va sofisticando, este conocimiento previo se comprime en conceptos
pensables que, conectados entre si en esquemas de conocimiento, enmarcan la forma en que
los individuos piensan” (p. 137). Asi pues, la teoria de los campos conceptuales (Vergnaud,
1990) sirve para precisar y ejemplificar trayectorias de complejidad cognitiva que pueden ser
presentadas a los estudiantes y promovidas en ambientes de aprendizaje; particularmente, los
pasos desde conceptos y teoremas en acto hacia conceptos y teoremas definidos. En este Gltimo
sentido, sirve para el paso entre los distintos mundos matematicos propuestos por Tall (2014).

Esas habilidades (embodiment) se pueden resumir en tres facetas o categorias (set-
before): el reconocimiento a través de la percepcion, la repeticion y el desarrollo del lenguaje.
Las facetas se combinan para desarrollar pensamiento matematico y pruebas (Tall et al., 2012)

en los siguientes seis niveles:

1. Reconocimiento perceptual como gestalts completas con relaciones percibidas.
2. Descripcion verbal, representacion pictorica o simbolica

3. Definicion y deduccion utilizando principios apropiados

4. Equivalencia de definiciones y propiedades especificas

5. Conceptos cristalinos con relaciones restringidas de prueba

6. Estructuras de conocimiento deductivo que relacionan conceptos cristalinos

Estos niveles estan dirigidos a establecer un refinamiento de las concepciones actuales
del estudiante hacia la constitucion de conceptos cristalinos. Un concepto cristalino "[...] tiene
una estructura interna de relaciones restringidas que hacen que tenga propiedades necesarias
como parte de su contexto” (Tall et al., 2012, p. 20).

En la misma idea, Tall (2014) establece que el desarrollo del pensamiento matematico
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personal se da durante la vivencia en tres mundos de las matematicas (embodiment, simbdlico
y formal) que se construyen acudiendo a los set-befores y los met-befores de las experiencias
previas. En el mundo embodiment las entidades mentales son construidas como iméagenes
verbalizadas desde la percepcidn y accion humana; en el mundo de las matematicas simbdlicas,
un concepto cristalino toma la forma de un procepto que permite pensamiento operatorio
flexible; en las matematicas formales, las relaciones proceptuales se tornan formulables
verbalmente, ganan generalidad y extienden la coherencia, es decir, en el mundo formal un
concepto matematico es cristalino para una persona cuando ella reconoce, expresa verbalmente,
generaliza y distingue dominios de validez para distintas propiedades del concepto, que al ser
verdaderas e irrefutables pueden convertirse en aseveraciones demostradas, teoremas (Tall et
al., 2012). Por tanto, la compresion de las matematicas en tanto transito por los mundos
matematicos implica: estructura de conocimiento combinada, conceptos cristalinos
sofisticados, grados de generalidad de entendimiento, practicas matematicas diferenciadas,
refinamiento de los conocimientos previos que se modifican via la generalizacion, la
coherenciay la prueba, cuya irrefutabilidad proporciona un criterio de estabilidad y coherencia.
Aunque, segun Lakatos (1986)

Al probar, no mejoramos necesariamente. Las pruebas mejoran cuando la idea de

la prueba descubre aspectos inesperados de la conjetura ingenua que aparecen

entonces en el teorema. Pero, en las teorias maduras, podria no ocurrir asi. Ocurre

de manera efectiva en el caso de teorias jovenes en desarrollo. Este entretejido de

descubrimiento y justificacién, de mejora y prueba, es principalmente

caracteristico de las ultimas.

Por su parte, en el campo de estudio de la educacién matematica realista, Bressan et al.
(2016) evidencian la posibilidad de evolucionar en la comprension de un problema matematico

que tienen los estudiantes de secundaria. Esta evolucién esta relacionada con niveles de
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comprension que van desde el entendimiento de relaciones dentro de una situacion especifica

hasta la constitucion de estructuras formales que incluyen dicha situacion. Romero (2019)

propone indicadores de argumentacion y uso estructural de lenguajes en estos niveles de

comprension, para promover una practica de matematizacion (Freudenthal, 2002) en un

ambiente de aprendizaje universitario dirigido a la formacion de profesores de matematicas.

Estos niveles para Romero (2019), en lo que refiere al ambiente de aprendizaje disefiado, son:
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Situacional: los argumentos estan estrictamente relacionados con la situacion
especifica que fue formulada o con variaciones simples de ella; es decir, los argumentos
usan garantias empiricas obtenidas de manera directa como datos numeéricos, figurales
0 algebraicos.

Referencial: los argumentos estan estrictamente relacionados con preguntas y
respuestas a preguntas que a) usan la situacion como referente para la constitucion de
clases de esa situacion; b) aparecen esquemas iniciales como representaciones iconicas
o diagramaticas idiosincrasicas asi como representaciones simbolicas convencionales,
vinculadas a los argumentos antes referidos; c) los argumentos centrales pueden estar
vinculados a teoremas y conceptos en acto; d) las cantidades tratadas estan claramente
identificadas y expresadas.

General: los argumentos estan estrictamente relacionados con preguntas y respuestas
a preguntas que usan la clase de situaciones constituida; los argumentos centrales
empiezan a estar vinculados a teoremas y conceptos definidos. Los esquemas Yy
representaciones diagramaticas se refieren a la clase de situaciones y estan
complementadas con representaciones simbolicas; las cantidades o las magnitudes
tratadas estan claramente identificadas y expresadas, asi como las relaciones
matematicas entre ellas. ElI uso de lenguaje algebraico, geométrico y aritmético es

explicito y sistematico.



Formal: los argumentos estan vinculados a teoremas y conceptos definidos, pero en
tanto forma de expresion y estructuracion de teoremas, conceptos y representaciones
producidos en la matematizacion general. Las representaciones diagramaticas estan
complementadas con representaciones simbdlicas; se logra establecer, explicitamente,
nichos tedricos para el problema. Las cantidades, magnitudes y las relaciones entre ellas
obedecen a una sintaxis clara y, sistematicamente [pe., siguen la propuesta de Schwartz
(1988)]. El uso del lenguaje algebraico alfanumérico, geométrico y el aritmético en

cada caso es correcto. (pp. 2-3)

y se relacionan de manera estrecha con los primeros cinco niveles de evolucion del
pensamiento matematico, segun la lista de Tall et al. (2012) presentada y, por lo tanto, con el
paso por los distintos mundos matematicos (Tall, 2014). En tanto en cada mundo existen
modos, medios y circunstancias diferenciadas para la actividad matematica, cada mundo
matematico exige practicas matematicas diferenciadas, entonces el paso por estos distintos
mundos es, a la vez, un refinamiento de las practicas matematicas. Asi mismo, sucede con las
matematizaciones al modo de Freudenthal (2002).

5. Analisis de los datos y matriz de analisis.

La teoria presentada puede ser compilada en una matriz que es un instrumento que sirve
para estudiar los discursos pedagdgicos en el aula. Las columnas son independientes, no se
relacionan entre si, pero en todos los discursos pedagogicos hay elementos provenientes de
cada columna que permiten describir y situar al estudiante en una localidad dentro del proceso
de ensefianza y aprendizaje.

La primera columna sirve para determinar de qué lugar vienen los conocimientos que
se estan poniendo en accion, porque como se dijo en parrafos anteriores, todo conocimiento es
el refinamiento del conocimiento previo y, por tanto, proviene de algin lugar de una

experiencia. Las investigaciones del grupo Mescud y la experiencia del profesor encargado del
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ambiente de aprendizaje sirvieron para localizar algunas fuentes habituales de los estudiantes
cuando enfrentan situaciones que involucran el tratamiento con nameros, entre ellas estan:
Residuo escolar; Sobre-generalizacion; Sentido numérico; Sentido del infinito; Académica.

La segunda columna sirve para identificar el estatuto l6gico de distintas piezas que
conforman el discurso del estudiante. No se trata de evidenciar el grado de conciencia con que
usa los elementos de la columna, sino de identificar el papel de las definiciones (D), conceptos,
proposiciones (P) y caracterizaciones (C), que estan inmersos en la argumentacion que
construye y desarrolla el estudiante en el aula, cuando debate o discute. Esta columna sirve,
ademas, para evidenciar qué tipo de matematica estan usando los estudiantes y, por tanto, el
mundo matematico en el que se encuentran (Tall, 2014).

La tercera columna es un reflejo del disefio del espacio de formacion transicion
aritmética-algebra, dado que uno de los objetivos en el disefio es la reflexion acerca de la
practica en que los objetos emergen, en palabras de Freudenthal (2002), es generar estructura
matematica, y afiadimos, segun un punto de vista didactico. Esa estructura matematica pasa por
diferentes niveles de matematizacion que sitdan la comprension de los estudiantes en distintos
niveles del proceso de ensefianza-aprendizaje. Pero para el grupo los niveles de matematizacion
y los seis niveles propuestos por Tall et al. (2012) son similares, dado que los primeros niveles
corresponden a las ideas intuitivas y los dltimos a las estructuras formales. Por tanto, se decide
tomar lo propuesto por Tall et al. (2012) en la columna para analizar la actividad matematica
de los estudiantes a lo largo del espacio de formacion.

La cuarta columna identifica las relaciones de los significados contenidos en los
esquemas que permiten la organizacion del comportamiento en una situacion (Vergnaud,1990),
y a su vez categorizar los conocimientos matematicos de referencia que usa el estudiante en el
discurso. Dichos conocimientos pueden ser categorizados como; especializado, cuasi-

especializado, comun-calle y erréneos.
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Tabla 4

Elementos del saber creer (ESC)

Fuente Nivel logico Grado de Relacion con los conocimientos de referencia
(F (NL) generalidad (GG) (RCR)

Proposicidn en acto;

Residuo escolar; Definicion (D); N!VEI 1 Concepto en acto; Espe_uahzad_o;_ .
Sobre-generalizacion;  Caracterizacion Nivel 2; Doxales (ley de la oreja; Cuasi-especializado;
Sentid(gJ numérico; ’ (©); Nivel 3; carita feliz%& conJ ’ Comiin-calle:

Sentido del infinito; Concepto, m:zg: g poco contenido géitigggédgsezc(}?i;
Académica. Proposicion (P) Nivel 6’ conceptual, p.e. ErToneos P ’

proporcién: +, +; --)

Nota. Fuente: Adaptado de Polo et al. (2016). Fuente propia.

Las evidencias se presentaran en 3 momentos y se acudird a utilizar la tabla 3 como
instrumento de analisis y a las ideas del signo Peirceano. Para ello, es necesario aclarar que
cada una de las evidencias tiene signo-vehiculo, signo-objeto y signo-interpretante pero el
lector debera encontrar los signos-interpretantes en las siguientes evidencias mas o no en la que
se esta analizando. Por ejemplo, los signos interpretantes de las evidencias 1y 2, se pueden
observar en las evidencias 3 y 4.

5.1 Momento 1.

El espacio de formacidn Transicion aritmética-algebra, espacio de formacion del ndcleo
de Matematicas escolares, tiene como propdsito que los estudiantes refinen sus conocimientos
adquiridos en la escuela (fuente, residuo escolar) hasta convertirse en conocimientos
coherentes y eficientes de un buen sentido numérico. Entendido este tltimo como las “destrezas
relacionadas con el céalculo mental, estimacion del tamafio relativo de los nimeros y del
resultado de operaciones con los numeros, reconocimiento de las relaciones parte-todo,
conceptos de valor posicional y resolucion de problemas” (Godino et al., 2009. p.1).

Para mostrar evidencia de ello, se extrajeron fragmentos de video desde el comienzo de
la tarea 8 (expuesta en el disefio). Lo que implicaba que los estudiantes habian trabajado las 7
primeras tareas del disefio y, por tanto, tenian experiencias en la medicién de objetos usando

diferentes unidades, ademas, estaban comenzando a reconocer las bases de magnitud como una
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herramienta potente para realizar mediciones y estimaciones. De forma paralela a la tarea 8 los
estudiantes debian responder unas preguntas hechas por el profesor, que fueron: ¢ Cuéles bases
de numeracion han manejado? ¢ Qué tipo de situaciones que involucran conceptualmente base
de numeracion han enfrentado? y ¢Qué es una base de numeracion? Como respuesta a la
primera pregunta se encontré que los estudiantes habian trabajado previamente con base dos,
tres, cuatro, cinco, siete, diez, doce y hexadecimal. En la segunda pregunta se pudo observar
que los estudiantes han tenido experiencias con las bases desde lo procedimental (operaciones)
y asocian algunas aplicaciones de las bases con el estudio del lenguaje de programacién en
base dos y la navegacion.

La tarea 8 junto con las preguntas hechas por el profesor permitieron observar las
concepciones de los estudiantes, sobre las bases de numeracion, que fueron adquiridas en la
escuela al interpretar diferentes signos-vehiculos y producir signos-interpretantes. El estudiante
0 el intérprete relaciona esos signo-interpretantes con una expresion elegible segiin un modo
de expresion, quizés escogido, para continuar la comunicacion (codificar). Tanto la expresion
como el modo escogido dependen del conocimiento especifico del hablante sobre el objeto-
real (bases de numeracion) referido por el signo-vehiculo y de su interpretacion de las
condiciones del escenario en que se encuentra y del auditorio al que se dirija. Algunas
concepciones encontradas fueron:

Evidencia 1

Estudiante 1: Una base es un sistema de simbolos que pueden indicar cantidad de orden

0 posicion que cumple unas reglas.

El nivel l6gico de la evidencia puede ser expresado a través de una definicion y dos
proposiciones gque esta usando el estudiante. D1: Una base es un sistema de simbolos. P1: El
sistema de simbolos pueden indicar cantidad de orden P2: El sistema de simbolos puede indicar

posicién que cumple unas reglas.
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Figura 6

Esquema argumentativo del estudiante 1

Una base es un sistema de simbolos que pueden indicar cantidad de orden o
posicion que cumple unas reglas

Y

Cuasi-Especializado: En el uso
dela a\al::ra cantidad de orden : . Residuo Escolar: Enfasis en los
P D1: Una base es un sistema de simbolos. Sl el e G B e T

-- Definicién

Y

P1: El sistema de simbolos que pueden indicar la P2: El sistema de simbolos que pueden indicar la
le— o —>|

cantidad de orden. posicion que cumple unas reglas.

Nota. Fuente Propia.

En D1 se puede deducir un residuo escolar que en RCR es entendido como un
conocimiento doxal debido a que son las creencias y estrategias mnemotécnicas que el
estudiante aprende sobre un concepto matematico; en este caso particular, privilegiando la

memorizacion de simbolos mas que las relaciones.

Tabla b

Relacién semiotica de la Definicion 1 usada por el Estudiante

Signos Analisis

Los estudiantes al haber trabajado con base dos, tres, cuatro, cinco,
siete, diez, doce y hexadecimal relacionan los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,89, 0y algunas letras que representan otras cantidades para
representar el concepto de numero (Vergnaud, 1990). Al referenciar

Signo-vehiculo solo algunos digitos como representacién de los nUmeros podemos
decir que estad usando tokens, y por tanto, son sinsigno segun la tabla
3. Esto implica que el estudiante identifica la base de numeracion
con digitos necesarios y suficientes para referir todos los nUmeros
expresables en una base dada.

El trabajo con los digitos a muestra de forma implicita que el
universo numeérico del estudiante tiene un cierto grado de
conocimiento sobre el manejo de las agrupaciones en las bases de
numeracion, por tanto, se puede deducir que relacionar las bases de

Signo-objeto
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numeracion con el tratamiento de los digitos es un tipo de signo-
objeto, dado que los signos-objetos relacionan los signos-vehiculos
con las concepciones que tienen las personas sobre los objetos-
reales. De forma mas especifica, y acudiendo a la tabla 3, podemos
decir que el signo-objeto representa un icono-diagramatico.

Nota. Fuente: propia.

P1 muestra que el estudiante usa un conocimiento cuasi-especializado al referirse a
cantidad de orden, debido a que utiliza sinénimos para expresar la utilidad que tienen las bases
para hallar la cardinalidad de colecciones concretas. En P2 no es posible identificar los
conocimientos de referencia que el estudiante esta pensando, debido a que el estudiante no es

explicito con las reglas que deben cumplir los simbolos en la base.

Tabla 6

Relacién semiotica de la Proposicion 1 usada por el Estudiante 1

Signos Analisis

Al utilizar el término “cantidad de orden” sabemos que esta usando
un sinénimo de una condicion matematica (peso posicional) y, por
tanto, es un token de la condicién matematica y eso lo convierte en
un Sinsigno.

Signo- vehiculo.

Por su parte, las palabras son signos y en ellas hay significados
aceptados dentro de comunidades, todo signo establecido como
acuerdo es un simbolo, segun la categoria de los signos de Peirce.
En esta evidencia, podemos ver el uso del término “cantidad de

Signo-objeto orden” aceptado localmente por la comunidad; sin embargo, para la
comunidad matematica ese termino no es el habitualmente usado.
Esto lleva a pensar que podria ser un signo-objeto simbolico, pero al
no estar aceptado por la comunidad matematica, es un signo-objeto
indéxico en via de ser simbdlico.

Nota. Fuente: propia.
El estudiante se encuentra en un nivel 1 de grado de generalidad, debido a que percibe
las bases de numeracién como una totalidad respecto a la escritura, dando mayor peso a los

simbolos reforzados previamente mediante el trabajo algoritmico con representaciones
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simbdlicas. Ademas, es posible considerar que el estudiante esta razonando por generalizacion,
debido que ha extraido de cada una de estas vivencias elementos particulares de las bases de
numeracion hasta crear un habito segin Peirce o esquema para Vergnaud (1990) en donde ha
generalizado las bases de numeracién como conjunto de digitos que cumple unas reglas
(Toulmin et al., 1984).

Evidencia 2

Esa forma de percibir las bases da comienzo a una primera problemética conceptual:
“la necesidad del uso de letras para diferenciar el cardinal que refieren los digitos en bases
mayores a diez”. La cual esta dirigida por la pregunta que realiza un estudiante ;después de la
base nueve, la diez ya se tratan con letras? Algunos estudiantes consideran que el uso de las
letras es por conveniencia y permite distinguir el cardinal que refieren los simbolos, a modo de
ejemplo especifico se propone caracterizar la diferencia entre 1E y 114 en base diez y seis dado
que E es el catorceavo simbolo en el orden asignado en la base catorce. Para hacer la distincion
el estudiante 10 hizo la siguiente intervencion:

Estudiante 10: Como en el primero hay un uno significa que antes se llegd a un tope

de diez y seis, y la E representa:: (....) Haga diez y seis puntitos [Dirigiéndose al

profesor] y enciérrelos en un rectangulo. Luego uno hace otros °catorce puntos®,

entonces... (..)
Figura 7

Representacion icénica de 1E

4N\

Ay 8 @ o 48

Nota. Fuente Propia.

Profesor: Esto es 1E [Sefiala Figura 7] (114 qué da?
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Estudiante 10: Espere, digamos que el rectangulo representa los grupos de diez y seis
puntos, tendriamos que hacer diez y seis rectangulos. Todos estos estarian metidos en
en un circulo, Y por ultimo otro rectangulo, y cuatro puntos. [Dibuja en el tablero la
Figura 8]

Figura 8

Representacion iconica de 1.1.4 [Figura elaborada por el transcriptor para mejor

interpretacion]

Nota. Fuente Propia.

El nivel 16gico de la evidencia puede ser expresado a través de tres proposiciones y tres
definiciones que esta usando el estudiante las cuales son: P3: Como en el primero hay un uno,
significa que antes se llego a un tope de diez y seis. D2: Haga diez y seis puntitos y enciérrelos
en un rectangulo. P4: Y luego uno hace otros catorce puntos. D3: Digamos que el rectangulo
representa los grupos de diez y seis puntos. D4: Tendriamos que hacer diez y seis rectangulos

todos estos estarian metidos en un circulo. P5: Y por ultimo otro rectangulo, y cuatro puntos.
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Figura 9

Esquema argumentativo del estudiante 10

Estudiante 10: Como en el primero, del nimero 1.E, hay un uno significa que
antes se llego a un tope de diez y seis, y la E representa:: (....) Haga diez y seis
puntitos |Dirigiéndose al profesor| Enciérrelos en un rectangulo Y luego uno hace
otros °catorce puntos®, entonces. .. (..)

V8

Estudiante 10: Espere digamos que el rectingulo representa los grupos de diez y
seis puntos tendriamos que hacer diez y seis rectangulos todos estos estarian

metidos en un rectangulo en un circulo, Y por Gltimo otro rectangulo, y cuatro
puntos

|

Representacicn

'

Comun de la calle: En el uso
de la palabra tope

P3: Como cn ¢l primero hay un uno significa que
antes se llegd a un tope de diez y seis. N

D2: Haga dicz y seis puntitos
[Dirigiéndose al protesor] Enciérrelos en
un rectangulo .

P4: Luego uno hace otros “catorce
puntos®

[€— y —»

Definicion Concepto en acto:

Construccion de unidades

Nota. Fuente Propia.
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cirulo.
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En P3 se observa que el estudiante utiliza el término tope que proviene del uso comun
de la calle y sirve para expresar las relaciones presentes entre los simbolos que estan ocupando

una posicion relativa en la escritura y el cardinal que refieren.

Tabla 7

Relacion semiodtica de la Proposicion 3 usada por el Estudiante 10

Signos Andlisis

Al utilizar el término “tope” sabemos que esta usando un sinénimo de
peso posicional, y por tanto, es un token de una condicion
matematica aceptada por la comunidad (peso posicional) y eso lo
convierte en un Sinsigno.

Signo-vehiculo

Por su parte, las palabras son signos y en ellas hay significados
aceptados dentro de comunidades, todo signo que se establezca como
acuerdo es un simbolo segun la categoria de los signos de Peirce. En
esta evidencia podemos ver que el uso del término “tope” es aceptado
localmente por los integrantes del espacio de formacion, sin embargo,
para la comunidad matematica ese término no es el correcto. Esto
lleva a pensar que podria ser un signo-objeto simbdlico, pero al no
estar aceptado por la comunidad matematica es un signo-objeto
indéxico que esta en via a ser simbolico.

Signo-objeto

Nota. Fuente: propia.
En D2, D3 y D4 el estudiante construye unidades y les asocia una representacion
iconica. La construccién de las unidades estd asociado a un concepto en acto de las bases de

numeracion el cual estructura las unidades en razones de uno a n entre dos unidades

consecutivas.

Tabla 8

Relacién semiotica de las Definiciones 2, 3 y 4 usadas por el Estudiante 10

Signos Analisis

Al utilizar algunas representaciones para las cantidades sabemos que

Signo-vehiculo . . . .
g estd usando casos particulares de los objetos abstractos de nimeros, y
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por tanto, son tokens de una condicion y eso lo convierte en un
Sinsigno.

Entre un cuadrado, circulo y rectdngulo no hay una condiciones
necesarias y existentes como representacion de los nimeros sino es
un valor que es adjudicado por una persona, por tanto la convierte en
iconos metafdricos. Sin embargo, dentro de la comunidad local
) ) podemos decir que todo signo que se establezca como acuerdo social

Signo-objeto es un simbolo segln la categoria de los signos de Peirce, por tanto, al
definir representaciones de cantidades en una base especifica y que
estas representaciones sean aceptadas por la comunidad las convierte
en simbolos.

Nota. Fuente: propia.

El estudiante se encuentra en el segundo grado de generalidad expuesto por Tall et al.
(2012), dado que, en su discurso, utiliza representaciones iconicas que le permiten explicitar la
relaciones existentes entre las agrupaciones y las representaciones simbolicas (diagramas y
simbolos en el sentido de Peirce). En esta representacion, el estudiante reconoce propiedades
de recursividad de las bases de numeracion. Ademas, en este discurso argumentativo el
estudiante 10 realiza un razonamiento por contraejemplo y por caso particular, puesto que este
contraejemplo pretende no contradecir el razonamiento, sino contradecir sus conclusiones. El
estudiante quiere mostrar lo que sucederia si se omitiera el uso de las letras en la escritura de
los digitos. Realizando un contraejemplo no de la hipétesis, sino de las conclusiones de la
misma, por medio de un caso particular entre la comparacién de 1E y 114 obteniendo asi las
dos diferentes representaciones.

5.2 Momento 2

En la sesion dos y tres, los estudiantes siguieron trabajando sobre “la necesidad del uso
de letras para diferenciar el cardinal que refieren los digitos en bases mayores a diez”
acudiendo a otras representaciones como simbdlicas y algebraicas, en la distincién de 1E y 114.

A partir de ello, los estudiantes lograron establecer relaciones entre las representaciones y
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caracterizar la estructura recursiva de las bases. Ademas, surgen conceptos técnicos como valor
posicional y sistema posicional que son mencionados por los estudiantes, pero no explicitados.

Es asi como, en la sesion tres, el espacio de formacién pasa al segundo momento
importante en el proceso de enseflanza-aprendizaje “caracterizar los posibles elementos que
conforman las bases” por medio de la estructura de la cantidad de Schwartz (1988). Esta teoria
establece que la cantidad es una tripla que relaciona numerosidad, cosa medible y unidad de
medida. Las narraciones presentadas en el momento 2 provienen de las fuentes sentido
numérico y residuo escolar, pero a medida que se van refinando los universos numéricos de los
estudiantes, empiezan a usar con menor frecuencia la fuente residuo escolar y vinculan otras
fuentes como la académica, entendida como el uso de elementos tedricos en la elaboracion de
argumentos.

Evidencia 3

Para empezar a caracterizar los elementos de la base un estudiante responde:

Estudiante 10: Las bases de numeracion pueden estar (x) compuestas de simbolos, de

peso posicional, del valor de cada simbolo, de orden y de (...) ;ya dije peso posicional?

Y de (x) las operaciones que se pueden dar con él.

En esta evidencias podemos encontrar cinco proposiciones: P6: Las bases de
numeracion pueden estar compuestas de simbolos. P7: Las bases de numeracion pueden estar
compuestas de peso posicional. P8: Las bases de numeracion pueden estar compuestas del valor
de cada simbolo. P9: Las bases de numeracion pueden estar compuestas de orden. P10: Las
bases de numeracion pueden estar compuestas de las operaciones que se pueden dar con el.
Cada una de las proposiciones describe, desde las vivencias de los estudiantes, los elementos
y/o relaciones que pueden formar parte de las bases de numeracion.

Figura 10

Esquema argumentativo del estudiante 10
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Estudiante 10: Las bases de numeracion pueden estar (x) compuestas de
simbolos, de peso posicional, del valor de cada simbolo, de orden y de (...) ;ya
dije peso posicional? Y de (x) las operaciones que se pueden dar con el.

Residuo Escolar: Enfasis en los
simbolos mas que en la estructura

P6: Las bases de numeracion pueden estar (x)
compuestas de simbolos.

[ ]

P7: Las bases de numeracion pueden estar (x)
compuestas de peso posicional

Conocimiento Especializado:
En el uso de los términos orden
y peso posicional

P8: Las bases de numeracion pueden estar (x)

S Praposicion

compuestas del valor de cada simbolo.

KRR R R R R R R P9: Las bases de numeracion pueden estar (x)
compuestas de orden.

Y

" [Conocimiento doxal:Uso de los
- simbolos

P10: Las bases de numeracion pueden estar (x) .
compuestas de (x) las operaciones que se pueden [~
dar con el.

r

Nota. Fuente Propia.

En P7y P9 el estudiante utiliza los términos peso posicional y orden que son aceptados
dentro de la comunidad matematica y, por tanto, son conocimientos especializados y a su vez

provienen de la fuente de sentido numeérico.

Tabla 9

Relacién semiotica de las proposiciones 7 y 9 usadas por el Estudiante 10

Signos Analisis

Estos signos-interpretantes complementan las relaciones triadicas de
las evidencias 1y 2, porque como se dijo en el marco teorico, para
Peirce es tan importante que el objeto se interprete como lo es que se
le represente.

Relacionar condiciones matematicas que antes eran referidas como

Signo-interpretante  “topes” y “cantidades de orden” con los términos “peso posicional” y
“orden” representa un avance en el proceso de ensefianza-
aprendizaje; sin embargo, los estudiantes no especificaron ni
definieron lo que esos términos implican y son para la comunidad
matematica. Por tanto, son Rhemas, es decir, posibilidades de
comunicar una caracteristica matematica.
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Signo-vehiculo

Signo-objeto

Los términos “peso posicional” y “orden” sabemos que son formas
de referir una condicion matematica aceptada por la comunidad
matematica, y eso convierte a estos términos en tokens, es decir, en
Sinsignos.

Por su parte, las palabras son signos y en ellas hay significados
aceptados dentro de comunidades, todo signo que se establezca como
acuerdo es un simbolo, segun la categoria de los signos de Peirce. En
esta evidencia, podemos ver que el uso de los términos “orden” y
“peso posicional” son aceptados por la comunidad matematica local,
esto lleva a pensar que son signos-objeto simbolicos.

Nota. Fuente: propia.

Por su parte, en P8 'y P10, al igual que en D1, se muestra el mismo residuo escolar que

es a su vez un conocimiento doxal, los argumentos de los estudiantes siguen centrandose en la

importancia de los simbolos, mas que en las relaciones internas que tiene el concepto

matematico.

Tabla 10

Relacion semiotica de las proposiciones 8 y 10 usadas por el Estudiante 10

Signos

Analisis

Signo-interpretante

Signo-vehiculo

Signo-objeto

Estos signos-interpretantes complementan las relaciones triadicas de
las evidencias 1y 2, porque como se dijo en el marco teorico, para
Peirce es tan importante que el objeto se interprete como lo es que
se representen.

El relacionar las bases de numeracion con un conjunto de digitos
como producto de su experiencia en el colegio y de las creencias de
sus comparieros convierte a esta relacién en una Rhema, es decir,
una posibilidad.

Los estudiantes siguen refiriendo el signo-vehiculo de la tabla 4; es
decir, los universos numeéricos de los estudiantes siguen pensando
en los digitos como algunas representaciones del concepto de
namero. Al referenciar solo algunos digitos como representacion de
los nimeros podemos decir que esta usando tokens y, por tanto, son
sinsigno segun la tabla 3.

El trabajo con los digitos de forma implicita muestra un grado de
conciencia sobre el manejo de las agrupaciones en las bases de
numeracion, por tanto, se puede deducir que relacionar las bases de
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numeracion con el tratamiento de los digitos es un tipo de signo-
objeto, dado que los signos-objetos relacionan los signos-vehiculos
con las concepciones que tienen las personas sobre los objetos-
reales. De forma mas especifica y acudiendo a la tabla 3 podemos
decir que el signo-objeto representa un icono-diagramatico.

Nota. Fuente: propia.

El estudiante se encuentra en el nivel 2 de Tall et al. (2012) porque reconoce una
propiedad (P9) y dos necesidades (P7 y P8) de las bases de numeracion. P7 es una necesidad
porque permite diferenciar unidades que refiere cada digito en la escritura simbdlica. P8 es una
necesidad porque permite consolidar una representacion simbdlica a partir de una iconica en
una escritura mas optima. P9 es una propiedad porque es la manera en que se construyen las
agrupaciones.

Por su parte, es posible identificar un razonamiento por generalizacion Toulmin et al.
(1984) porque es el producto de sus experiencias previas. En las experiencias previas se
encuentran aquellas consolidadas en su etapa escolar que involucran el tratamiento con
simbolos y procedimientos algoritmicos y también, aquellas que se empezaron a refinar dentro
de la comunidad de practica presente en el curso de transicion-aritmética algebra.

Evidencia 4

En consecuencia, se empez6 discutir sobre la concepcién de orden dada por el
estudiante 10, que después de expresar algunos argumentos basados en representaciones
iconicas, se encontrd que él entendia la palabra orden como la manera en que se agrupan los
objetos de forma recursiva en la base, como se ve a continuacion:

Estudiante 10: Cuando uno escoge una base, uno escoge como ordenar esos puntos [El

estudiante dibuja en el tablero varios puntos]. Digamos que escogemos la base tres y

comenzamos a hacer asociaciones de tres [comienza a agrupar de a tres puntos luego,

encierra tres grupos de tres puntos, y por Gltimo encierra tres grupos de tres grupos de

tres puntos como se ve en Figura 11]
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Figura 11
Agrupaciones de puntos en base 3 [Figura elaborada por el transcriptor para mejor

interpretacion]

Nota. Fuente Propia.
Estudiante 10: Entonces a la hora de escribir eso (..), agrupando de a tres puntos, en
total se tienen dos grupos de tres puntos (...) Entonces, a la hora de intentar escribir
esta cantidad en base 3 (.), después de ordenarlos (.), ne:::cesitamos algo para poner
estos numeros de tal forma en que se entienda de que esto [Escribe en el tablero de
forma vertical a modo de lista 1022 con sus respectivas unidades] se refiere a esto
[Sefiala las agrupaciones de puntos en base 3], ahi es cuando se pasa al peso posicional.
La evidencia puede ser desglosada en cuatro proposiciones. P11: Cuando uno escoge
una base, uno escoge como ordenar esos puntos. P12: Digamos que escogemos la base tres y
comenzamos a hacer asociaciones de tres. P13: A la hora de escribir eso, agrupando de a tres
puntos, en total se tienen dos grupos de tres puntos. P14: A la hora de intentar escribir esta
cantidad en base 3, después de ordenarlos, necesitamos algo para poner estos nimeros de tal
forma en gue se entienda de que esto se refiere a esto. Ahi es cuando se pasa al peso posicional.
Figura 12

Esquema argumentativo del estudiante 10
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Estudiante 10: Cuando uno escoge una base, uno escoge como ordenar esos
puntos [El estudiante dibuja en el tablero varios puntos]. Digamos que escogemos
la base tres y comenzamos a hacer asociaciones de tres [comienza a agrupar de a

tres puntos luego, encierra tres grupos de tres puntos, y por tltimo encierra tres . .
grupos de tres grupos de tres puntos como se ve en figura 11] . ‘ @ O
Entonces

Representacion ——> ‘ ’ 1 -
0000 .
Estudiante 10:Entonces a la hora de escribir eso (..), agrupando de a tres .

puntos, en total se tienen dos grupos de tres puntos (...) Entonces, a la hora 2
de intentar escribir esta cantidad en base 3 (.), después de ordenarlos (.),
ne:::cesitamos algo para poner estos nimeros de tal forma en que se
entienda de que esto [Escribe en el tablero de forma vertical a modo de lista
1022 con sus respectivas unidades] se refiere a esto [Senala las agrupaciones|
de puntos en base 3], ahi es cuando se pasa al peso posicional.

Ll P11: Cuando uno escoge una base, uno

€scoge como ordenar esos puntos.

Concepto en acto:

P12: Digamos que escogemos la base tres y D F :
L R PP Construccién de unidades

comenzamos a hacer asociaciones de tres.

Conocimiento Especializado:
! En el uso del termino peso
posicional

*’» Entonces

v v

P13:A la hora de escribir eso, agrupando de P14: A la hora de intentar escribir esta cantidad en base 3,
a tres puntos, en total se tienen dos grupos después de ordenarlos, necesitamos algo para poner estos
de tres puntos. numeros de tal forma en que se entienda de que esto se refiere

a esto. Ahi es cuando se pasa al peso posicional.

Nota. Fuente Propia.

En P11y P12 es posible observar el mismo concepto en acto expuesto en D2, D3y D4
que muestra la manera en que los estudiantes construyen unidades, y les asocian
representaciones icénicas y simbolicas, en razones de uno a n entre dos unidades consecutivas,
y por tanto, los Signos-vehiculos, Signos-objetos y Signos-interpretantes pueden observarse en
la tabla 8.

En P14, se observa el mismo conocimiento especializado (peso posicional) de P7 que
es una relacibn matematica que permite el paso de las representaciones iconicas a
representaciones simbolicas por medio de los digitos, ademas, este paso permite la escritura de
infinitas cantidades con un numero finito de digitos. Este conocimiento especializado fue
refinado en la evidencia 3, evidenciando por primera vez el uso del término peso posicional,
por tanto, los Signos-vehiculos, Signos-objetos y Signos-interpretantes pueden observarse en

la tabla 9 que es el analisis de los signos de P7 de la evidencia 3.
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El estudiante se encuentra en un nivel 2 segin Tall et al. (2012), porque al igual que en
la segunda evidencia del momento 1, usa representaciones iconicas y simbolicas para expresar
las relaciones existentes en las bases de numeracién. En este caso, para expresar las relaciones
entre las agrupaciones y el peso posicional. Los razonamientos empleados por el estudiante son
el razonamiento por causalidad y el razonamiento por caso particular. EI primero se puede
identificar, ya que los argumentos de causa requieren, en primer lugar, una generalizacion
causal o hipdtesis que afirma que si se observa tal o cual causa, es de esperar que se produzca
un efecto (Toulmin et al., 1984). En lo realizado por el estudiante, se observa que, en P11, el
estudiante identifica una correlacion existente entre la seleccion de la base de numeracion y las
formas en que se construyen las unidades y, por tanto, puede ser considera como un
razonamiento causal de tipo: concomitant variations. Ademas, P11 es respaldada por P12, P13
y P14 que se estructura en un razonamiento por caso particular, porque a partir de un ejemplo,
el estudiante expresa la correlacion expuesta en P11.

Evidencia 5

La discusion concluyé que el término orden no es el adecuado para expresar la forma
en que se agrupan los elementos en una base de numeracion, en cambio, se propuso utilizar el
término estructurar. Ademas, a partir de algunas intervenciones se diferencia bases y sistemas
de numeracion, dicha diferencia radica en que las operaciones se encuentran en el sistema de
numeracion. En relacion con los simbolos o digitos, se concluy6 que surgen en la necesidad de
representar numerosidades, pero no son parte de la base. Enseguida de esto se empez0 a trabajar
sobre la caracterizacion del peso posicional. Como se muestra en la siguiente evidencia:

Estudiante 23: Bueno, cuando nos referimos a peso posicional estamos hablando del

(x) valor que tiene cada simbolo en la escritura, y asi se toma por separado como en el

caso de las triplas de Schwartz, se esta hablando de misma numerosidad, pero no misma

unidad.
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Desde el nivel 16gico se puede identificar que el estudiante usa dos proposiciones: P15:
Cuando nos referimos a peso posicional estamos hablando del valor que tiene cada simbolo en
la escritura. P16: se toma por separado como en el caso de las triplas de Schwartz, se esta
hablando de misma numerosidad, pero no misma unidad.

Figura 13

Esquema argumentativo del estudiante 23

Estudiante 23: Bueno, cuando nos referimos a peso posicional estamos hablando
del (x) valor que tiene cada simbolo en la escritura, y asi se toma por separado

como en el caso de las triplas que se hizo ahi, se esta hablando de misma
numerosidad, pero no misma unidad, no s¢ si me hago entender.

P15: bueno, cuando nos referimos a peso
- posicional estamos hablando del (x) valor que
tiene cada simbolo en la escritura.

.- v
Proposicion Entonces Conocimiento Especializado:
) ¥ En el uso de los términos peso
posicional, numerosidad y
unidad.

P16: se toma por separado como en el caso de las

triplas que se hizo ahi, se esta hablando de misma |, - -

numerosidad, pero no misma unidad, no sé si me
hago entender.

Nota. Fuente Propia.

En P15 y P16 el estudiante emplea los términos especializados: peso posicional,
numerosidad y unidad con relacion a los conocimientos de referencia. Peso posicional es un
término, como ya se dijo, aceptado por la comunidad matematica. Por su parte, numerosidad y
unidad de medida provienen de la fuente académica de Schwartz (1988), la cual permite

distinguir la estructura de la cantidad.

Tabla 11

Relacién semiotica de las proposiciones 15 y 16 usadas por el Estudiante 10

Signos Analisis
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Signo-interpretante

Signo-vehiculo

Signo-objeto

Estos signos-interpretantes complementan las relaciones triddicas de
las evidencias 3, 4 y 5, porque como se dijo en el marco tedrico, para
Peirce es tan importante que el objeto se interprete como lo es que se
presenten.

En evidencias anteriores se pudo observar que los estudiantes ya
referian el “peso posicional” como una condicidon matematica, pero a
diferencia de lo expuesto en la tabla 8 en esta evidencia los
estudiantes dan algunos enunciados de lo que este término refiere,
asi, las interpretaciones de las evidencias anteriores se convierten en
decisignos, ya que no son posibilidades sino hechos necesarios que
llevan a hacer la distincién entre “numerosidad” “unidad de medida”
y “peso posicional”.

Los términos “numerosidad” “unidad de medida” y “peso posicional”
sabemos que son formas de referir una condicion matematica
aceptada por la comunidad matematica y en educacion matematica, y
eso convierte a estos términos en tokens, es decir, en Sinsignos.

Por su parte, las palabras son signos y en ellas hay significados
aceptados dentro de comunidades, todo signo que se establezca como
acuerdo es un simbolo segun la categoria de los signos de Peirce. En
esta evidencia podemos ver que el uso de los términos
“numerosidad” “unidad de medida” y “peso posicional” son
aceptados por la comunidad matematica, esto lleva a pensar que son
signos-objeto simbdlicos.

Nota. Fuente: propia.

El estudiante se encuentra entre un nivel 2'y 3 de la teoria de Tall et al. (2012) dado que

el trabajo previo en el aula evidencia que los estudiantes del espacio de formacién reconocen

propiedades, necesidades y relaciones internas del concepto peso posicional que ademas puede

ser explicitado por medio de diferentes representaciones. Pero al momento de definirlo, recae

en ejemplificar y nombrar particularidades del concepto.

El argumento del estudiante da cuenta de un razonamiento por generalizacion, porque

en su universo numérico queda expuesta la concepcion de peso posicional que ha logrado

refinar a través de vivencias en la comunidad de practica, en donde ha vinculando elementos

particulares propios de: la didactica de las matematicas, los acuerdos sociomatematicos, y la

estructura matematica para explicitar las relaciones entre los digitos de un nimero y la

representacion iconica.
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5.3 Momento 3

El momento dos concluy6 que los unicos elementos de las bases son las agrupaciones
que se construyen de forma recursiva. Por su parte, peso posicional y los digitos no son
elementos de la base, pero son acuerdos que se dan dentro de una comunidad y sirven para
escribir en representacion simbdlica el cardinal de colecciones discretas. Las evidencias del
momento 3 muestran cdmo los estudiantes definen las bases de numeracion después de depurar
y refinar toda la informacion que traen del colegio y de sus experiencias previas en espacios de
formacion anteriores.

Las evidencias corresponden a los dias 5y 7, en donde los estudiantes usan argumentos
provenientes de las fuentes de sentido numerico y académico. La fuente de sentido numérico
esta presente en cualquier trabajo que involucre conceptualmente las bases de numeracion. La
fuente académica se ve reflejada en los términos unidad, cantidad y numerosidad que son
usados con un grado de conciencia y dominio de la teoria de Schwartz (1988).

Evidencia 6

Una vez establecidos los elementos de las bases es posible definir las bases de
numeracion porque asi como dice Tall et al. (2012) la construccion de definiciones formales y
pruebas hace parte de un nivel de formalismo axiomatico, que implica alto grado de demanda
cognitiva y que se constituye en el Gltimo nivel de comprension matematica. En ese proceso
inicial de construccion de la definicion de base de numeracidn los integrantes del espacio de
formacion presentaron de cinco y se seleccionaron dos como las mas representativas:

Grupo sin nombre 4: Una base de numeracion es una forma de estructurar una

coleccién y representar la cantidad total de los elementos de la misma mediante el

agrupamiento de cada uno de los elementos que la conforman.

Grupo sin nombre 1: Una base de numeracion es un conjunto de agrupaciones las

cuales estan jerarquizadas, es decir estdn ordenadas de tal manera que existe una
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agrupacion inicial la cual refleja la necesidad del cambio de unidad cuando se llega a la

igualdad de numerosidad de elementos de cada agrupacion.

El nivel l6gico de la evidencia del grupo Sin nombre 4 puede ser expresado a traves de
una definicién y un caracterizacion que esta usando el estudiante: D5: Una base de numeracion
es una forma de estructurar una coleccion. C1: Una base de numeracion es una forma de
representar la cantidad total de los elementos de la misma (la colecciéon) mediante el
agrupamiento de cada uno de los elementos que la conforman. Mientras que la evidencia del
grupo sin nombre 1 puede ser expresada con una definicién, proposicion y caracterizacion: D6:
una base de numeracion es un conjunto de agrupaciones. C2: Las agrupaciones estan
jerarquizadas es decir estan ordenadas de tal manera que existe una agrupacion inicial. P17: La
agrupacion inicial refleja la necesidad del cambio de unidad Cuando se llega a la igualdad de
numerosidad de elementos de cada agrupacion.

Figura 14

Esquema argumentativo del grupo sin nombre 4

Grupo sin nombre 1: Una base de
G"“_pP sin nombre 4: Una base de numeracion es un conjunto de agrupaciones
numeracion es una forma de estructurar una las cuales estin jerarquizadas, es decir estan
coleccion y representar la cantidad total de los ordenadas de tal manera que existe una
CIC“PCMOS de la misma mediante el agrupacion inicial la cual refleja la necesidad
agrupamiento de cada uno de los elementos del cambio unidad cuando se llega a la
que la conforman. igualdad de numerosidad de elementos de
cada agrupacion.
Definicion
¥
D5: Una base de numeracién es una forma| -, Definicién D2: Una base de numeracion es un
de estructurar una coleccion. te., conjunto de agrupaciones
L Conocimiento Especializado:
. y En el uso del termino cantidad,
Caracterizacion unidad y numerosidad.
C2: Las agrupaciones estan
R jerarquizadas es decir, estan ordenada
Caracterizacion « « « - -« | (}i ) N Sl
C1: Una base de numeracion es una forma ¢ ta maneu}gu:& e.:.\lmlte una
de representar la cantidad total de los agrupacion mmietal.
elementos de la misma (la coleccion)
mediante el agrupamiento de cada uno de . .
i i - P17: La agrupacion inicial refleja la
los elementos que la conforman. L E . )
Proposicion =+« ... necesidad del cambio unidad cuando

se llega a la igualdad de numerosidad
de elementos de cada agrupacion.

Nota. Fuente Propia.
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La definicion de bases de numeracion del grupo sin nombre 4 utiliza el término cantidad
desde la teoria de Schwartz (1988) y, por tanto, puede ser tomado como un conocimiento
especializado. Ademas, en la definicion es posible observar que el grupo refiere los usos (C2)
que se le pueden dar a las bases y en consecuencia no corresponde a una estructura formal de
las matematicas. Por otro lado, la definicion de bases de numeracion del grupo sin nombre 1
emplea los términos unidad y numerosidad desde la teoria de Schwartz (1988) vy, por tanto,
puede ser tomado como un conocimiento especializado. Esto desde la teoria de signos de Peirce
puede observarse en la tabla 11 dado que los estudiantes usan los mismos signos.

Asi mismo, en ambas definiciones los grupos de estudiantes no logran hacer una
caracterizacion suficientemente clara sobre la relacion que existe entre las agrupaciones, que
reflejan el concepto en acto (columna RCR) expuesto en P11, P12, D2, D3y D4 de la manera
en cémo se conforman las agrupaciones en la base. Esto desde la teoria de signos de Peirce
puede observarse en la tabla 8 dado que los estudiantes usan los mismos signos.

Aunque las definiciones expuestas por los estudiantes tienen cierto grado de correccion
recaen en definir las bases de numeracion desde los usos, pero en matematicas formales es
necesario alejarse de los usos y de la personificacion, es decir, volverlo un concepto abstracto.
Ademas, la definicidn expuesta no explicita las relaciones existentes entre las agrupaciones y,
por tanto, genera ambigtiedades en lo que se quiere expresar. Seguido a esto, cada mesa de
trabajo refind sus definiciones iniciales teniendo en cuenta evitar los usos y de la
personificacion.

Los razonamientos de los grupos sin nombre 1y sin nombre 4 son por generalizacién
(Toulmin et al.,1984) dado que dichos grupos han utilizado un repertorio compartido de
experiencias dentro de la comunidad de préactica, vinculando elementos particulares en cada
sesion de clase. Este elemento compartido de experiencias muestra un refinamiento de las

concepciones que traian de las escuela para darse una idea mas amplia de las bases de
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numeracion y asi sean expresadas en la construccion de la definicion de bases de numeracion
como producto en el proceso de ensefianza- aprendizaje.
6. Conclusiones

De la trayectoria de investigacion del grupo Mescud se pueden extraer diferentes
elementos que fueron agregados en los estudios de los procesos de ensefianza-aprendizaje en
aulas donde se abordan contenidos matematicos. Entre los que se encuentran: el conocimiento
posee un caracter operatorio, los conocimientos son el resultado de filiaciones y rupturas con
conocimientos previos de un sujeto y la necesidad de introducir las comunidades de préactica
en los ambientes de aprendizaje. También, en esa trayectoria, se pudo evidenciar la necesidad
de una construccion teodrica y uso del concepto de “refinamiento”, “universo numérico” y
“refinamiento del universo numérico” en el aula para caracterizar los esquemas de los
estudiantes al resolver situaciones que involucran el tratamiento con numeros.

Por otro lado, en relacion con los elementos construidos en el documento, se puede
concluir que el refinamiento no es un proceso lineal, ya que conocimientos que parecieran estar
adquiridos son olvidados y es necesario retomarlos. También es posible ver que el refinamiento
es complejo e involucra nuestra condicion humana (set-before) pero también distintos modos,
medios y circunstancias para hacer matematicas tal como se afirma en la fenomenologia de
Freudenthal (2002). Por su parte, los universos numéricos de los estudiantes estan consolidados
por las experiencias previas de cada sujeto quien se encuentra dentro de una comunidad, razén
por la cual sus concepciones de los objetos matematicos son también procesos inter-
intrasubjetivos (Saenz-Ludlow & Zellwegeren, 2016) y, por lo tanto, se ven reflejados en sus
esquemas o habitos que para cada uno tienen grados de verdad personales, aunque no sean
aceptados al interior de la comunidad matematica y por tanto deben ser refinados.

El refinamiento de los universos numéricos implica problematizaciones hacia una

constitucion de objeto real, como lo establece Saenz-Ludlow y Zellwegeren (2016), con la
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intencion de adquirir estabilidad, coherencia, eficacia local y momenténea, respecto de las
situaciones y circunstancias especificas involucradas en configuraciones matematicas en
comunidades de préactica (Wenger, 2001). Asi mismo, Tall et al. (2012) y Tall (2014) enfatizan
en que estas configuraciones matematicas estan llamadas a modificaciones, sometidas por la
necesidad intencional de obtener mayor generalizacion y coherencia, en particular, pasar por
distintos mundos matematicos (embodiment, simbdlico, formalismo) que establecen las formas
de hacer matematicas.

Ahora bien, el refinamiento promueve cambios a partir de condiciones no solo
didacticas sino también curriculares. Es decir, por un lado, la Licenciatura en Matematicas
(LEMA) de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas permite que cuestiones como el
refinamiento de los universos numéricos ocurran en el aula de formacion de profesores de
matematicas, puesto que todos los cursos del proyecto curricular se fundamentan en la
construccién de conocimiento a través de la resolucion de problemas, la reflexion y la
investigacion para la formacion de profesores autonomos, criticos, no segregadores e
investigadores. Por otro lado, las investigaciones hechas por los profesores del programa e
integrantes del grupo Mescud abordan el refinamiento de los universos numeéricos, dado que
han caracterizado los conocimientos previos de los estudiantes en algunos espacios de
formacion y asumiéndolos para el disefio de ambientes de aprendizajes en un cierto tipo
especifico de préctica.

Dichas consideraciones didacticas y curriculares permiten el disefio de tareas que
tengan como objetivo refinar las practicas argumentativas, en escenarios de debate.
Enfatizando en las narraciones conceptuales de los estudiantes que expliciten las vivencias del
desarrollo de situaciones problemas y que estén dirigidas a la construccién de definiciones en
el mundo formal Tall (2014) y, por tanto, se hace necesario que sean impersonales, estaticas y

atemporales. Esta instalacion de un mundo formal es un reto, ya que los tiempos que se
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necesitan son amplios y existen varias cuestiones que imposibilitan el pleno desarrollo del
mismao.

A manera de reflexion final, se considera que a pesar de los resultados obtenidos en la
experiencia de aula documentada y de la plausibilidad demostrada de las hipdtesis acerca de
los significados y usos tanto de la idea de refinamiento como de la de universo numérico y su
conjuncion, el concepto refinamiento del universo numérico requiere de mayor caracterizacion
y documentacion.

Por ejemplo, para la ampliacién de la caracterizacion parece conveniente la
construccién de relaciones entre las distintas columnas que constituyen la matriz que sirvio
para el analisis (Tabla 1) asi como su relacion con el debate matematico y su gestion. Para
ampliar la documentacion es conveniente focalizar las consecuencias psicologicas y cognitivas
de posibilidades del uso de una definicion estructural de base de numeracion para el tratamiento
de orden numérico, densidad y convergencia.

Al respecto de la relacion entre estas ampliaciones, parece conveniente vincular a los
analisis una perspectiva semiotica peirceana de refinamiento, porque relaciona la modificacion
de esquemas en tanto interpretantes de los signos vehiculos dentro de la perspectiva pragmatica

de la constitucion de objetos matematicos.
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