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Introduccion
El siguiente trabajo se realiza a partir de una inquietud, sobre el uso de los juegos de azar para la
ensefianza de la probabilidad. Lo que conlleva a proponer una secuencia didactica para fomentar
el aprendizaje de la probabilidad por medio del juego guayabita para estudiantes de grado sexto.
Por lo tanto en este trabajo se presentara una justificacion en donde se planteen argumentos
respecto al desarrollo del presente trabajo en términos de su importancia para la comunidad de
ensefianza de las matematicas. Posteriormente se plantea el objetivo general, a través del cual se
orienta el trabajo desarrollado, teniendo en cuenta ademas los objetivos especificos. Luego de
ello esta la pregunta orientadora, la cual refiere cdmo a partir del juego de azar de la Guayabita
(en su forma tradicional de jugabilidad y sus diferentes maneras de juego) se puede ensefiar la
probabilidad Ilegando a expresiones de razén Laplaciana a estudiantes de grado sexto. Por tal
motivo el presente trabajo cuenta con un marco matematico correspondiente al objeto de estudio
que se llevara a cabo, en este caso en relacién con el mundo de la probabilidad. A la vez cuenta
con un marco metodoldgico, el cual esta estructurado en relacion a la teoria de situaciones
fundamentales para la ejecucion de la secuencia y el aprendizaje de la probabilidad por medio de
los juegos de azar. A partir de lo anterior se dara a conocer la secuencia didactica que se les
propondra a los estudiantes para la ensefianza de la probabilidad con base a los juegos de azar, no
obstante se mostrara un analisis detallado de la experimentacion que ha de tener los estudiantes
con la secuencia. Por Gltimo se realizara una reflexion individual en donde se presentaran las
posturas de los integrantes del presente trabajo, respecto al desarrollo, sentimientos y experiencia
vivida en la elaboracion de este, dando como prioridad si se han de alcanzar o no los objetivos

planteados y el nivel de trabajo logrado respecto a la pregunta orientadora planteada.



Justificacion
Los juegos de azar a través de la historia han llamado el interés del hombre por comprender su
funcionamiento tan incierto a simple vista, para entender y saber cuando es conveniente seguir
apostando o retirarse segun las posibilidades que haya hasta ese punto del juego. No obstante
este tipo de entendimiento se refuerza mientras mas se juega y alli se comienza a ver las
regularidades que ocurren en el juego. Este trabajo muestra este analisis de las regularidades que
surgen del entendimiento del juego “GUAYABITA”, juego que se examinara con la finalidad de
encontrar patrones probabilisticos que se hacen explicitos en su desarrollo, utilizando a su vez la
probabilidad Laplaciana para hacer su caracterizacion y su formalizacién. Para Batanero (2005)
el punto de partida de la teoria de la probabilidad surge al resolver algunos problemas ligados a

juegos de azar.

Es por lo anterior que el objetivo del trabajo es implementar una secuencia didactica en relacion
al juego guayabita para la ensefianza de la probabilidad entendida como “formas posibles sobre

formas totales de ocurrencia”, llegando asi a la probabilidad Laplaciana.



Objetivos
Objetivo General
Implementar una secuencia didactica en relacién al juego guayabita para la ensefianza de la
probabilidad entendida como “formas posibles sobre formas totales de ocurrencia”, llegando asi

a la probabilidad Laplaciana.

Objetivos Especificos
e Proponer actividades que generen connotaciones implicitas y explicitas de conteo
por medio del lenguaje verbal y simbolico.
e Trabajar situaciones que involucren diferentes métodos de conteo que contribuyan

a la probabilidad Laplaciana.

Pregunta Orientadora
¢ Como a partir de los juegos de azar se puede ensefiar la probabilidad llegando a expresiones de

razén Laplaciana?

10
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Marco Teorico
Marco Metodoldgico
Para la elaboracion de la secuencia didactica se implementara la metodologia general de

aprendizaje propuesta por Tobon, Pimienta, Garcia (2010), metodologia que esta compuesta por:

Identificacion de la secuencia didactica
Hace referencia a los aspectos formales para la elaboracion de la secuencia didactica, es decir el
grado de escolaridad, la asignatura a trabajar, el objeto matematico a ensefiar, la duracion, etc. Lo

anterior se disefia a partir del curriculo establecido para el nivel educativo y el &rea.

Problema significativo del contexto
Un aspecto fundamental de la secuencia didactica es que esta destinada a formar y evaluar
procesos y competencias del estudiante, por tal motivo la secuencia requiere de problemas
significativos que involucren el contexto del estudiante, en otras palabras, un problema real con

sentido, que podria darse en un contexto familiar, educativo, social y politico del estudiante.

Por otro lado, para determinar el problema a trabajar, se propone que sea elaborado por el
docente como por el estudiante, dentro de cuatro niveles de participacién en la formulacion del

problema que son:

- “Nivel inicial-receptivo: El docente formula el problema en la secuencia didactica y asi se
aborda con los estudiantes. Lo que hacen éstos es comprender el problema.

- Nivel basico: El docente formula el problema en la secuencia didactica y los estudiantes
pueden hacer alguna mejora o adaptacion en su planteamiento.

- Nivel auténomo: El docente plantea en forma general un problema en la secuencia didactica y

los estudiantes lo concretan a partir del analisis, indagacion, etcétera.

12



Nivel estratégico: El docente formula un problema muy general, o un area problema global, y
los estudiantes identifican el o los problemas concretos que se abordaran en el proceso de

formacion y evaluacion. Este es el maximo nivel de participacion” Tobon, Pimienta, Garcia

(2010 pag. 66)

Actividades concatenadas

Teniendo claro las situaciones problema, los procesos y contenidos a formar en los estudiantes,

se da paso a establecer las actividades de aprendizaje y evaluacion. Para lo anterior se busca que

las actividades estén articuladas entre si y que sean independientes entre ellas, esto con el fin de

que contribuyan a la resolucion de problemas. Es por ello que en la secuencia didactica se

trabajan cuatro aspectos en relacion a las actividades que son:

1.

Organizacién de las actividades, para ello se propone:

Entrada o inicio.

Desarrollo.

Terminacion, salida, cierre o conclusiones.

Planeacion de las actividades que se realizaran con apoyo del profesor a cargo del curso.
Donde es necesario que dichas actividades deben de orientar al desarrollo de las
competencias y procesos de los estudiantes, en este caso de grado sexto.

Identificar las actividades que los estudiantes deben de realizar en su tiempo auténomo con el
fin de buscar la complementariedad y continuidad sobre el tema a trabajar (probabilidad).
Por ultimo, se establece el tiempo o duracion del desarrollo de cada actividad dentro del aula,

teniendo en cuenta el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

13



Marco Didéactico

Una pregunta muy grande que surge a cerca de la ensefianza de cualquier tema matematico en la
escuela es, ¢por qué se incluye este en el curriculo obligatorio?, pregunta que es facil responder
si se tiene en cuenta que todo debe servir para poder ser aplicado a la vida cotidiana de cualquier
sujeto, no obstante va mucho més all& de esto. A continuacion se muestran cinco razones que

expone Godino (1991) en las que se resuelve dicha pregunta:

e  “Para ser parte de la educacion general deseable para los futuros adultos ciudadanos.

e Que sea Util para la vida posterior tanto para el trabajo como para el tiempo libre.

e Ayude al desarrollo personal.

e Ayude a comprender los restantes temas del curriculo, tanto de la educacién obligatoria
como posterior.

e Constituya la base para una especializacion posterior en el mismo tema u otros

relacionados.” (Pg. 11)

Bésicamente todo gira en torno a la construccion del desarrollo personal intelectual que pueda
servir en el futuro del estudiante, por tanto temas como el aprender a leer, escribir, geometria,
sumar, restar, multiplicar, dividir (aritmética), son temas muy Utiles en cualquier trabajo simple
por ser las bases que nos permiten avanzar hasta cierto punto “singular” en la vida de cualquier
persona. Sin embargo después de dicha barrera “singular” existe una serie de eslabones mas que
sirven para comprender mejor el entorno que nos rodea, el cual va mas alla de una simple

aritmética u operatividad algoritmica, hablamos de la probabilidad.

Esta concepcidn parece estar muy relacionada con cada uno de nosotros, una muestra de ello

aparece cuando hablamos con un amigo nuestro al mencionar que por ejemplo, después de haber
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mirado por la ventana y haber visto el cielo nublado, decir - “es muy probable que llueva hoy”, 0

cuando necesitamos coger transporte y todos los buses han pasado llenos, diremos que “es muy

posible que los otros buses vengan llenos” es una forma implicita en la que se establece

relaciones del azar con el lenguaje natural de cada persona, ademas de que estas frases se

relacionan con una deduccidn que determiné el hecho de ser probable o posible, por lo que la

accion de observar por la ventana y ver el cielo nublado indica que, como ya se ha visto muchas

veces que después de que el cielo se nubla llueve, entonces es muy probable de que suceda lo

mismo, asi con el bus, la deduccion esta en que si se estd en hora pico y todos los buses pasan

Ilenos, es muy posible que los demas pasen asi, por lo que esto es un claro ejemplo de la

utilizacion de un lenguaje probabilistico con el lenguaje cotidiano. Bressan (2008) menciona 68

sindnimos correspondientes a este primer lenguaje probabilistico:

Acaecer
Accidental
A ciegas
Aceptable
Albur
Aleatorio
Aparente
Azar
Casual
Casualidad
Certeza
Chance
Ciertamente
Comiin
Contingente
Creible

De chiripa

De ninguna manera
De rebote
Descartable
Desechable
Desusado
Dificil

Duda
Empardar
Equiprobable
Esperado
Eventual
Factible
Fortuito
Frecuente
Impensado
Imposible
Imprevisible

Improbable
Incidental
Incierto
Inconcebible
Indeterminado
Inesperado
Inopinado
Insdlito
Inusual
Inverosimil
Inviable
Nunca
Ocasional
Paridad
Plausible
Podria ocurrir
Por chiripa

Por fortuna
Por suerte
Por ventura
Posible
Presumible
Probabilidad
Probable
Raro
Razonable
Seguro
Siempre Posible
Similar

Sin intencién
Sin plan

Sin querer
Verosimil
Viable

Figura 1. Tomada de Bressan (2008) Probabilidad y Estadistica: como trabajar con nifios y jovenes (Pg.41)
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Sin embargo no todos son igual de recurrentes, entre los que mas destacamos su utilizacién en
este lenguaje son lo probable, seguro, posible, improbable, imposible. Estas palabras son
subjetivas en torno a la probabilidad del suceso, ya que segun la probabilidad de este se le asigna
un adjetivo correspondiente, es decir algo muy probable de suceder seria determinado como algo
seguro, o con certeza de suceder, y algo que tiene poca probabilidad de ocurrencia seria asociado
a un suceso imposible, o improbable, algo que nunca sucedera. De esta manera sabemos que
todos no estamos completamente apartados de una nocién de azar y de probabilidad, por lo cual

es un camino correcto el utilizar este lenguaje para iniciar con una ensefianza de la probabilidad.

Por lo anterior ya se sabria por dénde comenzar la ensefianza de la probabilidad, pero la
siguiente pregunta seria ¢como ensefiarlo?, de esta manera es conveniente pensar en un recurso
adecuado con el que alumno pueda aprender de una manera divertida y que involucre relacion
con sus pares, de este modo surge el juego como un actuante y motivante crucial en el
aprendizaje de conceptos matematicos, asi Fernandez y Rodriguez (1997) mencionan que el

juego:

“...es una de las formas mads frecuentes utilizadas por el nifio para manifestarse: es una
actividad proxima, mas espontanea del escolar, y por ende mas adecuada para ser empleada en

el desarrollo intelectual” (pg. 11);

De esta forma se parte de una actividad préxima que potencializa un facil aprendizaje del

concepto, y que contribuye a su desarrollo intelectual.

Después de ya tener claro el donde y el cdmo, es hora de tener en cuenta la percepcion e
intuicion del alumno, conceptos que juegan un papel muy importante en lo que entiende éste, por

lo cual Vigotsky (1995) menciona que:
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“(...) la percepcion, por ejemplo, estaba conectada siempre de un modo idéntico con la
atencion, la memoria con la percepcion, el pensamiento con la memoria. Como constantes, estas
relaciones podian ser, y eran, descompuestas en factores, e ignoradas en el estudio de las

funciones separadas.” (Pg. 10)

Por lo que es importante no tomar estas funciones principales por separado (atencién, memoria,
pensamiento) ya que segun Vigotsky no se tendra una correcta percepcion, asi es conveniente la
utilizacion de herramientas que ayuden a la memoria, como lo es la “hoja de conteo” (que se
expondra mas adelante), también a la atencion gracias al mismo juego, y por ultimo el desarrollo
del pensamiento, que surge y se potencializa con la interaccion de las dos anteriores, de este

modo se tendré& una percepcion mas eficiente.

Ligado a lo anterior en torno al analisis de las implementaciones, en relacion a los razonamientos
probabilisticos y las dificultades de aprendizaje que presentan los estudiantes en cuanto a sus
intuiciones, el trabajo de Batanero (2001) que presenta en su libro “Didactica De La Estadistica”,
muestra las dificultades y errores mas frecuentes que” presentan los estudiantes en relacion a la
probabilidad y la estadistica. De esta manera es pertinente enfatizar en los errores y dificultades
que estos presentan en la probabilidad. Con relacién a lo anterior, Batanero menciona las
Investigaciones sobre desarrollo cognitivo realizadas por Piaget y Fischbein; esta investigacion
ha de referirse a los conocimientos previos que poseen los estudiantes, sabiendo que estos no
solo aprenden en las instituciones escolares, sino que a la vez han de aprender de experiencias de
su entorno, ya sean sociales o familiares, que se irdn modificando a través del tiempo. Pero en el
caso de la probabilidad hay temas o casos abstractos no tan ligados a las experiencias directas de
los nifios, por lo tanto es de gran importancia estudiar el razonamiento de los estudiantes en

relacion a los sucesos aleatorios o probabilisticos. En este caso Piaget citado por (Batanero,

17



2001) afirmay postula tres etapas en relacion a la edad del sujeto, “sabiendo que el aprendizaje
es un proceso lento que en el camino ha de encontrarse con conflictos que se deben de superar”

(pg.56). En el caso del razonamiento probabilistico las etapas son:

Preoperatoria: Esta fase se considera necesaria para el aprendizaje de las primeras nociones del
concepto, lo cual lleva a la necesidad de manipular objetos reales para su correspondiente
entendimiento, pero a la vez el estudiante se basa en las experiencias empiricas de su vida

cotidiana para asi comprender el concepto.

Operaciones abstractas: Se caracteriza por las manipulaciones simbdlicas en relacién al
fendmeno, sacando asi hipotesis y conclusiones, comprendiendo asi el significado del objeto

matematico en particular.

Ligado a las etapas anteriores surgen una serie de conceptos los cuales Heitele en su libro “El
proceso de Educacion” (1960) citado por (Batanero 2001) indica que ayudan a sentar el
concepto de probabilidad y estadistica. Estos conceptos se deben tener en cuenta en la ensefianza

escolar porque son los que construyen dichas bases conceptuales:

1. “El principio decisivo de instruccion en un tema es la transmision de las ideas
fundamentales.

2. Cualquier tema puede ser ensefiado efectivamente en alguna forma correcta a cualquier
nifio en cualquier estado de desarrollo, lo que implica que las ideas fundamentales son
una guia necesaria desde la escuela primaria a la universidad para garantizar una cierta
continuidad.

3. Laideas fundamentales son aquellas ideas y conceptos que se usaran en diferentes

niveles cognitivos y lingiisticos en una "espiral curricular".

18



4. Latransicion a un nivel cognitivo superior se facilita si el tema subyacente ha sido

preparado en una representacion conveniente en etapas cognitivas anteriores. ” (Pg. 18)

La evolucidon de las concepciones probabilisticas es gracias a las ideas fundamentales que “(...)
proporcionan al nifio modelos explicativos eficientes en cada etapa de su desarrollo, que
difieren en los distintos niveles cognitivos, no de una forma estructural, sino solo de una forma
linguistica y en su nivel de profundizacion. Por ejemplo, si un nifio, al lanzar dos dados concede
mas probabilidad al 7, porque hay mas sumas con éste valor, tiene un modelo apropiado, que
puede evolucionar al mas complejo de aplicacion de la regla de Laplace, e incluso al de

variable aleatoria y moda de su distribucion de probabilidad.”” (Batanero, 2001, Pg. 19)

Estas concepciones fundamentales hacen que el alumno tenga unas bases conceptuales mas
fuertes porque estas son reforzadas desde el inicio, de esta forma la construccion del concepto
fundamental de probabilidad estard mejor establecido porque sus bases estaran bien asentadas, es
parecido a lo mencionado por Vigotsky (1995) cuando dice que lo que aprende el estudiante
debe acomodarlo sobre sus conocimientos previos para que el conocimiento se valla
construyendo sobre unas bases sélidas, asi cuando el alumno se tope con un conocimiento que le
es extrafio, este lo pueda asimilar y aprender de manera mas facil si ha tenido unas bases fuertes

en el pasado las cuales se relacionan con el nuevo conocimiento a aprender.

No obstante cuando no se logra este objetivo de manera adecuada se llega a lo que menciona
Batanero (2010) como una “intuicion erronea” la cual es una manera en la que el alumno crea un
modelo de solucion del problema en el que la explicacion de este le complace, pero por esto no
le permite una continuacién a un estadio mas complejo, en palabras textuales una “intuicion

erronea” va a favor de:
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“(...) un modelo de explicacion que le satisface, pero no permite continuacién a un estadio mas

elaborado.” (Pg. 19)

De esta forma la intuicion juega un papel importante, Batanero (2010) las define como “Modelos

intuitivos explicatorios”, |0 cuales tienen dos funciones:

e  “Enuna edad temprana ayudan al nifio a entender su entorno por sus propios medios,
mucho antes de que sea capaz de comprender la complejidad del modelo matematico
subyacente.

e Preparan el conocimiento analitico posterior.” (Pg. 19)

Asi se va construyendo el conocimiento mediante la interpretacion de las acomodaciones
conceptuales para establecer el aprendizaje del concepto como tal, como ya se mencion6
anteriormente. También las primeras acciones referentes a un suceso aleatorio con respecto a los
alumnos son acerca de “asignar nimeros a los sucesos aleatorios, de forma que estos nimeros
reflejen nuestro grado de creencia en su verificacion (...) Podemos comparar sucesos muy
dispares, en base a su mayor o menor probabilidad.” (Pg. 19), por lo que los procesos de
intuicion juegan un papel importante en el analisis, la resolucion y solucion de la situacion

aleatoria.

Por otro lado Fischbein como se cita en (Godino 1996) propone que los estudiantes han de tener
nociones parciales sobre los conceptos probabilisticos. Basandose asi en las intuiciones, que se
consideran un proceso cognitivo que interviene en las acciones practicas o mentales, ademas
porque estas surgen cuando necesitamos elegir decisiones cotidianas, ahi se habla de
estimaciones intuitivas de posibilidades. Fischbein propone dos intuiciones las cuales son las

primarias y las secundarias:
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Intuiciones primarias:

“(...) son las adquisiciones cognitivas que se derivan directamente de la experiencia, sin
necesidad de ninguna instruccién sistematica. Ejemplo de ellas son las intuiciones espaciales
elementales, como el calculo de distancia y localizacion de objetos, o la apreciacion de que al

lanzar un dado todas las caras tienen la misma probabilidad de salir.” (Pg. 37)

Por tanto estas intuiciones se adquieren directamente por las practicas de los estudiantes sin
darles alguna instruccion, un ejemplo de esto como menciona Fischbein es la identificacion de la

equiprobabilidad.

Intuiciones secundarias:

“(...) consisten en adquisiciones que tienen todas las caracteristicas de las intuiciones, pero que
son formadas por la educacion cientifica, principalmente en la escuela. Como ejemplo puede
servir la idea de que un movil conserva su estado de movimiento o de reposo mientras no

intervenga una fuerza exterior.” (Pg. 37).

Por lo cual estas intuiciones se adquieren a partir de una instruccion, formadas principalmente en
las instituciones educativas, transformandose en si en un sentimiento, en una creencia. Hay que
tener en la cuenta que el aprendizaje de la probabilidad es un proceso en que los estudiantes
deben de manipular inicialmente objetos que le permitan ir construyendo el concepto, detallando
a la vez las ocurrencias que suceden en aquellos fendomenos en la vida real. Para esto Batanero

(2001) propone cinco fases que son:

Intuicion del azar
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Para la ensefianza-aprendizaje de la probabilidad, hay que verificar que los estudiantes tengan
nociones basicas del azar, es decir que diferencien y reconozcan los sucesos de aleatoriedad. Para
Piaget e Inhelder citados en (Batanero 2001) “la comprension del azar por parte del nifio es
complementaria a la de la relacion causa-efecto. Los nifios concebirian el azar como resultado
de la interferencia y combinacidn de una serie de causas, que actuando independientemente
producirian un resultado inesperado. En consecuencia, hasta que el nifio no comprende la idea
de causa, no tiene un marco de referencia para identificar los fenomenos aleatorios.”(Pg. 58).
Esto lleva a pensar a Piaget de que en el nifio no hay una intuicién innata en relacion al azar,
pero esto es rechazado por Fischbein como se citd en (Batanero 2001) “la intuicion primaria del
azar, esto es, la distincion entre fenomeno aleatorio y determinista aparece antes de los 7 aiios”
causa de que en la fase preoperatoria mencionada anteriormente, los nifios interactGan con
objetos de la vida real basandose en respuestas empiricas para comprender el concepto y uno de

ellos es el del azar.

La estimacion de la frecuencia relativa

En esta segunda fase el estudiante con conocimiento del concepto de azar, puede apreciar los
sucesos que aparecen con mayor o menor frecuencia en un experimento aleatorio. Lo que para
Batanero (2001) “el nifio adapta sus predicciones a las probabilidades de 10s sucesos que se le
presentan como estimulo. Ello nos indica que los nifios son capaces de apreciar las diferentes
frecuencias relativas con que aparecen los resultados de los fendmenos aleatorios” (Pg.60.).
Esta estimacion se puede analizar mejor en los procesos que hacen la poblacion de adolecentes a
comparacion de los nifios, ya que mientras los nifios se encuentran en una fase preoperatoria los

adolescentes por se encuentran en una fase mayor periodo de las operaciones formales en la cual
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una prediccion tiene un resultado préctico analizando las frecuencias relativas mediante

operaciones formales y asi predecir lo que puede suceder en el fendmeno aleatorio.

La estimacion de posibilidades y nocién de probabilidad

Bien se sabe que los nifios en un principio periodo preoperatorio han de tener dificultad en

reconocer el concepto de probabilidad por falta de bases basicas como lo es la habilidad de

distinguir lo que es el azar y lo deducible, el concepto de proporcion y los procedimientos

combinatorios. Y gue para que dichas bases se vallan formando el sujeto ha de experimentar con

objetos reales y sucesos que lo lleven a forjar dicho concepto en su proceso aprendizaje. Por lo

cual los estudiantes han de implementar unas series de estrategias para asi solucionar situaciones

probabilisticas, Cafizares citado por (Batanero 2001) hace énfasis en las mismas proponiendo el

siguiente cuadro:

A) Comparacion del nimero de casos
posibles: Consiste en elegir la caja que

contenga mayor nimero de bolas.

Es propia del periodo pre operacional. Los
nifios solo tienen en cuenta el nimero de
casos posibles de ambas cajas, sin
comparar las proporciones de bolas

blancas y negras.

B) Comparacion del nimero de casos
favorables: Consiste en elegir la caja que

contenga mas bolas del color favorable.

De los cuatro datos proporcionados en el
problema, s6lo se comparan dos y se
ignoran los demas. Corresponde, al final
del nivel pre operacional, en que el alumno
no posee aun la capacidad para establecer

relaciones entre el todo y sus partes.
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D) Estrategias aditivas: Se tienen en cuenta
los casos favorables, los desfavorables y los
posibles, pero comparan los datos por

medio de alguna operacion aditiva.

Es caracteristicos del periodo de

operaciones concretas.

E) Estrategia de correspondencia: Se
establece un criterio de proporcionalidad
en una fraccion y se aplica a la otra

fraccion.

A falta de un célculo de fracciones, el sujeto
determina un sistema de correspondencias
cuando las proporciones o desproporciones
son comparables en forma inmediata.
Aparece durante el periodo de operaciones
concretas, se desarrolla en el periodo de
operaciones formales, para ir
transformandose en una estrategia

puramente multiplicativa.

F) Estrategias multiplicativas: Es la méas
elaborada y requiere del dominio del
célculo con fracciones. Consiste en la

aplicacion de la regla de Laplace.

Es necesario establecer las fracciones
formadas por los nimeros de casos
favorables y desfavorables para después
comparar las fracciones asi obtenidas. Es

propia del periodo de operaciones

formales.

G) Otros tipos. Hacer referencia a la suerte o elegir el
color favorito.

(Pg. 62).
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De esta forma se parte de lo empirico a lo formal en la escuela, proceso que ciertamente es
ciclico ya que lo que se ha formalizado gracias al analisis y al profesor se vuelve a poner en
practica, no obstante de nuevo surgen conceptos y cosas que no se logran acomodar hasta hacer
una reestructuracion adecuada del concepto por parte del maestro, de esta forma para convertir
una informacion en una intuicion no es suficiente la explicacion tedrica del fenémeno por parte
del maestro, sino que el alumno debe utilizarla en sus propias acciones y predicciones a lo largo
de su desarrollo intelectual con el medio. Pero para que lo anterior suceda es pertinente generar
estas acciones y predicciones a una temprana edad, ya que para Séenz citado por (Fuentes,
Ignacio y Aranzabal 2006) “el sistema educativo tradicionalmente entrena el pensamiento
causal, introduciendo desde los primeros afios de escolarizacion una vision determinista del
mundo (fisica newtoniana, variables funcionalmente ligadas por una relacion determinista...) en
forma de leyes de «obligado cumplimientoy»” (Pg. 247) lo que genera a la vez una ensefianza

tardia de la probabilidad.

Por otro lado y de acuerdo con las “intuiciones primarias” Godino (1996) indica que en esta
etapa el nifio es incapaz de hacer estimaciones correctas las posibilidades a favor y en contra de

un suceso aleatorio, por lo que este no posee:

e “La habilidad de distinguir entre el azar y lo deducible sobre la base de procedimientos
operacionales;

e El concepto de proporcién o, en términos mas generales, la comparacion por razon;

e Los procedimientos combinatorios por medio de los cuales es posible realizar un

inventario de todos los resultados posibles en una situacion dada.” (Pg. 40)
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Lo que implica que el estudiante presente problemas o dificultados como lo es el sesgo a la
equiprobabilidad nombrado por Batanero (2001) y por Fuentes, Ignacio y Aranzabal (2006) cuya
dificultad refiere a que los estudiantes identifican que es un suceso aleatorio y por lo tanto
afirman que todo puede ser probable, “creencia por parte de los sujetos en la equiprobabilidad
de todos los sucesos asociados a cualquier experimento aleatorio, incluso en aquéllos en que no

es aplicable el principio de la indiferencia” (Fuentes, Ignacio y Aranzabal. 2006. Pg. 247) .

Sin embargo estas caracteristicas no son obstaculo para que se presenten juicios probabilisticos y
estimaciones por parte de los alumnos, ademas, si se quiere llegar a una forma Laplaciana de
expresar la probabilidad se debe reforzar el ambito de proporcién y razon, y de esta manera
introducir la forma entendida como “(...) la proporcion del nimero de casos favorables al
numero de casos posibles” (Godino, 1996, Pg. 21). Ademas el efecto de una instruccion
adecuada después del trabajo con las intuiciones primarias ayuda a mejorar el raciocinio y las
repuestas de los alumnos en torno a la comparacion de posibilidades en algun suceso aleatorio,
todo este trabajo de generalizacion, acomodacion y contextualizacion es propio de las intuiciones
secundarias. De este modo a través de la realizacion de esquemas operacionales que ayudan a la
interpretacion de las situaciones, el nifio va adquiriendo la capacidad de distinguir entre el azar y
lo deducible, por lo que después de haber trabajado sobre las intuiciones primarias es mas facil

trabajar operaciones combinatorias que en cierto sentido son propias de analisis y ldgica.

Con respecto al “Periodo de las operaciones Concretas” Godino (1996) habla sobre el desarrollo
psicoldgico de la intuicion probabilistica del nifio en torno respecto a las operaciones

combinatorias en nifios entre los 10 y 11 afios: Durante este periodo:
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“(...) los nifios buscan modos de realizar inventarios de todas las permutaciones, variaciones y
combinaciones posibles en un conjunto dado con un nimero pequefio de elementos, y llegan a

procedimientos rudimentarios de calculo mediante ensayo y error.

Los experimentos de Fischbein han demostrado que al final de este periodo (10-11 afios) los
nifios pueden, con la ayuda de instruccion, asimilar los procedimientos enumerativos usados en

la construccion de diagramas de arbol.” (Pg. 43)

No obstante después de que el alumno llega al “periodo de las operaciones formales” Godino
(1996), este adquiere la capacidad de usar maneras mecanicas para realizar inventarios o
“procedimientos sistematicos para realizar inventarios” (Pg.45) de todas las permutaciones,
combinaciones y variaciones de un conjunto dado de elementos ya que se ha realizado un
proceso de “intuiciones secundarias” por lo que la formalizacion de las operaciones
combinatorias ya son propias del estudiante, es por ello que utiliza maneras mecénicas para la

solucion de un problema combinatorio.

En cuanto a los errores pertenecientes a los estudiantes hay de tipo sistematico, que son los que
surgen de la aplicacién erronea de la férmula o de una interpretacion sistematica erronea de un
problema con un problema parecido ya trabajado por su similitud en el analisis, también existen
los de tipo psicoldgico que surgen de concepciones erroneas establecidas y por ende
procedimientos descaminados por dicha interpretacion equivoca. Khaneman, Slovic y Tversky
(1982) citados por Godino (1996) explican que existen dos tipos de errores comunes entre los
estudiantes acerca de la probabilidad, estas son la “representatividad” y la “disponibilidad”.
Ademas indican que la persistencia de estos errores es muy comun en personas que entran al

ambito universitario ya que en la ensefianza escolar de la probabilidad se tiene en cuenta una
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mirada desde Kolmogorov (conjuntos, espacios muestrales, variables aleatorias) la que no ayuda

a superar este tipo de errores.

La estrategia erronea de la “representatividad” surge de las siguientes actitudes:

o “Insensibilidad a las probabilidades a priori y no consideracion de las proporciones de
los sucesos compuestos en la poblacion.

e Desconocimiento de los efectos del tamafio de la muestra sobre la precision de las
estimaciones.

e Confianza, sin fundamento, en una prediccion basada en informaciones no validas
(supersticiones, etc.).

e Errores de azar, tales como la <<falacia del jugador>>, segun la cual, en pruebas
repetidas independientes, la aparicion de una racha a favor de un resultado aumenta la

probabilidad del contrario.” (Godino, 1996. Pg. 48)

Ejemplo de este error seria elegir la opcidn b en el siguiente problema, ya que no establece la

relacion de proporcion entre la probabilidad y la poblacion:

-La probabilidad de que nazca una mujer es de 1/2 ¢ Cual de los siguientes sucesos es mas

probable que aparezca en una serie de seis hacimientos?: (H: hombre, M: mujer)
a) MHHMHM

b) MHMMMM

Los errores de tipo “disponibilidad” consisten “(...) en la tendencia a hacer predicciones sobre
la probabilidad de un suceso, basandose en la mayor o menor facilidad con la cual es posible

recordar o construir ejemplos de ese suceso (...)" (Pg. 48), 1o que “crea un sesgo sistemdtico en
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las estimaciones probabilisticas, porque la gente tiende a pensar que los resultados que pueden

recordarse facilmente son mas probables” (Pg. 47)

Una muestra de este error ocurre en el siguiente ejemplo (Godino, 1996, Pg. 49):

-Considere los siguientes cuadros:

a)

XXXXXXXX
XXXXXXXX

XXXXXXXX

b)

XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX

XX

¢En cudl de los cuadros hay mas formas posibles para pasar de la primera fila a la Gltima?

a) Ena) b) en b) c) el mismo nimero
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Acé el mayor nimero de respuestas que se obtienen corresponde a a) debido a que al parecer es
maés facil encontrar caminos en el cuadro para pasar a la Gltima fila, cuando en realidad en ambos

casos hay el mismo nimero (8% = 29).

Otra concepcidn clave en la cual se tienen errores es acerca de la identificacion del espacio
muestral, este es complicado en torno a la forma de encontrar todas las posibles maneras en las
que un experimento aleatorio puede resultar, sin embargo hay herramientas que contribuyen a la
identificacion de este como lo es el juego, por ende la significancia del juego es dotar “de
sentido al muestreo, ya que al observar repetidamente una serie de repeticiones del experimento,
siempre observaremos elementos del espacio muestral.” (Batanero, 2001, pg.20), de esta forma
el juego ayuda a la identificacion de las posibilidades del experimento, limitando su conjunto y
sus elementos. Asi tenemos una herramienta que nos ayuda a disminuir errores de espacios

muéstrales.

Sin embargo una cosa es la identificacion de los elementos del espacio muestral, y otra cosa es el
comportamiento de estos elementos, asi llega la concepcidn de simetria ligada a una distribucion
normal que se presenta en varios comportamientos probabilisticos, por ejemplo que en el
lanzamiento de dos dados es mas regular el nimero 7 que los demas, pero el 6 tiene las mismas
posibilidades de salir que el 8, por lo que es una cuestion de analisis combinatorio, en este
Batanero (2001) menciona “(...) que un dado u otro dispositivo generador de resultados
aleatorios cumpla las condiciones de simetria no es un hecho que pueda deducirse de la teoria
matemadtica, sino de la experiencia.”(pg.22), por lo que el juego, de nuevo sirve como el
instrumento que por medio de la experiencia muestra un comportamiento de simetria a favor del

entendimiento de la distribucién normal dentro del espacio muestral.
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Marco Matemético

Ha de saberse que el origen de la probabilidad estd sumamente ligado a los juegos de azar, los
cuales llevaron al estudio de poder predecir el resultado de cada suceso, es decir buscar un patron
o regularidad. Para ello se han hecho diversos intentos de formalizarlo, dando lugar a otras tantas

definiciones, la mas relevante es la axiomatica que propone Kolmogorov en 1933 gue es:

Meétodo clasico (Formula de Laplace):
Dado un experimento aleatorio con un espacio € finito de n de resultados posibles (sucesos),
todos ellos equiprobables de un suceso A, que contiene m (cantidad de casos favorables) se
designa mediante P(A), que es la razon entre la cantidad de casos favorables para la ocurrencia

de Ay la de casos posibles. Esto se obtiene mediante la férmula.
m
P(A) =—
n

A partir de esta definicion ha de tener en cuenta las siguientes observaciones que son:

Observacion 1. De la definicion dada se obtiene que cada suceso elemental tiene probabilidad
1/n. Se dice en este caso que los sucesos son equiprobables o en otras palabras que tienen la

misma probabilidad.
Observacion 2. Para cualquier suceso A se debe de cumplir que:
0<PA)<1

Observacion 3. Para llamar suceso seguro al espacio de sucesos elementales Q, se debe cumplir

que:
PQ) =1

31



Observacion 4. Para que el suceso sea imposible se debe cumplir que P(@) = 0 ya que el
conjunto vacio @ es un subconjunto del espacio muestral Q sin elementos, se obtiene que su

probabilidad es nula.

Teniendo en la cuenta que los sucesos son subconjuntos de resultados elementales del
experimento aleatorio del espacio muestral () se puede encontrar en ellos los siguientes

términos:

Suceso complementario a un suceso A: Es el suceso que se verifica si, como resultado del

experimento aleatorio, no se verifica A. Se acostumbra a denotar con el simbolo A.

Sucesos incompatibles: Los sucesos A y B son incompatibles 0 mutuamente excluyentes si no

pueden ocurrir simultaneamente.

A={a b}, B={d e}

O en otras palabras Dos sucesos A y B cuya interseccion es el suceso imposible se llaman

sucesos incompatibles. Obsérvese que un suceso Yy su contrario son siempre incompatibles.

ANB=¢0

Probabilidad frecuencial o empirica
Sin embargo, también existe otra forma de poder saber la probabilidad de ciertos sucesos,
diferente a la forma Laplaciana y es por medio de la probabilidad frecuencial o empirica, de este

modo se necesita saber ciertos conceptos estadisticos basicos para su definicion:

Conceptos Basicos (Gorgas, Cardiel, Zamorano, 2011)
POBLACION: Es una coleccion finita o infinita de elementos con caracteristicas comunes.

Ejemplo: las personas, libros de una biblioteca, etc. Algunas poblaciones son finitas y pueden
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conocerse; otras pueden ser infinitas y abstractas: Ej. el conjunto de hoteles, establecimientos

comerciales de una ciudad o el conjunto de todas las piezas fabricadas por una maquina.

VARIABLE: Toda caracteristica que puede tomar diferentes valores (Ej. nimero de hijos, precio
de la habitacion) Las variables se suelen denotar por letras mayusculas: X, Y,... Estas se

caracterizan en:

= Cualitativas o Categoricas: aquellas que no son medibles, es decir, aquellas cuyas
observaciones no tienen caracter numérico. Expresan cualidades o categorias. Ej. estado
civil, sexo o profesion. (A las variables cualitativas también se les llama atributos).

= Cuantitativas: aquellas que son medibles, es decir sus observaciones tienen caracter
numérico. Estas se dividen a su vez en: *Discretas; que toman valores enteros en un
conjunto numerable. Ej. NUmero de habitaciones de un hotel, nimero de hijos de una
familia, nimero de obreros de una fabrica. Y *Continuas; la cuales toman valores en un

conjunto no numerable (los nimeros reales o un intervalo). Ej. peso, estatura.

MUESTRA: Es un subconjunto de la poblacion. Se denota por (N).

DATO: cada valor observado de la variable. Si representamos por X a la variable,
representaremos por X; cada dato diferente observado en la muestra, el subindice “i” indica el

lugar que ocupa si se ordenan de menor a mayor.

MEDICION: La asignacion o magnitud que se aplica a las categorias o clases de acuerdo a

ciertas reglas o simbolos. Una medicion se puede definir como la manera de obtener simbolos
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para representar propiedades de personas, objetos, eventos o estados cuyos simbolos tienen la

misma relacion relevante entre si igual a las entidades que representan.

Escalas de medicion de las variables
Escala de Medicion Nominal: Consiste en clasificar a los elementos, personas, animales, etc,
asignandoles simbolos 0 nombres. Los datos que se obtienen para una variable cualitativa se
miden en una escala nominal y simplemente se clasifican en distintas categorias que no implican

orden.

Propiedades:

= No intervienen mediciones, ni escala, en vez de esto solo hay cuentas o conteos.
= No existe un orden especifico para esta categoria.
* No presentan el cero.

= No se basa en diferencia cuantitativa.

Escala de Medicién Ordinal: Establece una relacion de orden entre los elementos (personas,
animales, objetos, etc.), en atencion a una caracteristica, sin que reflejen distancia entre ellos. La
diferencia entre dos numeros ordinales no tiene significado cuantitativo, s6lo expresan que una

situacién es mejor que otra.

Propiedades:

= Las observaciones o elementos se les ordena en rangos o categorias diferentes.
= Las categorias son mayores 0 menores que otras categorias, es decir, que existe una

clasificacion de mayor a menor (jerarquia).
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Las categorias son mutuamente excluyentes y exhaustivas.

No presentan el cero.

Distribuciones de frecuencias

La distribucion de frecuencias es una disposicion tabular de datos estadisticos, ordenados

ascendente o descendentemente, de acuerdo a la frecuencia de cada dato. Estas son:

Frecuencia Absoluta (n;): Definida como el nimero de veces que aparece repetido el
valor en cuestion de la variable estadistica en el conjunto de las observaciones realizadas.
Si N es el numero de observaciones (o tamafio de la muestra), las frecuencias absolutas

cumplen las propiedades:

Frecuencia Absoluta Acumulada (N;): Suma de las frecuencias absolutas de los valores
inferiores o igual a X;, o nimero de medidas por debajo, o igual, que X;. Evidentemente
la frecuencia absoluta acumulada de un valor se puede calcular a partir de la
correspondiente al anterior como:

Ni=Ni_1+n;,; y Ny=n

Ademas la frecuencia absoluta acumulada del “ultimo valor serd N, = N

35



= Frecuencia Relativa (f;): Cociente entre la frecuencia absoluta y el nimero de

observaciones realizadas N. Es decir

n;
fi=y
Cumpliéndose las propiedades
k k
n Y. .n
0<f<1; Zﬁ:Zﬁl_ 11\; i_q
=1 =1

= Frecuencia Relativa acumulada (F;): Cociente entre la frecuencia absoluta acumulada y el
numero de observaciones. Coincide ademas con la suma de las frecuencias relativas de

los valores inferiores o iguales a X;

i i i
F _Ni _Z;=1nj_ nj_
SN TN T ANT L
j=1 j=1

La dltima frecuencia relativa acumuladaes 1; F, = 1

Representacion comun de la distribucion de las frecuencias
Para ello se utiliza una tabla que presenta de manera ordenada los distintos valores de una

variable y sus correspondientes frecuencias. Su forma mas habitual es la siguiente:
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Variable (Xl) n; Ni fi Fi
X1 ny ny ey fi
Xz n, n+n; "2/, fi+ [
Xy Ny ny +ny + - M/ fitfot-
+ Ny + fu

Total z n=n

¥

Distribucion normal

Por otro lado se encuentra la distribucion normal la cual para Gorgas, Cardiel y Zamorano (2011)

es la mas importante de las distribuciones continuas los cuales afirman que “(...) se debe a que

describe con gran aproximacion la distribucion de las variables asociadas con muchos

fendmenos de la naturaleza. En particular, las medidas de magnitudes fisicas suelen distribuirse

segun una distribucion normal” (p. 90). La funcidn de distribucion normal, til para el célculo

de probabilidades, vendra dada por:

F(x)=PX<x)=

o

|
2T J_oo

(t-w?
202




La distribucion normal se representa graficamente por la campana de Gauss, simétrica centrada
en u y con anchura proporcional en ¢ (Figura 1). Donde el punto maximo de la funcién de

densidad ocurre que x = u y por lo tanto alli se encuentran la media, la moda y la mediana.

f(x)

0 N
=
Tu W0 W g0
F(x) 1.0
0.5 0.5
/

Figura 2. f (x), corresponde a la funcion de densidad, y F(x) para la distribucion normal. En donde se muestran las
representaciones de y y de o.

Distribucion normal tipificada
Para encontrar todos los posibles valores que toma u y o se implementa la distribucion normal

tipificada la cual se determina por Z a partir de una transformacion lineal de la variable original

X de la forma:

La frecuencia relativa y la concepcidn clasica
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De esta forma, cuando se quiere observar la probabilidad frecuencial del suceso X; simplemente
se observa su frecuencia relativa (f;). El principal elemento en este enfoque es que el concepto
de probabilidad debe ser “objetivo” y sujeto a demostracion practica a través de la

experimentacion (Godino ,1996)

P(Xi) = fi

Para Gorgas, Cardiel y Zamorano (2011), la forma mas directa de saber la posibilidad de que
ocurra un suceso en un experimento aleatorio es repetir dicho experimento muchas veces. De
esta forma, supongamos que se repita n veces el experimento y llamemaos n,, o frecuencia
absoluta de A, al nimero de veces en que ocurre el suceso A. Se puede definir entonces la

probabilidad P(A) del suceso A como:

Frecuencia absoluta del suceso A

n
P(4A) = lim -2 = lim _ :
noo n  n-o #de veces que se repite el experimento

Es decir, P(A) es el limite cuando n tiende a infinito de la frecuencia relativa del suceso A. Puede
observarse que si el suceso ocurre siempre n, =ny P(A) = 1, y, al contrario, si el suceso no
ocurre nunca, su probabilidad P(A) = 0. De esta forma, la probabilidad de un suceso estara
comprendida entre 0 y 1 (0 <P(A) < 1), y el suceso sera tanto mas probable cuanto mas se

acerque a 1 su probabilidad.

Definicion axiomatica de la probabilidad

Si Q es un espacio muestral con n elementos, entonces la probabilidad de un evento A es el

cociente % , donde m es el nimero de elementos de A

Esto se denota: P(A) = %
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Axiomas de Probabilidad (Morales, 2012)

Sea Q un espacio muestral y sean A y B dos eventos cualesquiera de este:

= Axiomal:P(Q)=1
= Axioma2:P(A)=0 ;VACQ
= Axioma3:P(AUB)=P(A)+P(B) ; siANB=0

En general, P(U{2, 4;) = P(A;)) + P(A) + -+ P(A) CoNA; NA; =V i#j

De estos axiomas es posible determinar algunas propiedades y consecuencias:

Teorema 1:
a) P(@)=0
Demostracion:
Q=QuU0
P(Q)=P QU 0)
P(Q)=P(Q)+P(@) PuesQno=09
1=1+0

0=P (0)

b) P(A°)=A U A°
Demostracion
P(Q)=P (AU 49
P(Q)=P(A)+P(A°) Pues ANA° =¢
1=P (A)+P(4°

1-P (A) =P (4°)
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c) Si AC B, entonces P(A) < P(B)
Demostracion
B=AU(B-A)
P(B)=P[AU(B-A)]
P(B)=P(A)+P(B-A) PuessAN(B-A)=0

Luego, P (A) <P (B)

Corolario
0<PA)<1
Demostracion
P<AZQ
P(@)<P(A)<P(Q)

0<PA)<1

Teorema 2:
a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Demostracion

AUB=AU B-A)

P(AUB)=P[AU(B-A)]
P(AUB)=P(A)+P(B-A) PuessAN(B-A)=0

P(AUB)-P(A)=P(B-A) 1)



Por otro lado
B=(ANB)U(B-A)
PB)=P(AnB)+P(B-A) Pues(ANB)n(B-A)=0

PB)-P(ANnB)=P(B-A) 2

De (1) y (2)
P(AUB)-P(A)=P(B)-P(ANB)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

b) P(A-B)=P(A)-P(ANB)
Demostracion
AUB=(A-B)UB
P(AUB)=P[(A-B)UB]
P(A)+P(B)-P(ANB)=P(A—B)+P(B) Pues(A-B)nB=¢

P(A)-P(ANB)=P(A—-B)

Corolario
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC) +P(ANB
NnC)

Demostracion
AUBUC=(AUB)UC
PAUBUC)=P[(AUB)UC(]

=P(AUB) +P(C)-P[(AUB)NC]

42



=P(A)+P (B)-P(ANB)+P(C)-P[(ANC)U (B NC)]
=P(A)+P (B)-P(ANB)+P(C)-[P(ANC)+P(B NC)-P(AN B N C)]

=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC) +P(ANBNC)

Teorema 3
Sea Q un espacio muestral y A un evento de Q, A € Q, entonces
P(A)=P (A1) +P(Az) +P (A3) + ... + P (4)

=¥k P(A) Donde A; son eventos cuya unién es A

Demostracion
A=A, UA, UA;U ...U 4,
P(A)=P (A, UA, UA3 U ...U 4)

P(A)=P(A;)) +P(A2)UP(43) U ... U P (4y) Pues A; N A;=0

P (A) Zisq P(A)

Estrategias de Conteo
En los problemas de probabilidad ha de existir casos en que los sucesos elementales son
igualmente probables, es decir son aquellos que tienen como resultado varios de los elementos

del espacio muestral, teniendo en la cuenta que la probabilidad de un suceso elemental es 1/n,

donde n es el nimero de puntos del espacio muestral. Estos fendmenos se conocen como sucesos

compuestos los cuales se pueden calcular a partir de las propiedades de la probabilidad, pero el

problema recae en calcular a n.

43



Para la solucion de este problema se cuenta con herramientas u estrategias muy utiles como lo es
la regla de la multiplicacion la cual para Gorgas, Cardiel y Zamorano (2011) establecen que:
“(...) una operacion puede realizarse de n; formas y, por cada una de éstas, una segunda
operacion puede llevarse acabo de n, formas, entonces las dos operaciones pueden realizarse
juntas en n;n, formas (nimero de puntos del espacio muestral)” (p.59). Pero para calcular n de
forma general ha de utilizar el analisis combinatorio el cual se divide en tres expresiones que
son, variaciones, permutaciones y combinaciones, en seguida se mostrara las definiciones de

cada una:

Definicion 1: Dado un conjunto de m elementos, se llaman variaciones de m elementos
tomados de n en n (con n < m) a todos los subconjuntos de n elementos que se pueden formar
del conjunto original, con la condicion de que dos subconjuntos se consideran distintos cuando
difieren en algun elemento o en el orden de colocacion de ellos. EI nimero de variaciones se

representa por Vm, n y se calcula por
Von = m(m — 1)(m — 2)...(m — n + 1).

Usando la definicion de factorial:n! = 1 x 2 X...X n se puede escribir la expresién anterior

como

™t (m —n)!
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Definicion 1.1: Las permutaciones de n elementos son el caso particular de las variaciones de
m elementos tomados de n en n en que m es igual a n. Es decir, representan las diferentes

formas de ordenar n elementos. Su nimero se representa por B, y se calcula por
P, =Von =n(n—1(n - 2)...1 = nl

Para que esto sea consistente con la definicion (1) de las variaciones, se toma por convenio que

or=1.

Definicion 1.2: Dado un conjunto de m elementos, se llaman combinaciones de m elementos
tomados de n en n a todos los subconjuntos de n elementos que se pueden formar del conjunto
original, con la condicion de que dos subconjuntos se consideran distintos cuando difieren en
algun elemento.

c Vn _ m(m—1)(m—-2)..(m—n+1)
mnep 1X2X..xn

Esta expresion también se puede escribir como

!
Cmn = ﬁ = (%)
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Secuencia de Actividades

Prueba Diagndstico

Nombre: Curso: Fecha:

1) Entre los siguientes acontecimientos, ¢cuales dependen del azar y cuéles no? (Escriba Si o

No):

e Ganar¢ la loteria. ( )

e Amanecera mafana. ( )

e Al soltar una piedra caera al suelo. ( )

eSaldra sello al caer la moneda. ( )

e Maifana sera un nuevo dia. ( )

e Ganar¢ apostando en el hipodromo. ( )

e Pasara de nuevo un gato negro frente a mi ventana. ( )

2) Beto el pastelero debe hacer un pastel de cumpleafios para 30
- * <3 .
personas. Para este debe utilizar 10 huevos a parte de los deméas ,5;217% ¥

ingredientes. Entonces:




e ;Cuantos huevos necesita para hacer un pastel para 40 personas? ¢Por qué?

e ;Con 6 huevos podria hacer un pastel para cuantas personas? ;Por qué?

3) En un juego de television de “EL PRECIO ES CORRECTO” hay un concursante que debe

sacar una canica de 10 que hay en una caja negra. En esta caja hay 3 canicas Rojas, 5 Verdes y 2

Azules. Escribe la probabilidad que corresponda:

Canicas Verdes DE

Canicas Azules DE

Canicas Rojas DE

4) Imagina una bolsa negra que contiene 7 bolas las cuales no se pueden distinguir las unas de
las otras mediante el tacto. 5 de esas bolas son rojas y 2 son verdes. Sin mirar sacas una bola y

resulta que es roja. La metes de nuevo en la bolsa y procedes a extraer otra;

Argumenta las siguientes preguntas:




e (Piensas que ahora es mas facil o mas dificil sacar una bola roja? ¢Por qué?
e Imagina que después de haber sacado la bola roja NO la introduces de nuevo en la bolsa.

¢ Y ahora? ¢ Es més facil o mas dificil sacar la bola verde que una roja? ¢Por que?

5) ¢De cuéantas maneras distintas pueden sentarse 3 nifios en 2 sillas?

Explica tu respuesta.

6) La siguiente grafica muestra la edad de un grupo personas que entré al Museo del Oro de

Bogota en un domingo cualquiera:

Menor de 11 afios

De 12 a 17 afios

(]

De 18 a 24 afios

a
o

MUSEO
DEL ORO

DE BOGOTA

De 25 a 34 afios

=]

De 35 a 54 afios

=]

De 55 afios en adelante
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Responde las siguientes preguntas:

e ;Qué probabilidad hay de que cualquier persona tu puedas saludar un domingo dentro del

museo sea menor de edad? ¢Por qué?
e ;Qué probabilidad de encontrar un mayor de 35 afios hay? ¢justifica tu respuesta?
e ;Laprobabilidad de hallar una persona entre 25 y 54 afios es la misma que cualquier otra

persona que yo pueda encontrar dentro del museo? ¢Por qué?
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“La Carrera”

Justificacion.

Es importante que los estudiantes puedan ir relacionandose con juegos en los que se pueda ver el
uso y la conformacion de la probabilidad, ademés en donde puedan hallar frecuencias y puedan
ver en manifiesto estas probabilidades. A continuacion se muestra la situacion del juego “la
carrera’ 'y sSumodo de juego, ademas cabe indicar que este tiene una finalidad de ejercitar la

recoleccion, organizacion, visualizacion y analisis de datos de los estudiantes para con el juego.

Propdsitos

e Generar empatia entre el estudiante y el juego.

e Recolectar, organizar, visualizar y analizar datos pertenecientes a lo que ocurre en el
juego.

e Poder identificar probabilidades y regularidades por medio de frecuencias de datos

obtenidos en el juego.

Descripcion:

Materiales:

Tablero de juego

10 fichas (5 para cada jugador)

Dos dados

Hoja de Conteo (se muestra mas adelante)
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El juego se desarrollara en parejas con el siguiente tablero:

2 ]
3 M
1 E
5 T
6 A
T n |
8 M
0 E
10 T
11 A
12 m

Reglas del juego

1. Cada jugador debe elegir 5 casillas cualquiera de las que estdn numeradas del 2 al 12 para

poner sus fichas.

2. Por turno, lanzan los dados cada uno de los contrincantes. Si la suma de los dados es uno de

los numeros escogidos por el lanzador, éste avanza una casilla hacia delante.
3. Si la suma de los dados es un numero del adversario, las fichas quedan como estan.
4. Gana el jugador que consiga llevar todas sus fichas hasta la meta.

lra parte: Se hara que los estudiantes jueguen 2 partidas, mientras deben contar el niUmero de la

obtencion de cada resultado con los dados en el formato de siguiente (“hoja de conteo™):
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Partida [ 2|3 |4 |5 |6 [T |59 10]11] 12 || Gana

Por lo cual, si en la primera partida salié 5 veces el nuero 7, entonces debo colocar un 5 debajo
del numero 7 en la fila de la primera partida. Paralelamente los estudiantes deben ir analizando

las siguientes preguntas que se deben responder al finalizar las 10 partidas:

¢ Qué numeros para poner las fichas elegiria con preferencia?

e ;Qué numeros no escogeria con frecuencia para poner las fichas?
e Si tuviera que escoger entre el 3 y el 11, ;cudl tomaria?

e Situviera que escoger entre el 5y el 9, ¢cual tomaria?

e ;Qué nimeros prefieres: “grandes” o “pequenos”?

e ;Daigual los nmeros que se escojan?

e ;Todo es cuestion de suerte?

Hipdtesis (1ra Parte)

Primero que todo, un ejemplo de los resultados que un grupo puede tener podria ser de la
siguiente manera (teniendo en cuenta que ya se ha realizado un orden y sistematizacion de los

datos obtenidos):
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[Partida [| 2 |2 | a4 [ 65|66 [ 7 [ & [o|10]11]12]
1 X[2[i0[&[i0]1l] 4 6] 3] 2] 1
2 X | 2|6 |5 |11 |1 |6 |25 ]1]2
3 0|16 |62 & & |[xX]11]2]1
1 22|13 IT [0 5[5 | X | 2
5 clz]s[x]wlslulale]a]a
B HEREIE HENEEEERE
7 I [2]11]a B |6 |6 | x| 0] 2
= I [X| 3|7 |4 [11|56 |&|3|0] 2
0 I [X| 7 |&|10]& [11|&| 1|51
10 22|26 |a |l |X[s5]a]1]0

Por tanto con esto los estudiantes analizarian que hay mas posibilidades de que los dados caigan
en un namero central, pero mucho mas para el nimero 7 ya que hay mas formas posibles de
formar el nimero con los dados, esto se puede ver cuando sumen los resultados que obtuvieron
por numero en la tabla anterior, luego se tendra que analizar por qué sucede esto, por lo que seria
una de las preguntas que direccionarian la actividad, ¢Por qué es mas posible que caiga el
namero 7?; no obstante se quiere lograr que los estudiantes puedan ver todas las formas en las
que pueden resultar los numeros en los dados, y por ende poder comparar los resultados del

juego y finalmente comprobar porque el nimero mas recurrente es el 7.

Roll I

N - B

N - . I

+ A7 S L

S - MK I . I

o K- BR- HB.C MY KHL
7 B BB RRL) M) KT AR
s MNE: BB BE.T KEC- HECC
) REE: BB BRCC BB

10 BK:: HBLY BRC-

1 BREE HBL

12 gBE:

Figura 3. Espacio muestral explicando por qué el nimero més ocurrente en aparecer al tirar los dados es el 7.
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2da parte: En esta se quiere que los estudiantes puedan trabajar la nocién probabilistica a partir
de los datos obtenidos en el juego y lo que se logro estudiar de este, por lo que se les hacen las

siguientes preguntas:

e ;Cuales son todas las formas posibles de que salga algin numero con dos dados segun lo
analizado?

e ;Cuantas formas de obtener un 5y un 9 puedo tener?

e ;Qué razon representaria el namero de formas de obtener un 3 respecto a todas las formas
posibles?

e ;Qué razon representaria el nimero de formas de obtener el 7 respecto a todas las formas
posibles?

e ;Qué razon de las que se puede obtener por cada nimero con respecto a las totales es mas
grande?

e Silarazon de obtener un 11 es la misma de obtener un 3, entonces. ¢Habria las mismas

posibilidades de obtener esos dos nimeros en cualquier lanzamiento?

De esta manera se empezara a asociar la nocion de probabilidad mediante una razoén, por lo que
la solucion de las preguntas por parte de cada grupo se debe institucionalizar de tal modo que los
estudiantes comprendan la forma como se conforma esta razon y el nombre de “probabilidad”

que se le asocia al resultado de la division de los nimeros de dicha razon.

Metodologia

Como ya se habia mencionado, todo el desarrollo de la actividad sera por parejas, de este modo
las conjeturas pueden reforzarse por el pensamiento de dos individuos por medio de la

manipulacion con el juego. Sin embargo las preguntas que se realizaron son clave para la
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direccion de la actividad, pero existe las también el caso en el que el profesor plantee preguntas
que ayuden a centrar las ideas de los grupos, preguntas pertenecientes a la situacion (juego)

utilizado.
Recursos

e Tablero del juego con fichas y dados

e Hoja de Recuento
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“Reconociendo el juego Guayabita”

Justificacion

La siguiente actividad “Reconociendo el juego” es de suma importancia, ya que es esta la que
permite crear los primeros lazos entre el estudiante y el profesor. A la vez Rodriguez y
Fernandez (1997) afirman que el juego es una de las formas mas frecuentes empleadas por el
nifio para manifestarse, es la actividad mas espontanea del escolar y por tanto la mas adecuada

para el desarrollo intelectual.

Por otro lado, el objeto matematico a trabajar esta relacionado a la probabilidad en relacién con
el espacio muestra que conlleva a experimentos aleatorios compuestos y simples, estos a la vez
llevan a sucesos dependiente e independientes, compatibles e incompatibles, a lo equiprobable, a
lo posible, imposible y probable. Pero también los sucesos conllevan al calculo de probabilidades

donde esta inmerso la regla Laplace.

Obijetivos:

General

- Implementar el juego “guayabita” con la finalidad de que los estudiantes de grado sexto se
familiaricen con el recurso, enriqueciendo su proceso de ensefianza en relacion a conceptos

probabilisticos.

Especificos

- Introducir al estudiante a situaciones probabilisticas a través del recurso “guayabita” con el

fin de poder abordar estos objetos de una forma distinta a la tradicional.
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Proponer en el aula un material manipulativo que le permita a los estudiantes de grado sexto
adquirir implicitamente nociones probabilisticas.
Darle la posibilidad al estudiante, de emplear diferentes métodos de resolucion, para

contestar el fendmeno probabilistico.

Descripcion del Juego “Guayabita”

El juego requiere de un dado y de chaquiras que se nombran “el case”, a la vez debe de estar

integrado maximo de cuatro estudiantes, que deben seguir las siguientes reglas:

Todos los participantes acuerdan un valor minimo de chaquiras, que se va denominar “El
case”.

Para poder participar en una partida, cada uno de los participantes debe realizar un aporte a la
mesa con el valor minimo acordado.

Una vez que cada jugador haya realizado el aporte del “case” a la mesa, la partida estara lista

para iniciar.

Ahora para conocer el participante que dara apertura al juego, cada uno realiza un lanzamiento

del dado y el que obtenga el mayor nimero, seré el iniciador del juego. El siguiente participante

que continua es el que se ubique a mano derecha y asi sucesivamente.

Dindmica

Cada jugador tiene derecho a dos lanzamientos del dado con la siguiente excepcion: si el
participante obtiene un 1 o un 6 en el primer lanzamiento, no tiene derecho a un segundo
lanzamiento y debera realizar un aporte a la mesa del valor del “case” si le sale el 1 o recoge

el valor del “case” si le sale el 6.
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- Siel participante en el primer lanzamiento del dado obtuvo un nimero diferente a 1 o 6, tiene
el derecho a realizar una apuesta no mayor al valor que hay en la mesa, antes de realizar el
segundo lanzamiento. EIl objetivo es obtener en el segundo lanzamiento un nimero mayor
que en el primero para asi obtener lo que aposto, ahora si obtiene un nimero igual o menor

que el primer lanzamiento, el participante debera de colocar en la mesa el valor que aposto.

Primer Lanzamiento

E Deberé aportar al “case”

Debera recoger el “case”

Primer Lanzamiento

Tiene el derecho a realizar una apuesta antes de
realizar el segundo lanzamiento
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El juego finaliza cuando ya no existan méas chaquiras en la mesa para apostar. Si se decide iniciar

una nueva partida cada jugador debera aportar nuevamente el “case”.

Situacion

Juega con tus compafieros apostando las chaquiras que creas pertinente y da respuesta a cada una

de las preguntas.

¢Qué sucede al jugar con tus comparieros?

¢El resultado del segunda lanzamiento depende del resultado del primer lanzamiento? ¢ Por
que?

¢Cada nimero tiene la misma probabilidad de salir en cada lanzamiento? ;Por qué?
¢Como pude explicar los sucesos que estan pasando al jugar?

¢Quién ha de-tener la mayor posibilidad de perder y ganar en cada lanzamiento? ¢Por qué?

¢Qué es lo méas conveniente para ganar el juego? ¢Por qué?
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“Guayabita con dos Dados”

Después de haber trabajado el juego de “la guayabita” y “La Carrera” se trabajara la mezcla de
estas dos, es decir la “Guayabita con dos Dados”. Esta actividad de nuevo consta de un duelo
entre los estudiantes que en la actividad anterior jugaron guayabita. Antes de mostrar las reglas

del juego se tendran las mismas indicaciones iniciales (pre-juego) para este:

- Todos los participantes acuerdan un valor minimo de chaquiras, que se va denominar “El

case”.

- Para poder participar en una partida, cada uno de los participantes debe realizar un aporte a la

mesa con el valor minimo acordado.

- Una vez que cada jugador haya realizado el aporte del “case” a la mesa, la partida estara lista

para iniciar.

Primera Parte

Reglas:

e Sicae 2 o3 el jugador debe poner el valor del “case” en la mesa.

e Sicae 11 o 12 el jugador deberd coger el valor del “case” que habia puesto en la mesa.

e Sicae un numero comprendido entre 4 y 10 el jugador decide si quiere apostar una parte
del “pozo” o todo el “pozo”, si decide no apostar le corresponde lanzar a préximo
jugador, si este decide apostar debe sacar en el segundo lanzamiento un nimero
MAYOR al que sac6 en el momento que apostd. Si sale un namero menor o igual el

jugador debe colocar el valor al que aposto al pozo.
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e El juego finaliza cuando ya no existan mas chaquiras en la mesa para apostar. Si se

decide iniciar una nueva partida cada jugador debera aportar nuevamente el “case”.
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Figura 4. Explicacion de la modificacion del juego con el espacio muestral.

Lo principal de esta actividad es examinar la manera que los estudiantes analizan la

condicionalidad dada por el apostar, por medio de las posibilidades de los dados para cada pareja

de numeros, por lo cual seria mas facil apostar si me sale un nGmero menor a 7 ya que tendria
mas formas de que me salga un nimero mayor. Para esta finalidad se hacen las siguientes

preguntas:

1. ¢Con que numeros es mas facil ganar si se apuesta? ;Por qué?
2. ¢Es maés probable ganar si decido apostar con un numero menor a 7? ¢Por qué?
3. ¢Es mas probable ganar si decido apostar con un nimero mayor a 7? ¢Por que?

4. ¢Tendria la misma probabilidad de ganar con un 8 que con un 6? ;Por que?

5. ¢Es conveniente apostar todo el pozo cuando obtengo un 5 en el primer lanzamiento?
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6. La probabilidad de que en el primer lanzamiento tenga que colocar “case” es la

misma de tener que poner “case” ;Por qué?

Segunda Parte

Después de que los estudiantes respondan estas preguntas se hara un cambio de reglas del juego
en el cual se pueda analizar de forma distinta. Los mismos criterios iniciales pre-juego del “case”

se mantienen. Las reglas seréan las siguientes:

Sicae 2 el jugador debe poner el valor del “case” en la mesa.

e Sicae 12 el jugador debera coger el valor del “case” que habia puesto en la mesa.

e Sicae un 7 en el primer lanzamiento le corresponde al siguiente jugador.

e Sicae un 7 en el segundo lanzamiento (después de apostar) el jugador debe colocar el
valor apostado en el “pozo”.

e Si cae un nimero entre 3y 6 el jugador decide si quiere apostar por una porcion del pozo
o todo el pozo. Si quiere ganar la apuesta este debe sacar un nimero MENOR al
obtenido en el primer lanzamiento.

e Si cae un nimero entre 8 y 11 el jugador decide si quiere apostar por una porcion del

pozo o todo el pozo. Si quiere ganar la apuesta este debe sacar un nimero MAYOR al

obtenido en el primer lanzamiento.
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Ya que se ha modificado, tanto el comportamiento de los jugadores como del juego, se obtendra

unas respuestas distintas a las preguntas planteadas anteriormente:

=

¢ Con que nimeros es mas facil ganar si se apuesta? ¢Por qué?

2. ¢Es mas probable ganar si decido apostar con un nimero menor a 7? ¢Por qué?

3. ¢Es mas probable ganar si decido apostar con un nimero mayor a 7? ¢Por qué?

4. ¢Es conveniente apostar todo el pozo cuando obtengo un 5 en el primer lanzamiento?
¢Por qué?

5. ¢Tendria la misma probabilidad de ganar con un 8 que con un 6? ;Por qué?

6. La probabilidad de que en el primer lanzamiento tenga que colocar “case” es la misma de

tener que poner ‘“case” ;Por qué?

De esta manera compararemos los dos resultados obtenidos a estas preguntas por las dos formas

de juego realizados para determinar:

1. ¢Enqué juego es mas facil ganar al apostar? ¢Por que?
2. ¢Las probabilidades de que caiga cada par de numeros es la misma en cada juego? ¢Por

qué?
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3. ¢Donde es mas probable ganar con un 4? ;Por qué?

4. ;Laprobabilidad de ganar con un 6 y un 8 es la misma en ambos juegos? ¢Por qué?

5. ¢En qué juego es mejor apostar todo el pozo habiendo obtenido un 8 en el primer
lanzamiento? ¢ Por que?

6. ¢Qué estrategia es mejor, siempre apostar una parte del pozo, o todo el pozo siempre?,

¢en qué casos no? Explica tu respuesta.

Andlisis De lo Obtenido

Protocolo Diagnostico

Figura 5. Implementacion de la metodologia propuesta, fase: Diagndstico.

Descripcion:

La actividad diagnostico del grado sexto, tenia como objetivo identificar los conceptos previos
que tienen los estudiantes en relacién a la probabilidad. Es por lo anterior que se propuso seis

puntos, los cuales tenian un objetivo especifico cada uno. El primero estaba relacionado con el
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azar, proponiendo a los estudiantes que marcaran con un si 0 un no los acontecimientos dados
que dependian de este. El segundo punto trabajaba la proporcionalidad, para esto se propuso un
problema en relacion a la cantidad de material que se necesitaba para hacer un pastel, el tercero y
el cuarto iban en relacion a la probabilidad tomando el clasico problema de las balotas de
diferente color en una urna o bolsa identificando cual tiene la mayor probabilidad de salir, la
diferencia entre estos dos puntos es que el cuarto trabajaba la probabilidad con y sin devolucion.
El quinto punto trabajaba la razon, para ello los estudiantes tenian que mirar de cuantas maneras
se podian sentar tres nifios en dos sillas y por altimo el sexto punto se ocupaba de la probabilidad
en relacion con un grafico estadistico, en este caso un grafico de torta. Teniendo esto claro se dio
paso a la debida presentacion y explicacion de lo que se iba a hacer en la hora de clase,

aclarandole a los estudiantes que el trabajo era individual.
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Andlisis

Para este analisis se estudié cada punto de la prueba diagndstica teniendo en cuenta el objetivo de cada uno de estos, lo cual se obtuvo

que:

Evidencia

Triangulacion

Figura 6. Respuestas de los estudiantes afirmando que sucesos
dependen del azar y cudles no.

Como se puede observar en la figura 6 los
estudiantes no tienen la nocién del azar, ya que
afirma de manera incorrecta las situaciones que si
corresponden a este como el de ganar la loteria, pero
a la vez afirma que si es azar situaciones que no lo
son, como el de amanecer al otro dia, esto sucede
segun Séenz citado por Fuentes, Ignacio y Aranzabal
(2006) porque los estudiantes no pueden apreciar el
caracter aleatorio de las variables que intervienen en
el fendmeno del azar y esto sucede porque el sistema

educativo introduce desde los primeros afios de
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escolarizacion a los estudiantes una vision
determinista del mundo o un pensamiento casual de
este. Pero esto a la vez es causa de la ensefia atrasada
de la probabilidad. Al evaluar las pruebas se pudo
encontrar que un 5% de los estudiantes presentan este

problema.

Figura 7. Respuesta de un 5% de los estudiantes afirmando que todos los sucesos
expuestos dependen del azar.

En la siguiente evidencia (Figura 7) se pudo notar
que a los estudiantes se les dificulta identificar que
nociones son de azar y por lo tanto afirman que todas
dependen de este fendmeno, esto segin Fuentes,
Ignacio y Aranzabal (2006) sucede porque los
estudiantes presentan el sesgo de equiprobabilidad, es
decir, refiere a que todo es posible ya que es un

suceso aleatorio y requiere del azar. En este caso los
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estudiantes consideran que todos los sucesos son de
azar. Se analiz6 que un 5% de los estudiantes

presentan un sesgo a la equiprobabilidad.

Figura 8. Respuesta de un 90% de los estudiantes reconociendo que sucesos si y no
dependen del azar.

Por otro lado se puede afirmar que un 90% de los
estudiantes identifican los fendmenos que
corresponden al azar como se puede apreciar en la
(Figura 8), esto segun Piaget e Inhelder (citado por
Batanero 2001) sucede porque los nifios comprenden
la idea de causa, es decir que conciben el azar como
una serie de combinaciones produciendo resultados
inesperados, por lo tanto si los estudiantes no
comprenden la anterior idea de causa no podra

identificar lo que son los fenémenos aleatorios.
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Figura 9. Ninguna respuesta de un 90% en relacion al problema expuesto.

El siguiente punto propuesto en la evidencia (Figura
9), fue el que present6 mayor dificultada para los
estudiantes, tal asi que se encuentran un 90% de la
poblacion, dejando al punto sin ninguna respuesta
alguna. Esto sucede segun Piaget e Inhelder (como
cito en Batanero, 2001) es porque los estudiantes se
encuentran en periodo pre-operatorio cuya razén es
incapaz de estimar correctamente las posibilidades a
favor y en contra de los sucesos aleatorios, por tal
razén los estudiantes no pueden dar respuesta alguna

al problema.

A la vez un 10% de los estudiantes daban respuesta
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Figura 10. Respuesta de un estudiante afirmando que: “Para un pastel para 40 personas
se necesita 20 huevos porgue para un pastel de 30 personas se necesitan 10 huevos con 6
huevos al cansa para 20 personas porque con el de 10 huevos al cansan para 30”

empiricas al problema, esto se puede ver en la
evidencia (Figura 10), donde dice que para un pastel
de 40 personas se necesitan 20 ya que para 30 son 10,
dandole prioridad al aumento de personas, es decir
como aumentaron 10 personas por lo tanto aumenta
la misma cantidad de huevos, es decir 10. Esto
sucede causa de que los estudiantes se encuentran en
una fase preparatoria en la cual han de necesitar de la
manipulacion de objetos, Batanero (2001) afirma que
esto favorece para que los estudiantes adquieran
cierto concepto apoyandose de sus propias

experiencias empiricas.

En este punto (Figura 11) del diagnostico no se

presentd problema alguno, ya que los estudiantes no
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Figura 11. Respuesta de todos los estudiantes afirmando cuantas canicas habia de cada
color de 10 en total.

tuvieron ninguna dificultad en decir que se
encontraban 5 canicas verdes de 10 en la bolsa, 2
canicas azules de 10 y 3 canicas rojas de 10. Por lo
anterior en este punto el 100% de los estudiantes se
encuentran resolviendo problemas basicos de
probabilidad sin que ellos sepan que es. Batanero
(2001) afirma que esto sucede porque los nifios
pueden resolver problemas que implican las
comparaciones de probabilidad de un suceso, ya que

estos se encuentran en el periodo de las operaciones.

En este punto un 40% de los estudiantes se les
dificulta identificar la mayor y menor probabilidad de
extraer un objeto con y sin devolucién, teniendo aun

asi los datos principales, en este caso es la cantidad
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Figura 12. Respuesta en relacion al problema 4 afirmando que:
1) “Mas dificil porque hay mas rojas que verdes”
2) “Pues mas facil porque entre meno bolas” mejor y mas facil de ganar”

de bolas rojas y verdes. En la evidencia se puede
observar que el/la estudiante afirma que es mas
dificil sacar una bola roja sabiendo aun asi que hay
maés bolas rojas que verdes, esto segun Cafizares
citado por (Batanero 2001) sucede porque es comun
en el periodo o fase preoperatorio en la cual el
estudiante no tiene la capacidad de establecer

relacion entre el todo y sus partes. Dando como

respuesta que en si es mas facil obtener una bola roja.

Por otro lado en el segundo punto se le pregunta al
estudiante que si es mas facil o mas dificil sacar una
bola verde que una roja sacando aun asi una roja, lo
cual responde que es mas facil porque entre menos
bolas mejor, esto sucede segun Cafiizares citado en
(Batanero 2001) es porque los nifios sélo tienen en

cuenta el nmero de casos posibles. En este caso de
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las bolas rojas y verdes como se puede evidenciar la

Figura 12.

Figura 13. Repuesta del problema 4 afirmando que:
1) “Si por que ahi mas rojas que verdes”
2) “Sigue siendo mas facil sacar una roja por que siguen siendo mas”

Pero a la vez un 60% de los estudiantes identifican
que bola tiene la mayor probabilidad de salir de la
bolsa, esto teniendo en cuenta la cantidad que les
corresponde a las rojas y a las verdes, (Figura 13).
Esto sucede segun Cafiizares citado en (Batanero
2001) por que los estudiantes utilizan estrategias
aditivas, teniendo en cuenta los casos, los

desfavorables y los posibles.

Por ultimo, se observar en la evidencia (Figura 14)

que los estudiantes no realizan el punto indicado, esto

73



<o "'a sucedié con el 100% de los estudiantes. Esto segln

6} La sizwiente £rdtica muesira ks edad o

€ U BrUpO persones que eoded ul 14 =
Hogots en un dominga cuslguiers: d e ded Oro de

Piaget como se cita en (Batanero 2001) sucede

ToLiny. 263 w625~

[ e porque los estudiantes estan en el periodo
B et
g oo preoperatorio lo que implica que es incapaz de
W s : -
— estimar correctamente las posibilidades a favor y en
i

= contra de los sucesos aleatorios.

* (Qué probabilidad hay de que Cualquier PErLOnE 16 PLedas saludar un Jomingo Sentso del

2Justifoca O respuestaZ
€1 s mizma que cualguier Otra
a2

Figura 14.Sexto problema de la prueba diagnostico en relacion a la probabilidad, en el
cual el 100% de los estudiantes no dieron respuesta a las preguntas expuestas.

CONCLUSION

En el proceso de analizar la prueba diagnostico se evidencid que los estudiantes pueden desarrollar problemas basicos de probabilidad
sin que ellos sepan el concepto (Punto 3), gracias a las operaciones béasicas pertenecientes al periodo pre-operatorio, en las que se
manifiesta las estrategias aditivas. No obstante, este periodo de los estudiantes también manifiesta una erronea identificacion del azar
ya que sus conocimientos previos y experiencias empiricas probabilisticas son limitadas y no han sido enfocadas al entendimiento de
la incertidumbre, lo que muestra el punto 1, 4 y 5.
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También se identifico que los estudiantes carecen del concepto de proporcionalidad (Punto 2) lo cual lleva a generar dificultades para
el entendimiento y el estudio de los fendbmenos aleatorios, y la estructuracion de una probabilidad, ademés como no hay desarrollo
comparativo, no hubo posibilidad de que estos construyeran una probabilidad acorde a un suceso aleatorio presentado, como lo es en
el ultimo punto de la actividad, lo que en general, acerca de este tipo de errores Batanero (2001) menciona que en este periodo o fase
pre-operatoria el estudiante no tiene la capacidad de establecer relacion entre el todo y sus partes, solo tienen en cuenta el nimero de

casos posibles.

De este modo se intuira que habra dificultades en la actividad de la “Carrera” en torno a la ubicacién de las fichas en los niUmeros
adecuados para ganar el juego, ya que no tendrian en cuenta las proporciones de los nimeros de los dados, de esta forma también
habra errores en la estimacion de qué namero tiene mayor posibilidad de salir a causa de las forma en que este puede surgir, ademas

de posibles errores de comparacion para saber que numero serd mas facil de obtener.
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Protocolo “La Carrera”

Figura 15. Implementacion del juego "la carrera”

Descripcion:

La actividad se aplicé en dos sesiones de una hora cada una, las cuales no fueron muy distantes
(miércoles y viernes) lo que facilitd que en la segunda sesion los alumnos recordaran lo que
jugaron y realizaron, de este modo hubo estrecha relacion con lo que contestaron en las dos

rondas de preguntas.

La actividad se realizo en grupos de cuatro, de acuerdo a ello se tenian fichas de foami de
diferentes colores que sirvieran para diferenciar cada jugador, y no fichas de solo dos colores
como se establecid inicialmente, por lo cual este es uno de tantos factores que se agradecen de la

implementacién diagnostica.

De este modo se incluye una modificacién de la primera regla y la inclusion de una quinta que

surge del desarrollo del juego y lo que se logré establecer con los estudiantes:

1. Cada jugador debe elegir unay solo una casilla que guste del 2 al 12 para poder jugar.

5. Sisale un par cuya suma no sea igual al nimero del lanzador, este puede volver a lanzar.

(No obstante este debe ser contado en la “hoja de conteo™)
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Inicialmente se dio 30 minutos en la primera sesién para que los estudiantes se pudieran
relacionar con el juego. Cinco de los ocho grupos ya habian terminado las dos rondas después de
este tiempo por lo que comenzamos a dar la primera ronda de preguntas que debian ser

realizadas en una hoja para entregar, estas mas adelante se mostraran en el analisis.

Con la culminacion de esta primera ronda de preguntas termina la primera sesion.

La segunda sesion inicia de nuevo con una pequefia ronda del juego

i & W £

para que los alumnos recordaran rapidamente las reglas y la forma
de este. Al cabo de 15 minutos se realizo la socializacion con los
alumnos en la que se pudo detallar las formas en que las sumas
correspondientes a los nimeros del tablero surgian, esto se pudo entender y explicar simplemente
con la grafica que se presento en la hipotesis de la actividad. De esta manera ellos se dieron

cuenta de qué es lo que ocurria detras del juego.

Posteriormente los alumnos contestaron la segunda ronda de preguntas en los 30 minutos

restantes.
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Analisis

Evidencia

Triangulacion

Figura 16. Respuesta de los estudiantes en relacién a los nimeros que estos elegirian con mayor
frecuencia:
“elejiriamos el numero 7 por que es el numero que mas sale”

Figura 17. Respuesta de los estudiantes en relacidn a los nimeros que estos elegirian con mayor
frecuencia:
“El 7 porque callo mas en el juego”

Figura 18. Respuesta de los estudiantes en relacidn a los nimeros que estos elegirian con mayor
frecuencia:

En las figuras 16, 17, 18 y 19 se puede observar varias
respuestas de los estudiantes en las que se refieren a
los nimeros que estos elegirian con mayor frecuencia.
Podemos observar que estos han encontrado una
regularidad en los niUmeros entre posiciones centrales
por lo que es muy posible que la “hoja de conteo” les
haya ayudado para esta finalidad. Sin embargo es algo
de lo que se dieron cuenta jugando mediante su ensayo
y error. Esto se relaciona mucho con lo que menciona
Godino (1996) en torno al desarrollo psicolégico de la
intuicion probabilistica del nifio ligado al “Periodo de
las operaciones Concretas” con respecto a las

operaciones combinatorias en nifios entre los 10 y 11
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“CAMILA: 7 POR CAE MUCHO
NICOLAS: 9 POR CAE MUCHO
VALENTINA: 8 POR CAE MUCHO”

3 G ‘3(')( &o.'\?e ﬂ\O'&

Figura 19. Respuesta de los estudiantes en relacion a los nimeros que estos elegirian con mayor
frecuencia:

“Sara 7 Porque: Por que salio mas”

afios; Durante este periodo los nifios buscan modos de
realizar inventarios de todas las permutaciones,
variaciones y combinaciones posibles en un conjunto
dado con un nimero pequefio de elementos, por lo que
llegan a procedimientos rudimentarios de calculo
mediante ensayo Y error. De este modo el juego (por el
ensayo y error) y la “hoja de conteo” (por los
inventarios) contribuyeron como herramientas
indispensables para el propdésito de la comprension
combinatoria trabajada con los dados en un 90% de los

alumnos.

A continuacion se puede observar en la figura 20 las
“hojas de conteo” relativas a los recuentos realizados
por los estudiantes. Unido con el analisis anterior se

toma de nuevo a Godino (1996) para referenciar que la
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utilizacion de “inventarios” ayud¢ a la identificacion
de que si los nUmeros que mas caen estan en la
posicion central, entonces los que menos caeran
estaran en los extremos, lo cual se puede asociar a
“procedimientos sistematicos para realizar
invenzarios”, 1o que llevo al 91% los alumnos poder

identificar explicitamente estos nimeros que poco

caen, lo que se puede ver en sus respuestas (figura 21,

Figura 20. Tablas de conteo, para identificar el nimero que tiene mas posibilidad de salir en el 22,23y 24).
juego.

Figura 21. Identificacion de los niumeros menos frecuentes de salir: “Sara 9 Porque: salié menos”

Figura 22. Identificacion de los nimeros menos frecuentes de salir: “2, 5, I POR QUE CAE
MENOS”
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Figura 23.ldentificacion de los nimeros menos frecuentes de salir: “no escogeria el numero 3

porque no sale.”

Figura 24. Identificacion de los nimeros menos frecuentes de salir:
“ Camila: 2 por que cae menos

nicolds: 2, 3 por que cae menos

emanuel: 2, 1 por que no me gusta

valentina: 2, 5 por que cae menos”

Con respecto a la tercera y cuarta pregunta hubo
errores en el 30% de las soluciones de los estudiantes
al momento de mencionar un porgqué cuando debian
elegir un nimero en especifico que les pareciera iba a
caer mas, (3ra pregunta) entre el 3y el 11, y entre el 5
y el 8 (4ta pregunta). Por lo que al analizar los

anteriores puntos se llegd a pensar que pocos
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Figura 25. Respuesta que menciona un grupo respecto al nimero que mas cae entre el 11y 3: “3:
R/: El 3 porque callo mas”

Figura 26. Respuesta que menciona un grupo respecto al nimero que mas cae entre el 11y 3:
“elejiriamos el 3 por que es el mas probabilidad que salga”

Figura 27. Respuesta que menciona un grupo respecto al nimero que mas cae entreel 11y 3: “e/ 8
por que tiene mas oportunidades de que salga”

estudiantes tendrian escasos errores, sin embargo se
encontraron varias cosas diferentes en la respuesta,
asociado mas hacia el leguaje de estos, y no a la
manera en cOmo se estructuraba el juego (sus
permutaciones) ya que este analisis se hizo posterior a
esta primera ronda de preguntas. Por lo cual (en la 3ra
pregunta) los grupos solo eligieron uno de los
nameros, y no ambos ya que aun no sabian
explicitamente que tienen la misma posibilidad de
salir;

i - .l
R HER: %8

En la figura 25 se puede observar la respuesta que
menciona un grupo respecto al nimero que mas cae
entre el 11 y 3 es el 3 porque simplemente salié mas

veces, lo cual se puede asociar al analisis que estos
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obtienen por medio del juego y del conteo asociado a
lo que Godino (1996) menciona como ensayo Yy error
antes mencionado. Pero en la figura 26 podemos ver
que la respuesta fue mas alla de mencionar de que el
numero callera més, sino que se incluye un lenguaje
mas familiar, diciendo que “elegiriamos el 3 porque es
el mas probable de que este salga” , y si observamos la
figura 27 es la respuesta que este mismo grupo dio a
la cuarta pregunta, diciendo que elegirian el 8 porque
este tiene méas oportunidades de que salga, por lo cual
esto se asocia al lenguaje inicial y a los sinébnimos de
aleatoriedad que tienen los estudiantes con respecto al
azar y la probabilidad que es algo que menciona
Bressan (2008) con sus 68 sinbnimos acerca de la
probabilidad, los cuales son caracterizados por el

estudiante con base a si el evento es imposible, poco
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posible, posible y muy probable, respectivamente.

Con respecto a la pregunta 5; ¢da igual los nimeros
gue se escojan?, ¢por qué?, podemos observar en la

figura 28 lo que respondi6 un grupo. Ellos estan de

Figura 28. Respuesta de un grupo en relacion a la pregunta; ¢da igual los nimeros que se escojan?, | acuerdo en que no importa las casillas que se elijan
¢por qué?: “Pues si da igual por que lo que importa es jugar”
sino que lo importante es jugar. Por lo cual ellos tocan
un punto importante en la utilizacion del juego y es
que se este pueda servir de desarrollo intelectual del

estudiante, mas alla de lo mecénico que éste resulta

ser, lo cual se logra de manera implicita e individual,
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el 95% de los alumnos; de esta forma se logra

Figura 29. Respuesta de un grupo en relacién a la pregunta; ¢da igual los nimeros que se escojan?,

¢por que?: establecer el funcionamiento y la comprension del
“No por que algunos salen solo una vez”

juego. Fernandez y Rodriguez (1997) mencionan que

el juego es una de las formas més frecuentes utilizadas

por el nifio para manifestarse: es una actividad

Figura 30. Respuesta de un grupo en relacion a la pregunta; ¢da igual los nimeros que se escojan?, proxima, mas espontanea del escolar, y por ende mas
¢por qué?:

“Rta: No por que tienen diferente resultado”
pord i adecuada para ser empleada en el desarrollo

intelectual. Por tanto la libre manifestacion hizo que
este grupo tuviera respuestas mas proximas a lo
requerido por el juego, como en lo anterior recuadro
cuando mencionaron la palabra probabilidad, sin

haberse mencionado esta antes.

Ahora podemos ver en la figura 29 y 30 dos

respuestas aparentemente distintas, pero que tienen la
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misma comprension y andlisis en el desarrollo del
juego. La primera dice que no da lo mismo los
nameros que se elijan ya que algunos solo salen una
vez, por lo que pudieron identificar que no todas las
casillas son equiprobables.

Con respecto a la segunda mencionan que no da igual
elegir cualquier casilla ya que todos los nimeros
tienen diferente resultado, lo cual indica que pudieron
identificar la inequiprobabilidad de las casillas. Esto
esta estrechamente relacionado con lo que menciona
Fischbein (1975), citado por Godino (1996) que habla
acerca de las Intuiciones Primarias del alumno las
cuales son las adquisiciones cognitivas que se derivan
directamente de la experiencia, ejemplo de ellas son
las intuiciones espaciales elementales, o la apreciacion

de que al lanzar un dado todas las caras tienen la
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misma probabilidad de salir. Por lo cual aca
identificaron que sucedia lo contrario a la
equiprobabilidad, como lo fue con el 85% de los

alumnos.

Figura 31. Respuesta de un grupo en torno a la pregunta 6: ¢Existe una regularidad en los nimeros
que cayeron? por qué: “ Rta: No porque no son regulares y no son iguales”

En torno a la sexta pregunta se encontré que como
anteriormente no se encontr6 una equiprobabilidad en
los nimeros a elegir, entonces no habria una
regularidad en los resultados de los dados (Figura 31),
incluso habiendo ellos llenado la “tabla de conteo” no
manifestaron ni escribieron que los resultados de los
dados se concentrarian en los nimeros centrales
(ocurrié en un 25% de alumnos), no obstante la figura
32 muestra un contraejemplo de esto indicando que
habria una regularidad en el nmero 7, pero no en los

demas numeros (Cerca de un 65 % de alumnos). Esto
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Figura 32. Respuesta de un grupo en torno a la pregunta 6: ¢ Existe una regularidad en los nimeros
que cayeron? por qué: “no habria regularidad en otros numeros porque cae con mas frecuencia el 7
¥ no otros numeros.”

esta relacionado con lo mencionado de las Intuiciones
Primarias (Fischbein, 1975) y lo que aprenden los
alumnos mediante la experiencia. No obstante en las
Intuiciones Secundarias (Fischbein, 1975) que vienen
después de la socializacion se logra establecer

formalizaciones.

Figura 33. Representacion gréafica de un grupo de estudiantes, explicando las similitudes de los
lanzamientos con los dados.

Después de la socializacion las respuestas del 90% de
todos los grupos fueron muy similares porque estos ya
tenian en cuenta qué era lo que sucedia detras del
juego (sus permutaciones), por tanto en la figura 33 se
muestra la hoja de respuestas de un grupo al azar. En
esta podemos observar que se realiz6 dibujos para
explicar por que el 3y el 11 tienen la misma forma de
salir, 0 que el 8 saldra mas que el 5, por lo que la

utilizacion de graficos fue muy util en la socializacion.
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Figura 34. Respuesta de un grupo de estudiantes, identificando las parejas de nimeros que tienen la
misma probabilidad de salir al tirar los dados.

De igual manera se pudo determinar que no da igual
cudl de los nimeros se elija para jugar ya que es mas
frecuente que se gane con los del centro, diferente a las
repuestas obtenidas antes de la socializacion que
mencionaba también que no da igual los que se elijan
pero era porque todos tenian diferente forma de salir.
También se pudo identificar implicitamente el espacio
muestral dado por las 36 formas de obtener cualquier
resultado con los dados, por lo que todo esto que se
logré obtener después de la socializacion es
perteneciente a las Intuiciones Secundarias ya
mencionadas por Fischbein (1975) las cuales consisten
en adquisiciones que tienen todas las caracteristicas de
las intuiciones, pero que son formadas por la
educacién cientifica, principalmente en la escuela. Por

lo que los alumnos adquirieron intuiciones propias
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mejoradas después de la socializacion, la cual tenia
implicitamente su caracter cientifico que esta detras
del desarrollo del juego, y que mejoré las percepciones
en los estudiantes, como cuando se observa en la
figura 34 que determinan de forma correcta que la
probabilidad de salir 8 es la misma de salir 6 sin aun

tener una nocion formal de probabilidad.

Conclusién

Lo realizado por los estudiantes en esta actividad esta ligado al Periodo de las operaciones concretas (Godino, 1996) a causa de la
realizacion de inventarios (gracias a la hoja de conteo) con procedimientos rudimentarios (operaciones aditivas) mediante ensayo y
error (el juego, que ademas sirvié como herramienta que ayudd a la comprension de la concepcion de aleatoriedad), algo muy ligado a
la fase pre-operatoria ya citada por Batanero (2001). Esto ayudd a la identificacion de las posibilidades de cada par de nimeros que se
obtiene con los dados, y a saber que los numeros de las posiciones centrales son mas recurrentes, no obstante el problema de la
comparacion que se identificé en la actividad anterior se volvio a manifestar al tratar de responder las preguntas 3 y 4 a cerca de qué

nlimero cae con mas frecuencia, de esta forma se hallé un analisis del juego muy limitado y un reforzamiento en la utilizacion del
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lenguaje “azaristico” y el uso de palabras como “posible” o “probable” . Por tanto si hubo problemas de la ubicacion de las fichas para

que se ganara con mas fiabilidad.

De esta forma la experiencia con el juego contribuyd a que los alumnos identificaran concepciones de equiprobabilidad que existia
con un solo dado, pero que no se presentaba con dos, todo esto es perteneciente a las intuiciones primarias citadas por Godino (1996)
que son pertenecientes al periodo de las operaciones concretas. No obstante después de que se socializ6 la manera en que surgian los
resultados de los dados se di6 paso a un acercamiento a las Intuiciones Secundarias que son mas formales y estructuradas que las que
surgen por la intuicién comun, esto fue la clave para la identificacion de lo que ocurria en el juego y las posibilidades de cada par de

ndmeros.

Sin embargo aln hay problemas de comparacion de los sucesos que ocurren en el juego, ademas de que no hay ain un analisis
profundo de los resultados que se obtienen por parte de la experiencia en el juego, simplemente hay limitaciones pertenecientes a las
experiencias de los alumnos, pero ese acercamiento a las intuiciones secundarias contribuye a que hay formas de entender un suceso
aleatorio, de esta manera es muy posible que en la siguiente actividad (“La Guayabita; Reconociendo el juego”) haya problemas de
comparacion de posibilidades y de analisis que hagan parte de intuiciones secundarias, y por ende puede haber dificultades en los
sucesos condicionados que se intervienen, sin embargo con respecto a la equiprobabilidad se reforzara este ambito por la utilizacion de

un solo dado.
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Protocolo “reconociendo el juego guayabita”

Figura 35. Implementacion de la actividad "reconociendo el juego
guayabita"

Descripcion:

Para el desarrollo de la siguiente actividad, la cual se desarroll6 en una sesion y media, se
organizé el saldn en grupos de a 4 estudiantes para asi dar las instrucciones necesarias y dar paso
a que jueguen los estudiantes, repartiendo el material correspondiente que era un dado por grupo
con las respectivas chaquiras a apostar. La sesion termino dejando jugar a los grupos y

explicandoles que la proxima se realizard un andlisis en relacion a lo que se hizo.

La siguiente sesion se realizé una retroalimentacion de lo que se hizo en la anterior clase, de alli
se dio paso a las preguntas que se desarrollaron de una manera individual, para esto los
estudiantes se demoraron media sesién en responder. Luego de ello se realizé una respectiva
socializacion en relacion al juego y a las preguntas realizadas, asi se culming la sesién de la

actividad “reconociendo el juego”.
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Andlisis

Evidencia Triangulacion

En la actividad “reconociendo el juego” se evidencio (Figura 36)
que un 30% de los estudiantes contestaban las respuestas solo
basandose en el azar y en el que tuviera mas suerte, sin estudiar el

espacio muestral en relacion a las probabilidades de los nimeros,

lo cual no pueden identificar asi el niumero al que le tienen que

Figura 36. Respuesta de un grupo de estudiantes en relacion a si cada numero tiene
la misma posibilidad de salir en cada lanzamiento:

“- por que siempre la persona tiene la surte de los demas. o . .
- Aveces toca perder por la suerte.” Batanero (2001) sucede porqgue los nifios ya tienen la capacidad de

apostar para asi tener la mayor probabilidad de ganar. Esto segun

distinguir entre el azar y lo deducible, aungque esta comprension no

es completa.

Por otro lado un 45% de la poblacion de estudiantes en el aula,

justifican con experiencias empiricas las posibilidades de los

93




resultados de los lanzamientos. En el caso de la evidencia (Figura
37) se observa que el/la estudiante dice que es dependiendo como

uno lance o tire el dado, esto segun Batanero (2001) sucede porque

los estudiantes se encuentran en el periodo pre-operatorio, fase en

Figura 37. Respuesta empirica por parte de un grupo de estudiantes, justificando si

los ndmeros tiene la misma posibilidad de salir. la cual los estudiantes tienen la necesidad de manipular objetos
“Cada numero tiene la posibilidad de salir en cada lanzamiento depende como uno o )
tire el dado”. reales para el aprendizaje de un cierto concepto.

A la vez se identifico que un 95% de los estudiantes pueden
identificar que el apostar y el segundo lanzamiento depende o es

condicionado por el primer lanzamiento, ya que el segundo

lanzamiento debe de ser mayor al primero para asi poder ganar.

Figura 38. Respuesta de un grupo de estudiantes, justificando el por qué el segundo )
lanzamiento depende del primero. Por lo tanto para Batanero (2001) es porque los estudiantes
“Si depende porque cuando uno apuesta si saco un numero mayor puede ganar pero

si saca un numero menor pierde lo que coloco” identifican cual es el suceso que hay que poner como condicion en

una probabilidad condicional. En este caso como se puede

observar en las evidencias (Figura 38, Figura 39) identificaron y

colocaron el segundo lanzamiento como el suceso condicionado
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Figura 39. Respuesta de un grupo de estudiantes, justificando el por qué el segundo
lanzamiento depende del primero.
“Si depende del primero es ovio que saco 3 o 2 tengo que sacar 3 0 4.

por el primer lanzamiento.

Figura 40. Identificacion del espacio muestral por parte de los estudiantes, para
identificar las probabilidades de cada ndmero.

Figura 41. Respuesta de un estudiante del por qué tiene mayor posibilidad de ganar
con el nimero 2: “Yo eligiria el 2 porque tiene mas posibilidad de sacar el 5 por
que solo hay una posibilidad de salir”.

Lo anterior conllevé a que un 60% de los estudiantes pudieran
identificar el espacié muestral como se puede evidenciar en la
Figura 40, estudiando a la vez las probabilidades de ganar al
apostar con los numeros del 2 al 5 identificando asi cual es el
digito que tiene mayor probabilidad de ganar tirando la segunda
vez, y asi poderle apostar. Por lo que para Batanero (2001) los
estudiantes identifican el espacio muestral finito dando una
interpretacion probabilistica al suceso. Por lo tanto los estudiantes
tienen la capacidad de observar los elementos del espacio
muestral. Lo que lleva a que los estudiantes identifiquen el nUmero
con el que tienen mayor posibilidad de ganar, esto se puede
observar en la evidencia (Figura 41) la cual afirma que al nimero

que elige es el 2 ya que tiene mas posibilidad de sacar uno mayor
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en si.

Conclusién

En esta actividad se evidencid que la comprension del azar es totalmente clara para los alumnos ya que la han ajustado en los sucesos
aleatorios de “la carrera” y con la “guayabita”, no obstante no se ha reforzado totalmente la nocion de que la suerte no es la
determinante en el juego, sino que el juego se puede comprender de tal forma que la suerte pueda mejorar con dicho entendimiento,

aun serian intuiciones primarias pertenecientes al periodo preoperatorio, presentes solo en un 25% de los alumnos.

Sin embargo respecto al otro 75% de los alumnos se ha logrado un avance a otro tipo de estadio segun Batanero (2001) perteneciente a
las Operaciones Abstractas en las que hay mayor comprension y mejores hipotesis pertenecientes al suceso aleatorio, por lo que el
entendimiento de los suceso condicionados (al apostar), la equiprobabilidad (gracias a la utilizacion de un solo dado), la mejora de la
comparacion probabilistica para saber de qué manera es mas facil ganar en el juego son resultados de este estadio, que ademas no se
hubiera podido resaltar si los alumnos no hubieran pasado por las intuiciones primarias. No obstante hay otro concepto que fue muy
importante en el desarrollo de las anteriores actividades, y es el espacio muestral, que ya se habia mostrado como todos los posibles
resultados del experimento aleatorio, por lo que la guayabita reforzo esta nocion ligada también al estadio de las operaciones
abstractas, en la siguiente actividad se espera que el entendimiento de este concepto pase a ser parte de las intuiciones secundarias,

como también los sucesos condicionados.

96




Protocolo “Guayabita con dos dados”

Figura 42. Implementacion de la actividad "Guayabita con dos dados"

Descripcion:

La actividad se logré implementar en dos sesiones de una hora cada una. Se organizo a los nifios
en grupos de 4 y se hizo una socializacion para que los alumnos recordaran el modo en que
surgian los resultados de las sumas cuando se lanzaban dos dados, por lo que se realizé el
esquema en el tablero de las 36 posibilidades del espacio muestral del juego junto con las reglas

correspondientes a la primera parte de la actividad:
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Después de ello se entreg6 el respectivo material que eran los dos dados y las chaquiras con las
cuales ellos debian apostar. Luego dimos un espacio de 25 minutos en donde pudieron jugar y
entender la dinamica de las reglas y asi en los 30 minutos restantes ellos respondieron las

preguntas correspondientes a la primera parte. Con esto concluye la sesion del dia lunes.

En la segunda sesion que se realizd dos dias después se hizo la misma organizacion de los
grupos, y de nuevo antes de entregar el material se explicaron las reglas de la segunda parte del
juego; se indicaba que seguiria el mismo sistema de juego con dos dados, solo que cambiarian

las reglas que inmediatamente colocamos en el tablero junto con su esquema correspondiente:
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Al terminar la explicacion de las reglas dimos 25 minutos de juego libre y otros 30 minutos de
solucién de las ultimas preguntas correspondientes al juego y las Gltimas preguntas referentes al

contraste de los dos modos de juego con dos dados. Asi concluye la sesion del dia miércoles.
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Andlisis

Evidencia

Triangulacion

Figura 43. Respuesta de un grupo de estudiantes afirmando con qué ndmeros es mas pertinente
apostar; “pequerios para apostar bien”

Figura 44.Respuesta de un grupo de estudiantes afirmando con qué nimeros es mas pertinente
apostar; “3, 4, 5, bajitos”

Figuras 43y 44

En la actividad de “La Carrera” los estudiantes
habian visto el espacio muestral asociado al juego
en donde aprendieron la forma en que surgian los
posibles resultados, no obstante en el inicio de esta
sesion se volvio a recordar, por lo que la primera
parte de la actividad no tuvo muchos
inconvenientes en torno a las primeras preguntas,
ademas porque la dindmica de las reglas fue muy
sencilla y esta asociada a la guayabita con un dado
pero con un margen mayor para apostar. Ligado a
esto se muestra en la figura 43 y 44 respuestas de

dos grupos los cuales en que es mas facil ganar si
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Figura 45.Respuesta de grupos de estudiantes respecto a la segunda y la tercera pregunta acerca
de que si apostarian con un nimero mayor o menor a 7:

“2) puedo ganar con todos los posibles, no 10, 9, 9

3) No mucho™

se apuesta con nimeros pequefos, ademas con
respecto a la segunda y la tercera pregunta acerca
de que si apostarian con un nimero mayor o0 menor
a 7 en la figura 45 se muestra que entendieron que
no importa mucho si el 7 es mas concurrido, ya
que solo se tomara en cuenta si sale un nimero
pequefio (entre 4 y 10) con el cual se pueda
apostar. Acé podemos ver que los alumnos (90%)
van en contra de la “intuicion errénea” que define
Batanero (2001) en relacién con el entendimiento
probabilistico del estudiante, por lo que este modo
de pensar va en contra de usar un modelo de
explicacion que le satisface, pero no permite
continuacion a un estadio més elaborado. Se trata
de una "intuicidn errénea, que es contrario a lo que

ya se explicaba a cerca de la percepcion de los

100




estudiantes a favor de la apuesta en el juego.

Respuesta de un grupo de estudiantes en relacion a los nimeros que tienen la misma posibilidad de
salir: “Si por las mismas posibilidades de salir del 8 y el 6”

En la Figura 46 se observa que un grupo de
estudiantes perteneciente al 20%, contest6 que el 8
y el 6 tienen las misma posibilidad de ganar,
ciertamente es una respuesta erronea si se observa
desde una posicién de apostador ya que hay mas
posibilidades de ganar con un nUmero menor como
ya hemos visto. Ahora si se observa desde una
perspectiva del juego de la “carrera” habria una
misma posibilidad de que salgan ambos nimeros,
por tanto el grupo no tuvo en cuenta la apuesta y si

las posibilidades de que salga cada nimero, por lo

101




que la nocion de simetria aln estd marcada en
varios estudiantes, simetria que se determina
respecto al nimero 7 que tiene mas posibilidades,
asi se distribuye para ambos lados; de este modo el
6 y el 8 tienen la misma posibilidad, asi estariamos
de acuerdo con Batanero (2001) reforzando el
hecho de que un dado u otro dispositivo generador
de resultados aleatorios cumpla las condiciones de
simetria no es un hecho que pueda deducirse de la

teoria matemaética, sino de la experiencia.

Ya habiendo obtenido el espacio muestral fue facil
determinar las equivalencias de cada par de sumas

como ya se ha visto, por lo cual el 90% de los
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Figura 46. Espacio muestral, del suceso y de la identificacion de la probabilidad de coger "case"
como de colocar “case".

alumnos identificaron de forma correcta que la
probabilidad de coger “case” es la misma de poner
“case” en el primer lanzamiento (Figura 47), por
lo que el juego, siendo el experimento aleatorio,
que segun Batanero (2001) fue el que dot6 de
sentido al muestreo, ya que al observar
repetidamente una serie de repeticiones del
experimento, siempre observaremos elementos del
espacio muestral. De esta forma el espacio
muestral fue clave para la identificacion de

regularidades en el transcurso del juego.

Ya entrando segunda parte de la actividad cabe
resaltar que reglas eran un poco distintas, lo cual
entregd varios tipos de respuestas a la misma

pregunta. Se sabe por las reglas que el nimero 7 es
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Figura 47. Respuesta de un grupo de estudiantes en relacion a la pregunta de con qué ndmeros es
mas facil ganar si se apuesta sin “conocimiento analitico posterior”: “El nimero que mds me salio
fue el 7 pero <lastimablemente> no estaba de suerte.

A mi compafiero le salia el 4 por eso gané mucho mas rapido que nosotros, porque el apostaba
pero alguniticos se descachaban”

Figura 48. . Respuesta de un grupo de estudiantes en relacion a la pregunta de con qué ndmeros es
mads facil ganar si se apuesta con “conocimiento analitico posterior”: “El 6 porque tengo la
posibilidad de caer el 5, 4, 3 que son menores para poder ganar 10 que aposté”

el que nadie quiere que salga, por lo que entorno a
la pregunta 1 (En la figura 48) se evidencio que
los alumnos identificaron bien esta parte, no
obstante el grupo menciona que el 4 tiene mayores
posibilidades de ganar, cosa que se asocia mas al
juego de “la carrera” que a éste, ya que para ganar
habiendo obtenido un 4 es muy poco probable
porque debe salir un nimero menor a este para
poderlo hacer, por tanto el 20% alumnos aun
estarian en la transicion de la primera a la segunda
funcion de los modelos intuitivos explicatorios
segun Batanero (2001) en donde el primero ayuda
al nifio a entender su entorno por sus propios
medios, mucho antes de que sea capaz de
comprender la complejidad del modelo matematico

subyacente, cosa de la cual ya venian con los
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juegos precedidos a la guayabita con dos dados, asi
esto prepara al alumno para un “(...)conocimiento
analitico posterior” el cual es menos informal y
maés fuerte ya se construye con los visto en las
anteriores clases, el grupo de la figura anterior
muestra falla en este conocimiento analistico
posterior. En contraste, en la Figura 49 si se
muestra un grupo) que logro hacer este paso al
“conocimiento analitico posterior” porque saben
que si sacan un nimero cercano a 7 se tendra una
mayor posibilidad de ganar, esto muestra un
avance significativo en los procesos de analisis que
toman los estudiantes a favor de lo probabilidad y

su intuicién, presente en el 80% restante.

Con respecto a la segunda y tercera pregunta en
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Figura 49. Respuesta de un grupo de estudiantes en relacién a si es mas posible ganar si se decide
apostar con un nimero menor a siete:

“2) No por q’ uno pierde mas facil
3) Si por q’ es mas probable ganar”

Figura 50. Respuesta de un grupo de estudiantes en relacién a si es mas posible ganar si se decide
apostar con un ndmero menor a siete:

“2) Si por que mi compaiiero tiro el niumero “6” y le salia de resultado el “3”

3) Es muy dificil pero si se puede”

torno a si existe mayor probabilidad de ganar con
ndmeros menores y mayores a 7 hubo una
contradiccion en lo que contestaron dos grupos. En
la figura 50 se observa que el primer grupo indica
(respecto a la 2da pregunta) que no apostarian con
nlmeros menores a 7 porque se pierde mas facil,
pero (3ra pregunta) es mas probable ganar con
nimeros mas altos, en cambio en la figura 51 se
muestra un ejemplo de un integrante que gano con
el 6 porque después le salié el 3, en cambio
mencionan que es mas dificil ganar con nimeros
mayores a 7. En cierto sentido se observa que
ambos grupos tienen falencias en torno a la
apuesta, ya que no determinan el esquema en
donde se muestra que hay igual forma de ganar con

nameros tanto menores como mayores al 7
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(esquema que estaba en el tablero), ademaés de que
esto se puede analizar gracias al espacio muestral
asociado, por lo que esto esta muy ligado con lo
gue menciona Batanero (2001) acerca de las
primeras ideas y acciones que hacen los
estudiantes sobre un suceso aleatorio. La primera
idea fundamental es asignar nimeros a los sucesos
aleatorios, de forma que estos nameros reflejen
nuestro grado de creencia en su verificacion,
podemos comparar sucesos muy dispares, en base
a su mayor o menor probabilidad, por lo que el
20% del grupo adn tiene asignaciones numéricas
erréneas asociadas a los resultados del juego, este
s un error persistente en esta parte, en contraste
con la primera ronda de preguntas en la que si se

logra identificar la simetria con respecto al nimero
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7,y por ende una correcta asociacion numerica de

las posibilidades.

WG e w00 afostaca on foquide |

Figura 51. Identificacion por parte de los estudiante en apostar con un ndmero en especifico: “4R:

No. Yo solo apostaria un poquito de lo que hay”

Figura 52. Grupo de estudiantes afirmando del por qué no apostarian por el niimero 5: “4Rta/ No
es posible porque sale mas”

La experiencia desarrolla una optimizacion en la
forma de jugar por lo que mientras mas se juega
mas se tiene en cuenta factores como el “apostar”
y “cuanto debo apostar” seglin el nimero haya
salido, de esta forma los alumnos siguen ligados a
una Intuicién primaria que como ya mencionamos
en la actividad de “La Carrera” Godino (1996) la
define como las adquisiciones cognitivas que se
derivan directamente de la experiencia. Ejemplo

de ellas son las intuiciones espaciales elementales,
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Figura 53. Grupo de estudiantes afirmando del por qué no apostarian por el nimero 5: “¢4
q’ el 5 es mas dificil de ganar”

. no por

por lo que en la figura 52 se identifica que los
estudiantes lograban determinar que no siempre se
debe apostar todo al pozo sino una pequefia parte
de este, y més cuando ya ha caido el 5 porque
habria menos formas de sacar un nimero menor a
este, también las figuras 53 y 54 muestra dos
soluciones que concuerdan en que no apostarian
por este numero (5) ya que es mas dificil, en la
primera dicen que no apostarian porque hay
nUmeros suque salen mas, por lo que no seria
conveniente apostar con este numero, en la
segunda mencionan explicitamente la dificultad de
ganar con el 5 . Esta intuicién presente en el 15%
de los estudiantes se ha venido reforzando con lo
realizado, pero sigue persistiendo ya que sin esta

no se lograria pasar al segundo nivel en el que se
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formalizan dichas intuiciones.
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Figura 54. Respuesta de un grupo de estudiantes respondiendo, si un 8 tiene la misma probabilidad
de ganar que un 6: “ 5) No por q’ un 8 no le va a ganar aun 6.”

Figura 55. Respuesta de un grupo de estudiantes afirmando del por qué un 8 si tiene la misma
probabilidad que un 6 de ganar:

“5 Rta = Si es pocible porque tenemos para sacar un

9,10,11012 parael 8

5, 4,3 2parael 6”

Figura 56. A favor de la percepcion secundaria del por qué un 8 si tiene la misma probabilidad
que un 6 de ganar:

“5. Rta:/ Si porque con el “8” tendria que sacar un numero mayor a ese, en cambio con el “6”
tendria que sacar uno menor”

Las ultimas dos preguntas se relacionan en que los

dos sucesos que se ponen en manifiesto tienen la

misma probabilidad; es decir el 8 y el 6 tienen la

misma probabilidad de ganar, ademas que existe la

misma posibilidad de que en el primer lanzamiento

se tenga que poner o colocar “case” ya que ambos

tienen igual forma de salir:

Paga "case” | BN - B

Recoge "case” |12 gBEE

Con respecto a las soluciones de los alumnos se

evidencio que en algunas ocasiones estos no

relacionan correctamente el apostar con las

posibilidades de aparicion de cada suma (espacio
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Figura 57. Andlisis por parte de los estudiantes en relacién a la probabilidad de ganar una apuesta
inmediatamente: “6.Rta/ si porque al mismo tiempo se coloca “case” y porque en un niimero
mayor podemos ganar”’

Figura 58. Primeras formas de manifestacién de la probabilidad Laplaciana entendida
implicitamente como “(...) la proporcion del numero de casos favorables al mimero de casos
posibles” . “Siempre va a ver 1 de 36"

muestral) por lo que en la figura 55 un grupo
menciona (perteneciente al 10%) que el 8 y el 6 no
tienen la misma probabilidad de ganar porque el 8
no le gana al 6, respuesta muy limitada si la
comparamos con la de la figura 56 en donde otro
grupo (perteneciente al 90%) muestra porqué
ambos nameros tienen igual probabilidad, de esta
forma se ve un avance significativo en torno a las
Intuiciones Secundarias (Godino, 1996) ya que
estos estudiantes no solo se han quedado con sus
percepciones iniciales sobre el juego, sino que han
logrado hacer formalizaciones con lo que se ha
socializado en clase en torno a poder establecer un
subconjunto del espacio muestral que muestra las
posibilidades de cada numero, asi este grupo logré

adquisiciones que tienen todas las caracteristicas
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de las intuiciones, pero que son formadas por la
educacidn cientifica, principalmente en la escuela,
asi vemos también un analisis correcto en la
figura 57 a favor de la percepcion secundaria. No
obstante la percepcion de los estudiantes no fue
siempre cosa que se evidencia en la ultima
pregunta ya que la figura 58 se muestra que los
estudiantes saben que siempre colocaran “case”, y
analizan si es probable que ganen en una apuesta
inmediatamente, cosa distinta a lo que se preguntd
porgue no tomaron en cuenta la cuestion de que la
probabilidad de que en el primer lanzamiento es la
misma de colocar “case” que de ponerlo, por lo
que fue una falencia que se puede asociar a la
interpretacion de la pregunta, Vigotsky (1995)

menciona que la percepcion, por ejemplo, estaba
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conectada siempre de un modo idéntico con la
atencion, la memoria con la percepcion, el
pensamiento con la memoria. Como constantes,
estas relaciones podian ser, y eran, descompuestas
en factores, e ignoradas en el estudio de las
funciones separadas. Por lo que este grupo trabajo
una funcién separada de percepcion, apartada de la
atencion y la memoria, cosa que resulto en una
consecuencia erronea, contrario a la figura 59, en
lo que sabriamos que tanto el 2 como el 12 tienen 1
forma de 36 de salir. De esta manera tenemos algo
muy importante en torno a las primeras formas de
manifestacion de la probabilidad Laplaciana
entendida implicitamente como “(...) la
proporcion del nimero de casos favorables al

numero de casos posibles” (Godino, 1996, Pg. 21)

113




asi hemos logrado evidenciar una notacion muy

similar a la de Laplace en un 25%.

Figura 59. Respuesta por la comparacion de los dos juegos, identificando en cuél se gana més:
“I) En el 1mero + ndmeros
2) sienpre hay 36”

Figura 60. Respuesta por la comparacion de los dos juegos, identificando en cudl se gana mas:
“l1. Hay mas para apostar que en el segundo.
2. en los dos hay igual”

Con respecto a las dltimas preguntas en las que se
comparan los dos juegos se evidencio que las
“intuiciones secundarias” (Godino, 1996) se
vieron reforzadas ya que en el 90% de estudiantes
indicaron (Figura 60 y 61) que se ganaba mas en
el primer juego porque hay mayor rango de
nameros, cosa que no sucedia en el segundo modo
de juego. Por tanto se aprecia un avance
significativo de disminucion de errores de tipo
“disponibilidad” los cuales Khaneman, Slovic y
Tversky (1982) citados por Godino (1996)

explican que consisten en la tendencia a hacer
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Figura 61. Respuesta con un error de "disponibilidad": “Si, ambos juegos tienen la misma
probabilidad de ganar con un 4”

predicciones sobre la probabilidad de un suceso,
basandose en la mayor o menor facilidad con la
cual es posible recordar o construir ejemplos de
ese suceso, lo que crea un sesgo sistematico en las
estimaciones probabilisticas, porque la gente
tiende a pensar que los resultados que pueden
recordarse facilmente son mas probables, de esta
forma se logr6 avanzar en contra de esos errores
probabilisticos que surgian, no obstante en la
figura 62 se muestra un error de “disponibilidad”
ya que el grupo ain toma que hay méas
probabilidad de ganar cuando se tienen nimeros
mas pequefios, cosa que se veia plasmada en las

respuestas mencionadas mas arriba.

Ya se habia dicho la importancia del espacio
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Figura 62. Identificacion de los estudiantes por el modo de apostar: “4) el 8 y 6 tienen mismas
posibilidades pero la apuesta es diferente q’ es mas facil en el Iro (primer modo de juego), muchas
mas (nimeros para salir y ganar)

5) Ambos 9, 10, 11, 12”

muestral mencionado por Batanero (2001) en el
cual el conteo del juego da sentido al muestreo, ya
que al observar repetidamente una serie de
repeticiones del experimento, siempre
observaremos elementos del espacio muestral. De
esta manera algunos subconjuntos del espacio
muestral (de que salgan ciertos nimeros)
mostraron los numeros que mas veces saldrian,
ademas de su relacion con la manera de apostar,
asi en la figura 63 los alumnos identifican que
aparte de que el 6 y el 8 tengan las mismas formas
de salir lo que se tiene en cuenta es el modo de
apostar, por tanto el subconjunto del espacio
muestral en torno a la apuesta es mas grande en el
primer modo de juego, y mas pequefio en el

segundo, premisa lograda en el 90%, ademas de
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que identifican que en ambos juegos el 8 tiene las
mismas posibilidades de ganar. De esta forma se
evidencia su avance y refuerzo en la concepcion

de espacio muestral.

Figura 63. “Esquema de estrategias de apuestas segln el primer lanzamiento, para ambos modos
de juego de <Guayabita con dos Dados>"

Por altimo, en todo el desarrollo de la actividad se
logré ver como se superaron las dificultades que
iban surgiendo en torno al modo de juego (las
posibilidades de cada resultado) junto con la
manera de apostar, todo esto gracias a poder
identificar las “intuiciones erroneas” (Batanero,
2001) y siendo estas superadas por las ideas
“fundamentales primarias” (Batanero, 2001, Pg.

18) que obtenian los alumnos en el juego. A favor
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de esto se muestra en la figura 64 la forma en
como un grupo identifico la forma de apostar
segun el resultado que les salia, de este modo
recogemos lo que menciona Batanero (2001)
acerca de la evolucion de las concepciones
probabilisticas gracias a las ideas fundamentales
que proporcionan al nifio modelos explicativos
eficientes en cada etapa de su desarrollo, que
difieren en los distintos niveles cognitivos, no de
una forma estructural, sino s6lo de una forma
linguistica y en su nivel de profundizacién. Por
ejemplo, si un nifio, al lanzar dos dados concede
mas probabilidad al 7, porque hay mas sumas con
éste valor, tiene un modelo apropiado, que puede
evolucionar al mas complejo de aplicacion de la

regla de Laplace, e incluso al de variable aleatoria
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y moda de su distribucion de probabilidad. Por lo
que fue significativo el avance de los estudiantes a
favor de la estructuracion de su modelo
probabilistico apropiado llegando a un alcance del
90%. Esto ayudo a su avance en las concepciones

probabilisticas propias.

Conclusién

En esta actividad se logro incluir el espacio muestral a las intuiciones secundarias, ademas porque la actividad de “La Carrera”
contribuy6 en su mayoria a recordar las formas en que surgian los pares de numeros, y la de “Reconociendo el juego” por todas las
caras del dado que definian el espacio muestral, asi se logr6 avanzar en dicho concepto, ademas de la condicionalidad aleatoria al
momento de las decisiones que debian tomar al apostar, esto, de nuevo gracias al espacio muestral intervenido y a los analisis ya

realizados que les ayudaron a determinar que los nimeros de las posiciones centrales eran los de mayor frecuencia.

Ligado a esto se logra la comprension implicita de la simetria en la distribucion normal del fendmeno aleatorio con los dos dados, por
lo que si el 7 es el nimero que mas cae, entonces el 6 y el 8 tienen la misma posibilidad de salir, asi mismo fueron concepciones que

no se manifestaron como intuiciones secundarios, sino como “Modelos intuitivos explicatorios” (Batanero, 2001), que abrieron paso a
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un conocimiento analitico posterior mas elaborado, méas complejo, pero que son pertenecientes las intuiciones primarias, no obstante
las intuiciones errdneas a cerca de las malas comparaciones se hicieron participes en un 10% de todos los alumnos. Ademas estos
“Modelos intuitivos explicatorios” ayudaron a una comprension mas clara de la manera de apostar, respondiendo al ;Cuando? y

¢Cuanto?.

Algo muy importante a cerca de la probabilidad por parte de los alumnos es sobre las primeras asignaciones numericas a los sucesos
aleatorios, de forma que estos numeros reflejen el grado de creencia en su verificacion, asi se lograba a una representacion Laplaciana
de las posibilidades de que saliera cualquier nimero, asi mismo el niUmero 7 en un lanzamiento ordinario tiene una probabilidad de
6/36 , de esta manera el espacio muestral y las intuiciones primarias y secundarias contribuyeron a los establecimientos de la
probabilidad Laplaciana. Y asi mismo se reforz6 la comparacion y la condicionalidad, al saber que el 6 y el 8 tienen la misma
probabilidad de surgir (5/36). Estas conjeturas ya serian pertenecientes a las intuiciones secundarias, ya mas elaboradas por los

alumnos que es lo que se esperaba con la actividad.
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Conclusiones
Las actividades propuestas en la secuencia didactica contribuyeron a un aprendizaje significativo
de la probabilidad en el grupo, favoreciendo el entendimiento de lo que sucede en un
experimento aleatorio. Esto se logrd gracias a una buena implementacion de la metodologia
general de aprendizaje propuesta en el trabajo, teniendo en cuenta los tres principales aspectos
que la componen expuestos por Tobdn, Pimienta, Garcia (2010), que son: identificacion de la
secuencia didactica, la cual hace referencia a los aspectos formales para su respectiva
elaboracion, en pocas palabras estudia el objeto matematico a ensefiar, la duracién de la
implementacion y la poblacion que se le va a implementar dicha secuencia. Problemas
significativos del contexto, este aspecto refiere a que la secuencia requiere de situaciones
problemas traidas del contexto del estudiante para poder evaluar los procesos y las competencias.
Pero a la vez para que la metodologia funcionara, se siguié a cabo los niveles de participacion

que estan inmersos en los problemas significativos, en estos niveles se hizo lo siguiente:

- “Nivel inicial-receptivo: Los docentes formularon el problema en la secuencia didactica y se
abordo con los estudiantes.

- Nivel basico: En este nivel lo que se hizo fue formular un problema para la secuencia
didactica, pero a la vez se implemento a estudiantes de educacion superior en el espacio de
formacion Didactica de la probabilidad y la estadistica de la universidad Distrital Francisco
José de Caldas del proyecto curricular Licenciatura en educacion basica con énfasis en
matematicas (LEBEM) con la finalidad de poder hacer alguna mejora o adaptacién en su
planteamiento.

- Nivel autbnomo: Se plantearon en forma general varios problemas en la secuencia didactica

en la que los estudiantes a partir del andlisis y la indagacidn concretaron con la respuesta.
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- Nivel estratégico: En este nivel se formul6 un problema muy general en relacion al juego,
partiendo de la pregunta: ;Con qué nimeros tiene la mayor probabilidad de ganar el juego?
A partir de esto los estudiantes empezaron a utilizar estrategias para encontrar dichos

numeros, como por ejemplo encontrar el espacio muestral del suceso.

Otro aspecto que contribuyo en la metodologia fue el de las actividades concadenadas el cual
busca que las actividades estén articuladas entre si y que sean independientes entre ellas, esto
con el fin de que contribuyan a la resolucién de problemas. Es por ello que a la vez se
implemento en el abordaje los cuatro aspectos en relacion a las actividades: Organizacion de las
actividades, planeacién de las actividades que se realizaran con apoyo del profesor a cargo del
curso, identificacion de las actividades que los estudiantes deben de realizar en su tiempo
autdbnomo y por ultimo, se establece el tiempo o duracion del desarrollo de cada actividad dentro

del aula, teniendo en cuenta el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

Es por lo anterior que fue de gran pertinencia comenzar por el lenguaje informal que utilizaban
los estudiantes en su diario vivir, ligado a una concepcion de azar como ya se ha indicado en el
trabajo. Gracias a esto, se permite acomodar los nuevos conocimientos que se generaban de la

interaccion con el juego, causando el analisis y la relacién entre:

= El espacio muestral (Gracias al conteo generado en el experimento aleatorio);

= El lenguaje cualitativo de la probabilidad ligado a los sindbnimos probabilisticos citados
por Bressan (2008); lo “imposible”, lo “poco probable”, “posibilidad”... (unido al

lenguaje informal de azar);

= Nocion de la equiprobabilidad (Gracias a los resultados expuestos por el experimento
aleatorio con los dados);
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= Formas gréficas de solucién (esquemas y dibujos que contribuyeron al entendimiento del
espacio muestral, las posibilidades de cada nimero, identificacion de la simetria de la

distribucion normal);

= Proporcionalidad (Que ayudo a armar probabilidades y a comparar los resultados
probabilisticos obtenidos, y asi lograr definir si estos resultados aleatorios eran

imposibles, posibles 0 muy posibles)

= Simetria (unida con distribucion normal);

= Representaciones de la probabilidad Laplaciana (casos posibles sobre casos totales);

Asi, el siguiente esquema indica el porcentaje de comprension y manejo de las anteriores

concepciones en torno al aprendizaje de la probabilidad en todo el grupo de estudiantes:

Comprension de la Probabilidad
Laplaciana

Identificacidn de Simetria
Comprension de la Proporcionalidad
Utilizacion de Esquemas

Comprension de equiprobabilidad

Comprension y utilizacion del leguaje
cualitativo

Identificacién del Espacio Muestral

75% 80% 85% 90% 95% 100% 105%

lustracion 2. Porcentaje de estudiantes que aprendieron estrategias y conceptos relacionados con la probabilidad.

De esta manera se realiz6 a la vez un analisis, determinando que la secuencia didactica a de

contribuir a la adecuada ensefianza de los diferentes conceptos que hay inmersos en la
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probabilidad, cumpliendo de manera efectiva el objetivo general del trabajo, el cual tiene como
finalidad llegar al entendimiento de la probabilidad Laplaciana. A la vez ha de cumplirse los
objetivos especificos mediante la implementacién de las actividades generando connotaciones
implicitas y explicitas de conteo por medio del lenguaje verbal y simbdlico. Cabe mencionar que
el conteo fue una herramienta muy importante que ayudd a la comprension del funcionamiento
de las actividades de la secuencia gracias a los inventarios realizados, este contribuyo a
identificar si era conveniente o no apostar, ademas de saber sobre qué nimeros era mas ventajoso
hacerlo, por lo que el éste fue un elemento importante perteneciente a los “Modelos intuitivos
explicatorios” mencionados por Batanero (2010) siendo una herramienta bésica propia del
estudiante, que ayuda a reforzar las concepciones probabilisticas vistas, condensando mejor sus

“intuiciones secundarias”.

Por otro lado hay que destacar que la secuencia didactica sirvio para que los estudiantes al
transcurso del desarrollo de las actividades, lograran superar las dificultades encontradas en
cuanto a las “intuiciones primarias” propias de los estudiantes en torno a sus perspectivas
erroneas que surgian de lo empirico con el juego y con lo que ya sabian de probabilidad
(perteneciente a la informalidad). Un ejemplo claro de lo anterior es que los estudiantes pasaron
de decir que, cuando se lanzaba los dos dados, era mas probable que saliera el 8 que el 6,
simplemente porque el 8 era mayor; de esta manera este tipo de hipdtesis que tenian desde el
juego de “La Carrera” se fueron acomodando y reforzando a medida que se hacia el analisis
profundo de los juegos y asi estas “intuiciones primarias” pasaron a ser “intuiciones secundarias”
gracias a las socializaciones realizadas con el grupo de estudiantes, por lo que en la actividad de
la “guayabita con dos dados” ya se notaba que el 80% de los estudiantes se encontraba en las

intuiciones secundarias, y el 20% restante atin se quedo6 con “intuiciones primarias”.
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M Intuiciones Primarias

M Intuiciones
Secundarias

llustracion 3. Porcentaje Final de los estudiantes pertenecientes a las Intuiciones definidas por Godino (1996)

Otra dificultad que perdurd desde el principio fue en torno a la proporcionalidad, identificada
desde la actividad diagnostico, con el problema del pastel de cumpleafios. En este problema los
estudiantes no eran capaces de hacer la relacion de proporcionalidad para saber cuantos huevos
necesitaban en un pastel para 40 personas. No obstante esta concepcion se fue reforzando en las
otras actividades con preguntas como: ¢ Tendria la misma probabilidad de ganar con un 8 que
con un 6? O ;La probabilidad de que en el primer lanzamiento tenga que colocar “case” es la
misma de tener que poner “case”? .Gracias al conteo de los alumnos, en la primera pregunta se

tuvo relaciones como que las posibilidades de que salga el nimero 8 con dos dados son de 6 de
36, y con el numero 6 también seria 6 de 36, entonces 3% = 3% de esta forma se ve
proporcionalmente que se tienen las mismas posibilidades para ambos nimeros, asi también para
la segunda pregunta % = % (2do modo de juego de la guayabita con dos dados); de esta forma

se hicieron relaciones de proporcionalidad que reforzaban la concepcion y ayudaban a los
estudiantes a pasar a las “intuiciones secundarias”. También gracias a las comparaciones

realizadas y la intervencion de los maestros que formalizaban lo obtenido. Estas concepciones
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fueron muy importantes para los estudiantes ya que dieron paso al entendimiento de

probabilidad Laplaciana.

Por lo tanto el siguiente trabajo sirve para que los docentes de matematicas lo implementen en el
aula de clase, identificando las dificultades y el proceso que han de tener los estudiantes en
relacion a sus primeros inicios de la ensefianza de la probabilidad, esto a medida que se van
realizando las respectivas actividades las cuales son Ilamativas para los alumnos, ya que estas se
basan en juegos cotidianos y entretenidos por la sociedad Colombiana. Es por esto que el
presente trabajo no ha de quedar archivado y olvidado por la comunidad, ya que este es base
fundamental para la exploracion de nuevas investigaciones en relacion a la ensefianza de la

probabilidad a través de los juegos de una comunidad en especifico.
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