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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado se pretende identificar la relacion entre las figuras musicales y
la matematica, haciendo todo un andlisis proporcional de los conceptos utilizados en la
musica para comprender y manejar dichas figuras. La caracteristica principal de éstas, se
basa en la relacion proporcional que se encuentra entre ellas, muchos libros de educacion
matematica utilizan su representacion para la ensefianza de la proporcionalidad, y lo que se
busca con el trabajo es hacer explicita dicha relacion, que no solo esta en su representacion
sino en cada uno de los conceptos utilizados en la masica.

Como en algunas ocasiones se considera que la musica esta desligada de la matematica, se
pretende evidenciar esta estrecha e importante relacion, resaltando el estudio implicito de
un masico en matematica bajo una investigacion con metodologia analitica del concepto
proporcion con modalidad documental, para la interpretacion de un registro pictorico de las
notas musicales en el pentagrama haciendo uso del instrumento Piano como herramienta
para lograr la sistematizacion. Pero, para llegar a hablar de representacién musical se hace
necesario estudiar cada uno de los términos utilizados en la mdsica, por lo cual el trabajo
contiene 4 apartados.

En el primero se realiza una breve descripcion y caracterizacion del instrumento piano, que
servira de referencia para el desarrollo de la sistematizacion y anélisis.

El segundo se divide en dos: a) Se muestra como graficamente se identifica la
proporcionalidad a partir de las frecuencias de la nota LA desde las relaciones numéricas
establecidas por Pitagoras, y como la representaciéon de dicho sonido cambia dependiendo
del instrumento utilizado, en este caso emitido desde el Piano; y b) se analiza desde las
relaciones de las frecuencias las construcciones de cada uno de los intervalos y escalas
musicales; teniendo en cuenta las relaciones numéricas que se establecen entre las notas
musicales; desde las cuales se logra establecer una correspondencia con dichas
construcciones y de las medias, aritmética y armonica.

En el tercero, se comparan las relaciones numéricas haciendo uso de teoremas establecidos
en el estudio de lo armonico, denominado como cuaterna armonica. Utilizando dichas
relaciones como abscisas de puntos, permitiendo entender y justificar por qué las notas
musicales estdn ordenadas de cierta manera en la escala pitagorica y en el piano,
determinando asi relaciones proporcionales entre ellas; ademas se logra explicar de forma
matematica la relacién entre tonos y semitonos, caracteristica esencial al momento de
utilizar el piano.

En el cuarto, se realiza un estudio y analisis de lo proporcional inmerso en la representacion
pictérica, o diagrama musical, en el que se da conocer el vinculo existente entre las
distintas figuras y notas musicales utilizando los componentes musicales anteriormente
estudiados.

Se hace necesario resaltar que el trabajo de grado se realiz sobre este tema por el interés
de elaborar a futuro una propuesta didactica que permita trabajar la proporcionalidad desde
los conceptos musicales, con poblacion entre los 7 y 12 afios.
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1) PRELIMINARES
ANTECEDENTES

El ser humano en sus intentos por describir lo que sucede a su alrededor ha hecho uso de la
matematica como herramienta, en la Grecia antigua se evidencia esta actividad presentada
en distintas situaciones, entre ellas culturales, dando origen a tratados geométricos
establecidos desde la relacion entre el ejercicio racional y experimental que posibilitaron el
nacimiento de la arquitectura, la evolucion de la ceramica y pintura griega, y un sistema
musical basado en la proporcionalidad; siendo este Gltimo, objeto de estudio del fildsofo,
musico, y matematico Pitagoras, emergente de su idea fundamental del nimero como base
de todas las cosas y el estudio de las propiedades numéricas en relacién con los intervalos
musicales.

Dado a que los intervalos musicales tienen una estrecha relacion con el nimero, pues resulta
de comparacion entre magnitudes o entre cantidades, el concepto de proporcién se convierte
en objeto de estudio que fundamenta la constitucion de la escala musical trabajado en un
primer momento, desde lo discreto conmensurable o conjunto numeérico natural (Pitagoras),
y seguido a ello desde lo continuo inconmensurable o conjunto numérico real (Euclides).

JUSTIFICACION

Filésofos como Aristoteles y Boecio a partir del estudio matematico realizado por Pitagoras
en la musica, la establecieron como ciencia: “ciencia de toda proporcion y toda relacion
como tal” y “Ciencia que permitia al hombre alcanzar la sabiduria” respectivamente. Es
por esto, que se pretende identificar la fundamentacion matematica implicita en la musica
siendo el diagrama musical objeto de estudio a partir de la proporcionalidad, relacionando el
lenguaje musical como un lenguaje matematico. En el intento de comprender su estructura
presentada como una relacion de equivalencia entre figuras se establece como hipotesis el
desarrollo proporcional de figuras, notas

En el marco de la educacién matematica se han identificado dificultades por parte de los
estudiantes al trabajar situaciones de proporcionalidad, como docentes se pretende desde
una perspectiva historica proponer la proporcionalidad como un concepto articulador,
integrador y fundamental en la educacion matematica permitiendo destacar y reconocer la
interdisciplinariedad de esta, desde el contexto musical que socialmente se ha perdido,
generado por el desconocimiento del desarrollo y naturaleza de estas, contradiciendo la
caracteristica de la matemética como ciencia de desarrollo integral.



MARCO TEORICO

Para Pitadgoras “El niuimero es la esencia de todas las cosas” filosofia establecida a partir de
la relacion entre el nimero y la figura geométrica, sustentada a partir de la corriente mistica
(religiosa): “los numeros con un cardcter sagrado cargado de propiedades cabalisticas y
virtudes mégicas” y cientifica (racional): “los numeros con propiedades aritméticas y
relaciones numéricas elementales”; uno de estos numeros, el 10, denominado por ellos
como la tretractys de la década (fundamento del todo) era un nimero triangular compuesto
por diez puntos dispuestos en forma de triangulo equilatero. Este nimero estaba compuesto
por la suma de los primeros 4 numeros (1, 2, 3, 4); que al establecer relaciones entre estos se
determinaba: 1/1, 2/1, 3/2, 4/3 -relacion mayor a menor- que representaban consonancias
perfectas, siendo la proporcionalidad una relacion de armonia entre dichos numeros, y
definida por Euclides como: la relacion entre un grupo de magnitudes, nameros o
cantidades.

Dichas relaciones entre los 4 primeros nimeros establecen dentro del desarrollo musical
toda su estructura, siendo estas denominadas como: unisono, octava, quinta y cuarta,
respectivamente, dando lugar a las actuales notas musicales (do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si,
Do), que se representan con figuras o simbolos musicales en el pentagrama (redonda,
blanca, negra, corchea, semicorchea, fusa), segun su posicion en este.

OBIJETIVOS

OBJETIVO GENERAL: Identificar los conceptos matematicos relacionados con la
proporcionalidad, implicitos en la representacién musical (Diagrama musical).

OBJETIVOS ESPECIFICO:
- Referenciar la relacion entre el concepto de proporcionalidad en el contexto

matematico y su uso en el contexto musical.

- Experimentar con el piano las relaciones encontradas en los contextos matematico y
musical.

- Sistematizar la experiencia a partir del uso de herramientas tecnologicas.

- Reportar la experiencia como un analisis del concepto proporcionalidad implicita en
la musica.

- Utilizar un lenguaje matematico para la comprension del lenguaje musical.



2) CARACTERIZACION DEL PIANO

El piano es un instrumento musical que consta de dos tipos de teclas, blancas y negras, las
cuales al ser oprimidas emiten un sonido que se relaciona con una nota musical, este puede
ser agudo o grave segun el lugar que ocupan en el teclado. (llustracion 1).
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lHustracion 1

Las teclas correspondientes a las notas méas graves se disponen a la izquierda, mientras que
a la derecha se encuentran las mas agudas.

Si se detalla la imagen, se identifica que el teclado se divide en dos grupos que se repiten de
manera alterna; estos grupos estan compuestos de la siguiente manera; el primero, contiene
5 teclas, dos negras -Do#, Re#- y tres blancas -DO, RE, MI- y el segundo, 7 teclas, tres
negras -Fa#, Sol#, La# y cuatro blancas -Fa, Sol, La, Si-. Lo que corresponde a un intervalo
de 7 teclas blancas y 5 negras que conformarian lo que se denomina una octava. Las notas
sostenidas (#) o bemoles (#) se indican segin como se esté ubicado en el piano y hacia
donde se desee ir, es decir, que, si se desea tocar de DO a Sl en la octava descrita en la
llustracion 1, las teclas negras se indicaran como sostenidas, pero si se desea tocar de Sl a
DO las teclas negras se indicaran como bemoles.

La caracteristica de la nota musical de ser aguda o grave viene a ser establecida por su
frecuencia, que la identifica del resto. Cada una de estas se encuentra separada de otra por
una distancia Ilamada intervalo, que puede ser interpretado desde la distancia musical que
hay entre estas (cantidad de notas por las que hay que pasar de una a otra, teniendo en
cuenta el sentido del recorrido), o desde la distancia numérica haciendo uso de la
comparacion proporcional de las frecuencias, que sera detallado y estudiado méas adelante

Por ahora se describiran los intervalos desde la distancia musical, los cuales se clasifican en
mayores, menores 0 justos segun la cantidad de semitonos o tonos que contienen, cabe
aclarar que no todos los intervalos con el mismo nombre tienen el mismo tamafio, lo que se



detallara con exactitud en la Tabla 1. Pero antes es necesario precisar la caracterizacién de
los tonos y semitonos en el piano, los cuales se encuentran en medio de las ocho notas de
una octava como sigue:

1.donrenmi—fansolnlansi—Do

2. do — (do #,reb) —re — (re #,mib) —mi — fa — (fa #, solb) — sol
— (sol #, lab) — la — (la #,sib) — si — Do

Donde (N) hace referencia a un tono y (-) a un semitono, identificando que: 1 en una octava
se encuentran 5 tonos y 2 semitonos con solo las notas principales; y 2 en una octava se
encuentran 12 semitonos con las notas de sostenidos (#) y bemoles (2).

Intervalos
Segunda
Mayor si tiene 1 tono (2 semitonos) Menor si tiene 1 semitono
b hi !J
V \ \
Tercera
Mayor si tiene 2 tonos (4 semitonos) Menor si tiene 1 tono y medio (3
semitonos)
V \V4
Cuarta
Justas si tiene 2 tonos y medio (5 Aumentadas si tiene 3 tonos (6 semitonos)

semitonos)

LRI

Quinta




Justa si tiene 3 tonos y Disminuida si tiene 3 tonos | Aumentada si tiene 4 tonos

medio (7 semitonos) (6 semitonos) (8 semitonos)
VoY NV NV
Sexta
Mayor si tiene 4 tonos y medio (9 Menor si tiene 4 tonos (8 semitonos)
semitonos)
< N
Séptima
Mayor si tiene 5 tonos y medio (11 Menor si tiene 5 tonos (10 semitonos)
semitonos)
ﬁ
Octava
si tiene 6 tonos (12 semitonos)
Tabla 1

3) VINCULO PROPORCIONAL ENTRE LAS FRECUENCIAS

A PARTIR DE LA REPRESENTACION SENOIDAL DE LAS ONDAS SONORAS (NOTAS
MUSICALES)

Por medio del programa WavePad y Geogebra se realiza un andlisis de la nota La,
designada como el tono de referencia en la Segunda Conferencia Internacional para el
Diapasén en el afio 1939, con una frecuencia de 440Hz; con el fin de encontrar algunos
puntos que permitan describir su representacion funcional, dados por el tiempo y los
decibelios (dB) alcanzados. Los puntos hallados son aproximaciones al relacionar las dos

dimensiones, siendo modificados los dB en negatividad para representarlos en Geogebra
(Tabla 2).



Tiempo Decibelios | Decibelios
(milisegundos) | (dB) (dB)
Geogebra
0 0 0
35 -6 6
6.5 -12 12
14.5 -18 18
35.5 -18 18
43.5 -12 12
46.5 -6 6
50 0 0
Tabla 2

Para lograr una modelizacién y acercamiento a la funcion que se desea encontrar se afiaden
a la tabla mas puntos y por medio de una regresion de dos variables se encuentra la
representacion senoidal (Grafica 1), encontrando una posible funcion ¥ = 0.11 +
24.27sen(0.06x + 0.02) que se modifica para que los puntos llamados nodos en la gréfica

coincidan o se acerquen a los dados en la tabla 2, resultando ¥ = 24.27sen(0.06x) visible
en la Gréfica 2.
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Grdfica 1



10 Nz) = 24.27 sen (0.06 z)
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Grdfica 2

La Funcidn resultante sera el objeto que permitira hacer el analisis y encontrar el vinculo
proporcional entre las frecuencias de las notas musicales, para ello es necesario tener
presente las tres variables dentro de su caracterizacion, siendo estas: _Altura “viene dada
por la frecuencia de oscilacion... a una baja frecuencia de oscilacion le corresponden
tonos graves, y a una alta frecuencia de oscilacion, tonos agudos”; Intensidad “energia
acustica que desarrolla una onda longitudinal por unidad de tiempo, depende de la
amplitud... a mayor volumen, mayor amplitud de la onda”; Timbre “otorga personalidad
al sonido...permite discriminar los sonidos emitidos por instrumentos diferentes, aunque
éste tenga la misma intensidad y la misma altura”. (Arbonés J & Milrud P. 2011)

Debido a la observacién que se desea hacer, la caracteristica a estudiar del sonido o nota
sera la altura, pues tiene que ver con la frecuencia de oscilacién de la misma, donde la
intensidad se conserva para las demas notas y el timbre ser4 basado en la emision del
sonido de la nota La, por el diapason (Unico, no variara). De esta manera se iran
encontrando las representaciones de las demas notas teniendo a esta como referencia, como
se evidencian en las siguientes ilustraciones, haciendo uso de las proporciones numéricas
encontradas por Pitdgoras a partir de cuerdas (que seran utilizadas para encontrar los
distintos intervalos méas adelante), y unas posibles relaciones entre estas con respecto a la
funcién original, tomando como referencia un ciclo de ésta. El trabajo realizado por
Pitagoras se describe como

1. Tomar una cuerda de longitud L y dividirla en dos partes iguales, justamente en la
mitad de la cuerda obteniendo una relacidbn numérica 1:2 considerada razon,
entendida como el cociente de un nimero por otro. Lo que en la mdsica podemos
relacionar con un intervalo de octava (do-Do, ocho notas entre el intervalo), donde
su frecuencia se establece desde una relacidn de 2:1, una relacion inversa (Gréafica
3)



Frecuencias — Longitud de cuerda

€y NN

Grdfica 3

2. Tomar la cuerda de longitud L y dividirla en tres partes iguales, estableciendo una
relacion numérica 2:3, que en lo musical estaria dada por un intervalo de quintas
(do-sol, cinco notas entre el intervalo), y una relacion entre sus frecuencias a partir
de la relaciéon 3:2. (Grafica 4).

Frecuencias — Longitud de cuerda

Eje y (ANt

Grdfica 4

Asi sucesivamente con cada uno de los intervalos (Cuarta y tercera), que se ejemplifica a
continuacion con la representacion senoidal de la nota La encontrada.

» La funcion naranja, en la mitad del ciclo de la funcién original, esta a una relacion
de 3/4; lo que observando en su representacion simbolica corresponde al 4/3 que se
multiplica dentro del paréntesis correspondiendo a una relacion o intervalo de



cuarta, pues segun Arbonés J & Milrud P (2011 Pag. 18) “la relacion entre las
longitudes de dos cuerdas es la inversa de la relacion de las frecuencias de esas

cuerdas”. Ademas, ésta cumple 1 ciclo y 2/4 respecto al ciclo de la original
(Gréfica 5).

En la funcion azul sucede algo similar variando la proporcionalidad en el ciclo,
donde se identifica que estd a 2/3 de la original en cuanto a medio ciclo,
correspondiendo a la relaciéon o intervalo de quinta coincidiendo con el 3/2 que
multiplica dentro del paréntesis siendo su representacion inversa (Gréfica 6).

Grdfica 5

flx) = 24.27 sen (0.06 x)

5 10 15, 20 25 30 35 a0 5

Fi 55 80 @5, 70 75 80 k85 20 95

Grdfica 6



La funcion de color morado presenta una modificacion en el periodo siendo el doble
respecto a la original (Grafica 7); lo que sucede de manera contraria con la funcion
de color rojo que presenta una modificacion de ser 2 veces menor a la original
(Gréfica 8). Lo que hace corresponder a un intervalo de octava para ambas donde la
roja expresaria una octava mayor y la morada una octava menor respecto a la
original, asociandolas a tonos agudos y graves respectivamente como lo habiamos
hablado anteriormente segun la caracteristica de la altura en relacion con su
frecuencia.

Grdfica 7
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Grdfica 8

Si se llevase este analisis a un contexto musical, se puede decir que las notas
encontradas respecto a la nota La de 440 Hz son las siguientes:

Nota Mi de la octava siguiente en la que esta La, con frecuencia de 660 Hz

Nota La de la octava anterior en la que se encuentra La original, con frecuencia de
220 Hz



Nota La de la octava siguiente en la que se encuentra La original, con frecuencia de
880 Hz

Estas relaciones establecidas se han realizado bajo un sonido puro de la nota La, pero si se
tuviera que analizar el sonido de una nota emitido por un instrumento musical, su
representacion no es de tipo senoidal en su visualizacion inicial, pero puede ser
descompuesto en varias de estas por sus numerosas ondas parciales (Ver Grafica 9), y sus
frecuencias se podrian determinar utilizando el principio de Fourier desde el cual resulta un
analisis donde se determinan los llamados “armonicos”, definidos como serie de tonos de
menor intensidad que se suman a un tono principal y que el oido percibe hasta cierto punto
- hasta el armonico 16- y determinan la personalidad sonora o el timbre del sonido emitido
segun la cantidad de estas ondas, sus fases y amplitudes relativas.

“Toda onda compleja puede ser descompuesta en las oscilaciones simples que la forman.
Cuando esto se hace, aparece una serie de ondas de diferentes frecuencias, amplitudes® y
fases relativas. Las frecuencias de las ondas complejas se dividen en dos: Frecuencia
fundamental, que por ser la méas baja determina la tonalidad del sonido; y los arménicos
pares o0 impares, segln sean o no multiplos de la frecuencia fundamental” (Labrado, J.)

Los armonicos se pueden ejemplificar cuando al momento de hacer vibrar una cuerda, las
frecuencias correspondientes a estos seran dados por las siguientes relaciones 1, %2, 1/3, ¥4,
1/5, 1/6, ..., y asi sucesivamente hasta que el sonido emitido por la cuerda y su vibracién se
relajen. Es importante tener en cuenta que “el sonido real emitido por un instrumento
presenta cuatro caracteristicas que se relacionan con el desarrollo temporal de la emision:

- El «ataque», esto es, el tiempo que transcurre entre que el instrumento es ejecutado
y el momento en que el sonido alcanza su maxima amplitud.

- El «decaimientoy, el tiempo que transcurre entre el punto de maxima amplitud y el
instante en que se estabiliza la emision.

- El «sostenimiento», el tiempo en que el sonido mantiene su amplitud mientras
continua la emision.

- La «relajaciony, el tiempo que tarda en caer la amplitud al suspender la emision.”
Arbonés & Milrud (pag.180), para tener presente que cada una de ellas corresponde
a un momento preciso en la emisién que detallaran al mismo tiempo el arménico en
el que se encuentra y la intensidad del mismo sonido. (Gréafica 10).

!las amplitudes de los armdnicos pueden ser o no iguales en la descripcién de un sonido, segin la
caracterizacién de este en cuanto a su intensidad.



Onda Compleja

1° Arménico

2° Armonico

3° Armoénico

4° Armonico

5° Armonico

6° Armoénico

Composicion de onda compleja a partir de
la suma de ondas simples (armoénicos)

Grdfica 9

Ahora, se intenta detallar lo anteriormente enunciado a partir de la misma nota La con
frecuencia 440 Hz trabajada hasta el momento, pero desde su emision o sonido dado por el
instrumento musical que se utiliza como herramienta en el trabajo, el Piano. Para ello se
utilizan de nuevo los programas WavePad y Geogebra para describir la onda generada, pero
al momento de importar el sonido al programa de audio, la intensidad de éste no permite
identificar los decibelios (dB) en algunas partes de la representacion, ademas no se alcanza
a detallar los puntos de corte con el eje simétrico de ésta, atascando el proceso de encontrar
dicha onda.

Dado al inconveniente se opta por utilizar el programa Audactity, el cual, describe una onda
donde pueden detallarse los puntos de corte con el eje simétrico logrando identificar una
funcion de tipo senoidal (llustracion 3). Al igual que con el anterior programa no se logran
establecer puntos que ayuden a detallar un acercamiento a la funcién para determinar los
arménicos que la componen, por esta razon realizamos una aproximacion utilizando el
programa de Geogebra: se toma un pantallazo de la funcién y se lleva al programa ubicando
puntos sobre el contorno de la onda determinando tres funciones (llustracion 4):

1. g(x) =—0.01+ 0.27sen(6.66x — 3.14)
2.
3. p(x) =0.01+ 0.09sen(13.73x — 1.23)

Que al ser sumadas determinaran una nueva funcion que se aproxima a la que se esta
buscando en cuanto a su representacion grafica y no simbolica (llustracion 5), dado a que
los datos no pudieron ser tomados. Esta funcion, con los datos de las anteriores sera:

g(x) =g(x)+ h(x)+p(x)=-0.01+0.27sen(6.66x — 3.14) +
0.14sen(9.29x + 3.12)0.01 + 0.09sen(13.73x — 1.23) + 0.01.
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lustracion 4

La serie que se ejemplifica de los 16 armonicos en lo musical, se realiza por lo general para
el caso de un instrumento que toca un do determinando diferentes frecuencias en relacion
con la nota que representa. En este caso se determinara la relacion desde el instrumento
Piano que toca un la, haciendo una pequefia comparacién entre las dos escalas (Tabla 3),
que se relacionara con lo anteriormente enunciado a partir de su emision y representacion
senoidal.

DO

N°de Frecue No N°de Frecue No N°de Frecue No N°de Frecue No

Armoé ncia ta Armdé ncia ta ArmOé ncia ta Armd ncia ta

nico nico nico nico

1° 33Hz Do o 297 Hz Re 1° 55Hz La o° 495 Hz Si4
1 4 1

7 66 Hz Do 10° 330 Hz Mi 2° 110Hz La 10° 550 Hz DO
2 4 2 #5

3° 99 Hz Sol 11° 363Hz Fa 3° 165Hz Mi 171° 605 Hz Re5



4° 132Hz Do 12° 396 Hz Sol 4° 220Hz La 12° 660 Hz Mi

3 4 3 5
5° 165Hz M 130 429 Hz La 5° 275 Hz DO 130 715Hz Fa

3 4 4 5
6° 198 Hz Sol 14° 462 Hz Si/ 6° 330Hz Mi  14° 770 Hz Fa

3 4 4 #s
7° 231 Hz Si# 15° 495Hz Si4  7° 385 Hz S0l 150 825 Hz Sol

3 4 #s
8° 264Hz Do 16° 528 Hz Do 8° 440Hz La 16° 880 Hz Lab5

4 5 4

Tabla 3

Se identifica de las dos escalas que entre: Do; -Do,y Lai- Laz hay 8 notas, lo que determina un
intervalo de octava; Do,- Sol, y Laz- Mis hay 5 notas, lo que determinaria un
intervalo de quinta; Do,- Dos y La,- Las hay 8 notas, intervalo de octavo; Dos- Misy Las- Dos hay
tres notas, intervalo de tercera; Dos- Sols; y Las- Mis hay 5 notas, intervalo de quinta. Si llegdsemos
a realizar todas las comparaciones entre estas dos tablas se podria seguir encontrando conexién o
alguna que otra diferenciando a los intervalos estudiados.

Dado a que ya se han encontrado algunas relaciones desde las frecuencias de las notas, se
detallara en este segundo momento las relaciones a partir de lo establecido por Pitagoras
que vendran a determinar los distintos intervalos, escalas y afinaciones musicales para
lograr hacer su interpretacion y validacion en la comprension de lo armonico; el cual sera
dividido en dos apartados: 1) Construccion de los intervalos cuarta, quinta y tercera 2)
Cuaterna armonica entre las notas a partir de sus relaciones numéricas.

CONSTRUCCION DE LOS INTERVALOS QUINTA, CUARTA Y TERCERA

La construccion de los intervalos se hara desde un encadenamiento y cancelacion de
octavas explicado por Arbonés & Milrud, y el uso de las medias (aritmética y armonica)
para generalizar.

Intervalo a partir de quintas

(Referenciada la escala pitagorica): Se realiza un paralelo entre el encadenamiento de
quintas, y la relacién de la media aritmética para el encuentro del intervalo.



“el valor de las frecuencias relativas se encuentra siempre entre 1 (la relacion que mantiene
el do consigo mismo) y 2 (la relacion que mantiene el do de la siguiente octava)”

Primero se determina el sol que se encuentra a una quinta del do
3
sol==
2

Por media aritmética se tendria

Donde = es la nota de la que se parte, ¢ la nota = en la siguiente octava y b la quinta
siguiente

1+2
sol = ——

sol =

N|WwW N

Luego el re a una quinta del sol, en la que se debera multiplicar por la relacién numérica o
razon 3/2, cancelando una octava que correspondera a multiplicar por la razén % para que
la nota se mantenga en la misma escala.

l 1
= * — k —
re SO >*5

re =

TR
*
1w

9
re = —
8
Esta operacion estableceria una relacion entre las notas do-sol, sol-re, siendo esta la misma.
Pues, do-sol estdn a una quinta 0 a una razén de 3/2, y re-sol presenta la misma sin la
cancelacion de octava:

sol:do :: re:sol

3 18 3 3
S _=— a5 - = —
2 12 2 2

=
N w
=Nl w

N w
1 o
l
DN W O

Siendo el cociente entre las divisiones de fracciones igual a 3/2, lo que matematicamente se
relaciona con la proporcionalidad definida por Euclides como la relacion entre un grupo de
magnitudes, nimeros o cantidades, que en una nocion aritmética se traduciria a la igualdad
entre dos razones, y que en la masica representaria un intervalo de quinta.



La definicion de proporcionalidad numérica puede evidenciarse textualmente en el libro VII
Definicion 21 de Los Elementos de Euclides. Edicion de J. L. Heiberg & H. Mengue,
Euclidis Opera omnia (1883-1886):

“Unos numeros son proporcionales cuando el primer es el mismo multiplo o
la misma parte o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto”

. . Lat +
Con la media aritmética se toma b = Tc como la nota de la que se parte y se suma un

que es la misma nota en la octava siguiente (como se tiene nota base la nota sol al
multiplicarla por 2 para saber el valor de la misma nota en la siguiente octava):

=sol x2

> 2
= —x
2

=3

es este caso también se debe multiplicar por %2 para mantenerla en la misma octava.

(sol + )*%
re=——p

(59 +a)+3

re =

re =

Reemplazando:

_1+2+2(3)

re 3

@ ©

re =
Ahora la a una quinta del re

la=rex—=



9 3
la=§*§
27
la:ig

Tomamos ahora la media aritmética como lo hicimos anteriormente sumandole un e a la
ecuacion encontrada en re; dicho e serd el mismo re en la octava siguiente:

e=rex2
2 2
= — %k
€3
_9
€=

Media aritmética encontrada mas e para encontrar la:

re+e
2

(HF=) +e
2

+c+ 2d + 8e

8
la =
a 2

+c+ 2d 4+ 8e
16

la =

Reemplazando

142+2(3) +8(3)
la = 16

27
~ 16

mi a una quinta de la y por estar en la octava siguiente se debe cancelar una octava
(multiplicando por %)

la



A la media aritmética encontrada en la se le suma un f que equivale a la en la siguiente
octava
=lax*2
27
= — %
16
_ 27
-8

Se toma lo encontrado y se multiplica por ¥ para mantenerlo en la misma octava

) (la + > 1
= * —
mi > >

+c+ 2d + 8e
16 +
2

2

+c+2d+8e+16

miL = 126 * —
. +c+2d+8e+16f 1
= 32 "2
. +c+2d+8e+16
mi = 64
Reemplazando:
. 1+2+2(3)+8(%)+16(%)
64
- 81
ml=6—4
si a una quinta de mi
. .3
Sl=ml*5
- 81 3
Sl=a*§
243
51278

A la siguiente media aritmética se le suma un g que es mi en la siguiente octava

g=mix*?2



81
= — %k
9= %4

9732
Ahora hallamos si por media aritmética

. _mit+g
st =—5

+c+2d+8e+16/
64 9
2

+c+2d+8e+ 16/ + 649
64
2
+c+2d+8e+ 16/ + 64g

128

Si

Si

Si =

Reemplazando

1+2+203) +8(3) +16(5)) + 64(3p)
128
243
T 128
Al igual como se establecio entre las primera tres notas relacionadas en un intervalo de

quintas (do, sol, re) el vinculo proporcional, se verificara para las demés; y se establecera

relaciones entre algunas de ellas donde se utiliza lo que se denomina cancelacién de
octavas.

Sl =

Si

re:sol :: la:re

9
93 279 z 7§ 18 108 3 3
—f—ll— D == 5 —=—— 5 — = —
42 84 3 9 12 72 2 2
2 4
la:re :: mi:la
27 81
279 8127 3§ 1 108 648 3 3
—_———— —_— e — = — ) = = =
8°4716°8 9 27 72 432 "2 2
4 8

mi:la :: si:mi



81 243
81 27 243 81 Tg 737 108 3888 3 3

168 32 16 27 81 72 2592 2 2

8 16

Se verifica que do — sol —re — la — si — mi se encuentran relacionadas, todas a una
razén de 3/2, intervalo de quinta, siendo de esta manera proporcionales tomadas la anterior

de la que sigue, es decir, en el orden en que van encontrdndose.

Ahora, si las cancelaciones de octava se realizan, con la intencién de que todas las
relaciones se establezcan en la misma octava, la proporcionalidad podria ser vista bajo las
relaciones de

3 9 27 81 243
do;sol;re;la;mi;si = 1;=;—;—; —

3 279 3 27 3
e —1.3.279_2_T6_3_3
sol:do :: la:re 1.2 168 2 2=3
8
3 Z7 24 1728 3 3
epl s omi-lg — 2 16 _ 4% 1726 S5 3
re:sol :: mi:la 2 81 181206 2 _ 2

8 64
= dado a la cancelacion de octavas en estas notas.

Intervalo a partir de cuartas:
Paralelo entre el encadenamiento de cuartas y la relacion de la media arménica.

Al igual que en el anterior intervalo hallamos a partir de do la cuarta pura fa resultando

_ 4
fa—3
Luego si que estd a una cuarta de fa
4 4 16
= — % — = —
1537379
mi a una cuarta de si
16 4 64
= — %= = —
M= %3727
la a una cuarta de mi
l 64 4 256
= — ¥ - = —
=273 81

re a una cuarta de la



256 4 1024
= k — =
"¢=81 37 243

y por ultimo se hallaria a sol a una cuarta de la

1024 4 4096
¥ —_ = —

243 3 729

sol =

Como la media armonica es expresada como Zab/a L p donde a y b corresponden, en este
caso a do y Do respectivamente. Se decide colocar todas las notas en términos de esta
relacion como se muestra a continuacion:
2ab
a+b

(@) (2)) (. ) o e
(azibb) + <2 (azibb)> (az-cll-bb) + (a4-cll-bb) ZaZ i 2ab a6-0|l—bb
_ 16a’b*>  8ab
" 6ab(a+b) 3(a+b)

8ab 8ab 232

2| l 5/——= 16ab 16ab 256a“b
<(3(a+b)) ( 3(a+b) )) 3(a+b)) (3(a+b)) _B@+bh)y?

8ab 8ab 8ab l6ab \ = 24ab

(3((161 b)) + ( 3(a0fi- b) > 3(a+ b)) * (3(a + b)) 3(a+b)

_ 256a’h*  32ab
~ 72ab(a+b) 9(a+b)
2((9?2—%)*(2(9?2—%))) - ( 64ab )*( 64ab ) 4096a%b?

2 4096a2b? 128ab
9(a+b) 9(a+b)) __ (9(a+b))* __ — Observando en

o)) G Gm) e et e

las ultimas expresiones a partir del proceso se podria generalizar de la siguiente manera,
hallando asi las expresiones de las dos notas faltantes:

Zab_ 8ab _ 32ab _ 128ab _
a+b’ 3(a+b) 9a+b) 27(a+b)’

4 16 64 256

3" 9’27 81"
22"+1(ab) ; )
————=siendo n = 0,1,2,3,4,5; obteniendo las notas en orden fa,
3"(a+b)
si, mi, la, re, sol a partir de las notas do y Do, con una relacion proporcional que en las
notas como sol, re difieren en la relacion numérica establecida. Aunque si a este proceso le
anexamos el hecho de cancelar octavas se obtendria que:

Que podria resumirse en



az-(}l-bb; 3(2?@ ’ <<9(3azibb)> ) ®> ; <(%) * G)> ;

4 16 32 128

3" 9’27 81"
Que corresponden a las afinaciones de las teclas negras bemoles y sostenidos
fa,si,, miy, lay, rey,, y soly; en el orden encontrado. Los nimeros Y2 y % corresponden a la

cancelacién de una octava y cancelacion de dos octavas respectivamente, ya que mi y la al
contar 4 notas de la anterior caen sobre la segunda octava y re y sol sobre la tercera octava.

Sin embargo, tanto en las primeras relaciones establecidas y en las segundas con la
cancelacion de octavas, se evidencia que la proporcionalidad entre estas sigue siendo la
misma de 4/3, tomando 4 relaciones numéricas de las notas en el orden que fueron
encontradas se verifica.

16 256
] . 164 12832 <5 g7 48 6912 4 4
si: fa :: a.ml—9.3..81.27— 7 =64 36 518433
3 7
16 128
, . . 164 75 g7 48 3456 4 4
Sip:fa ap:miy =i —?_g_%_ﬁ 373
3 2

Intervalo de tercera:

Este intervalo a diferencia de los dos anteriores, no se le asigna ninguna media ni
encadenamientos de una sola relacion numérica como quintas o cuartas, pues no resulta
viable para llegar a una afinacion correcta, considerando este intervalo de terceras el mas
puro. A continuacién, se explicard su construccién sélo desde el trabajo realizado por
Arbonés & Milrud:

a) Se determinan las notas fa y la por encadenamientos de quintas partiendo del do, las
cuales se consideran las notas méas importantes dentro de la escala por permitir
encontrar las demas en relacion a ellas.

_h 3
fa= 3 50l=7
b) A partir de do se calcula mi, comprendiendo un intervalo de tercera a una distancia
de 5/4
5

i=d >
mi 0*4



5 5

mi=1%x—=-
4 4
c) A partir de fa se calcula la, comprendiendo un intervalo de tercera a una distancia de
5/4
l 5
= *k —
a=fa 2
l 4 5 5
= — % — = —
“T3%173
d) A partir de sol se calcula si, comprendiendo un intervalo de tercera a una distancia
de 5/4
l 5
= *k —
Sl SO 7
.3 5 15
= — %X — = —
T4 8
e) A partir de sol se calcula re, comprendiendo un intervalo de quinta a una distancia de
3/2
l 31
= k — % —
re N 5%
3 31 9
= =% =% == —
T€T2727278

Como se han encontrado relaciones numéricas que dependiendo el intervalo se mantienen o
varian, se verificara si dichas relaciones se encuentran separadas arménicamente. Para este
proceso, se tendran en cuenta las relaciones aritméticas encontradas por medio del
encadenamiento de quintas, y los puntos conjugados armonicos donde, para determinar si 4
puntos se encuentran en armonia el uno del otro, se establecen los teoremas de razones
dobles a partir de lo geométrico.

4) CUATERNA ARMONICA ENTRE LAS NOTAS A PARTIR DE SUS
RELACIONES NUMERICAS

Hernando Castillo (1993) en su libro Lecciones de geometria Euclidiana, menciona la razon
doble como una razén de dos razones simples, y con esto afirman gue en una misma recta
se pueden encontrar dos 0 mas puntos que tienen una misma razén entre ellos.

Si a, b, ¢, d son las abscisas respectivas de los puntos A, B, C, D, teniendo en cuenta que
dichas abscisas son las relaciones numéricas que encontramos de cada una de las notas, es
decir, seran referencias de los puntos de la cuerda y las distancias establecidas entre ellas,
entonces:

(a=c)(b—d)
(a—d)(b—rc)

El orden en se consideren los puntos de una razén doble, es importante, es por esto que se
toma la escala musical en el orden establecido (DO, RE, MI, FA, SOL, LA, Sl, DO,)

(ABCD) =




Nota Do Re Mi Fa Sol La Si Do
Relacion de 1 o8 | swea | an 32 | 2716 | 243128 | 2
frecuencias | | e i
A B; C1 D1 Az B> C2 D2
Entonces:
A1=DO ar=1 A, = Sol alzg
_ _9 _ _27
Bi1=Re b1—8 B2=Lla b1—16
= Mi 81 = si 243
Ci1=Mi C1_64 C2=Si C1—128
4
Di1=Fa d1=§ D, = Doz di=2

Empezaremos a demostrar que las relaciones numéricas (A1, B1, C1, D1) cumplen con los
teoremas establecidos para las razones dobles.

Teorema 942: Si en una razon doble se intercambian el orden entre los dos
primeros elementos y simultdneamente entre los dos ultimos, o si se
intercambia el orden entre los dos primeros y los dos Gltimos elementos, el
valor de dicha razon doble, no cambia.

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA)

Verificacion:

A1B1C1D1

_(a—o)(b-ad)
" (a—d)(b-c)

(1-60)(5-3)
(1-3)(5-&1)

85
_ 71536 _ 16320 255
9 13824 216



B1A1D:1C1= o)

(c—a)(d-b)
(c—=b)(d-a)

ClDlAlBlz

_(d=b)(c-a)
DlClBlAl_—(d—a)(c—b)

Queda verificado que:

_ (-a)(a-0)

_ 1536 _ 16320 255
9 13824 216

G063
E-DE)

~
25
N——r
S
&

/N
W[ =
N——

85
5

_ 71536 _ 16320 255

9 13824 216

(z2) (52)
(3) ()

85

_ 71536 _ 16320 255
9

713824 216

192



(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA)

Teorema 95°: El teorema siguiente precisa mas cuantos valores se
pueden esperar al permutar lo elementos de una razon doble.

Si (ABCD) = r entonces:
(BACD) = -
(ACBD)=1-r
(ADBC) = 2

(DABC) =

r
(r-1)

1
1-r)

(CABD)=

Como (ABCD) = ry (BACD) =~

Entonces:

255

_ 216
216

~ 255

(BACD) = 75

21

(ABCD) =

o)}

Comprobando:

(b—c)(a-d)

(BACD) = Do)

G-20-3

G-30-¢p

G

D

9
197 _ 13824 216

85 16320 255
1536

Queda verificado que (BACD) = % conr= %

Como (ABCD)=ry(ACBD)=1-r

Entonces:

3 Castillo, H. (1993). Lecciones de geometria Euclidiana



2 255 _ -39

(ABCD)=22 (ACBD)=1- ~2="2
216 216 216
Comprobando:
_ (a=b)(c-ad)
(ACBD) = (a—a)(e=b)
9\ (81 4
(-g)@E-3)
o 4\ (81 9
(1-3)(cz-39)
-1\ —13
_3)Gs)
- 1\/ 9
(-3) (&)
13
=9 13824 216
192
Queda verificado que (ACBD) =1—rconr = %
Como (ABCD) =r y (ADBC) = (r;l)
Entonces:
55 _%—1_%_39_13
(ABCD) = — (ADBC) = %55~ =58 = ;- = &
216 216
Comprobando:
_(a=b)(d-c)
(ADBC)——(a_C)(d_b)

_(1-5)G-¢)

-D6-3

-1, 13
. Py

—-13
_ 1536 _13
-~ -85 85
1536

Queda verificado que (ADBC) = —(r;l) conr= %



r

Con (ABCD) = 1y (DABC) ==

Entonces:
_ 255 _ i—fz % 255 39
(ABCD) =l (ADBC) = 255 =39 = L5 =
216 ¢ 216
Comprobando
_ (d-b)(a-c)
(ADBC) = @=o)ab)
4 9 81
(-g)(-z)
4 81 9
(3-52)(1-3)
5\ /—17
(@) (&)
13y /-1
(752) (%)
—85
_ 1536 _8
—13 13
1536
. _ T _ 255
Queda verificado que (DABC) =G o=

Como (ABCD) =1y (ACBD) = —

-Tr
Entonces:

255 1 —216
(ABCD) :2_16 (ACBD) :ﬁ:?
216

Comprobando:

(a—b)(c—-d)

(ACBD):(a_d)(C_b)

DG
13 1



_ 97 _ —13824 216

13— 2496 = 39
1536
ueda verificado que (ACBD) = L conr= 235
Q que ( )= 1-r 216

Los dos teoremas anteriores permiten concluir que las 24 ordenaciones de los elementos de
una razon doble, se pueden clasificar en 6 clases, cada una con 4 expresiones de la misma
razon doble:

llustracion 5

A continuacion, se hard lo mismo con las cuatro relaciones consecutivas de la escala

pitagorica (A2, B2, Caz, Dg2); se verificara que también cumplen con los teoremas
establecidos para las razones dobles.

Teorema 94*: Si en una razon doble se intercambian el orden entre los dos
primeros elementos y simultdneamente entre los dos ultimos, o si se
intercambia el orden entre los dos primeros y los dos ultimos elementos, el
valor de dicha razén doble, no cambia.

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA)
Verificacion:

_ (a=c)(b=ad)
A2B2C2D7 = D=0

4 Castillo, H. (1993). Lecciones de geometria Euclidiana



255
_ 2048 _ 65280 _ 255
~ 27 T 55296 216

256
B2A2D,Co= EZ d))ff 3
_(5-2) (G- 1)
)
—27\ (—1
(128) ()
255
_ 2048 _ 65280 _ 255
27 55296 216
256
C2D2A:B: EC gg Z;
_(fm-)C-5)
(-9 (2-3)
GHE)
(28) @)
255
_ 2048 _ 65280 _ 255
27 55296 216
256
DzCszAzzg:z;Ez:(lg




255

7048 _ 65280 255

27 55296 216
256

Comprobando que el teorema se cumple:

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA)

Teorema 95°: El teorema siguiente precisa mas cuantos valores se
pueden esperar al permutar lo elementos de una razon doble.

Si (ABCD) = r entonces:
(BACD) = -
(ACBD)=1-r

(ADBC) = =1

T
r
(r-1)
1
(1-r)

(DABC) =

(CABD)=

Como (ABCD) =y (BACD) = -

Entonces:

255

__ 216
216

_ 1
(BACD) = 735 = 220

21

(ABCD) =

[«

Comprobando:

(b—c)(a—d)

(B2AC2D2) ===

_(f6-18)z-2)
27 3 243
g~ YG 128

@@

- —5..-51
) (128)

5 Castillo, H. (1993). Lecciones de geometria Euclidiana



27
786 55296 216

255 65280 255
2048

Queda verificado que (B2A2C2Dz) = % conr= %

Como (ABCD) =ry (ACBD)=1-r

Entonces:
(ABCD)=2> (ACBD)=1- ——=_>
216 216 216
Comprobando:
_ (a-b)(c-d)
(A2C2B2D») = (a—d)(e—b)
3 27\ (243
G-1) (-2
~ /3 243 27
(3-2)(z5-16)
-3\ (—13
1_) (128

39
_ 2048 _ 9984 _ 39
=27 ~ 55296 216
256
Queda verificado que (ACBD) =1 —rconr = %
Como (ABCD) = ry (ADBC) = T2
Entonces:
(ABCD) = 255 (ADBC) = %_ = ﬁ =2 =2
216 i_iz % 255 85
Comprobando:
_(a-b)(d-c)
(A2D2B2C») ~a—oa-b)

_(3-16) (2~ 1)

G-EE-D




_ @)
—51\/5
(128) (16)

—39

_ 2048 _13
—255 85
2048
Queda verificado que (ADBC) = —(r;l) conr= %
Con (ABCD) = 1y (DABC) =——
Entonces:
_ 255 _ i—iz % 255 85
(ABCD) = 216 (ADBC) =5~ = %2 = 39 13
216 1 216
Comprobando
_ (d-b)(a-c)
27\ (3 243
(-5
o 243\ (3 27
(2-128) (3~ 1o)
53\ /—51
_ (E) (12‘8)
13\ /-3
(m) (1_)
—255
_ 2048 _8
-39 13
2048
- o _ 255
Queda verificado que (DABC) =— con r = ==

Como (ABCD) =ry (ACBD) = %

-Tr
Entonces:

255 —216
(ABCD) =~— (ACBD) = 1_;@ = 3—;

16
216

Comprobando:

_(a=b)(c-a)

(A2CoD2By) == —=



_ G-%)GEm-2)
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Queda verificado que (ACBD) = Tconr= 235

-r 216

Se puede concluir de este primer apartado que las parejas (A1, B1) Y (Cy, D1) y las parejas
(A2 ,B2) Y (C2,D2) se separan armdnicamente; Al comparar los resultados del primer
teorema en el cual (A1B1C1D1) = (B1A1D1C1) = (C1D1A1B1) = (D1C1B1A1) y esta a su vez
es igual a (A2B2C2D2) = (B2A2D2C2) = (C2D2A2B2) = (D2C2B2A?) se planteara la siguiente
hipétesis:

“Si se toman cuatro relaciones numéricas consecutivas de la escala pitagorica siempre el

resultado de la razoén que divide a dichas relaciones sera la misma”

Verificando, lo que se va a mostrar es que A1B1C1D1= A2B2CoD2= A3B3CsD3= AsB4CsD4=
AsBsCsDs, con

R
Bg% B4:§ 55:3
C3:§ C4:§ Cszi—z

Es decir, se tomaran las relaciones numéricas en la escala pitagdrica de la siguiente manera:



Nota

Mi Fa Sol La Si Do

Relacion de

(AsB3CzDg3) =

(A4B4C4D4) =

frecuencias

81/64 473 32 27116 | 2431128 2

AL

B EEE

(a=c)(b—4a)

(a—-ad)(b—c)

(a-c)(b—-a)

(a=d)(b—c)

1536 75 25
~739 ~ 39 13
1536

_(e1-2)G-10)
(6r-76) G-2)
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255
3072 _ 97920 5375
27

27 82944 5184
32
_(@-0w-a)
(AsBsCsDs) = — 05
(g B ﬁ) 3_ @)
(§ _ 2_7)
2 16

La hipotesis es falsa, no todas las relaciones en el orden que se tomen tendran la misma
razén, pero como las relaciones que se tomaron como ejemplo y las cuales tenian la
caracteristica de tener la misma razon entre ellas, son cuaternas amonicas consecutivas,
entonces lo que se hard a continuacién es tomar otras cuatro relaciones pero que cumplan la
caracteristica de ser consecutivas y comprobar que tienen la misma razon:

NOTA DO | RE | MI FA | SOL | LA Sl DO: | RE:x | Mly FAL

Relacion de |1 9/8 | 81/64 | 4/3 | 3/2 27/16 | 243/128 | 2 9/4 81/32 | 8/3
frecuencias

Az B3 Cs D3

As Bs Cs Ds

Se tiene que la razon entre las relaciones (A3BzC3Ds3) es 25/13, ahora vamos a encontrar la
razon entre las relaciones (AsBsCeDs)

(a-c)(b-d)

(AsBeCoDs) =0

(r-2) (155 -)

(f6-1) (5 -2)




Donde encontramos que
(A3B3C3D3) = (AsBsCsDs)

Podemos concluir que para que dos relaciones numéricas de la escala pitagorica sean
cuaternas armonicas (es decir, que tengan la misma razén) se deben tomar de manera
consecutiva y en orden.

Justificacién de tonos y semitonos

Ya se ha analizado mediante procesos matematicos las relaciones entre las notas principales
del Piano, las teclas blancas. A continuacion, se presentaran relaciones entre las teclas
negras correspondientes a los bemoles y sostenidos de la escala musical, y las blancas,
explicando a continuacion la ubicacion y la forma de nombrar las notas en intervalos de
tonos y semitonos.

T T T

S T T.§ T T T S
—pd—pd—rdt—pd—d—d—pdt— Pttt

T T

Al buscar informacion con respecto al piano siempre se encontrara que entre las notas (DO-
RE) (RE-MI) (FA-SOL) (SOL-LA) y (LA-SI) hay un tono, mientras que entre las notas
(MI-FA) y (S1-DO) hay un semitono. Lo que se logra hacer para explicar esta caracteristica
es que al tomar la media armodnica y aritmética y dividirlas entre si el cociente es 9/8 que
los musicos determinan como tono. Entonces se tomaron las relaciones numéricas de las
notas determinadas como tonos y se dividieron entre si llegando al siguiente resultado:

Intervalo de DO-RE
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9., .9
8 = 8
Entre el intervalo DO-RE hay un tono
Intervalo de RE-MI
81 9 648 9
64 8 576 8
Entre el intervalo de RE.MI hay un tono
Intervalo de FA-SOL
3 4 9
2 3 8
Entre el intervalo FA-SOL hay un tono
Intervalo SOL-LA
27 3 54 9
16 2 48 8

Entre el intervalo SOL-LA hay un tono
Intervalo LA-SI

243 27 243 9

128 16 216 8
Entre el intervalo LA-SI hay un tono
Ahora analizaremos los cocientes entre los semitonos:
Intervalo MI-FA

4 81 256
3 64 243

Entre el intervalo MI-FA hay un semitono
Intervalo SI-DO

243 256
" 128 243

La relacion numérica expresada para el semitono no presenta ninguna correspondencia con
la expresada para el tono, es decir, no resulta ser la division de 9/8 entre 2, que es lo que



matematicamente se asociaria a la mitad de algo. Sim embargo tiene manera de explicar de
donde resulta a parte del anterior proceso realizado.

Si se recuerda el andlisis que se llevo a cabo para construir el intervalo de cuartas por
medio de la media armoénica, al finalizar éste se enuncia que a partir de la cancelacion de
octavas correspondientes se encuentran las relaciones numeéricas correspondientes a notas
bemoles y sostenidos (teclas negras en el piano) donde la nota re# corresponde a una
relacion de 256/243, siendo esta la distancia que hay entre la nota do igual a 1 y ésta.

5) VINCULO PROPORCIONAL ENTRE LAS FIGURAS MUSICALES Y SU
RELACION E INTERPRETACION CON LAS NOTAS

La musica dentro de su composicion lleva un elemento que es destacable y que Messiaen
Olivier considera parte primordial y esencial, creyendo que su existencia viene dada antes
que la melodia y la armonia, el ritmo, definido como la sucesion y reiteracion de
acontecimientos en el tiempo y en particular la frecuencia en que se producen las
articulaciones de la emision de sonidos. (Arbonés. Pag.37); que sera trabajado junto con la
duracién o el tiempo en este apartado, desde sus distintas agrupaciones donde empiezan a
aparecer las distintas figuras musicales que ayudardn a resumir y representar la
musicalidad, sustentando sus razones de ser en la relacion proporcional.

Las agrupaciones ritmicas definidas hasta el momento son:

» Pulso: ritmo interno que puede subdividirse en binario (pulso subdividido en dos) y
ternario (pulso subdividido en tres). Si llegase a darse el caso que este es
subdividido en cuatro o mas se entienden como la integracion del binario y ternario.
El pulso es el latido de la pieza musical.

» Acento: mayor fuerza con que se ejecuta un pulso, presentando periocidad ligado al
compés.

» Compaés: fragmento ritmico entre dos pulsos fuertes subdividido en dos en relacién
con el pulso binario y ternario, correspondiendo a un compas simple y compuesto
respectivamente.

Agrupaciones que fueron representadas en un primer momento por cuatro figuras (longa,
breve, semibreve y minima) pertenecientes a tres tipos de proporcion: Modo, relacion entre
longa y breve; Tiempo, relacion entre breve y semibreve; Prolacién, relacion entre
semibreve y minima. Consideradas ternarias o binarias las dos primeras y, menor si era
binaria 0 mayor si era ternaria para la Gltima. Después de un tiempo la figura Longa
desaparece y con ella la proporcién Modo, lo que establece tres figuras que dado a sus
relaciones resumen los cuatro ritmos béasicos utilizados en la musica como se explica a
continuacion en la Tabla 3.

Tiempo perfecto (1breve = 3semibreves); Tiempo Imperfecto (1breve = 2semibreves);
Prolacion mayor (1semibreve = 3minimas); Prolacion menor (1semibreve = 2minimas)



Representacion de las figuras Breve (o) Semibreve (¢) Minima ('l' )
Representacién de los ritmos 9/8(®) 3/4(O) 6/8(C) 2/4(C)
Proporciones Ritmo Representacion
Tiempo Prolacion | Division o 9/8 % 0% % Gt Gt G G G N
Perfecto mayor compas ternario Qe = ¢4 =
Tiempo Prolacion  Division o 3/4 i i
Imperfecto | menor compés binario Oe=e00=
Tiempo Prolacion | Division o 6/8 8 G R L
Perfecto mayor compas ternario Co=4¢=
Tiempo Prolacion | Division o 2/4 0% G
Imperfecto | menor compas binario Co=9¢=
Tabla 3

Estas 3 figuras fueron complementadas por 5 mas en la edad media, cambiando asi sus
nombres, llegando a la representacién que hoy conocemos como el diagrama de las figuras
musicales (llustracion 2); la breve denominada como cuadrada, la semibreve como redonda,
la minima como blanca, y las nuevas negra, corchea, semicorchea, fusa y semifusa, que
corresponderan a la duracion en el tiempo dependiendo una de la otra, todas en relacién con
la redonda.

1 Redonos o

Blances fJ o

o J J ) )
;- Corcheas J ] J e Oj O[_;

T T

16 Semicotcheas: J J ° ¢ ¢ o ¢ 9 9 0 ¢ o 9 9

~n

11

L
E
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llustracion 2

Como se puede observar en la llustracion 2, 1 redonda equivale a dos blancas, 1 redonda
equivale a 4 negras, 1 redonda equivale a 8 corcheas, 1 redonda equivale a 16
semicorcheas; lo que dado a la serie se podria decir que 1 redonda equivale a 32 fusas y 1
redonda equivale a 64 semifusas, correspondiendo la divisibilidad de la figura a la
expresion 2", siendon = 1,2,3,4,5,6



Como se habia enunciado anteriormente dado a las relaciones entre las figuras resultan unos
ritmos indicados mediante una fraccién y, que se consideran binarios o ternarios segun la
cantidad de pulsos, llamados o referenciados como compés simple para el imperfecto o
compuesto para el perfecto, respectivamente (se recuerda que el compés es la
fragmentacion entre pulsos). EI numerador de la fraccién indica la cantidad de pulsos y el
denominador la figura que mide las unidades de pulso donde la redonda equivale a 4
unidades de pulso, blanca a 2, negra a 1, corchea 1/2, semicorchea 1/4, y asi sucesivamente.
Pero, para una mas eficiente comprension la figura que sirve de referencia u orientacion es
la que es igual a 1 pulso, es decir, la negra.

Es necesario tener en cuenta que cada figura, asi como tiene cantidad de pulsos, también
tiene cantidad de silencios que se corresponden, por ejemplo, la negra tiene 1 pulso y por
consiguiente 1 silencio.

A continuacién, se ejemplificaran estas relaciones y representaciones donde las lineas
divisoras agrupan las figuras en compases, siendo la intencién, llenar cada compas con
figuras que completen la cantidad de pulsos indicada, desde la minima figura hasta la
maxima:

Compés simple: Cada tiempo se divide en mitades, como ya se ha enunciado.

» Llenando cada compas con la representacion de una figura.

o pd J UL IAN
344,303
2 )00

o Llenando cada compas con la representacion de mezcla de figuras.

)
3 400

el N
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Compés compuesto: El tiempo se divide en tres, los numeradores son multiplos de 3 y el
denominador corresponde a la subdivision de una figura que denota el pulso. Por lo general
el pulso mas utilizado es el de negra y su subdivision vendria a ser la corchea.

e Llenando cada compas con la representacion de una figura.

s JJJ, 7103,
> 1013
2 ) ) NARAAN,

» Llenando cada compas con la representacion de mezcla de figuras.

s ) J
gJa-MJJJ.h”
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Dado a las representaciones de dichos ritmos en este compas, se observa que en el segundo
de éste en el ritmo 6/8, solo hay tres negras que segun lo que se ha explicado de la duracion
cada una equivaldria a 1 pulso, lo que permitiria decir que harian falta 3 pulsos mas o tres
negras, en este caso. Pero, dado a que el compas es compuesto la cantidad de tiempos a las
que equivale una figura normalmente cambia de la siguiente manera:



EJ =4 Tiempos

J: 2 Tiempos

ﬂ =1 Tiempo

Que, siguiendo con la secuencia la semicorchea serd igual a ¥ tiempo, la fusa a ¥4 tiempo,
etc., deduciendo que cada una de las figuras tomara el valor de duracién de la figura que lo
antecede, y que en relacién proporcional podria ser descrito como:

Compuesto Simple o Normal

Razon Duracién  Figura Musical Duracion Figura Musical

1/2 ﬁ 1/4 ﬁ

1/2 1 ﬂ 1/2 ﬂ
) )

1/2 2 J 1 J
1/2 4 CJ 2 CJ

Como cada una de las figuras guardan una razon de 1/2 (la cual sigue manteniéndose en los
dos compases) una con otra, podria decirse que a estas se les suma la mitad de lo que

. . . . . 1 1
equivale la figura sucesora a ellas guardando su relacién proporcional, por ejemplo: =i
11

=:=, siendo analizadas u operadas desde la figura mas “pequeiia”, fusa, hasta las mas
4 2) b 9

“grande” blanca, en este caso.

Ademas de estas figuras se habla de unas figuras con puntillo, que estarian bajo la misma
relacién anterior, en la que se afiade a estas la mitad de su duracién: redonda con puntillo
sera 4+2; blanca con puntillo 2+1; negra con puntillo 1+1/2, etc., con el fin de lograr
representar sonidos con 3 tiempos de duracion.

“El puntillo se coloca después de una nota, y aumenta el valor de esta nota la mitad
de su duracion primitiva. Una blanca, por ejemplo, vale dos negras; con puntillo
valdra una negra mas, esto es, tres negras.” A. Danhauser (s.f. pag.17)



llustracion 6

Y como cada figura corresponde a una figura segun la subdivision, las figuras con puntillo
como puede verse en la lustracion 7 corresponden a una subdivision que ya no se hace de a
dos sino de a tres, por ejemplo, una negra equivale a 3 corcheas y una fusa 3 semifusas. Lo
que estructuraria el diagrama musical establecido.

llustracion 7

Ahora, con los ritmos anteriormente establecidos se realizara su representacion haciendo
uso de estas figuras:

3400
sl ddd
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Como se ha determinado un analisis proporcional entre las distintas figuras y su
representacion para la lectura musical, dado a los ritmos encontrados, se determinara ahora
la relacidn que existe entre estas y las notas musicales desde el instrumento Piano. Para ello
es necesario empezar a hablar del pentagrama, que recopila los elementos ya enunciados
durante el trabajo, la altura, el tiempo, y las notas (frecuencias); que resulta del
griego mevta, penta: cinco, y ypaupo, grama: escritura, siendo el conjunto de cinco lineas
horizontales paralelas y equidistantes y 4 espacios que se nombran de abajo hacia arriba,
sobre el cual se escriben las notas musicales y demas signos de la notacion. De manera
horizontal se ubicara el tiempo y de manera vertical la altura (frecuencias crecientes de las
notas).

L? linea 0 .

4! linea 47 espacio
3! linea 3 espacio
2! linea 27 espacio
1? linea 1f espacio

“La distribucion de lineas y espacios es equivalente a las teclas blancas del teclado
de un piano, y su numero directamente proporcional a las frecuencias de las notas.
Asi, sonidos de mayor frecuencia (los mas agudos) se ubican en posiciones mas
altas en el pentagrama. Con el objeto de consignar notas mas agudas 0 mas graves
se agregan lineas adicionales”. (Arbonés. Pag., 62.)

Para ubicar cada una de las notas en el pentagrama se debe escribir sobre éste una clave que
permita ubicarlas en cada linea o espacio segun corresponda. Siendo estas:

Clave de Sol: al escribir el signo de esta al inicio del pentagrama, indicara que todas las
figuras que se ubican en la segunda linea corresponden a un Sol.

A

%) ©

Fay
Pay O e
r

()

N
)

=Q

Fa Sol La Si Do Re Mi Fa

lustracion 8: Sol en segunda linea

Clave de fa: al escribir el signo de esta al inicio del pentagrama, indicara que todas las
figuras que se ubican en la tercera y cuarta linea corresponde a un fa.


https://meta.wikimedia.org/wiki/wikt:es:-grama
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Sol La Si Do Re Mi Fa Sol La
llustracion 9: fa en cuarta linea

Clave de Do: al escribir el signo de esta al inicio del pentagrama, indicard que todas las
figuras que se ubican en la tercera linea corresponde a un Do.

ray
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W
Fa Sol La Si Do Re Mi Fa Sol

llustracion 10: Do en tercera linea

Nota: La clave de fa en tercera, y la de do en segunda no suelen utilizarse.



Evaluacién del proceso y desarrollo de la sistematizacion

Teniendo todo lo anterior claro sera posible la construccion de cualquier melodia que
permita evidenciar la relacién entre las figuras y las notas musicales. Y, para ello es
importante recopilar todo lo que se ha estudiado y desarrollado a lo largo de la
sistematizacion, es decir, la caracterizacion del piano, los intervalos, las frecuencias y sus
relaciones aritméticas, los ritmos, compases, pulsos, pentagrama y claves.

El estudio lo evaluaremos en el analisis y comprension de la partitura o representacion de la
melodia de la cancion infantil los pollitos (llustracion 11), interpretada desde el Piano.

Cancion Infantil

Los Pollitos

=80
% ler Compas 2do Compas 3cer Compas 4to Compas
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linea divisoria de compas

lustracion 11

1. Se determina la clave de sol y el ritmo al que se va a interpretar, siendo este 4/4

2. Dado a que el ritmo es 4/4, simple, los tiempos o pulsos de las figuras seran:
redonda 4, blanca 2, negra 1, corchea 1/2, etc.

3. Seevidencian 4 Compases distribuidos de la siguiente manera:

3.1. Primer Compas
e 4 corcheasy 2 negras

e 1 )]0,

N e
fdaddan




Pulsos = %+ % + % + % + 1+ 1 = 4, siendo el resultado, 4 la cantidad indicada por
el denominador de la fraccion que se establece al principio de la partitura.

Lo anterior permite hacer en relacion en que la nota Do (corchea) junto con la Re
(corchea) constituyen un pulso, asi como las notas Mi (corchea) y Fa (corchea); la
nota Sol (negra) como se observa indica un pulso, y todas se encuentran
organizadas de izquierda a derecha en la partitura en cada una de las lineas, en el
orden establecido en la escala musical. Como las notas se encuentran en el mismo
intervalo, en este caso se podria decir que la melodia se esta interpretando desde el
tercer intervalo del piano, es decir desde la tercera parte, como lo ensefia la
llustracion 12.

llustracién 12

Como cada nota se encuentra en relacion aritmética, tomandola desde la escala
pitagorica, se relaciona en el siguiente cuadro estas junto con sus respectivas
frecuencias, en comparacion con las del primer intervalo del piano.

Nota Relacion | Frecuencia | Nota Frecuencia
Musical aritmética | (Hz) Musical (Hz)
Do: 1 33 Dos 132
Re: 9/8 37.12 Res 148
Miy 5/4 41.25 Mis 165
Fay 4/3 44 Fas 176
Soly 3/2 49.5 Sols 198

Los procesos realizados para encontrar estos valores, se realizan a partir del estudio
realizado anteriormente con las elaciones aritméticas y por consiguiente con las
frecuencias; conociendo la frecuencia de la Nota Doi = 33 Hz se determinaran las
demas:

Do; = (Doy *2) * 2
Doz = Doq x4
Do; =33 Hz*4 =132 Hz



Para hallar Mis se busca la relacion que ésta tiene con la nota Doy, encontrando que
se encuentran a un intervalo de 5/4, es decir de tercera, pues entre ellas hay tres
notas (Do, Re, Mi)

5
Mi; = (Dol *Z> * 2
Mi; =41.25Hz+2 =165 Hz

Para hallar Sols se busca la relacion que ésta tiene con la nota Doy, encontrando que
se encuentran a un intervalo de 3/2, es decir de quinta, pues entre ellas hay cinco
notas (Do, Re, Mi, Fa, Sol)

3
Sol; = (Do1 * E) * 2

Sol; =49.5Hz+2 =198 Hz

El mismo proceso se realiza para encontrar las demas; los nombres de los intervalos
entre las notas se pueden asignar mediante las relaciones numéricas o cantidad de
notas entre estas, y también segln la cantidad de semitonos entre estas: Nombre del
intervalo por relaciones numéricas o cantidad de notas entre dos de estas: De
do-re intervalo de tono; de mi-fa intervalo de semitono; de fa-sol intervalo de tono;
Nombre del intervalo segun la cantidad de semitonos entre notas: De do-re se
tiene un intervalo de segunda mayor porque entre ellas hay 2 semitonos o un 1 tono;
de re-mi intervalo de segunda mayor; de mi-fa intervalo de segunda menor porque
solo hay 1/2 tono; de fa-sol intervalo de segunda mayor; de sol-sol intervalo
unisono porque no hay 0 tonos y semitonos.

Los tres compases que restan pueden ser analizados a partir de lo anteriormente
realizado entre las frecuencias haciendo uso de las relaciones numéricas.

3.2.  Segundo Compas: 2 corcheas y 2 negras
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Nota Relacion Frecuencia | Nota Frecuencia | Nota Frecuencia
Musical | aritmética | (Hz) Musical | (Hz) Musical | (Hz)

Do 1 33 Dos 132 Dos 264

Soly 3/2 49.5 Sols 198 Soly 396

Laz 5/3 55 Las 220 Las 440

Se detallan las notas la (corchea), Do de la siguiente octava (corchea), la (corchea), Do

de la siguiente octava (corchea), sol (negra), sol (negra).

Nombre del intervalo por relaciones numéricas o cantidad de notas entre dos de
estas: De la -Do intervalo de tercera; de Do-la intervalo de tercera por debajo,

descendente; de Do-sol intervalo de cuarta descendiendo.

o Nombre del intervalo segun la cantidad de semitonos entre notas: De la-Do
intervalo de tercera menor porque entre ellas hay 3 semitonos; de Do-la intervalo de
sexta mayor porque tiene 9 semitonos; de la-Do intervalo de tercera; de Do-sol

intervalo de cuarta justa porque tiene 5 semitonos; de sol-sol intervalo unisono.

Lo que se logra evidenciar en este compas es la alternancia que se hace entre las notas,
pues en el primero la manera de digitarlas era progresiva, es decir en el orden
establecido en el piano.

3.3.Tercer Compas
e 2 corcheasy 2 negras

La; — Do, — La, — Do, — Sol; — Sol;
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o De izquierda a derecha se detallan las notas fa (corchea), fa (corchea), fa (corchea),
fa (corchea), mi (negra), mi (negra).

A

Tercera octava
Nota Relacién Frecuencia | Nota Frecuencia | Nota Frecuencia
Musical | aritmética | (Hz) Musical | (Hz) Musical | (Hz)
Mi, 27/16 55 220 Mig 440
Fai 4/3 44 176 Fa1 4/3

e Nombre del intervalo por relaciones numéricas o cantidad de notas entre dos
de estas: De fa-mi intervalo de semitono descendente.

e Nombre del intervalo segin la cantidad de semitonos entre notas: De fa-fa
intervalo unisono; de fa-mi intervalo de segunda menor porque tiene 1 semitono; de
mi-mi intervalo unisono.

3.4. Cuarto Compas
e 2 corcheasy 2 negras



e De izquierda a derecha se detallan las notas re (corchea), re (corchea), re
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RE RE RE MI DO DO

(corchea), mi (corchea), do (negra), do (negra).

Tercera octava

Nota Relacion Frecuencia | Nota
Musical | aritmética | (Hz) Musical
Do 1 33

Re1 3/2 495

Mi, 27/16 55

e Nombre del intervalo por relaciones numéricas o cantidad de notas entre dos

Frecuencia | Nota Frecuencia
(Hz) Musical | (Hz)

132 Dos 264

198 Rel4 396

220 Mia 440

de estas: De re-mi intervalo de tono; de mi-do intervalo de tercera descendente.

e Nombre del intervalo segun la cantidad de semitonos entre notas: De re-re
intervalo unisono; de re-mi intervalo de segunda mayor porque hay 2 semitonos; de

mi-do intervalo tercera mayor porque hay 4 semitonos; de do-do intervalo unisono.

4. Se puede identificar la relacion existente que hay entre los compases donde:

o Al dividir la frecuencia de cada nota de la tercera octava por la de la primera
correspondiente, el cociente sera igual a 4, estableciendo que dichas relaciones son

de 4:1 y por consiguiente las notas resultan ser proporcionales entre si.

132

148

165

176

198

37 4125 44 495

Do; Re; Miz Faz Sols

DOl N R81 N Ml1 N Fa1 B SOll




Algo similar resulta al dividir la frecuencia de cada nota de la cuarta octava por la
de primera o la tercera, donde lo Unico que cambiaria es la relacion dado al cociente
resultante:

264 396 440 o Do, Sol, La,
33 495 55 Do, Sol; La,

264 396 440 , Do, Sol, La,
132 198 110 Do,  Sol; Las

Al relacionar la frecuencia de la Gltima nota musical de cada compas con la primera
nota musical del compas consecutivo se identifica que la relacion entre Solsy Fas es
igual a 9/8, lo que corresponderia a una relacién de tono entre estos.

198 198 Solz Sols

) q )
110’176  Las ' Fas

9 9 Soly Sols
2.2 .,29s,
5’8  Laj’ Fa,




6) CONCLUSIONES

En este trabajo se logrd evidenciar conceptos de proporcionalidad entre las frecuencias de
las notas a través de su representacion; la caracteristica que se utilizd para estudiar el
comportamiento del sonido de la nota LA fue la altura. De esta manera se encontraron las
representaciones de las demés notas teniendo a ésta como referencia, como se evidencio en
las graficas; haciendo uso de las proporciones numéricas encontradas por Pitagoras a partir
de cuerdas se encontraron los distintos intervalos y las relaciones con respecto a la funcion
original; teniendo en cuenta su ciclo.

Al realizar cada una de las construcciones de los intervalos (quintas, cuartas y terceras) se
verifica en los intervalos de quinta que do — sol —re —la — si —mi Se encuentran
relacionadas, todas a una razon de 3/2, intervalo de quinta, siendo de esta manera
proporcionales tomadas la anterior de la que sigue, es decir, en el orden en que van
encontrandose, y esto sucede también al momento de realizar los intervalos de cuartas;
cada una de estas relaciones se comparan paralelamente con las medias armoénica y
aritmética dando como resultado una generalizacion que nos permite identificar las
relaciones numeéricas de cada nota incluyendo las relaciones entre los bemoles y sostenidos.
Al momento de trabajar con el intervalo de terceras no se logra realizar una generalizacion
por medio de las medias, ya que para este intervalo es necesario realizar una construccion a
partir de quintas y terceras lo que no nos permitio encontrar relacion alguna entre alguna
media en especial.

Al realizar la investigacion se logra encontrar que las relaciones numéricas de las notas son
cuaternas armonicas porque al tomar cuatro relaciones consecutivas se obtiene la misma
razon entre ellas; lo que nos permite hablar de armonia en la mdsica a partir del concepto
de longitudes de cuerda y su relacién entre ellas.

El uso de las herramientas WavePad, Audacity y Geogebra permite realizar el analisis de la
nota LA y la interpretacion de sus distintos comportamientos, teniendo en cuenta el cambio
que realiza el sonido al aumentar o disminuir su frecuencia.

En el piano se logra evidenciar las relaciones proporcionales encontradas al ver el orden en
que estan ubicadas las notas musicales, como ya vimos antes, este orden de la escala
pitagorica no es aleatorio ya que cada cuatro notas consecutivas se encuentran a una misma
razén que las siguientes cuatro; ademas dichas relaciones numéricas también nos permiten
encontrar lo que musicalmente llaman tono y semitono, lo que se hace para explicar estas
conceptos es gque al tomar la media arménica y geométrica y dividirlas entre si el cociente
es 9/8 que los musicos determinan como tono y al realizar los cocientes entre las notas
logramos encontrar esta relacién; en algunas notas esta relacion no es de 9/8 la
caracteristica de estas es que son las llamadas semitono, las cuales matematicamente
podriamos creer que son la mitad de un tono, pero en este trabajo se evidencié que no tiene
ninguna correspondencia de mitad con dicha relacion numerica.

Para finalizar se logro evidenciar que en la musica el lenguaje matematico es amplio y que
teniendo en cuenta cada una de las caracteristicas asociadas a la musica se podrian
encontrar un sinfin de relaciones matematicas que abarquen una explicacion de cada
fendmeno y herramienta comprendida en dicha armonia.



Con una vision a futuro del trabajo, pensada en una propuesta didactica para la ensefianza
de la proporcionalidad a partir de la musica, se puede expresar como posible ruta el proceso
que se llevd a cabo en la sistematizacion, empezando por la caracterizacion del piano,
pasando por la construccion de intervalos y escalas musicales, desde el estudio realizado
por Pitadgoras con las cuerdas, la interpretacion de las figuras musicales y su relacion con
las diferentes notas.
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